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RESUMO

Uma técnica de modelagem de antenas duplo-refletoras axialmente
simétricas €& apresentada. Esta técnica possui o diferencial de controlar
simultaneamente a fase e a amplitude na abertura do refletor principal, controlando
assim a radiagao da antena.

As geratrizes dos refletores modelados sdo compostas de seg¢des conicas
concatenadas. A cada passo do método iterativo, € descoberto um par de cbnicas
que formam pequenos pedacgos do sub-refletor e do refletor principal da antena.

A formulagdo do método iterativo de modelagem ndo apresenta equagdes
diferenciais e integrais, tornando assim a formulagédo de simples resolugéo. Na
modelagem dos refletores, sao utilizadas apenas equagdes trigonométricas e
cbnicas.

A cada passo do método iterativo, um conjunto de equagdes deve ser
solucionado. Contudo, as equagdes deste conjunto podem ser resolvidas
sequencialmente, fazendo com que este sistema de equacbes possa ser
interpretado como uma unica funcdo, com apenas uma variavel de entrada e que
retorna um erro. Este erro entdo deve ser minimizado através de uma solugao
numeérica.

A técnica desenvolvida € aplicada em dois exemplos de abertura para
antena Cassegrain Axialmente Deslocada (ADC): uma com fase e amplitude
uniforme; e outra com fase e amplitude ndo uniforme para gerar um diagrama de

radiac&o de topo plano.

Palavras chaves: Antena Refletora, Antena ADC, Modelagem de Antenas,

Abertura Uniforme, Abertura Nao Uniforme.



ABSTRACT

An axially symmetrical double-reflector antenna shaping technique is
presented. This technique has the differential of simultaneously controlling the phase
and amplitude at the aperture of the main reflector, thus controlling the antenna
radiation.

The generators of the shaped reflectors are composed of concatenated conic
sections. At each step of the iterative method, a pair of conics is discovered that form
small pieces of the sub-reflector and main reflector of the antenna.

The formulation of the iterative shaping method does not present differential
and integral equations, thus making the formulation of simple resolution. In the
reflector shaping, only trigopnometric and conic equations are used.

At each step of the iterative method, a system of equations must be solved.
However, the equations in this system can be solved sequentially, so that this system
of equations can be interpreted as a single function, with only one input variable and
returns an error. This error must then be minimized through a numerical solution.

The developed technique is applied in two examples of Axially Displaced
Cassegrain (ADC) antenna aperture: one with uniform phase and amplitude; and
another with non-uniform amplitude and phase for generating a flat topped radiation

pattern.

Key words: Reflector Antenna, ADC Antenna, Antenna Shaping, Uniform

Aperture, Non-Uniform Aperture
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1 INTRODUGAO

1.1 MODELAGEM CLASSICA DE ANTENAS DUPLO-REFLETORAS

O projeto de antenas duplo-refletoras axialmente simétricas utilizando
cbnicas foi descrito inicialmente em [1], se baseando no telescédpio de Cassegrain. O
telescopio de Cassegrain com dois espelhos possuia vantagens se comparado aos
modelos com um so6 espelho, pois possibilitava uma maior ampliacdo com uma
menor distancia focal do refletor principal, além de posicionar o observador
convenientemente atras do telescoépio [1]. Este tipo de telescopio é formado por dois
espelhos: O primeiro, grande e cdncavo, que reflete a luz recebida para o segundo
espelho, concéntrico e frontal a ele; e o segundo, pequeno e convexo, que reflete a
luz por um buraco no centro do primeiro espelho, onde o observador se posiciona.

Este telescopio € ilustrado na Fig. 1, retirada de [2].

/" -
- Segundo P
-~ espelho -
- hiperbolico _-~

Primeiro -
espelho Pl >
parabolico T e

Fig. 1 Telescopio de Cassegrain [2].
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A antena classica inspirada no telescopio de Cassegrain € composta por
dois refletores: O principal, que utiliza uma parabola como geratriz; e o sub-refletor,
gerado por uma hipérbole confocal ao refletor principal, e com o segundo foco no
centro de fase do alimentador. Este conjunto € girado sobre o eixo de simetria no
centro para gerar as duas superficies refletoras. O alimentador desse conjunto é
posicionado por tras do refletor principal, e acessa as ondas eletromagnéticas
colimadas pelo conjunto de refletores. Essa configuragdo € apresentada na Fig. 2,
retirada de [3].

Fig. 2 Antena Cassegrain [3].
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Contudo, a antena Cassegrain classica possui algumas limitagées. O sub-
refletor bloqueia parte da abertura da antena, diminuindo assim a sua eficiéncia de
iluminacado. Esse sub-refletor deve ser grande o suficiente para interceptar uma parte
significativa da poténcia irradiada pelo alimentador, e ndo pode ser pequeno demais
ao ponto que os efeitos de difracdo no sub-refletor diminuam o ganho da antena [1].
A limitagdo de tamanho minimo do refletor se deve ao uso da ética geométrica para
o projeto dessa antena, que nao leva em consideracéo os efeitos difrativos no sub-
refletor quando este ndo € grande o suficiente em termos de comprimentos de onda.
Para aumentar a diretividade e eficiéncia da antena, foram propostas alternativas ao
longo do tempo, que modelavam a superficie dos refletores ou modificava a
configuragdo para evitar que poténcia fosse desperdicada no bloqueio do sub-

refletor.
1.2 APRIMORAMENTOS DA CONFIGURACAO ORIGINAL

A partir da configuragado original de antena duplo-refletora Cassegrain,
buscou-se alternativas para aumentar sua eficiéncia. Uma delas foi proposta em [4],
que utilizou equacdes nao lineares diferenciais de primeira ordem, baseadas na
otica geométrica, para modelar os refletores da antena. Com ela, é possivel aplicar
uma fase e amplitude arbitraria na abertura da antena, mas exige grande esforgo
computacional. Um dos exemplos em que a técnica foi aplicada em [4], permitiu
gerar uma abertura uniforme, que a configuragao classica nao permitia, aumentando
assim a eficiéncia de iluminagdo. Na Fig. 3, uma solugcdo com amplitude e fase

uniforme é comparada com a parabola da configuracao classica.



18

Introducao

Refletor
principal N

r
;N
Parabola +
aproximada

Sub-refletar

\
\
M
I

.
L
g

Fig. 3 Solugdo com amplitude e fase uniforme comparada com a parabola da configuragéo classica
[4].

Outra abordagem demonstrada em [5] reduz a radiacao do refletor principal

em direcao ao sub-refletor deslocando o foco comum aos dois refletores do eixo de
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simetria, criando assim um anel caustico em torno do eixo de simetria. Essa
abordagem possui uma formula fechada, resolvida através de um sistema linear, ndo
exigindo assim o esforgco computacional de [4]. Na abertura, ela impde fase
constante, mas nao € capaz de controlar a amplitude. Em [5] ainda sdo descritas
outras trés configuracdes classicas de antenas refletoras axialmente deslocadas,
que se diferenciam entre si pelas posi¢cdes das duas causticas do sub-refletor, sendo
a primeira o anel caustico previamente citado e a segunda uma linha caustica, que é
a porcao do eixo de simetria interceptado pelos raios refletidos pelo sub-refletor.
Essa posicao da caustica pode ser descrita como real, quando a caustica se
posiciona entre os dois refletores, e virtual quando se posiciona atras do sub-refletor.
As configuragdes classicas axialmente deslocadas estédo ilustradas nas Fig. 4(a) a
Fig. 4(d). Nestas figuras, o anel caustico & simbolizado por P, a linha caustica pela

linha vermelha e o alimentador da antena é posicionado no ponto O.

P
Parabola
Hipérbole
Linha
Caustica
Eixo de Simetria 0] z
- mm r mm s o s o on omm o B (e b = w = o = -
o]
Anel ¢
Caustico

Fig. 4(a) Geometria basica da configuragdo Cassegrain deslocada axialmente (ADC).



Introducao

P
F 3
Parabola
Anel
Caustico )
® Linha
P Caustica
Eixo de Simetria 0 z
— mm s mm n mm s = os omm o £ e . 2 »
Elipse
Fig. 4(b) Geometria basica da configuragdo Gregorian deslocada axialmente (ADG).
o]
Parabola
Anel
p Caustico
[ ]
Elipse
Eixo de Simetria o
- mmm m mm m mm w o mm om oo e o a — - P = -
Linha
Caustica

Fig. 4(c) Geometria basica da configuragao Elipse deslocada axialmente (ADE).
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p
Parabola
Linha
Caustica
Eixo de Simetria (0] z
- mm o mm m mm m mm o omm o » - — - — 47_ ........... -
Hipérbole
P Anel
. e Caustico

Fig. 4(d) Geometria basica da configuragdo Hipérbole deslocada axialmente (ADH) [5].

A geometria da Fig. 4(a) possui anel e linha causticos virtuais, e é
classificada como Cassegrain Deslocada Axialmente (ADC - Axially Displaced
Cassegrain). A geometria da Fig. 4(b) possui anel e linha causticos reais, e é
definida como Gregorian Deslocada Axialmente (ADG - Axially Displaced Gregorian).
A geometria da Fig. 4(c) possui um anel caustico real e uma linha caustica virtual, e
€ denominada Elipse Deslocada Axialmente (ADE - Axially Displaced Ellipse).
Finalmente, a configuracao da Fig. 4(d) tem um anel caustico virtual e uma linha
caustica real, e € denominada Hipérbole Deslocada Axialmente (ADH - Axially
Displaced Hyperbola). Estas quatro geometrias formam o conjunto de configuracoes
classicas com eixo deslocado [5].

Seguindo a linha de pesquisa de utilizar cbnicas para descrever as
superficies dos refletores, foi proposto em [6] representar as geratrizes modeladas
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do sub-refletor e do refletor principal por cbnicas locais, sequencialmente
concatenadas, para controlar a amplitude na abertura enquanto preserva a fase
constante. O método proposto em [6] utiliza coordenadas retangulares, levando a
solugdo com equacdes algébricas n&o lineares Em [7] é proposto uma técnica
semelhante, porém utilizando coordenadas polares, o que simplificou as equacdes e
possibilitou solugao através de um sistema de equacoes lineares. A ideia basica de
[7] é representar as geratrizes dos refletores por se¢des cdnicas concatenadas. Em
cada par de sec¢des cobnicas, pode-se controlar a densidade de poténcia que ele
reflete, podendo assim controlar a densidade de poténcia ao longo da abertura,
mantendo a fase constante. A Fig. 5 apresenta a técnica de [7], com o alimentador
posicionado na origem do sistema de coordenadas, que € um dos focos do sub-
refletor, e o ponto P, sendo o foco comum entre as se¢des cdnicas do sub-refletor e

do refletor principal de uma iteracéao.

Refletor /
principal

Sub-
ijreﬂetor

i

f

Parabola

! Eixo de

simetria P

Fig. 5 Método de concatenacao de sec¢des conicas em coordenadas polares [7].
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1.3 MOTIVAGAO E OBJETIVOS

A modelagem do diagrama de radiagdo das antenas refletoras pode ser feito
através do controle da amplitude e fase do campo em sua abertura. Pode-se, por
exemplo, gerar um diagrama de topo plano para uma radiagdo de poténcia uniforme
em uma abertura angular, como em [8]. Pode-se também controlar os niveis dos
I6bulos secundarios como descrito em [9] e [10]. Porém, as técnicas discutidas em
[4] - [7] ndo permitem o controle simultdneo da amplitude e da fase na abertura do
refletor principal.

A técnica proposta em [7] possui a limitagdo de manter a fase uniforme ao
longo da abertura, pois as codnicas que geram o refletor principal sdo parabolas.
Assim, neste trabalho é apresentada uma nova técnica baseada em [7], mas que
permite controlar a amplitude e fase na abertura simultaneamente. Isso € possivel,
pois o refletor principal sera gerado por cdnicas arbitrarias, ao invés de ser gerado
exclusivamente por parabolas.

O método descrito no presente trabalho ndo utiliza equacdes diferenciais,
apenas equagdes trigonométricas e de conicas. Além disso, o conjunto de equacgdes
apresentado possui apenas uma variavel a ser determinada, com todas as outras
variaveis das equacgdes sendo dependentes dela. Estes dois fatores possibilitam
uma solucdo numérica simples, computacionalmente eficiente, de rapida
convergéncia e erro numérico pequeno.

A cada passo do método iterativo, um par de clOnicas é descoberto,
formando um pequeno pedaco das geratrizes de cada refletor. A Fig. 6 ilustra a
técnica descrita neste trabalho.

A técnica descrita no presente trabalho foi publicada no formato de artigos

nos anais de dois congressos em [11] e em [12].
1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

Nesta dissertacdo de mestrado, primeiramente sera discutida a formulacao
da técnica, apresentada no Capitulo 2. Para isto, nas Sec¢des 2.1 e 2.2 descreve-se
o modo como o perfil de fase e amplitude desejado é aplicado no sistema de
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equacodes desenvolvido. Na Secao 2.3, é detalhado o desenvolvimento do sistema
de equacdes. No Capitulo 3, apresenta-se como o sistema de equacbes €
solucionado.

Para exemplificar a técnica, os resultados de dois exemplos para controle da
amplitude e da fase no campo da abertura do refletor principal sdo apresentados no
Capitulo 4, sendo um deles uma abertura com fase e amplitude uniforme na Secao
4.1, e um segundo exemplo seguindo o perfil obtido em [8], para gerar um diagrama

de radiacao de topo plano na Secéo 4.2.
Para finalizar o texto, no Capitulo 5 sdo expostas as consideragdes finais

sobre este trabalho, analisando o desenvolvimento das equacdes e aplicacbes da

técnica, bem como propondo alternativas para trabalhos futuros, baseado na técnica

desenvolvida.

M, ¢ Abertura

Mn—l
)

I
[}
]
]
]
]
: Refletor Principal

/
I
,l Sub-Refletor

Sn

Eixo de Simetria 0

Fig. 6 Método de modelagem utilizando cénicas arbitrarias.
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2 FORMULAGAO

A formulagao da técnica de sintese € composta de duas etapas: a primeira
onde as distribuicbes de amplitude e fase da abertura sdo transformadas para os
parametros de entrada das equacgdes; e a segunda onde os parametros de entrada
sdo utilizados nas equacdes, para a determinacdo de cada par de cbnicas que
representam as porgdes das geratrizes modeladas do sub-refletor e do refletor
principal.

Na primeira etapa, a distribuicdo de fase da abertura é descrita como um
desvio de fase relativo ao primeiro ponto considerado sobre a abertura na
Secao 2.1. Esse desvio de fase é entdo transformado em uma diferenca de percurso
que a onda eletromagnética percorre desde a origem até a abertura. Ja a
distribuicao de amplitude é descrita através da distribuicao de densidade de poténcia
sobre a abertura na Secdo 2.2. Esta distribuicido de amplitude é traduzida para
cones partindo do alimentador no foco do sistema refletor, em que a poténcia é
focada nos pontos distribuidos sobre a abertura do refletor principal, gerando assim
a distribuicdo de amplitude desejada na abertura da antena.

Na segunda etapa, aplicam-se os dados obtidos na primeira etapa para
modelar os dois refletores da antena na Secédo 2.3. A cada iteragdo, um par de
cbnicas é descoberto, fornecendo assim os pontos das geratrizes do refletor
principal e do sub-refletor na porgéo correspondente.

As equacbes da técnica apresentada neste trabalho foram desenvolvidas
com o auxilio do programa de computador MATHEMATICA. Este programa auxiliou
na simplificacao e gestdo das equacgdes. Ele foi especialmente importante devido ao

grande numero de equacgdes utilizadas para solucionar o problema.
2.1 CONTROLE DA FASE NA ABERTURA DO REFLETOR PRINCIPAL

A fase na abertura é definida pelo percurso que a onda percorre desde a

fonte até a abertura da antena. A onda eletromagnética parte da fonte, localizada na
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origem, reflete no sub-refletor e no refletor principal, até chegar a abertura da

antena. Este percurso é ilustrado na Fig. 7.

U4
Abertura

qn—-——-_* Fn

|

Refletor Principal
of:

/
]
|
I
I
M, "
'i
,I Sub-Refletor
Sn

i
|
z

Eixo de Simetria O 151
________ OB N B N BN N BN N N Em e mm o omm

Fig. 7 Percurso da onda eletromagnética da fonte até a abertura.

A diferenca de percurso de uma iteracdo para outra define a diferenga de
fase entre dois pontos da abertura. De acordo com [13], a radiacdo de campo
distante da fonte possui um decaimento de amplitude em funcédo da distancia e fase

proporcional ao percurso, como apresentado em:
e—j kr (1)
r — o0

A=[3gA(0,0)+a,A (6 0] —
(2)

E,=—jwA,

onde A é o potencial vetor magnético com suas componentes em 6 e ¢, e Ex € 0
campo elétrico com componentes nas diregoes 6 e @, ja que a componente em r se

aproxima de zero. O termo exponencial e’ define a fase da onda no ponto de



28

Formulacao

chegada. Assim, a diferenca de fase entre pontos da abertura é dada pela diferenca

do percurso g até a abertura e definida como:
AFase = —k (qn — q1). (3)

Toma-se como referéncia a fase no primeiro ponto (n=17) sobre a abertura, e
as fases nos outros pontos (n) sdo dadas pela diferengca em relagdo ao primeiro
ponto. Assim, AFase é a diferenga entre a fase em F, e F; (veja Fig. 7) em radianos.
Em (3), a constante de propagacgado do meio k é utilizada, sendo definida como:

w 2T f _2m (4)

k=—="—
C C A

onde c é a velocidade da luz no meio, w € a frequéncia angular de operagao, fé a

frequéncia de operacao e A € o comprimento de onda.

2.2 CONTROLE DE AMPLITUDE NA ABERTURA DO REFLETOR PRINCIPAL

A amplitude da onda na abertura da antena é obtida através da conservagao
de energia no tubo de raios que parte do foco (origem O), reflete nas duas
superficies e chega até a abertura do refletor principal, como ilustrado na Fig. 8. Em
[7], a formulagdo € apresentada para um perfil continuo de amplitude na abertura.
Aqui, essa formulacdo foi adaptada para o caso onde se tem uma distribuicao

discreta de amplitude na abertura, localizada nos pontos F, (Fig. 8).
2.2.1 Caso com distribuicao de amplitude continua

No problema discutido em [7], precisa-se da distribuicdo de densidade de
poténcia na abertura. Assim, quando se tiver um perfil de amplitude a ser aplicado
na abertura, antes se deve transforma-lo em um perfil de densidade de poténcia. De

[7], obtém-se:
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On PFn (5)
f Gr(Bg) rf sen(6g) By = NFf Ga(p) p dp
0 Dg/2
e
NF _ fO GF(GF) r% Sen(ep) dGF (6)
- Dym/2 )
Joys2 Ga(p) p dp
.llp
> 'y
4
M, 'I Abertura
—=38 [
1
I
1
I
i
]
! Refletor Principal
M, !
é
Eixo de Simetria

Fig. 8 Tubo de raios desde a fonte até a abertura.

Pela densidade de poténcia desejada na abertura, descobre-se o angulo 6,
correspondente para cada ponto F, da abertura através da solugdo numérica de (5).
Em (5) é apresentada a integral da conservagao de energia na abertura, com Gg(6g)
sendo a densidade de poténcia radiada pela fonte posicionada na origem O, Ga(p) é
a densidade de poténcia desejada na abertura da antena, Dg € 0 didmetro do sub-
refletor, Dy € o didmetro do refletor principal, pr, € a componente em p do ponto F, e
6. € o angulo de borda do sub-refletor. Em (6) é definido N como um termo
normalizador para assegurar que toda a poténcia irradiada pela fonte e interceptada

pelo sub-refletor seja conservada na abertura da antena.
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2.2.2 Caso com distribuicido de amplitude discreta

O perfil de amplitude sobre a abertura também pode ser descrito por um
conjunto de pontos com seus respectivos valores de amplitude. Para aplicar este
perfil na abertura, a integral de Ga(p) em (5) e (6) é substituida por um somatério de
integrais nas regides entre os focos posicionados sobre a abertura. A funcéo
integrada é Gan(p), que é uma reta que relaciona o valor do perfil de densidade de

poténcia com 0s raios prn-1 € Prn, descrita a seguir:

p GAn(p) 1 (7)
det| ppn GA(pFn) 1[{=0
pFn—l GA(pFn—l) 1
(GA(pFn) - GA(pFn—l)) p — Ga(prn) Prn-1 + Ga(PFn-1) PFn (8)

Gan(p) =
AntP PFn-1 — PFn

.prn
Gan(p) p dp
Pracy 9)

PFn — PFn-1

P (Gaprn) 2ppn + Prn-1) + Ga(Prn-1) (Prn + 2PEn-1))-

A reta Gan(p) pode ser calculada através do determinante da matriz de
condi¢cdo de alinhamento, apresentado em (7). Em (8), € apresentada a equacéao
geral dareta Gan(p) e a integral de Gan(p) € apresentada em (9).

Com isso, substitui-se a integral de Ga(p) nas equacgdes (5) e (6) por um
somatério de integrais nas regides entre os focos da abertura, obtendo assim (10) e
(11). Da mesma maneira que o caso continuo, a solugdo numérica de (10) revela o

angulo 6, relacionado a cada ponto F, da abertura:

On 5 B n Pm (1 O)
Gr (0r) 1 sen(0r) oy = Np ). Gam (p) p dp
0 m=2Jp,_4
Be
_Jy  Ge(®g) rf sen(6p) dbg (11)

F - )
Zoms o™ Gam(p) p dp

com Nmax Sendo a quantidade total de pontos sobre a abertura.
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2.3 MODELAGEM DA ANTENA

Apos definir o tamanho do percurso g, até a abertura, que representa a fase
da onda, com o auxilio de (3) e os angulos 6, de cada foco F, na abertura de acordo
com a distribuicdo de amplitude, com o auxilio de (5) e (6) ou (10) e (11), podemos
modelar as geratrizes dos refletores da antena. Na Fig. 9 sdo apresentadas as

incognitas e parametros do problema.

Fig. 9 Variaveis da modelagem da antena duplo refletora.
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Na Fig. 9 sao apresentados os parametros geométricos para a modelagem.
O alimentador da antena é posicionado no ponto O, que € o centro do sistema de
coordenadas e a intersecao entre os eixos z e p. O segmento de reta r, e 0 angulo
6, localizam o ponto S, do sub-refletor. O segmento b, e o angulo B, localizam o
ponto P, que é o foco comum da cbnica do sub-refletor e da conica do refletor
principal. O segmento h,+ localiza-se entre os pontos S,.; e P,. O angulo n, esta
entre os segmentos P,M, e b,. O angulo o, localiza-se entre os segmentos r, e
P,M,,. O segmento a, e o angulo a, localizam o foco F, sobre a abertura da antena,
enquanto o angulo a, é relativo ao eixo z. O segmento ¢, esta localizado entre os
pontos P, e F, e o segmento c,- esta localizado entre os pontos P, e Fn.s. Ja O
angulo y, localiza-se entre os segmentos ¢, € b, € 0 angulo y,- localiza-se entre os
segmentos ¢, € b,. O ponto M, € um dos pontos que definem a geratriz do refletor
principal.

Além destes parametros, € necessario também definir as excentricidades
das cOnicas que geram os refletores e o tamanho dos eixos principais das conicas. A
cbnica do sub-refletor no passo (n) possui excentricidade eo, e focos em O e P,,. Sua
distancia inter-focal é b,. A cbnica do refletor principal no passo (n) tem
excentricidade eg,- e focos em P, e F,.1. Sua distancia inter-focal é c,~. No ponto M,
também deve passar a cbnica com excentricidade eg, e focos em P, e F,. Sua
distancia inter-focal é c,. O eixo principal da cénica com focos em O e P, é to,, ©
eixo principal da cbénica com focos P, e F, é tr, € 0 eixo principal da cbnica com
focos P, e F,.1 € tey+. Eixo principal € a corda de uma cbnica que passa por seus dois
focos.

A grande maioria das equagdes apresentadas a seguir € de leis
trigonométricas dos triangulos que compdem a Fig. 9. As outras equacgdes sao de
cbnicas e suas propriedades oticas de reflexdo. Quase todos os angulos da Fig. 9
sao positivos no sentido anti-horario, com excecéao dos angulos 1, yn* € Y.

A cada passo do método iterativo de modelagem, é encontrado o par de
secgoes coOnicas que focaliza os raios que saem de O entre os angulos 6,.s € 6,, no
foco F,.s com o percurso q,.s. Esse par de segcdes cdnicas deve respeitar o percurso

gn para o foco F, nas suas extremidades superiores, nos pontos S, e M,. Assim, no



33

Formulacao
ponto M, devem passar duas cbnicas, uma primeira com focos em P, e F,.; € a

segunda com focos em P, e F,,.
As variaveis que possuem asteriscos (n*) sdo as que dependem do ponto P,
e sao relativas a pontos com indice n—1. Por dependerem do foco P,, elas nao se

mantém de uma iteracéo para outra, ndo sendo aqui representadas pelo indice n—1.

"
(4
4
M, ¢ Abertura
oF,
Mnfl
.Fn—l

--
LT

bt

-~

Eixo de Simetria

Fig. 10 Tridangulo onde ¢ aplicada a lei do seno.

Através da lei do seno no triangulo OS,./P,, sdo obtidas:
I'n—1 (12)
b, = sen o,_
" nt Sen(_Bn + Op-1 + en—1)
(13)

by

h,,, = sen(—f,, + 6,,_ .
n ( Bn nl)sencn_l

com seus parametros destacados na Fig. 10.
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Do triangulo OS,,.1P,, séo definidos os parametros fto, (llustrado na Fig. 11) e

eon da cbnica de focos O e P, como:
(14)

tOn =TIpq1—
(15)

Abertura

Fo

Eixo de Simetria

Fig. 11 Percurso total da onda até a abertura.
Em qualquer ponto de uma elipse, a soma das distdncias aos seus dois

focos equivale a uma constante, que é igual ao seu eixo principal (corda que passa
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por seus dois focos), e pode ser chamada de percurso da conica de um foco ao
outro. Ja nos pontos da hipérbole, a diferenca entre as distancias para os seus focos
equivale a uma constante, que também é igual ao seu eixo principal. Como um dos
focos da hipérbole é virtual, o percurso da hipérbole € a diferenca entre a distancia
para seu foco real e a distancia para seu foco virtual. Utilizando estas caracteristicas
das conicas, pode-se obter o percurso total que a onda viaja desde a origem até a
abertura, somando os percursos (eixos principais) das conicas do sub-refletor e do
refletor principal. Por isso, a soma dos eixos principais das conicas do sub-refletor
ton € do refletor principal tr, equivale ao percurso total g, partindo da origem até a
abertura do refletor principal. Ja o eixo principal tg, equivale a diferenca entre g,.1 e
ton. Os percursos q e 0s eixos principais t estdo evidenciados na Fig. 11.

Com o eixo principal fo, da cénica com focos O e P, obtem-se os eixos
principais das cénicas confocais em P, e com segundo foco em F, e F,4, pela

diferenca do percurso g, € gs-1 com 0 eixo maior top:

trn = dn — ton (16)
trns = Qn-1 — ton: (17)

Depois, utiliza-se a lei dos cossenos nos triangulos OF,.;P, e OF,P, para se

obter as distancias interfocais das cénicas do refletor principal ¢, e ¢, € 0s angulos

Vn € Vo~ Os tridngulos OF,.1P, e OF,P, estao evidenciados na Fig. 12.

cZ=a%3+b3i—2a,b, cos(a, —B,) (18)
Clzl* = a121—1 + b121 —2ap_q by cos (an—l - Bn) (19)
i +bi —aj (20)
cos(y,) =——
¥n 2 ¢, by
c2, +b2 —a?_
cos(Yp.) = — " )

2 Cpy by
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&’
Abertura

Eixo de Simetria 0]

Fig. 12 Distancia interfocal e inclinagdo das conicas do refletor principal.

Com as distancias interfocais das cOnicas do refletor principal c,- e ¢, sdo

descobertas as excentricidades das cdnicas confocais em P,, e com segundo foco

em F, e F,.4, respectivamente:
C
€fn = ﬁ (22)
n
Cnx
€Fn+ = tFn . (23)
n*
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Utilizando a equagao obtida em [14], que relaciona o angulo de incidéncia de
um raio numa hipérbole com seu angulo de reflexdo, obtém-se o angulo n,,

relacionado ao angulo de incidéncia 6,. Esses angulos estao destacados na Fig. 13.

Nn _ €on—1 On — Bn (24)
tan .
2 eon+1 2

Finalmente, compara-se o segmento P,M, obtido através da cbnica com
focos em P, e F,.; com o segmento P,M,, obtido através da cénica com focos em P,
e F, para se obter o erro. Em (25) é apresentado o calculo do erro e na Fig. 13 os

percursos g, € gn.7 sao ilustrados:

Cn 2 _ Chnx 2 _
€Fn (an 1) €Fns (an* 1)

€Fn COS(nn - Yn) -1 eps COS(T]n - Yn*) -1

(25)

erro =

Este erro de (25) deve ser minimizado na solugdo das equacgbes. Ele
representa uma divergéncia entre os percursos estabelecidos para cada foco da
abertura, e os percursos que o par de pontos dos refletores S, e M,, proporcionam
para os focos F, e F,.1 €, consequentemente, da fase na abertura. Esta divergéncia
se torna relevante quando o valor do erro encontrado apds solugao do sistema de
equacdes se aproxima do valor de comprimento de onda, de acordo com a
frequéncia de operacao da antena.

A ideia inicial deste trabalho era obter uma solugdo fechada para o
problema. Contudo, devido ao grande numero de equagdes, 0 modo como elas se
relacionam e a presenca de fungdes trigonométricas, isto nao foi possivel. Como
mostrado no apéndice A, tentou-se utilizar o programa MATHEMATICA para
solucionar o problema transformando os senos e cossenos das equacdes (12) - (25)
em tangentes de meio angulo, Tan(B/2), através de identidades trigonométricas.
Além disso, tentou-se utilizar as leis das tangentes e das cotangentes no lugar das
leis do seno e cosseno, fazendo com que a incégnita do problema fosse a tangente
do angulo, e ndo o angulo.

Com isso, a abordagem computacional numérica foi escolhida para a
solugcao deste problema. A solugdo numérica se mostrou eficiente para a resolucao
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deste problema, apresentando pequenos erros, € pequeno tempo de execugao. Ela

é descrita no Capitulo 3 a seguir.

p
F 3
"
,l

M, ¢ Abertura

qn_k

Mn—l \qn—l
i—-qnfl-_k

Eixo de Simetria O

Fig. 13 Divergéncia de percurso da onda até a abertura.
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3 SOLUGAO NUMERICA

Definidas as equagbdes da modelagem da antena no Capitulo 2, as etapas
para solucionar numericamente o problema sao apresentadas. Primeiramente sao
definidos os parametros iniciais do problema na Secao 3.1. Na Secao 3.2, é descrita
a aplicacao do controle de fase sobre nos focos sobre a abertura da antena. Ja na
Secao 3.3, solucdo numérica das equacdes de amplitude é descrita. Finalmente na
Secao 3.4, é apresentada a solugao iterariva para a modelagem dos refletores da

antena.
3.1 PARAMETROS INICIAIS DO PROBLEMA

A solugcao da formulagcdo apresentada passa primeiramente pela definicao

dos parametros iniciais do problema. Assim, sao definidos:

e O tipo de antena duplo refletora com eixo deslocado (Segéao 3.1.1).

e Os focos sobre a abertura, com suas respectivas fases e amplitudes
(Secéao 3.1.2).

e O cone angular de radiagéo da fonte a ser interceptado pelo sub-
refletor do conjunto (Segao 3.1.3).

e Os pontos iniciais do sub-refletor e do refletor principal (Segao 3.1.4).

e Modelo do alimentador e frequéncia de operagao (Segao 3.1.5).
3.1.1 Tipo de antena duplo refletora

A definigcdo do tipo de antena refletora influencia primeiramente na posicéao
da linha caustica dos pares de cdnicas, sendo virtuais ou reais dependendo do tipo
de antena escolhida. Em segundo lugar, o tipo de antena define a localizagdo dos
focos P, das cbnicas do sub-refletor e refletor principal. Estes focos P, formam os
anéis causticos dos pares de conicas dos refletores.

Definidas as posi¢cdes dos anéis e linhas causticos, também se pode definir
as posicoes dos refletores em relagdo ao eixo z de simetria, € o sentido da
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modelagem de cada um dos refletores. Os tipos de antena s&o ilustrados na Fig. 14
obtida de [5]:

Parébola Parabola

Hipérbole
Linha Anel
Caustica Caustico .
_Ewodesimetia _O1 - [_. .......... ) o Linha
_Evodesimetria 0 Gt
P
Anel * ; .
Céjstico Elipse
Fig. 14(a) Antena ADC (Cassegrain) [5]. Fig. 14(b) Antena ADG (Gregorian) [5].

Fig. 14(c) Antena ADE (Elipse) [5]. Fig. 14(d) Antena ADH (Hipérbole) [5].

Quando a linha caustica é real, como ilustrado pelo ponto T em Fig. 14(b) e
Fig. 14(d), as geratrizes dos refletores sdo posicionadas em lados opostos do eixo
de simetria. Quando a linha caustica é virtual, as geratrizes estdo do mesmo lado do
eixo z, como em Fig. 14(a) e Fig. 14(c).

O anel caustico das cénicas das geratrizes dos refletores é real quando o
ponto P esta entre os refletores. Neste caso, o sub-refletor e o refletor principal sdo

modelados em sentidos opostos, sendo um de cima para baixo e o outro de baixo
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para cima como em Fig. 14(b) e Fig. 14(c). O anel caustico das cOnicas torna-se

virtual quando o ponto P encontra-se atras do sub-refletor. Neste caso, os dois

refletores sdo modelados no mesmo sentido, como em Fig. 14(a) e Fig. 14(d).

Desta maneira, estabelecendo-se a geratriz do refletor principal acima do

eixo de simetria, e a modelagem do sub-refletor do centro para a borda, temos a

posigao do sub-refletor e o sentido de modelagem do refletor principal definidos para

cada tipo de antena duplo refletora com eixo deslocado, como descrito a seguir:

Cassegrain Deslocada Axialmente (ADC) em Fig. 14(a), com a
geratriz do sub-refletor acima do eixo de simetria e o refletor principal
modelado do centro para a borda.

Gregorian Deslocada Axialmente (ADG) em Fig. 14(b), com a geratriz
do sub-refletor abaixo do eixo de simetria e o refletor principal
modelado do centro para a borda.

Elipse Deslocada Axialmente (ADE) em Fig. 14(c), com a geratriz do
sub-refletor acima do eixo de simetria e o refletor principal modelado
da borda para o centro.

Hipérbole Deslocada Axialmente (ADH) em Fig. 14(d), com a geratriz
do sub-refletor abaixo do eixo de simetria e o refletor principal

modelado da borda para o centro.

As equacgdes apresentadas neste trabalho sdo para a antena ADC, sendo

necessario adapta-las para utiliza-las nos outros tipos de antenas. Na Fig. 15, a

posicao dos refletores e o sentido da modelagem sao ilustrados.
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P
F 3
e Pontoinicial
t Sentido da modelagem
Refletor Principal
M,
Sub-Refletor
Eixo de Simetria 0 S, z
e e L I e R e »

Fig. 15 Posicao dos refletores e sentido de modelagem da antena Cassegrain Deslocada Axialmente
(ADC).

3.1.2 Focos sobre a abertura

E necessario também definir os focos sobre a abertura da antena, com suas
respectivas fases e amplitudes. Os focos podem ser distribuidos arbitrariamente
sobre a abertura, sendo usualmente distribuidos de maneira uniforme. A abertura é
definida entre p=Dg/2 e p=Dy/2, que sao as alturas do primeiro foco F; e do ultimo
foco Fnax respectivamente.

Com as posicdes dos focos definidas, é possivel calcular os parametros a, e

a, para cada foco F, como demonstrado a seguir:

an = ’Zl%n + plz;n (26)

cot(ay,) = ZF“, (27)

Fn

sendo zg, € pry as coordenadas z e p do foco Fp.
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A distribuicdo de amplitude e de fase na abertura pode ser definida através
de fungdes que relacionam a posicao do foco a um determinado valor de amplitude
ou de fase, ou através de uma tabela com os valores de amplitude e fase para cada

foco F, na abertura.

P
1 .Fmax A
Abertura
Fr
F
®'n1
a, Dyy/2
Refletor Principal
.F1 A
Sub-Refletor
Dg/2
Eixo de Simetria z
S N B N B 5 e s s mm s B s 5 e s s s D ESS N EEE N BN N BN N BN N Em = v— - :L b

Fig. 16 Distribuicdo dos focos sobre a abertura.

3.1.3 Cone angular

O cone angular de radiagao da fonte a ser interceptado pelo sub-refletor é
definido pelo parametro 6., como ilustrado na Fig. 17. Logo, o processo de

modelagem dos refletores é interrompido quando 6,=6..
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Refletor Principal

Eixo de Simetria (0]

Fig. 17 Cone angular e o angulo de borda do sub-refletor.

Abertura

Sub-Refletor

Cone Angular
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3.1.4 Pontos iniciais dos refletores

Os pontos iniciais escolhidos para a modelagem dos refletores devem
respeitar o tipo de antena escolhido e a posi¢cao dos focos sobre a abertura. O
primeiro ponto do refletor principal deve estar na mesma altura p do primeiro foco da
abertura, como ilustrado na Fig. 18. Além disso, os pontos iniciais determinam o

primeiro raio rs, 0 percurso qs € o angulo oy.

P
F 3
Abertura
Refletor Principal
M1 d, .Fl
Sub-Refletor
Eixo de Simetria 0O S, z
- mm s Em o mm s s oE oEm o . T -—

Fig. 18 Pontos iniciais dos refletores e os parametros que eles determinam.

De acordo com as coordenadas de S; e My, pode-se calcular os parémetros
rv, g7 € 01
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I‘1 = ZS1 (28)

29

a1 = zs, + \[(le — 23 )2 + (ps, — Pw,)? + 25, — 2y, (29)
Zw, — Zs, (30)

cot(o;) =
Pm,

3.1.5 Frequéncia de operacao e modelo do alimentador

A frequéncia de operacado e o modelo do alimentador devem ser definidos
previamente a modelagem da antena. Com a frequéncia de operagéo, é possivel
calcular os percursos @, a partir dos desvios de fase através de (3). Ja o0 modelo do
alimentador é utilizado nas equacgdes de controle de amplitude na abertura da
antena, para descobrir o angulo 6, relativo a cada foco F, da abertura através de
(10).

Neste trabalho, o modelo de alimentador escolhido foi o cosseno-elevado:

0
cos?P (=£ (31)
Ge(0p) = —rz( : ),
F

com o expoente p controlando a diretividade da fonte utilizada como alimentador da

antena duplo-refletora.
3.2 CONTROLE DA FASE NA ABERTURA DO REFLETOR PRINCIPAL

As fases nos focos F, da abertura sdo definidas baseadas no primeiro foco
F; da abertura. O percurso q; € descoberto para o primeiro foco como descrito em
(29). Para os demais focos, é considerada a diferenca de fase para o primeiro foco
da abertura.

Assim, através de (3) e (4) sdo descobertos os tamanhos dos percursos g,
relativos a cada foco da abertura, utilizando o desvio de fase de cada foco em

relacao a F;.
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3.3 CONTROLE DE AMPLITUDE NA ABERTURA DO REFLETOR PRINCIPAL

O controle de amplitude na abertura do refletor principal é obtido através das
equacgdes da Secado 2.2. Com elas, é possivel descobrir o angulo 6, relacionado a
cada foco da abertura.

Para tanto, um algoritmo numérico é aplicado em (5), caso a amplitude seja
apresentada como uma fungdo continua sobre a abertura, ou em (10), caso a
abertura seja descrita por uma fungao discreta. Este algoritmo numérico descobre o
angulo 6, que soluciona a equagao para cada um dos focos da abertura. Neste
trabalho, o algoritmo numérico utilizado foi o fzero do programa MATLAB, que utiliza
uma combinacdo dos métodos da bissecdo, das secantes e da interpolagao

quadratica inversa para encontrar a raiz de uma equacgao ou fungao nao linear [15].

3.4 MODELAGEM DA ANTENA

A solugao da modelagem da antena é obtida através da solugdo numérica
das equacgdes da Secao 2.3, que foram agrupadas para formar o sistema (32) — (45)
de quatorze equagdes, através da fungdo. Todas as equagdes do sistema (32) — (45)
dependem da variavel 8,, e podem ser resolvidas sequencialmente. Isso é possivel,
pois cada equagao do sistema (32) — (45) depende apenas dos paréametros de
entrada do problema, das variaveis descobertas na iteragdo anterior (n-1), e das
variaveis obtidas nas equagdes que a antecedem do proprio sistema (32) — (45). Ou
seja: a primeira equacao (32) do sistema nao depende das equacdes posteriores
(33) — (45); a segunda equacao (33) do sistema depende da primeira equacéao (32),
mas nao depende das equacgdes posteriores (34) — (45); a terceira equacao (34) do
sistema depende das duas primeiras equagdes (32) e (33), mas nao depende das
equacdes posteriores (35) — (45); e assim por diante.

Desta maneira, o sistema (32) — (45) pode ser visto como uma unica funcéo,
onde o erro a ser minimizado é fungao da variavel B, a ser determinada para cada

par de cOnicas. Este sistema € apresentado a seguir:
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'n-1 (32)
Sen(_Bn top1 t en—l)

b, =seno,_;

b, 33
hp, = sen(—B, + 9n-1)m (33)
tOn =Tp-1— hn* (34)
B b, (35)
€on = tOn
ten = qn — ton (36)
tFn* =(n-1— tOn (37)
c2=a%+b3—2a,b, cos(a, —By) (38)
Crzl* = a%—1 + br21 —2a,_1 by cos (an—l - Bn) (39)
_ ci+bi—aj (40)
cos(y,) = 2c. b,
i +bi—al (41)
cos(Yns) = 2 e bn
_2¢ (42)
€Fn =
tFn
26, (43)
€Fnx =
Crn«
Mn _ (€on + 1) On — Bn (44)
tan 5 = (eon —3 tan >
C Chx
(5 2 n) (e, — 1) (2 . n*) (2. — 1) (45)

erro = - .
(an COS(T]n - Yn) - 1) (an* COS(T]n - Yn*) - 1)

Assim, utilizando o programa MATLAB de calculo numérico, foi possivel criar
uma fungcdo em que a variavel 3, e os parametros iniciais do problema descritos na
Secao 3.1 ou os parametros obtidos na iteracao anterior sdo as variaveis de entrada
desta funcao, e que retorna o erro da ultima equacéao (45) do sistema. Essa funcao
pdde ser otimizada para cada iteracdo através da funcao fzero, que encontra a raiz

de uma funcgdo, encontrando assim o angulo B, que minimiza o valor absoluto do
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erro. Com esse valor descoberto de B, € possivel calcular os pontos S, e M, dos

refletores, além de realimentar o sistema para a préxima iteracao.
3.5 PONTOS DOS REFLETORES E REALIMENTACAO DA SOLUCAO

Quando o erro de (45) € minimizado, descobre-se o angulo B,. Através deste
angulo, podem-se calcular os pontos S, e M, dos refletores, e as variaveis

necessarias para a proxima iteragdo, como descrito a seguir:

by

()@ (46)
ne (eOn COS(en - Bn) - 1)

Zg = COSO, * Iy, Ps, =senb, *ry 47)
Zp, = COS B3, * by, pp, = senf, x by, (48)
op =T—0,+ By — My (49)

C
(7&) ek~ 1) (50)

P,M, =
e (an COS(T]n - Yn) - 1)

Zm, = Zp, + COS(T[ —Mn t+ Bn) * PhMy, Pm, = Pp, + Sen(ﬂ —Mn + Bn) * Py Mp,. (51)

As equacgdes (46) e (47) sao utilizadas para obter a posicdo do ponto S,
sendo que zs, e psp S&0 as coordenadas z e p do ponto S,. Ja o ponto M, é definido
através das equacdes de (48) até (51), com zu, € pun Sendo as coordenadas z e p
do ponto M,.

As equagdes (46) e (50) sado obtidas da equagdao de uma cbdnica em
coordenadas polares. Ja (47) e (48) vém da transformacdo dos vetores de
coordenadas polares para Cartesianas. A equacdo (51) se da da soma em
coordenadas Cartesianas do vetor da distancia interfocal do sub-refletor b,«8, com o
vetor do raio da conica do refletor principal P,M,, 2(iT-n,+B,). A equagao (48) é obtida

da soma dos angulos do triangulo OS,P,.
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3.6 AJUSTE DO PONTO INICIAL DO REFLETOR PRINCIPAL

O ponto inicial do refletor principal precisa ser ajustado, pois ndo se tem
informacéao da localizagao do ponto P; antes da primeira iteracdo. Assim, utilizam-se
as variaveis descobertas na primeira iteracao para calcular a posicao de M; que
pertenca a cbnica com focos em P e F;.

As equacgdes (52) a (55) sao utilizadas para determinar a posi¢céo correta de

M1Z
Zp, = COS 3, * by, pp, = sen B, * b, (52)
N2 =T+ B, — 0y (93)
Cox 2
5a—) (€F2. — 1) (54)
P2M1 — (2 eFZ*)

(eFZ* COS(nZ* - YZ*) - 1)
Zm, = Zp, + COS(TL — M. + B2) * P,My,  py, = pp, +sen(mt —ny, + B2) *P,M;.  (55)

Através de (55), é descoberto o primeiro ponto correto do refletor principal
M, com zys € pys cOMo as coordenadas z e p do ponto M.

As equacgbes (52) até (55) sao obtidas das conicas com focos em O, P, e F;.
O termo n2- calculado em (53) é obtido do tridngulo OP,S;. Estas equacgdes realizam
a soma do vetor by£B2 com o vetor P,M, «£(mT-n»+B2). As variaveis presentes nas
equacdes de (52) a (55) estao ilustradas na Fig. 19.

A solugao numérica descrita € aplicada em dois exemplos de aberturas para
validar a técnica apresentada no Capitulo 4. Nestes exemplos, sdo apresentados os
resultados das modelagens, e seus diagramas de radiagdo. Além disso, foram
destacadas as caracteristicas do método de modelagem proposto, incluindo suas

vantagens e limitagdes.
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Fig. 19 Ajuste do ponto inicial do refletor principal.
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4 RESULTADOS

A técnica apresentada nos Capitulos 2 e 3 foi aplicada em dois casos
distintos. O primeiro sendo o caso com a abertura uniforme obtido de [7], na Secao
4.1. O segundo caso € apresentado na Secdo 4.2, em que o perfil de abertura
apresentado em [8], que gera um diagrama de radiagcdo de topo aplainado, é
adaptado para ser aplicado na técnica descrita neste trabalho.

Os resultados das modelagens das antenas foram obtidos aplicando as
equagdes da técnica e os parametros de entrada no programa MATLAB. Cada
simulagao levou poucos segundos, e o maior erro encontrado foi de um bilionésimo
do comprimento de onda em uma dada iteragcdo. Erros maiores, da ordem de um
milésimo do comprimento de onda, foram encontrados quando a superficie do
refletor principal cruzava a abertura. Para evitar tal problema, procurou-se posicionar
o plano da abertura afastado do refletor principal.

As simulagbes do diagrama de radiacdo das antenas modeladas foram
obtidas através do programa de simulagao de radiagdo por métodos dos momentos
desenvolvido em FORTRAN pelo professor Fernando José da Silva Moreira [15] com
a ajuda de Tcharles Vinicius de Faria. Os diagramas de radiagdo foram impressos

com o auxilio do programa MATLAB.

4.1 ABERTURA UNIFORME

O exemplo de uma abertura uniforme foi retirado de [7], onde é apresentada
uma antena duplo-refletora ADC que proporciona fase e amplitude uniformes na
abertura. As dimensdes desta antena sao descritas a seguir: Dy=6m (=100A),
Dg=0.6m (=10A), g=3m (=50A) para todos os pontos F, sobre a abertura, 6,=30°,
ri=0.409m (=7A) e =5GHz, assim como os exemplos estudados em [6] e [7]. A
abertura do exemplo [7] esta posicionada sobre o eixo p (z=0). O modelo de

alimentador é o descrito em:
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oo =72 )
I'r
com p=83 para proporcionar uma atenuacio de borda de -25dB [6], o que diminui os
I6bulos laterais do diagrama de radiagédo da antena.

Para modelar a antena, deslocou-se o plano da abertura para tras do refletor
principal, com z=-25A. Experimentalmente, esta foi a posicdo que possibilitou maior
numero de pontos sobre a abertura. Os percursos q, até os focos F, foram ajustados
de acordo com o deslocamento, sendo subtraidos 25A de todos os percursos g, para
compensar o deslocamento da abertura e manter os refletores nas mesmas
posicoes. Foram distribuidos uniformemente mil pontos sobre a abertura. A antena

modelada é apresentada na Fig. 20 e comparada a obtida em [7]:

35

Antena Modelada
- = =0

25

Z{m)

Fig. 20 Antena modelada com abertura uniforme, comparada a de [5].
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Da Fig. 20, observa-se que a antena modelada pela presente técnica
coincidiu com a de [7], diferenciando-se apenas na sua porcéao final. O didametro do
refletor principal da antena modelada pela técnica ficou cerca de 30cm
(aproximadamente 5A) maior do que a antena da referéncia [7]. Além disso, a porgéo
final da antena da referéncia esta afastada em menos de 2mm (aproximadamente
0,03A) da antena modelada. Esta diferenca se deve ao uso de conicas genéricas na
modelagem da geratriz do refletor principal na presente técnica, em comparagao
com [7], que usa apenas parabolas na geratriz do refletor principal de sua antena.

A escolha por posicionar a abertura afastada do refletor principal foi feita a
partir de testes executados. Nos testes realizados com a abertura sobre o eixo p
(z=0), o ponto do refletor principal que cruza a abertura apresentou erros da ordem
de um milésimo do comprimento de onda. Isto porque a técnica atual ndo é capaz de
encontrar um ponto do refletor principal exatamente entre dois focos da abertura,
empurrando-o para frente ou para tras da abertura. Quando o refletor principal cruza
a abertura, mas os pontos da sintese ficam fora do plano da abertura, a técnica
funciona normalmente.

Através dos testes realizados também foi possivel descobrir a posicdo da
abertura em relacao ao refletor principal que possibilitou o maior numero de pontos
definidos sobre a abertura. Descobriu-se que quando a abertura € posicionada atras
do refletor principal é possivel aplicar a técnica com pelo menos mil pontos sobre a
abertura, o que nao foi possivel com a abertura posicionada a frente do refletor
principal. Isto porque com o aumento de pontos sobre a abertura, os focos sobre a
abertura comegam a ficar muito préximos, fazendo com que as cénicas comparadas
na ultima equacgao (45) do sistema fiquem muito proximas uma da outra, sendo
pequena a diferenga entre elas. Isto faz com que o método numérico de solugéo do
sistema (32) — (45) convirja para resultados espurios, principalmente quando as
cbnicas do refletor principal sdo elipses. A vantagem da escolha de hipérboles a
elipses para o refletor principal pode ser observada na equacgao do erro do sistema
(32) — (45), repetida aqui em (57):
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(zcenFn) (efn — 1) (—2 CenF*n*) (efn. — 1) (57)
(ern COS(My — Yn) — 1) (epn. €OS(Ny — Ynu) — 1)’

erro =

Para cénicas muito semelhantes, podemos considerar que o erro de (57) se
deve principalmente aos termos dominantes de segunda ordem, como explicitado
em (58) e (59):

C_n 2 2 Cl’l* 2 B 5
erro = (2 ) (ern = 1) e, _ ( 2 ) €kns — 1) €fn (58)
1 1
egn* egn (COS(nn - Yn) B %) elz:n* elZ:n (COS(TIn - Yn*) - an*)
Ch 2 2
i — (2_) (an - an*) 5 ) 5q
an*ﬁeFI{}Hellzi’n*iel%’n o= 2 2 ( ) 1 « (an an*) ( )
CFn+—CFn an* an (COS T]n —_ yn —_ a)
YFn+—YFn

Na Equacéao (59) é possivel observar que o erro é proporcional a diferenca
entre os quadrados das excentricidades para cbnicas muito semelhantes. Assim,
essa diferenga se torna maior quando se utiliza hipérboles nas geratrizes do refletor
principal em comparagao com o uso de elipses, pois a excentricidade da elipse se
encontra entre 0 e 1, e a excentricidade da hipérbole é maior do que 1. Com isso, o
método numérico utilizado para solucionar o sistema (32) converge melhor quando
se utiliza hipérboles para modelar as geratrizes do refletor principal quando se tem
um grande numero de focos na abertura da antena. E para tal, os focos F, tém que
ser virtuais. Ou seja, o plano da abertura deve ser posicionado atras do refletor
principal.

Além de analisar a antena modelada por esta técnica, tambéem é
conveniente analisar o diagrama de radiagdao. Na Fig. 21, é exibido o diagrama de
radiacdo da antena modelada, em comparagao com o diagrama de radiagdo obtido
em [7].
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50 T T

Antena Modelada
===

45

35 -

I I I
1 0 1 2 3
0(Graus)

Fig. 21 Diagrama de radiagcao da antena com abertura uniforme, comparada com [7].

Como se pode observar na Fig. 20, a antena modelada pela técnica
apresentada neste trabalho possui basicamente o mesmo diagrama de radiagcédo de
[7]. A antena modelada pela presente técnica possui diretividade maxima 0.4dB
(=10%) maior do que a de [7], sendo a diretividade da antena modelada 49.7dBi e a
de [7] 49.3dBi. Os dois diagramas possuem as mesmas posi¢cdes dos |ébulos
laterais, tendo uma diferenga apenas em um Iébulo 40dB (10 mil vezes) menor que o

I6bulo principal.

4.2 ABERTURA COM PERTFIL NAO UNIFORME DE AMPLITUDE E FASE

O objetivo nesta secao € modelar uma antena duplo-refletora que tenha um
diagrama de radiacao de topo plano com (pequenos ripples) através do controle da
amplitude e da fase na abertura. Para isto, o perfil de abertura obtido de [8] foi

adaptado para aplicagao da técnica descrita neste trabalho.
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O perfil de abertura descrito em [8] possui abertura de apenas 10A de
diametro, e ndo possui bloqueio no centro. Com isso, ela foi adaptada para uma
abertura 10 vezes maior (1004), e com um bloqueio de 10A. O aumento do tamanho
da abertura é necessario, pois a técnica desenvolvida neste trabalho utiliza 6tica
geomeétrica nas suas equacgoes. Isto exige que os refletores sejam muito maiores
que o comprimento de onda relativo a frequéncia de operacao para que a sintese
forneca resultados satisfatérios. Estabeleceu-se neste trabalho que para ser
considerado muito maior, o sub-refletor precisaria ter pelo menos 104 de didametro.
Escolheu-se do refletor principal com 100A de didmetro para que se pudessem
comparar as antenas geradas para uma abertura uniforme (Seg¢do 4.1) e para
abertura com perfil ndo uniforme de amplitude e fase.

Como a abertura de [8] ndo possuia bloqueio, o perfil apresentado foi
deslocado para o fim do bloqueio da antena e estendido até a borda do refletor
principal. Os tamanhos dos percursos g, de cada foco da abertura foram obtidos
através de (3) e (4), utilizando como referéncia o percurso do primeiro foco da
abertura (q1).

A antena gerada com distribuicdo ndo uniforme de amplitude e fase foi
modelada com as mesmas dimensdes e pontos iniciais do exemplo da Sec¢ao 4.1,
para que pudessem ser comparadas entre si. Assim, as dimensdes da antena com
abertura nao uniforme foram: Dp=6m (=100A), Dg=0.6m (=10A), q=3m (=50A7),
6,=30°, r;=0.409m (=7A) e f=5GHz. Assim como no exemplo anterior, a abertura da

antena foi deslocada para z=-25A. O modelo de alimentador € o mesmo de (56):

0
cos?pP (£
Gp(8p) = # (60)
F

com p=83.

Na Tabela 1 é apresentado o perfil de fase e amplitude utilizado na

modelagem para um diagrama de radiagao com topo plano.
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[8] p/(Dw/2) | Amplitude Normalizada | Fase (Graus) Aplicagdo p(m) Aq(m)=q,-q+
0 1 180° 0,3 0

0,05 0,961 179° 0,435 -1,667E-04
0,1 0,851 176° 0,57 -6,667E-04
0,15 0,689 169° 0,705 -1,833E-03
0,2 0,51 155° 0,84 -4,167E-03
0,25 0,377 128° 0,975 -8,667E-03
0,3 0,36 92° 1,11 -1,467E-02
0,35 0,429 66° 1,245 -1,900E-02
0,4 0,497 51° 1,38 -2,150E-02
0,45 0,521 41° 1,515 -2,317E-02
0,5 0,494 32° 1,65 -2,467E-02
0,55 0,427 22° 1,785 -2,633E-02
0,6 0,34 10° 1,92 -2,833E-02
0,65 0,257 -7° 2,055 -3,117E-02
0,7 0,199 -31° 2,19 -3,517E-02
0,75 0,178 -59° 2,325 -3,983E-02
0,8 0,181 -82° 2,46 -4,367E-02
0,85 0,191 -98° 2,595 -4,633E-02
0,9 0,2 -108° 2,73 -4,800E-02
0,95 0,204 -114° 2,865 -4,900E-02
1 0,205 -115° 3 -4,917E-02

Tabela 1 Perfil nao uniforme de amplitude e fase de [8]

As trés primeiras colunas da Tabela 1 foram obtidas de [8]. Na primeira
coluna esta representado o raio de um ponto da abertura em relagao ao raio total da
abertura. Cada ponto da abertura esta relacionado a uma amplitude na segunda
coluna e a uma fase na terceira coluna. A amplitude da segunda coluna é
normalizada para ter seu valor maximo igual a 1. A terceira coluna representa a fase
com que a onda deve chegar a abertura. Como as dimensdes da abertura foram
adaptadas para ser aplicada na presente técnica, o raio relativo da primeira coluna
foi adaptado para a coordenada p na abertura do refletor principal na quarta coluna
multiplicando 2,7m com o valor da primeira coluna e somando 0,3m. A quinta coluna

representa a diferenca de percurso q entre o ponto da abertura e o primeiro ponto da
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abertura, obtida utilizando as equacdes da Secéo 2.2.2 e a fase na abertura. Na Fig.
22 é representado o perfil de amplitude e fase aplicado na abertura do refletor

principal da antena modelada.

1 T
0.75 /2
o
2
5 2
& S
[
% 0.5 0 o
2 ]
3_ (1]
E L
<
0.25 -7/2
0 | | 1 1 1 | | | -
0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1 24 2.7 3

p (m)

Fig. 22 Perfil de amplitude e fase da abertura ndo uniforme.

Assim, a técnica descrita neste trabalho foi aplicada para o perfil de abertura
apresentado na Tabela 1 e na Fig. 22 com 1000 pontos sobre a abertura. Como a
Tabela 1 apresenta apenas valores para 21 pontos, os outros pontos foram
interpolados através de uma funcgao spline cubica pelo programa MATLAB. A antena
com perfil ndo uniforme de amplitude e fase é apresentada na Fig. 23 e comparada

a antena modelada de perfil uniforme apresentada na Secgao 4.1.
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35

Abertura N&do Uniforme
= = = Abertura Uniforme

L

1.5 1 0.5 0 0.5 1
Z(m})

Fig. 23 Antenas modeladas com abertura uniforme e com abertura nao uniforme.

A antena com abertura n&do uniforme ficou proxima da antena com abertura
uniforme. Isto mostra que as variagbes de amplitude e fase na abertura do refletor
principal tém efeitos sutis na modelagem da antena.

Contudo, a sutil variagado dos refletores muda o diagrama de radiagao da
antena. Na Fig. 24 é apresentado o diagrama de radiagdo da antena modelada
nesta secdo em comparagao o diagrama obtido em [8]. Como as aberturas das
antenas sao diferentes, ambos os diagramas foram normalizadas para terem seu

valor maximo em 0dB.
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Fig. 24 Diagrama de radiacao da antena com abertura ndo uniforme comparada a [8].

Devido as diferengas entre a abertura utilizada nesta secéo e a apresentada
em [8], os dois diagramas de radiagao apresentaram divergéncias entre si. Como a
antena modelada nesta secao € 10 vezes maior, ela se tornou mais diretiva. Porém,
devido ao bloqueio e ao deslocamento do perfil de amplitude e fase na abertura da
antena, a antena modelada nesta seg¢ao apresentou maiores ripples e I6bulos
secundarios.

Assim, a antena modelada nesta se¢ao foi capaz de fornecer um diagrama
de radiagao de topo aplainado, com ripples de 2dB e I6bulos laterais 10dB abaixo do
I6bulo principal. Com isso, demonstrou-se a aplicabilidade da técnica de sintese
deste trabalho, e sua capacidade de controlar a fase e amplitude da abertura do

refletor principal da antena.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

A técnica de sintese de antenas duplo-refletoras circularmente simétricas
apresentada neste trabalho apresentou um sistema de quatorze equacdes a serem
resolvidas numericamente, contando apenas as equacbes da Secdao 3.4 da
modelagem das geratrizes dos refletores. O que tornou esta solugéo simples foi a
caracteristica das equacgdes do sistema (32) — (45) de poderem ser resolvidas
sequencialmente. Devido a esta caracteristica, o sistema (32) — (45) pode ser visto
como uma fungdo onde os paradmetros de entrada sdo os dados iniciais do
problema, os dados obtidos da iteragao anterior e a variavel 3,, retornando o erro da
comparagao entre as conicas do refletor principal em (45). Por ser uma fungédo com
apenas uma variavel de entrada a ser descoberta e apenas uma variavel de saida a
ser minimizada, pode-se utilizar a fungao fzero que encontra a raiz de uma fungao
nao linear de forma altamente eficiente, de rapida convergéncia e com pequenos
erros para minimizar o erro de (45) através da variagao de B,. O que também
auxiliou na rapida convergéncia fungao fzero € que a variavel 8, varia pouco de uma
iteracdo para outra, tornando a variavel B,.s descoberta na iteragdo anterior um
excelente ponto de partida para a solugao do passo seguinte.

Além disso, as equacdes desenvolvidas para a modelagem da antena na
Secao 2.3 sdo baseadas em leis trigonométricas e coOnicas, ndo apresentando
equacgdes diferenciais e integrais, o0 que as torna de simples solugdo. Apenas as
formulagbes utilizadas para impor a conservagcao de energia na antena,
apresentadas na Secéao 2.2, utilizam equacdes integrais.

Desta maneira, a técnica apresentada mostrou-se ser altamente eficiente
para a modelagem de antenas duplo-refletoras Cassegrain (ADC) com controle de
fase e amplitude na abertura do refletor principal, apresentando rapida convergéncia,
pequenos erros e grande definicdo de pontos nos refletores.

A técnica de modelagem de refletores desenvolvida foi aplicada em dois
casos distintos. Um com abertura uniforme na Secéo 4.1, e outro com abertura néao
uniforme na Secao 4.2. No exemplo de abertura uniforme a técnica foi capaz de

modelar a antena conforme [7] e gerar basicamente o mesmo diagrama de radiacao.
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Ja para o exemplo de abertura ndo uniforme, nao foi encontrado na literatura
um perfil de abertura que se encaixasse perfeitamente a técnica, tendo que ser
adaptado o perfil de [8]. Mesmo assim, a técnica mostrou-se capaz de modelar o
perfil de fase e amplitude da abertura, e controlar a radiagdo da antena gerando um
diagrama de topo plano com pequenos ripples, como o perfil apresentado em [8]
intencionava.

O exemplo de abertura ndo uniforme discutido na Secdo 4.2 também
explicitou as principais limitagdes do método desenvolvido. Por utilizar principios da
otica geométrica nas equagdes desenvolvidas, os refletores da antena necessitam
ser muito maiores do que o comprimento de onda (A) da frequéncia de operagéo.
Desta maneira, foi estabelecido que o sub-refletor deveria ser pelo menos 104, o que
limita a dimensao minima do conjunto de refletores, além de estabelecer a dimenséao
minima do bloqueio da antena.

Outra limitagdo encontrada no método foi a do numero de pontos das
geratrizes dos refletores modelados, e como a posicdo da abertura da antena
influencia nesta quantidade. Simulacdées com mais de mil pontos sobre a abertura
puderam ser executadas, mas apenas quando a abertura da antena era posicionada
atras do refletor principal.

A técnica desenvolvida também possibilita liberdade na definigdo da abertura
da antena, fazendo com que ela possa ser inclinada e tenha diferentes formas, néo

se limitando a aberturas planas.

5.1 PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS

Quanto a continuagéo deste trabalho, seria importante validar a técnica
desenvolvida com um exemplo de abertura com fase e amplitude n&do uniforme que
se encaixasse perfeitamente nesta técnica. O exemplo de [8] utilizado neste trabalho
nao possuia bloqueio e possuia didmetro menor. Sendo assim, os diagramas de
radiagao de [8] e o gerado neste trabalho na Secéo 4.2 nao coincidiram.

Nesta linha, poderia ser desenvolvida uma técnica que controlasse o

diagrama de radiagdo da antena de ponta a ponta: estabelecendo o perfil de



67

Consideracoes finais

radiagdo desejado, encontrando o perfil de fase e amplitude na abertura que o
proporciona, e modelando a antena para gera-lo.

Outra linha de pesquisa possivel seria tentar encontrar uma solucéo
“fechada” para o problema. O sistema (32) apresentado na Sec¢do 3.4 possui um
grande numero de equagdes, o que dificultou encontrar uma solugdo mais simples
para a modelagem dos refletores, levando a solugdo numérica do sistema de
equacodes. A solugcdo mais simples do problema possibilitaria maior precisdo nos
pontos encontrados para as geratrizes dos refletores, além de diminuir os erros da
modelagem e aumentar a quantidade de pontos sobre a abertura.

Além destas duas propostas de trabalho, também seria interessante aplicar
esta técnica em outros perfis de abertura, diferentes das aberturas planares

investigadas aqui.



REFERENCIAS



69

[1]

[2]

[3]

[4]

[3]

[6]

[7]

[8]

[9]

REFERENCIAS

P. W. Hannan, "Microwave Antennas Derived from the Cassegrain
Telescope," Vols. AP-9, pp. 140-153, March 1961.

S. Tamas, “Wikipedia,” 15 setembro 2009. [Online]. Available:
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Cassegrain.en.png. [Acesso em 10 margo
2020].

JMT~commonswiki, “Wikipedia,” 30 julho 2006. [Online]. Available:
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Antenna_03.JPG. [Acesso em 10 margo 2020].

V. Galindo, "Design of dual-reflector antennas with arbitrary phase and,"
Vols. AP-12, p. 403—408, July 1964.

F. J. S. Moreira and A. Prata, "Generalized Classical Axially Symmetric,"
IEEE Transactions on Antennas and Propagation, vol. 49, no. 4, pp. 547-554,
April 2001.

Y. Kim and T.-H. Lee, "Shaped Circularly Symmetric Dual Reflector,"
IEEE Transactions on Antennas and Propagation, vol. 57, no. 1, pp. 47-56,
January 2009.

F. J. S. Moreira and J. R. Bergmann, "Shaping Axis-Symmetric Dual-
Reflector Antennas by Combining Conic Sections," IEEE Transactions on
Antennas and Propagation, vol. 59, no. 3, pp. 1042-1046, March 2011.

R. S. Elliott and G. Stern, "Shaped patterns from a continuous planar
aperture distribution," IEE Proceedings H - Microwaves, Antennas and
Propagation, vol. 135, no. 6, pp. 366-370, December 1988.

P. Lopez, J. Rodriguez, F. Ares and E. Moreno, "Optimization of
aperture distributions for double-difference patterns," IEEE Transactions on

Antennas and Propagation, vol. 51, no. 3, pp. 668-669, March 2003.



70

Y. Kim and R. Elliot, "Phase-only control of side-lobes in a sum pattern
[10] produced by a circular grid array," in 1987 Antennas and Propagation Society

International Symposium, Blacksburg, VA, USA, 1987.
A. Z. F. Marques, T. V. B. Faria e F. J. S. Moreira, “Modelagem de

[11] antenas duplo-refletoras axialmente,” XXXVII Simpdsio Brasileiro De
Telecomunicagbes E Processamento De Sinais (SBrT 2019), 02 Outubro 2019.
A. Z. F. Marques and F. J. S. Moreira, "Shaping Circularly Symmetric
[12] ADC Antennas by," SBMO/IEEE MTT-S International Microwave and
Optoelectronics Conference (IMOC), November 2019.
C. A. Balanis, Antenna Theory Analysis and Design, 2nd Ed ed., New
[13] York: John Wiley & Sons, 1997, pp. 121-126.
B. S. Westcott, Shaped Reflector Antenna Design, New York: Research
[14] Studies Press, 1983, p. 18.
“Help Center,” MathWorks, [Online]. Available:
[15] https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/fzero.html#btoc6lj-18. [Acesso em
16 Marco 2020].
F. J. S. Moreira, "Design and Rigorous Analysis of Generalized Axially-

[16] Symmetric Dual-Reflector Antennas," Ph. D. Thesis, University of Southern
California, August 1997.



APENDICE A



72

Consideracoes finais

APENDICE A - Arquivo do MATHEMATICA

ClearAll

ClearAll

(*Fungoes de soma de tangentes de angulos™)

tan[m _,n_]:=(Tan[m]+Tan[n])/(1-Tan[m]*Tan[n])

tan3[m ,n_,o ]:=(Tan[m]+tan[n,o0])/(1-Tan[m]*tan[n,o0])

tan4[m _,n ,o0 ,p ]:=(Tan[m]+tan3[n,o0,p])/(1-Tan[m]*tan3[n,0,p])
tan5[m_,n ,0 ,p ,q ]:=(Tan[m]+tan4[n,0,p,q])/(1-Tan[m]*tan4[n,0,p,q])
tan6[m ,n ,o ,p ,q ,r |:=(Tan[m]+tan5[n,o0,p,q,r])/(1-Tan[m]*tan5[n,0,p,q,r])
cotfm ,n_]:=(Cot[m]*Cot[n]-1)/(Cot[m]+Cot[n])

cot3[m ,n ,0 ]:=(Cot[m]*cot[n,0]-1)/(Cot[m]+cot[n,0])

cot4[m ,n ,0 ,p_]:=(Cot[m]*cot3[n,0,p]-1)/(Cot[m]+cot3[n,o0,p])

cot5m _,n ,0 ,p ,q ]:=(Cot[m]*cot4[n,0,p,q]-1)/(Cot[m]+cot4[n,o0,p,q])
cot6lm ,n ,0 ,p ,q .r ]:=(Cot[m]*cot5[n,0,p,q,r]-1)/(Cot[m]+cot5[n,0,p,q,r])

(*Todas as equagdes com final tan possuem tangentes ao invés de seno e cosseno. A
numeracao das equacdes ¢ a mesma da dissertagdo. Apenas os comandos estao expressos
neste Apéndice.*)

(*Lei das tangentes™)
eqlztan:(bn'rnl)/(bn+rnl)::tan4[6nl/2,Bn/2,'6n1/2,'enl/z]/tan4[Gnl/2,'Bn/2,0n1/2,9n1/2]
eql2tan=FullSimplify[ReplaceAll[eq12tan, { Cot[By/2]->1/tgPn2, Tan[ Bn/2]->tgPn2} 1]
eql2tan=Reduce[eq12tan,b,]

eql2tan=b,==-((Sin[oy] 1a1 (1+t8B%2))/(-Sin[0n1+6n ]+2 CoS[Oni+0n1] teBu+Sin[On+0n] 88
)

(*Lei das tangentes*)

eql 3tan:(hnx'bn)/(hnx+bn)::tan3 ['Bn/z,anl/z,'cnl/z]/tan3 [-Bn/2,6n1/2,0n1/2]
eql3tan=FullSimplify[ReplaceAll[eql3tan, {Cot[By/2]->1/tgPn2, Tan[ Bn/2]->tgPn2} 1]
eql3tan=Reduce[eql3tan,hyy]

(*Selecionada a parte da resposta de Reduce que interessa ao problema.*)
eql3tan=h,,==(Csc[6n1] (Sin[0n1] by-2 Cos[On1] by tgPra-Sin[0y1] by t8B%2))/(1+t882)
€q 14=ton==Tn1-hnx

eql5=e,n==bn/ton

eq 1 6:tfn::qn_ton

€q 1 7:tﬁ1x::qnl ‘ton

eql8=c,"2==a,"2+by"2-2a, by*Cos[on-Pn]

(*Lei dos cossenos com identidade trigonométrica de cosseno para tangente.*)
eql8tan=c,"2==a,"2+b,"2-2a, b,*((1-tan[o/2,-B/2]"2)/(1+tan[ ow/2,-Br/2]"2))
eql8tan=FullSimplify[ReplaceAll[eq18tan,{Cot[B,/2]->1/tgPn2, Tan[Pn/2]->tgPn} 1]
€q20=Cos[yn]==(cn"2+by"2-2,"2)/(2¢, by)

(*Lei das cotangentes™)

saux=(aptbytc,)/2
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\/ (saux - a,) (saux - bn) (saux - c,)
raux= Saux

eq20tan=Cot[yn/2]==(cot[on/2,-Bn/2] (saux-a,))/(saux-c,)

eq20tan=ReplaceAll[eq20tan, { Cot[ Bn/2]->1/tgBn2, Tan[Pn/2]->tgPn2, Cot[yn/2]-

>1/tgyn, Tan[yn/2]->tgyn } ]

eq20tan=FullSimplify[eq20tan]

(*Equagdes 19 e 21 sdo parecidas com 18 e 20. Assim, s6 foram substituidos os termos
diferentes.*)

eql9=ReplaceAll[eql8,{ch->Cnx,an->an1,0n->0n1 } |

eql9tan=ReplaceAll[eql8tan, {C,->Cnx,an->an1,0n->0ln1 } |

eq21=ReplaceAll[eq20, {ch->Cnx,an->an1,00=>0n1,Yn">Ynx} |

eq21tan=ReplaceAll[eq20tan, {Cn->Cnx,an->an1,0n=>0n1,YnVnx> t€Yn2->t&Ynx2 } |
eq22=efn=:Cn/tfn

€q23=€fmx==Cnx/tfx

eq24=Tan[n,/2]==((eont1)Tan[0,/2-Br/2])/(€on-1)

(*eq24tan apenas modificando para a funcao de tangente da soma de angulos.*)
eq24tan=Tan[n./2]==((eont+1)tan[0,/2,-(Br/2)])/(€on-1)

eq24tan=ReplaceAll[eq24tan, {Cot[Bn/2]->1/tgBn2, Tan[Bn/2]->tgPn2,Cot[Nn/2]-

>1/tgnn2, Tan[n/2]->tgnn2}]

eq25=erro==(cn/em (€m"2-1))/(em Cos[Nn-Yn]-1)-(Cox/Cmx (€fmx"2-1))/(€fx COS[Nn-Ynx]-1)
(*erro com a identidade trigonométrica de cosseno para tangente*)

eq25tan=(cp/em (eqm”2-1))/(em (1-tan|n./2,-yn/2]"2)/(1+tan[ny/2,-yn/2]"2)-1)==(Cnx/€fx (Efnx"2-
1))/(efnx (1-tan[ﬂn/2,-Ynx/2]A2)/(1+taﬂ[ﬂn/2,-Ynx/2]A2)' 1)

eq25tan=ReplaceAll[eq25tan, { Cot[yn/2]->1/tgyn2, Tan[yn/2]->tg¥n2,Cot[ynx/2]-
>1/tg¥nx2, Tan[Ynx/2]->t2¥nx2, Cot[Mn/2]->1/tgNn2, Tan[ne/2]->tgnna } |
eq25tan=FullSimplify[eq25tan]

(*Sistema de equacdes™)
sistema={eql2,eql3,eql4,eql5,eql6,eql7,eql8,eql9,eq20,eq21,eq22,eq23,eq24,eq25}
(*Sistema de equacdes com tangentes ao invés de seno e cosseno*)
sistematan={eq12tan,eql3tan,eql4,eql5,eql6,eql7,eql8tan,eql9tan,eq20tan,eq2 Itan,eq22,eq
23,eq24tan,eq25tan}

(*Tentativa de resolucao.*)

Reduce[SiStematan,thl’IZJ {bn:hnx:ton:eonatfnatﬁlXaCna Cnx:tg'YnZ atg'Ynx2>eﬁ1>efnx>tgrln2} ]



