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Resumo

A microscopia de desfocalizacao é uma técnica que vem sendo empregada no Laboratério
de Fisica de Sistemas Biolbgicos da UFMG para caracterizar objetos transparentes, como
células e guias de onda. Através dela podemos obter parametros morfologicos e biomecéanicos
de células vivas utilizando apenas um microscépio 6ptico operando em campo claro. A
partir de duas imagens desfocalizadas, é possivel realizar a reconstrucao 3D da amostra por
meio da resolucao de duas equagoes diferenciais. Apesar de bastante conveniente para o
estudo de amostras bioldgicas, a aplicacao da técnica é limitada pelo custo computacional
para a analise dos dados. Este trabalho teve como objetivo encontrar uma maneira mais
eficiente para realizar a reconstrucao 3D. Para isso, desenvolvemos programas em Python
que recebem duas imagens desfocalizadas como entrada e retornam a espessura e assimetria
da célula. Para o calculo da assimetria, a parte mais demorada do processo, os programas
utilizam o método de elementos finitos por meio da plataforma Fenics. Realizamos testes
para trés situagoes diferentes: reconstrugao de objetos de fase simulados, reconstrucao
de uma hemacia e a reconstrucao de um cardiomioécito. Para os dois primeiros casos
pudemos comparar os resultados obtidos aqui com aqueles obtidos pelos métodos que ja
haviam sido estabelecidos em trabalhos anteriores. O principal resultado deste trabalho
foi a diminuicao substancial no tempo necessario para realizar a reconstrucao. Os novos
programas demoram cerca de 10 s para realizar a reconstrucao de células partindo de
imagens com 128x128 pixels enquanto, para a metodologia anterior a este trabalho, o
processo demorava cerca 7200 s em hardware similar. Por fim, conseguimos realizar a
reconstrucao de um cardiomiocito, uma célula consideravelmente maior, também em cerca
de 10 s. Esses resultados indicam que o método de elementos finitos é uma boa alternativa
para o calculo da assimetria, retornando resultados rapidamente mesmo para imagens com
resolucao mais alta. Esses resultados abrem perspectivas para o uso da microscopia de

desfocalizacao para o estudo de processos celulares dinamicos.

Palavras-chave: Microscopia de desfocalizacao, Método de elementos finitos



Abstract

Defocusing microscopy is a technique that has been used at the Physics Laboratory
of Biological Systems at UFMG to characterize transparent objects, such as cells and
waveguides. Through it we can obtain morphological and biomechanical parameters of
living cells using only an optical microscope operating in bright field. From two defocused
images, it is possible to perform the 3D reconstruction of the sample by solving two
differential equations. Despite being quite convenient for the study of biological samples,
the application of the technique is limited by the computational cost of data analysis. This
work aimed to find a more efficient way to perform the 3D reconstruction. For this, we
develop Python programs that take two defocused images as input and return the cell
thickness and asymmetry. For the asymmetry calculation, the most time-consuming part
of the process, the programs use the finite element method through the Fenics platform.
We performed tests for three different situations: reconstruction of simulated phase objects,
reconstruction of a red blood cell and reconstruction of a cardiomyocyte. For the first
two cases, we were able to compare the results obtained here with those obtained by the
methods that had already been established in previous works. The main result of this
work was the substantial decrease in the time needed to perform the reconstruction. The
new programs take around 10 s to perform cell reconstruction starting from images with
128 x 128 pixels while, for the methodology prior to this work, the process took around
7200 s on similar hardware. Finally, we were able to perform the reconstruction of a
cardiomyocyte, a considerably larger cell, also in about 10 s. These results indicate that
the finite element method is a good alternative for the asymmetry calculation, returning
results quickly even for higher resolution images. These results open perspectives for the

use of defocusing microscopy to study dynamic cellular processes.

Keywords: Defocusing microscopy, Finite element method
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1 Introducao

Objetos de fase sao objetos transparentes que, ao serem atravessados por luz,
modificam sua fase sem alterar a amplitude dos campos. Devido a essa propriedade,
tais objetos nao produzem contraste em microscopios Opticos, tornando a tarefa de
observa-los bastante complexa. Sistemas biolégicos, como células e tecidos, geralmente sao
transparentes e, por isso, a microscopia 6ptica convencional produz imagens com baixo
contraste, dificultando a identificacao de estruturas de interesse na amostra. Apesar de
haver outras técnicas de microscopia capazes de produzir imagens de objetos de fase,
muitas delas demandam o uso de marcadores ou processos de preparo de amostra que

impedem o estudo de células em seu estado natural.

Algumas técnicas foram desenvolvidas para contornar essas dificuldades e viabilizar
o emprego de microscopia 6ptica de campo claro na visualizacdo de tais sistemas, sao
as chamadas técnicas de microscopia quantitativa de fase [1,2]. A ideia geral dessas
abordagens ¢ acoplar ao microscopio um sistema 6ptico capaz de converter a mudanca de
fase provocada pela amostra em intensidade, de modo que a informacao contida na fase

possa ser extraida da imagem.

A microscopia de desfocaliza¢ao (MD) é uma técnica que vem sendo desenvolvida no
Laboratorio de Fisica de Sistemas Bioldgicos do Departamento de Fisica da Universidade
Federal de Minas Gerais como uma alternativa para o estudo de objetos de fase. Diferente
das outras abordagens, a MD produz imagens através da desfocalizacao da amostra,
dispensando o acoplamento de aparato extra ao microscopio Optico. A partir das imagens
obtidas, é possivel determinar a geometria de células além de alguns outros parametros

mecanicos.

A MD foi empregada pela primeira vez no Laboratério de Fisica de Sistemas
Biologicos durante o doutorado de Agero [3]. Em sua tese, Agero deduziu a relacao entre
o contraste de imagens produzidas em um microscopio 6ptico levemente desfocalizado e a
curvatura da membrana de células aderidas. Essa relagao foi entao usada para investigar o
comportamento mecanico da membrana de um macréfago durante o processo de fagocitose.
Mais tarde, Glionna [4] estendeu o modelo tedrico de Agero para a desfocalizacdo, contem-
plando desfocalizagoes arbitrarias. Além disso, Glionna obteve também uma expressao
para o contraste produzido por um objeto de fase formado por duas interfaces, permitindo
a analise de células livres e a obtencao da curvatura da membrana superior e inferior de
uma hemadcia. Finalmente, Gomes [5] ¢ Roma [6] desenvolveram métodos experimentais
e computacionais para realizar a reconstrucao tridimensional de células a partir de duas

imagens desfocalizadas.
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Esse desenvolvimento tornou a MD uma ferramenta muito poderosa para o es-
tudo processos celulares, uma vez que permite a determinagao precisa da geometria e
de pardmetros mecanicos de células de forma nao invasiva e empregando apenas um
microscopio 6ptico convencional. A MD ja foi utilizada no estudo de células aderidas,
como macrofagos [3]7], células sanguineas [§] e guias de onda [9]. Em recente trabalho no
laboratério [10] foi desenvolvida uma metodologia para obtencao de duas imagens com
desfocalizacoes diferentes simultaneamente, permitindo assim a reconstrucao 3D de uma
célula ao longo do tempo. Através dessa abordagem foi possivel acompanhar as varia¢oes

no formato de hemacias submetidas a pressao osmotica.

Embora tenha se mostrado uma alternativa promissora para o estudo de processos
celulares dinamicos, a MD ainda possui uma séria limitagdo: o custo computacional para
a andlise das imagens. De acordo com a referéncia |10, o tempo necesséario para que um
computador com processador Intel Core i7, 3.4GHz e 32 GB de meméria RAM faca a
reconstrucao de células partindo de imagens com resolugao 128x128 é de cerca de duas

horas.

A parte do processo mais demorada é a determinacao de um parametro especifico
da célula: a assimetria. A abordagem desenvolvida por Gomes [5] e Roma [6] calcula a
assimetria usando o método dos minimos quadrados (MMQ) para resolver uma equagao
diferencial parcial. O objetivo deste trabalho foi encontrar uma alternativa mais eficiente
para a solugao dessa equagao. Usando o método de elementos finitos (MEF), conseguimos
tornar o processo de reconstrucao substancialmente rapido. Os programas desenvolvidos

sao capazes de retornar a geometria de hemacias e cardiomiécitos em cerca de 10 segundos.

Esta dissertacao esta dividida em cinco capitulos, dos quais esta introdugao é o
primeiro. No segundo capitulo discutimos a teoria que fundamenta a técnica de microscopia
de desfocalizacao e mostramos como ¢é possivel obter a forma de um objeto de fase usando
apenas um microscopio 6ptico. No terceiro capitulo descrevemos o método de elementos
finitos para resolver equagoes diferencias. No quarto capitulo apresentamos os resultados
obtidos neste trabalho. No quinto capitulo apresentamos as conclusoes deste trabalho e

perspectivas para o futuro.
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2 Microscopia de desfocalizacao

Neste capitulo apresentamos o modelo tedrico em que a microscopia de desfocaliza-
¢ao se baseia. Partiremos das equagoes de Maxwell e, fazendo uso de andlise de Fourier,
encontraremos o efeito de cada elemento 6ptico do microscopio sobre os campos. Em
seguida, combinaremos os efeitos desses elementos para determinar uma relagao entre
o contraste obtido com a geometria do objeto de fase. Por fim, desenvolvemos a meto-
dologia para realizar medidas quantitativas da geometria de células através de imagens

desfocalizadas.

2.1 A teoria escalar da difracao

Em um meio homogéneo, linear e isotrépico, sem cargas e correntes livres, o campo

elétrico ' e o campo magnético B sao dados por:

V-E =0, (2.1a)
V-B=0, (2.1b)
. . 0B
E=-"2 2.1
V % 5 (2.1c)
. OF

em que u e € sdo, respectivamente, a permeabilidade magnética e a permissividade elétrica

do meio.

Tomando o rotacional em ambos os lados da equagao temos:

- s o= _ 0B
Usando a identidade V x (ﬁ X E) =V (ﬁ . E) — V2E do lado esquerdo, e a equacao
do lado direito, chegamos a equacao de onda para o campo elétrico:

. OE
V?E = pe——. 2.3
Heoag (2.3)
Para uma onda monocromatica com frequéncia angular w e campo elétrico dado
por E (7,t) = E (7) e, a equacio de onda se torna:
V2E + w?uekE = 0. (2.4)

w 1
k IE?

Como o moédulo da velocidade da luz no meio, v, é v = podemos reescrever a

equacao de onda:
V2E (7) + k*E (7) = 0. (2.5)



Capitulo 2. Microscopia de desfocaliza¢do 13

A equacao pode ser vista como um sistema de trés equagoes escalares, uma para
cada direcao de um sistema de coordenadas retangular. Desse modo, o comportamento do

vetor campo elétrico pode ser descrito por uma tunica equagao escalar:

V2E (7) + K*E (7) = 0. (2.6)

E importante ressaltar que a equacao ¢ apenas uma aproximacao, a rigor as
componentes do campo podem ser acopladas pelas condi¢ées de contorno do problema.
Ao sofrer difragao por uma abertura, por exemplo, o campo sera afetado pelas bordas e a
equacao deixa de ser valida. Porém, os efeitos desse acoplamento podem ser desprezados
nos casos em que as dimensoes das aberturas e obstaculos no percurso da luz sao muito

maiores que o comprimento de onda.

Precisamos agora resolver a equagao para encontrar o comportamento do campo
a medida em que a luz viaja pelo espago. Uma forma muito conveniente de abordar esse
problema é recorrer a analise de Fourier. Assim, antes de continuarmos, faremos uma breve

pausa para destacar os topicos acerca desse assunto que serao relevantes adiante.

2.2 A transformada de Fourier e o espectro angular

A transformada de Fourier e a transformada de Fourier inversa para uma funcao

de duas variaveis f podem ser definidas como

FLHOY(E) = F(F) = [ £meFrar, (2.7)

GGG / F (k) ek, (2.8)
onde 7 = x1+ yJ sdo coordenadas no espaco real e k= ki+ k,j sao coordenadas no espaco

de Fourier .

A referéncia [11] possui uma extensa discussdo a respeito de transformadas de
Fourier e seu emprego na resolucao de equacoes diferencias. Aqui vamos nos ater aos

aspectos desse assunto que serao necessarios para desenvolver a teoria da MD.

Das defini¢oes e seguem as seguintes propriedades:

P ()} () =77 ) o9

) o

FAV (@} (k) = =k (k). (2.11)

Q| =y

a2

F{f @)} (F) = - (
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Além dessas propriedades, é importante mencionar também o teorema da convolu-

¢a0. Definindo a convolug¢ao como

eg@=[1@g(F-ri)dm, (2.12)

o teorema da convolugao garante que

F{feg} (k) =F{r} (k) Fig} (¥), (2.13)

1

F{te} (k) = ap F e T ) (). (2.14)

A estratégia que vamos empregar para abordar o problema da propagacao da luz
serda usar a transformada de Fourier para realizar os calculos no espago de Fourier, onde
as equagoOes sao mais simples. Para executar esse plano precisamos definir uma grandeza
chamada espectro angular. Para um feixe de luz viajando na direcdo z o espectro angular

¢ definido como uma transformada de Fourier bidimensional do campo elétrico:

Ad.2) = [ E(Gz)e 7, (2.15)
} 1 i
E(p,z) = W/A(q,z)equQ% (2.16)

sendo p = x1+ yj as coordenadas no espago real perpendiculares a direcao de propagagao

e ¢ = g,1+ q,J as coordenadas no espaco de Fourier.

A expressao mostra que o campo elétrico E (7,t) = E (F)e ™! pode ser
visto como a resultante da superposi¢ao de um niimero infinito de ondas planas do tipo
ﬁfl (7, z) eTPe™! Portanto, o espectro angular pode ser interpretado como a amplitude

das ondas planas necessarias para dar origem ao campo elétrico.

2.3 Propagacao da luz através dos elementos de um microscépio

Nesta secao encontraremos expressoes para propagacao do campo elétrico e do
espectro angular através dos elementos de um microscopio optico: a lente e o espaco livre.

Seguiremos nesta se¢ao a abordagem de Goodman [12].

2.3.1 Propagacao Livre da luz

Usando a definicao do espectro angular, a equacao [2.6] para o campo elétrico escalar

toma a forma

of 1 o\ G512 of 1 SN WiTF2, |
\Y <(27T)Q/A(q,z)e d q) +k ((QW)Z/A(Q’Z)G d q) =0, (2.17)
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que pode ser reescrita como

1 2 0 2 - iq-p 92
(%)2/ —Ctgatk A(q,2)e’d%q = 0. (2.18)

Para que essa integral seja nula, é necessario que o integrando seja nulo, logo:
onde k? = k? — ¢%.

Temos assim, uma equacao diferencial ordindria para o espectro angular, que pode
ser facilmente resolvida para obter a solucao:

A(G, 2) = A(q,0) etk = A(q,0)e™ V' 7z, (2.20)

Y

Portanto, ao se propagar pelo espaco livre, o espectro angular é modificado pela
adicdo de uma fase proporcional a distancia propagada. Neste trabalho, vamos adotar a

fase com sinal positivo para a propagacao na direcao positiva do eixo z.

Considerando que o angulo entre a dire¢do de propagacao da luz e o eixo éptico é

. Ve ] a 2 2
pequeno, isto é, ¢ < k, podemos fazer a aproximacao /1 — % ~1-— 2%:

A(q, z) = A(G,0) e 552, (2.21)

Tomando a transformada de Fourier da equagao temos a expressao para a
propagacao do campo elétrico através do espaco:
k

—e
Tz

. . ke (a \2
ik / E (p1,0) % (F7) 42y, (2.22)

As equagoes [2.2]] e [2.22] podem ser usadas para descrever a propagacao da luz pelo

espago.

2.3.2 Propagacao da luz através de uma Lente Delgada

Uma lente é dita delgada se sua espessura pode ser desprezada em relacao ao
raio de curvatura de suas superficies. Ao atravessar uma lente delgada, um raio de luz se
desloca apenas na dire¢ao paralela ao eixo 6ptico, ou seja, ele emerge da lente a mesma
distancia do eixo 6ptico que o raio incidente. Desse modo, os perfis de intensidade da luz
em ambas as superficies da lente sdo iguais, ha apenas uma diferenca de fase devido a

diferenca entre os indices de refracao da lente e do meio em que a ela estd imersa.

A figura 1) mostra uma lente delgada com espessura A (), espessura maxima Ay
e indice de refragdao n;, imersa em um meio com indice de refracao n,, . Ao atravessar a

lente o campo elétrico de uma onda ganha uma fase dada por

6 (8) = korm (Do — A (8)) + ki (7) = komndo + ko (m — n) A7), (223)
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Figura 1 — Representagao das coordenadas e espessura da lente delgada

onde kg é o médulo do vetor de onda da luz no vacuo.

Para encontrar explicitamente a dependéncia da fase na posigdo, podemos decompor
a lente em trés partes: uma convexa com raio de curvatura r;, uma plana e uma concava
com raio de curvatura ro. Essa decomposicao estd ilustrada na figura[2] A espessura de

cada uma dessas partes é:

AL () = Aot — 11 (1 - f;) , (2.24)
As (p) = Apo. (2.25)
Ay (7) = Ags — 72 (1 - fj) . (2.26)

Em uma lente delgada os raios de curvatura de suas faces sdo muito maiores que o

. ~ . -~ 2 2
raio de sua secao transversal. Desse modo, podemos fazer a aproximagao /1 — &5 ~ 1— 3%

e a distancia total percorrida pela luz ao atravessar a lente sera:

21 1
A(ﬁ)=A1+A2+A3:AO—p<+). (2.27)
2 T T9
Substituindo em [2.23 temos:
0?1 1
¢ (ﬁ) = kgnle — ko (nl — nm) 5 ( + ) . (228)
T2
Utilizando a equacao dos fabricantes de lente,
1 ny — Nm 1 1
—=—|—+4+— 2.29
f N <7’1 + 7“2) ’ ( )
a fase pode ser escrita em termos da distancia focal:
k
6 (p) = konio — ﬁ’ﬂ' (2.30)
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Figura 2 — Representagdo da decomposicao da lente.

Assim, se a luz incidente sobre uma face da lente é descrita pelo campo elétrico

Ey (p), entdo o campo na face oposta é dado por

E(7) = Eo () e ", (2.31)
onde desprezamos o termo da fase que independe de p ja que ele nao contribui para a

intensidade.

Ja o espectro angular da luz apés atravessar a lente pode ser obtido tomando a

transformada de Fourier:

A3.2) = F{Bo (7.2) 5} @.2) (2.32)
Usando o teorema da convolugao chegamos a
o 1 o ik 2 =
A7) = G l{FlB G e F {5 @), (23

2
. , —ar? — _a 2
e lembrando que a transformada da gaussiana é F {e ar } {¢} = Ze7:?, temos:

) L2
A(G,2) = %fm / Ao (g1, 2) 5 (7] a2, (2.34)

As equagoes e descrevem o efeito de uma lente delgada sobre a luz no

espago real e no espago de Fourier.

2.4 Propagacao da luz através do Microscépio Desfocalizado

Através das equagoes [2.21] 2.22] 2.3T] e 2.34] podemos calcular como o campo elétrico

¢ modificado pelo conjunto de todos os elementos do microscopio 6ptico desfocalizado.
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Figura 3 — Propagacao da luz ao longo de um microscépio optico desfocalizado.

A figura [3] mostra o caminho 6éptico percorrido pela luz durante um experimento.
Vamos chamar de Ej (p) o campo elétrico da luz logo apods atravessar a amostra e dividir

a propagacao em seis passos:
1. O campo Ej se propaga por uma distancia f; — z; através da laminula até a lente
L1 e da origem ao campo Ej.
2. O campo FE; se propaga através da lente L1 e d& origem ao campo FEs.

3. O campo E3 se propaga por uma distancia d entre as lentes L1 e L2 e d& origem ao

campo Fjs.
4. O campo Ej3 se propaga através da lente L2 e da origem ao campo FEjy.

5. O campo FE, se propaga por uma distancia f, entre da lente L2 até o detector e da

origem ao campo Fs.

Os campos em cada um desses passos sao:

E k 'k(fl f) E =, iz(hk f) ﬁ_ﬁ/)de 2.35
— 2 —z / -z / .
{9 = 5 oy ) [ B () e o (23)

ik 2
Ey (p) = Er(p)e 21", (2.36)
k. N ko (= =)\2
Ey () = 5" / B, (o) ¢'# (F7) d2pr, (2.37)

_ika 2
Ey (7) = By (7) e 37", (2.38)
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B = o [ £, (3) o
Ja os espectros angulares sao:
. J1—zf o
AL (@) = Ay (@) MV )em T, (2.40)
A2 (@) =5 /A1 §) 3 (@0) g2q. (2.41)
v
A3 (q~> — A2 ((]4) eikode—iﬁ‘f’ (2.42)
- if— a—al 2
Ay ((T) = 5 2]{; /A3 (q/) e 2,30 (q q/) d2q/, (2'43)
TR
. - fo 2
As (§) = Ay (§) eFol2e ™3k T (2.44)

Nosso objetivo aqui é encontrar uma expressao que relacione F5 com FEy ou com
Ap. Para tanto, comegamos substituindo em [2.39

Es (p) = 2 Of Zkofg/E p/ *i2kf02f’26i57"2(ﬁfﬁ)2d2p,
1T o
k _iko 5.5
zmofg cosacl / By (p1) e 2 dpr (2.45)
= F7081k0f2e 2f2l7 A3 (kﬂ _,>
2T fy 7

Substituindo sucessivamente [2.42] 2.41] e 2.40] em [2.45] e fazendo a manipulacio

necessaria encontramos:
dk
_ ko oikof2 iz p? ikod, '252 0 -
By (5) = gcoliah 7, 7

227Tf2
L ko 2
/A1 o) e i<f2 ) d?pr

- ko eiko(f2+d)ei21€702(17%)
2?:7Tf2 2 Zk?

2
oS ““O(fﬁd)ei?kf%( /Ao (57) e™(h==r)e it on b (0 ) d?pr
217Tf2 2rik

o fl oilko(Fatd)+h(f1—zf)] * 70(1*E+f}2kk0 : / N\ o —idiko g
A 7) elzRP o Rk PP A2 1.
227rf2 ik ¢ 0 (P ) e e p
(2.46)

Portanto, a expressao que relaciona o campo elétrico final ao espectro angular da

luz que atravessa a amostra é

ik
Es(p) = J/AO p/ SR f2kpp/d2p/ (2.47)
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onde J (p) é:

1_7+f1k0

o _fi oilko(fatd)+k(f1—zp)] ' o5 ( Tok )pQ
2 ! : 24
T () = 217 fo 27rzk ¢ (2.48)

Note que se zy = 0 o campo elétrico final se reduz a

- _;f1ko 5 5 k N
Es () = J/AO (o1) e f2kppd2p/:E0< J;l u ) (2.49)
2

que é simplesmente o campo elétrico inicial com uma mudanca de escala. Portanto, se a
amostra somente adiciona uma fase ao campo, entao, a menos que o microscopio esteja

desfocalizado, a intensidade final nao é afetada pela amostra.

2.5 Contraste de objetos de fase em um microscépio desfocalizado

Nesta se¢ao, vamos calcular o contraste produzido por objetos de fase em mi-
croscopios desfocalizados. Para tratar do problema da producao de imagens de células,
precisamos considerar objetos de fase espessos com duas interfaces. No entanto, uma vez
que o problema com duas interfaces pode ser reduzido ao problema com apenas uma, é
preciso discutir ambas as situagoes. Assim, comecaremos abordando objetos com uma

interface e, entao, seguiremos para objetos com duas interfaces.

2.5.1 Objeto de fase plano com uma interface

Considere um objeto de fase com apenas uma interface como mostrada na figura [4
Vamos considerar que se trata de um objeto de fase aproximadamente plano, ou seja, sua
espessura ¢ dada por [ + h(p) com h(p) < [. Ao atravessa-lo a luz se propaga por uma
distdncia d — [l + h (/)] no meio com indice de refracdo n e por uma distancia [ 4+ h (p) no
meio com indice de refragdo n + An. Portanto, desprezando os termos que independem da

posicao, a fase total ganha pela luz é
6 () = nkoh(p) — (n + An) koh (7) = Ankoh (7). (2.50)

Se incidirmos sobre a amostra uma onda plana monocromética com amplitude

constante, o campo imediatamente apos a amostra pode ser escrito como:

E (p) = Eye'ankoh(®), (2.51)

Considerando que a espessura do objeto de fase é pequena podemos aproximar o
campo por

E (§) = By (1 + iAnkoh (7)) . (2.52)
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Figura 4 — Representagdo de um objeto de fase com uma interface.

Tomando a transformada de Fourier de [2.52, encontramos o espectro angular

produzido pelo objeto de fase:

A(q) = Eo ((2m)20(q) + iAnkoh (7)) , (2.53)

onde § é a delta de Dirac.

Com o espectro angular podemos encontrar o contraste produzido pelo microscépio
desfocalizado. Substituindo o espectro angular em obtemos o campo elétrico:

1 ~ /o 2 _Z'flik*.”
E (m = (27T)2 JE() [1 + ZAnkOW / h (p/) GZTJ;P/?e f2£ppld2p/] (254)

. ~ . ~ Zf 2 .z
7 /9~ f 2 .
Para pequenas desfocalizacoes podemos usar a aproximacao e'2”" a5 1 +igkp/* :

) ~ /o —i& 50
E(p) = (21)2 JEy |1+ iAnko——5 / h (o) (1 + z'zfp/?) TR 2| (2.55)
(2m) 2k
A integral em pode ser divida na soma de duas integrais que sao facilmente
resolvidas usando as propriedades da transformada de Fourier. A primeira pode ser vista
como uma transformada de Fourier inversa:

/ﬁ () e"(’%ﬁ)ﬁd%/ —h (-%ﬁ) . (2.56)

1
(2m)*
A segunda pode ser calculada usando a propriedade 2.11f

(21)2/ h (o) e (587) g2,y _(21)2 (MY v2 [ () () A
T m

fiko

f2k ? 2 flko_,
- (flko> Vil (‘mﬂ) |




Capitulo 2. Microscopia de desfocaliza¢do 22

Portanto, o campo final é

2
1+iAnl<:0h< Jiko *) An kozf <fQ> V§h< Jiko *)] (2.58)

E(p) = (@m)" I By ok fiko ok

Tomando apenas os termos de ordem mais baixa na desfocalizacao, a intensidade

da luz que chega ao detector se torna:

2
(120 (1) o (L) ). 259

O contraste da imagem ¢é definido por
I(p) — Iy
Clo)=—7— (2.60)

Portanto, o contraste produzido por uma tnica interface é
An [ kfy ? fiko
C(p)=—zp— () VZh ——]. (2.61)

2.5.2 Objeto de fase plano com duas interfaces

Considere agora um objeto de fase com duas interfaces como ilustrado em [5]
Vamos considerar que as duas superficies sdo aproximadamente planas (h; (p) < pa —p1 €
hy (p) < py — p1) e paralelas. Nesse caso, cada interface contribuird com uma fase como
aquela da pela equagao [2.50 no entanto, como ha propagacao no interior do objeto, nao

podemos simplesmente soma-las. Devemos, entao, dividir o problema em trés passos:

1. O campo Ej atravessa a primeira interface e ganha uma fase ¢; = ikgAnh;, dando

origem ao campo FEj.

2. O campo F; se propaga entre por uma distancia p; — p; entre as interfaces e da

origem ao campo Fjs.

3. O campo F, atravessa a segunda interface e ganha uma fase ¢o = —ikgAnhy, dando

origem ao campo FEj.

Os campos em cada um desses passos sao
By (§) = Eye'Arkom(?) (2.62)

k

= 2
Rk ikip) / B (7) o7 (PP) 42, 2.63
: e e 2(r1—p2 , .
2im (p1 — p2) 1(9) g (263)

By (p) =
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Figura 5 — Representagdo de um objeto de fase com duas interfaces.

Es () = By (p) e'Ankoha(9) (2.64)

Portanto, se uma onda plana com amplitude constante incide sobre o objeto de

fase, entao o campo que emergira sera:

k

E =Fh—
’ (ﬁ) OQW (p1 — p2)

i rplgianiona() [ ianhomn () i (F7) a2 0. (2.65)

Considerando hy e ho pequenos, podemos expandir as exponencias e tomar apenas

os termos de mais baixa ordem:

keik(Pl —p2)

3 (ﬁ) 0227-(- (pl _ p2) ( 02 (p_)) (2 66)
5 B N\ ik (5’ '
l_% + 1Ankg / hy (pl> e 2(r1-r2) (7-7) dQP’]

Com alguma manipulacao e desprezando o termo de ordem hihs, temos o campo

: . : k -\ izt (5—p)’
by = Eyek1—p2) [1 + 1Ankohs +2Ank0,—/h1 7) e'2(1-p2) (#=7 d? /] .
(P) (P) 2i7 (p1 — p2) ('0 ) p
(2.67)
Tomando a transformada de Fourier e usando o teorema da convolucao no tltimo
termo encontramos o espectro angular imediatamente apés a segunda interface:
)

Az (§) = Epettri—r2) {(2@2 5 (7) + iAnkohs (§) + iAnkohy () e~ P52 qz] (2.68)

onde h; e hy sdo as transformadas de Fourier de h; e hy respectivamente.
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Analisando a equacao vemos que o espectro angular produzido pelo objeto de
fase com duas interfaces é muito parecido com aquele dado em [2.53] Portanto, aplicando
um procedimento andlogo ao utilizado para obter a equacao [2.61], temos o contraste:

An (kf> )’ fiko An (kf\* fiko
C(p)=(zr—m () Vehi | =57+ (25 —po) — | == | V2ho | -7
(7) = d ) no \ kofi P fak ( d ) no \ kof1 P fok
(2.69)

A equagao [2.69] estabelece uma relacao entre a geometria de objetos de fase e o
contraste obtido por um microscopio 6ptico desfocalizado. Desse ponto em diante vamos
deixar os fatores de escala implicitos do lado direito da equagao. Assim, expressaremos o

contraste como

C () = 2 (o = 22) V21 (9) + o — ) V2o (7)) (2.70)

0

2.5.3 Objeto de fase curvos com duas interfaces

Até aqui consideramos apenas objetos de fase planos, no entanto, para modelar
células é necessario considerar objetos curvos. Em hemacias, por exemplo, ha regides com
aproximadamente o dobro da espessura do centro. Vamos supor que o efeito das interfaces
curvas ¢ similar ao provocado pelas planas, desse modo o espectro angular que atravessa a
célula ainda pode ser aproximado pela equacao [2.68 Por outro lado, a desfocalizagdo ao
longo das interfaces ndo pode mais ser considerada constante e por isso devemos modificar
a equacao para que ela leve essa variagao conta. Para isso, substituimos p; e po pelas

espessuras hy e hs:

C ) =" (o1 b (7)) Vi (9) = (o ~ b () Viha (). (271)

no

2.6 Obtendo a forma de células através de microscopia de desfoca-
lizacao

Nesta se¢io vamos mostrar como a equagcao [2.71] pode ser utilizada para encontrar a
forma de células, em particular heméacias. Vamos considerar que a superficie hy representa
a membrana livre da célula e que a superficie hy representa a membrana que esta em

contato com a laminula, como representado na figura [0}

Durante um experimento, é necessario estabelecer um ponto em relacao ao qual a
desfocalizacao serd medida. A posicao de contraste minimo da célula pode ser facilmente
determinada e, portanto, constitui uma op¢ao muito conveniente. Denotando por Af a
distancia do plano focal ao plano de contraste minimo, podemos escrever a equacao [2.71

COIMoO:

_An

C (p) - ((Af = h1) VZhy = (Af = ha) Viha). (2.72)
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Figura 6 — Representagio do sistema de coordenadas usado para experimento com células

Para resolver a equagao vamos definir a espessura H (p) e a assimetria ¢ (p)

H (p) = h1(p) — ha (P), (2.73)

C() = hi (7) +ha (7). (2.74)
Desse modo, hi e hy S0 expressos por:

m () = TP, (2.75)

ho (7) = — P =€ (0). (2.76)

2
Reescrevendo a equacao em termos de H e  temos:

An
0_2

o

2AfV2H — HV?¢ — (V*H] . (2.77)

A equagao [2.77 nos permite obter a espessura e assimetria de uma célula a partir
de medidas do contraste. Em um experimento de microscopia de desfocalizacao realizamos
duas medidas de contraste, cada uma com uma desfocalizacao diferente. Se os contrastes
medidos sao C; e Cy para as desfocalizagoes de Af; e A fy, respectivamente, entao eles

serao dados pelas expressoes:

A

Cr= 5 [2AfVPH — HV? — (V2H], (2.78)
2”0
An 2 2 2

Cy = [2Af,V2H — HV?( — (V?H]| . (2.79)
27’1,0

Subtraindo os contrastes obtidos pixel a pixel temos:

An

no

AC(p) = C2(p) — C1 (p) = (Afa = Af1) V2. (2.80)
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Tomando a transformada de Fourier de [2.80] e usando a propriedade [2.11], chegamos

An

N

An

N

F{ACY === (Af— AR) F{V?H} = (Afo— Af) G F {H}. (2.81)

Invertendo a transformada de Fourier, obtemos uma expressao para a espessura da

célula em termos dos contrastes medidos:

Hp)= no (Aﬁi Afz)}tl {}—ZAQC}} . (2.82)

Portanto, conhecendo o indice de refracao de uma célula e do meio em que ela
estd imersa, podemos determinar sua espessura através de transformadas de Fourier.
Essa abordagem permite encontrar a espessura de uma célula com grande eficiéncia

computacional.

De posse de H (p) podemos voltar a e teremos uma equacao diferencial para a
assimetria (:

HV2( 4+ (V2H = — [2;7201 IYNA:AD (2.83)

Resolvendo essa equacgao obtemos a forma das membranas h; e hy. Por conveniéncia,

escolhemos A f; = 0 ja que essa escolha elimina um termo do lado direito e corresponde

A posicdo de contraste minimo que é mais facil de ser encontrada. E importante notar

que, para podermos determinar a assimetria, devemos escolher condigoes de contorno

apropriadas. Neste trabalho, vamos adotar condi¢oes de contorno de Dirichlet, isto é,
¢=0.
Assim, a microscopia de desfocalizacao permite que facamos a reconstrucgao tridi-

mensional de objetos de fase, utilizando apenas um microscopio éptico, desde que sejamos

capazes de resolver a equacao [2.83]

2.7 Determinacao da regiao ocupada pela célula

A equagao deve ser resolvida apenas na regiao da imagem ocupada pela
célula. Essa restricao diminui o niimero de pixels que precisam ser analisados, reduzindo o
custo computacional e evitando que a solugao seja afetada por objetos externos. Por isso

precisamos de um método para identificar as bordas das células.

A referéncia [6] propoe dois critérios diferentes, mas igualmente validos, para
determinar o raio de hemacias a partir do perfil radial de contraste produzido por elas. O
primeiro critério consiste em determinar a posicao em que o contraste muda de sinal. O
segundo consiste em determinar a posicao em que a derivada do perfil de contraste assume

valor maximo. Esses métodos serao empregados neste trabalho.
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Para encontrar o contorno de células que nao possuem simetria axial, como no caso

dos cardiomiodcitos, usamos o algoritmo detector de bordas canny.

2.8 O método de minimos quadrados

O método de minimos quadrados foi a primeira abordagem usada para resolver a
equacao e realizar a reconstrucao 3D de células. Esse método consistem em encontrar

a funcao ¢ que minimiza a soma dos quadrados dos residuos, ou seja,

min, Y (F (z,zdata;) — ydata;)? (2.84)

)

. 2 V2H _ 2noC
onde F' (z,vdata;) = V¢ + ~5C e ydata = — 3%

Apesar de ter se mostrado uma técnica robusta para o calculo da assimetria, o
MMQ demora cerca de duas horas para convergir para uma fungao estavel se forem usadas
imagens de 128x 128 pixels. No préximo capitulo, apresentamos uma outra alternativa

para resolver a equacao [2.83} o método de elementos finitos.
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3 Meétodo de elementos finitos

O Métédo de Elementos Finitos (MEF) é uma técnica usada para resolver nume-
ricamente equacgoes diferencias. A ideia principal do MEF ¢é dividir o dominio em vérios
subdominios e entdo usar uma base de fungoes para converter a equacao diferencial em um
sistema de equagoes algébricas lineares. Para diminuir o custo computacional necessario
para resolver esse sistema, o MEF adota bases formadas por fun¢des nado-nulas apenas em
alguns elementos, o que diminui significativamente o niimero de variaveis que precisam ser

calculadas.

Em geral a implementacao do MEF pode ser dividida em quatro passos:

1. divisao o dominio em elementos;
2. escolha de uma base conveniente com a qual a solucao sera aproximada;
3. conversao da equacao diferencial em um sistema de equacoes algébricas;

4. aplicacao das condig¢oes de contorno.

Em cada uma das secoes deste capitulo abordaremos um desses passos.

3.1 Discretizacao do dominio

O primeiro passo para discretizar o problema ¢ dividir o dominio €2 em M subdomi-
nios €2; de modo que eles ocupem todo o seu volume sem se superporem. Esses subdominios
sao chamados de elementos. Em seguida, escolhemos em cada elemento um conjunto de r
pontos, totalizando N ao longo de todo o dominio, que sdo chamados de nés. Para que
possamos fazer referéncia a nds especificos e as suas posicoes, eles sao enumerados e a
posigao do i-ésimo né é denotada por 7; (ou z; em uma dimensao). E importante notar que
os pontos nos contornos dos elementos podem pertencer a mais de um elemento. Nos nessa
posigao serao denominados nés compartilhados enquanto aqueles no interior de apenas um

elemento serdao chamados de nés internos.

Para um problema unidimensional, esse procedimento é realizado dividindo o
dominio em M seguimentos de reta, que compartilham apenas seus pontos extremos com
seus vizinhos e selecionando ao longo de cada seguimento r nés. Uma maneira conveniente
de fazer isso é tomar seguimentos de reta com o mesmo comprimento e posicionar os nés
uniformemente ao longo de todo o dominio. A figura [7] ilustra a discretizagdo do dominio

Q2 =[0,1] com M =5 para diferentes valores de 7.



Capitulo 3. Meétodo de elementos finitos 29
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H—o—+—o—+—o—+—o—+—o—+—} r=3
0 1
Q, Q, Q, Q, Qs
H—o—o—+—o—o—+—o—o—+—o—o—+—o—o—+—} r=4
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Q1 Qz Q3 Q4 Q5
H—o—o—o—+—o—o—o—+—o—o—o—+—o—o—o—+—o—o—o—+—} r=5
0 1

Figura 7 — Discretizacao do dominio de comprimento L =1 com M = 5.

O MEF é particularmente interessante para problemas em duas ou mais dimensoes
uma vez que permite a abordagem de geometrias muito complexas a partir uma escolha
conveniente de elementos. Em duas dimensoes, sao geralmente usados elementos triangu-
lares ou retangulares. Em trés dimensoes, os elementos mais comuns sao os tetraédricos
e os hexaédricos. A figura | ilustra a descricao de uma roda e um capacete através de
elementos finitos. Note que no caso do capacete sao utilizados elementos de tamanhos

diferentes. Essa variacdo permite obter resultados mais precisos em regides especificas.

Figura 8 — (a) Discretizagdo de uma roda por elementos hexaédricos. (b) Discretizagao
de um capacete por elementos tetraédricos. Extraido de

O conjunto de elementos e ndés formam uma malha. Utilizando a malha e uma
base conveniente podemos expressar func¢oes através de um numero finito de parametros.
O proximo passo para apresentar o método de elementos finitos é escolher uma base

conveniente para a representacao de fungoes.
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3.2 Escolha de uma base

O método de elementos finitos emprega uma base de fungoes localizadas, isto é,
cada funcao assume valores nao nulos apenas em regioes limitadas do dominio. Mais
especificamente, a base deve ser formada por func¢oes tais que, em um dado elemento,

apenas um namero pequeno delas assuma valores nao nulos.

Em uma dimensao, podemos satisfazer esse critério escolhendo fung¢des polinomiais

por partes do tipo

ad + alr + alz? + ...+ al_jz" ! para x € Q ,
al +alx +alz? + .. +al 2t para z € O,
p(r) =
ab + iz 4+ aja® + ..+ al_jam! para x €
0 para o ¢ Qp, U Qg U... Uy,

onde os indices £y, ka,..., k; representam os indices em que ¢ # 0. Uma maneira conveniente
de construir uma base é escolher N funcoes similares a ¢, uma para cada nd, da seguinte

maneira:

« Para o né interno de nimero ¢ que pertence ao elemento {2, tomamos ¢; () como

sendo o polinémio de grau » — 1 que obedece as condi¢oes
g () = 0 quando i # J,
vi () = 0 quando z ¢ .

o Para o n6 compartilhado de niimero i que pertence aos elementos €2, e {2, , tomamos
vi (x) como sendo a soma de dois polinémios, p;1,p. de grau r — 1. O primeiro
obedece as condigoes

Pil (Jiz) =1,
i (z;) = 0 quando @ # j,
@i1 (x) =0 quando z ¢ Q,

enquanto o segundo obedece a
@io (z7) = 1,
iz (x7) = 0 quando @ # j,
@io () = 0 quando x & Q.
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Assim, ¢; = i1 + @io.

A figura [J] ilustra algumas dessas fungoes.

oOLPoLoOoH
oNnNONDPO®O
- u T T T T T

1.0

Figura 9 — Exemplo de fungoes quadraticas que podem ser usadas para formar uma base
para a implementacao do método e elementos finitos. [14]

Para problemas com duas ou mais dimensoes escolhemos uma base de maneira

andloga. A figura [10] ilustra as fungdes lineares que empregaremos em duas dimensoes.

Figura 10 — Exemplo de funcao linear que pode ser usada como base em dominios
discretizados através de tridngulos. Extraido de [14]

3.3 Meétodo da projecao de Galekin

De posse de uma malha e uma base podemos converter equagoes diferenciais em
sistemas de equacgoes algébricas. H4 mais de uma maneira de realizar essa conversao, aqui
vamos descrever o método conhecido como método de Galerkin. Essa abordagem usa
algebra linear para identificar fun¢des como vetores em um espaco de Hilbert e entao
projeta-las sobre uma base. Aqui vamos expor apenas as ideias fundamentais do método

de Galerkin, uma discussdo mais detalhada e rigorosa pode ser encontrada em [15}|16].

Antes de atacar equagoes diferenciais € interessante discutir métodos para a apro-
ximagao de fungoes por uma base de elementos finitos. Isso porque encontrar a melhor

aproximacao de uma funcao f conhecida equivale a resolver a equacao trivial

u=f, (3.1)
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0 que torna esse problema uma maneira simples de apresentar as ideias centrais do método
de Galerkin.

3.3.1 Aproximacao de funcoes

Uma func¢ao pode ser conhecida através de uma expressao analitica ou experimen-
talmente. No segundo caso, podemos encontrar a aproximacao através de uma regressao
linear como descrito na referéncia [14]. As fungoes relevantes neste trabalho sdo obtidas
por imagens produzidas por um microscopio éptico e, portanto, temos seus valores apenas
nas posicoes dos nos. Nesse caso particular, podemos simplesmente usar uma interpolagao

para aproximar f, ou seja, podemos fazer

u = Zf(xz')%‘(x)~ (3.2)

No caso de uma funcao f dada por uma expressao analitica, o enunciado exato do
problema pode ser escrito como: Dada a fun¢do f € V e a base B = {1, ..., pn } que gera
o espaco V' C V, queremos encontrar u € V' C V que melhor aproxima f. Para que o
problema admita solugao, o espago V' deve ser formado por fungoes suficientemente bem
comportadas. Os detalhes matematicos das condigoes que devem ser obedecidas por V

podem ser encontrados nas referéncias [15,/16]

Suponha que quiséssemos encontrar o vetor « pertencente ao plano v que melhor
aproxima o vetor ¥ € R?. Como a norma de um vetor no espaco R? pode ser interpretada
como o comprimento do vetor, podemos definir a melhor aproximagao como o vetor que

minimiza a norma do erro v — u, ou seja, queremos u tal que
|U—d| < |0—W| Vi €vyed#u (3.3)

Nesse caso, é facil ver que o erro deve ser perpendicular ao plano v como ilustrado na

figura

V — —
vV -Uu
Y
R
u

Figura 11 — Representacao da projecao de um vetor em um plano.

De forma anéloga, podemos definir a melhor aproximacao u € V' para a funcao
f eV por:
If —ull <|lf —U|VYUEV eu#U . (3.4)
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Como no caso de vetores, o erro deve ser ortogonal ao espago V', ou seja,
|f=ul|<||f-U|IVUeEV eutU < (f—u,v)=0Yoe V. (3.5)

O resultado ¢ conhecido como teorema da projegao.

Usando o teorema da projecao e tomando v = ¢;, temos
(u, i) = (f, i) - (3.6)

Como u € V' podemos representa-la u na base B:

N
u=>y ajp;. (3.7)
j=1
Usando e fazendo 3.7 encontramos um sistema linear para os coeficientes «; desconhe-
cidos:
N
> a; (), 01) = (f, 1) (3.8)
j=1
Utilizando notacao matricial o sistema linear pode ser escrito de maneira compacta
como
Ad =b, (3.9)
onde
(p1.901) .o (N, ¢1) (f, 1) %
A= : : : b= : , a=|:
(9017Q0N> (@N7<10N) (faSON) N

E f4cil ver que poucos termos da matriz A diferirdo de 0, apenas quando o i-ésimo e
j-ésimo nds pertencerem ao mesmo elemento. Esse é o principal motivo para que tenhamos
escolhido uma base de fungoes localizadas, essa escolha torna quase todos os elementos da
matriz A nulos, e esse fato permite que o sistema seja resolvido a um custo computacional
muito menor que o que seria necessario caso a base nao fosse localizada. Para exemplificar
podemos analisar um dominio unidimensional formado por M = 99 elementos com dois
nos cada. Nesse caso teremos uma matriz com 10000 elementos, dos quais apenas 298 sao
diferentes de 0.

3.3.2 Método de Galerkin para equacées diferencias

O problema que queremos resolver para encontrar a solucao de uma equacio
diferencial é: Dados o operador diferencial £ e a base B = {1, ..., o } que gera o espago

V', queremos encontrar a funcao u € V' que melhor aproxima a solugao, ¢ € V, da equacao

£{C} = 0.
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Como antes, podemos usar o teorema da proje¢ao para encontrar uma relagdo entre

u e (. Temos, assim,
(u, i) = (€, ¥i)- (3.10)

Porém, como (¢ é desconhecido, nao podemos construir um sistema linear que permita
determinar u. A estratégia do método de Galerkin envolve mostrar que a equacao diferencial

pode assumir uma forma variacional, isto é, que
L{(} =0 <= a((,v) =Il(v)VveV (3.11)

onde a(-,-) é uma forma bilinear e I(v) é um funcional. Isso geralmente pode ser feito
multiplicando a equagao diferencial por uma funcao v € V e integrando por partes. O
motivo pelo qual a forma variacional do problema contribui para a sua solugao é que, para
uma certa classe de situagoes, a forma bilinear define um produto interno no espaco V.

Como deve ser satisfeita para qualquer produto interno, temos:

a(u, p;) = a(C, i) = l(pi). (3.12)

Escrevendo u em termos da base B, u = 3_; a;p; obtemos o sistema linear para os

coeficientes «;
> ajalps, i) = alC, @) = (). (3.13)

J

Em notacao matricial temos:

Ad =D, (3.14)
onde
a(pr, 1) .. alen,e1) a (¢, e1) a
A= : - : Coob=| |, a=
a(pr,on) - alpn,en) a (¢, en) ay

3.4 Problema unidimensional

Para ilustrar a aplicado MEF, vamos tratar inicialmente de um problema unidi-

mensional. Vamos considerar o problema definido pela equacao diferencial

d*¢
no dominio §2 = [0, 1], com F'(x), sujeita as condigdes de contorno ¢ (0) =C e ¢ (1) = D.

A primeira etapa para a determinacdo de uma solugdo aproximada para esse

problema ¢é a escolha de elementos e colocagao de nés. Vamos adotar cinco elementos de
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Q Q Q Q Q.
= = = < = =
0 1

Figura 12 — Discretizagao do dominio €2.

comprimento iguala Ql = [07 %]7 QQ = [%7 %]7 Q3 = [%7 %] e Q4 = [%7 %] e Q5 = [%7 1] y €

colocar nés apenas em seus extremos. A figura [12] ilustra essa discretizacao.

Como escolhemos colocar apenas dois nds por elemento, devemos escolher uma

base de fungoes lineares. Portanto, teremos as seguintes fungoes como base:

1 —5|z| para|z| <2
o1 = > (3.16)
0 para |z] > 1
s 1—5|x—%| para|x—%|<% (3.17)
0 para |r — £| > &
903{1535% para |z — 2| < 1 (3.18)
2| > 1
0 para |z — £| > ¢
904{15132 para |z — 2| < 1 (3.19)
31> 1 '
0 para |z — | > £
905{15x§ para |z — 2| < (3.20)
4> 1
0 para | — | > £
1 -5z —1| paralzr—1| <}
Ve = > (321)
0 para |z — 1| > 1

Podemos entao escrever a melhor aproximacao para a solugao da equacao pela

combinagao linear
u(r) = 11 + Qapr + a3z + aups + aspPs + asps, (3.22)

com «’s desconhecidos. Para que as condigdes de contorno sejam respeitadas precisamos
ter a;y = C' e ag = D. Assim, é necessario construir um sistema linear apenas para as

quatro variaveis restantes.

O proximo passo para encontrar a solugao é mostrar que a expressao |3.11| é valida
para esse problema e encontrar a forma fraca. Podemos fazer isso multiplicando a equagao
.15 por uma fungio v bem comportada e fazer integragao por partes. Esse procedimento

leva a L dod ;
odS = / vFdz. (3.23)

L
Udo o dxdx 0
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Figura 13 — Gréficos das fungoes da base .

Como a escolha de v é arbitraria, podemos escolhé-la de modo que v(0) = 0 e
v(L) = 0. Essa escolha nos impede de tomar v = ¢; ou v = g, no entanto, como ja

conhecemos «y e g, isso nao afeta a resolucao. Chegamos assim a

a(C,v) =1(v), (3.24)
a(C,v) = — OL j;ji T, (3.25)
l(v) = /OL vFdx (3.26)

Usando o teorema da projecao temos:
a(u, ¢;) = a(C, p:i) = L) (3.27)
para i € {2,3,4,5}.
Usando e temos quatro equacoes do tipo

a(p2, ;) + azalps, v;) + aualps, 0i) + asal(ps, p;) + Calpr, vi) + Dalpspi) = 1(@s).

(3.28)
Em notacgdo matricial esse sistema de equagodes pode ser expresso por
Ad =D, (3.29)
onde
-10 5 0 0 l(p2) — 5C Qo
5 —10 5 0 - [
A= = (3) o oa= |
0 5 —10 5 l(§04) iy

0 0 5 =10 I(¢s5) — 5D as
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Resolvendo a equagao [3.29 obtemos a melhor aproximagao possivel para o problema.

A figura [14] compara a solucao aproximada e a solugao analitica para C' =0, D =1
e F(x) =2

10

0.8

06

04

|
FE S S EE

02 _ Solucao aproximada

0.0

0.0 0z 0.4 0.6 0.8 10

10 e
—— Solucao analitica
0.8
0.6
04

02

0.0

0.0 02 0.4 06 08 10

Figura 14 — (a) Solucdo aproximada por elementos finitos. (b) Solugao analitica.

3.5 Meétodo de elementos finitos para o calculo da assimetria

Neste trabalho, nosso principal foco é encontrar a forma de células através do
calculo de suas espessuras, H, e assimetria (. A espessura pode ser facilmente obtida
através de transformadas de Fourier como descrito no capitulo anterior. Ja a assimetria,

por outro lado, demanda que seja resolvida a equagao
HV?*¢ +(V*H = F, (3.30)

em uma regiao {2, que corresponde a regiao interna da célula, com

2n
F = —rﬁ@ +2Af1V2H (3.31)

e condigoes de contorno

C(7) = C (5) em Q. (3.32)
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Esse problema é naturalmente discreto ja que s6 conhecemos o valor do contraste
apenas nos pixels da cdmera. Assim, podemos escolher elementos triangulares com vértices
sobre os pixels ocupados pela célula. A figura [15] ilustra a escolha de elementos. Para que
possamos usar uma base de fungoes lineares, vamos posicionar os nés sobre os vértices dos

elementos. Desse modo cada né representa um pixel.

9.5

7.5 4

5.5

3.5 1

1.5

9.5 A

7.5 1

5.5 A

3.5 A

1.5 A

18

16 -

14 4

12 4

10 4

0.5 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-0.5 1.5 35 55 7.5 95 11.513.5 15.5 17.5 19 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

(a) (b)

Figura 15 — (a) Representagao da imagem de uma célula. Os quadrados representam os
pixels da imagem, os pretos sao aqueles ocupados pela célula e os brancos
representam o meio circundante. (b) Regido da célula dividida em elementos
triangulares. Os vértices dos tridangulos representam a posicao dos pixels.

Dada a escolha da malha, devemos escolher uma base de fungoes lineares. Vamos
denotar essa base por B = {p1, @2, ..., on }. Através de B podemos representar a melhor

aproximacao para ( por
N
U= Z Qi (3.33)
i=1
com os «’s ainda desconhecidos.

Como no problema anterior, podemos usar as condi¢oes de contorno para reduzir
o niumero de coeficientes que precisamos calcular. Vamos definir /. como o conjunto dos
indices dos nés que pertencem ao contorno de €2 e I; como o conjunto dos indices dos
nés que pertencem a regiao interna de §2. Para que u obedega as condigoes de contorno,

devemos ter
a; =C(p;) Yiel. (3.34)

Precisamos agora encontrar a forma variacional da equagao diferencial [3.30] Isso
pode ser feito multiplicando-a por uma funcao arbitraria v e integrando sobre 2. Temos

assim

/ VHV2Cd2p + / WCVEHE ) = / vFd2p. (3.35)
Q Q Q
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Aplicando a identidade de Green obtemos
/ UH%C-?LdS%—/ U(ﬁH-ﬁds—/6(1}H)-6{d2,0—/6(@C)~€Hd2p:/de2p.
o9 o0 Q Q Q (3.36)

Como v é uma fungdo arbitraria, podemos escolhé-la de modo que v(p) = 0 em OS.

Chegamos assim a forma variacional

a(C,v) =1(v), (3.37)
a(C,v) = /Q Y (0H) - Vd2p + /Q Y (0¢) - VHE), (3.38)
I(v) = /Q VFd2p. (3.39)

Através do teorema da projecao chegamos a
a(u, ;) = a(C, ;) =Up;) Vj €1y . (3.40)
Combinando [3.33] e [3.40] chegamos ao sistema linear

> iales, ) = 1) = > cuales, ;) Vi€ Iy . (3.41)

1€lg i€l

Resolvendo este sistema determinamos a assimetria da célula.
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4 Resultados e discussao

Neste trabalho desenvolvemos dois programas em python que determinam a geome-
tria de células. Ambos recebem duas imagens de uma célula desfocalizada como entrada
e, empregando os métodos expostos no capitulo [2| retornam sua espessura e assimetria.
A principal diferenca entre os dois programas é a maneira como encontram a regiao da
imagem ocupada, o primeiro supoe simetria axial da célula e calcula seu raio, enquanto o
segundo usa o algoritimo Canny para encontrar seu contorno e entao preenché-lo. Essa
diferenca se deve ao fato de que o primeiro foi desenvolvido para tratar de hemaéacias e o
segundo foi desenvolvido para cardiomidcitos. Para implementar o MEF nesses programas

recorremos a plataforma de cédigo aberto Fenics [17,(18].

Neste capitulo apresentamos uma comparacao entre o MMQ e o MEF em diferentes
situagoes. A implementagdo do MMQ usada foi o programa desenvolvido durante o
doutorado de Roma [6] para determinar a geometria de hemdacias. Na primeira segao
usamos objetos de fase simulados para comparar a precisao dos métodos. Na segunda secao
comparamos os resultados da reconstrucao de hemaécias. Na terceira sessdo aplicamos o

MEF para determinar a geometria de um cardiomiocito.

4.1 Teste do método aplicado a objetos de fase simulados

O primeiro teste realizado foi aplicar o MEF e o MMQ a objetos de fase simulados.
Os dados para este teste foram produzidos escolhendo uma espessura H e assimetria
( e, entao, calculando o contraste previsto pela teoria. Para uma desfocalizacdo Af, a
expressao para o contraste é

An
0_2

2AfV2H — HV?¢ — (V?H] . (4.1)

o
Usamos neste teste os mesmos indices de refracao que os usados nos experimentos com
hemaécias, n, = 1,51 e An = 0, 058.

Construimos quatro objetos de fase com espessuras e assimetrias conhecidas e, para
cada um, criamos duas imagens de 128 x 128 pixels equivalentes as imagens obtidas em
um microscopio 6ptico com desfocalizagoes de Af =0 e Af = 2um. Os objetos foram
gerados usando perfies de espessura parabdlicos e assimetrias com forma dada por fungoes

gaussianas. O valor exato das espessuras e assimetrias em pum sao dados pelas equagoes:

Ho (7) = Hy (5) = 4 2156p (4.2)
Ho(7) = Hy (7) = 4 — ——?, (4.3)

5,74
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(9 = o () (4.0

Pl
Cb(ﬁ)zie ( 6’140p> (4.5)
1 1 2 1 N2
¢ (p) = 5 {—exp [_128 (—0,162) 1 — exp l—128 (F+0,162) 1—1—
’ ’ (4.6)
+exp[ 1128 (7 —0,169) ] ++6Xp[ 1128 (F+0,169) ]}
Ca (P) :;{—exp l_1128('0 0,162) ] + exp [—1128(p+0 16%) ]+
(4.7)

1,28 1,28

Os gréficos dessas fungoes estao representados nas figuras [16) e [I7} A partir desses dados

— exp [—1 (7 —0,169) ] + exp l—l (F+0,169) ]}

encontramos os contrastes ilustrados nas figuras [1§| e [19}

Os contrastes dos objetos foram processados pelos programas de reconstrugao
de hemdcias. O programa deselvolvido por Roma [6] demorou cerca de duas horas para
realizar a reconstrucao 3D desses objetos usando um computador com processador Intel
Core i7, 3.4GHz e 32 GB de meméria RAM. Por outro lado, o programa desenvolvido
neste trabalho foi capaz de realizar o mesmo processo em cerca de 10s. Esse ganho de
eficiéncia se deve ao uso do MEF para realizar o calculo da assimetria e representa um
avanco consideravel para a microscopia de desfocalizagdo, uma vez que o tempo gasto para

a reconstrugao é um fator que limita a aplica¢do da técnica [10].

As espessuras, encontradas através do método das transformadas de Fourier descrito
no capitulo [2] sdo mostradas na figura [20] A partir dessas espessuras, as assimetrias foram
obtidas resolvendo a equacao para Af = 0 através do MMQ e do MEF. As assimetrias
representadas na figura [21| sao aquelas retornadas pelo MMQ), enquanto as representadas

na figura [22] foram retornadas pelo MEF.

E interessante notar que ambos os critérios para a determinacao do raio discutidos
anteriormente se mostraram equivalentes para esses objetos, o que ja havia sido constatado
também para hemadcias [6]. Além disso, os raios determinados foram subestimados em

apenas 5% para as quatro situgoes.

As espessuras retornadas, por outro lado, foram subestimadas em todos os casos por
aproximadamente 0, 01pm em toda a regiao ocupada pelos objetos. Em termos percentuais,

os erros maximos foram de cerca de 3% e ocorreram nas proximidades dos contornos.

As assimetrias calculadas através de MMQ apresentaram erros muito significativos
na regiao proxima as bordas dos objetos. Na regiao mais central, porém, os resultados

ficaram bastante préximos do esperado. Para os objetos (a) e (b), a regiao que estéd a
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menos de 2um do centro do objeto a assimetria foi superestimada com um erro de 0,01um.
Ja para os objetos (c) e (d), a regido que estd a menos de 3,8um do centro do objeto a

assimetria foi superestimada com um erro de 0,01um.

As assimetrias calculados através do MEF, por sua vez, se mostraram mais pro-
ximas dos valores esperados. Os erros para os objetos (a), (c¢) e (d) foram inferiores a
0,005um em valor absoluto. Para o objeto (b), no entanto, subestimamos a assimetria em
aproximadamente 0,02um. Essa diferenca entre os objetos vem do fato de que apenas a
assimetria do objeto (b) ndo chega a zero a uma distancia consideravel da borda. Devido
a pequena subestimacao do raio do objeto, as condi¢oes de contorno de Dirichlet foram
aplicadas em pontos em que a assimetria era um pouco maior que zero. Como consequéncia,
os pontos internos tiveram seus valores levemente rebaixados. Apesar de o erro ainda ser

muito pequeno, ele ja revela a importancia da aplicacao correta das condigoes de contorno.
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Figura 16 — Graficos das espessuras usadas no primeiro teste de reconstrucao. As espessu-
ras possuem a forma de paraboloides e sao dadas pelas equacoes e
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Figura 17 — Graficos das assimetrias usadas no primeiro teste. As quatro assimetrias usadas
sdo compostas por fungoes gaussianas e sao dadas pelas equalgoes [4.4] £.5]
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Figura 18 — Contrastes calculados para os objetos de fase construidos pelas espessuras e
assimetrias representados nas figuras [16] e [[7] Os contrastes para cada um dos
objetos foram obtidos através da equagao para a desfocalizacao Af = 0.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 19 — Contrastes calculados para os objetos de fase construidos pelas espessuras e
assimetrias representados nas figuras [16] e Os contrastes para cada um dos
objetos foram obtidos através da equagao [4.1| para a desfocalizacao Af =2 p
m
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Figura 20 — Espessuras dos objetos de fase obtidas pelo método das transformadas de
Fourier descrito no capitulo
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Figura 21 — Assimetrias obtidas como solugao da equagao , com Af = 0, usando os
contrastes representados na figura [I§ e espessuras representadas na figura
20} Para resolver a equacao diferencial foi empregado o método de minimos
quadrados.
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Figura 22 — Assimetrias obtidas como solugao da equagao , com Af = 0, usando os
contrastes representados na figura [I§ e espessuras representadas na figura
20l Para resolver a equagao diferencial foi empregado o método de elementos
finitos.
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4.2 Reconstrucao de hemacias

O préximo teste realizado foi a utilizagao do MMQ e do MEF para determinar
a geometria de uma hemacia partindo dos contrastes obtidos para duas desfocalizagoes

diferentes.

Na figura [23] apresentamos os contrastes produzidos por uma hemdcia em um
microscopio éptico desfocalizado em Af =0 e Af = 2um. As imagens possuem 128 x128
pixels e os detalhes da metodologia empregada para obté-las podem ser encontrados nas
referéncias [5]6]. Esses dados foram processados pelos programas que retornaram o raio, a

espessura e a assimetria da hemacia.

A figura [24] mostra os graficos para a espessura da hemécia obtida pelo método das
transformadas de Fourier. Essa espessura foi usada junto a expressao 1.1 com Af = 0 para
encontrar a assimetria. Resolvendo essa equacao através do MMQ demoramos cerca de 2h
para chegar a assimetria representada na figura Realizando o mesmo procedimento

empregando o MEF demoramos cerca de 10s para chegar a assimetria representada na
figura

Neste caso, ha uma divergéncia consideravel entre os dois métodos, ja que o
resultado do MMQ parece nao obedecer as condigoes de contorno de dirichlet. Porém,
apesar da diferencga, o minimo da assimetria na regiao central da célula aparece em ambos

os casos, sendo um pouco mais intenso para o MEF.

Para verificar se as assimetrias obtidas sao solugoes igualmente validas, divergindo
apenas quanto as condigdes de contorno impostas, usamos a assimetria obtida pelo MMQ
como condic¢ao de contorno para o MEF. Como as condic¢oes de contorno devem determinar
uma unica solugao, o resultado assim obtido deve ser muito préximo do resultado dado pelo
MMQ@Q. Obtemos, desse modo, a assimetria representada na figura [27] que, como esperado,

é muito semelhante aquela represetada na figura [25]

O teste em hemacias revela a importancia da escolha correta de condi¢oes contorno.
Apesar de conseguirmos determinar rapidamente a assimetria da hemécia através do MEF,

devemos considerar cuidadosamente que condigoes escolher.
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(a) (b)

Figura 23 — Contrastes de uma hemacia vista em um microscépio éptico com desfocali-
zacoes (a) Af =0e (b) Af =2um . A metodologia empregada para obter
essas imagens pode ser encontrada na referéncia @
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Figura 24 — Espessura de uma hemécia obtida pela aplicacao do método de transformadas
de Fourier aos contrastes representados na figura @ .
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Figura 25 — Assimetria de uma heméacia obtida pela resolucao da equacao , com Af =0,
usando o contraste representado na figura (a) e espessura representada na
figura A solucao foi encontrada pelo método de minimos quadrados.
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Figura 26 — Assimetria de uma hemécia obtida pela resolucao da equacao , com Af =0,
usando o contraste representado na figura (a) e espessura representada na
figura A solucao foi encontrada pelo método de elementos finitos.
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Assimetria obtida pelo MEF usando o resultado do MMQ como
condicao de contorno
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Figura 27 — Assimetria de uma hemécia obtida pela resolu¢ao da equagao , com Af =0,
usando o contraste representado na figura (a) e espessura representada na
figura [24] A solugao foi encontrada pelo método de elementos finitos usando
como condi¢oes de contorno a assimetria representada na figura . Como
as condigoes de contorno determinam uma tnica solug¢ao para o problema, o
resultado aqui representado é muito similar ao representado na figura @
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4.3 Reconstrucao de cardiomiécitos

A dltima aplicagdo do MEF foi a determinagao da forma da membrana de um
cardiomiocito. Neste caso, as imagens da célula tem demensoes 496x154 pixels o que torna
a aplicacao do MMQ inviavel devido ao alto custo computacional que seria necessario. Esse
fato impossibilitava a reconstrucao de cardiomiocitos ja que nao havia método alternativo
para o calculo da assimetria. Neste trabalho, contudo, conseguimos utilizar o MEF para

calcular a assimetria dessas células de maneira eficiente.

A figura [2§ mostra os contrastes obtidos para um cardiomiécito com as desfoca-
lizagoes de Af =0 e Af = 8um. Esses contrastes foram processados pelo programa de
reconstrucao de cardiomidcitos que retornou a espessura representada na figura 29| e a
assimetria representada na figura 30} O tempo necessirio para esse processamento ¢ da

ordem de 10s.

Neste caso, nao ha outro método disponivel para comparar os resultados obtidos
pelo MEF. Um teste possivel para verificar se esses dados concordam com a teoria e com
os dados experimentais é usar a espessura e a assimetria medidas para calcular o contraste
previsto pela teoria e comparéa-lo com o contraste medido. A figura [31] traz esses dois
contrastes. A semelhanca entre eles, mantendo a mesma ordem de grandeza e padrao,
revela que hé uma forte concordéncia entre a teoria e os dados obtidos. Na verdade, a
existéncia que alguns poucos pontos com valores muito discrepantes proximo ao contorno

da célula indica que alguns pixels externos a célula estao sendo considerados.

Figura 28 — Contrastes obtidos para um cardiomiécito em um microscépio 6ptico desfoca-
lizado com (a) Af =0e (b) Af =2 pm.
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Figura 29 — Espessura de um cardiomi6cito obtida pelo método de transformadas de
Fourier, apresentado no capitulo [2| aplicado aos contrastes representados na

figura
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Figura 30 — Assimetria de uma heméacia obtida pela resolucao da equacao , com Af =0,
usando o contraste representado na figura (a,) e espessura representada na
figura @ A solucao foi encontrada pelo método de elementos finitos.

Figura 31 — (a) Contraste real do cardiomidcito. (b) Contraste obtido pela equagao

usando Af = 0, a espessura representada na figura [29) e a assimetria represen-
tada na figura
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5 Conclusao

Este trabalho teve como objetivo contribuir para o desenvolvimento da técnica
de microscopia de desfocalizacao tornando o processamento dos dados mais eficiente.
Usando o método de elementos finitos para o célculo da assimetria, conseguimos diminuir

significativamente o tempo necesséario para a reconstrugao 3D de células.

A aplicagdo do método de elementos finitos e do método de minimos quadrados a
objetos de fase simulados mostrou que ambos sao capazes de obter valores préximo ao
esperado na regiao central da célula. No entanto, nas regioes proximas as suas bordas, o
MMQ retorna valores muito discrepantes do esperado. A aplicacao dos métodos a hemaécias
mostrou uma relativa concordancia no comportamento da assimetria na regiao central da
célula, no entanto, o resultado do MMQ parece nao obedecer as condi¢oes de contorno. Por
fim, conseguimos obter pela primeira vez a forma completa de um cardiomiécito através
da aplicacao do MEF.

Esses resultados indicam que o MEF é uma boa alternativa para realizar o célculo
da assimetria de hemacias, retornando resultados muito similares aos do MMQ), desde
que as condicoes de contorno sejam as mesmas. O MEF, no entanto, é muito mais rapido,
sendo capaz de realizar a reconstrucao de células em apenas alguns segundos enquanto o
MMQ requer algumas horas. Além disso, o MEF nao aumenta significativamente o gasto
computacional para imagens maiores, podendo ser usado para imagens em maior resolucao,
o que nao acontece para o MMQ), que se torna praticamente inviavel para imagens com
resolucao superiores a 128x128 pixels. Esse ganho de eficiéncia na analise dos dados
experimentais abre perspectivas para que a microscopia de desfocalizagdo seja empregada
no estudo de processos celulares dinamicos, como o batimento de uma cardiomié6cito, uma
vez que permite a andlise de um grande niimero de imagens em um intervalo de tempo

razoavelmente curto.
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APENDICE A — Programa de reconstrucio

de hemacias

numun

img_dO0 = Imagem 1
img_d2 = Imagem 2

df_1 = desfocalizacao da imagem 1 (em micrometros)

df_2 = desfocalizacao da imagem 2 (em micrometros)

pixelsize = tamanho dos pixels da camera usada (em micrometros)

rbc_radius = o raio da hemacia

delta_n = diferenca entre o indice de refracao da hemacia e o indice de
refracao da solucao

H = perfil de espessura da hemacia

asymmetry = assimetria da hemacia

numun

import cv2

import numpy as np

import math

import time

import matplotlib.pyplot as plt
from PIL import Image

from math import sqrt

from fenics import

def radial_profile(data, center):
y, x = np.indices((data.shape))
r = np.sqrt((x - center[0])*x2 + (y - center[1])*x2)
r = r.astype(np.int)

tbin = np.bincount(r.ravel(), data.ravel())
nr = np.bincount(r.ravel())
radialprofile = tbin / nr

return radialprofile

#%% Parametros

df _1 =0

df_2 = 2

delta_n = 0.058

n_ob = 1.51

rINC = 0 # aumenta o raio detectado
rDEC

0 # diminui o raio detectado

pixelsize= 0.098
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radius = 0

manual_radius = False

img_d0 = Image.open(’img_dO0.tif’)
img_dO=np.array(img_do0)

img_d2 = Image.open(’img_d2.tif’)
img_d2=np.array(img_d2)

height, width = img_d2.shape[:2]

height_micro = pixelsizex*height

width_micro = pixelsizex*width

height_pixel_list= list(range(0, height))

height_micro_list = [i * pixelsize for i in height_pixel_list]

width_pixel_list= list(range (0, width))

width_micro_list = [i * pixelsize for i in width_pixel_list]

#%%Deteccao das celulas

RBC_detect = cv2.medianBlur(img_d2.copy(),5)

circles = cv2.HoughCircles (RBC_detect,cv2.HOUGH_GRADIENT,1,20, paraml=50

,param2=20 ,minRadius=0,maxRadius=0)

circles = np.uintl16(np.around(circles))

#hhCalculo de espessura e volume

Cl = (img_dO.astype(float)-np.mean(np.mean(img_d0)))/np.mean(np.mean (
img_dO0)) #contraste da imagem
img_do

C2 = (img_d2.astype(float)-np.mean(np.mean(img_d2)))/np.mean(np.mean(
img_d2)) #contraste da imagem
img_d2

C=(C1-C2)

df = (df_1 - df_2)

FShift = np.fft.fft2(C) #Calcula FFT de C = C1 - C2

F = np.fft.fftshift (FShift)

2*math.pi* ((np.arange(1l, height+1))-height/2-1)/height
2+math.pi*((np.arange(l, width+1))-width/2-1)/width

qx
aqy
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mgx , mqy = np.meshgrid(qgx,qy)

Q2 = (mgx*mgx) + (mgqy*mqy)

Q2[int (width/2) ,int (height/2)]1=1

FqShift = (-F/Q2)

Fq = np.fft.fftshift (FqShift)
HO np.fft.ifft2(Fq)*(pixelsize**x2+n_ob/(delta_nx*df))

#%hDeterminacao do raio da hemacia

radii = np.zeros(circles[0].shape[0])

for i in range(circles[0].shape[0]):
radii[i] = circles[0][i][2]

maxrad=np.argmax (radii)

x,y= circles[0] [maxrad] [0], circles[0] [maxrad] [O]

C_radial_profile= radial_profile(C2-C1l,[x,y])
C_radial_profile_diff = np.diff(C_radial_profile)

max_index_col = np.argmax(C_radial_profile_diff)
radius_micro = height_micro_list[max_index_col]
radius_pixel = radius_micro/pixelsize
radius_pixel_int = np.uintl6(np.around(radius_pixel))

INC_micro = np.uintl6(np.around(1l/pixelsize))

INSIDE = np.zeros([width,height],dtype=np.uint8)
INSIDE.£il1(0)
OUTSIDE = np.zeros([width,height],dtype=np.uint8)
OUTSIDE.fil1(1)

OUTSIDE _bigger = np.zeros([width,height] ,dtype=np.uint8)
OUTSIDE bigger.fill (1)

INSIDE = cv2.circle(INSIDE,(x,y), radius_pixel_int,(255,255,255),-1)

OUTSIDE = cv2.circle (OUTSIDE, (x,y), radius_pixel_int,(0,0,0),-1)

OUTSIDE_bigger = cv2.circle (OUTSIDE_bigger ,(x,y), radius_pixel_int+
INC_micro,(0,0,0),-1)

INSIDE[INSIDE==255]=1

#hh
Z0 = HO*OUTSIDE_bigger
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ZOreal=np.real (Z0)

Z0=Z0[Z0!=0]

H = HO[:,:]-np.real(np.mean(Z0))
Habs=H.real

Area=np.abs (np.sum(Habs))*pixelsize

Volume=np.abs (np.sum(Habs))*pixelsize*pixelsize

#%%Calculo da assimetria
Domain = np.transpose(np.nonzero (INSIDE!=0))
f=-2*n_ob/(delta_n)*C1

start = time.time ()

class Omega(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
if x[0]1%1!=0:
if INSIDE[int(x[0])][int(x[1])]1==0 or\
INSIDE [int (x[0])+1] [int(x[1]1)]1==0 or\
INSIDE [int (x[0])] [int(x[1])+1]1==0 or\
INSIDE[int (x[0])+1] [int (x[1])+1]1==0:
return(False)
else:
return(True)
else:
if INSIDE[int(x[0]1)][int(x[1]1)]1!=0
return(True)
else:

return(False)

class FE_H(UserExpression):
def eval_cell(self, value, x, ufc_cell):
i, j = int(x[0]), int(x[1])
value[:] = Habs[i, j]

def value_shape(self):

return ()

class FE_f (UserExpression):
def eval_cell(self, value, x, ufc_cell):
i, j = int(x[0]), int(x[1])
value[:] = f[i, j]

def value_shape(self):

return ()
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def boundfunc (x,onb):

return (onb)

#Cria malha

mesh = RectangleMesh(Point (0, 0), Point(128-1, 128-1), 128-1, 128-1,°
left’)

markflag=MeshFunction("size_t" ,mesh,mesh.topology().dim(), 0)

subdomain=0mega ()

markflag.set_all(0)

subdomain.mark (markflag, 1)

sub_mesh=SubMesh (mesh ,markflag,1)

#Define espaco de funcoes

V = FunctionSpace(sub_mesh, ’Lagrange’, 1)
u = TrialFunction (V)

v = TestFunction (V)

#Interpola as funcoes f e H no espaco de funcoes
Hdif=Function (V)

Hdif .interpolate (FE_H())

fdif=Function (V)

fdif.interpolate (FE_f ())

#Termos da forma fraca da equacao
first = - inner(nabla_grad(v+*Hdif), nabla_grad(u))+*dx - inner (nabla_grad
(v+#u), nabla_grad(Hdif)) *dx

second = fdif*v*(pixelsize**2)*dx

#Condicoes de contorno
u0 = Constant (0)
bc DirichletBC(V, u0, boundfunc)

#Solucao da equacao
firstmatrix = assemble(first)
secondmatrix = assemble(second)

bc.apply(firstmatrix, secondmatrix)
solution=Function (V)

solve(firstmatrix, solution.vector (), secondmatrix)
asymmetry=np.zeros ((128,128))

solution.set_allow_extrapolation(True)

for x,y in Domain:

asymmetry [x] [y]=solution(x,y)
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nd = time.time ()

rint ("tempo do ajuste FEM

+ str (end

start))
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APENDICE B — Programa de reconstrucio

de cardiomiodcitos

numun

I1 = Imagem 1

I2= Imagem 2

df_1 = desfocalizacao da imagem 1 (em micrometros)

df_2 = desfocalizacao da imagem 2 (em micrometros)

pixelsize = o tamanho dos pixels da camera usada (em micrometros)

delta_n = diferenca entre o indice de refracao da celula e o indice de
refracao da solucao

H = espessura da celula

asymmetry = assimetria da celula

niumun

import matplotlib.pyplot as plt
import cv2

import math

import numpy as np

import time

from fenics import *

I1 cv2.imread (’AVG_11-ZERO.tif’,2)
I2 = cv2.imread (’AVG_7-0ITO.tif’,2)

img = cv2.imread(’AVG_11-ZERO.tif’,0)

#GAUSSIAN LOW PASS FILTERING

blur = cv2.GaussianBlur (img,(5,5),0)

#CANNY EDGE DETECTION

def auto_canny(image, sigma=0.15):
# compute the median of the single channel pixel intensities

v = np.median(image)

# apply automatic Canny edge detection using the computed median
lower = int(max(0, (0.1 - sigma) * v))

upper int(min (255, (0.1 + sigma) * v))

edged

cv2.Canny(image, lower, upper)
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# return the edged image

return edged

auto = auto_canny (blur)

#DILATE BINARY GRADIENT

auto

edges?2
kernel = np.ones ((5,5),np.uint8)

dilation = cv2.dilate(edges2 ,kernel ,iterations = 1)

#FILLING HOLES

im_floodfill = dilation.copy()

h, w = dilation.shapel[:2]

mask = np.zeros ((h+2, w+2), np.uint8)
cv2.floodFill(im_floodfill, mask, (0,0), 255);
im_floodfill_inv = cv2.bitwise_not(im_floodfill)
FillingHoles = dilation | im_floodfill_inv
#EROSION - EDGE SMOOTHING

kernel = np.ones((7,7),np.uint8)

erosion = cv2.erode(FillingHoles,kernel,iterations = 1)

#IMAGE OPENING (smoothing contours)

kernel2 = np.ones((5,5),np.uint8)
smoothCont = cv2.morphologyEx(erosion, cv2.MORPH_OPEN, kernel2)

#CLEAR BORDER

ClearBorder= cv2.copyMakeBorder (smoothCont ,3,3,3,3,cv2.BORDER_CONSTANT)
#CHOOSING OBJECT OF INTEREST

ret, smoothCont = cv2.threshold(smoothCont, 250, 255,0)

height, width = I1.shapel[:2]

TamX=width
TamY=height

HERBBBRBBBRBBHBRBHEY
df 1 =0
df 2 = 8

delta_n = 0.04
n_ob =1
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pixelsize= 0.2375

height, width = I2.shapel[:2]
TamX=width
TamY=height

Cc1 (I1.astype(float)-np.mean(np.mean(I1)))/np.mean(np.mean(I1)) #

contraste da imagem 1
C2 = (I2.astype(float)-np.mean(np.mean(I2)))/np.mean(np.mean(I2)) #

contraste da imagem 2

c=(C1-C2)
df = (df_1 - df_2)

#Calculo da espessura
FShift = np.fft.fft2(C)
FShiftabs=np.abs (FShift)

F = np.fft.fftshift (FShift)

gx = 2#*math.pi*((np.arange(l, TamX+1))-TamX/2-1)/TamX
qy = 2*math.pi*((np.arange(1, TamY+1))-TamY/2-1)/TamY

mgx , mqy = np.meshgrid(gx,qy)

Q2 = (mgx*mqgx) + (mqy*mqy)

Q2[int (TamY/2) ,int (TamX/2)]1=1

FqShift = (-F/Q2)
FqShiftabs=np.abs (FqShift)

Fq = np.fft.fftshift(FqShift)
HO = np.fft.ifft2(Fq)*(pixelsize**2*n_ob/(delta_nx*df))

# Determinacao da area da celula

INSIDE=np.zeros ((height, width))

num_labels, labels, stats, centroid = cv2.connectedComponentsWithStats (
smoothCont, 8, cv2.CV_328)

stats[:,4]1[0]=0

INSIDE=INSIDE+(labels==np.argmax(stats[:,4]))

#

Z0=HO* (INSIDE==0)

Z0=Z0[Z0!=0]

H = HO[:,:]-np.real(np.mean(Z0))
Habs=H.real
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start = time.time ()

f=-2*n_ob/(delta_n)*C1

class Omega(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
if x[0]%1!=0:
if INSIDE[int(x[0])][int(x[1])]==0 or INSIDE[int(x[0])+1][
int (x[1])]1==0 or INSIDE[
int (x[0])] [int (x[1])+1]=
=0 or INSIDE[int (x[0])+1
J[int(x[1]1)+1]1==0:
return(False)
else:
return(True)
else:
if INSIDE[int(x[0]1)][int(x[1]1)]1!=0
return(True)
else:

return(False)

class FE_H(UserExpression):
def eval_cell(self, value, x, ufc_cell):
i, j = int(x[0]), int(x[1])
value[:] = Habs[i, j]

def value_shape(self):

return ()

class FE_f (UserExpression):
def eval_cell(self, value, x, ufc_cell):
i, j = int(x[0]), int(x[1])
value[:] = f[i, j]

def value_shape(self):

return ()

def boundfunc(x,onb):

return (onb)

# Constroi uma malha com o formato da cclula

mesh = RectangleMesh(Point (0, 0), Point(height-1, width-1), height-1,
width-1,’1left’)
markflag=MeshFunction("size_t" ,mesh,mesh.topology().dim(), 0)
subdomain=0mega ()

markflag.set_all (0)

subdomain.mark (markflag, 1)
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sub_mesh=SubMesh (mesh ,markflag,1)

Define o espaco de funcoes que sera usado

FunctionSpace (sub_mesh, ’Lagrange’, 1)

TrialFunction (V)
TestFunction (V)

< B < =
1}

# Interpola as funcoes f e H no espaco de funcoes
Hdif=Function (V)

fdif=Function (V)

Hdif.interpolate (FE_H())

fdif.interpolate (FE_f ())

#Termos da forma fraca
first = - inner(nabla_grad(v+*Hdif), nabla_grad(u))+*dx - inner (nabla_grad
(v*u), nabla_grad(Hdif))*dx

second = fdif*v*(pixelsize**2)x*dx

#Condocoes de contorno
u0 = Constant (0)
bc DirichletBC(V, u0, boundfunc)

#Solucao do sistema linear
firstmatrix = assemble(first)
secondmatrix = assemble(second)
bc.apply(firstmatrix, secondmatrix)
solution=Function (V)
solve(firstmatrix, solution.vector (), secondmatrix)
asymmetry=np.zeros ((height ,width))
Domain = np.transpose (np.nonzero (INSIDE!=0))
for x,y in Domain:

asymmetry [x] [y]=solution(x,y)

end = time.time ()

print ("tempo do ajuste FEM = " + str(end - start))
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