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RESUMO

A medida que processos de otimizagdo topoldgica abrangentes, como na inclusdo de andlises de
estabilidade estrutural, resultam em solu¢cdes complexas, processos de manufatura aditiva sao
propostos como uma possibilidade na fabricacdo desses resultados. Desse modo, algoritimos
de otimizacao topoldgica empregando métodos de densidades sdo aqui explorados em sua
aplicagdo a estruturas fabricadas pelo processo de deposicao de filamento fundido (FDM). Como
as propriedades mecanicas de estruturas resultantes desse processo sdo bastante dependentes
dos parametros de fabricacdo, os mesmos devem ser tratados no modelo de otimizagdo. Sao
aqui explorados dois parametros de fabricacdo: a orientacdo de impressdo e a densidade de
preenchimento. Observou-se que diferentes orientacdes de impressao podem resultar na presenca
de propriedades ortotrépicas nos componentes impressos. Sobre as densidades de preenchimento
foi estabelecido um paralelo entre seu significado e as densidades artificiais usadas no método de
densidades SIMP (solid isotropic structure with penalization). Com essa compara¢do foi proposta
também uma segunda classe de solugdes para o problema de otimizagdo. Nesses problemas a
fun¢do de penalizacdo do método SIMP € substituida por um modelo das propriedades mecanicas
da peca em func¢do do parametro densidade de preenchimento varidaveis. Nesse caso vale-se da
possibilidade de fabricacdo de pecas formadas por regides de diferentes densidades, abordagem
permissivel no método FDM. Para explorar o impacto dessas propriedades o problema de
otimizagdo topoldgica proposto consistiu na minimizag¢ao do compliance estrutural enquanto
sujeito a restricdes no volume de material e nas cargas criticas de flambagem. A estrutura foi
modelada aplicando-se o método dos elementos finitos e a andlise de estabilidade pelo método de
flambagem linear. O problema descrito foi implementado utilizando-se a arquitetura OpenMDAO
em uma forma modular. Dois diferentes estudos de caso foram desenvolvidos, uma coluna sob
compressdo e uma placa engastada, considerando diferentes orientacdes de impressao. Solucdes
para ambos os estudos de caso foram obtidas considerando-se penalizacdo cldssica no método
SIMP e também na proposta de densidades de preenchimento variaveis. Os resultados obtidos
mostraram que as propriedades distintas modeladas para as estruturas fabricadas por FDM
resultaram em solucdes com diferentes caracteristicas em sua forma e consequentemente rigidez

e estabilidade.

Palavras-chave: otimizagao topoldgica, flambagem linear, deposi¢dao de filamento fundido,

propriedades ortotrépicas, OpenMDAO



ABSTRACT

As more extensive topology optimization problems considering stability analysis developed
resulting in complex solutions, additive manufacturing processes were identified as alternatives
to fabricate those solutions. Topology optimization problems by density methods are then here
explored as applied to structures fabricated by the fused deposition modeling (FDM) method.
The mechanical properties of those structures are highly dependent on the method printing
parameters and those are treated in the optimization process. Two main printing parameters are
considered: printing orientation and infill density. Different printing orientations were found to
result in orthotropic properties on the resulting structures. The infill densities were related to the
artificial densities variables used in the SIMP method (solid isotropic structure with penalization).
With this comparison, a second category of optimization solutions was also proposed where
the penalization function used in the SIMP method was replaced by a model of the mechanical
properties as a function of a variable infill density parameter. Those solution make use of
the capacity of the FDM method in fabricating structures composed of regions with different
densities based on the infill. In order to explore the impact of the aforementioned properties, the
proposed optimization problems consisted of structural compliance minimization under material
volume and buckling constraints. The structure is modeled using the finite element method
and buckling analysis was carried employing linear buckling analysis. This optimization model
was implemented using the OpenMDAO modular paradigm. Two different case studies were
considered for optimization, a column under compression and a short clamped plate, considering
different orientation for the component fabricated. Solutions for both cases were obtained using
classical SIMP penalization and also the variable infill density proposition. The solutions obtained
showed that the distinct mechanical properties considered resulted in structures with different

characteristics in its shape and consequently stiffness and stability.

Keywords: topology optimization, linear buckling, fused deposition modeling, orthotropic

properties, OpenMDAO
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1 INTRODUCAO

Otimizacdo topoldgica é um método numérico capaz de determinar a configuracdo 6tima
de uma estrutura dado um objetivo e restricoes. Em outras palavras, essa abordagem funciona
determinando a melhor distribui¢do de material dentro de um dominio delimitado. A vantagem
central desse método consiste na flexibilidade de suas solugdes visto que a forma geral das
estruturas resultantes ndo precisa ser conhecida previamente (SIGMUND; MAUTE, 2013;
CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009). Um problema de otimizagao topoldgica tem diferentes
formulacdes possiveis dentre as quais destacam-se os métodos de densidade como o SIMP
(Solid Isotropic Material with Penalization). Nessa classe de problemas o dominio estabelecido é
discretizado em uma malha e a cada elemento dessa malha uma variavel, denominada densidade
artificial, € atribuida. As densidades artificiais modificam as propriedades mecanicas de cada
elemento ao descrever a quantidade de material na regido. Essas densidades sdo entdo usadas
como as varidveis de projeto no problema de otimizacdo descrito (BENDSOE; SIGMUND,
2004; CHUNG et al., 2019).

Diversos estudos em otimizagdo topoldgica foram desenvolvidos tratando problemas de
maximizagao da rigidez estrutural, mas ndo levantando consideracdes sobre a estabilidade da
estrutura. No entanto, solu¢des obtidas por essa abordagem acabam sendo bastante suscetiveis a
falhas por flambagem. Como descrito ja em Rodrigues, Guedes e Bendsge (1995), solucdes de
otimizagdo topoldgica tendem a estruturas compostas por elementos esbeltos, os quais podem
ser vulnerdveis a ocorréncia de flambagem. A introducao de restri¢des de estabilidade mostra-se
entdo necessdria mas traz também maior complexidade a solucao do problema de otimizagao
topoldgica (CLAUSEN; AAGE; SIGMUND, 2016). Tratando da aplicacdo do método SIMP
de otimizacao topologica Ferrari e Sigmund (2019) fornecem uma concisa perspectiva sobre
complica¢des inerentes a inclusdo de restricdes de flambagem. Destacam-se o cardter competitivo
entre rigidez e estabilidade em algumas solucdes. Além disso, a introducao desse tipo de restri¢do
implica em alguns problemas numéricos na solu¢cdo do problema de otimizagdo. Dentre esses
problemas destacam-se a presenga de modos artificiais de flambagem (GAO et al., 2020; NEVES;
RODRIGUES; GUEDES, 1995) e trocas entre os modos criticos de flambagem que podem
introduzir descontinuidades e inconsisténcias nas sensibilidades do problema (DUNNING et al.,
2016; SEYRANIAN; LUND; OLHOFF, 1994).

Conforme os métodos de otimizacao estrutural foram se desenvolvendo em andlises mais
abrangentes, solu¢des com formas cada vez mais complexas foram encontradas. No entanto,
métodos de fabricacao tradicionais nao foram capazes de acompanhar as necessidades destas
novas abordagens de projeto e permitir a fabricagao das suas novas solucdes. Contornando essa
discrepancia, alternativas foram encontradas no desenvolvimento de técnicas de manufatura
aditiva. Neste método de fabricagc@o, componentes sao construidos a partir de sucessiva deposi¢do
de material baseando-se em um modelo digital da estrutura. Essa abordagem permite a geracao
de estruturas com complexidade mais elevada que aquela vista em métodos tradicionais de

fabricacdo. Deste modo, essa crescente tecnologia pode preencher a lacuna entre otimizacao



16

topoldgica e suas aplicagdes praticas (ZEGARD; PAULINO, 2016).

A deposic¢ao de filamento fundido (FDM) € um dos processos disponiveis para manufatura
aditiva bastante difundido. Nesse método, um filamento termoplastico é extrudado sobre uma
mesa de impressdo através de um bocal aquecido construindo a peca camada por camada
(ALAIMO et al., 2017). As propriedades de uma pega fabricada por FDM dependem de uma
série de parametros de impressdo definidos. Dentre esses parametros destacam-se a densidade de
preenchimento com que o interior da peca € construido, parametro que impacta diretamente a
rigidez da peca (LUBOMBO; HUNEAULT, 2018), e a orientacdo geométrica com a qual a peca
€ impressa, que pode induzir propriedades mecanicas anisotropicas (PERKOWSKI, 2016).

Relacionando otimizagdo topoldgica e manufatura aditiva trabalhos como Hoglund e
Smith (2015), Carvalho e Ferreira (2019) adaptaram propriedades mecanicas de pegas fabricadas
por deposic¢do de filamento fundido a modelos de otimizacao. Nesses estudos foi demonstrada a
influéncia de propriedades mecanicas anisotropicas em solucdes de otimizacao voltadas apenas a
maxima rigidez estrutural. Tratando da inclus@o de consideragdes sobre estabilidade estrutural,
Clausen, Aage e Sigmund (2016) apresentam um novo método denominado abordagem de
revestimento onde componentes sao modelados na forma de estruturas porosas revestidas por
cascas. Experimentos realizados pelos autores confirmam que solucdes com essa abordagem,
fabricdveis através de métodos de manufatura aditiva, produzem estruturas com maior resisténcia
a flambagem.

Considerando o contexto introduzido, no trabalho aqui apresentado busca-se como obje-
tivo principal explorar métodos de otimizagdo topolégica, na abordagem SIMP, com aplicacao
a estruturas fabricadas por FDM. Para isso, propriedades mecanicas distintas associadas a fa-
bricacio por FDM devem entio ser consideradas. E avaliada a anisotropia apresentada por esse
tipo de peca, e seu impacto nas solu¢des de otimizacdo topoldgica. Em seguida, explora-se
também a possibilidade do projeto de estruturas com densidade varidvel ao longo de seu dominio.
Esse tipo de estrutura se mostra possivel através do método FDM associando-se o parametro
de fabricacdo densidade de preenchimento e as densidades artificiais no método SIMP. Perante
a necessidade de andlise de estabilidade identificada para solu¢gdes de otimizagdo topoldgica,
o método aplicado deve ser também capaz de considerar flambagem dessas estruturas como
um limitador a otimizagdo. Para explorar estes fatores, o problema de otimizacao aqui proposto
consiste na minimizacdo do compliance (flexibilidade) estrutural de um componente enquanto
sujeito a restricdes no volume de material disponivel e na resisténcia a flambagem.

Aplicacdes de otimizagao topoldgica se desenvolvem, historicamente, na inclusao de
novas andlises e consideragdes como extensoes a suas formulagdes basicas. Adotando essa logica
colaborativa e visando melhor compartilhamento dos métodos desenvolvidos, a implementacao
computacional do problema aqui apresentado € realizada empregando a arquitetura OpenMDAO
(GRAY et al., 2019). Essa estrutura de programacao € utilizada para andlise e otimiza¢des em
problemas multidisciplinares utilizando um paradigma modular. Desse modo, cada elemento do
processo de otimizacao topoldgica pode ser desenvolvido de maneira independente, facilitando

reutilizacdo e compartilhamento do conhecimento desenvolvido em detalhes do problema.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 Otimizacao Topoldgica

Otimizacdo estrutural pode ser definida de maneira ampla como a busca por agrupamentos
de material que melhor sustentem um carregamento. Em outras palavras, nesse processo deseja-se
determinar a estrutura que realiza uma tarefa especifica da melhor maneira possivel sob condicdes
restritivas. Na andlise de estruturas diversos tipos dessas tarefas podem ser identificadas como,
por exemplo, produzir um componente com o menor peso ou a maior rigidez possiveis. Essas
tarefas na otimizagdo podem ser identificadas em um fungdo objetivo f(x) que representa uma
métrica para avaliar a tarefa especifica requisitada no problema, seja encontrando seu valor
méximo ou minimo. A descri¢do da estrutura analisada € definida por varidveis de projeto x,
que podem representar a geometria do estrutura (area de uma barra, espessura de uma placa) ou
material empregado (CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009).

Problemas de otimizagdo estrutural podem ser formulados com diversas abordagens,
as quais normalmente diferem no modo como as varidveis de projeto escolhidas definem a
geometria do problema. Essas abordagens sao normalmente divididas na literatura nas trés
classes de problemas ilustrados na Figura 2.1: otimizagdo paramétrica, otimiza¢ao de forma e
otimizagdo topoldgica. Em problemas de otimizacao paramétrica tipicos, as varidveis de projeto
representam alguma caracteristica geométrica da estrutura como a espessura de uma placa ou a
area de secdo transversal de algum elemento. A principal caracteristica desse tipo de problema é
que a forma e os elementos que compdem a estrutura sao conhecidos a principio e apenas suas
dimensdes podem ser alteradas durante a otimizagdo. Na otimizagao de forma, as varidveis de
projeto descrevem a forma das fronteiras de elementos da estrutura. Nesse tipo de problema
a forma das fronteiras € entdo otimizada, no entanto a conectividade da estrutura ndo pode
ser alterada e consequentemente novas fronteiras ndo se formam. A otimizag¢do topoldgica na
otimizagao estrutural consiste na determinacdo da distribuicdo 6tima de material dentro de
uma regido definida de uma estrutura. Possui como vantagem o fato de ndo serem necessarias
descri¢des precisas da estrutura projetada anteriormente ao processo de otimizagdo. As tnicas
caracteristicas necessarias a definicdo do problema envolvem as cargas aplicadas, suportes, o
volume, restricdes de projeto e um dominio limite onde deve estar contida a estrutura projetada.
A otimizacao topoldgica € vista como a abordagem mais flexivel de otimizagdo estrutural dado
que as varidveis de projeto descrevem simultaneamente a distribui¢ao e forma dos elementos
que compdem uma estrutura (BENDS@E; SIGMUND, 2004; CHRISTENSEN; KLARBRING,
2009).

O problema de otimizagdo topoldgica foi concebido por Bendsge e Kikuchi (1988)
usando a abordagem de homogeneizagao. Desde entdo, essa formulagao inicial do problema
se diversificou em um grande nimero de formas possiveis para solu¢do desse problema de
otimizacao. Os métodos mais encontrados na literatura podem ser divididos em duas principais

categorias: os métodos baseados em fronteiras e os métodos de densidade. Esses métodos se
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Figura 2.1 — Abordagens de otimizagdo estrutural.

——
sttty

(c) Otimizacao topoldgica

Fonte: Adaptado de (BENDS@E; SIGMUND, 2004)

diferem pela forma como as varidveis de projeto descrevem a topologia resultante.

Dos métodos baseados em fronteira, a abordagem mais utilizada € o método Level-Set
(CHUNG et al., 2019). Nesse caso, a fronteira I' da estrutura é definida implicitamente por uma
funcdo ¢ denominada fun¢do Level-Set. Estabelecido um valor constante ¢, normalmente igual a
0, a funcdo ¢ separa as regides com material {2 e sem material D como na Equacgdo 2.1, onde i
corresponde a um ponto no dominio (DIJK et al., 2013; WANG; WANG; GUO, 2003).

o) > ¢, i€ Q material
o) = ¢, ieI fronteira (2.1)
o(i) < c, ie D vazio

Dada a descri¢d@o da estrutura por sua fronteira, o processo de otimizag¢do consiste entao
em mover essa fronteira em busca da topologia 6tima para o problema. Normalmente, para
atualizacdo iterativa da funcdo Level-Set, opta-se pela descri¢cao desse problema em uma forma
dinamica. Considera-se que a fronteira se desloca num tempo ficticio ¢ com campo de velocidades
descrito pela Equagao 2.2, do tipo Hamilton-Jacobi. Onde V' é chamada fun¢ao de velocidades,
esse termo representa a sensibilidade da movimentacdo da fronteira em relacdo a uma fungao
que acomoda a fun¢do objetivo e restricdes em uma formulag@o por multiplicadores de Lagrange.
A solucdo dessa equagdo diferencial para ¢ representa a fronteira correspondente a solugdo
6tima do problema (DUNNING; STANFORD; KIM, 2015; SIGMUND; MAUTE, 2013; WANG;
WANG; GUO, 2003).

96
% = —vov (2.2)

Nos métodos de densidade, a topologia da estrutura otimizada é representada por um

campo de densidades artificiais que pode assumir valores iguais a 0, representando um vazio,
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ou 1 representando uma regido com material, disposto sobre uma malha. Em outras palavras,
a descri¢do de uma solucdo pode ser entendida como uma renderizacdo em preto e branco de
uma imagem, onde cada "pixel"corresponde a um elemento da malha (BENDSGE; SIGMUND,
2004). Vale lembrar que a forma da malha ou o tipo de elemento utilizado sd@o, normalmente,
constantes durante a otimizacao. A Figura 2.2, ilustra a otimiza¢do de um componente submetido
a otimizacdo topoldgica por um método de densidades. Nesse caso, parte-se de um dominio
inicial com cargas e fixacdes definidos até a fabricacdo da peca projetada. Como observado, a
representacao da solucao tem resolucdo limitada pelo grau de refinamento da malha e requer,
a nivel de projeto, uma interpretacdo adequada e verificacdo dos resultados. Deste modo, a
otimizagdo topoldgica pode ser bem utilizada na defini¢ao de projetos em estado inicial, indicando

solucdes a partir de poucos pardmetros iniciais sobre problema.

Figura 2.2 — Projeto estrutural utilizando um método de densidades em otimizacdo topoldgica.

Dominio Inicial Dominio discretizado Topologia resultante

N
3
S|
g

Fabricagao

Verificacao Interpretacao

Fonte: Adaptado de Silva (2003)

Na solugdo desse tipo de problema, a distribuicao de densidades artificiais normalmente
ndo € tratada de maneira binaria. Tal tratamento discreto implicaria em dificuldades na andlise
de sensibilidades e elevado custo computacional visto ser um tipo de problema com um grande
nimero de varidveis de projeto. A solu¢do desse problemas bindrios é observada na literatura
no uso de algoritimos genéticos e outras técnicas de otimiza¢do ndo baseadas no gradiente
de fungdes. Por outro lado, uso de varidveis continuas se mostra mais adequado ja que, para
essa aplicagdo, algoritimos de otimizagdo baseados no gradiente permitem uma busca mais
eficiente por melhores solugdes para o problema. Normalmente métodos de densidade sdo
entdo modelados com varidveis de projeto continuas que modificam a rigidez dos elementos
da malha através de fungdes de parametrizacdo. Um eficiente método de densidade baseado
nessa parametrizagdo da rigidez € denominado SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization)
(BENDS@E; SIGMUND, 2004; WU, 2016).
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2.1.1 O método SIMP

Como caracteristico dos métodos de densidade, no SIMP discretiza-se o0 dominio do
problema a ser avaliado em uma malha e a cada elemento dessa malha é associado uma varidvel
denominada densidade artificial. Cada uma dessas varidveis pode assumir um valor entre O e 1, e
¢ empregada de forma a modificar as propriedades mecanicas locais do material. O processo de
otimizagdo nesse caso consiste em determinar a melhor distribui¢io de densidades nos elementos
de modo a buscar o valor 6timo de uma fungdo objetivo sob determinadas restricdes (BENDSQE;
SIGMUND, 2004).

Uma vasta parcela dos estudos de base em otimizagdo topoldgica de estruturas pelo mé-
todo SIMP tem foco nos problemas de minimizacao da propriedade compliance. Tal propriedade
¢ definida em Gournay, Allaire e Jouve (2008) como o trabalho realizado por uma forca na defor-
macao da estrutura ou como a energia eldstica armazenada. Em outras palavras, o compliance
pode ser entendido como uma medida de flexibilidade ou o inverso da rigidez de uma estrutura.
Em um problema estrutural avaliado pelo método dos elementos finitos, essa medida pode ser
calculada pelo produto do vetor global de carregamentos F' pelo vetor global de deslocamentos
nodais w. Normalmente, problemas de otimizacdo desse tipo apresentam restrigdes aplicada no
volume total de material disponivel para formacao da estrutura. Esse tipo de problema pode ser
formulado como na Equacgdo 2.3 onde a varidvel de projeto € a distribuicao de densidades @ no
dominio avaliado. Essa distribuicdo & contém as densidades x. de cada um dos elementos da
discretizagdo. Nesse tipo de problema, o compliance c(x) representa a fungéo objetivo. Além
disso, apresentam-se uma restricdo v(x) limitando o volume de material despendido ao um
MAaximo v,,,., 0 volume do material € calculado como o somatério das densidades x, de cada
elemento da discretizacdo, dado que /V, seja o total de elementos. Na relacdo de equilibrio linear
elastico (K (x)u = F), a matriz de rigidez K (x) é diretamente relacionada as densidades z.
visto que essas densidade controlam a rigidez dos elementos. Nota-se também que € necessdria a
limitagdo aos valores possiveis para as densidades artificiais. A imposi¢ao de um valor minimo
ZTmin NA0 nulo as densidades previne singularidades na solu¢ao do problema estrutural.

A Figura 2.3 descreve sucintamente as etapas dos processo de otimizagdo topoldgica pelo
método SIMP. Em uma primeira etapa, o dominio estabelecido para projeto do componente é
especificado, assim como o carregamento imposto, condi¢cdes de contorno, valores iniciais das

varidveis e demais parametros que controlam o processo.

)
minimizar: c¢(x) = u’F

sujeito a: 25:1 Te — Umaz < 0
K(zx)u=F

(2.3)

\

A caracteristica central do método SIMP consiste em sua abordagem para modelar as

propriedades da estrutura em funcdo das densidades artificiais dos elementos. Assumindo-se
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Figura 2.3 — Fluxograma descrevendo o funcionamento padrao do método SIMP.

Definicdo do dominio e
pardmetros iniciais

v

Parametrizag&o das
propriedades mecanicas

v

Métodos de filtragem

v

Analise pelo método dos
elementos finitos

v

Calculo de sensibilidades

v

' '

Atualizagdo das variaveis de
projeto

\ r

A

Convergéncia?

que, dentro de um elemento, as propriedades sdo constantes e a parametrizacdo dessas ¢ feita
através da chamada funcdo de penalizacdo. Essa fun¢do tem a forma de uma lei de poténcia,
tendo como base as densidades artificiais x ¢ como expoente o fator de penalizagdo fp. A matriz
constitutiva C de um elemento penalizado € entdo obtida multiplicando a fun¢o de penalizacio
pela matriz constitutiva C, correspondente ao material sélido, como na Equacdo 2.4. Desse
modo, uma densidade artificial igual a zero corresponderia a uma regido sem material enquanto
uma densidade igual a 1 corresponderia a um material definido pelas propriedades constitutivas

contidas na matriz Cj.
C = z/rCy (2.4)

A escolha do fator de penalizagdo € de integral importancia visto que ndo apenas para-
metriza o comportamento mecanico do componente avaliado mas define diretamente o tipo de
estruturas resultante da aplicagdo método SIMP. Em otimizacao topoldgica, buscam-se origi-

nalmente solucdes que representem um componente descrito apenas por regides com material
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e regides sem material. Na ideia de densidades artificiais, tal afirmacdo significa que apenas
densidades iguais a zero ou um devem aparecer na solugdo, evitando-se os valores intermedidrios.
Esse requisito na defini¢do original dos métodos de densidade tem origem em restricdes de
fabricacdo de pecas, visto que métodos de manufatura tradicionais dificilmente sdo capazes
de reproduzir estruturas porosas com essas densidades intermedidrias (também conhecidas na
literatura da drea como regides cinzentas). A Figura 2.4 ilustra duas possiveis solu¢do de um
problema de otimizag¢do definido em (a), nesse tipo de ilustracdo as densidades de cada elemento
sdo mapeadas e a malha colorida em uma escala de cinza onde a cor branca indica a densidade
artificial minima (auséncia de material) e a cor preta indica uma densidade igual a 1. Na Figura
2.4 (b) a solugdo € tal que evita as densidades intermedidrias, enquanto na Figura 2.4 (c) a

solugdo apresenta regides significativas com densidades intermedidrias.

Figura 2.4 — Comparando resultados do método SIMP (b) sem densidades intermedidrias e (c)
com densidades intermedidrias presentes.

(b) Solugéo penalizada

B . N N . ..

(a) Dominio inicial ¥

(c) Solugao ndo penalizada.

O controle da presenca das densidade intermedidrias nas solucdes pode ser realizado
através de valores especificos para o fator de penalizacdo fp empregado. O uso de um fator de
penalizacdo maior que 1 faz com a rigidez efetiva de um elemento de densidade intermedidria
(0 < = < 1) seja desproporcionalmente baixa em relacdo a densidade. Assim, este tipo de
solugdo € evitada durante o processo de otimizacdo visto que € percebida como um uso nao
eficiente de material (BENDS@E; SIGMUND, 2004; CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009).
Para ilustrar esse conceito a Figura 2.5 mostra a variacdo da rigidez efetiva de um elemento em
funcdo da densidade considerando uma parametrizacdo como a do método SIMP. Duas curvas sdao
mostradas: uma indicando uma relacao linear com fator de penalizagdo igual a um e outra com
um fator de penalizacdo igual a trés. Nota-se que na regido intermedidria das curvas a distincia
entre elas € mais elevada e valores significativamente mais baixos de rigidez sao encontrados
para a curva com fp igual a 3 em mesmos valores de densidade. Por outro lado, nas extremidades
da curva (densidades zero e um), os valores de rigidez efetiva se aproximam. Entendendo

os valores de densidade artificial como "custo"na otimizagdo, dada a restricao de volume de
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material, observa-se que os valores de densidade intermedidrios sdo visto como menos efetivos
no problema de otimizagdo com fator de penalizagdo igual a trés e assim evitados na solucao.
No entanto, o uso desse artificio de penalizagcdo para controle das densidades intermedidrias
traz outras consequéncias para o problema de otimizag@o. Rozvany (2001) mostra que uso dessa
forma de penalizacdo pode resultar em topologias resultantes com caracteristicas inferiores
a solucdo de problemas ndo penalizados. Visto que, problemas de otimizagdo originalmente
convexos sob condicdes especificas tem essa propriedade quebrada pelo uso da penalizagao com

fp maior que 1. Em outras palavras, ndo hd mais garantia de uma solug¢do dtima para estes casos.

Figura 2.5 — Ilustrando a relagdo entre a rigidez efetiva e a densidade artificial para diferentes
fatores de penalizacdo fp.
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2.1.2 Andlise pelo método dos elementos finitos aplicada a abordagem SIMP

Para avaliagcdo da fun¢do objetivo e algumas restri¢des (como as restricdes de tensao ou
estabilidade) o método dos elementos finitos (MEF) normalmente € aplicado para solugdo do
problema. De maneira geral, o MEF é um método de aproximagdo numérica para solucdo de
equacdes diferenciais em problemas continuos. Conforme definido em Zienkiewicz e Taylor
(1989), essa aproximacao € feita através da divisao do dominio do problema em um nimero de
subentidades denominadas elementos finitos. Esses elementos devem ser interconectados por
um numero discreto de nés localizados em suas fronteiras. Na aplicacdo do método a andlise de
tensoes e deformacgdes de uma estrutura sélida, os deslocamentos definidos nesses nds sao as
varidveis desconhecidas do problema. Fun¢des de aproximacdo montadas em uma matriz N sdo
entdo escolhidas para descrever os deslocamentos a, em qualquer ponto dentro de um elemento
em funcao dos deslocamentos u, encontrados nos nés, como na Equacgdo 2.5. As func¢des de

aproximagao utilizadas dependem do tipo de elemento finito escolhido para o problema.

a.(z,y) = N(x,y)u. (2.5)
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Para as andlises de tensdes e deformacgdes nos problemas de otimizacdo aqui estudados é
considerada a teoria linear eldstica. De maneira simplificada, a hipétese de linearidade se define
em duas caracteristicas principais: assume-se uma relacdo linear entre as tensoes e deformagoes
e que apenas pequenas deformacgdes sao admissiveis na defini¢do de um elemento infinitesimal.
Simplificando o problema ao caso bidimensional, o campo de deslocamentos a € descrito em cada
ponto do dominio pelos deslocamentos w na dire¢do x e v na dire¢do y. Com as consideracdes
mencionadas e tomando-se um elemento infinitesimal, esses deslocamentos e as deformagdes

causadas sdo ilustradas na Figura 2.6.

Figura 2.6 — Deformacdes definidas em um elemento infinitesimal de um meio continuo.
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Com os deslocamentos definidos, as deformacdes derivadas na teoria eldstica linear, €, =
€2 €, Vay|, sA0 entendidas como nas Equagdes 2.6 a 2.8. Nesse caso, €, € €, sdo deformagdes

normais nas dire¢Oes x e y respectivamente, enquanto -,, corresponde a deformacao cisalhante

no plano zy.
ou
= 2.
€ =7 (2.6)
ov
€y = a—y (27)
ou  Ov
p— = — —_— 2.
7$y 61 + 02 8y + 813 ( 8)

Os problemas de elasticidade bidimensionais podem ser divididos em duas categorias:
um estado plano de tensdes ou um estado plano de deformacdes. A identificacdao do tipo de

condi¢do depende da geometria do problema e para cada uma dessas, sdo assumidas diferentes
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caracteristicas constitutivas. Em um estado plano de deformacdes uma das dimensdes da estrutura,
no caso o comprimento, € muito maior que as outras. As cargas consideradas sdo ortogonais ao
eixo longitudinal (eixo paralelo ao comprimento). Por outro lado, um estado plano de tensoes €
identificado em uma estrutura onde uma de suas dimensoes, a espessura, ¢ muito menor que as
outras. Nesse caso todas as cargas consideradas sao contidas no plano médio da estrutura e as
tensdes em uma diregio perpendicular a esse plano sdo nulas (ONATE, 2009).

Na teoria da elasticidade as deformacdes ¢, e as tensdes o, sdo conectadas através da
relac@o constitutiva identificada na Equacao 2.9. Nessa equacdo o termo C' € denominado matriz
constitutiva. Considerando um problema de estado plano de tensdes e um material isotropico
a matriz constitutiva é dada pela Equacdo 2.10. Em um material isotrépico t€m-se que suas
propriedades mecanicas sdo idénticas em qualquer direcdo. Nesse caso o material € descrito por

duas propriedades: um médulo de elasticidade 2 e um médulo de Poisson v.

o. = Ce, (2.9)
g 1 v 0
C = v 1 0 (2.10)
1— 2
0 0 1—v

O método SIMP foi normalmente utilizado para otimizacado de estruturas constituidas
por materiais isotrépicos mas materiais ortotrépicos, com propriedades mecanicas distintas nas
dire¢cdes ortogonais, podem ser incluidos a partir de uma modificacdo ao modelo, como mostrado
em Hoglund e Smith (2015) e Alamo e Silva (2012). Tal alterag¢do consiste em substituir a matriz
constitutiva empregada na defini¢do de cada elemento finito por uma que modele elementos
ortotropicos elasticos. Essa matriz, derivada a partir da Lei de Hooke, é definida na Equacdo 2.11
considerando-se um estado plano de tensdes. Onde F, e I, sdo os modulos de elasticidade nas

direcdes ortotrdpicas principais e v € /51 0s respectivos coeficientes de Poisson.

1 E, v.E, 0
C=rr |l B, 0 2.11)
— VpyVyzx R
o 0 Eljee)

Definida as relacdes constitutivas e as funcdes de aproximac¢ao do modelo, devem ser
entdo desenvolvidas as relacdes de equilibrio entre a deformagao em um elemento e as forcas
externas aplicadas ao mesmo. Uma possivel abordagem € a aplica¢do do Principio dos Trabalhos
Virtuais (PTV). Tal principio declara que dada uma estrutura em equilibrio submetida a deslo-
camentos virtuais arbitrarios, o trabalho virtual do carregamento externo na estrutura € igual a
energia virtual de deformacao das tensdes internas. Considerando um elemento bidimensional, a
aplicacdo do PTV a um elemento finito leva a Equacdo 2.12 onde sdo consideradas trés tipos
forcas externas atuantes no elemento: b sao forcas distribuidas por unidade de volume, t sao

forcas distribuidas na fronteira do elemento e p; sdo forcas pontuais nos nés. Nessa Equagao
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o termo da esquerda representa a energia interna de deformacao enquanto o termo da direita
representa o trabalho das forcas externas compativeis (ONATE, 2009; LOGAN, 2007).

/// €e.o.dV, = /// (SaZbalV8 + // 5&5’50[56 + 5aZpi (2.12)

Dada a relagdo linear entre deslocamentos da. em funcdo de deslocamentos virtuais
arbitrarios du, fornecida pelas fungdes de aproximacio IV, como em da, = Ndu,, e entendendo
as deformagdes como derivadas dos deslocamentos, Equacdes 2.6 a 2.8, as deformagdes podem
ser entdo definidas como na Equacdo 2.13. Nessa equacdo o termo B, chamada matriz de
deslocamento-deformacao, contém as derivadas das func¢des de aproximacdo em /N e depende

do tipo de elemento finito utilizado.
€.(7,y) = B(z,y)u. (2.13)

A partir da defini¢do de deformacdes mostrada na Equacao 2.13 e da relagdo constitutiva

na Equacdo 2.9, a relacdo do PTV pode ser reescrita como na Equacao 2.14.

( / / / BTCBdVeue> du, = ( / / / NTbdV, + / / N7tds, +pri> du. (2.14)
e e Se

Como os deslocamento nodais sdo arbitrédrios, a Equacao 2.14 pode ser simplificada para

a Equacao 2.15.

/ / / BCBdV,u, = / / / N”bdV, + / / N"tdS, + N/ p; (2.15)
Ve e e

Notando-se que o termo u, corresponde aos deslocamentos nodais e nao varia ao longo
do volume do elemento, a Equacgado 2.15 de equilibrio obtida mostra um sistema algébrico que
pode ser resolvido para os deslocamentos nodais. O sistema pode ser escrito na forma matricial

como mostrada na Equacao 2.16.
keu, =1, (2.16)

onde f, retine os carregamento externos impostos ao elemento, calculados pelo lado direito
da Equacao 2.15 e k. € a matriz de rigidez do elemento, calculada como na Equacdo 2.17. A
integracdo da matriz de rigidez como mostrada € feita ao longo do volume V, do elemento finito

considerado.
k, = / BTCBJV, (2.17)

Definidas as matrizes de rigidez e vetores de carga de cada elementos, esses sdo entao
reunidos para construcao da equagdo de equilibrio geral para o problema, Equacdo 2.18. A matriz
de rigidez global K é uma matriz quadrada, simétrica e com nimero de linhas igual ao nimero
de grau de liberdades do sistema analisado. Pelo método da rigidez direta, os elementos da matriz

global sdo construidas a partir da contribuicao de cada elemento a posicao corresponde aos nés
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que o compde. Dessa forma, elementos com nds compartilhados tem contribui¢des somadas na
posi¢do correspondente a esse nd. Procedimento andlogo € utilizado para montagem do vetor

global de carregamento F.
Ku=F (2.18)

No sistema como montado a matriz de rigidez global € ainda singular (LOGAN, 2007).
Para solu¢do do sistema € ainda necesséria a aplica¢do condi¢des de contorno. Com as condicdes
conhecidas definidas, o sistema pode finalmente ser resolvido para os deslocamentos nodais

desconhecidos.

2.1.3 Problemas numéricos e método de filtragem

Associada a abordagem de penalizacao utilizada no método SIMP alguns problemas
numéricos podem aparecer nos resultados desse tipo de otimizagdo como a presenca de padroes
de tabuleiro, minimos locais e dependéncia de malha. Os padrdes de tabuleiro consistem em
regides de uma solucdo de otimizagdo topoldgica onde as densidades dos elementos se alternam
sucessivamente entre zero e um, como na Figura 2.7. Este tipo de solu¢do exibe uma rigidez estru-
tural numericamente acima do esperado, porém artificial. Esse tipo de padrdo aparece na verdade
como resultado de uma superestimativa da rigidez obtida no modelo de elementos finitos. Deste
modo, esse tipo de padrio deve de algum modo ser evitado, visto que ndo corresponde realmente
a distribui¢des 6timas de densidades (DfAZ; SIGMUND, 1995; SIGMUND; PETERSSON,
1998)

Figura 2.7 — Regides caracteristicas do problema de tabuleiro em uma solu¢ao de otimizacao
topoldgica.

A dependéncia de malha consiste na obten¢do de solucdes distintas para um mesmo
problema de otimizacdo dependendo do nivel de discretiza¢do da malha utilizada. Como discutido
em Sigmund e Petersson (1998) estruturas cada vez mais detalhadas podem surgir com o
refinamento da malha, denotando ndo unicidade da solucdo de otimizagdo topoldgica.

Para evitar os problemas numéricos, padroes de tabuleiro e dependéncia de malha,
diversos métodos foram propostos na literatura. Um tipo de solu¢@o para ambos os problemas
consiste no uso de métodos de filtragem. Nesse contexto, um filtro opera modificando a densidade

de cada dos elementos em fun¢do das densidades de seus elementos vizinhos. Essa modificacdao
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pode ser feita de diversas maneiras, Svanberg e Svird (2013) descreve filtros lineares de densidade

como mostrado nas Equacdes 2.19 e 2.20.
pi = Zwij,oj (2.19)
J

As densidades modificadas p sdo obtidas em func¢do de fatores de peso w e das densidades
originais p. Para o caso do filtro linear os fatores de peso sdo calculados como na equagdo abaixo.
Na Equagdo 2.20, N; representa o grupo contendo os vizinhos do elemento ¢ contidos em uma
regido circular definida pelo raio do filtro 7. J4 o termo d(i, j) representa a distancia entre o
centroide dos elementos i e j.

w;; = #}% se JEN; (2.20)
w;; =0 se j &N,

Nesse tipo de filtro, o parametro raio do filtro determina a drea de atuacdo do mesmo
e para evitar o aparecimento de padrdes de tabuleiro basta que esse raio englobe os vizinhos
imediatos de cada elemento. Além disso, esse parametro pode ser utilizado para controlar o nivel
de detalhamento das solucdes restringindo assim a dependéncia de malha. Em outras palavras,
pode-se de certa forma limitar o tamanho minimo de partes da solu¢@o de otimizacao topoldgica
(CARDOSO; FONSECA, 2003).

Além do filtro linear descrito, outros filtros podem ser encontrados na literatura referente
a problemas de otimizagdo topoldgica. Wang e Wang (2005) mostra o uso de fatores de peso
controlados por distribui¢des Gaussianas onde a variancia da distribuicdo € regulada pelo raio de
atuacgao do filtro. J4 Sigmund (2007) emprega uma nova classe de filtros baseados em operadores
morfolégicos de imagens. Esse tipo de filtro torna possivel a completa eliminacao de regides
com densidades intermediarias na solugdo.

Outro problema numérico do método SIMP € a presenca de minimos locais na solucao
do problema. Tal caracteristica implica que um mesmo problema de otimizacgdo topoldgica pode
chegar em solugdes distintas dadas distribui¢des iniciais de densidade diferentes. Um recurso
bastante empregado para se elevar a probabilidade de se encontrar uma boa solugdo, consiste nos
métodos de continuagdo. Esse tipo de abordagem consiste em se modificar a fun¢do objetivo do
problema gradativamente ao longo das iteracdes. A otimiza¢do comeca empregando-se um fator
de penalizagdo igual a 1, correspondente a um problema convexo, € 0 mesmo € incrementado
sucessivamente até se atingir o valor desejado inicialmente (SIGMUND; PETERSSON, 1998).

2.2 Otimizacao Topoldgica com Restricoes de Flambagem

Abordagens de otimizacdo como mostradas pela Equacgado 2.3, descrevendo um problema
de minimizagdo de compliance com restricdes no volume de material, normalmente resultam
em estruturas com configuracdo dominada por elementos resistentes a tracao ou compressao.

Como a carga limite de flambagem est4 relacionada a rigidez a flexdo, essas estruturas podem ser
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suscetiveis a falha por flambagem (CLAUSEN; AAGE; SIGMUND, 2016). Do mesmo modo,
Neves, Rodrigues e Guedes (1995) ja argumentavam que em um problema restrito a volumes
maximos, a otimizacao topoldgica acaba gerando estruturas com elementos esbeltos. Neste tipo
de elementos, o limite de flambagem se torna o critério mais importante para falha da estrutura.
Deste modo, a implementacao de restricoes de flambagem na otimizacdo se mostra essencial.
Nos ultimos anos diversos estudos na implementagdo de restricdes de flambagem em
otimizagdo topoldgica foram desenvolvidos, explorando problemas de otimiza¢do como mostrado
na Equacdo 2.21. A restricdo de flambagem € adicionada como complemento ao problema
padrdo de minimizacgdo do compliance. Nesse tipo de restricdo adicionada o menor autovalor \;
encontrado na andlise de flambagem da estrutura € limitado por um valor minimo P.. No projeto
de uma estrutura a restricdo é controlada de modo que o carregamento imposto a ela ndo resulta
em falha por flambagem. Nessa linha de pesquisa, Ferrari e Sigmund (2019) revisa caracteristicas
pertinentes a introducgao de restri¢des de flambagem em problemas de otimizagao topoldgica.
Nesse estudo € realgado o cardter competitivo entre as andlises de rigidez e estabilidade em
otimizacdo. Além disso, sdo encontrados problemas inerentes a este tipo de problema como a

troca de modos criticos de flambagem e a consisténcias na andlise de sensibilidades.

minimizar: ¢ = UTF

sujeito a: S T — Ve <0
min(\) > P, 2.21)
KU =F

ngmzng‘rgl

\

Gao e Ma (2015) também explora o uso de restricdes de flambagem em problemas de
minimo compliance. Para convergéncia a melhores solugdes, os autores propdem o uso desse
tipo de otimizacdo em duas etapas. Inicialmente, o problema de otimiza¢do seria resolvido
sem restricdes de flambagem. As solucdes obtidas nessa etapa primeira seriam entao utilizadas
como solug¢do inicial ao problema com as restricdes de flambagem. Destaque é dada também ao
estudo de métodos para lidar com a presenga de modos artificiais de flambagem em estruturas
isotrépicas. Os modos artificiais sdo modos de flambagem encontrados na estrutura referentes
a regides com densidade muito baixa, os quais serdo discutidos de maneira mais completa
posteriormente neste trabalho.

Em Clausen, Aage e Sigmund (2016) busca-se explorar a capacidade de métodos de
manufatura aditiva em fabricar componentes mais complexos e resistentes a flambagem. Para tal,
€ proposto um novo tratamento para o problema de otimizagdo topolégica denominado aborda-
gem de revestimento. Essa diferente abordagem visa obter solu¢des de otimizagdo compostas de
cascas solidas preenchidas por estruturas porosas. Ambos resultados numéricos e experimentais
obtidos neste trabalho sugerem que o uso deste tipo de componentes porosos pode resultar em
grandes melhorias na rigidez a flambagem das estruturas. Ainda sobre aplicagdes de manufatura

aditiva, Thomsen, Wang e Sigmund (2018) argumentam sobre o potencial uso de estruturas



30

celulares periddicas (estruturas lattice) em componentes submetidos a cargas compressivas. Para
tal, € apresentada uma abordagem de otimizagdo topoldgica para o projeto de microestruturas
periddicas visando otimizar sua resisténcia a flambagem. O método foi empregado na otimizagao
de estruturas bidimensionais e melhorias na resisténcia foram obtidas nos casos avaliados.
Normalmente, a exemplo dos artigos sobre restricoes de flambagem citados anterior-
mente, vé-se a utilizagdo de andlise linear de flambagem em problemas de estabilidade. Na
maioria das estruturas, uma andlise ndo linear poderia fornecer resultados mais precisos sobre o
comportamento em flambagem, mas a um custo computacional muito elevado em um problema
de otimizagdo. Assim, devido a simplicidade de implementacdo e eficiéncia computacional, a
andlise linear se mostra presente em diversos trabalhos na drea (FERRARI; SIGMUND, 2019).

2.2.1 Anadlise de flambagem linear

Segundo Cook et al. (2002), flambagem ¢ a perda de estabilidade de uma estrutura em
equilibrio sem necessariamente uma fratura prévia do material. Uma das formas de se entender
o fendmeno de flambagem consiste na ideia de instabilidade por bifurcacao. Na instabilidade
por bifurcagdo presume-se que, eventualmente, hd uma intensidade de carregamento especifica
tal que a partir desse ponto a configuracdo estdtica da estrutura pré flambagem deixa de ser
uma condi¢do de equilibrio e uma solu¢do alternativa, flambada, torna-se também possivel.
A instabilidade por bifurcagcdo ocorre quando a estrutura converte energia de deformacao de
membrana em energia de deformacao de flexdo, sem alteracdo do carregamento externo.

Para avaliar a flambagem por bifurcacao assume-se que o carregamento imposto sobre
uma estrutura € capaz de modificar a rigidez da mesma. Dessa forma, pode-se dizer que a
instabilidade nesse caso tem origem em efeitos observados em uma andlise ndo linear da estrutura.
especificamente nesse caso, trata-se de uma nao linearidade geométrica dada a consideragdo de
uma rigidez alterada pelas deformacdes e mudancas de geometria da estrutura em decorréncia do
estado de tensdes a qual ela se submete. De maneira generalizada, para entender as deformacdes
de uma estrutura dada essa condi¢cdo nao linear, uma possibilidade € a definicdo de deformacdes
como no tensor de Green, Equacdes 2.22 a 2.24 (COOK et al., 2002; BORST et al., 2012). Nesse
caso, é considerada uma analise bidimensional tendo como referéncias os deslocamentos u € v
como definidos na Figura 2.6. Novamente, ¢, corresponde a uma deformacao normal da direcdo

do eixo 7, €, a uma deformagdo normal na dire¢@o y e 7,, uma deformac@o cisalhante no plano
xy.
ou 1| /[ou\? ov\”
c=—+= |l = — 2.22
“ = o * 2 ( Oz ) * ( Oz ) (222)
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Para pequenas deformacdes e rotagdes a definicdo das deformacdes de Green se simpli-
ficam a formulagdo classica para pequenas deformacdes, como nas Equacoes 2.6 a 2.8. Dessa
forma, as deformacgdes nas Equagdes 2.22 a 2.24 podem ser visualizadas como a soma entre 0s
termos para pequenas deformacdes e os termos de segunda ordem restantes. Retornando com
essa ideia ao desenvolvimento das relacdes de equilibrio pelo PTV na Sec¢do 2.1.2 podemos
separar a integral definindo a energia de deformacao interna em duas partes. A primeira parte
inclui apenas os termos de € correspondente a pequenas deformagdes e uma segunda incluindo
apenas os termos de segunda ordem. A energia de deformacdo U, associada a essa segunda parte

pode ser entdo definida como na Equagdo 2.25.

1|/ ou\? o\’ Oudu Ovov
Uy = ///e ) (%) + (%) Op+ ...+ (@a—y + 5@/%) Tay ¢ AVe  (2.25)

Assim como na Sec¢do 2.1.2 a equagdo de equilibrio do PTV pode ser organizada em
forma matricial, agora sendo incluido o termo U,. De maneira anédloga, a dedugdo segue como
anteriormente e, nesse caso, a inclusdo do novo termo de energia resulta em um termo adicional
k., na relagdo de equilibrio do problema como mostrado na Equacio 2.26. Entende-se que a
rigidez do elemento agora é composta de duas partes com caracteristicas distintas. A primeira
dependente apenas das propriedades constitutivas inicias do material, correspondendo a matriz
de rigidez k. do elemento. Ja a segunda parte, denominada matriz de rigidez geométrica k.,
¢ dependente do estado de tensdes do elemento. A soma das duas parcelas de rigidez definem

agora a relagd@o entre u, os deslocamentos nodais e f. os carregamentos nodais em um elemento.

(ke + keg)“e = fe (226)

Na defini¢do da matriz de rigidez as derivadas das fun¢des de forma contidas em B
sdo empregadas na defini¢do das deformagdes como derivadas dos deslocamentos. De maneira
similar, para definicdo da matriz de rigidez geométrica em funcao do estado de tensdes, as
derivadas das funcdes de aproximacdo IN sdo organizadas de maneira apropriada na matriz G.
Dessa forma, a matriz de rigidez geométrica de um elemento pode ser obtida como na Equacdo

2.27, com a integral realizada no volume V., completo do elemento.

0
key = / G’ ; Gav, 2.27)
, S

onde s contém as tensdes correspondentes ao carregamento organizadas na forma indi-
cada pela Equacgdo 2.28, as quais sdo calculadas a partir dos deslocamentos nodais utilizando-se
a relacdo constitutiva para o material. De maneira correspondente, a matriz G se organiza como

na Equacdo 2.29.

s— | 7% o (2.28)

Tey Oy
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A andlise por flambagem linear fornece uma das abordagens mais simples para determinar
o comportamento de uma estrutura em flambagem usando o MEF. Este tipo de anélise trata da
flambagem associada a instabilidade de bifurcagao e que assume uma pequena deformacao inicial
na estrutura induz uma alteracdo na rigidez dependente das tensdes presentes. Como demonstrado
em Cook et al. (2002), assume-se em uma primeira etapa um carregamento externo arbitrario
Fj aplicado sobre a estrutura considerada, definindo uma condicao de referéncia. Anélise linear
elastica pode ser entdo aplicada para determinacdo das tensdes nos elementos associadas a
esse carregamento inicial. A partir dessas tensoes, a matriz de rigidez geométrica K,y pode ser
construida a partir da associacdo das matrizes de cada elemento definida pela Equacgdo 2.27.
Assume-se entdo um comportamento linear entre a rigidez geométrica e o carregamento externo
como na Equacido 2.30, ou seja, uma multiplicacdo do carregamento externo por um fator A
multiplica as intensidades das tensdes também por A, mas sem alterar a distribuicdo dessas

tensoes.
K, =)\Ky quando F = )\F, (2.30)

Considera-se agora que na condi¢ao flambada deslocamentos v sdo adicionados em
relacdo aos deslocamento da condi¢@o de referéncia uy. Como no ponto de bifurcagdo o carrega-
mento externo nao se altera, sdo possiveis agora as duas condi¢cOes mostradas nas Equagdes 2.31
e 2.32.

(K + /\Kgo) (’LLO + ’U) = )\Fo (232)

Subtraindo-se a Equagdo 2.31 da Equacao 2.32 ¢ finalmente obtida a Equacdo 2.33. Essa
Equacdo corresponde a um problema de autovalor A e autovetor v onde o menor autovalor indica

a carga critica de flambagem e seu correspondente autovetor a forma do modo de flambagem.

(K +\K,)v =0 (2.33)

2.2.2 Complicagdes inerentes a inclusdo de restricdes de flambagem

Além dos problemas numéricos identificados para problemas de otimizacao com o método

SIMP, a inclusdo de restricdes de flambagem também implica em diferentes complicacdes a
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serem resolvidas. Dentre estas destacam-se em importancia a presenca dos modos artificiais de
flambagem e o problema da troca de modos.

Nos métodos de otimizagao topoldgica a densidade efetiva de um elemento € limitada
entre 1 e um valor minimo pequeno o suficiente para ndo exercer influéncia sobre a rigidez da
estrutura. Ou seja, regides da solucdo de otimizacao interpretada como sem material alocado
correspondem, na verdade, a regides de baixissima densidade. Essa limitacdo impede a presenca
de possiveis singularidades na anélise pelo método dos elementos finitos sem a necessidade de
modificar a malha para inser¢do dessas regides sem material. Estas zonas de densidade muito
pequena resultam em elementos nas matrizes de rigidez pequenos os quais ndo impactam de
forma critica no problema sem consideracdes de estabilidade, mas podem originar a presenga de
modos de flambagem nessas regides. Esses modos, ndo correspondendo a regides da estrutura
fisicamente consideradas, sdo denominados modos artificiais (ou pseudo-modos) de flambagem.
Em geral, esses modo apresentam autovalores muito menores que aqueles observados nos modos
de flambagem relacionados a estrutura s6lida (NEVES; RODRIGUES; GUEDES, 1995).

Para prevenir o aparecimento de modos artificiais encontram-se na literatura métodos
baseados no uso de diferentes parametrizacdes em fungdo das densidades para as matrizes de
rigidez e rigidez geométrica em cada elemento. Neves, Rodrigues e Guedes (1995) propdem
que elementos com densidade abaixo de um valor minimo tenham contribui¢do eliminada na
construcdo da matriz global de rigidez geométrica. Esta abordagem se mostra capaz de evitar
os pseudo-modos, mas pode causar oscilagdes na aplicacdo do algoritmo de otimizagao visto
que mudangas abruptas na fun¢@o objetivo e restricdes do problema podem ocorrer na remogao
subita da influéncia de elementos da malha. Alternativamente, um esquema de parametriza¢ao
da rigidez sem esse comportamento descontinuo pode ser aplicado como mostrado nas Equacdes
2.34 ¢ 2.35 (BENDS@E; SIGMUND, 2004).

E, = [z'7|E, (2.35)

onde x,,;, corresponde a uma densidade minima selecionada para o problema, F; o
modulo de elasticidade de um elemento com densidade igual a 1 e Ej, e E; os moédulos de elasti-
cidade empregados na constru¢do das matrizes de rigidez e rigidez geométrica respectivamente.
A funcionalidade desse tipo de parametrizacdo em resolver o problema dos modos artificiais é
largamente dependente de uma selecdo correta do valor da densidade minima. Para investigar o
impacto desse fator, Gao e Ma (2015) propdem o problema ilustrado na Figura 2.8. A estrutura
mostrada consiste em uma armacao externa com densidade igual a um e preenchimento interno
com densidade correspondente ao valor minimo assumido no modelo. Em uma estrutura real, a
regido interna de baixa densidade deveria ser ignorada e os modos de flambagem identificados
deveriam corresponder apenas a regido de densidade igual a um. Nesse caso correspondendo a

modos reais. Para os dados indicados na Figura 2.8 foi obtido um primeiro modo de flambagem



34

igual 2.41 considerando a estrutura real onde a regido interna é desconsiderada. Usando esse
valor como base de comparagdo foi construida a Tabela 2.1 onde o primeiro modo de flambagem
€ calculado para a estrutura considerando diferentes valores de densidade minima e uma parame-
trizacdo das propriedades mecanicas segundo o método SIMP com fator de penalizacdo igual a

trés.

Figura 2.8 — Defini¢@o do problema para avaliacdo de modos artificiais de flambagem.
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Fonte: Adaptado de Gao e Ma (2015).

Nota-se que o uso de um valor muito pequeno para a densidade minima como ,,,;, <
10~? identificam-se modos de flambagem com carga critica abaixo do esperado correspondente
a flambagem da regido interior da estrutura. Ou seja, tais valores aparentam ndo ser o suficiente
para inibir o aparecimento desses modos artificiais. Densidades minimas pequenas dessa forma
ndo permitem um distanciamento suficiente entre a magnitude da matriz de rigidez e a matriz
de rigidez geométrica. Sendo que, sem essa separacao, os pseudo-modos nio sio evitados. Por
outro lado, o uso de uma densidade minima muito elevada como 2,,,;,, > 107° resulta em uma
excessiva influéncia dos elementos vazios na rigidez da estrutura que nao corresponde a realidade
da andlise. Na otimizag¢do de estruturas planas considerando método SIMP observa-se que para
1078 < Zynin < 107 0 niimero de modos artificias presentes se reduz drasticamente e sem um
impacto elevado na rigidez calculada para a estrutura (GAO; MA, 2015; GAO et al., 2020).

Usualmente, uma restri¢ao de flambagem seria aplicada apenas a menor carga de flamba-
gem, aquela considerada critica. Naturalmente, o processo de otimizac¢do tende a elevar este valor
ao longo das iteracdes. No entanto, esse incremento pode levar essa correspondente carga de
flambagem a um valor acima daquelas de outros modos ndo restringidos. Assim, ocorre uma troca
do modo de flambagem critico avaliado na restri¢cao. Este processo, ocorrendo sucessivamente,
pode levar a um agrupamento de diversos modos de flambagem distintos a um mesmo valor de
carga critica (BOOM, 2014; DUNNING et al., 2016).

Como mencionado em Dunning et al. (2016), a troca de modos introduz descontinuidades
no problema visto que o modo avaliado como critico pode ser subitamente substituido por outro,
nao observado anteriormente, durante a otimizagao. E sugerido entdo que ndo apenas a menor

carga de flambagem seja incluida no conjunto de restricdes, mas sim um nimero maior de
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Tabela 2.1 — Comparando o impacto do valor minimo de densidade artificial nos modos de
flambagem identificados.

Tomin A Erro [%]
1073 34.37 1323.8
1074 6.56 171.9
107° 2.73 13.3
106 2.45 1.3
1077 2.42 0.1
1078 2.41 0.0
10~? 1.98 -17.8
10~10 1.09 -54.8

modos. Desta forma, € possivel capturar informacdes mais completas sobre 0 comportamento
para distintos modos de flambagem e possivelmente evitar essas descontinuidades ao usar
informagdes mais abrangentes. Em uma anélise similar, Bruyneel, Colson e Remouchamps
(2007) também avaliam dificuldades na convergéncia de problemas de otimizagdo regulada por
flambagem linear. Neste estudo também € ressaltada a necessidade da avaliacdo de diversos
modos de flambagem, e ndo apenas o primeiro, para evitar oscilagcdes e lentidao inesperada na
convergéncia deste tipo de problema.

O agrupamento dos autovalores de flambagem ao longo da otimiza¢do também leva a
problemas na andlise de sensibilidade dos mesmos. Como mostrado por Diaz e Sigmund (1995)
e Seyranian, Lund e Olhoff (1994) esse agrupamento pode chegar em estruturas com autovalores
com multiplicidade maior que um. Nesses casos, as sensibilidades em fun¢do de parametros
de projetos da estrutura analisada ndo podem ser obtidas de maneira convencional. No entanto,
Bendsge e Sigmund (2004) mostram que € possivel evitar essa multiplicidade nos autovalores ao
se impor um certo espacamento entre os mesmos na solucdo. Esse tipo de espagamento pode ser
obtido através do uso de modificacdes nas restricdes do problema de otimiza¢do de modo que a
segunda restri¢do (aplicada ao segundo menor autovalor) seja ligeiramente maior que a primeira,
a terceira ligeiramente maior que a segunda e assim sucessivamente ao longo de todos os modos

avaliados.

2.3 Manufatura Aditiva

Manufatura Aditiva, ou impressao 3D, € o nome dado ao processo de fabricacdo onde
estruturas solidas sdo construidas por processos aditivos a partir de um modelo digital. Por
processos aditivos entende-se que a peca € criada a partir da composicdo sucessiva de camadas
de material. Devido a abordagem de construcdo por camadas, processos de manufatura aditiva
permitem a fabricagdo de pecas mais complexas quando comparadas aquelas possiveis em
processos tradicionais de fabricagdo. Empregando a abordagem de manufatura aditiva existem

distintos processos disponiveis. Dentre esses processos destacam-se a estereolitografia (SLA), a
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sinterizacao seletiva a laser (SLS), a fusdo seletiva a laser (SLM) e a modelagem por deposicao
de filamento fundido (FDM). No método SLA consecutivas camadas de resina em estado liquido
sdo curadas por luz ultravioleta formando o componente final. Nos métodos SLS e SLM material
granulado € aquecido localmente por um laser formando as camadas da peca. Especificamente no
método SLM os graos de material sdo totalmente fundidos a cada camada (ZEGARD; PAULINO,
2016; CHUA; CHOU; WONG, 1998).

Na modelagem por deposi¢ao de filamento fundido, material termoplastico € extrudado
através de um bocal ao longo da geometria que compde a peca, camada por camada. O bocal,
também chamado de extrusora, é aquecido de modo a manter o pldstico a uma temperatura
ligeiramente acima da correspondente a transi¢ao vitrea do material. Instantes apds a extrusao,
o filamento depositado se solidifica ligando-se a camada inferior. Ao completar a geometria
de uma camada, a extrusora (ou a mesa de impressao) se desloca para a posi¢dao da proxima
camada, a uma distincia definida como espessura de camada (COSTATO, 2016). Na Figura 2.9
encontra-se ilustrado o principio basico de funcionamento de uma processo FDM.

Figura 2.9 — Esquema bdsico de funcionamento de um processo FDM.

Fonte: Adaptado de Apm Designs (2020).

Dentre os materiais tipicamente utilizados para fabricacdo de pecas por FDM destacam-se
o PLA (Acido Polildtico) e o ABS (Acrilonitrila Butadieno Estireno). O PLA é um poliéster
termopldstico e biodegraddvel sintetizado a partir do 4cido l4tico proveniente de fontes naturais
como milho e trigo. Quanto a suas propriedades mecanicas, apresenta elevado médulo de
elasticidade quando comparado a outros termoplasticos, € uma boa capacidade de moldagem
(BRITO et al., 2011). Além dos materiais comercialmente j4 utilizados de forma ampla em
processos FDM, propostas como em Compton e Lewis (2014) introduzem novas possibilidades no
uso de componentes fabricados por manufatura aditiva. No trabalho citado foi desenvolvido um
material para impressao baseado em uma resina epoxi refor¢cado com fibras, o qual demonstrou

rigidez até dez vezes superior aos termoplasticos convencionais utilizados em fabricacdo FDM.
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O uso desse tipo de material compdsito, permitiria uma expansdo do uso de estruturas impressas
a aplicacOes onde elevados carregamentos impediriam o uso de termoplasticos convencionais.

Além da escolha do material adequado ao processo, a constru¢ao de pecas por FDM
envolve uma grande quantidade parametros a serem definidos referentes ao processo de fabricagdo
de peca. Esses parametros de fabricacao tém grande influéncia ndo sé no aspecto final da peca
mas também em suas propriedades mecanicas. Dentre esses pardmetros destacam-se a espessura
de camada, o padrdo de preenchimento, o nimero de perimetros, a densidade de preenchimento
e a orientacdo de impressao

Como mencionado, na fabricagdo por FDM a peca é formada gradativamente pela
deposicao sucessiva de camadas. Deste modo, a espessura dessas camadas € um importante
parametro do processo a ditar as caracteristicas da peca fabricada. Uma espessura de camada
menor resulta em uma qualidade melhor no acabamento do componente fabricado, mas ao custo
de um aumento no tempo necessario para fabricacdo. Ao construir cada camada da peca seu
volume interno € formado pela deposi¢do de material em algum de padrdo geométrico repetitivo.
Esse padrao geométrico, denominado padrdo de preenchimento, pode assumir diversas formas
como linear, concéntrico, honeycomb, entre outros. A Figura 2.10 ilustra alguns padrdes de

preenchimento possiveis.

Figura 2.10 — Diferentes padrdes de preenchimento em pecas fabricadas por FDM.

(a) Padrao Linear 45° (b) Padrdao concéntrico (c) Padriao Honeycomb

Fonte: Adaptado de Slic3r.org (2019).

Como observado também na Figura 2.10 o preenchimento que constrdi o volume interior
da peca € impresso envolto em um numero de linhas de material depositado ao longo de todo
o perimetro externo da camada. Vale ressaltar que o nimero de perimetros impressos a cada
camada da peca eleva a rigidez da mesma.

O parametro densidade de preenchimento corresponde a quantidade material depositado
na construcao do volume interno de uma peca. Uma densidade igual a 100% representaria uma
peca totalmente sélida, onde seu padrao de preenchimento ocuparia todo o volume interno da
peca, sem espacos vazios. A Figura 2.11 ilustra pecas impressas com diferentes densidades
de preenchimento. Normalmente, pecas sdo impressas com um densidade de preenchimento
unica em todo seu dominio. No entanto, CNC Kitchen (2020) mostra também a possibilidade de
impressdo de pecas com densidade de preenchimento varidvel, como mostrado na Figura 2.12

Devido a construgdo por camadas no método FDM a orientacdo, em relacdo a mesa de

impressdo, com a qual a peca € impressa pode resultar também em propriedades mecanicas
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Figura 2.11 — Diferentes densidades de preenchimento comparadas em pecas com padrao de
preenchimento linear.

(a) 20% (b) 40% (c) 60% (d) 80%
Fonte: Adaptado de Slic3r.org (2019).

Figura 2.12 — Componente impresso com uma densidade de preenchimento variavel.

Fonte: Adaptado de CNC Kitchen (2020).

distintas. A Figura 2.13 ilustra trés possiveis orientagdes de impressdes de uma peca.

2.3.1 Propriedades Mecanicas

A defini¢do de propriedades mecanicas das pecas fabricadas por FDM constituem uma
tarefa complexa visto que essas caracteristicas devem ser tratadas como func¢des de um grande nu-
mero de parametros de impressao. Dessa forma, diversos estudos experimentais sao encontrados
na literatura buscando descrever esse tipo de material sob diversas condi¢des. Tymrak, Kreiger e
Pearce (2014) buscam-se definir valores médios para a rigidez e tensdo de ruptura dos materiais
ABS e PLA quando impressos em padrdes lineares com 100% de densidade de preenchimento
(pecas completamente sélidas). Nesses casos foram encontrados médulos de elasticidade médios
de 1807 MPa para o ABS e 3368 MPa para PLA, enquanto as tensdes de ruptura foram de
28.5 MPa para o ABS e 56.6 MPa para o PLA. Outros estudo como Torres J. e Gordon (2016)
exploraram também a variacdo de outros parametros como a espessura de camadas, nimero de
perimetro, densidade de preenchimento e até outros detalhes como a temperatura de deposi¢ao

do material e a velocidade da impressdo, notando o impacto direto de todos esses fatores nas
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Figura 2.13 — Orienta¢des de impressiao de uma pega por FDM.

Extrusora

P g
] \wj. de impress&o

o

Fonte: Adaptado de Caminero et al. (2019).

propriedades mecanicas finais da peca. No entanto, dentre os diversos elementos com impacto
nas propriedades de uma peca impressa dois parametros de impressdo sdo aqui explorados em
maior detalhe: a orientacdo de impressao e a densidade de preenchimento.

Perkowski (2016) mostra uma série de andlises experimentais do comportamento me-
canico de estruturas em PLA fabricadas por FDM. Em seu estudo, ensaios de compressao e
tracdo foram realizados em amostras com diferentes orientacdes de impressdo. Identificou-se que
estruturas construidas por este método apresentam comportamento anisotrépico onde a rigidez
em uma dire¢do perpendicular ao plano da mesa de impressdo atingiu valores até 5 vezes menores
que a rigidez em direcdes paralelas ao plano da mesa de impressao. Além disso foi observada
assimetria entre resisténcias a tensdo e compressao, ou seja as resisténcias a carregamentos nessas
duas condi¢des foram significativamente diferentes. Considerando essas condigdes foi possivel
modelar a falha dos componentes, para a maioria das orientacdes consideradas, utilizando o
critério de falha de Tsai-Wu normalmente aplicado a anélise de materiais comp@sitos.

Bertoldi et al. (1998) mostram que a orientacdo de impressdo e o padrdo de preenchimento
tem grande influéncia sobre as propriedades mecanicas de pecas fabricadas por FDM utilizando
o material ABS (Acrilonitrila Butadieno Estireno). Foi considerado que essas estruturas podem
ser avaliadas como materiais ortotropicos e ensaios de tracdo com pegas impressas em diferentes
orientacdes foram realizados. Os resultados experimentais mostraram diferengas nos médulos
de elasticidade, tensdes e modulos de falha obtidos para diferentes orientacdes. Desta forma,
corroborando-se a hip6tese de anisotropia das estruturas.

Em Maroti et al. (2018) testes foram realizados em componentes fabricados por diversos

métodos de manufatura aditiva como FDM, SLS e Polyjet considerando diferentes orientagdes
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de impressdo. Os testes estdtico mostraram que, para o método SLS, a rigidez das pecas nao
apresentou dependéncia significativa na orienta¢do de impressdao. No entanto, para os métodos
FDM e Polyjet, caracteristicas anisotropicas foram identificadas visto que as pecas apresentaram
uma menor rigidez na dire¢@o perpendicular a mesa de impressdo quando fabricadas. Conclusio
idéntica foi também obtida por Rodriguez-Panes, Claver e Camacho (2018) onde foi observado
que, considerando cargas aplicadas em dire¢@o perpendicular a do plano da mesa de impressao, as
deformagdes se concentram na interface entre as camadas de uma peca. Na fabricacdo por FDM
a geracdo da camada seguinte ocorre apenas ap0s finalizacdo da camada anterior, a deposi¢ao
do material aquecido é entdo feita sobre um material j4 ligeiramente resfriado o que acaba
enfraquecendo a ligacdo entre as camadas.

Casavola et al. (2016) também modela componentes fabricados por FDM considerando
cada camada de material depositada como uma lamina de propriedades ortotropicas. Desse modo,
o comportamento geral da peca pode € descrito aplicando-se a teoria cldssica de laminados. Essa
teoria permite a andlise de um material composto por vdrias camadas através das constantes que
definem o comportamento de cada camada e da espessura das mesmas. As propriedades mecani-
cas de unicas camadas de PLA e ABS (&, I, v, € 1y, no modelo constitutivo mostrado na
Equagdo 2.11) foram obtidas experimentalmente com testes em pegas com diferentes orientagdes
de impressdo. Testes realizados em componentes impressos com multiplas camadas mostraram
que a teoria cldssica de laminados considerando as camadas como 1aminas ortotrépicas foi capaz
de modelar a rigidez dessas estruturas com erros entre -4.7% e +6.6%.

Enquanto varios estudos sobre caracteristicas mecanicas de pecas fabricadas por FDM se
focaram em pecas com densidade de preenchimento 100%, Rodriguez-Panes, Claver e Camacho
(2018) comparou também a influéncia de variacdes dessa densidade de preenchimento junto a
outros parametros de impressao. O estudo citado verificou que a densidade de preenchimento
€ na verdade o parametro com maior influéncia na rigidez na peca final. Lubombo e Huneault
(2018) também avaliou o comportamento de pecas impressas em PLA com diferentes densidades
de preenchimento e também diferentes padrdes de preenchimento. Foram considerados padrdes
de preenchimento hexagonais, triangulares e lineares e para cada um desses a rigidez e limite
de resisténcia foram avaliados em ensaios de tracdo uniaxial e de flexdo. Foram observados
relacdes diretamente proporcionais entre rigidez e densidade de preenchimento como esperado
para estruturas celulares.

Nesse contexto de pecas com diferentes densidades de preenchimento, Fleck, Deshpande
e Ashby (2010) tratam da modelagem mecanica dessas como estruturas celulares ou lattice.
Estas estruturas sao definidas como aquelas compostas por um grande nimero de elementos
celulares uniformes. Estruturas lattice como as mostradas nas pecas impressas com padroes de
preenchimento linear sao classificadas como periddicos regulares, visto um padrao tnico de
repeti¢do presente. Assumindo que a escala da célula de repeticdo seja razoavelmente menor
que da estrutura completa, um padrao de repeticao desse tipo pode ser interpretado como um
material com propriedades homogeneizadas no dominio da estrutura analisada. Considerando

um lattice bidimensional, a razao entre seu modulo de elasticidade £ e aquele correspondente
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a um elemento sélido £ pode ser modelada em funcdo da densidade da célula (p) como na

Equacido 2.36. Os termos q; e b; sdo coeficientes os quais dependem da forma das células da
estrutura lattice.

E
2o 2
o P (2.36)
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3 METODOLOGIA

Propde-se um problema de otimizagdo topoldgica capaz de explorar solugdes complexas
fabricadas pelo processo FDM. Como observado na literatura, esse método de fabricacao resulta
em pecas com propriedades altamente dependentes dos parametros de fabricagao empregados.
Busca-se neste trabalho explorar a influéncia de dois principais parametros nas solucdes de
otimizacao topoldgica: a orientagcdo de impressao e as densidades de preenchimento.

Diferentes orientacdes de impressao em uma pega resultam em caracteristicas mecanicas
ortotrépicas. Desse modo, no tratamento dessa propriedade, consideram-se aqui estruturas
bidimensionais com propriedades constitutivas como na Equacdo 3.1, considerando um estado

plano de tensdes.

. E, veE, 0
Co=1—— v E, 0 3.1)
— VayVyz —VgyV,
Gl T =

Em uma primeira anélise, o problema de otimizag¢do € construido empregando-se 0 mé-
todo SIMP de otimizagao topoldgica. Aqui a penalizacdo € utilizada de forma a evitar a presenca
de valores de densidade intermedidrios nas solu¢des encontrados. Para tal, a parametrizag¢do das
propriedades mecanicas como na Equacdo 3.2 utiliza um fator de penalizacdo fp igual a trés.
Apesar das complicagdes introduzidas pela penalizagao, um fator fp igual a trés é necessario

para obtenc¢do de estruturas fabricdveis por métodos convencionais.
C = 2Py (3.2)

No estudo do segundo parametro de fabricacao analisado, o efeito da densidade de preen-
chimento € investigado em uma classe diferente de problemas. Nota-se que em Fleck, Deshpande
e Ashby (2010), pela Equagdo 2.36, uma aproximag¢do do comportamento de estruturas lattice
em funcdo da densidade pode ser feita através de uma funcdo de poténcia na mesma forma
da funcdo de penaliza¢do no método SIMP. Considerando entdo um padrdo de preenchimento
regular em uma impressao por FDM, podemos substituir a penalizacio cldssica no modelo
SIMP por uma funcdo de poténcia com expoente fp que descreva a rigidez de um elemento
baseado no parametro densidade de preenchimento. Nesse caso, a parametrizacdo aplicada no
método ndo visa mais apenas evitar densidades intermedidrias na solucdo mas sim representar o
comportamento real de um estrutura com diferentes densidades de preenchimento.

A sec¢do a seguir descreve o problema de otimizacao elaborado. Solugdes para esse sdo
obtidas considerando diferentes orientacdes de impressao e ambas as formulagdes de penalizagdo

apresentadas.

3.1 Formulac¢ao do Problema

O problema de otimizagdo topolégica formulado consiste na minimizagdo do compliance

de uma estrutura sujeita a restricdes no volume de material disponivel e nas cargas criticas de



43

flambagem identificadas. Tal problema pode ser descrito como na Equagdo 3.3.

min.: c=u'F
s. t.: Zévzl Te — Umaz < 0 (3.3)
Pa ) +1>0, i€Z:i€[l,N,]

O compliance c, uma medida de flexibilidade e a funcao objetivo do problema, é calculado
como o produto entre os deslocamentos w e as cargas F' aplicadas sobre a estrutura. A primeira
restri¢do identificada na Equacio 3.3 se refere ao limite no volume de material disponivel. Nesse
caso, com uma malha regular, o volume total € calculado como a soma das densidade x. de
cada elemento contido no vetor de distribuicio de densidade x. Essa soma ndo deve superar um
limite de volume estabelecido por v,,,,,. Essa restricdo € naturalmente imposta como um limite
superior visto a relacdo diretamente proporcional entre densidade e rigidez. O segundo grupo
de restri¢des aplicadas ao problema corresponde aos limites impostos as cargas criticas de cada
um dos modos de flambagem observados. N, corresponde ao nimero de modos de flambagem
observados na otimiza¢do. Uma nimero maior de modos, além do critico, deve ser observado
visando incluir todos aqueles mais relevantes ao comportamento da estrutura e garantir um
comportamento suave na otimiza¢do. Ainda nas restricdes de flambagem da Equacdo 3.3, o
termo o'~% é empregado para introduzir pequenas folgas entre os autovalores identificados
na Equacao 3.6 durante a otimizagdo e evitar a troca de modos e que esses valores possam ser
coincidentes. Esse tratamento das restricdes € também proposto em Ferrari e Sigmund (2019) e
Bendsge e Sigmund (2004). Nessa formulacdo de restri¢des, o termo P, corresponde ao limite
nas cargas criticas de flambagem desejado para o problema.

A andlise estrutural requerida para cdlculo desses deslocamentos é realizada utilizando-
se o método dos elementos finitos, a partir da solucdo da Equacado 3.4. Na construcdo dessa
relacdo linear eldstica, a matriz de rigidez K (x) € montada a partir das contribui¢des de rigidez
de cada elemento da malha parametrizado pela sua respectiva densidade x.. Para o problema
aqui resolvido, o método dos elementos finitos foi formulado considerando malhas regulares
compostas por elementos quadrados de quatro nds (Q4) com dois graus de liberdades por nd.
Visto que solugdes de otimizagdo topoldgica tendem a estruturas com elementos esbeltos, esse
tipo de malha seria capaz de capturar os efeitos da flambagem nesses elementos considerando o
problema em duas dimensdes. Essa generalizagdo do tipo de elemento € necessaria visto que,
na otimizacao topoldgica, € usada uma malha constante sem informacao prévia da forma da

estrutura resultante.
K(zx)u=F (3.4)

A identificagdao dos modos de flambagem para as estruturas analisadas € feito utilizando-se
o método de flambagem linear. Aplicando esse método, as cargas criticas e modos de flambagem

correspondentes sdo calculados através da solucdo do problema de autovalores descrito na
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Equacdo 3.5
[K(x)+ AK,(z,u)lv=0 (3.5)

onde os autovalores A indicam as cargas criticas para cada modo de flambagem e
v s30 0s respectivos autovetores com a forma dos modos. A matriz de rigidez geométrica
K, (z,u) é construida também pela aplicagdo do métodos dos elementos finitos utilizando uma
malha de elementos Q4. Essa matriz também depende das densidades « de cada elemento e
adicionalmente dos deslocamento w calculados na solu¢do da Equacdo 3.4 considerando F' como
um carregamento de referéncia. Desse modo, cargas correspondentes aos modos de flambagem
sdo obtidas pelo produto f.,. = AF'. Para um problema mais conveniente, de um ponto de vista
computacional, a substituicdo A = —1/p é aplicada como sugerida por Ferrari e Sigmund (2019).
Como visto na restricdo de flambagem na Equacao 3.3, sdo considerados na verdade os novos
autovalores p. Esse novos autovalores sao obtidos na soluciao do problema descrito pela Equagao
3.6.

(Ky(z,u) — pK(x)jlv=0 (3.6)

Sao especificados nesse caso os menores valores algébricos de i, visto que na formulacao
adotada para o problema matricial os valores mais negativos de ;. correspondem aos menores
valores positivos de A, criticos a andlise de flambagem. Seguindo a formulag¢do padrao de Cook
et al. (2002), a matriz de rigidez geométrica para cada elemento k., pode ser deduzida como na
Equagdo 2.27 para o problema bidimensional com elementos finitos do tipo Q4 usados nesse
trabalho.

3.2 Implementacio do Modelo

O problema descrito € implementado utilizando-se a arquitetura OpenMDAO (GRAY et
al., 2019). Esse framework fornece ferramentas para construcdo de modelos multidisciplinares
de forma modular. Nessa forma, o modelo de otimizacao é construido através da integracdo de
varios componentes, cada um responsdvel pela implementagdo de algum aspecto do problema.
Esses componentes se comunicam através da troca de varidveis préprias de entrada e saida.
Como mostrado em Chung et al. (2019) ou Hendricks et al. (2019) o uso desse tipo de arquitetura
facilita tanto a implementacdo do projeto como posteriores extensoes e divulgacdo. Beneficios os
quais se devem a principalmente dois fatores: a constru¢do modular do programa e as facilidades
oferecidas no calculo das derivadas. Dada a definicao das derivadas parciais em cada componente,
os métodos disponiveis para 0 OpenMDAO permitem um célculo automatizado e eficiente das
derivadas globais do problema. Dessa forma, para substituicao ou inclusao de novos componentes
no modelo de otimiza¢@o ndo sdo necessdrias adaptacdes manuais as derivadas globais.

As relagdes entre os componentes do modelo podem ser facilmente visualizadas na
forma de um diagrama N?. Um diagrama N? se apresenta na forma de matriz e € utilizado

para representar de forma concisa as relagdes entre diversos componentes de um sistema.
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Varidveis representando entradas e saidas vélidas para cada elemento do sistema sdo enunciadas
e identificadas na diagonal principal da matriz. Nos elementos fora da diagonal sdo marcadas
dependéncias entre varidveis, onde o fluxo de informac¢ao € visualizado no sentido horario
(SHISHKO; CHAMBERLAIN, 1995). Na Figura 3.1 observa-se o diagrama N? que descreve o
modelo implementado onde a primeira coluna mostra os componentes, a segunda coluna mostra
as respectivas varidveis de entrada (in.) e saida (out.), enquanto a terceira ilustra a conectividade

entre o componentes.

Figura 3.1 — Grafico N2 descrevendo o problema implementado

Components Variables
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cBucklingConstraint
out.:. T

Nas secoes seguintes sdo descritos cada um dos componentes do modelo com demais

detalhes de sua implementacdo.

3.2.1 Filtro de densidades (cFilter)

Para restricdo da dependéncia de malha e evitar o problema de tabuleiro, um filtro linear
apresentado em Svanberg e Svird (2013) € aplicado as densidades de preenchimento. O filtro é
aplicado como mostrado na Equacgao 3.7, onde Z. sdo as densidades filtradas, = sdo as densidades
originais e w o fator de peso calculado com base na distancia entre o centro de um elemento e e
seus vizinhos ;7 dentro de uma drea circular delimitada pelo raio do filtro. O célculo, em detalhes,

desses fatores de peso € mostrado na Equagao 2.20

Te= ) Wea; (3.7)
J
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3.2.2 Penalizagdo (cPenalization)

Esse componente calcula o termo de penalizacdo p, referente a cada elemento da malha
baseado em suas respectivas densidade filtradas z.. Como definido no método SIMP, esses
termos de penalizacdo serdo utilizados na parametrizacdo das propriedades mecanicas de cada

elemento.

p(z.) = /P (3.8)

3.2.3 Analise linear elastica (cStates)

O componente cStates calcula os deslocamentos nodais u através do método dos ele-
mentos finitos e resolvendo a Equacdo de elasticidade linear em 3.9. Na arquitetura utilizada, a
modelagem dessa relacdo de equilibrio na forma implicita facilita a aplicacdo do método adjunto
na posterior construcao das sensibilidades globais do problema. Na relacdo, I, denota o residuo
da equacao implicita em funcdo dos deslocamentos nodais u, p contém as varidveis de entrada

representando os termos de penalizacio e F' o vetor de carregamentos externos.
R,=K(pu—-F (3.9)

Naturalmente, a penalizac@o aplicada em fun¢do da densidade de um elemento modela o
comportamento mecanico do mesmo. No entanto, neste trabalho essa modificagdo ndo € efetuada
como uma multiplicacio direta mas sim aplicada como na Equacdo 3.10. Essa equagdo fornece
a matriz de rigidez de um elemento k. em func¢do da matriz de rigidez de um elemento de
densidade igual a unidade (totalmente preenchido) k.o, do termo de penalizacdo p e de uma
valor minimo p,,tn para esse mesmo parametro. A definicdo de um valor minimo na aplicagdo
do termo de penalizagdao como na Equacgdo 3.10 garante que densidades de preenchimento iguais

a zero nao resultem em singularidades na solu¢do do problema estrutural.

ke = [pmin +pe(1 - pmin)]ke(] (310)

Na modelagem do problema de otimizac¢do na forma proposta, t€ém-se a necessidade
do desenvolvimento de duas derivadas parciais analiticas nesta etapa. A primeira consiste da
derivada do residuo da equacio de equilibrio R,, em funcdo dos termos de penalizacdo de cada

elemento p, e € indicada pela Equacgao 3.11.

OR, 0K

= G (3.11)

Dado que que cada parametro de penalizagdo modifica apenas a rigidez de seu elemento
correspondente, os termos de cada coluna da matriz de derivadas mostrada na Equacdo 3.11
podem ser calculados separadamente para cada um dos elementos da malha e em seguida alocados

as posicodes corretas na matriz global. Em cada elemento, a parcela 0k, /Op. é facilmente obtida
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derivando a Equacdo 3.10. Dessa forma, a contribui¢do de cada elemento e a derivada parcial
OR,,/Op é obtida pelo produto (1 — pyin)Keole-

A segunda derivada parcial definida nesta etapa corresponde a derivada do residuo da
equacdo de equilibrio em fun¢do dos deslocamento nodais, saida do componente. Essa derivada
calculada de maneira direta corresponde a matriz de rigidez global, como mostrado na Equacao
3.12.

R,
ou

Em cada iteracdo da otimizacdo as duas derivadas parciais definidas sdo entdo utilizadas

=K (3.12)

para definir o termo du/Jp. Esta matriz é agora obtida através da solugdo do sistema mostrado
na Equacdo 3.13. O qual serd entdo usado para constru¢do do termo adjunto no cdlculo das

derivadas do compliance e das cargas de flambagem.

-1
ou (8Ru> OR,, (3.13)

% ~ \ou op
3.2.4 Flambagem linear (cBuckling)

O componente cBuckling resolve o problema de autovalores modificado como na Equacao
3.6 para calculo das saidas . Nessa implementacdo, o componente toma como entradas os

deslocamentos w e os termos de penalizagcdo p, como na Equacgdo 3.14.

(Ky(u,p) — pK(p))v =0 (3.14)

Assim como para as matrizes de rigidez, as matrizes de rigidez geométricas necessarias a
construcio do problema de flambagem linear descrito pela Equagdo 2.33 devem ser parametriza-
das em func¢do dos termos de penalizacdo. No entanto, nesse caso a modificacdo € feita por uma
multiplicacao direta como na Equacgdo 3.15, sem a presenca de limites a um valor minimo. O
uso de diferentes parametriza¢Oes para as matrizes de rigidez k. e k., aqui € utilizado como o
método evitar o aparecimento de modos artificiais de flambagem. Como mostrado por Gao e Ma
(2015) e Ferrari e Sigmund (2019), o uso dessas diferentes parametriza¢des se mostra eficiente
quando a razio entre os valores maximos e minimos dados pela Equagdo 3.10 é de 10°. Em

outras palavras, o uso de p,,;, iguala 1 x 1076,
keg = pkego (3.15)

Tratando agora das sensibilidades nesse componente, observa-se que em estudos reali-
zados por Ferrari e Sigmund (2019), Gao e Ma (2015) utilizam método adjunto na andlise de
sensibilidades nos autovalores de flambagem em func¢do, diretamente, das densidades artificias
dos elementos. De modo similar, 0 método adjunto € aplicado indiretamente para andlise de sen-

sibilidades no modelo aqui proposto. Neste componente siao derivadas apenas as sensibilidades
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das cargas de flambagem em relacd@o as duas entradas da Equagdo 3.14, deslocamentos nodais e
termos de penalizacdo, sem levar em conta a dependéncia implicita entre u e p. As sensibilidades
relativas a essa dependéncia (Ou/Jp), que compdem o vetor adjunto, sdo adquiridas do compo-
nente anterior que calcula os deslocamento nodais. Quando as derivadas totais sdo calculadas
em func¢do das derivadas parciais de cada componente esses termos sdo agregados ao modelo
pela regra da cadeia. A Equacdo 3.16 ilustra essa relagdo quando associados os componentes de
célculo de flambagem e de deslocamentos nodais.
oo oo a6
dp Op Oudp
Para dedugdo das derivadas Op/0p e Op/Ou toma-se primeiro a Equagéo 3.14 multipli-
cada pela transposta do autovetor v, como na Equacao 3.17.

v (K, (u,z) — pK(z))v =0 (3.17)

Primeiramente, a Equagdo 3.17 é derivada em relacio aos termos de penalizagdo. Ressalta-
se que, como identificado anteriormente, ambas as matrizes de rigidez e de rigidez geométrica

sdo parametrizadas em funcao dos termo de penalizagdo.

ovT

" 0K, op " oK
Op

ap op Mop

T
(Kg—,uK)’U—l—’UT( >v+vT(Kg—uK)88Lp =0 (3.18)

Comparando-se agora as Equacdes 3.17 e 3.18 nota-se que o primeiro e terceiro termo
que compoem a segunda Equacgdo correspondem a valores nulos. Realizando esta simplificacdo

e isolando o termo de interesse € obtida a Equacdo 3.19.

ou v (G- nle)v
= e (3.19)

Dado que os autovetores respeitam a condicao de ortonormalidade em relacdo a K, o
denominador da Equacgdo 3.19 corresponde a unidade. Executando essa simplificacio finalmente
a derivada de interesse é obtida como na Equacao 3.20.

ow (0K, 0K
8p_v (8p ,uap)v (3.20)

O termo 0K /Op é calculado da mesma maneira como elaborado na analise de sensibili-
dade para o célculo dos deslocamentos nodais. O termo 0K ,/Op segue a mesma l6gica onde
a contribuicdo dos elementos da malha pode ser vista de maneira independente, no entanto a
parametrizacdo descrita na Equacdo 3.15 € agora derivada.

Em um procedimento andlogo ao realizado para obtengdo das derivada O /Op podemos

também derivar implicitamente a Equacdo 3.17 para obten¢do da derivada dp/Ou. No entanto,
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nota-se que nesse caso apenas a matriz de rigidez geométrica € dependente dos deslocamentos

nodais. Deste modo, obtém a derivada de interesse como descrita na Equacao 3.21.

op (0K,
a—u—'v (8u v 3.21)

As derivadas como definidas nas Equacdes 3.20 e 3.21 ndo garantem resultados idénticos
para autovalores com multiplicidade maior que um encontrados na andlise de flambagem linear.
No entanto, a formulacdo da restri¢do flambagem na Equacgao 3.3 garante uma separacao minima
entre os autovalores evitando essa multiplicidade (RODRIGUES; GUEDES; BENDS@E, 1995;
FERRARI; SIGMUND, 2019).

3.2.5 Restri¢des de flambagem (cBucklingConstraint)

Este componente organiza as restri¢des de flambagem aplicadas na Equagdo 3.3 calcu-
lando os termos r;, na Equacdo 3.22, como saidas. As entrada requeridas nesse componente sao

os autovalores de flambagem pu.
ri = Pa"p; + 1 (3.22)
As derivadas parciais nesse componente podem sao calculadas diretamente com na

Equacao 3.23.

07’,-

= P19 (3.23)
O

3.2.6 Célculo de Compliance (cCompliance)

Este componente calcula o valor corrente do compliance estrutural ¢ para a funcao
objetivo do problema. Essa operacdo requer como varidvel de entrada os deslocamentos nodais

Uu.
c= FTu (3.24)

As derivadas parciais nesse componente sdo calculadas por derivacio direta em funcao
das entradas u© como na Equacdo 3.25. Ressalta-se que, novamente, a dependéncia dos desloca-
mentos em relagdo a parametrizagdo aparece na constru¢do das derivadas globais do problema

recuperando-se o termo du/Jp do componente cStates.

0

L _FT (3.25)

ou
3.2.7 Restri¢do de volume (cVolume)

Neste componente é construida a restricdo de volume de material como mostrada na

Equagdo 3.3. A saida aqui obtida consiste no valor v definido na Equacdo 3.26. A entrada
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requerida nesse componente corresponde as densidades z. de cada elemento contidas em .

v = Z Te — Umaz (3.26)

e=1
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secao sao analisados e discutidos resultados obtidos através da metodologia descrita
na se¢do anterior. Em uma primeira parte, a implementa¢cdao do método de flambagem linear é
averiguada. Em seguida, exemplos praticos sdo simulados onde diversas solu¢des de otimizacgdo
topoldgica sdo obtidas. Essas solugdes contemplam nao apenas o impacto direto de variagdes
nas restri¢coes de flambagem mas também das diferentes propriedades mecénicas inerentes aos

componentes fabricados por manufatura aditiva.

4.1 Validacao da analise por flambagem linear implementada

Para verificar a validade do método de andlise de estabilidade por flambagem linear
implementado, foi realizado um teste inicial considerando o problema descrito na Figura 4.1
(b). Os resultados numéricos obtidos foram comparados com as solucdes analiticas através da
formula de Euler para flambagem de colunas engastadas mostrada na Equacdo 4.1. Essa equagdo
fornece a carga critica de flambagem em fun¢do do médulo de elasticidade £, do momento de

inércia da sec¢do I e do comprimento da coluna L.

m2El
P, = 4.1
(2L)? 4.1)

Figura 4.1 — Validacdo do célculo da carga critica de flambagem (\;) utilizando anélise de flam-
bagem linear. (a) Evolugao do erro obtido; (b) Definicdo do problema considerado
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A Figura 4.1 (a) mostra a evolucao do erro do modelo em fun¢do do nimero de graus de

liberdade considerados na andlise. Para maior detalhamento do exemplo, a Tabela 4.1 reproduz
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os erros de solug¢do observados no gréfico e especifica a discretizag@o correspondente em fungdo
do nimero de elementos da malha na dire¢do x (n,) e na dire¢do y (n,). Os erros encontrados
estdo em acordo com aqueles observados para elementos finitos do tipo Q4 em outras referéncia
da drea como Ferrari e Sigmund (2019) e Boom (2014). Uma informacao importante obtida a
partir dessa andlise de erro diz respeito a discretizagdo necessdria ao dominio para aplicacdo
de otimizacao com restricdes de flambagem. Observou-se que, para precisao acima de 95% no
célculo das cargas criticas, foi necessaria uma discretiza¢do de ao menos 3x30 elementos. Deste
modo, vé-se que para este nivel de precisdo durante o processo de otimizacao topoldgica torna-se
necessdria que partes do componente projetado criticas do ponto de vista de flambagem tenham

uma largura de pelo menos 3 elementos finitos.

Tabela 4.1 — Erro no cédlculo da carga critica de flambagem em funcao da discretizacao utilizada.

Discretizagdo (n, x n,) Erro [%]

1x10 494
2x20 11.9
3x30 4.9
4x40 2.5
5x50 1.3
6x60 0.7
7x70 0.3

4.2 Exemplos Simulados

Como observado anteriormente, os parametros de impressdo de uma peca fabricada por
FDM tem grande influéncia sobres suas propriedades mecénicas. Neste trabalho, dois desses
parametros foram explorados: a orientacdo de impressao e densidade de preenchimento. Primei-
ramente, foram otimizados exemplos com distintas orientacdes de impressao as quais modificam
diretamente os médulos £, e F, do modelo ortotrépico bidimensional adotado. Ambos os
exemplos propostos foram avaliados sob as diferentes orientacdes considerando uma penalizagdo
classica pelo método SIMP. Em outras palavras, foi empregado um fator de penalizacdo p igual a
trés, visando evitar solucdes com densidades de preenchimento intermedidrias.

Para abordar de uma forma simples a modelagem dessas distintas propriedades, trés
problemas diferentes foram definidos baseados em diferentes orientacdes de impressao de um
componente. Esses problemas a serem avaliados foram nomeados A, B e C e sdo definidos
na Figura 4.2. O problema A corresponde a um modelo bidimensional onde o componente é
impresso com seu plano xy paralelo a mesa de impressao (plano 12), como na Figura 4.2 (a).
Nesse caso, 0 componente impresso apresenta propriedades isotropicas. Para o problema B, o
plano zz do componente impresso € paralelo a mesa, como na Figura 4.2 (b). No segundo caso, o

modulo de rigidez F,, € cinco vezes menor que o normal. Finalmente, no problema C, o plano yz
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do componente encontra-se paralelo a mesa de impressdao como na Figura 4.2 (c). Nesse ultimo

caso, apenas o médulo de rigidez £, é cinco vezes menor que o normal.

Figura 4.2 — Orientagdes de impressao avaliadas nas simulacdes. (a) Problema A; (b) Problema
B e (c) Problema C

Ez < Ex=Ey Ey <Ex=Ez Ex<Ey=E:z

(a) Orientation A (b) Orientation B (c) Orientation C

Em uma segunda etapa, também foram exploradas otimizagdes onde o fator de penaliza-
¢ao classico € substituido por um modelo capaz de aproximar a rigidez de uma peca impressa
como uma func¢ado do parametro densidade de preenchimento, como na Equacgdo 3.8. Para os
exemplos aqui testados, o expoente f,, do modelo foi calibrado considerando-se os dados experi-
mentais obtidos por Lubombo e Huneault (2018). No experimento citado acima foi utilizado o
material PLA e os dados aqui empregados correspondem aos resultados das amostras com padrdo
de preenchimento linear (0°/90°) com apenas um perimetro preenchido. Optou-se pelos dados
com o menor nimero de perimetros possivel de modo a diminuir a influéncia desse parametro
de impressdo, o qual nao foi avaliado nesse trabalho. Esses dados experimentais disponiveis
na referéncia citada correspondiam apenas a uma pequena faixa de densidades intermedidrias,
essa base de dados foi estendida utilizando a rigidez padrao do PLA para preenchimento 100%
e normalizada em fungdo desse valor. Utilizando-se o método dos minimos quadrados, foi
obtido o expoente para uma funcio de poténcia que modelasse o comportamento desses dados.
Observou-se que a atribuicdo do valor de 1.484 para o expoente da funcdo de penalizacdo
forneceu uma aproximacao razodvel para a relacio entre rigidez e preenchimento. A Figura 4.3
mostra uma comparagdo entre o valor da fung¢do de penalizacdo dados trés expoentes distintos:
a aproximacdo baseada em resultados experimentais, um expoente igual a 3 tradicionalmente
utilizado no método SIMP padrdo e por fim uma relacao linear para a penalizacdo. Assim como
para um expoente igual a trés, a penalizagdo modelada em cima dos dados experimentais também
deve reduzir a viabilidade de densidades intermedidrias nas solugdes de otimizacao. No entanto
esse efeito deve ter um impacto menor, nao inibindo totalmente agora uma variagdo continua
de densidades ao longo do dominio da solu¢c@o. Nos exemplos aqui simulados sdo realizadas
otimizagdes como ambas abordagens de penaliza¢do: um expoente igual a trés inibindo solucdes
com densidades intermedidrias € um expoente igual a 1.484 modelando a rigidez do componente
em fun¢do de uma densidade de preenchimento varidvel.

Nos casos simulados nesta secao, as restricdes de flambagem P, foram normalizadas

em relacdo ao limite de flambagem calculado para a solucdo de otimizagdo topoldgica sem
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Figura 4.3 — Comparando o efeito dos expoentes da lei de poténcia que rege a penalizacao
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restricoes de flambagem, denominada "solucdo base". Em outras palavras, um restricdo P,
igual 1.5 corresponde a um limite de flambagem requerido 50% maior que aquele mostrado pela
solu¢c@o de minimo compliance com apenas a restricao de volume aplicada. Para uma comparagao
justa entre solucdes de diferentes orientagdes de impressao, todas as normalizagdes sdo feita em
relacd@o a solucdo base para a orientagdo isotropica descrito pelo problema A. Da mesma forma,
os valores de compliance minimo obtidos nas diversas solucdes também sao normalizados em
relacdo a solugdo base.

Nos experimentos numéricos aqui descritos, a infraestrutura computacional utilizada para
execucdo do algoritmo implementado em Python 3.7.0 consistiu em um computador equipado
com um processador Intel Corel7-4720HQ 2.60 GHz, 8.00 GB em RAM disponivel e um sistema
operacional 64 bits Windows 10.

4.2.1 Estudo de caso 1: Coluna sob compressao

O primeiro exemplo numérico otimizado consistiu em uma coluna sob compressao como
mostrado na Figura 4.4. Nesse caso, foi utilizada uma altura // de 60 mm, uma largura W de
30 mm e a carga aplicada F' foi de 10 N. Sobre demais parametros necessarios ao processo de
otimizagao, foi utilizado um raio para o filtro de densidades igual englobando dois elementos
adjacentes (no caso 2 mm), uma restricdo no volume de material igual a 0.3 e os cinco primeiros
modos de flambagem foram observados. Em uma primeira parte, foram obtidas solucdes para
as orientacdes descritas nos problemas A, B e C considerando um fator de penalizagdo com
expoente igual a trés. Para cada uma das orientagdo € resolvido inicialmente um problema de
minimizacio de compliance sem restricdes de flambagem e a solugdo desse € utilizada como

distribui¢do inicial de densidades para os problemas com restri¢des. Tal abordagem, proposta
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por Gao e Ma (2015) visa a obtencdo de melhores solucdes evitando minimos locais com

propriedades inferiores na otimizacao desse problema.

Figura 4.4 — Defini¢do do problema: Coluna sob Compressao

.
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Na otimizagao da coluna sob compressao considerando uma orientacao de impressao
A, foram encontradas as solu¢des mostradas na Figura 4.5. Além da solugdo base normalizada
a partir da otimiza¢do sem restri¢cdes de flambagem, foram encontradas trés solucdes vidveis
para restricoes de flambagem iguais a 1.5, 2.0 e 2.5. Com o aumento de 50% na restri¢ao de
flambagem em relagdo a solucdo base, jd nota-se diferencas interessantes na solu¢io encontrada.
A partir de uma altura de aproximadamente 23 mm a coluna tem sua base dividida em dois
elementos, para acomodar um maior requerimento no limite de flambagem a solucao encontrada
busca uma distribuicao do carregamento da coluna entre dois elementos. Com essa estratégia a
restri¢do € atingida, mas ao custo de um valor minimo da fun¢do objetivo 10% maior. Com o
aumento da restri¢do para F. = 2.0 um comportamento similar de distribui¢do de carregamento
acontece, mas por um comprimento ainda maior da coluna (aproximadamente em 35 mm). Neste
novo caso, o custo da restricado foi um aumento no compliance minimo de 15% em relacao
a solugdo base. Por fim, com uma restricdo de flambagem F. igual a 2.5, o simples recurso
exibido nas solucdes anteriores foi o suficiente. Nesse caso, uma estrutura horizontal aparece
na solucdo conectando as duas base da coluna a uma altura de aproximadamente 31 mm. Esse
novo elemento estrutural reduz o comprimento de flambagem das bases possivelmente elevando
arigidez a flambagem da coluna ao nivel necessario para atingir a restricao estabelecida.

O histérico de convergéncia correspondente a otimizacdo da coluna sob compressao
considerando uma orientagio de impressdo A é mostrado na Figura 4.6. E observada a evolugio
do compliance, com valores no eixo vertical da direita, e também dos autovalores, com eixo
vertical a esquerda, correspondentes aos cinco primeiros modos de flambagem sobre os quais é
aplicada a restri¢ao. Nota-se que ao final da otimiza¢@o apenas o primeiro modo de flambagem
se encontra proximo do valor critico, os modos seguintes tem autovalores com significativa
separagdo. O valor encontrado para A5, por exemplo, € aproximadamente 31 vezes maior que o

valor encontrado para \;.
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Figura 4.5 — Solu¢des obtidas para a coluna sob compressao com Orientagdo de impressao A
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Figura 4.6 — Historico de convergéncia da coluna sob compressdo no Problema A, considerando
a solucdo base P, = 1.0.
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Na Figura 4.7 observa-se o histérico de convergéncia da otimiza¢do com orienta¢ao
A para a restri¢do na carga de flambagem P, igual a 2.5. Abordando primeiro a evolu¢do do
compliance nota-se que seu valor sobe até a iteracdo nimero sete. Isto ocorre pois a distribuicdo
de densidades inicial ndo prové uma estrutura com rigidez a flambagem o suficiente para suprir
as restri¢des na carga critica. Vale lembrar que a distribuicao inicial de densidades utilizada na
solugdo dos problemas com P, acima de um, corresponde a solu¢do do problema de minimizagao
do compliance sem restricoes de flambagem. Essa solu¢do apresenta uma carga critica de
flambagem 2.5 vezes menor que a desejada na nova restricdo, como visto pelo valor inicial de
A1 no histdrico de convergéncia. Voltando agora a atencao para a evolucao das cinco menores
autovalores, solucdo da andlise de flambagem linear, nota-se que o fendmeno de troca de modos,

como esperado, relamente ndo ocorre na otimizagdo deste problema. Alguns pares de autovalores
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como A1, A2 € A3, \4 se aproximam bastante, mas sem ocorréncia de intersecao entre seus valores.
O primeiro autovalor \; permanece, ao longo de todas as iteragdes, o valor critico a ser avaliada

para a carga de flambagem.

Figura 4.7 — Histérico de convergéncia da coluna sob compressao com orienta¢do de impressao
A, considerando P, =2.5.
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A Figura 4.8 mostra as solugdes obtidas para a otimizacdo da coluna sob compressao
conforme a orientagdo B. Considerando agora a anisotropia presente nessa configuracao de
impressao notam-se, a principio, poucas diferencas quando comparado ao caso isotrépico. A
piora nos valores minimos de compliance obtidos foi de apenas, em média, 1.5% comparando-se
individualmente cada uma das quatro solu¢des com diferentes restricdes. Para as trés primeiras
cargas critica de flambagem avaliadas (P, =[1.0, 1.5, 2.0]) a diferenca verificada é muito sutil. A
similaridade entre os resultados se deve a reduzida influéncia da rigidez transversal na resisténcia
a flambagem de um componente sob compressdo no sentido longitudinal. Como a flambagem ¢
um fendmeno altamente associado a rigidez a flexdo da estrutura. Logo, vé-se a redu¢do muito
maior dos limites de flambagem quando a rigidez do componente anisotrépico é menor da
dire¢cdo do carregamento. No caso em que o mddulo de Young é menor na direcao perpendicular
a aplicacao da forca, o impacto no limite de flambagem nao € tdo grande. Para os casos com
carga critica de flambagem igual a 2.5, nota-se uma distin¢cao maior entre as duas configuracdes
na regido central onde aparece um suporte horizontal. Esse suporte aparece em ambos 0s casos
como resposta do processo de otimizagao a elevagcao da carga de flambagem requerida, mas para
a orientacdo B essa estrutura apresenta uma maior largura para suprir a reducdo da rigidez na
direcdo y.

Para melhor verificar a influéncia da redugdo da rigidez nas direcdes = e y, foram

calculadas as cargas criticas de flambagem de colunas sob compressao, caso similar a Figura
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Figura 4.8 — Solugdes obtidas para a coluna sob compressao com Orientagdo de impressao B
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4.4 para cinco combinacdes distintas de rigidez £, e E,. Colunas de duas dimensdes distintas
foram testadas: a primeira foi uma coluna esbelta com razao entre largura W e altura H de 1x10,
enquanto a segunda possuia essa mesma razido em 1x2. Os resultados obtidos encontram-se na
Tabela 4.2.

Tabela 4.2 — Impacto da anisotropia na carga critica de flambagem

E, E, X\ (Ix10) X (1x2)

1.0 1.0 1.000 1.000
1.0 0.5 0.998 0.874
1.0 0.2 0.997 0.714
05 1.0 0.501 0.561
02 1.0 0.202 0.240

As informagdes reunidas na Tabela 4.2 corroboram as ideias discutidas sobre a influéncia
das rigidezes paralela e transversal ao carregamento na flambagem de uma estrutura. Analisando
primeiro a viga esbelta, percebe-se que seu comportamento sob flambagem se aproxima bastante
da relacdo linear vista na Equacdo 4.1 considerando as alteracdes no médulo de elasticidade £,
paralelo ao carregamento. A influéncia das mudancas na rigidez transversal ao carregamento €
praticamente negligencidvel. Uma reduc@o de 80% no valor de F), resultou em uma carga critica
de flambagem apenas 0.3% menor. Observando-se agora os resultados obtidos para a coluna
de dimensdes 1x2, nota-se uma influéncia maior da rigidez transversal ao carregamento. Nesta
coluna razoavelmente menos esbelta, uma redugio de 80% na rigidez F, implicou em uma carga
critica de flambagem aproximadamente 29% menor. Ainda assim, a influéncia de alteragdes no
modulo de rigidez paralela ao carregamento se mostraram mais impactantes, como no caso da
coluna esbelta. Nessa coluna mais compacta as redugdes aplicadas no médulo de rigidez .,
resultaram em perdas na resisténcia a flambagem trés vezes maior que aquela causada pelas
redugdes no modulo F,.

Retornando aos resultados dos problemas de orientacao A e B do Exemplo 1 notou-se

que, para a restri¢ao de flambagem igual a 2.0, o ponto de separac¢do da coluna em dois membros
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ocorre em uma posi¢do mais alta (de y = 33mm para y = 35mm) na solugdo correspondente
ao Problema B. Essa separacdo mais alta resulta em duas colunas ligeiramente mais esbeltas
compondo a base do componente. Esses membros mais esbeltos teriam uma resisténcia a
flambagem inferior mas, como mencionado anteriormente, podem ser menos sensiveis a redu¢do

narigidez I, presente no Problema B.

Figura 4.9 — Historico de convergéncia da coluna sob compressao com orientagdo de impressao
B, considerando P. = 2.5.
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A Figura 4.9 mostra o historica de convergéncia da otimizagdo com orientagdo de
impressao B considerando uma restri¢ao na carga critica de flambagem igual a 2.5. A evolucao
do compliance ocorre de maneira similar aquela observada no histérico do problema com
orientacdo A, e essa mesma observagdo pode ser feita, a principio, sobre o comportamento
dos autovalores A. Uma andlise mais detalhada dos historico dos autovalores A; € Ao mostra
que a separagao entre eles ao final da otimizacdo € menor que aquela observada na orienta¢ao
A (13.0%), nesse novo caso a diferenca entre os valores € de apenas 2.8%. Tal valor agora é
bem préximo do limite imposto, de 1% entre os dois primeiros autovalores , pelo parametro
de espacamento « utilizado na defini¢ao da restricdo de flambagem do problema formulado na
Equacdo 3.22.

Outra caracteristica distinta observada no histdrico de iteracdo do problema B diz respeito
aos valores dos autovalores dos outros modos de flambagem, com restricao inativa (Ag, A3, A4 €
As5). Os menores autovalores \; sdo contidos pela restricao de flambagem e tem valor idéntico
para ambos os problemas em sua solugdes vidveis, no entanto os demais autovalores diferem em
diferentes graus. Para o problema ortotrépico B esses demais modos de flambagem mostram

carga critica sempre abaixo das mesmas para o problema isotrépico A. Para o segundo modo
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a perda é de aproximadamente 12%, para o terceiro e quarto quase 20%, para o quinto modo
avaliado essa perda se limita a 5%.

A Figura 4.10 mostra os resultados obtidos para a otimizac¢ao da coluna sob compressao
considerando a orientacdo de impressao C. Como mencionado anteriormente, essa orientacao
de impressdo resulta em estruturas ortotrépicas onde a rigidez considerada na direcdo z € cinco
vezes menor que aquela exibida no problema A. Essa redugao de rigidez paralela ao carregamento
resultou diretamente em grande perdas na resisténcia a flambagem, tal que para uma restricao
de flambagem F, igual 1.5 a otimizacdo ndo chega a uma solucdo vidvel. Por auséncias de
solugdo vidvel considerou-se que mesmo apds 150 iteragdes no processo de otimizagado restricdes
ainda nao foram atingidas e ainda ndo houve tendéncia de mudanca nas dltimas avaliacdes. No
caso, o problema de otimizagdo aqui proposto possui dois tipos de restricdes distintas, uma
aplicada ao limite de flambagem e uma segunda limitando o volume material a ser utilizado para
compor a estrutura. Vé-se que para a restricado de volume aplicada, o algoritmo implementado
ndo encontrou distribui¢do de densidades capaz de gerar uma estrutura com limite de flambagem
superior a 1.27, aproximadamente 15% aquém daquele requisitado pela restri¢do imposta. Assim,
ndo sendo possiveis diferentes solu¢des para restricdes de flambagem mais altas, apenas a solugdo

para P, = 1.0 e a solucdo ndo vidvel com P, = 1.5 sdo aqui mostradas.

Figura 4.10 — Solugdes obtidas para a coluna sob compressao com Orientacdo de impressdao C
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Observando primeiramente a solucdo apresentada na Figura 4.10 (a) ja nota-se grande
distincao daquelas observadas para os problemas com orientacdo A e B com restri¢cdo P, igual a
1.0. Esta nova solucdo ja mostra estratégia similar aquela vista no problema A com F,. igual a 2.5,
onde a restricdo de flambagem na configuracdo do exemplo 1 leva a solu¢gdes onde a coluna se
divide em duas partes conectadas por estruturas reforcadoras. No entanto, a estrutura resultante
apresenta agora uma complexidade maior, mostrando uma estrutura trelicada como elemento de
unido entre as colunas laterias. Na Figura 4.10 (b), com uma exigéncia ainda maior na restricao
de flambagem, uma segunda estrutura trelicada surge unido as colunas laterais, mas ndo se mostra
o suficiente para alcancar o limite de flambagem estipulado na restricao. Possivelmente, o limite
imposto no volume de material impede o aparecimento de refor¢os mais robustos nessa estrutura

interna sem redugdo excessiva na quantidade de material despendida nas colunas laterias. Desse
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modo, limitando uma melhora na rigidez a flambagem da solucdo. Guardam-se ressalvas em
relacdo a andlise de flambagem aplicada nessas solucdes visto que algumas estruturas da trelica
interna sdo descritos por poucos elementos finitos, podendo resultar em erros acima do esperado.

Para os resultados considerando a orientacao do problema C, foi analisado o histérico de
convergéncia da solu¢do com restricao de flambagem F, igual a 1.5 mostrado na Figura 4.11.
Nesta otimizacao nao foi encontrada uma solucao viavel, visto que o requisito estabelecida pela
restricdo de flambagem nao foi atingido. Observa-se pela evolucao do compliance que o0 mesmo
se eleva ao das iteragdes, enquanto o problema busca elevar a rigidez a flambagem do estrutura.
No entanto, a parti de aproximadamente 125 iteracdes ndo se observa tendéncia de crescimento
para o autovalor \; o qual parece se limitar a um maximo de 1.27. Enquanto isso nota-se, durante
esse esfor¢o para suprir a restri¢do, as quatro menores autovalores de flambagem convergem para
posicdes muito proximas. Nesse caso, separacdo entre \; e A4 ao final do nimero de iteracdes

observado € de apenas 8.2%.

Figura 4.11 — Historico de convergéncia da coluna sob compressdo com orienta¢do de impressdo
C, considerando P.=1.5.
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Na Tabela 4.3 encontram-se sintetizados os resultados obtidos na otimizag¢do do estudo de
caso 1 sob diversas condi¢des. Sao comparados os valores minimos de compliance, a separacao
entre os modos de flambagem medida como a razdo \5/\; e o nimero de iteragdes requerido em
cada processo. Para uma facil comparagdo, os valores de compliance encontram-se normalizados
em relac@o a solucdo com orientagdo A e P. = 1.0. Na solugao desses problemas de otimizac¢ao
o tempo computacional requerido foi limitado a 5000 s.

Analisamos agora as solu¢des com penalizagdo fp = 1.484 substituindo o modelo de
penalizacdo cldssico do método SIMP onde fp = 3 usado nas solugdes anteriores. Enquanto

no método SIMP a penalizagdo € utilizada para evitar a presenca de densidades intermedidrias
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Tabela 4.3 — Sintese dos resultados obtidos para o estudo de caso 1: Coluna sob compressao

Solugdo Orientacdo  Pc  \;/A\; Compliance N° de itera¢des

Fig. 4.5 (a) A 1.00 31.39 1.00 38
Fig. 4.5 (b) A 1.50 12.56 1.10 38
Fig. 4.5 (¢) A 2.00 6.10 1.15 94
Fig. 4.5 (d) A 250 4.72 1.20 30
Fig. 4.8 (a) B 1.00 2448 1.01 109
Fig. 4.8 (b) B 1.50 11.08 1.12 32
Fig. 4.8 (c) B 200 5.84 1.17 22
Fig. 4.8 (d) B 250 4.52 1.22 29
Fig. 4.10 (a) C 1.00  1.76 8.35 69

na solucdo, agora com esse novo valor busca-se descrever o comportamento mecanico de uma
estrutura fabricada por FDM. Como densidades intermedidrias podem aparecer na solugdo,
vale-se nesse caso da capacidade do processo de fabrica¢do de produzir componentes compostos
por regides de diferentes densidades de preenchimento.

Nessas consideracdes foram obtidos os resultados na Figura 4.12. Novamente as trés
possiveis orientacdo de impressao foram consideradas, todas com uma restri¢ao de flambagem
P, = 1.0. Mesmo nessa nova classe de solugdes, a restricio . = 1. atende a mesma norma-
lizacao aplicada nas solu¢des anteriores. Em outras palavras, esse valor corresponde a carga
critica de flambagem encontrada na solu¢do do problema de minimo compliance com orientagdao
A e penalizacdo fp = 3.0 com restri¢des apenas no volume. Como discutido anteriormente o
expoente fp = 1.484 ndo elimina a presencga de densidades intermedidrias na solugdo. Apesar da
grande similaridade das solucdes encontrada para as orientagdes A e B com a solugdo base com
fp = 3.0, notam-se agora estreitas regides de densidade intermedidria nas laterais do perimetro
da coluna. J4 a solugdo de orientacdo C se difere mais ao agora apresentar dois elementos de
suporte proximo de sua base contendo elementos de densidade intermedidria. Sobre a solugdo
com orientacdo C guardam-se novamente ressalvas visto que as estruturas de suporte na base
sdo descritas por menos elementos do que o recomendado para erros aceitdveis na andlise de
flambagem linear.

Comparamos agora os novos resultados obtidos com os anteriores onde foi aplicada pe-
nalizacdo fp = 3, sob mesmas restri¢cdes de flambagem. Novamente as solu¢cdes com orientacio
de impressdo A e B mostram solu¢des bem proximas também nas propriedades atingidas. Seus
valores de compliance e )\, se diferem em aproximadamente 0.1% apenas. Em ambas solucdes
um problema de minimizacao de compliance ja resulta em estruturas capazes de suprir a restri¢ao
de flambagem aplicada com folgas, visto os valores de \; iguais a 1.40. Vale lembrar que essa
restri¢do P, = 1.0 corresponde a carga necessdria para flambagem da solu¢do A com penalizacio
fp = 3. Além da maior carga critica de flambagem, observa-se para essas novas solu¢des uma

reducdo no compliance minimo de 9.72% e 10.61% para as solu¢des A e B respectivamente. Por
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Figura 4.12 — Resultados obtidos para o estudo de caso 1: coluna sob compressao, considerando
o modelo de densidades varidveis com fp = 1.484
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outro lado, a separagdo entre os autovalores \5/\; se reduziu em 12.21% para a orientagdo A
mas se elevou em 18.00% para a orientagdo B. Essa diferenca de comportamento provavelmente
pode estar relacionada a folga observada na restricao de flambagem. Como em ambos 0s casos
essa restricao ja assume um valor suficiente sem custo no valor de compliance, a solucao do
problema A pode buscar melhorias no valor da func¢ao objetivo a custo da rigidez a flambagem
excedente. Resultando assim em uma menor separacdo do que a observada nas solu¢des com
fp = 3.0. Para a solu¢do com orienta¢do C foram obtidas mudangas mais intensas nas solugdes,
o compliance minimo se reduziu em 40.08% e a separagdo entre os autovalores se elevou em
142.58%. As novas solu¢Oes mostraram assim uma maior rigidez e também estabilidade obtidas
com a maior permissividade de densidades intermedidrias. Visto que solucdes vidveis foram
encontradas em todos os casos com menores valores na funcdo objetivo. A Tabela 4.4 resume os

resultados obtidos na solu¢@o do primeiro estudo de caso considerando a nova abordagem.

4.2.2 Estudo de caso 2: Chapa engastada

O segundo estudo de caso avaliado consiste em uma chapa engastada como mostrado na
Figura 4.13. A chapa analisada possui comprimento L igual a 30 mm e altura /7 igual a 60 mm.

Foi utilizado um filtro de densidades com raio igual a 2.0, uma restricao de volume de material
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Tabela 4.4 — Sintese dos resultados obtidos para o estudo de caso 1: Coluna sob compressao,
considerando o modelo de densidades variaveis com fp = 1.484

Solugio Orientacio Pc Ay A5/A\;  Compliance

Fig. 4.12 (a) A 1.00 1.40 27.56 0.90
Fig. 4.12 (b) B 1.00 1.40 28.89 0.90
Fig. 4.12 (¢) C 1.00 1.00 4.27 5.00

imposta em 0.3 e, novamente, os cinco primeiros modos de flambagem foram observados.
Inicialmente foram obtidos resultados considerando as orientagdes de impressao A, B e C para
um fator de penalizacdo fp igual a trés. Assim como no estudo de caso anterior, solu¢des para os
problemas sem restri¢do de flambagem sao utilizadas como a distribuicdo inicial de densidades

para os respectivos problemas com as restricoes.

Figura 4.13 — Defini¢do do problema: Chapa engastada
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Para o problema com orienta¢do de impressdao A foram obtidas as solu¢cdes mostradas na
Figura 4.14. A Figura 4.14 (a) corresponde a solucdo base onde o carregamento € igual ao limite
de flambagem da solu¢@o de minimizagao de compliance sem restricdes de flambagem. Em outras
palavras, ndo hd diferencas entre essas duas solu¢des com e sem restricdes de estabilidade. Desse
modo, esse problema de otimizacao leva a um componente simétrico composto de duas vigas,
superior e inferior, ligando o ponto de aplicagdo da carga a regido engastada. Nessa condicao de
carregamento a viga superior se encontra majoritariamente sob tracdo enquanto a viga inferior
encontra-se sob compressdo. Com a elevacao da requisito de flambagem nota-se uma transi¢ao
de material da viga superior para a viga inferior. Comportamento esperado visto que a viga
inferior € critica perante as restricdes de estabilidade impostas nesse problema de otimizacao.
Essa troca de material entre as vigas se intensifica a medida que a restricdes de flambagem
mais intensas sdo requeridas. Para a restricdo F. igual a 1.5 foram necessérias 81 iteracdes. Para
essa restricao, nao ocorreu aumento significativo no valor minimo de compliance sendo este de
apenas 2%. Para as solucdes com F, igual a 2.0 e 2.5 nota-se, além da troca de material entre as

vigas, ligeiras bifurcagdes da viga inferior em dois componentes. Essas bifurcacdes ndao chegam
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a ser completas visto a presenca de regides de densidade intermedidria entre as partes. Esse tipo
de caracteristica na solugdo, a separacao de um elemento da estrutura, também foi observado
no estudo de caso anterior, para uma coluna sob compressao. Para obten¢ao da solucdo com P,
igual a 2.0 foram necessdrias 23 iteragdes e o respectivo compliance minimo se elevou em 12%.
J4 para a solucdo com F, igual a 2.5 necessitou de 28 iteragdes e teve elevacdo do compliance
em 19%.

Figura 4.14 — Solucdes obtidas para a chapa engastada com orientagdo de impressdao A

Ez <Ex=Ey

(d)

A Figura 4.15 mostra o histérico de convergéncia na otimizagdo da solugdo base para
chapa com orientagdo A. Quando comparado com o histérico do estudo de caso anterior com
mesma orientagdo nota-se que os modos de flambagem nesse novo caso se encontram menos
separados ao fim da otimizacdo. Na solucdo base da coluna sob compressdo, o autovalor para o
quinto modo de flambagem A5 é aproximadamente 31.4 vezes maior que para o primeiro modo.
Por outro lado, o quinto modo de flambagem na soluc@o base da chapa tem autovalor 3.8 vezes
maior que aquele do primeiro modo. Tal agrupamento dos autovalores mesmo na solu¢do inicial,
pode indicar uma sensibilidade maior das solucdes para esse novo estudo de caso a restri¢des
mais intensas de carga de flambagem.

A Figura 4.16 mostra o histérico de convergéncia obtido considerando a orientacao de
impressdo A com uma restricdo de flambagem P, igual a 2.5. Visto que a solucdo base € utilizada
como soluc¢do inicial a esse novo problema, o histérico dessa nova otimizagdo pode ser entendido
como uma continuagdo daquele mostrado na Figura 4.15. Desse modo, o compliance nessa
nova otimizacao ja comeca em um valor baixo, o qual se eleva ao longo das primeiras iteracdes
para depois decrescer até seu valor minimo possivel. Essa elevacdo se deve a adequacao da
solucdo as novas restricoes de flambagem impostas. Sendo assim os autovalores também se
elevam, em relac@o aos da solugdo base, até que aquele correspondente ao primeiro modo de
flambagem cumpra a restricdo imposta. Nesse caso nota-se uma aproximacao maior dos modos
de flambagem, o autovalor do quinto modo de flambagem € aproximadamente 2 vezes maior que
aquele do primeiro modo.

Considerando a orientacdo de impressao B para este estudo de caso foram obtidas as

solucdes na Figura 4.17. Assim como na solu¢do anterior, 0 método de otimizac¢do leva ao
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Figura 4.15 — Histérico de convergéncia da chapa engastada com orientacdo A para a solugao
base (P, =1.0).
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Figura 4.16 — Histérico de convergéncia na otimizacao da chapa engastada com orientacao de
impressao A, considerando P, =2.5.
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material distribuido na forma geral de um componente formado por duas vigas engastadas unidas
no ponto de aplicacio da carga. Quando comparado a solucdo de orientagdo A, nota-se que com a
perda de rigidez na dire¢c@o y as novas estruturas obtidas apresentam uma separagao menor entre
os pontos de engaste das vigas superior e inferior. A nova orientagdo também implica em uma
maior fragilidade do componente a flambagem de modo que nao foi obtida solucdo vidvel para
esse problema dada uma restricao de flambagem com P, = 2.5. A soluc¢do com restri¢do P, = 1.0
necessitou de 48 iteracdes e apresentou um compliance minimo aproximadamente 52.7% maior
que aquele obtido na solucao base com orientacdo A. Apesar da perda de rigidez, que resultou em
grande impacto no valor de compliance, essa nova solugdo também € aproximadamente simétrica.
Observando o limite de flambagem da solucao de otimizacao com orientacao B sem restri¢des
de flambagem nota-se que esse pouco difere do obtido para a solucdo base com orientagio A.
Nota-se uma influéncia reduzida da redu¢do de rigidez nessa solugdo. Deste modo, ao aplicar
arestricdo P. = 1.0 para esse problema, ndo se mostra necessdria uma alteracao da topologia
visando elevar a rigidez a flambagem. Justificando a simetria apresentada por essa solugao,
mesma caracteristica de uma solucio sem restri¢des de flambagem.

Para a restricdo P. = 1.5 nota-se agora uma quebra na simetria do componente, onde
ocorre uma transicao de material da viga superior para o inferior. Novamente, com a elevacao
da restrigcdo se inicia a formagdo de uma bifurcacdo na viga inferior, sob compressdo e critica
sob a dtica de estabilidade. Para essa restricao foram necessarias 77 iteragdes € o valor minimo
de compliance obtido subiu apenas 1.2% em relacdo a restricdo anterior. Com a elevagao da
restricdo de flambagem para P. = 2.0 a transi¢do de material entre as vigas se intensifica, assim
como a bifurcagdo da viga inferior. Nesse caso foram necessarias 90 iteracoes e a elevagdo no
minimo complaince foi de 8.3% em relacdo a solu¢do com P. = 1.0.

Pode-se avaliar que no segundo estudo de caso hd uma sensibilidade maior da solucao
de otimizagdo a elevagdes na restricdo de flambagem, quando comparado ao primeiro estudo
de caso. Visto que, na elevacdo da restricio de flambagem a um valor igual a 2.5 vezes o
limite de flambagem da solugdo base, ja ndo sdo obtidas solu¢des vidveis com a orientacao de
impressdo B. E interessante observar que essa maior sensibilidade para esse estudo de caso nio
necessariamente € discernida observando apenas o comportamento da otimizagdo para restricoes
baixas de flambagem. Nesse caso, para essa conclusdo foi preciso observar o comportamento
das solucdes de otimizacao para valores crescentes na restricao de flambagem.

A Figura 4.18 mostra o histdrico de convergéncia obtido para o problema com restricao
de flambagem P. = 1.0. Nesse caso ocorre um decrescimento continuo no valor do compliance
enquanto o menor autovalor se ajusta a restricdo de flambagem imposta. Nesse caso, a sepa-
racdo entre o autovalor critico e aquele correspondente ao quinto modo de flambagem foi de
aproximadamente 135.9%.

A Figura 4.19 ilustra o histérico de convergéncia obtido quando considerada uma restri¢@o
de flambagem P, = 2.0. Assim como observado para as solu¢des com orienta¢do de impressao
A, esse problema de otimizacdo parte de uma distribuicao inicial de densidades correspondente a

solucdo do problema de minimizac¢ao do compliance na auséncia de restricdes de flambagem.



68

Figura 4.17 — Solugdes obtidas para a chapa engastada com orientagdo de impressao B
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Figura 4.18 — Historico de convergéncia da chapa engastada com orientagdo B considerando P,
=1.0
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Deste modo nota-se inicialmente um aumento do valor do compliance enquanto os autovalores
de flambagem sao ajustados para, em seguida, buscar seu valor minimo. Com a maior restricao
de flambagem aplicada a este caso, observa-se uma separagdo menor entre os autovalores
do primeiro e quinto modo de flambagem, de aproximadamente 59.6%. Além disso, os dois
primeiros modos de flambagem identificados possuem autovalores quase coincidentes, com uma
separacdo de apenas 1.5%.

O segundo estudo de caso também foi otimizado considerando uma orientacio de im-
pressao C. Os resultados obtidos encontram-se na Figura 4.20. Nesse caso, a reducdo de rigidez
devido a anisotropia causada pela orientacao de impressdo ocorre na direcdo x. Assim como
nas solugdes com orientagdes de impressao anteriores, as topologias resultantes também se

aproximam de uma composi¢ao de duas vigas engastadas unidas no ponto de aplicacdo da
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Figura 4.19 — Historico de convergéncia da chapa engastada com orientagdo B considerando P,
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carga. A viga inferior, submetida a compressao, tem sua rigidez a flambagem bastante compro-
metida nessa configuracdo. Deste modo, foi encontrada solugdo factivel apenas considerando
uma restricdo de flambagem P. = 1.0. Assim, optou-se por exibir também a solu¢do desse
problema com orientacdo de impressdo C na auséncia de restricdes de flambagem. Tornando
possivel observar a evolugao desse tipo de solug¢do sob a variacdo da carga de flambagem. Para
solucdo desse problema foram necessarias 57 iteragdes e foi obtido um compliance minimo
aproximadamente 4 vezes maior aquele obtido para a orientacdo A sob iguais condi¢des. A
estrutura obtida se assemelha bastante a solu¢do encontrada para a orientacao de impressao A,
com 0 mesma separagao entre as vigas superior e inferior. J4 para o problema com restri¢ao
de flambagem P, = 1.0 observou-se novamente se¢des da viga inferior segmentadas em duas
partes. Assim como a transferéncia de material da viga superior para a inferior. Para essa solugdo
foram necessarias 123 iteracdese foi obtido um valor minimo de compliance aproximadamente
5.3 vezes maior que aquela da solucio base com orientagdo A e restricao de flambagem também
P.=1.0.

A Figura 4.21 mostra o histdrico de convergéncia na solucio do problema com orientacao
de impressao C e restri¢ao de flambagem F. = 1.0. Como visto nos casos anteriores, forcar
restricoes de flambagem maiores nesse tipo de otimizagdo leva a redugdo da separacdo entre
os autovalores dos modos de flambagem identificados. Nesse caso, com a rigidez a flambagem
bastante comprometida, observa-se que os autovalores do primeiro, segundo e terceiro modos de

flambagem se encontram muito préximos ao fim da otimiza¢do. A separacio entre o primeiro e
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Figura 4.20 — Solugdes obtidas para a chapa engastada com orientagdo de impressao C

Ex<Ey= Ez

(a)

terceiro modos foi de apenas 1.2%. Além disso, a separag@o entre o primeiro e quinto modos foi

de aproximadamente 13.2%.

Figura 4.21 — Historico de convergéncia da chapa engastada com orientagao C considerando P,
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A Tabela 4.5 contém os resultados obtidos no estudo de caso 2 para as trés orientagdes
consideradas. Quando comparado com o estudo de caso 1, esse novo problema avaliado se
mostrou mais sensivel a imposicao de restricdes de flambagem mais elevadas. Desta forma
apenas trés solucdes factiveis foram obtidas para o problema com orientagcdo de impressdao B e
uma para o problema com orienta¢do C. Vale ressaltar que os dados mostrados na tabela de P. e
compliance sao normalizados em relacdo a solu¢iao do problema com orientacdo A na auséncia
de restri¢coes de flambagem.

Considerando agora as solugdes com penalizagdo fp = 1.484, foram obtidos os resulta-
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Tabela 4.5 — Resumo dos resultados obtidos para o estudo de caso 2: chapa engastada

Solugdo Orientacdo  Pc  A5/\; Compliance N° de iteragdes

Fig. 4.14 (a) A 1.00  3.79 1.00 49
Fig. 4.14 (b) A 1.50 2.85 1.02 81
Fig. 4.14 (¢) A 200 232 1.12 23
Fig. 4.14 (d) A 250 2.03 1.19 28
Fig. 4.17 (a) B 1.00  2.36 1.53 48
Fig. 4.17 (b) B 1.50 1.93 1.55 77
Fig. 4.17 (¢) B 2.00 1.60 1.65 90
Fig. 4.20 (b) C 1.00 1.13 5.32 123

dos na Figura 4.22. Novamente as trés possiveis orientacdo de impressdo foram consideradas,
todas com uma restricdo de flambagem P. = 1.0. Mesmo nessa nova classe de solugdes, a
restricdo P. = 1 atende a mesma normalizagdo aplicada nas solu¢des anteriores. Em outras
palavras, esse valor corresponde a carga critica de flambagem encontrada na solu¢ao do problema
de minimo compliance com orientagdo A e penalizacdo fp = 3.0 com restri¢des apenas no

volume.

Figura 4.22 — Resultados obtidos para o estudo de caso 2: chapa engastada, considerando o
modelo de densidades varidveis com fp = 1.484

Ez<Ex=Ey Ey<Ex=E:z Ex<Ey=E:z

Como discutido ao se encontrar o expoente fp = 1.484 para modelo do material, esse
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fator de penaliza¢do ndo elimina totalmente a presenca de densidades intermedidrias na solucgao.
Nota-se que a forma geral das solu¢des se mantém mas em algumas regides aparecem as zonas
cinzentas caracteristicas de densidades intermedidrias. Na orientacdo C a transi¢ao de material
observada anteriormente consegue ser parcial em cada elemento d amalha. Apenas uma certa
quantidade de material em cada elemento migra de regides menos solicitadas para regides mais
solicitadas. essa transi¢do parcial resulta em algumas zonas de densidade intermedidria.

Comparamos agora os novos resultados obtidos com os anteriores onde foi aplicada
penalizacdo fp = 3, sob mesmas restricdes de flambagem. Para as orientagcdes A e B o problema
de minimiza¢do de compliance ja resulta em estruturas capazes de suprir a restricdo de flambagem
aplicada com folgas, como indicado também pela simetria dessas solu¢des. Vale lembrar que
essa restricdo P, = 1.0 corresponde a carga necesséria para flambagem da solucdo A com
penalizacdo fp = 3. Além da maior carga critica de flambagem, observa-se para essas novas
solugdes uma reducdo no compliance minimo de 7.41% e 5.50% para as solugdes A e B
respectivamente. Novamente, comportamentos opostos sdo observados na separacio entre os
autovalores: para orientacdo A a separacdo se reduziu em 39.46% enquanto para a orientacdo se
elevou em 2.67%. Comparando-se as solu¢des com orientacdo C foram obtidas mudancas mais
intensas nas solucgdes, o textitcompliance minimo se reduziu em 27.43% e a separagdo entre
os autovalores se elevou em 45.24%. As novas solu¢cdes mostraram assim uma maior rigidez e
também estabilidade obtidas com a maior permissividade de densidades intermedidrias. A Tabela
4.6 resume os resultados obtidos na solu¢iao do segundo estudo de caso considerando a nova
abordagem.

Tabela 4.6 — Resultados obtidos para o estudo de caso 2: chapa engastada, considerando o modelo
de densidades varidveis com fp = 1.484

Solugio Orientagio Pc Ay As/A\;  Compliance

Fig. 4.22 (a) A 1.00 224 229 0.93
Fig. 4.22 (b) B .00 1.10 242 1.45
Fig. 4.22 (c) C 1.00 1.00 1.68 3.86

4.2.3 Separagdo entre os autovalores e rigidez maxima a flambagem

Apo6s a andlise das solugdes obtidas nota-se constantemente nos dois estudo de caso
uma diminui¢do da separagdo entre os autovalores de flambagem a medida que a restricdes de
flambagem mais altas eram solicitadas. Para uma melhor visualizacdo desse comportamento,
a Figura 4.23 ilustra a separacgdo entre os modos, definida pela razdo A5/ \;, para as solucdes
encontradas. Os valores obtidos para as razdes de separacdo sdo normalizados em relagcdo a
solugdo base (orientagdo A e F. = 1.0) de cada estudo de caso. Esta normalizacdo € feita de

modo a facilitar a comparacao entre as diferentes condi¢des de carregamento de cada estudo.
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Como mencionado na andlise dos histdricos de convergéncia, a separag@o entre os autova-
lores se reduz a medida que as restri¢cdes de flambagem P, se elevam com tendéncia similar em
ambos estudos de caso. A aproximagado entre os modos aparenta tender a um limite correspon-
dente a uma méxima rigidez a flambagem possivel dado o limite de volume de material. A partir
desse ponto, qualquer elevacdo em P, ndo permitiria a obtencao de solug¢des vidveis ao problema
de otimizagdo. De certa forma, a separacdo entre os autovalores observados pode ser interpretada
como uma medida de rigidez latente a flambagem dado um volume limite de material em um
problema estrutural. Possivelmente possibilitando prever qualitativamente os limites de uma
otimizagdo de flambagem baseado na andlise de flambagem de uma solug¢@o inicial mais simples
computacionalmente. Além disso, quando comparadas solu¢des com diferentes orientacdes de
impressdao em um mesmo estudo de caso, nota-se uma aproximacao entre as separagdes obtidas
considerando orientacdo A e orientacdo B a medida que restri¢des de flambagem mais altas sdo

impostas.

Figura 4.23 — Separagdo entre os autovalores de flambagem das diferentes solucdes obtidas em
ambos estudos de caso.
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4.2.4 Reproduciao de resultados e c6digo implementado

Para facilitar a reproducao dos problemas de otimizacao aqui reportados e futura expansao
do codigo, 0o mesmo se encontra disponivel no repositério https://github.com/CarvalhoCdK/topology-

optimization-MsC.git.


https://github.com/CarvalhoCdK/topology-optimization-MsC.git
https://github.com/CarvalhoCdK/topology-optimization-MsC.git
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5 CONCLUSAO

Um problema de otimizacdo topoldgica foi desenvolvido de modo a incluir proprie-
dades mecanicas presentes em estruturas fabricadas por FDM. Estruturas as quais possuem
propriedades altamente ligadas a seus parametros de fabricac@o. Tratando de sua orientacao
de impressao, foi identificada rigidez com comportamento ortotrépico ligada a esse parametro.
Além disso, observou-se como o parametro densidade de preenchimento altera a rigidez da
estrutura estabelecendo um paralelo com as densidades artificias do método SIMP de otimizagao.

Para explorar as distintas propriedades identificadas, o problema de otimizacao topolégica
proposto consistiu na minimizagao do compliance estrutural enquanto sujeito a restricdes no
volume de material e nas cargas criticas de flambagem. Solucdes foram obtidas considerando
dois estudos de caso sob diferentes orientacdes de impressao e restricdes de flambagem. Essas
diferentes condicdes resultaram em claras diferengas nas solugdes obtidas. Eleva¢des nos valores
de compliance minimo obtidos foram observadas quando na imposicao de restricdes mais altas de
flambagem, destacando o aspecto competitivo entre rigidez e estabilidade neste tipo de problema.
Algumas orientagdes de impressdo, como apresentavam redugdo de rigidez em direcdes criticas,
resultaram em soluc¢des com grande perda de rigidez a flambagem tal que para algumas condi¢des
solucdes vidveis nao foram encontradas.

Tratando dos problemas que analisaram o uso do pardmetro densidade de preenchimento
resultados mais eficientes foram obtidos. O modelo assumido, o qual empregou um fator de
penalizacao menor que nas condi¢des anteriores, possibilitou a presenca de regides com densida-
des intermedidrias nas solucdes as quais podem ser possiveis de fabricar com o método FDM.
No entanto, vale ressaltar que a qualidade dos resultados obtidos com essa abordagem depende
bastante dos dados experimentais utilizados para alimentar o modelo de rigidez em funcao do
preenchimento. Desse modo, no uso dessa abordagem, os modelos devem ser sempre calibrados
e ajustados as condi¢des do equipamento usado para impressao.

Além do impacto direto em rigidez e nas cargas criticas de flambagem, foi observado
também o impacto dos diferentes parametros do problema na separagdo entre os autovalores
dos modos de flambagem, medida pela razdo A5/ \;. Notou-se que a elevagdo das restricdes de
flambagem implicava numa redugdo desse parametro de separacio. A tendéncia de aproximagdo
dos autovalores existia até um limite, além do qual o aumento na restricdo de flambagem
ndo permitia a existéncia de solugdes vidveis. De certa forma indicando essa separagdo como
uma possivel métrica indicativa dos limites de maxima rigidez a flambagem nos problemas. A
aproximacdo entre os autovalores dos modos de flambagem de um problema também foram
observadas como consequéncia da perda de rigidez nas orientagdes de impressao ortotrépicas.

Em resumo, o trabalho aqui apresentado forneceu uma melhor compreensdo do impacto
de propriedades mecanicas distintas caracteristicas de componentes fabricados por FDM em
solugdes de otimizacdo topoldgica. Além disso, a implementacao aplicada para o problema com
restri¢cdes de flambagem contribuiu para o desenvolvimento de métodos modulares de otimizacio

topologica em andlises multidisciplinares como a proposta pelo OpenMDAO.
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5.1 Trabalhos futuros

Como continuagdo ao trabalho realizado sdo propostos aqui topicos complementares:

e A realizacdo de ensaios experimentais para verificagdo das propriedades mecanicas apre-
sentadas pelas solucdes. Além disso, séries de ensaios podem ser empregadas para carac-
terizacdo mais aprofundada do impacto de diferentes parametros de impressao em pecas
fabricadas por FDM. Esses dados podem ser utilizados para modelos de otimiza¢do mais

precisos calibrados especificamente para os equipamentos disponiveis.

e A expansdo de novas andlises incluidas no modelo de otimiza¢do implementado. A estru-
tura modular utilizada tém essa futuras expansdes como um de seus objetivos. Facilitando
a inclusdo de novas condi¢des como restri¢des de tensdo, deformac¢do ou mesmo o acopla-
mento de outras disciplinas como consideracdes sobre comportamento termodindmico das

estruturas.
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