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Resumo
O objetivo deste trabalho se divide em dois: o estudo de uma correspondência entre aljavas
e álgebras através de adjunções e o estudo da conjectura da dimensão finitística de álgebras
de dimensão finita por meio de extensões satisfazendo uma condição homológica.

Nossa abordagem para o primeiro problema é definir uma correspondência entre a categoria
das álgebras pseudocompactas básicas e sua subcategoria plena formada por álgebras A
tais que Jn(A) = 0. Por meio de uma relação de equivalência nos morfismos da primeira,
estudaremos os adjuntos a A 7→ A/Jn(A) à esquerda para cada inteiro positivo n. Por
exemplo, quando restringimos a n = 2, provaremos que o funtor que associa a cada álgebra
a álgebra tensorial completa é o adjunto a F2 à esquerda. Para o segundo problema, dados
pares de álgebras de dimensão finita B ⊆ A, controlaremos a dimensão finitística da menor
B pela da maior A através de uma condição homológica envolvendo A e B. O principal
resultado envolvendo dimensão finitística desta tese é o seguinte: Seja B ⊆ A uma extensão
tal que A/B é B-bimódulo de dimensão projetiva finita. Então a dimensão finitística de B
é finita sempre que a dimensão finitística de A é finita. Além disso, se a dimensão global
de A é finita, então a dimensão global de B também é finita.

Palavras-chave: Álgebra pseudocompacta, adjunção, levantamentos da projeção, conjec-
tura da dimensão finitística, extensões de quociente bifinito.



Abstract
The objective of this work is divided in two: the study of the correspondence between
quivers and algebras via adjunctions and the study of the finitistic dimension conjecture
for finite-dimensional algebras, via extensions satisfying homological properties.

Our approach to the first problem is to define a correspondence between the category of
basic pseudocompact algebras and its full subcategory formed by algebras A such that
Jn(A) = 0. Through an equivalence relation on the morphisms of the first, we will study the
left adjuncts to A 7→ A/J2(A) for each positive integer n. For example, when we restrict to
n = 2, we will prove that the functor that associates each algebra with the complete tensor
algebra is left adjoint to F2. For the second problem, given finite-dimensional algebras
B ⊆ A, we will control the finitistic dimension of B in terms of that of A, via a homological
condition involving A and B. The main result involving finitistic dimension of this thesis is
the following: Let B ⊆ A be an extension such that A/B is B-bimodule of finite projective
dimension. Then the finitistic dimension of B is finite whenever the finitistic dimension of
A is finite. Furthermore, if the global dimension of A is finite, then the global dimension
of B is also finite.

Keywords: Pseudocompact algebra, adjunction, splittings of the canonical projection,
finitistic dimension conjecture, bifinite quotient extensions.
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1 Introdução

Transportar problemas com estruturas complexas para estruturas mais simples é,
por excelência, parte da natureza humana. Então nada mais natural do que a ideia de
representar objetos matemáticos complexos - anéis, grupos, álgebras de Lie, entre outros -
por objetos mais simples - espaços vetoriais e transformações lineares entre eles. O campo
de representações de álgebras é o estudo e a classificação de álgebras através das suas
respectivas categorias de módulos. A teoria de representações de álgebras carrega um
universo instigante e rico de caminhos a serem explorados.

P. Gabriel introduz representações de aljavas (grafos orientados) como uma fer-
ramenta para estudar módulos sobre certas álgebras. A ideia é que cada álgebra A de
dimensão finita pode ser associada a uma aljava com relações e que cada módulo sobre
A pode ser visto como uma família de k-espaços vetoriais indexada pelos vértices da
aljava e uma família de transformações lineares indexada pelas flechas da aljava sujeitas as
relações da aljava. Esta construção permitiu uma abordagem combinatória para a teoria
de representações de álgebras.

Dada uma álgebra A de dimensão finita tal que A/J(A) é um produto de cópias
de k, a construção de Gabriel da aljava associada a A é feita do seguinte modo:

• os vértices estão em correspondência biunívoca com um conjunto completo de
idempotentes ortogonais primitivos {e1, . . . , en} de A;

• o número de flechas entre dois vértices i e j é igual a

dimkejJ(A)/J2(A)ei.

Não é difícil ver que a aljava construída acima independe da escolha do conjunto completo.

A álgebra de caminhos de uma aljava Q pode ser definida por uma propriedade
universal similar à propriedade universal de objetos livres. Ou seja, seria natural imaginá-la
como adjunto a esquerda de algum funtor. O problema de dar um tratamento funtorial
no relacionamento entre álgebras e aljavas vem da dependência de escolha da base do
k-espaço J(A)/J2(A). Um outro problema deriva do fato de que a álgebra de caminhos de
uma aljava finita com ciclos ou laços não é de dimensão finita.

Em (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO, 2020) e (IUSENKO; MACQUARRIE,
2020), os autores resolvem ambos os problemas apontados anteriormente. O segundo
problema é resolvido trocando a classe de álgebras de dimensão finita pela classe de
álgebra pseudocompactas. O primeiro é resolvido deslocando o estudo de aljavas para a
noção equivalente de pares (Σ,M), onde Σ é uma álgebra pseudocompacta isomorfa a
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um produto de cópias de k e M é um Σ-módulo pseudocompacto. Os autores explicitam
funtorialmente a construção dada por Gabriel da aljava associada a uma álgebra dada.
Eles provam que o funtor

T [[−]] : (Σ, U) 7→ T [[Σ, U ]],

que associa cada par (Σ, U) a sua álgebra tensorial completa, é adjunto a

G : A 7→ (A/J(A), J(A)/J2(A))

à esquerda. A adjunção só é possível graças a uma relação de equivalência ∼ definida nos
homomorfismos de álgebras, a saber, dois homomorfismos de álgebras φ, ψ : A→ B são
iguais módulo ∼ se, e somente se,

(φ− ψ)(a) ∈ J(B) ∀a ∈ A e (φ− ψ)(r) ∈ J2(B) ∀r ∈ J(A).

Neste trabalho, também estudaremos o relacionamento entre álgebras e aljavas
através de adjunções. Definiremos nos objetos das álgebras pseudocompactas, para cada
inteiro positivo n, o funtor

Fn : A 7→ A/Jn(A),

onde a categoria do contra-domínio é a subcategoria plena das álgebras pseudocompactas
cujos objetos são álgebras A tais que Jn(A) = 0. E buscaremos entender quais informações
contidas em A/Jn(A) são essenciais nas construções dos respectivos adjuntos.

Um caso particular bastante interessante é quando n = 2. Todas as informações
necessárias na construção da aljava associada a uma álgebra A dada por Gabriel está
contida em A/J2(A), então, nada mais natural entender relacionamento entre álgebras e
aljavas fazendo o uso do funtor

F2 : A 7→ A/J2(A).

Provaremos que o adjunto à esquerda do funtor F2 se comporta como a álgebra de caminhos
nos objetos. Porém, como aconteceu em (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO, 2020), a
adjunção só é possível graças ao uso de uma relação de equivalência ∼2 nos morfismos do
domínio de F2, a saber, dois morfismos φ, ψ : A→ B são iguais módulo ∼2 se, e somente
se,

(φ− ψ)(a) ∈ J2(B) ∀a ∈ A.

Observamos que a relação ∼2 é estritamente mais fina do que a relação ∼ em (IUSENKO;
MACQUARRIE; QUIRINO, 2020), isto é, se φ ∼2 β, então φ ∼ ψ; de fato, para cada
a ∈ A, segue-se que

(φ− ψ)(a) ∈ J2(B) ⊆ J(A) ∀a ∈ A e (φ− ψ)(r) ∈ J2(B) ∀r ∈ A.



Capítulo 1. Introdução 10

Ou seja, o sentido da adjunção provada em (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO,
2020) é mantido porém ela é realizada por uma relação de equivalência mais fina do que a
utilizada pelos autores.

Então é intuitivo se perguntar se há outras informações além da aljava de Gabriel
que possam ser ilustradas por intermédio dos respectivos adjuntos de cada funtor Fn,
n ≥ 3. Em outras palavras, além das informações contidas em A/J2(A), há relações
essenciais em J2(A)/Jn(A) que são explicitadas por meio de adjunções? De modo que
nossa conversa inicial entre “álgebras e aljavas” é ampliado para “álgebras e aljavas com
relações”. Restringindo-se às relações contidas em Jn−1(A)/Jn(A), daremos, para todo n,
uma descrição deste relacionamento.

A construção de cada funtor adjunto a Fn à esquerda nos morfismos envolve
manipulações elementares com os levantamentos da projeção canônica A→ A/J(A) de
uma álgebra A dada, isto é, homomorfismos de álgebras s : A/J(A)→ A tais que πs = id.
Isto só foi possível graças ao seguinte resultado, que é novo até para o caso de álgebras de
dimensão finita.

Teorema A (Teorema do levantamento). Sejam A uma álgebra pseudocompacta e B uma
álgebra de dimensão finita e seja φ : A→ B um homomorfismo de álgebras. Se sA é um
levantamento da projeção πA : A→ A/J(A), então existe um levantamento sB da projeção
πB : B → B/J(B) tal que o diagrama

A
J(A)

B
J(B)

A B

sA

φ1

sB

φ

comuta, onde φ1 é definido por φ1(a) = φ(a).

Como já dissemos, há um vasto campo a ser estudado em teoria de representações
de álgebras. A segunda parte deste trabalho terá como foco o estudo da conjectura da
dimensão finitística.

Uma das estratégias muito utilizadas na literatura é a transferência de informações
de uma álgebra a outra álgebra sobre certas condições. Por exemplo, estratégia muito apli-
cada em problemas envolvendo propriedades homológicas - dimensão projetiva, dimensão
global e dimensão finitística. Dentre as conjecturas envolvendo propriedades homológicas,
a mais famosa entre elas é a Conjectura da Dimensão Finitística. Dada uma álgebra A,
definimos

fin.dim(A) := sup{pd(AM) : M ∈ A−mod, pd(AM) <∞},

onde pd(AM) é a dimensão projetiva do A-módulo à esquerda M . A conjectura da dimensão
finitística afirma que fin.dim(A) <∞ sempre que A é uma álgebra de dimensão finita.
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Desde que foi apresentada em 1960 por Bass no artigo “Finitistic dimension and a
homological generalization of semi-primary rings” (BASS, 1960), muitos progressos foram
feitos nos últimos 62 anos, porém ela encontra-se em aberto.

Valendo-se dessa estratégia de transferir informações de uma álgebra a outra, Xi,
nos artigos (XI, 2004; XI, 2006), introduz um novo modo de atacar a conjectura: comparar
a dimensão finitística de uma álgebra de dimensão finita A com alguma subálgebra B de
modo que o radical de Jacobson de B satisfaça algumas condições. Mais precisamente, ele
prova que a conjectura da dimensão finitística é equivalente a

(∗) Para cada par B ⊆ A de k-álgebras de dimensão finita tal que J(B) é um ideal à
esquerda de A; se fin.dim(A) <∞, então fin.dim(B) <∞.

Caminhando na direção da conjectura de Han (veja (HAN, 2006)), Cibils, Lanzilotta,
Marcos e Solotar, nos artigos (CIBILS; LANZILOTTA; MARCOS E. N.; SOLOTAR, 2020;
CIBILS; LANZILOTTA; MARCOS E. N.; SOLOTAR, 2021; CIBILS; LANZILOTTA;
MARCOS E. N.; SOLOTAR, 2022), trabalham com extensões de álgebras que preservam a
veracidade da conjectura.. Para isto, os autores definem extensões limitadas. Uma extensão
de álgebras de dimensão finita B ⊆ A é limitada se:

(i) A/B é um B-módulo projetivo à direita ou à esquerda;

(ii) A/B é um B-bimódulo de dimensão projetiva finita;

(iii) existe um inteiro positivo n tal que A/B⊗n = 0.

Nosso interesse neste trabalho é comparar a dimensão finitística de extensões
B ⊆ A satisfazendo condições homológicas. Inspirados na definição de extensões limitadas,
em particular, no segundo item da definição, trabalharemos com extensões B ⊆ A

apelidadas de extensões de quociente bifinito. Uma extensão B ⊆ A é de quociente
bifinito se a dimensão projetiva do B-bimódulo A/B é finita. Com esta definição em
mãos, conseguimos enunciar um dos principais resultados deste trabalho que generaliza
(IUSENKO; MACQUARRIE, 2021, Proposition 6.6):

Teorema B. Seja B ⊆ A uma extensão de quociente bifinito. Se a dimensão finitística de
A é finita, então a dimensão finitística de B é finita.

O que nos leva a seguinte pergunta:

Questão 1. Toda álgebra B de dimensão finita pode ser incluída em uma álgebra de
dimensão finita A com fin.dim(A) <∞ de modo que a extensão B ⊆ A seja uma extensão
de quociente bifinito?
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Caso a pergunta acima seja respondida de modo positivo, então, a conjectura da
dimensão finitística estará provada.

A dimensão global de uma álgebra A, denotada por gl.dim(A), é definida como
sendo

gl.dim(A) := sup{pd(AM) : M ∈ A−mod}.

Quando consideremos extensões de quociente bifinito, mostraremos o seguinte resultado
que generaliza (CIBILS; LANZILOTTA; MARCOS E. N.; SOLOTAR, 2022, Theorem
4.2).

Proposição C. Seja B ⊆ A uma extensão de quociente bifinito. Se gl.dimA <∞, então
gl.dim(B) <∞.

Esta tese está organizada como se segue:

No Capítulo 2, apresentamos as definições de álgebras pseudocompactas e alguns
resultados que serão utilizados ao longo da tese, principalmente nos Capítulos 2 e 3.

No Capítulo 3, inicia-se nosso estudo sobre levantamentos da projeção canônica A→
A/J(A). Na primeira seção, exibiremos a correspondência biunívoca entre levantamentos
da projeção canônica e o conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de uma
álgebra A apresentadas em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020). Finalizamos a seção com
uma aplicação relacionando os levantamentos via um elemento do radical de Jacobson:
dados dois levantamentos s, s′ : A/J(A)→ A da projeção canônica π : A→ A/J(A), então

r =
n∑
i=1

s(ei)(1−s′(ei)) ∈ J(A), onde {e1, . . . , en} é um conjunto completo de idempotentes

ortogonais primitivos de A, é tal que

s(a) = (1− r)s′(a)(1− r)−1 ∀a ∈ A/J(A).

Na segunda seção, provaremos o Teorema do levantamento. Na última seção, exibiremos
uma consequência não imediata do Teorema do levantamento na qual cada homomorfismo
de álgebras φ : A→ B induz um homomorfismo ψ : k[[QA]]→ k[[QB]] satisfazendo um
diagrama comutativo.

Iniciaremos no Capítulo 4 o estudo das adjunções. As duas primeiras seções são
uma apresentação do problema. Exibiremos na terceira seção o adjunto à esquerda do
funtor F2. Na quarta seção, adaptaremos a adjunção da terceira seção para cada funtor
Fn. Na quinta seção, daremos uma generalização do caso F3 : A→ A/J3(A). O capítulo é
encerrado adaptando o problema da quinta seção para o caso geral.

No Capítulo 5, trataremos da conjectura da dimensão finitística para álgebras de
dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado. Introduziremos nas duas primeiras
seções definições e resultados utilizados na demonstração do Teorema B. Na terceira
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e última seção, provaremos o Teorema B e a Proposição C e apresentaremos algumas
consequências e exemplos.



Parte I

Adjunções entre categorias de álgebras
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2 Preliminares

Neste capítulo, introduziremos a linguagem de álgebras pseudocompactas, que
será utilizada sistematicamente nos capítulos seguintes, precisamente, nos Capítulos 3
e 4. Para isto, introduziremos a noção de limites inversos de espaços topológicos. Em
seguida, trataremos dos conceitos e propriedades das álgebras e módulos pseudocompactos.
Antes, recapitularemos as noções de aljavas e álgebras de caminhos usuais. Assumiremos o
conhecimento do leitor sobre conceitos bem estabelecidos na literatura dentro da teoria
de álgebras e módulos de dimensão finita bem como conceitos geralmente utilizados da
teoria de categoria e funtores. Em todo texto, caso não se faça menção contrária, estamos
supondo que o corpo k é algebricamente fechado e as k-álgebras são associativas com
unidade.

Sugerimos ao leitor as referências (AUSLANDER; REITEN; O.SMALO, 1997),
(ASSEM, 1997), (ASSEM; SIMSON; SKOWRONSKI, 2006) e (AWODEY, 2006) para um
estudo mais detalhado sobre os assuntos.

2.1 Aljavas e álgebras de caminhos
Recomendamos a leitura do Capítulo 2 do livro (ASSEM; SIMSON; SKOWRONSKI,

2006) para maiores detalhes.

Uma aljava Q é definida por um par de conjuntos Q0 e Q1 e duas aplicações
s, t : Q1 → Q0. Os elementos em Q0 são chamados de vértices e os elementos em Q1 são
chamados de flechas. Dada uma flecha α, chamamos o elemento s(α) de vértice inicial
de de α e o elemento t(α) de vértice final de α e escrevemos α : s(α) → t(α). Uma
aljava Q é chamada de finita se os conjuntos Q0 e Q1 são finitos.

Exemplo 2.1.1. O diagrama 1 2 3 4α β γ
X representa uma aljava

com Q0 = {1, 2, 3, 4}, Q1 = {α, β, γ,X}, t(α) = 1, s(α) = t(β) = 2, s(β) = t(γ) = 3 e
s(γ) = s(X) = t(X) = 4.

Um caminho p em Q de comprimento n > 0 é uma sequência de flechas p =
α1 . . . αn tal que s(αi) = t(αi+1) para cada i = 1, . . . , n− 1. Um caminho de comprimento
nulo é um caminho sem flechas associado a um vértice i ∈ Q0, que será indicado com a
notação ei. Os vértices inicial e final de um caminho ei de comprimento nulo coincidem,
s(ei) = t(ei) = i. O vértice inicial de um caminho p = α1 . . . αn de comprimento n > 0
é definido por s(αn); o vértice final, definido por t(α1). Dizemos que um caminho p de
comprimento n > 0 é um ciclo orientado quando s(p) = t(p).
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Exemplo 2.1.2. Voltando à aljava do exemplo anterior, o caminho αβγ é um caminho
de comprimento 3 com vértice inicial igual a 4 e vértice final igual a 1. O caminho
p = XXXX = X4 é um ciclo orientado de comprimento 4.

Dizemos que uma aljava Q é acíclica quando Q não possui ciclos orientados. A
aljava do Exemplo 1 não é acíclica.

Sejam k um corpo e Q uma aljava finita. Denote por kQ o k-espaço vetorial tendo
como base o conjunto de todos os caminhos de Q. Dados dois caminhos p = α1 . . . αn e
q = β1 . . . βm em Q, definimos o produto de p e q como sendo a concatenação pq definida
do seguinte modo:

pq =
 0 se t(β1) ̸= s(αn)
α1 . . . αnβ1 . . . βm se t(β1) = s(αn).

Estendendo o produto por linearidade temos a k-álgebra kQ chamada de álgebra de
caminhos de Q.

Seja Q uma aljava finita. A identidade de kQ é o somatório de todos os caminhos
estacionários, isto é,

∑
i∈Q0

ei.

Exemplo 2.1.3. Seja Q a aljava

2

1 4

3

α

γ

β

δ

. A álgebra de caminhos kQ de Q

é dada pela base {e1, e2, e3, e4, α, β, γ, δ, αβ, δγ}. Logo a dimensão de KQ como k-espaço
vetorial é igual a 10.

Seja Q uma aljava finita. Chamaremos o ideal bilateral da álgebra de caminhos kQ
gerado pelas flechas de ideal de flechas de Q e indicaremos com a notação JQ. Dizemos
que um ideal I de kQ é admissível quando existe um inteiro positivo n maior do que ou
igual a 2 tal que

JnQ ⊆ I ⊆ J2
Q.

Uma álgebra de caminhos kQ tem dimensão finita se, e somente se, Q é uma aljava
finita acíclica. Além disso, sempre que Q é uma aljava finita acíclica, JQ coincide com o
radical de Jacobson de kQ, J(kQ).

Cada ideal admissível I de uma álgebra de caminhos kQ de uma aljava finita
Q é gerado por um conjunto finito de relações. Chamaremos o par (Q, I) de aljavas
com relações. Dada uma aljava com relações (Q, I), então a álgebra quociente kQ/I é
chamada de álgebra de caminhos com relações de (Q, I). Uma álgebra de caminhos
com relações kQ/I tem dimensão finita e, além disso, J(kQ/I) = JQ/I.
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Definição 2.1.4. Dizemos que uma álgebra de dimensão finita A é básica se A/J(A) é
isomorfa a um produto de cópias de k.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Gabriel). Seja A uma álgebra básica de dimensão finita.
Então existe um aljava com relações (QA, I) tal que

A ∼=
kQA

I
.

Demonstração. A prova pode ser encontra em (ASSEM; SIMSON; SKOWRONSKI, 2006,
Theorem 3.7).

A aljava QA é chamada de aljava ordinária de A.

Dada uma álgebra básica de dimensão finita A, podemos construir a aljava ordinária
QA de A do seguinte modo: os vértices de QA estão em correspondência biunívoca com o
conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A/J(A); as flechas α : j → i

de QA estão em correspondência biunívoca com uma base do k-espaço eiJ(A)/J2(A)ej.

Observação 2.1.6. A aljava ordinária QA de A independe das escolhas das bases de cada
k-espaço vetorial eiJ(A)/J2(A)ej.

Exemplo 2.1.7. (i) A álgebra k[X]/⟨Xn⟩ é isomorfa a álgebra de caminhos com rela-

ções kQ/I dada pelo par (Q, I), onde Q : 1 X e I = ⟨Xn⟩.

(ii) Seja Tn(k) a álgebra de matrizes triangulares superiores de ordem n. Então Tn(k) é
isomorfo a álgebra de caminhos kQ dada pela aljava

Q : 1 2 3 . . . n− 1 n
α1 α2 α3 αn−2 αn−1

.

(iii) Seja kQ/I a álgebra de caminhos com relações dada por

2

1 4

3

α

γ

β

δ

, αβ − δγ = 0.

Os caminhos αβ e δγ são iguais módulo I, portanto, {e1, e2, e3, e4, α, β, δ, γ, αβ} é
uma base para kQ/I.
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2.2 Limites Inversos
Recomendamos o livro (RIBES; ZALESSKII, 2000) para maiores detalhes sobre

este tópico.

Definição 2.2.1. Um conjunto direcionado é um conjunto parcialmente ordenado
(I,≥) com a propriedade adicional que para todos i1, i2 ∈ I, existe i3 ∈ I de modo que
i3 ≥ i1 e i3 ≥ i2.

Definição 2.2.2. Seja {Xi, φij : Xj → Xi} uma família de espaços topológicos indexada
por um conjunto ordenado I e homomorfismos contínuos φi,j : Xj → Xi, sempre que j ≥ i,
com as seguintes propriedades:

1. φii é o morfismo identidade;

2. φik = φijφjk para todo k ≥ j ≥ i.

Diremos, então, que o par {Xi, φij : Xi → Xj} é um sistema inverso de espaços
topológicos sobre I.

O diagrama comutativo

Xk Xi

Xj

φik

φjk φij

ilustra a segunda condição da definição anterior.

Definição 2.2.3. Sejam {Xi, φij} um sistema inverso de espaços topológicos e Y um espaço
topológico. Dizemos que um conjunto de mapas contínuos {ψi : Y → Xi} é compatível
quando φijψj = ψi sempre que j ≥ i.

A compatibilidade, para cada j ≥ i, pode ser vista através do diagrama comutativo

Y Xi

Xj.

ψi

ψj φij

Definição 2.2.4. Sejam {Xi, φij} um sistema inverso e {X,ψi} um conjunto compatível.
Dizemos que o sistema compatível {X,ψi} é um limite inverso do sistema inverso
{Xi, φij} se satisfaz a seguinte propriedade universal :

se {Y, δi} é um outro conjunto compatível, então existe um único homomorfismo
contínuo δ : Y → X tal que ψiδ = δi para cada i ∈ I.
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A propriedade universal é dada pelo seguinte diagrama comutativo:

Y X

Xi.

δ

δi ψi

Por abuso de notação, muitas vezes nos referimos ao limite inverso simplesmente por X,
sem menção aos mapas. O limite inverso de um sistema inverso {Xi, φij}, quando existe,
é único a menos de isomorfismo. Denotamos por X = lim←−Xi o limite inverso do sistema
inverso {Xi, φij}.

Proposição 2.2.5. Seja {Xi, φij} um sistema inverso de espaços topológicos e seja
Y =

∏
i∈I
Xi o produto cartesiano dos espaços topológicos Xi com a topologia produto. Defina

X =
{
x ∈ Y : φijπj(x) = πi(x) para todos i, j com j ≥ i

}
,

onde πi : Y → Xi é a projeção canônica. Então {X,φi = πi|X} é o limite inverso do
sistema inverso {Xi, φij}.

Demonstração. A prova pode ser encontrada em (RIBES; ZALESSKII, 2000, Proposition
1.1.1).

A proposição anterior nos possibilita expressar os elementos do limite inverso
como um vetor (xi) de elementos dos objetos no sistema inverso. Em certos momentos
adotaremos a linguagem vetorial para expressar elementos do limite inverso. Além disso,
segue-se também da proposição que a topologia do limite inverso é a topologia do subespaço
herdada da topologia produto em Y . As pré-imagens de cada um dos Xi formam uma
base de abertos do espaço X.

Exemplo 2.2.6. (RIBES; ZALESSKII, 2000) Seja { Z
pnZ , πn,m : Z/pmZ → Z/pnZ} o

sistema inverso indexado pelo conjunto ordenado dos números naturais N, onde Z/pnZ é
o espaço topológico munido com a topologia discreta e πn,m é a projeção canônica sempre
que m ≥ n. O limite inverso do sistema inverso {Z/pnZ, πn,m} é dado por

lim←−ZpnZ =
{(
xn + pnZ

)
: xn ∈ Z, xn ≡ xmmodpm se n ≥ m

} ∼= Zp.

Definição 2.2.7. Dados dois sistemas inversos {Xi, φi,j} e {Yi, δi,j} indexados pelo mesmo
conjunto ordenado I, um mapa de sistemas inversos Θ : {Xi, φi,j} → {Yi, δi,j} consiste de
um conjunto de mapas contínuos {θi : Xi → Yi} tal que o diagrama

Xj Xi

Yk Yi

φij

θj θi

δi,j

comuta sempre que j ≥ i. Os mapas θi são chamados de componentes de Θ.
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A definição acima nos permite ver os sistemas inversos indexados por I como
uma categoria, onde os objetos são os sistemas inversos e os morfismos são os mapas de
sistemas inversos. Cada mapa de sistemas inversos Θ : {Xi, φi,j} → {Yi, δi,j} induz um
mapa contínuo lim←−Θ : lim←−Xi → lim←−Yi definido por lim←−Θ((xi)) = (θi(xi)).

Proposição 2.2.8. A operação lim←− age como um funtor entre as categorias dos sistemas
inversos indexados por I e a categoria dos espaços topológicos.

Se todas as componentes de Θ são injetivas, então o mapa lim←−Θ também é injetivo.
O mesmo não ocorre com mapas sobrejetivos. Veja o exemplo abaixo:

Exemplo 2.2.9. Sejam {Z, 1} e { Z
pnZ , πn,m} sistemas inversos indexados por N. Considere,

para cada n, a projeção πn : Z→ Z
pnZ , então

Θ =
{
πn : Z→ Z

pnZ
}

é um mapa de sistemas inversos. A imagem de Z em lim←−
Z
pnZ por lim←−Θ é o conjunto{(

xn + pnZ
)

: xn ≡ x modpn para todo n ∈ N, x ∈ Z
}
,

Por outro lado, (1 + pZ, 1 + p+ p2Z, . . . ,
n−1∑
i=0

pi + pnZ, . . . ) é um elemento de lim←−Z/pnZ

que não pertence a imagem de Z por lim←− θn. Logo lim←− θn não é sobrejetivo.

Proposição 2.2.10. Seja {Xi, φi,j} um sistema inverso. Se cada um dos mapas φi,j é
injetivo então cada um dos mapas φi : lim←−Xi → Xi também é injetivo para todo i. Além
disso, se o sistema consiste de espaços topológicos Hausdorff compactos não-vazios, os
mapas φi são sobrejetivos sempre que os mapas φi,j são sobrejetivos.

Demonstração. A prova pode ser encontrada em (RIBES; ZALESSKII, 2000, Proposition
1.1.10)

2.3 Álgebras pseudocompactas e o radical de Jacobson
k será sempre tratado como um corpo munido com a topologia discreta. Nesta

seção trataremos de fixar definições e algumas propriedades das álgebras pseudocompactas.
Estamos supondo sempre que os anéis estão sobre um corpo k, assim, ao escrevermos
álgebras A, está subentendido k-álgebra A.

Definição 2.3.1. Uma álgebra pseudocompacta é o limite inverso de um sistema
inverso {Ai, φi,j} formado por álgebras associativas unitais de dimensão finita munidas
com a topologia discreta.

Proposição 2.3.2. Cada álgebra pseudocompacta é Hausdorff.
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Demonstração. Como o produto de espaços Hausdorff é também um espaço Hausdorff e
como cada subespaço de um espaço Hausdorff é também Hausdorff, segue-se a afirmação.

Proposição 2.3.3. Seja A = lim←−Ai uma álgebra pseudocompacta e seja {φi : A→ Ai} o
sistema compatível. Então {kerφi} é um sistema fundamental de vizinhanças abertas de 0.

Demonstração. A prova é análoga à prova em (RIBES; ZALESSKII, 2000, Lemma 2.1.1)
trocando grupos por álgebras.

Pela proposição anterior, o fecho do ideal nulo 0 em A é dado por

0 =
{
a ∈ A : 0 ∈ a+ kerφi,∀i

}
.

Se a ∈ 0 então 0 ∈ a + kerφi para todo i, logo a ∈
⋂
i

kerφi. Por outro lado, dado

a ∈ ∩ikerφi, segue-se que 0 = a− a ∈ a+ kerφi para todo i, portanto, a ∈ 0. Ou seja,

0 =
⋂
i

kerφi.

Sabemos que cada subconjunto finito é compacto e que cada subconjunto compacto de
um espaço Hausdorff é fechado, portanto,

0 = 0 =
⋂
i

kerφi.

Proposição 2.3.4. Uma álgebra A é pseudocompacta se, e somente se, A é uma álgebra
topológica Hausdorff unital associativa possuindo um sistema de vizinhanças de 0 formado
por ideais abertos I com codimensão cofinita, dimkA/I <∞, que se intersectam em 0 e
tal que A = lim←−A/I.

Exemplo 2.3.5. Cada álgebra discreta de dimensão finita é uma álgebra pseudocompacta.

Exemplo 2.3.6. A álgebra k[[X]] =
{ ∞∑
i=0

aiX
i : ai ∈ k ∀i ∈ N

}
das séries de potências

na variável X é o limite inverso do sistema
{
k[X]
⟨Xn⟩ , πn,m : k[X]

⟨Xm⟩ →
k[X]
⟨Xn⟩

}
indexado por N,

portanto, k[[X]] é uma álgebra pseudocompacta.

Definição 2.3.7. O radical de Jacobson de uma álgebra pseudocompacta A é a
interseção de todos os ideais à esquerda fechados maximais de A. Usaremos a notação
J(A) para indicar o ideal de Jacobson de uma álgebra A.

Lema 2.3.8. Seja A uma álgebra pseudocompacta. Escreva A = lim←−{A/I, πi,j} como um
limite inverso de quocientes de dimensão finita A/I. Então

J(A) = lim←− J(A/I).
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Demonstração. A prova encontra-se em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Lemma 2.3).

Lema 2.3.9. Sejam A e B álgebras pseudocompactas e seja φ : A→ B um homomorfismo
de álgebras sobrejetivo contínuo. Então φ(J(A)) = J(B).

Demonstração. A prova encontra-se em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Corollary
2.4).

Definição 2.3.10. Um ideal fechado I de A é pronilpotente se
⋂
n∈N

In = 0.

Exemplo 2.3.11. A definição do ideal de Jacobson de uma álgebra de dimensão finita
coincide com a versão pseudocompacta do radical de Jacobson.

Exemplo 2.3.12. Seja k[[X]] a álgebra pseudocompacta das séries de potências na variável
X. O radical de Jacobson de k[[X]] é o ideal fechado gerado por X, ⟨X⟩. De fato, pelo
Lema 2.3.8,

J(k[[X]]) = lim←−n∈N
J(k[[X]]/⟨Xn⟩)

= lim←−n∈N
⟨X⟩ ⟨Xn⟩

=
{(
λ1X,λ1X + λ2X

2
, . . . ,

n−1∑
i=1

λiX
i
, . . .

)
: λi ∈ k

}
= ⟨X⟩.

O fecho topológico de um espaço topológico X, denotado por X, é a interseção
de todos os fechados que contêm X.

Definição 2.3.13. Para cada inteiro positivo n, definimos

Jn(A) = Jn−1(A)J(A).

Exemplo 2.3.14. No exemplo anterior, Jn(k[[X]]) = ⟨Xn⟩.

2.4 Módulos pseudocompactos

Definição 2.4.1. Sejam A e B álgebras pseudocompactas. Um A-módulo (respectivamente,
A-B-bimódulo) pseudocompacto M é um A-módulo (respectivamente, A-B-bimódulo) to-
pológico possuindo um sistema de vizinhanças de 0 formado por submódulos (respectiva-
mente, subbimódulos) abertos N de codimensão finita que se intersectam em 0 e tal que
M = lim←−M/N.

Denotaremos por A-PC a categoria dos A-módulos pseudocompactos à esquerda. A
categoria dos A-módulos pseudocompactos é uma categoria abeliana com limites inversos
exatos (BRUMER, 1966).
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Lema 2.4.2. Cada objeto M em A-PC é um quociente de um objeto livre. Isto é, a
categoria A-PC possui suficientes projetivos.

Demonstração. Brumer provou em (BRUMER, 1966, Lemma 1.6).

Lema 2.4.3. Sejam A uma álgebra pseudocompacta e M,N A-módulos pseudocompactos.
Então

(i) A imagem de M por um homomorfismo contínuo f : M → N é um submódulo
fechado de N .

(ii) Cada submódulo gerado por um conjunto finito de elementos de M é fechado.

Demonstração. A prova pode ser encontrada em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020,
Lemma 2.2).

Sejam M um A-módulo pseudocompacto à direita e N um A-módulo pseudocom-
pacto à esquerda. Definiremos a noção de produto tensorial completo de M e N . Para
maiores detalhes sobre o tema, sugerimos ao leitor a leitura do artigo (BRUMER, 1966).

Seja X um k-bimódulo pseudocompacto. Um A-bihomomorfismo γ : M ×N → X

é um mapa contínuo k-linear em cada entrada satisfazendo a seguinte propriedade:

γ(ma, n) = γ(m, an)

para cada m ∈M , n ∈ N e a ∈ A.

Definição 2.4.4. O produto tensorial completo de M e N é um k-espaços vetorial
M⊗̂AN e um A-bihomomorfismo γ : M × N → M⊗̂AN gozando da seguinte proprie-
dade universal: dado um outro A-bihomomorfismo θ : M × N → X, existe um único
homomorfismo de k-espaços vetoriais f : M⊗̂AN → X tal que fγ = θ.

O diagrama
M ×N X

M⊗̂AN

θ

γ
f

ilustra a propriedade universal do produto tensorial completo.

Escreveremos m⊗̂An a imagem de (m,n) por γ. Quando M é um B-A-bimódulo,
o produto tensorial completo M⊗̂AN possui uma estrutura natural de B-módulo com a
multiplicação dada por b(m⊗̂An) = bm⊗̂An para cada b ∈ B, m⊗̂An ∈M⊗̂AN .
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Proposição 2.4.5. Sejam M = lim←−iM/Mi e N = lim←−j N/Nj as expressões de M e N
como limites inversos de A-módulos de dimensão finita respectivamente. Então

M⊗̂AN ∼= lim←−
i,j

M/Mi ⊗A N/Nj.

Demonstração. A prova pode ser encontra em (RIBES; ZALESSKII, 2000, Lemma 5.5.1).

Observação 2.4.6. Observe que o produto tensorial completo M⊗̂AN é o completamento
topológico do produto tensorial abstrato M ⊗A N

Proposição 2.4.7. Se M e N são A-módulos finitamente gerados, então o mapa natural
M ⊗A N →M⊗̂AN é um isomorfismo.

Demonstração. A prova pode ser encontrada em (MACQUARRIE; SYMONDS; ZALESS-
KII, 2020, Proposition 2.2)

Proposição 2.4.8. Sejam A uma álgebra pseudocompacta e M,M1 e M2 A-módulos
pseudocompactos à direita e N,N1 e N2 A-módulos pseudocompactos à esquerda. Então:

(i) M⊗̂A− e −⊗̂AN são exatos à direita;

(ii) M⊗̂A(N1 ⊕N2) ∼=
(
M⊗̂AN1

)
⊕

(
M⊗̂AN2

)
;

(iii)
(
M1 ⊕M2

)
⊗̂AN ∼=

(
M1⊗̂AN

)
⊕

(
M2⊗̂AN

)
;

(iv) A⊗̂AN ∼= N e M⊗̂AA ∼= M .

Demonstração. A prova pode ser encontrada em (RIBES; ZALESSKII, 2000, Proposition
5.5.3).

2.5 Álgebra tensorial completa e álgebra de caminhos completa

Definição 2.5.1. Sejam A uma álgebra pseudocompacta e M um A-bimódulo pseudocom-
pacto. A álgebra tensorial completa T [[A,M ]] é definida como sendo

T [[A,M ]] =
∏
n

M ⊗̂n ,

onde M ⊗̂0 = A, M ⊗̂1 = M e M ⊗̂i = M⊗̂AM ⊗̂i−1 para cada i > 1.

O produto de m = m1⊗̂A . . . ⊗̂Ams ∈ M ⊗̂s por n = n1⊗̂A . . . ⊗̂Anr ∈ M ⊗̂r é dado
pela concatenação de m e n, isto é,

m1⊗̂A . . . ⊗̂Amn⊗̂An1⊗̂A . . . ⊗̂Anr ∈M ⊗̂s+r .

A multiplicação é induzida da bilinearidade natural do produto de m por n.
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Exemplo 2.5.2. Suponha que as dimensões de A e M sejam finitas e que M ⊗̂n = 0
a partir de um certo inteiro positivo n, então a definição da álgebra tensorial completa
T [[A,M ]] coincide com a álgebra tensorial clássica T (A,M).

Exemplo 2.5.3. É possível enxergar a álgebra k[[X]] das séries de potências na variável
X como a álgebra tensorial completa T [[k, k]], onde k é visto como k-bimódulo da maneira
óbvia.

Observação 2.5.4. Peter Gabriel provou em (GABRIEL, 1973) que cada álgebra tensorial
completa é pseudocompacta.

Da Definição 2.5.1 de álgebra tensorial completa, podemos utilizar a linguagem
vetorial para descrever os elementos de T [[A,M ]], isto é, dado um x ∈ T [[A,M ]], podemos
reescrevê-lo como

x = (a0,m1, . . . ,mn, . . . ),

onde a0 ∈ A e mi ∈M ⊗̂i para todo i ≥ 1.

Lema 2.5.5. Sejam Σ uma álgebra semissimples de dimensão finita e M um Σ-bimódulo
de dimensão finita. Então

J
(
T [[Σ,M ]]

)
=

∞∏
n=1

M ⊗̂n .

Demonstração. Veja (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Lemma 2.12).

Lema 2.5.6. Sejam A e B álgebras pseudocompactas e M um A-bimódulo pseudocompacto.
Se

φ0 : A→ B

é um homomorfismo de álgebras contínuo e

φ1 : M → B

é um homomorfismo de A-bimódulos contínuo, onde a estrutura de B como A-bimódulo é
induzida de φ0, então existe um único homomorfismo de álgebras contínuo

φ : T [[A,M ]]→ B

tal que φ|A = φ0 e φ|M = φ1.

Definição 2.5.7. Seja Q uma aljava finita. A álgebra de caminhos completa de Q é
a álgebra

k[[Q]] =
∏
n

kQn,

onde kQn é o espaço vetorial com base formada por caminhos de Q de comprimento n. A
topologia de cada kQn é dada pela topologia discreta e a topologia de k[[Q]] é dada pela
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topologia produto. A multiplicação em k[[Q]] é uma extensão da multiplicação em kQ, ou
seja, se ρ = (ρn)n≥0, γ = (γn)n≥0 ∈ k[[Q]], então

ργ =
( n∑
i=0

ρiγn−i
)
n≥0

.

Assim os elementos de k[[Q]] são combinações k-lineares, infinitas ou finitas, de
elementos de uma base de caminhos de kQ.

Exemplo 2.5.8. Considere a aljava Q : 1 X . A álgebra de caminhos kQ é a álgebra

de polinômios na variável X, e a álgebra de caminhos completa k[[Q]] é a álgebra das
séries de potências na variável X.

Exemplo 2.5.9. Se Q é uma aljava acíclica, então Qn = 0 para todo n suficientemente
grande, portanto, kQ = k[[Q]].

O ideal de flechas completo J[[Q]] é o ideal fechado
∏
n≥1

kQn.

Exemplo 2.5.10. Considere a aljava Q : 1 X . O ideal de flechas completo J[[Q]]

coincide com o radical de Jacobson de k[[Q]]. O mesmo não ocorre para o ideal de flechas
JQ de kQ. Lembre-se que J(kQ) = 0.

Observação 2.5.11. Seja Q uma aljava finita. Então a álgebra de caminhos completa é
isomorfa a álgebra tensorial completa

T [[kQ0, kQ1]],

onde kQ1 é tratado como kQ0-bimódulo do modo óbvio (eiα = α, αej = α e elα = αel′ = 0
para todo l ̸= i e l′ ̸= j sempre que α : j → i).

Proposição 2.5.12. Seja Q uma aljava finita. A álgebra de caminhos completa k[[Q]] é
completa com respeito a topologia J[[Q]]-ádica, isto é,

k[[Q]] = lim←−
n∈N

k[[Q]]/Jn[[Q]].

Demonstração. A prova encontra-se em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Proposition
2.7);

2.6 Álgebras pseudocompactas básicas
Definição 2.6.1. Dizemos que uma álgebra pseudocompacta A é básica se o quociente
A/J(A) é isomorfo ao produto direto de cópias de k.
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Exemplo 2.6.2. As álgebras pseudocompactas básicas de dimensão finitas são as álgebras
básicas no sentido clássico.

Exemplo 2.6.3. A álgebra pseudocompacta k[[X]] é básica.

Proposição 2.6.4. Sejam A e B álgebras pseudocompactas básicas tais que A/J(A) e
B/J(B) são álgebras de dimensão finita. Se f : A→ B é um homomorfismo de álgebras
contínuo então f

(
J(A)

)
⊆ J(B).

Demonstração. Veja (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Lemma 3.8).

Corolário 2.6.5. Sejam A e B álgebras pseudocompactas básicas tais que A/J(A) e
B/J(B) são álgebras de dimensão finita. Se f : A→ B é um homomorfismo de álgebras
contínuo, então f

(
Jn(A)

)
⊆ Jn(B) para todo inteiro positivo n.

Demonstração. Utilizando indução sobre n, tem-se

φ(Jn(A)) ⊆ φ(Jn−1(A)J(A))
⊆ φ(Jn−1(A)J(A))
⊆ φ(Jn−1(A))φ(J(A))
⊆ Jn−1(B)J(B)
= Jn(B).

Lembrando que a passagem da primeira linha para segunda nas continências se dá pelo
fato de que a imagem do fecho está contido no fecho da imagem.

Observe que a proposição anterior não é válida para toda álgebra. Seja

T2(k) =
{(

λ1 λ2
0 λ3

)
: λ1, λ2, λ3 ∈ k

}
a subálgebra da álgebra de matrizes M2(k). A inclusão de T2(k) em M2(k) não leva radical
em radical:

J(T2(k)) =
{(

0 λ
0 0

)
: λ ∈ k

}
⊈ J(M2(k)) = 0.

Seja A uma álgebra pseudocompacta básica tal que A/J2(A) é uma álgebra de
dimensão finita. A aljava ordinária QA de A é a aljava ordinária QA/J2(A).

Definição 2.6.6. Seja A uma álgebra pseudocompacta básica tal que A/J2(A) é uma
álgebra de dimensão finita. Um ideal fechado I é chamado de ideal de relação se
I ⊆ J2(k[[QA]]). Além disso, um ideal de relação I é admissível se existe um inteiro
positivo maior do que ou igual a 2 tal que Jn(k[[QA]]) ⊆ I.

Proposição 2.6.7. Seja A uma álgebra pseudocompacta A tal que A/J2(A) é uma álgebra
de dimensão finita. Então existe um ideal de relação I tal que

A ∼= k[[QA]]/I.

O ideal I é admissível se, e somente se, A é uma álgebra de dimensão finita.
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Demonstração. Veja (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Proposition 5.9)

Definição 2.6.8. Uma álgebra pseudocompacta A diz-se hereditária quando cada sub-
módulo fechado de um A-módulo pseudocompacto projetivo é projetivo.

Proposição 2.6.9. Uma álgebra pseudocompacta básica A com A/J2(A) de dimensão
finita é hereditária se, e somente se, A é isomorfa a k[[QA]].

Demonstração. A prova encontra-se em (CHIN, 2002, Theorem 1).
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3 O Teorema do levantamento

Sejam A uma álgebra pseudocompacta com dimkA/J
2(A) <∞ e B uma álgebra de

dimensão finita e seja φ : A→ B um homomorfismo contínuo. Neste capítulo buscaremos
entender como se comporta a imagem de um conjunto completo de idempotentes ortogonais
primitivos de A por φ. Provaremos que existe um conjunto completo de idempotentes
ortogonais primitivos de B de modo que a imagem de cada elemento do conjunto completo
de A seja uma combinação de elementos do conjunto completo de B. Este resultado será
essencial nas construções das adjunções do próximo capítulo.

No decorrer do capítulo adotaremos a linguagem de levantamentos da projeção
canônica π : A→ A/J(A) e veremos que existe uma correspondência biunívoca com os
conjuntos completos de idempotentes ortogonais primitivos de A. Utilizaremos fortemente
as versões pseudocompactas do Teorema de Malcev e Wedderburn ao longo deste capítulo.
Recomendamos ao leitor as leituras dos artigos (ECKSTEIN, 1969, Theorem 17) e (CURTIS,
1954, Theorem 1) para maiores detalhes das versões pseudocompactas dos resultados.

Neste capítulo, todas as álgebras são básicas. Além disso, consideraremos sempre
álgebras A tais que dimkA/J

2(A) <∞, isto é, álgebras cujas aljavas ordinárias QA são
aljavas finitas. Para maiores detalhes, recomendamos (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020,
Chapter 4, §3).

3.1 Levantamentos da projeção de A em A/J(A)

Definição 3.1.1. Seja A uma álgebra pseudocompacta básica. Um levantamento da
projeção canônica πA : A→ A/J(A) é um homomorfismo de álgebras contínuo

s : A/J(A)→ A

tal que πAs = idA/J(A).

Observação 3.1.2. Por simplicidade de escrita, diremos muitas vezes que s : A/J(A)→ A

é um levantamento no lugar de levantamento da projeção πA : A→ A/J(A).

Exemplo 3.1.3. Seja kQ a álgebra de caminhos da aljava Q : 1 2 3α β . Um
exemplo de levantamento da projeção π : kQ→ kQ/J(kQ) é o homomorfismo de álgebras
s : kQ/J(kQ)→ kQ definido por

s(e1) = e1 s(e2) = e2 s(e3) = e3.
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De fato, πs(ei) = π(ei) = ei para cada i = 1, 2, 3. Um outro exemplo de levantamento da
projeção π é o levantamento s′ : kQ/J(kQ)→ kQ definido por

s′(e1) = e1 + αβ s′(e2) = e2 − β s′(e3) = e3 + β − αβ.

Exemplo 3.1.4. O homomorfismo s : k[[X]]/⟨X⟩ → k[[X]] definido por s(1) = 1 é o
único levantamento da projeção π : k[[X]]→ k[[X]]/⟨X⟩.

Seja A uma álgebra pseudocompacta. Denote por SA o conjunto de todos os
levantamentos da projeção π : A→ A/J(A). A generalização dada por Curtis do Teorema
de Wedderburn assegura que o conjunto SA é não-vazio:

Teorema 3.1.5 (Teorema de Wedderburn). Seja A uma álgebra pseudocompacta. Existe
uma subálgebra fechada Σ de A tal que

A ∼= Σ⊕ J(A)

como k-espaço vetorial.

Demonstração. Segue-se diretamente de (CURTIS, 1954, Theorem 1).

Seja P o único conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A/J(A).
A imagem de P por um levantamento s da projeção A→ A/J(A) é um conjunto completo
de idempotentes ortogonais primitivos de A. Denote por PA o conjunto de todos os
conjuntos completos de idempotentes ortogonais primitivos de A. A imagem de P por um
mapa em SA nos dá um mapa

Γ : SA → PA.

Lema 3.1.6. O mapa Γ é uma bijeção.

Demonstração. A prova encontra-se em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Lemma 4.1).

Teorema 3.1.7 (Teorema de Malcev). Seja A uma álgebra pseudocompacta e sejam s1 e
s2 dois levantamentos da projeção π : A→ A/J(A). Então existe r ∈ J(A) tal que

s2(a) = (1− r)s1(a)(1− r)−1.

para todo a ∈ A/J(A).

Demonstração. Eckstein provou o resultado em (ECKSTEIN, 1969, Theorem 17).

Observação 3.1.8. Dados dois levantamentos s1 e s2 da projeção π : A→ A/J(A), então(
s1 − s2

)
(a) ∈ J(A)

para todo a ∈ A/J(A), pois π(s1 − s2) = 0.
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Definição 3.1.9. Seja P = {e1, . . . , en} o único conjunto completo de idempotentes
ortogonais primitivos de A/J(A). Dados dois levantamentos s1 e s2 da projeção π : A→
A/J(A), defina

r =
n∑
i=1

s2(ei)
(
1− s1(ei)

)
.

Observação 3.1.10. O elemento mudança de levantamento r definido anteriormente é
um elemento de J(A). Basta notar que

π
(
s2(ei)− s2(ei)s1(ei)

)
= ei − ei2 = 0,

para cada i = 1, . . . , n.

Exemplo 3.1.11. Seja kQ a álgebra de caminho da aljava Q : 1 2α . Dados dois
levantamentos s1, s2 : kQ/J(kQ)→ kQ definidos por

s1 : e1 7→ e1 + λ1α e2 7→ e2 − λ1α

e
s2 : e1 7→ e1 + λ2α e2 7→ e2 − λ2α

respectivamente, onde λ1, λ2 ∈ k, então

r = s2(e1)s1(e2) + s2(e2)s1(e1)
= (e1 + λ2α)(e2 − λ1α) + (e2 − λ2α)(e1 + λ1α)
= (λ2 − λ1)α.

Dados dois levantamentos s1, s2 da projeção π : A→ A/J(A), a proposição abaixo
prova que o elemento definido em 3.1.9 é um caracterização explicita do elemento r ∈ J(A)
do Teorema de Malcev. A fórmula explicita do elemento r é um resultado novo.

Proposição 3.1.12. Seja A uma álgebra pseudocompacta com dimensão de A/J2(A) finita
e seja P = {e1, . . . , en} o único conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos
de A/J(A). Dados dois levantamentos s1 e s2 da projeção π : A→ A/J(A), seja r ∈ J(A)
definido em 3.1.9. Então

s2(a) = (1− r)s1(a)(1− r)−1.

para todo a ∈ A/J(A).

Demonstração. Como 1− r =
n∑
i=1

s2(ei)s1(ei), segue-se, para cada i = 1, . . . , n, que

(1− r)s1(ei) =
( n∑
j=1

s2(ej)s1(ej)
)
s1(ei)

= s2(ei)s1(ei)

= s2(ei)
( n∑
i=j

s2(ej)s1(ej)
)

= s2(ei)(1− r).
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Logo
s2(a) = (1− r)s1(a)(1− r)−1

para todo a ∈ A/J(A).

Exemplo 3.1.13. Seja kQ a álgebra de caminhos de Q : 1 2 3α β . Considere
os levantamentos s1, s2 : kQ/J(kQ)→ kQ definidos por

s1 : e1 7→ e1 + α + αβ e2 7→ e2 − α + β − αβ e3 7→ e3 − β

e
s2 : e1 7→ e1 + αβ e2 7→ e2 − β e3 7→ e3 + β − αβ,

respectivamente. Então

r = s2(e1)
(
s1(e2) + s1(e3)

)
+ s2(e2)

(
s1(e1) + s1(e3)

)
+ s2(e3)

(
s1(e1) + s1(e2)

)
= (e1 + αβ)(e2 + e3 − α− αβ) + (e2 − β)(e1 + e3 + α− β + αβ)+

+(e3 + β − αβ)(e1 + e2 + β)
= −α− 2β.

O inverso multiplicativo de 1− r = 1 + α + 2β é 1− α− 2β + 2αβ, logo

Ims2 =
(
1 + α + 2β

)
Ims1

(
1− α− 2β + 2αβ

)
.

3.2 Teorema do levantamento
Sejam A e B álgebras pseudocompactas. Dado um homomorfismo de álgebras

contínuo φ : A→ B, então, pela Proposição 2.6.4, sabemos que

φ(J(A)) ⊆ J(B),

portanto, podemos definir, através do mapa induzido pelos quocientes, o homomorfismo
de álgebras contínuo

φ1 : A

J(A) →
B

J(B)

pondo φ1(a) = φ(a).

O mapa φ1 : A/J(A)→ B/J(B) é tal que o diagrama

A B

A
J(A)

B
J(B)

φ

πA πB

φ1

comuta, onde πA : A→ A/J(A) e πB : B → B/J(B) são as projeções canônicas.
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Sejam
{
e1, . . . , en

}
e

{
f1, . . . , fm

}
os únicos conjuntos completos de idempotentes

ortogonais primitivos de A/J(A) e B/J(B) respectivamente. Para cada i = 1, . . . , n,
tem-se:

φ1(ei) =
m∑
j=1

λijfj,

onde cada λij pertence a k.

Lema 3.2.1. Fixada a notação acima. Para cada i = 1, . . . , n, tem-se λij = 1 ou 0 para
todo j = 1, . . . ,m.

Demonstração. Suponha que λij ̸= 0. Como ei é um elemento idempotente e
{
f1, . . . , fm

}
é um conjunto formado por elementos idempotentes e dois a dois ortogonais, temos

m∑
j=1

λijfj = φ1(ei)

= φ1((ei)2)
= φ1(ei)2

=
m∑
j=1

(λij)2fj.

Ao multiplicarmos ambos os lados por fj, obtemos que

λijfj = (λij)2fj.

Logo λij = 1 ou λij = 0.

Na notação anterior, para cada i ∈ {1, . . . , n}, defina

Li =
{
j : λij = 1

}
⊆ {1, . . . ,m}.

Lema 3.2.2. Na mesma notação:

(i) dados i1, i2 ∈ {1, . . . , n} distintos, então Li1 ∩ Li2 = ∅;

(ii) para cada j ∈ {1, . . . ,m}, existe i ∈ {1, . . . , n} tal que j ∈ Li.

Demonstração. (i) Se existe j ∈ Li1 ∩ Li2 , então λi1j = λi2j = 1. Das igualdades

fjφ1(ei1) = fj = fjφ1(ei2),

segue-se que
fj = fjφ1(ei2)

=
(
fjφ1(ei1)

)
φ1(ei2)

= fjφ1(ei1ei2)
= 0.

Mas isso contradiz o fato de que fj é um idempotente não-nulo de B/J(B).
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(ii) Se, para todo i ∈
{
1, . . . , n

}
, j /∈ Li então fjφ1(ei) = 0 para todo i ∈

{
1, . . . , n

}
.

Multiplicando ambos os membros da igualdade 1 =
n∑
i=1

φ1(ei) por fj , obtemos fj = 0,

uma contradição.

Observação 3.2.3. Combinando as duas afirmações do lema anterior tem-se: para cada

j ∈
{

1, . . . ,m
}

, existe único i ∈
{

1, . . . , n
}

tal que j ∈ Li. Além disso,
n⋃
i=1
Li =

{
1, . . . ,m

}
.

Teorema 3.2.4 (Teorema do levantamento). Sejam A uma álgebra pseudocompacta e B
uma álgebra de dimensão finita e seja φ : A→ B um homomorfismo de álgebras. Se sA é
um levantamento da projeção A→ A/J(A), então existe um levantamento sB da projeção
B → B/J(B) tal que o diagrama

A
J(A)

B
J(B)

A B

sA

φ1

sB

φ

comuta.

Demonstração. A álgebra B é uma álgebra de dimensão finita, logo J l(B) = 0 para algum
inteiro positivo l. Usaremos indução sobre l. Quando se supõe l = 1, o único levantamento
da projeção πB : B → B/J(B) é a identidade porque B/J(B) = B. Por definição, o
homomorfismo de álgebras φ1 : A/J(A)→ B é tal que o diagrama

A B

A
J(A) B,

πA

φ

idB

φ1

comuta. Então, para todo levantamento sA : A/J(A)→ A da projeção π : A→ A/J(A),
as igualdades

φsA = idBφsA
= φ1πsA

= φ1idA/J(A)

= φ1,

resultam que o teorema é verdadeiro para o caso l = 1.

Suponhamo-lo, por indução, válido para l, isto é, válido para álgebras B tais que
J l(B) = 0 e seja B com J l+1(B) = 0. Seja sA um levantamento da projeção A→ A/J(A).
Sabemos, pela hipótese de indução, que existe um levantamento s′ : B/J(B)→ B/J l(B)
da projeção πl,1 : B/J l(B)→ B/J(B) tal que o diagrama
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A
J(A)

B
J(B)

A B
J l(B)

sA

φ1

s′

πlφ

comuta, onde πl : B → B/Jn(B) é a projeção canônica.

Se s′
B é um levantamento qualquer da projeção πB : B → B/J(B), então πns

′
B

é um levantamento da projeção πn,1 : B/J l(B) → B/J(B). Pelo Teorema 3.1.7, existe
r ∈ J(B) tal que, para cada b ∈ B/J(B),

s′(b) = (1− r)πls′
B(b)(1− r)−1.

Assim, para cada b ∈ B, segue-se das igualdades

s′(b) = (1− r)πls′
B(b)(1− r)−1

=
(
πl(1− r)

)(
πls

′
B(b)

)(
πl((1− r)−1)

)
= πl

(
(1− r)s′

B(b)(1− r)−1
)

que
s′ = πl

(
(1− r)s′

B(1− r)−1
)
,

logo
πlφsA = s′φ1 = πl

(
(1− r)s′

B(1− r)−1
)
φ1.

Portanto a diferença de φsA por (1 − r)s′
B(1 − r)−1φ1 nos elementos de A/J(A) é um

elemento de J l(B), isto é,(
φsA − (1− r)s′

B(1− r)−1φ1
)
(a) ∈ J l(B),

para cada a ∈ A.

Sejam {e1, . . . , en} e {f1, . . . , fm} os conjuntos completos de idempotentes primi-
tivos ortogonais de A/J(A) e B/J(B) respectivamente. Para cada i ∈ {1, . . . , n}, seja
ri ∈ J l(B) tal que

φsA(ei) = (1− r)s′
B(φ1(ei))(1− r)−1 + ri. (3.1)

Defina s′′
B = (1− r)s′

B(1− r)−1.

Pelo Lema 3.2.2, para cada j ∈ {1, . . . ,m}, existe um único i ∈ {1, . . . , n} tal que
j ∈ Li. Defina o mapa sB : B/J(B)→ B pondo, para cada j ∈ Li,

sB(fj) = s′′
B(fj) + ris

′′
B(fj) + s′′

B(fj)ri. (3.2)

Provaremos que sB é um levantamento da projeção πB : B → B/J(B) tal que
φsA = sBφ1.
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Para cada idempotente primitivo fj de B/J(B), tem-se

πBsB(fj) = πB
(
s′′
B(fj) + ris

′′
B(fj) + s′′

B(fj)ri
)

= πBs
′′
B(fj) + πB

(
ris

′′
B(fj)

)
+ πB

(
s′′
B(fj)ri

))
= πBs

′′
B(fj)

= fj

= id(fj).

Isto mostra que sB é um levantamento da projeção πB : B → B/J(B).

Para cada i = 1, . . . , n, a expressão

ri = s′′
Bφ1(ei)ri + ris

′′
Bφ1(ei) (3.3)

é uma consequência direta das igualdades

s′′
Bφ1(ei) + ri = φsA(ei) por 3.1

= φ(sA(ei)2)
= φsA(ei)φsA(ei)
= (s′′

Bφ1(ei) + ri)(s′′
Bφ1(ei) + ri) por 3.1

= s′′
Bφ1(ei) + s′′

Bφ1(ei)ri + ris
′′
Bφ1(ei) por r2

i ∈ J l+1(B) = 0.

Portanto, para cada i = 1, . . . , n,

φsA(ei) = s′′
Bφ1(ei) + ri por 3.1

= s′′
Bφ1(ei) + s′′

Bφ1(ei)ri + ris
′′
Bφ1(ei) por 3.3

= s′′
B

( ∑
j∈Li

fj
)

+ ris
′′
B

( ∑
j∈Li

fj
)

+ s′′
B

( ∑
j∈Li

fj
)
ri por φ1(ei) =

∑
j∈Li

fj

=
∑
j∈Li

s′′
B

(
fj

)
+ ris

′′
B(fj) + s′′

B(fj)ri

=
∑
j∈Li

sB(fj) por 3.2

= sB(
∑
j∈Li

fj)

= sBφ1(ei) por φ1(ei) =
∑
j∈Li

fj.

Provando que φsA = sBφ1. Segue-se de φsA = sBφ1 que sB(1) = 1. Resta apenas mostrar
que sB(bb′) = sB(b)sB(b′) para todo b, b′ ∈ B para concluirmos a prova.

Notemos, para cada fj1 , fj2 ∈ B/J(B), j1, j2 ∈ Li, que a multiplicação de sB(fj1)
por sB(fj2) é igual a

s′′
B(fj1)s′′

B(fj2) + s′′
B(fj1)s′′

B(fj2)ri + ris
′′
B(fj1)s′′

B(fj2) + 2s′′
B(fj1)ris′′

B(fj2)

porque r2
i ∈ J l+1(B) = 0. Provaremos que s′′

B(fj1)ris′′
B(fj2) = 0.
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Multiplicando à esquerda a igualdade 3.3 por s′′
B(fj1), com j1 ∈ Li, obtemos

s′′
B(fj1)ri = s′′

B(fj1)
(
s′′
Bφ1(ei)ri + ris

′′
Bφ1(ei)

)
= s′′

B(fj1)
[
s′′
B

( ∑
j∈Li

fj
)
ri + ris

′′
B

( ∑
j∈Li

fj
)]

= s′′
B(fj1)ri + s′′

B(fj1)ris′′
B

( ∑
j∈Li

fj
)
.

Do mesmo modo, ao multiplicarmos à direita as igualdades acima por s′′
B(fj2), com

j2 ∈ Li, obtemos

s′′
B(fj1)ris′′

B(fj2) = s′′
B(fj1)ris′′

B(fj2) + s′′
B(fj1)ris′′

B(fj2).

Segue-se daí que
s′′
B(fj1)ris′′

B(fj2) = 0.

Logo, para cada j1, j2 ∈ Li,

sB(fj1)sB(fj2) =

 sB(fj1) se j1 = j2;

0 se j1 ̸= j2.

De modo análogo, para cada j1 ∈ Li1 e j2 ∈ Li2 , i1 e i2 distintos, prova-se que

sB(fj1)sB(fj2) = 0.

Portanto sB(bb′) = sB(b)sB(b′) para todo b, b′ ∈ B. O que conclui a demonstração do
teorema.

Observação 3.2.5. Sejam A, B e φ : A→ B como nas hipóteses do teorema anterior.
Cabe então perguntar o seguinte: dado um levantamento sB da projeção πB : B → B/J(B),
será que sempre existe um levantamento sA da projeção πA : A→ A/J(A) de modo que o
diagrama

A
J(A)

B
J(B)

A B

φ1

sA sB

φ

comuta? A resposta é negativa. Com efeito, considere a álgebra A = kQ dada pela aljava
Q : 1 2α . Defina φ : kQ→ kQ pondo

φ(ei) = ei φ(α) = 0.

Dado um levantamento s : kQ/J(kQ) → kQ da projeção π : kQ → kQ/J(kQ), então s

tem a forma
s(e1) = e1 + λα s = e2 − λα,
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onde λ ∈ k. Fixe s1 : e1 7→ e1 + α, e2 7→ e2 − α, então, para todo levantamento s, temos

φs(e1) = φ(e1 + λα)
= e1

̸= e1 + α

= s1(e1)
= s1(φ1(e1)).

Isto é, o diagrama
kQ

J(kQ)
kQ

J(kQ)

kQ kQ

s

φ1

s1

φ

não comuta para todo levantamento s.

Observação 3.2.6. Também não é verdade que existe um único levantamento sB satisfa-
zendo o Teorema 3.2.4. Seja kQ a álgebra de caminhos dada pela aljava Q : 1 2α .
Considere o homomorfismo de álgebras φ : k → kQ definido por φ(λ) = λ. Evidentemente,
para todo levantamento s : kQ/J(kQ)→ kQ, o diagrama

k kQ
J(kQ)

k kQ

φ1

1 s

φ

comuta, onde φ1 é definido por φ1(λ) = λ.

Corolário 3.2.7. Sejam A,B e φ : A → B como nas hipóteses do Teorema 3.2.4. Se
φ1 : A/J(A)→ B/J(B) é um homomorfismo sobrejetivo, então, para cada levantamento
sA : A/J(A)→ A, existe único levantamento sB : B/J(B)→ B tal que o diagrama

A
J(A)

B
J(B)

A B

φ1

sA sB

φ

comuta.

Demonstração. Se s e s′ são dois levantamentos da projeção π : B → B/J(B) que
satisfazem o diagrama do Teorema 3.2.4, então sφ1 = s′φ1, mas φ1 é um epimorfismo,
logo s = s′.
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3.3 O diagrama comutativo para pares de levantamentos
Para cada álgebra A com A/J2(A) de dimensão finita, temos a decomposição

A = Σ⊕ J(A),

onde Σ é uma subálgebra de A isomorfa a A/J(A). Isto é,

A = Ims⊕ J(A),

onde s é um levantamento da projeção πA : A→ A/J(A).

A álgebra A/J(A) é um produto de cópias de k, portanto, semissimples. Logo cada
A/J(A)-bimódulo é um bimódulo projetivo. Como J(A) é um A/J(A)-bimódulo via s e a
projeção πA : J(A)→ J(A)/J2(A) é um homomorfismo de A/J(A)-bimódulos sobrejetivo,
segue-se que existe um homomorfismo de A/J(A)-bimódulos contínuo

t : J(A)/J2(A)→ J(A)

tal que o diagrama
J(A)
J2(A)

J(A) J(A)
J2(A)

t 1

π

comuta. O homomorfismo de A/J(A)-bimódulos t : J(A)/J2(A)→ J(A) é chamado de
levantamento da projeção πA : J(A)→ J(A)/J2(A).

Definição 3.3.1. O par (s, t) é chamado de par de levantamentos.

Sejam A uma álgebra e (s, t) um par de levantamentos. Pela propriedade universal
da álgebra tensorial completa, o par (s, t) induz um homomorfismo de álgebras sobrejetivo
contínuo (veja (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Proposition 5.9)),

φA : T
[[

A
J(A) ,

J(A)
J2(A)

]]
A .

Chamaremos o homomorfismo φA de homomorfismo de presentação de A induzido
pelo par de levantamentos (s, t).

Observação 3.3.2. Cada homomorfismo presentação é um homomorfismo sobrejetivo.

Exemplo 3.3.3. Seja Σ uma álgebra pseudocompacta semissimples e U um Σ-bimódulo
pseudocompacto. O par de levantamentos (sQ, tQ) de T [[Σ, U ]] definido por

sQ : T [[Σ,U ]]
J(T [[Σ,U ]]) → T [[Σ, U ]]
(a, 0, . . . ) 7→ (a, 0, . . . )

tQ : J(T [[Σ,U ]])
J2(T [[Σ,U ]]) → J(T [[Σ, U ]])
(0, u, . . . ) 7→ (0, u, . . . )

tem como homomorfismo de presentação a identidade de T [[Σ, U ]]. Chamaremos o par
(sQ, tQ) de par de levantamentos canônico de T [[Σ, U ]].
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Exemplo 3.3.4. Sejam A = k[[X]] a álgebra das séries de potências na variável X e (s, t)
o par de levantamentos definido por

s : k[[X]]
J(k[[X]]) → k[[X]]

1 7→ 1
,

t : J(k[[X]])
J2(k[[X]]) → J(k[[X]])
X 7→ X − 15X3 − 13X10

.

Então o homomorfismo de presentação induzido pelo par (s, t) é o homomorfismo de
álgebras φ : k[[X]]→ k[[X]] dado por

φ(X) = X − 15X3 − 13X10.

Proposição 3.3.5. Sejam A uma álgebra pseudocompacta e B uma álgebra de dimensão
finita e seja φ : A→ B um homomorfismo de álgebras contínuo. Se φA e φB são homomor-
fismos de presentações de A e B induzidos pelos pares (sA, tA) e (sB, tB) respectivamente,
então existe um homomorfismo ψ : T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ]]→ T

[[
B

J(B) ,
J(B)
J2(B)

]]
tal que o diagrama

T [[ A
J(A) ,

J(A)
J2(A) ]] T [[ B

J(B) ,
J(B)
J2(B) ]]

A B

φA

ψ

φB

φ

comuta.

Demonstração. Construiremos um homomorfismo de álgebras ψ0 : A/J(A)→ T [[ B
J(B) ,

J(B)
J2(B) ]]

e um homomorfismo de A/J(A)-bimódulos ψ1 : J(A)/J2(A)→ T [[ B
J(B) ,

J(B)
J2(B) ]] de modo

que o homomorfismo induzido pelos mapas ψ0 e ψ1 através da propriedade universal da
álgebra tensorial completa satisfaça o diagrama acima.

Pelo Teorema 3.2.4, existe um levantamento s′
B : B/J(B) → B da projeção

B → B/J(B) tal que o diagrama

A
J(A)

B
J(B)

A B

φ1

sA s′
B

φ

comuta. Segue-se então do Teorema de Malcev que existe r ∈ J(B) tal que

s′
B = (1 + r)sB(1 + r)−1.

O homomorfismo de álgebras φB é sobrejetivo, logo existe x ∈ J
(
T [[ B

J(B) ,
J(B)
J2(B) ]]

)
tal

que φB(x) = r. Defina

ψ0 : A/J(A) T [[ B
J(B) ,

J(B)
J2(B) ]]

pondo ψ0(a) = (1 + x)(φ(a), 0, 0, . . . )(1 + x)−1.
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Tratando T [[ B
J(B) ,

J(B)
J2(B) ]] e B como A/J(A)-bimódulos através de ψ0 e φsA respec-

tivamente, afirmamos que φB é um homomorfismo de A/J(A)-bimódulos. Com efeito,
dados a ∈ A/J(A) e y ∈ T [[ B

J(B) ,
J(B)
J2(B) ]],

φB(a · y) = φB(ψ0(a)y)
= φB(ψ0(a))φB(y)
= φB

(
(1 + x)(φ(a), 0, 0, . . . )(1 + x)−1

)
φB(y)

= (1 + φB(x))sB(φ(a))(1 + φB(x))−1φB(y)
= (1 + r)sB(φ1(a))(1 + r)−1φB(y)
= s′

B(φ1(a))φB(y)
= φsA(a)φB(y)
= a · φB(y).

Analogamente, φB(y ∗ a) = φB(y) ∗ a. Além disso, φB é um homomorfismo de A/J(A)-
bimódulos sobrejetivo, logo existe um homomorfismo de A/J(A)-bimódulos

ψ1 : J(A)/J2(A) T [[ B
J(B) ,

J(B)
J2(B) ]]

tal que o diagrama
J(A)
J2(A)

J(A)

A

T [[ B
J(B) ,

J(B)
J2(B) ]] B

tA

ψ1
ι

φ

φB

comuta. Defina
ψ : T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ]] T [[ B

J(B) ,
J(B)
J2(B) ]]

como sendo o homomorfismo de álgebras induzido pelos mapas ψ0 e ψ1 através da proprie-
dade universal da álgebra tensorial completa.

Provaremos que ψ é o homomorfismo procurado, isto é, φφA = φBψ. Para isto, é
suficiente provar a igualdade nos elementos de T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ]] da forma a0 = (a, 0, . . . ) e

x1 = (0, x, 0, ..). O resultado segue-se então das igualdades abaixo :
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φBψ
(
(a, 0, . . . )

)
= φBψ0

(
a

)
= φB

((
1− x

)(
φ1(a), 0, . . .

)(
1− x

)−1)
=

(
1− φB(x)

)
φB

(
(φ1(a), 0, . . . )

)(
1− φB(x)

)−1

= (1− r)sB
(
φ1(a)

)
(1− r)−1

= s′
Σ2(φ1(a))

= φsA(a)
= φφA

(
(a, 0, . . . )

)
,

φBψ
(
(0, x, 0, . . . )

)
= φBψ1(x)
= φιtA(x)
= φtA(x)
= φφA(0, x, 0, . . . ).
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4 A categoria das álgebras pseudocompactas
básicas e adjunções

Denotamos por PAlg a categoria cujos objetos são álgebras pseudocompactas
básicas A tais que dimkA/J

2(A) <∞; e cujos morfismos são homomorfismos de álgebras
contínuos. Para cada inteiro positivo n, a subcategoria plena de PAlg cujos objetos são
álgebras A tais que Jn(A) = 0 será denotada por PAlgn.

Observação 4.0.1. Os objetos de PAlgn são álgebras de dimensão finita (IUSENKO;
MACQUARRIE, 2020, Proposição 5.9).

Observação 4.0.2. Temos a seguinte cadeia de subcategorias plenas

PAlg1 ⊆ PAlg2 ⊆ ... ⊆ PAlgn ⊆ ... .

Estudaremos, para cada inteiro positivo n, o relacionamento entre as categorias

PAlg PAlgn

através de um par de funtores e provaremos que, sob uma relação de equivalência nos
morfismos de PAlg, tal par forma uma adjunção.

Evitando mal-entendidos, de agora em diante, as álgebras pseudocompactas consi-
deras ao longo deste capítulo serão sempre álgebras pseudocompactas básicas com aljava
ordinária finita, isto é, álgebras pseudocompactas básicas A tais que a dimensão de A/J2(A)
é finita.

4.1 O funtor projeção da n-ésima potência do radical de Jacobson
Dadas duas álgebras pseudocompactas A,B ∈ PAlg e dado um homomorfismo

de álgebras contínuo φ : A→ B, então, pelo Corolário 2.6.5, φ(Jn(A)) ⊆ Jn(B). Assim,
podemos definir o mapa de álgebras φn : A

Jn(A) →
B

Jn(B) pondo φn(a) = φ(a). Isto é,
φn : A

Jn(A) →
B

Jn(B) é um homomorfismo de álgebras tal que o diagrama

A B

A
Jn(A)

B
Jn(B) ,

φ

πA πB

φn

comuta, onde πA e πB são as respectivas projeções canônicas.
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Definição 4.1.1. Seja n um inteiro positivo. Para cada A ∈ PAlg e φ ∈ HomPAlg(A,B),
defina:

(i) Fn(A) = A
Jn(A) ;

(ii) Fn(φ) = φn.

Desta maneira, para cada inteiro positivo n, Fn : PAlg → PAlgn é um funtor
covariante. Chamaremos o funtor Fn de funtor projeção da n-ésima potência do
radical de Jacobson.

Como já foi dito antes, buscaremos compreender o relacionamento entre as categorias

PAlg PAlgn

através de pares de adjunções. Lembramos que o funtor G : D → C é adjunto a F : C → D
à esquerda se existir um isomorfismo

HomC(GD,C) ∼= HomD(D,FC)

natural em C ∈ C e D ∈ D. Equivalentemente, existem transformações naturais

η : idD → FG, ε : GF → idC

chamadas de unidade e counidade respectivamente satisfazendo as equações

Fε ◦ ηF = idF ;

εG ◦Gη = idG.

As equações acima são chamadas de equações da counidade-unidade. Estruturas
matemáticas envolvendo mapas com propriedades universais são de grande interesse entre
os matemáticos. Adjunções desempenham um papel central na caracterização de tais
mapas com propriedades universais: um funtor G : D → C é um adjunto à esquerda se para
cada objeto C em C existe um único homomorfismo de G em C. Em outras palavras, para
cada objeto C e cada morfismo f : GD → C, existe um único homomorfismo g : D → FC

tal que εC ◦Gg = f . Em diagramas,

GD

GFC C.

Gf
f

εC
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De maneira análoga, para cada objeto D ∈ D e cada morfismo g : D → FC, existe um
único homomorfismo f : GD → C tal que Ff ◦ ηD = g.

D FGD

FC.

ηD

g Ff

Para cada inteiro positivo n, temos o par óbvio de adjunção dado por (Fn, In),
onde In : PAlgn ↪→ PAlg é o funtor inclusão:

Observação 4.1.2. O funtor In : PAlgn ↪→ PAlg é adjunto a Fn : PAlg → PAlgn à
direita. De fato, seja

η : IdPAlg → InFn

a transformação natural cuja componente em A ∈ PAlg é dada pela projeção canônica
πA : A→ A

J(A) e seja
ε : FnIn → IdPAlgn

a transformação natural cuja componente em B ∈ PAlgn é dada pela identidade idB.

Para cada A ∈ PAlg, tem-se

(εFn ◦ Fnη)A = εFA
◦ FnηA

= idA/Jn(A) ◦ FnπA
= idA/Jn(A) ◦ idA/Jn(A)

= idA/Jn(A).

De modo análogo, para B ∈ PAlgn,

(Inε ◦ ηIn)B = εB ◦ ηB
= idB ◦ idB
= idB.

Logo as transformações η e ε satisfazem as equações da counidade-unidade. A
naturalidade de ambas é imediata.

Resta verificar se Fn tem adjunto à esquerda. Sabemos, pela teoria de Represen-
tações, veja, por exemplo, (AWODEY, 2006), que cada funtor com adjunto à esquerda
preserva limites pequenos. Um exemplo de limites pequenos são equalizadores. Supondo
que exista um adjunto a Fn à esquerda, então, teríamos que Fn preserva limites pequenos,
em particular, equalizadores. Mas este não é o caso. Veja o exemplo abaixo:

Exemplo 4.1.3. Sejam

φ : k[[X]] → k[[X]]
X 7→ X +Xn

e id : k[[X]] → k[[X]]
X 7→ X,
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dois homomorfismos de álgebras pseudocompactas. É fácil se convencer que o equalizador
dos homomorfismos φ e id é a inclusão k ↪→ k[[X]]. Por outro lado, a imagem dos
homomorfismos de álgebras φ e id por Fn coincidem, portanto, o equalizador de Fnφ e
Fnid é a identidade id : k[[X]]/⟨Xn⟩ → k[[X]]/⟨Xn⟩. Este exemplo prova que não existe
adjunto a Fn à esquerda para cada inteiro positivo n.

A discussão acima sugere que estamos pegando uma classe muito grande de
morfismos em PAlg. Na próxima seção, trabalharemos com um “quociente esperto” de
PAlg de modo que não tenhamos morfismos excedentes.

4.2 A relação de congruência em PAlg
Sugerimos ao leitor a referência (LANE, 1971, Chapter 2, §8) para maiores detalhes

sobre Categorias Quocientes.

Dadas duas categorias quaisquer C e D e um funtor F : C → D entre elas, para
cada par de objetos X, Y de C, é possível definir uma relação de equivalência ∼F,X,Y no
conjunto MorC(X, Y ) dada por:

φ ∼F,X,Y ψ ⇐⇒ Fφ = Fψ.

Indicaremos pelo símbolo ∼F a relação de congruência dada por ∼F,X,Y em cada par de
objetos X, Y de C. A relação de congruência ∼F é chamada de relação de congruência
induzida por F .

Seja CF a categoria quociente de C por ∼F , isto é, a categoria com os mesmos
objetos de C e cujos morfismos são as classes de equivalência em C. Isto é,

MorCF
(X, Y ) = MorC(X, Y )/ ∼F,X,Y .

Denotaremos por [φ]F a classe do morfismo φ.

Existe um funtor quociente natural ΠF : C → CF que associa a cada morfismo sua
respectiva classe. Além disso, o funtor F se fatora pelo funtor quociente ΠF de maneira
única:

C D

CF .

F

ΠF
F

A construção pode ser entendida como o “primeiro Teorema do isomorfismo” para catego-
rias.

Voltando ao funtor Fn : PAlg → PAlgn. Denotaremos por ∼n a relação de
congruência induzida por Fn. A classe de cada morfismos φ será indicada por [φ]n. Pela
definição de ∼n, dados dois morfismos ψ, φ : A→ B, [φ]n = [ψ]n se, e somente se, φn = ψn.
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Podemos dar uma caracterização da relação de congruência ∼n em termos dos elementos
de A:

Lema 4.2.1. Sejam φ, ψ : A→ B dois morfismos em PAlg. Então φ ∼n ψ se, e somente
se,

(
φ− ψ

)
(a) ∈ Jn(B) para cada a ∈ A.

Demonstração. Dados dois homomorfismos de álgebras contínuos φ, ψ : A→ B tais que
φ ∼n ψ, então φn = ψn. Logo, para cada a ∈ A, φ(a) = ψ(a). Isto é, a diferença de φ por
ψ em cada elemento de A é um elemento de Jn(B).

Escreveremos (
φ− ψ

)
(A) ⊆ Jn(B)

para indicar que
(
φ− ψ

)
(a) ∈ Jn(B) para cada a ∈ A.

Observação 4.2.2. Se n,m são inteiros positivos com n > m, então a relação de
congruência ∼n é mais fina do que a relação ∼m. Basta observarmos que, para cada par
de morfismos ψ, φ : A→ B,

(φ− ψ)(A) ⊆ Jn(B) ⊆ Jm(B).

A categoria quociente de PAlg por ∼n é denotada por PAlgn. Não tendo perigo
de confusão, o único funtor PAlgn → PAlgn induzido pelo funtor quociente ΠnPAlg→
PAlgn também será indicado por Fn. Isto é,

Fn : PAlgn → PAlgn

A 7→ A
Jn(A)

[φ]n 7→ φn.

Como estamos interessados no estudo de adjunções, de agora em diante, trabalharemos
com os funtores Fn : PAlgn → PAlgn induzidos pelos respectivos funtores quocientes Πn.

Exemplo 4.2.3. Voltando ao Exemplo 4.1.3, temos (φ− id)(k[[X]]) ⊆ Jn(k[[X]]), logo
φ ∼n id. Portanto o equalizador de [φ]n e [id]n é a identidade [id]n : k[[X]] → k[[X]].
Assim, a imagem do equalizador de [id]n e [φ]n por Fn é exatamente o equalizador de Fnid
e Fnφ.

Observação 4.2.4. Seja B álgebra pseudocompacta com Jn(B) = 0. Então

HomPAlgn

(
A,B

)
= HomPAlg

(
A,B

)
para toda álgebra pseudocompacta A.

Lema 4.2.5. Seja φ : A → B um morfismo em PAlg. Se φn : A/Jn(A) → B/Jn(B) é
um monomorfismo em PAlgn então [φ]n é um monomorfismo em PAlgn.
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Demonstração. Dados dois morfismos [ψ]n, [δ]n : A′ → A tais que [φψ]n = [φδ]n, então
φnψn = φnδn. Como φn é um monomorfismo, segue-se que ψn = δn, logo [ψ]n = [δ]n.

Lema 4.2.6. Seja φ : A → B um morfismo em PAlg. Se φn : A/Jn(A) → B/Jn(B) é
um epimorfismo em PAlgn, então [φ]n é um epimorfismo em PAlgn.

Demonstração. Dados dois morfismos [ψ]n, [δ]n : B → A′ tais que [ψφ]n = [δφ]n, então
ψnφn = δnφn. Como φn é um epimorfismo, segue-se que ψn = δn, logo [ψ]n = [δ]n.

Lema 4.2.7. Se φ : A→ B é um homomorfismo de álgebras sobrejetivo em PAlg, então
[φ]n é um epimorfismo.

Demonstração. É uma consequência direta do Lema 4.2.6 porque φn é um homomorfismo
de álgebra sobrejetivo sempre que φ é um homomorfismo sobrejetivo.

Observação 4.2.8. De maneira análoga à Observação 4.1.2 se vê que ΠnIn : PAlgn →
PAlgn é adjunto a Fn : PAlgn → PAlgn à direita.

Proposição 4.2.9. O funtor Π1I1 : PAlg1 → PAlg1 é adjunto a F1 : PAlg1 → PAlg1 à
esquerda.

Demonstração. Defina, para cada objeto A em PAlg1,

ε : Π1I1 ◦ F1 → IdPAlg1

pondo εA = [sA] : A/J(A)→ A, onde sA : A/J(A)→ A é um levantamento da projeção
πA : A → A/J(A). A transformação ε é bem-definida. Com efeito, dado um outro
levantamento s′

A da projeção πA, como πAsA = idA/J(A) = πAs
′
A, segue-se que

(sA − s′
A)

(
A/J(A)

)
⊆ J(A),

logo [sA]1 = [s′
A]1.

Vejamos que ε é uma transformação natural. Dado um morfismo [φ]1 : A → B,
provaremos que o diagrama

A
J(A)

B
J(B)

A B

[φ1]1

[sA]1 [sB ]1

[φ]1

comuta. Segue-se de φ1πA = πBφ que

πBsBφ1 = φ1

= φ1πAsA

= πBφsA,
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logo [φsA]1 = [sBφ1]1. Portanto ε é uma transformação natural.

Defina, para cada Σ em PAlg1,

η : IdPAlg1 → F1 ◦ Π1I1

pondo ηΣ = idΣ. É imediato que η é uma transformação natural.

Confirmaremos que η e ε satisfazem as equações da counidade-unidade. Para cada
Σ ∈ PAlg1, a identidade é o único levantamento da projeção π : Σ → Σ, portanto,
εΣ = [idΣ]1. Logo (

εΠ1I1 ◦ Π1I1η
)

Σ
= εΣ ◦ Π1I1ηΣ

= [idΣ]1 ◦ Π1I11Σ

= [idΣ]1[idΣ]1
= [idΣ]1.

Para cada A ∈ PAlg1, tem-se F1[sA]1 = idA/J(A). Logo(
F1ε ◦ ηF1

)
A

= F1[sA]1 ◦ ηF1A

= idA/J(A)idA/J(A)

= idA/J(A).

Isto é, Π1I1 é adjunto a F1 à esquerda.

Observação 4.2.10. Se n ≥ 2 então ΠnIn não é adjunto a Fn à esquerda. Com efeito,
se ΠnIn fosse adjunto a Fn à esquerda, teríamos, para cada par de objetos A ∈ PAlg1 e
Σ ∈ PAlg1, uma bijeção natural entre

HomPAlgn

(
Σ, A

) ∼= HomPAlgn

(
Σ, A/Jn(A)

)
.

Porém isto não é verdade quando tomamos A = k[[X]] e Σ = k[[X]]/⟨Xn⟩. De fato, é
fácil ver que φ : k[[X]]/⟨Xn⟩ → k[[X]] definido por φ(X) = 0 é o único homomorfismo
entre Σ e A, portanto, HomPAlgn

(
Σ, A

)
é um conjunto finito com um único elemento. Por

outro lado, HomPAlgn

(
Σ, A/Jn(A)

)
é o conjunto formado por todos os homomorfismos

φ : k[[X]]/⟨Xn⟩ → k[[X]]/⟨Xn⟩ da forma

φ : X 7→
n−1∑
i=1

λiX
i
,

onde cada λi ∈ k. Logo HomPAlgn

(
Σ, A/Jn(A)

)
é um conjunto infinito.

A boa notícia é que a relação de congruência nos permitiu encontrar o adjunto
no caso n = 1. É natural pensar que, quando n > 1, a estrutura do funtor adjunto, caso
exista, seja “mais complexa” do que a estrutura do funtor ΠnIn. Nas próximas seções,
concentraremos nossos interesses nos respectivos adjuntos à esquerda de cada um dos
funtores Fn. Para isto, estudaremos casos isolados.
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4.3 A adjunção para o caso n igual a 2

Um caso que merece atenção especial é o caso n = 2. Isto é, o funtor

F2 : PAlg2 → PAlg2

A 7→ A
J2(A)

[φ]2 7→ φ2.

Lembremos que dois homomorfismos de álgebras φ, ψ : A→ B são iguais módulo ∼2 se, e
somente se, (φ− ψ)(A) ⊆ J2(B).

Exemplo 4.3.1. Seja kQ a álgebra de caminhos dada pela aljava Q : 1 2 3α β .
Os homomorfismos de álgebras φ, ψ : kQ→ kQ definidos por

φ : e1 7→ e1 − α, e2 7→ e2 + α, e3 7→ e3, α 7→ α e β 7→ β + αβ

e
ψ : e1 7→ e1 − α + αβ, e2 7→ e2 + α, e3 7→ e3 − αβ, α 7→ α e β 7→ β + αβ

respectivamente são iguais módulo ∼2. Além disso, a imagem da classe [φ]2 pelo funtor F2

é o homomorfismo de álgebras φ2 : kQ/J2(kQ)→ kQ/J2(kQ) definido por

φ2 : e1 7→ e1 − α, e2 7→ e2 + α, e3 7→ e3, α 7→ α e β 7→ β.

A construção da aljava ordinária de uma álgebra A é extremamente importante
na teoria de representações. Os vértices da aljava ordinária estão em correspondência
biunívoca com o número de elementos de um conjunto completo de idempotentes ortogonais
primitivos de A e as flechas entre dois vértices i e j estão em correspondência com a
dimensão do k-espaço vetorial eiJ(A)/J2(A)ej, onde ei, ej são idempotentes primitivos
de A. Isto é, todas as informações necessárias para a construção da aljava ordinária de
uma álgebra A estão necessariamente contidas em A/J2(A). Então podemos interpretar a
imagem dos objetos pelo funtor F2 como um “banco de dados” de aljavas ordinárias.

Então é intuitivo pensar que o adjunto à esquerda do funtor F2 associe à álgebra Σ
com J2(Σ) = 0 sua respectiva álgebra tensorial completa

T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]].

Em 2020, os autores Iusenko, MacQuarrie e Quirino encontraram um par de
adjunção similar ao que estamos procurando (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO,
2020):

Seja ParPAlg a categoria definida do seguinte modo:

(i) os objetos são pares (Σ, U), onde Σ é uma álgebra pseudocompacta semissimples e
U é um Σ-bimódulo pseudocompacto;
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(ii) os morfismos são pares (φ, γ) : (Σ1, U1)→ (Σ2, U2), onde φ é um homomorfismo de
álgebras contínuo e γ é um homomorfismo de Σ1-bimódulos com U2 sendo tratado
como Σ1-bimódulo via φ.

Através de uma relação de congruência ∼0 nos morfismos de PAlg definida por

φ ∼0 ψ ⇐⇒ (φ− ψ)(A) ⊆ J(B) e (φ− ψ)(J(A)) ⊆ J2(B),

os autores provam que o funtor

k[[−]] : ParAlg → PAlg∼0

(Σ, U) 7→ T [[Σ, U ]]
(φ, γ) 7→ [ψ]0,

onde ψ é o homomorfismo induzido pelo par (φ, γ) através da propriedade universal da
álgebra tensorial, é adjunto a

F : PAlg∼0 → ParAlg
A 7→

(
A

J(A) ,
J(A)
J2(A)

)
[φ]0 7→ (φ1, φ2)

à esquerda.

O funtor F definido pelos autores carrega as informações das aljavas ordinárias da
álgebra A: os vértices correspondem a A/J(A); e as flechas, a J(A)/J2(A). E o adjunto
à esquerda é exatamente o funtor associando ao par (Σ, U) a álgebra tensorial completa
T [[Σ, U ]].

Não é difícil se convencer de que a relação ∼2 é mais fina do que ∼0. Basta observar
que se dois morfismos φ, ψ : A→ B são iguais módulo ∼2 então

(φ− ψ)(A) ⊆ J2(A) ⊆ J(A) e (φ− ψ)(J(A)) ⊆ J2(B),

isto é, φ ∼0 ψ. Ou seja, ∼2 é uma relação “colando menos morfismos”. Veja os exemplos
abaixo:

Exemplo 4.3.2. Seja kQ a álgebra de caminhos da aljava Q : 1 2.α Considere
φ : kQ→ kQ o homomorfismo definido por

φ(e1) = e1 + 15α φ(e2) = e2 − 15α φ(α) = α.

Então φ ∼0 id porém φ ≁2 id pois (φ− id)(e1) = 15α /∈ J2(kQ).

Exemplo 4.3.3. Para quaisquer dois levantamentos s, s′ : A/J(A) → A da projeção
πA : A→ A/J(A), tem-se (s− s′)(A/J(A)) ⊆ J(A). Portanto s ∼0 s

′. Mas o mesmo não
ocorre com a relação de congruência ∼2:
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Seja Q a aljava do Exemplo 4.3.2 e sejam s, s′ : kQ/J(kQ) → kQ dois levanta-
mentos da projeção π : kQ→ kQ/J(kQ) definidos por

s : e1 7→ e1 + 15α e2 7→ e2 − 15α

e
s′ : e1 7→ e1 + 3α e2 7→ e2 − 3α

respectivamente. Temos
(s− s′)(e1) = 12α /∈ J2(kQ),

logo s ≁2 s
′.

Se provarmos que o adjunto à esquerda do funtor F2 associa a cada objeto de PAlg2

a respectiva álgebra tensorial completa, encontraremos um par de adjunção preservando
o mesmo sentido do par encontrado em (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO, 2020),
porém com uma relação de congruência estritamente mais fina do que a utilizada pelos
autores. O Teorema do Levantamento provado no capítulo anterior será fundamental na
construção do adjunto à esquerda de F2.

4.3.1 O funtor álgebra tensorial completa

Nesta seção, construiremos o adjunto a F2 à esquerda. Para isso, será necessário
deslocar o problema para categorias com mais estruturas.

Para cada objeto Σ de PAlg2, defina

T [[Σ]] = T [[ Σ
J(Σ) , J(Σ)]].

Observe que J2(Σ) = 0, por isso escrevemos simplesmente J(Σ) em vez de J(Σ)/J2(Σ).

Para cada homomorfismo de álgebras contínuo φ : Σ1 → Σ2 em PAlg2, definiremos
um morfismo

T [[φ]] : T [[ Σ1
J(Σ1) , J(Σ1)]] T [[ Σ2

J(Σ2) , J(Σ2)]] .

em PAlg2.

Um modo seria transferir a construção dada pelos autores Iusenko, MacQuarrie
e Quirino para o nosso caso. O grande problema aqui é que os levantamentos de uma
projeção π : A→ A/J(A) não estão necessariamente na mesma classe como acontece no
caso dos autores. Deslocaremos o problema para um ambiente onde é possível manipular
os levantamentos.

Definição 4.3.4. A categoria PASp é a categoria cujos objetos são triplas (A, sA, tA), onde
A é uma álgebra em PAlg e (sA, tA) é um par de levantamentos, e cujos morfismos entre
dois objetos (A, sA, tA) e (B, sB, tB) são todos os homomorfismos de álgebras contínuos
φ : A→ B.



Capítulo 4. A categoria das álgebras pseudocompactas básicas e adjunções 53

Uma vantagem de se trabalhar com a categoria acima é o acesso à estrutura interna
das álgebras através dos pares de levantamentos (s, t). Além disso, para cada par de objetos
(A, sA, tA), (B, sB, tB) ∈ PASp,

HomPASp((A, sA, tA), (B, sB, tB)) ∼= HomPAlg(A,B).

Observação 4.3.5. Lembre-se que sA é um levantamento da projeção πA : A→ A/J(A)
e tA é um levantamento da projeção πA : J(A)→ J(A)/J2(A), onde J(A) é tratado como
A/J(A)-bimódulo através de sA.

Definição 4.3.6. A subcategoria plena de PASp cujos objetos são triplas (A, s, t) tais
que A ∈ PAlg2 será denotada por PASp2.

Observação 4.3.7. O levantamento t da tripla (Σ, s, t) ∈ PASp2 é sempre o homomor-
fismo identidade idΣ.

Dados dois morfismos φ, ψ : (A, sA, tA) → (B, sB, tB) ∈ PASp, diremos que
φ ∼2,sp ψ se, e somente se,

(φ− ψ)(A) ⊆ J2(B).

A relação de congruência ψ2,sp nos morfismos de PASp expressa o mesmo sentido da
relação ∼2 nos morfismos de PAlg, por essa razão indicaremos ∼2,sp simplesmente por ∼2.

Definição 4.3.8. A categoria PASp2 é o quociente da categoria PASp por ∼2 .

Sejam

U2 : PASp2 → PAlg2

(A, sA, tA) 7→ A

[φ]2 7→ [φ]2
e

U2 : PASp2 → PAlg2

(Σ, sΣ, tΣ) 7→ Σ
ψ 7→ ψ

os funtores esquecimentos de PAlg2 e PAlg2 respectivamente.

Observemos que pelo modo como foi definido as categorias PASp2 e PASp2, os
funtores U2 e U2 nascem plenos, fiéis e densos. Logo as categorias PASp2 e PASp2 são
equivalentes a PAlg2 e PAlg2 respectivamente.

Seja H2 : PAlg2 → PASp2 um funtor quase-inverso de U2, isto é, H2U2 ∼= IdPASp2

e U2H2 ∼= IdPAlg2 e seja H2 : PAlg2 → PASp2 um funtor quase-inverso de U2, isto é,
H2U2 ∼= IdPASp2 e U2H2 ∼= IdPAlg2 . Então o funtor

F ′
2 : PASp2 → PASp2

(A, sA, tA) 7→ ( A
J2(A) , π2sA, π2tA)

[φ]2 7→ φ2,
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onde π2 : A→ A/J2(A) é a projeção canônica, é tal que

F2 = U2 ◦ F ′
2 ◦H2.

Definição 4.3.9. Para cada (Σ, s, t) ∈ PASp2 e φ ∈ HomPASp2

(
(Σ1, s1, t1), (Σ2, s2, t2)

)
,

defina:

1. T sp[[(Σ, s, t)]] :=
(
T [[ Σ

J(Σ) , J(Σ)]], sQ, tQ
)

, onde (sQ, tQ) é o par de levantamentos
canônico; (veja o Exemplo 3.3.3)

2. T sp[[φ]] := [ψ]2, onde ψ : T [[ Σ1
J(Σ1) , J(Σ1)]]→ T [[ Σ2

J(Σ2) , J(Σ2)]] é um homomorfismo
de álgebras construído seguindo os passos da prova da Proposição 3.3.5.

Observação 4.3.10. A construção do homomorfismo ψ da Proposição 3.3.5 depende de
escolhas, logo T sp[[φ]] correria o perigo de não ser bem-definido, porém qualquer outro
homomorfismo ψ′ construído seguindo os mesmos passos da Proposição 3.3.5 é tal que o
diagrama

T [[ Σ1
J(Σ1) , J(Σ1)]] T [[ Σ2

J(Σ2) , J(Σ2)]]

Σ1 Σ2

ψ′

φ1 φ2

φ

comuta, onde φ1 e φ2 são os homomorfismos de presentação induzidos pelos pares de
levantamentos (s1, t1) e (s2, t2) respectivamente. Logo

Im(ψ − ψ′) ⊆ kerφ2 ⊆ J2
(
T [[ Σ2

J(Σ2) , J(Σ2)]]
)
.

Isto mostra que [ψ]2 = [ψ′]2.

Proposição 4.3.11. T sp[[−]] : PASp2 → PASp2 é um funtor.

Demonstração. Dados dois morfismos φ : (Σ1, s1, t1) → (Σ2, s2, t2) e δ : (Σ2, s2, t2) →
(Σ3, s3, t3), então, pela Proposição 3.3.5, existem

ψ : T [[ Σ1

J(Σ1)
, J(Σ1)]]→ T [[ Σ2

J(Σ2)
, J(Σ2)]] e γ : T [[ Σ2

J(Σ2)
, J(Σ2)]]→ T [[ Σ3

J(Σ3)
, J(Σ3)]]

tais que os diagramas

T [[ Σ1
J(Σ1) , J(Σ1)]] T [[ Σ2

J(Σ2) , J(Σ2)]]

Σ1 Σ2

ψ

φΣ1 φΣ2

φ

T [[ Σ2
J(Σ2) , J(Σ2)]] T [[ Σ3

J(Σ3) , J(Σ3)]]

Σ2 Σ3

γ

φΣ2 φΣ3

δ

comutam respectivamente. Logo o homomorfismo de álgebras γψ é tal que o diagrama

T [[ Σ1
J(Σ1) , J(Σ1)]] T [[ Σ3

J(Σ3) , J(Σ3)]]

Σ1 Σ3

φΣ1

γψ

φΣ3

δφ
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comuta. Portanto
T sp[[δφ]] = T sp[[δ]]T sp[[φ]].

A igualdade T sp[[id]] = [id]2 é uma consequência direta do diagrama comutativo

T [[ Σ
J(Σ) , J(Σ)]] T [[ Σ

J(Σ) , J(Σ)]]

Σ Σ.

id

φΣ φΣ

id

Defina T [[−]] : PAlg2 → PAlg2 como sendo a composição

U2 ◦ T sp[[−]] ◦H2.

Observação 4.3.12. Sejam H2 e G2 dois funtores quase-inversos de U2. Os funtores
U2 ◦ T sp[[−]] ◦H2 e U2 ◦ T sp[[−]] ◦G2 não são iguais; são, porém, iguais a menos de um
isomorfismo natural.

Exemplo 4.3.13. Seja kQ/I a álgebra de caminhos dada por

Q : 1 2 3α β
, αβ = 0.

Considere o homomorfismo de álgebras φ : kQ/I → kQ/I definido por

e1 7→ e1 + α, e2 7→ e2 − α + β, e3 7→ e3 − β, α 7→ α e β 7→ β.

Sejam s, s′ : kQ/J(kQ) → kQ/I dois levantamentos da projeção π : kQ/I →
kQ/J(kQ) definidos por

s : e1 7→ e1, e2 7→ e2 e e3 7→ e3

e
s′ : e1 7→ e1 − α, e2 7→ e2 + α− β e e3 7→ e3 + β

respectivamente. Mostraremos que as imagens dos morfismos φ1 = φ : (kQ, s, id) →
(kQ, s, id) e φ2 = φ : (kQ, s′, id)→ (kQ, s′, id) por T sp[[−]] não coincidem.

Vê-se facilmente que a projeção π : kQ→ kQ/I é o homomorfismo de presentação
induzido pelo par de levantamentos (s, id). Portanto o homomorfismo ψ : kQ → kQ

definido por

ψ : e1 7→ e1 + α + αβ, e2 7→ e2 − α + β − αβ, e3 7→ e3 − β, α 7→ α + αβ, β 7→ β − αβ

é tal que o diagrama
kQ kQ

kQ/I kQ/I

ψ

π π

φ
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comuta. Logo T sp[[φ1]] = [ψ]2 : (kQ, sQ, tQ)→ (kQ, sQ, tQ).

Por outro lado, o homomorfismo φ′ : kQ→ kQ/I definido por

φ′ : e1 7→ e1 + α e2 7→ e2 − α + β, e3 7→ e3 − β, α 7→ α, β 7→ β.

é o homomorfismo de presentação induzido pelo par de levantamentos (s′, id). Então o
homomorfismo ψ′ : kQ→ kQ definido por

ψ : e1 7→ e1 − α + αβ, e2 7→ e2 + α− β − αβ, e3 7→ e3 + β, α 7→ α + αβ, β 7→ β − αβ

é tal que o diagrama
kQ kQ

kQ/I kQ/I

ψ′

φ′ φ′

φ

comuta. Logo T sp[[φ2]] = [ψ′]2.

A imagem de e1 pela diferença (ψ − ψ′) é 2α /∈ J2(kQ), ou seja , [ψ]2 ̸= [ψ′]2.
Portanto a definição de T sp[[−]] nos morfismo depende das escolhas de levantamentos do
domínio e contra-domínio de cada morfismo.

Lema 4.3.14. Se T sp[[−]] é adjunto a F ′
2 à esquerda, então T [[−]] = U2 ◦ T sp[[−]] ◦H2 é

adjunto a F2 = U2 ◦ F ′
2 ◦H2 à esquerda.

Demonstração. Por hipótese T sp[[−]] é adjunto a F ′
2 à esquerda, logo, para cada par de

objetos H2A ∈ PASp2 e H2Σ ∈ PASp2, existe um bijeção natural

ΨH2A,H2Σ : HomPASp2

(
T sp[[H2Σ]], H2A

)
HomPASp2

(
H2Σ, F ′

2H2A
)
.

Além disso, para cada par de objetos A ∈ PAlg e (B, s, t) ∈ PASp2, a bijeção

ΓA,(B,s,t) : HomPASp2

(
U2(B, s, t), A

)
HomPASp2

(
(B, s, t), H2A

)
definida por

ΓA,(B,s,t)[φ]2 = [φ]2

é uma componente de uma transformação binatural Γ. Do mesmo modo, a bijeção

ΘΣ′,(Σ,s,t) : HomPASp2

(
H2Σ′, (Σ, s, t)

)
HomPAlg2

(
Σ′, U2(Σ, s, t)

)
definida por

ΘΣ′,(Σ,s,t)φ = φ
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é uma compontente de uma transformação binatural Θ. Portanto

HomPAlg2

(
T [[Σ]], A

)
= HomPAlg2

(
U2T

sp[[H2Σ]], A
)

∼= HomPASp2

(
T sp[[H2Σ]], H2A

)
∼= HomPASp2

(
H2(Σ), F ′

2H2A
)

∼= HomPAlg2

(
Σ, U2F ′

2H
2A

)
= HomPAlg2

(
Σ, F2A

)
.

Isto mostra que T [[−]] é adjunto a F2 à esquerda.

4.3.2 O par de adjunção para o caso n igual a 2

Provaremos que o funtor T sp[[−]] é adjunto a F ′
2 à esquerda, logo, pela proposição

anterior, teremos a adjunção desejada para o caso n = 2.

Definiremos, para cada (A, s, t) ∈ PASp2 e (Σ, s′, t′) ∈ PASp2, uma bijeção
natural

Ψ(A,s,t),(Σ,s′,t′) : HomPASp2

(
T sp[[(Σ, s′, t′)]], (A, s, t)

)
→ HomPASp2

(
(Σ, s′, t′), F ′

2(A, s, t)
)
.

Dado um morfismo

[φ]2 :
(
T [[ Σ

J(Σ) , J(Σ)]], sQ, tQ
)

(A, s, t) ∈ PASp2

pela propriedade universal do quociente, podemos definir

Ψ(A,s,t),(Σ,s′,t′)([φ]2)

como sendo o único homomorfismo de álgebras

ψ : Σ→ A/J2(A)

tal que o diagrama
T [[ Σ

J(Σ) , J(Σ)]] A/J2(A)

Σ

πφ

φΣ
ψ

comuta, onde π : A → A/J2(A) e φΣ é o morfismo de presentação induzido pelo par
(s′, t′).

Lema 4.3.15. O mapa Ψ(A,s,t),(Σ,s′,t′) é bem-definido.

Demonstração. Dado um outro representante φ′ : T [[ Σ
J(Σ) , J(Σ)]]→ A da classe [φ]2, então

πφ = πφ′, logo as imagens dos dois representantes pelo mapa Ψ(A,s,t),(Σ,s′,t′) coincidem.
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Observação 4.3.16. Indicaremos Ψ(A,s,t),(Σ,s′,t′) simplesmente por ΨA,Σ quando não houver
perigo de confusão.

Lema 4.3.17. Fixado (Σ, s′, t′) ∈ PASp2, o mapa

ΨA,Σ : HomPASp2

(
T sp[[(Σ, s′, t′)]], (A, s, t)

)
→ HomPASp2

(
(Σ, s′, t′), F ′

2(A, s, t)
)

é a componente em (A, s, t) ∈ PASp2 de uma transformação natural

Ψ−,Σ : HomPASp2

(
T sp[[(Σ, s′, t′)]],−

)
→ HomPASp2

(
(Σ, s′, t′), F ′

2−
)
.

Demonstração. Dado um morfismo [γ]2 : (A1, s1, t1) → (A2, s2, t2), provaremos que o
diagrama

HomPASp2

(
T sp[[(Σ, s′, t′)]], (A1, s1, t1)

)
HomPASp2

(
(Σ, s′, t′), F ′

2(A1, s1, t1)
)

HomPASp2

(
T sp[[(Σ, s′, t′)]], (A2, s2, t2)

)
HomPASp2

(
(Σ, s′, t′), F ′

2(A2, s2, t2)
)

ΨA1,Σ

[γ]◦− γ2◦−

ΨA2,Σ

comuta.

Fixado um morfismo [φ]2 : T [[ Σ
J(Σ) , J(Σ)]]→ A, dos diagramas comutativos

T [[ Σ
J(Σ) , J(Σ)]] A1 A2

Σ A2
J2(A2)

φ

φΣ

γ

π2

ΨA2,Σ

(
[γφ]2

)
T [[ Σ

J(Σ) , J(Σ)]] A1

Σ A1
J2(A1)

φ

φΣ
π2

ΨA1,Σ

(
[φ]2

)
A1 A2

A1
J2(A1)

A2
J2(A2) ,

γ

π2 π2

γ2

tem-se
ΨB,Σ

(
[γφ]2

)
◦ φΣ = π2 ◦ γ ◦ φ

= γ2π2 ◦ φ
= γ2 ◦ΨA,Σ

(
[φ]2

)
◦ φΣ.

Como φΣ é sobrejetivo, segue-se que(
ΨB,Σ ◦ (γ ◦ −)

)
([φ]2) =

(
(γ2 ◦ −) ◦ΨA,Σ

)
([φ]2).

Lema 4.3.18. Fixado A = (A, s, t) ∈ PASp2, o mapa

ΨA,Σ : HomPASp2

(
T sp[[(Σ, s′, t′)]], (A, s, t)

)
→ HomPASp2

(
(Σ, s′, t′), F ′

2(A, s, t)
)

é a componente em (Σ, s′, t′) ∈ PASp2 de uma transformação natural

Ψ−,A : HomPASp2

(
T sp[[−]], (A, s, t)

)
→ HomPASp2

(
−, F ′

2(A, s, t)
)
.
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Demonstração. Dado um morfismo γ : (Σ1, s
′
1, t

′
1) → (Σ2, s

′
2, t

′
2), provaremos que o dia-

grama

HomPASp2

(
T sp[[(Σ2, s

′
2, t

′
2)]], (A, s, t)

)
HomPASp2

(
(Σ2, s

′
2, t

′
2), F ′

2(A, s, t)
)

HomPASp2

(
T sp[[(Σ1, s

′
1, t

′
1)]], (A, s, t)

)
HomPASp2

(
(Σ1, s

′
1, t

′
1), F ′

2(A, s, t)
)

ΨA,Σ2

−◦T sp[[γ]] −◦γ

ΨA,Σ1

comuta.

Fixado um morfismo [φ]2 : T [[ Σ2
J(Σ2) , J(Σ2)]]→ A, seja γ′ algum representante da

classe T [[γ]]′. Então dos diagramas comutativos

T [[ Σ1
J(Σ1) , J(Σ1)]] T [[ Σ2

J(Σ2) , J(Σ2)]] A

Σ1
A

J2(A)

γ′

φΣ1

φ

π2

ΨA,Σ1

(
[φγ′]2

)
T [[ Σ1

J(Σ1) , J(Σ1)]] T [[ Σ2
J(Σ2) , J(Σ2)]]

Σ1 Σ2

γ′

φΣ1 φΣ2

γ

T [[ Σ2
J(Σ2) , J(Σ2)]] A

Σ2
A

J2(A) ,

φ

φΣ
π2

ΨA,Σ2

(
[φ]2

)
conclui-se que

ΨA,Σ1

(
[φγ′]2

)
◦ φΣ1 = π2 ◦ φ ◦ γ′

= ΨA,Σ2

(
[φ]2

)
◦ φΣ2 ◦ γ′

= ΨA,Σ2

(
[φ]2

)
◦ γ ◦ φΣ1 .

Como φΣ1 é sobrejetivo, segue-se que(
ΨA,Σ1 ◦ (− ◦ T sp[[γ]])

)
([φ]2) =

(
(− ◦ γ) ◦ΨA,Σ2

)
([φ]2).

Lema 4.3.19. O mapa ΨA,Σ é uma bijeção para cada A = (A, s, t) ∈ PASp2 e Σ =
(Σ, s′, t′) ∈ PASp2.

Demonstração. Sejam [φ]2, [φ′]2 : T [[ Σ
J(Σ) , J(Σ)]]→ A dois morfismos distintos em PASp2.

As imagens de ambos os mapas pela projeção canônica π : A→ A/J2(A) não coincidem,
portanto, ΨA,Σ

(
[φ′]2

)
̸= ΨA,Σ

(
[φ]2

)
.

Seja φ : Σ→ A/J2(A) um homomorfismo em PASp2. Provaremos que

ΨA,Σ
(
[φA]2T sp[[φ]]

)
= φ,



Capítulo 4. A categoria das álgebras pseudocompactas básicas e adjunções 60

onde φA : T [[ A
J(A) ,

J(A)
J2(A) ]]→ A é o homomorfismo de presentação induzido pelo par (sA, tA).

Para qualquer representante ψ da classe T sp[[φ]], o diagrama

T [[ Σ
J(Σ) , J(Σ)]] T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ]]

Σ A
J2(A)

ψ

φΣ φA/J2(A)

φ

comuta, onde φA/J2(A) : T [[ A
J(A) ,

J(A)
J(A) ]] → A/J2(A) é o homomorfismo de presentação

induzido pelo par (πsA, 1).

Da definição de ΨA,Σ tem-se

ΨA,Σ
(
[φA]2T [[φ]]′

)
◦ φΣ = πφAψ,

onde π : A→ A/J2(A). Além disso, πφA = φA/J2(A) , portanto,

ΨA,Σ
(
[φA]2T [[φ]]′

)
◦ φΣ = π ◦ φA ◦ ψ

= φA/J2(A) ◦ ψ
= φ ◦ φΣ.

Da sobrejetividade do morfismo φΣ segue-se que ΨA,Σ é uma bijeção.

Como consequência imediata dos lemas anteriores:

Teorema 4.3.20. O funtor T sp[[−]] : PASp2 → PASp2 é adjunto a F ′
2 : PASp2 →

PASp2 à esquerda.

Pelo Lema 4.3.14 e o teorema anterior temos:

Corolário 4.3.21. O funtor T [[−]] : PAlg2 → PAlg2 é adjunto a F2 : PAlg2 → PAlg2

à esquerda.

Observação 4.3.22. Seja [id]2 : T sp[[H2Σ]]→ T sp[[H2Σ]]. Por definição,

ΨT sp[[H2Σ]],H2Σ
(
[id]2

)
é o único homomorfismo ψ tal que o diagrama

T [[ Σ
J(Σ) , J(Σ)]] T [[ Σ

J(Σ) ,J(Σ)]]
J2(T [[ Σ

J(Σ) ,J(Σ)]])

Σ

π

φΣ

ψ
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comuta, onde φΣ é o homomorfismo de presentação induzido do par (s, id) associada a
H2Σ = (Σ, s, id). Como o núcleo do homomorfismo π é igual a kerφΣ = J2

(
T [[ Σ

J(Σ) , J(Σ)]]
)
,

segue-se que existe único

φΣ,1 : T [[ Σ
J(Σ) ,J(Σ)]]

J2(T [[ Σ
J(Σ) ,J(Σ)]]) Σ

tal que o diagrama
T [[ Σ

J(Σ) , J(Σ)]] Σ

T [[ Σ
J(Σ) ,J(Σ)]]

J2(T [[ Σ
J(Σ) ,J(Σ)]])

φΣ

π φΣ,1

comuta. Logo
ΨT [[H2Σ]],H2Σ[id]2 = φΣ,1

−1.

Portanto a unidade η : IdPAlg2 → F2T [[−]] na componente Σ é dada por φΣ,1
−1.

Observação 4.3.23. Dado um objeto A ∈ PAlg, queremos definir a counidade. Pela
prova do Lema 4.3.19, sabemos que

ΨH2A,H2Σ
(
[φA]2T sp[[φ]]

)
= φ,

onde cada representante ψ da classe T sp[[φ]] é tal que o diagrama

T [[ Σ
J(Σ) , J(Σ)]] T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ]]

Σ A
J2(A)

ψ

φΣ φA/J2(A)

φ

comuta. Então o morfismo [φA]2 ◦ T sp[[id]] é tal que

ΨH2A,H2F2A

(
[φA]2 ◦ T sp[[id]]

)
= id : H2F2A→ F ′

2H2A.

Portanto a counidade ε : T [[−]]F2 → IdPAlg2 na componente A é dada pelo
morfismo [φA]2 ◦ T sp[[id]].

Observação 4.3.24. Ressaltamos que o morfismo T sp[[id]] na observação anterior não é
necessariamente a identidade de T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ] em PASp2 uma vez que a id : H2F2A→

F ′
2H2A não é necessariamente a identidade em PASp2 visto que os objetos H2F2A e
F ′

2H2A podem ser distintos. Veja o exemplo abaixo:

Exemplo 4.3.25. Seja kQ a álgebra de caminhos dada pela aljava Q : 1 2 3α β
.

Suponhamos que a imagem de kQ por H2 seja (kQ, s, t), onde (s, t) é um par de levanta-
mentos definido por

s : e1 7→ e1 + α, e2 7→ e2 − α e e3 7→ e3
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e
t : α 7→ α, β 7→ β − αβ.

Então F ′
2H2kQ = (kQ/J2(kQ), πs, id), onde π : kQ→ kQ/J2(kQ). Suponhamos também

que a imagem de kQ/J2(kQ) por H2 seja (kQ/J2(kQ), s′, id), onde s′ : kQ/J(kQ) →
kQ/J2(kQ) é o levantamento dado por

s′ : e1 7→ e1 − α, e2 7→ e2 + α− β e e3 7→ e3 + β.

Definamos o homomorfismo ψ : kQ → kQ pondo ψ(e1) = e1 + 2α + 2αβ, ψ(e2) =
e2 − 2α+ β − 2αβ, ψ(e3) = e3 − β, ψ(α) = α+ αβ e ψ(β) = β − 2αβ. É fácil verificar
que o diagrama

kQ kQ

kQ
J2(kQ)

kQ
J2(kQ)

ψ

πφ φ′

id

comuta, onde πφ e φ′ são os homomorfismos de presentação induzidos dos pares (πs, id) e
(s′, id) respectivamente. Logo T sp[[id]] = [ψ]2 ̸= [id]2. O mapa de álgebras φψ : kQ→ kQ é
um representante da classe da counidade na componente kQ.

4.4 Álgebras n-admissíveis e a adjunção para uma subclasse de
PAlg
Nesta seção, encontraremos subcategorias de PAlg e PAlgn de modo que o adjunto

a Fn à esquerda será uma adaptação da adjunção (T [[−]], F2), com as devidas alterações.
Por simplicidade, trabalharemos com as categorias cujos pares de levantamentos são
destacados. A passagem da adjunção entre as categorias onde os pares de levantamentos
são destacados para as categorias onde os pares de levantamentos são omitidos ocorre de
modo similar à passagem da adjunção de (T sp, F ′

2) para (T, F2).

4.4.1 Álgebras n-admissíveis

De agora em diante, o inteiro positivo n sempre será maior do que ou igual a 2.

Definição 4.4.1. Dizemos que uma álgebra pseudocompacta A é n−admissível se existir
um homomorfismo de presentação φA : T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ]]→ A tal que

kerφA ⊆ Jn
(
T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ]]

)
.

Exemplo 4.4.2. Cada álgebra pseudocompacta A ∈ PAlg é 2-admissível.

Exemplo 4.4.3. Álgebras pseudocompactas hereditárias são n-admissíveis para todo inteiro
positivo n.
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Exemplo 4.4.4. A álgebra pseudocompacta k[[X]]/⟨Xn⟩ é i-admissível para todo i entre
2 e n.

Exemplo 4.4.5. Cada álgebra pseudocompacta n-admissível é também i-admissível para
todo i entre 2 e n.

Observação 4.4.6. A definição de n-admissível independe do par de levantamentos, isto
é, qualquer par de levantamentos (s, t) de uma álgebra pseudocompacta n-admissível A é
tal que

kerφA ⊆ Jn
(
T

[[
A

J(A) ,
J(A)
J2(A)

]])
.

Veja (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO, 2020, Proposition 6.5).

Definição 4.4.7. Denote por AdnPASp a subcategoria plena de PASp cujos objetos são
triplas (A, s, t) tais que A é n-admissível.

Definição 4.4.8. Denote por AdnPASpn a subcategoria plena de AdnPASp formada
por objetos (A, s, t) tais que Jn(A) = 0.

Observação 4.4.9. Os objetos de AdnPASpn são triplas (Σ, s, t) tais que

Σ ∼=
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

Jn
(
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

) .
Exemplo 4.4.10. Seja A a álgebra dada pela seguinte aljava com relações:

1 2 3 . . . n− 1 n
α1 α2 αn−1

, α1 . . . αn−1 = 0.

Então A = kQ/Jn(kQ) é uma álgebra n-admissível.

Dados dois morfismos φ, ψ : (A, s, t)→ (B, s′, t′), então φ ∼n ψ se, e somente se,
(φ− ψ)(A) ⊆ Jn(B). A categoria quociente

AdnPASp/ ∼n

será indicado com a notação AdnPASpn.

Seja F ′
n : AdnPASpn → AdnPASpn o funtor definido por

F ′
n : (A, s, t) 7→ ( A

Jn(A) , πs, πt)
[φ]n 7→ φn,

onde πA : A→ A/Jn(A) é a projeção canônica e φn : A/Jn(A)→ B/Jn(B) é o homomor-
fismo de álgebras definido por φn(a) = φ(a).

Definição 4.4.11. Para cada (Σ, s, t) ∈ AdnPASpn e φ : (Σ1, s1, t1) → (Σ2, s2, t2) ∈
AdnPASpn,
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1. T n[[(Σ, s, t)]] :=
(
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]], sQ, tQ

)
, onde (sQ, tQ) é o par de levantamentos

canônico;

2. T n[[φ]] := [ψ]n, onde ψ : T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]] → T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]] é um homomorfismo

de álgebras construído seguindo os passos da prova da Proposição 3.3.5.

De modo semelhante à observação 4.3.10, a boa-definição de T n[[φ]] segue-se do
fato de que, dados dois morfismos ψ e ψ′ construídos seguindo os passos da Proposição
3.3.5,

Im(ψ′ − ψ) ⊆ kerφΣ2 = Jn
(
T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

)
,

onde φΣ2 é o morfismo de representação induzido pelo par (s2, t2). Replicando a prova do
Lema 4.3.11, prova-se que T n[[−]] é um funtor.

Observação 4.4.12. Quando n = 2, então Ad2PASp2 = PASp2 e Ad2PASp2 =
PASp2. Temos também T 2[[−]] = T sp[[−]].

4.4.2 A adjunção para o caso n-admissível

Provaremos, para cada inteiro positivo n ≥ 3, que T n[[−]] é adjunto a F ′
n à esquerda.

Maiores detalhes das demonstrações serão omitidas porque são exatamente as mesmas
provas da adjunção (T [[−]], F2), tomando o devido cuidado de trocar n por 2 nas respectivas
provas.

Fixados os objetos (A, s, t) ∈ AdnPASpn e (Σ, s′, t′) ∈ AdnPASpn, definiremos,
para cada morfismo [φ] : T n[[(Σ, s′, t′)]]→ (A, s, t) ∈ AdnPASpn, um morfismo

Ψ(A,s,t),(Σ,s′,t′) : (Σ, s′, t′)→ F ′
n(A, s, t).

O núcleo do homomorfismo de presentação φΣ : T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]]→ Σ induzido pelo

par (s′, t′) pode ser escrito como

kerφΣ = Jn
(
T

[[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ)

]])
.

Logo existe único ψ : Σ→ A/Jn(A) tal que o diagrama

T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]] A A

Jn(A)

Σ

φ

φΣ

πn

ψ

comuta. Defina

ΨA,Σ : HomAdnPASpn

(
T n[[(Σ, s′, t′)]], (A, s, t)

)
→ HomAdnPASpn

(
(Σ, s′, t′), F ′

n(A, s, t)
)

pondo
ΨA,Σ

(
[φ]n

)
= ψ.
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Lema 4.4.13. O mapa ΨA,Σ é bem-definido.

Demonstração. Dado um outro representante φ′ da classe [φ]n, então

πnφ = πnφ
′.

Portanto,
ΨA,Σ

(
[φ]n

)
= ΨA,Σ

(
[φ′]n

)
.

Lema 4.4.14. O mapa Ψ−,− é natural em cada componente.

Demonstração. Adaptando os diagramas das provas dos Lemas 4.3.17 e 4.3.18 para o
contexto atual conclui-se a prova.

Lema 4.4.15. O mapa ΨA,Σ é uma bijeção.

Demonstração. A injetividade é imediata. Para provar a sobrejetividade de Ψ(A,s,t),(Σ,s′,t′)

basta ver que
ΨA,Σ

(
[φA]nT n[[φ]]

)
= φ,

para todo φ : (Σ, s′, t′)→ F ′
nA. Isto é feito de modo análogo ao Lema 4.3.19.

Como consequência direta dos lemas anteriores tem-se o resultado:

Teorema 4.4.16. O funtor T n[[−]] : AdnPASpn → AdnPASpn é adjunto a F ′
n :

AdnPASpn → AdnPASpn à esquerda para cada inteiro positivo n ≥ 3.

4.5 Álgebras homogêneas e uma generalização do caso n igual a 3

Nesta seção, estenderemos o par de adjunção (T 3[[−]], F ′
3) para uma classe maior de

objetos. De modo que, quando restrita aos objetos 3-admissíveis, o novo par de adjunção
seja exatamente o par original.

4.5.1 Álgebras homogêneas

Definição 4.5.1. Dizemos que uma álgebra pseudocompacta A é graduada se A pode

escrever-se como produto de subespaços fechados
∞∏
i=0

Ai de tal modo que aiaj ∈ Ai+j sempre

que ai ∈ Ai, aj ∈ Aj.

O subespaço fechado An é chamado de componente homogênea de grau n; e
cada elemento de An é chamado de elemento homogêneo de grau n.
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Exemplo 4.5.2. A álgebra tensorial completa T [[Σ, U ]] é uma álgebra pseudocompacta
graduada. Σ é a componente homogênea de grau 0; U , a componente homogênea de grau 1;
e assim por diante.

Definição 4.5.3. Dizemos que um ideal fechado I de uma álgebra pseudocompacta gra-
duada A é homogêneo se existe um conjunto gerador do ideal I formado por elementos
homogêneos.

Exemplo 4.5.4. Seja k[[Q]] a álgebra de caminhos da aljava Q : 1

X

Y

. Se a graduação

de k[[Q]] é dada pela graduação do Exemplo 4.5.2, então o ideal

I = ⟨XY − Y X,X7, Y 9 −X6Y 3 +X5Y 4⟩

é um ideal homogêneo de k[[Q]] gerado por elementos homogêneos de grau 2, 7 e 9.

Definição 4.5.5. Dizemos que uma álgebra pseudocompacta básica A é homogênea se
existe um homomorfismo de presentação φA : T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ]]→ A tal que kerφA é um ideal

homogêneo.

Exemplo 4.5.6. Seja k[[Q]] a álgebra de caminhos completa do Exemplo 4.5.4. Então

k[[Q]]
⟨XY − Y X,X7, Y 9 −X6Y 3 +X5Y 4⟩

∼=
k[[X, Y ]]

⟨X7, Y 9 −X6Y 3 +X5Y 4⟩

é homogênea.

Exemplo 4.5.7. Sejam Σ uma álgebra pseudocompacta semissimples e U um Σ-bimódulo
pseudocompacto. Então

T [[Σ, U ]]
Jn(T [[Σ, U ]])

é uma álgebra pseudocompacta homogênea para todo inteiro positivo n.

Observação 4.5.8. Cada álgebra pseudocompacta Σ em PAlg3 é uma álgebra homogênea.
Com efeito, o núcleo de qualquer homomorfismo de presentação φΣ de Σ é tal que

J3
(
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

)
⊆ kerφΣ ⊆ J2

(
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

)
.

Isto é, o conjunto gerador de kerφΣ é uma combinação de elementos homogêneos de grau
2 com todos os elementos homogêneos de grau 3.

Seja Σ uma álgebra pseudocompacta com J3(Σ) = 0. Dado um par de presentação
(s, t), defina o seguinte ideal de T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

IΣ :=
〈
x ∈ T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]] : x ∈ kerφΣ

⋂ J(Σ)
J2(Σ)⊗̂

J(Σ)
J2(Σ)

〉
,
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onde
φΣ : T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]] Σ

é o homomorfismo de presentação induzido pelo par (s, t).

Observação 4.5.9. O ideal IΣ independe da escolha de (s, t). Bastar ver que para qualquer
outro homomorfismo de presentação φ′

Σ induzido de um par de levantamentos (s′, t′), tem-se

(
φΣ − φ′

Σ

)(
J(Σ)
J2(Σ)⊗̂

J(Σ)
J2(Σ)

)
⊆ J3(Σ) = 0.

Chamaremos o ideal IΣ de ideal quadrático de Σ.

Definição 4.5.10. Para cada álgebra pseudocompacta Σ com J3(Σ) = 0, definimos a
álgebra pseudocompacta quadrática de Σ como sendo a álgebra pseudocompacta
homogênea

Q[[Σ]] =
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)

J2(Σ)
]]

IΣ
.

Exemplo 4.5.11. Seja A = k[[X]]/⟨X2⟩ então Q[[A]] = A. Mais geralmente, se A é o
quociente da álgebra tensorial completa T [[ A

J(A)
J(A)
J2(A) ]] por um ideal homogêneo gerado

por elementos de grau 2, então Q[[A]] = A.

Exemplo 4.5.12. A álgebra pseudocompacta quadrática de k[[X, Y ]]/⟨X2, XY 2, Y 3⟩ é a
álgebra pseudocompacta

Q[[Σ]] = k[[Q]]
⟨XY − Y X,X2⟩

∼=
k[[X, Y ]]
⟨X2⟩

,

onde Q : 1

X

Y

.

Exemplo 4.5.13. Para cada álgebra pseudocompacta 3-admissível Σ,

Σ ∼=
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)

J2(Σ)
]]

J3(T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ)

]])
.

Logo IΣ = 0, portanto,
Q[[Σ]] = T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

é a álgebra quadrática de Σ.
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4.5.2 Morfismos quadráticos

Sejam (Σ1, s1, t1) e (Σ2, s2, t2) dois objetos de PASp3. Dizemos que um morfismo
φ : (Σ1, s1, t1)→ (Σ2, s2, t2) é um morfismo quadrático se existe um homomorfismo de
álgebras contínuo

ψ : T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

gozando das seguintes propriedades:

1. o diagrama
T [[ Σ1

J(Σ1) ,
J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

Σ1 Σ2

ψ

φΣ1 φΣ2

φ

comuta, onde φΣi
é o morfismo de representação induzido pelo par (si, ti), i = 1, 2;

2. ψ
(
IΣ1

)
⊆ IΣ2 , onde IΣi

é o ideal quadrático de Σi, i = 1, 2.

Observação 4.5.14. Dados dois morfismos quadráticos φ1 : (Σ1, s1, t1)→ (Σ2, s2, t2) e
φ2 : (Σ2, s2, t2)→ (Σ3, s3, t3), então existem ψ1 e ψ2 associados a φ1 e φ2 respectivamente
gozando das Propriedades 1 e 2. Portanto a composição φ2φ1 é também um morfismo
quadrático porque ψ2ψ1 é um homomorfismo de álgebras contínuo tal que

1. o diagrama

T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]] T [[ Σ3

J(Σ3) ,
J(Σ3)
J2(Σ3) ]]

Σ1 Σ2 Σ3

ψ1

φΣ1

ψ2

φΣ2 φΣ3

φ1 φ2

comuta;

2. ψ2ψ1
(
IΣ1

)
⊆ ψ2

(
IΣ2

)
⊆ IΣ3 .

Observação 4.5.15. O morfismo identidade id : (Σ, s, t) → (Σ, s, t) é um morfismo
quadrático:

T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]] T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

Σ Σ.

id

φΣ φΣ

id

As observações anteriores asseguram a definição da categoria abaixo:

Definição 4.5.16. Denotamos por QPASp3 a subcategoria de PASp3 com os mesmos
objetos e cujos morfismos são morfismos quadráticos.
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Exemplo 4.5.17. Seja (k[[X]]/⟨X2⟩, s : 1 7→ 1, t : X 7→ X) um objeto de PASp3.
Cada homomorfismo de álgebras φ : (k[[X]]/⟨X2⟩, s, t)→ (k[[X]]/⟨X2⟩, s, t) tem a forma
φ(X) = λX, λ ∈ k. Portanto, definindo

ψ : k[[X]] k[[X]]

pondo ψ(X) = λX, tem-se:

1. o diagrama comutativo
k[[X]] k[[X]]

k[[X]]
⟨X2⟩

k[[X]]
⟨X2⟩ ,

ψ

π π

φ

onde a projeção canônica π : k[[X]]→ k[[X]]/⟨X2⟩ é o morfismo de representação
induzido pelo par (s, t);

2. ψ
(
I k[[X]]

⟨X2⟩

)
= ψ(⟨X2⟩) = ⟨X2⟩ = I k[[X]]

⟨X2⟩
.

Isto mostra que cada morfismo φ : (k[[X]]/⟨X2⟩, s, t)→ (k[[X]]/⟨X2⟩, s, t) é quadrático.

Exemplo 4.5.18. Seja φ : k[[X]]/⟨X2⟩ → k[[X]]/⟨X3⟩ um homomorfismo de álgebra.
Para quaisquer pares de levantamentos (s, t) e (s′, t′) de k[[X]]/⟨X2⟩ e k[[X]]/⟨X3⟩, φ :
(k[[X]]/⟨X2, s, t)⟩ → (k[[X]]/⟨X3⟩, s′, t′) é um homomorfismo quadrático se, e somente se,
φ(X) = 0. Com efeito, cada homomorfismo de álgebras φ : k[[X]]/⟨X2⟩ → k[[X]]/⟨X3⟩
tem a forma

X 7→ λX
2
,

onde λ ∈ k. Seja φ(X) ̸= 0 um morfismo quadrático, então, pela Propriedade 2 de
morfismo quadrático, existe um homomorfismo de álgebras ψ : k[[X]]→ k[[X]] mapeando
Ik[[X]]/⟨X2⟩ = ⟨X2⟩ em Ik[[X]]/⟨X2⟩ = 0. Logo ψ é o homomorfismo definido por ψ(X) = 0,
mas isto contradiz a Propriedade 1 dos morfismos quadráticos

φφk[[X]]/⟨X3⟩(X) ̸= 0 = φk[[X]]/⟨X2⟩ψ(X),

onde φk[[X]]/⟨X3⟩ e φk[[X]]/⟨X3⟩ são os homomorfismos de presentações induzidos pelos pares
(s, t) e (s′, t′).

Observação 4.5.19. Cada morfismo φ : (Σ1, s1, t1)→ (Σ2, s2, t2) é um morfismo quadrá-
tico sempre que Σ1 é uma álgebra pseudocompacta 3-admissível. Como foi observado no
Exemplo 4.5.13, IΣ1 = 0, logo nossa única preocupação é encontrar um morfismo gozando
da Propriedade 1. Isto se dá pela Proposição 3.3.5.
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Proposição 4.5.20. Sejam (si, ti) e (s′
i, t

′
i) dois pares de levantamentos da álgebra Σi ∈

QPASp3, i = 1, 2. Então existe um isomorfismo entre os morfismos quadráticos partindo
de (Σ1, s1, t1) e chegando em (Σ2, s2, t2) e os morfismos quadráticos partindo de (Σ1, s

′
1, t

′
1)

e chegando em (Σ2, s
′
2, t

′
2). Isto é,

HomQPASp3

(
(Σ1, s1, t1), (Σ2, s2, t2)

) ∼= HomQPASp3

(
(Σ1, s

′
1, t

′
1), (Σ2, s

′
2, t

′
2)

)
.

Demonstração. Sejam φΣi
e φ′

Σi
os homomorfismos de presentações induzidos dos pares

de levantamentos (si, ti) e (s′
i, t

′
i) respectivamente com i = 1, 2. Como kerφΣi

= kerφ′
Σi

=
IΣi

+ J3
(
T [[ Σi

J(Σi) ,
J(Σi)
J2(Σi) ]]

)
, então, pela propriedade universal do quociente, existem,

θΣi
: Σi → Σi θ′

Σi
: Σi → Σi

tais que os diagramas

T [[ Σi

J(Σi) ,
J(Σi)
J2(Σi) ]] Σi

Σi

φ′
Σi

φΣi θΣi

T [[ Σi

J(Σi) ,
J(Σi)
J2(Σi) ]] Σi

Σi

φΣi

φ′
Σi θ′

Σi

comutam respectivamente para i = 1, 2. Defina

Ω : HomQPASp3

(
(Σ1, s1, t1), (Σ2, s2, t2)

)
→ HomQPASp3

(
(Σ1, s

′
1, t

′
1), (Σ2, s

′
2, t

′
2)

)
pondo

Ω(φ) = θΣ2φθ
′
Σ1 .

Vejamos, primeiramente, que Ω(φ) : (Σ1, s
′
1, t

′
1) → (Σ2, s

′
2, t

′
2) é um homomorfismo qua-

drático sempre que φ : (Σ1, s1, t1)→ (Σ2, s2, t2) é um morfismo quadrático. Por definição,
existe um homomorfismo de álgebras contínuo

ψ : T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]]→ T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

tal que:

1. o diagrama
T [[ Σ1

J(Σ1) ,
J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

Σ1 Σ2

ψ

φΣ1 φΣ2

φ

comuta;

2. ψ
(
IΣ1

)
⊆ IΣ2 .
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Logo ψ é também um morfismo satisfazendo

Ω(φ)φ′
Σ1 = θΣ2φθ

′
Σ1φ

′
Σ1

= θΣ2φφΣ1

= θΣ2φΣ2ψ

= φ′
Σ2ψ.

Assim, Ω(φ) é também um morfismo quadrático.

Defina

Ω−1 : HomQPASp3

(
(Σ1, s

′
1, t

′
1), (Σ2, s

′
2, t

′
2)

)
→ HomQPASp3

(
(Σ1, s1, t1), (Σ2, s2, t2)

)
pondo

Ω−1(φ) = θ′
Σ2φθΣ1 .

Como θΣi
e θΣi

são inversas uma da outra, basta ver que θΣi
θ′

Σi
φ′

Σi
= φ′

Σi
e θ′

Σi
θΣi

φΣi
= φΣi

,
segue-se que Ω e Ω−1 são inversas uma da outra.

Seja H : PAlg3 → PASp3 um funtor quase-inverso do funtor esquecimento

U : PASp3 → PAlg3

(Σ, s, t) 7→ Σ
φ 7→ φ.

Defina QHPAlg3 a subcategoria de PAlg3 com os mesmos objetos e cujos morfismos
entre os objetos Σ1 e Σ2 são todos os morfismos quadráticos entre HΣ1 e HΣ2. Pela
proposição anterior, se G é um outro funtor quase-isomorfo ao funtor esquecimento U ,
então as categorias QGPAlg3 e QHPAlg3 são equivalentes. Além disso, o funtor

H ′ : QHPAlg3 → QPASp3

Σ 7→ HΣ
φ 7→ Hφ

é um funtor pleno, fiel e denso, portanto, as categorias QHPAlg3 e QPASp3 são equiva-
lentes.

Para melhor compreensão, continuaremos trabalhando com as categorias onde os
pares de levantamentos são destacados.

4.5.3 Funtor quadrático

Definição 4.5.21. Seja A uma álgebra pseudocompacta em PAlg. Um par de levanta-
mentos (s, t) é chamado de quadrático se o ideal quadrático I A

J3(A)
está contido no núcleo

do homomorfismo de presentação φA induzido pelo par (s, t).
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Exemplo 4.5.22. Seja A a álgebra dada pela aljava com relações:

Q :
4

1 2 3

δ

α

γ

β

, αβ − αδγ = 0.

Observe que
A

J3(A)
∼=

kQ

⟨αβ, αδγ⟩
,

portanto o ideal quadrático de A/J3(A) é o ideal

I A
J3(A)

= ⟨αβ⟩.

Considere os pares de levantamentos (s, t) e (s, t′) definidos por

s : kQ
J(kQ) → A

ei 7→ ei,

t : J(kQ)
J2(kQ) → A

α 7→ α

β 7→ β

γ 7→ γ

δ 7→ δ,

t′ : J(kQ)
J2(kQ) → A

α 7→ α

β 7→ β − δγ
γ 7→ γ

δ 7→ δ.

Os homomorfismos de presentações φ, φ′ : kQA → A induzidos pelos pares (s, t) e
(s, t′) respectivamente são definidos por

φ : ei 7→ ei

α 7→ α

β 7→ β

γ 7→ γ

δ 7→ δ

φ′ : ei 7→ ei

α 7→ α

β 7→ β − δγ
γ 7→ γ

δ 7→ δ.

Como
φ(αβ) = αβ ̸= 0,

segue-se que (s, t) não é um par de levantamentos quadrático. Por outro lado,

φ′(αβ) = αβ − αδγ = 0,

logo (s, t′) é um par de levantamentos quadrático.

Seja QPASp a subcategoria de PASp definida do seguinte modo:

(i) os objetos são triplas (A, s, t) tais que (s, t) é um par de levantamentos quadrático;
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(ii) os morfismos entre os objetos (A1, s1, t1) e (A2, s2, t2) são todos os morfismos φ :
A1 → A2 tais que φ3 : ( A1

J3(A1) , π1s1, π1t1) → ( A2
J3(A2) , π2s2, π2t2) é um morfismo

quadrático, onde πi : Ai → Ai/J
3(Ai) com i = 1, 2.

Defina
F ′

3 : QPASp→ QPASp3

pondo, nos objetos,
F ′

3(A, s, t) = ( A
J3(A) , πs, πt)

e, nos morfismos,
F ′

3(φ) = φ3.

Observação 4.5.23. F ′
3(φ) é um morfismo quadrático pelo modo que a categoria QPASp

foi construída.

Seja ∼3 a relação de equivalência induzida pelo funtor F ′
3. Portanto, podemos

considerar o funtor
F3 : QPASp3 → QPASp3,

induzido pelo quociente por ∼3, onde

QPASp3 = QPASp/ ∼3 .

Seja T 3[[−]] o funtor definido em 4.4.11. Então

T 3[[(k[[X]]/⟨X2⟩, π2sQ, π2tQ)]] = (k[[X]], sQ, tQ),

onde (sQ, tQ) é o par de levantamentos canônico de k[[X]]. Dado um morfismo

φ : (k[[X]], sQ, tQ)→ (k[[X]]/⟨X3⟩, π3sQ, π3tQ),

então φ tem a forma φ(X) = λ1X + λ2X
2, portanto,

φ3 : k[[X]]/⟨X3⟩ → k[[X]]/⟨X3⟩

é definido por φ3(X) = λ1X + λ2X
2. É fácil ver que o morfismo ψ : k[[X]] → k[[X]]

mapeando X em λ1X + λ2X
2 é tal que o diagrama

k[[X]] k[[X]]

k[[X]]
⟨X3⟩

k[[X]]
⟨X3⟩ ,

ψ

π π

φ3
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onde a projeção π é o homomorfismo de presentação induzido pelo par de levantamentos
(π3sQ, π3tQ). Logo φ3 : (k[[X]]/⟨X3⟩, π3sQ, π3t3) → (k[[X]]/⟨X3⟩, π3sQ, π3t3) é um mor-
fismo quadrático, portanto, φ : (k[[X]], sQ, tQ)→ (k[[X]]/⟨X3⟩, π3sQ, π3t3) é um morfismo
quadrático. Ou seja,

HomPASp3

(
(k[[X]], sQ, tQ), (k[[X]]

⟨X3⟩ , π3sQ, π3tQ)
) ∼= HomPAlg3(k[[X]], k[[X]]

⟨X3⟩ ) .

Por outro lado, pelo Exemplo 4.5.18,

HomQPASp3

(
(k[[X]]

⟨X2⟩ , π2sQ, π2tQ), (k[[X]]
⟨X3⟩ , π3sQ, π3tQ)

)
é um conjunto com um único morfismo. Portanto não existe um isomorfismo entre

HomQPASp3

(
T 3[[(k[[X]]

⟨X2⟩ , π2sQ, π2tQ)]], (k[[X]]
⟨X3⟩ , π3sQ, π3tQ)

)
e

HomQPASp3

(
(k[[X]]

⟨X2⟩ , πsQ, πtQ), F ′
3

(
k[[X]]
⟨X3⟩ , π3sQ, π3tQ)

))
.

Este exemplo mostra que o adjunto à esquerda de F3, caso exista, não é a álgebra
tensorial completa T [[−]]. Ou seja, caso exista, o funtor

QPASp3 → QPASp3

será um refinamento da adjunção (T 3[[−]], F3), porque, restrito aos objetos 3-admissíveis,
o novo adjunto se comportará como o adjunto provada na seção anterior. Mostraremos
que a álgebra pseudocompacta quadrática Q[[Σ]] de Σ é o refinamento procurado.

Dado um objeto (Σ, s, t) ∈ QPASp3, defina

Qsp[[(Σ, s, t)]] =
(
Q[[Σ]], πIΣsQ, π

′
IΣ
tQ

)
,

onde Q[[Σ]] é a álgebra pseudocompacta quadrática de Σ definida em 4.5.10, (sQ, tQ) é
o par de levantamentos canônico de T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]] e πIΣ : T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]] → Q[[Σ]] é a

projeção canônica.

Observação 4.5.24. Seja

Q[[Σ]] =
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)

J2(Σ)
]]

IΣ

a álgebra pseudocompacta quadrática de Σ. Então Q[[Σ]]/J3(Q[[Σ]]) é isomorfo a

T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ)

]]

IΣ+J3(T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ)

]])
.
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Logo IΣ é também o ideal fechado quadrático de Q[[Σ]]/J3(Q[[Σ]]). Como o homomorfismo
de presentação induzido pelo par

(
πIΣsQ, πIΣtQ

)
é a projeção

πIΣ : T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]] Q[[Σ]],

segue-se que
(
πIΣsQ, π

′
IΣ
tQ

)
é um par de levantamentos quadrático. Logo Qsp[[(Σ, s, t)]] é

um objeto em QPASp3.

Exemplo 4.5.25. Seja (Σ, s, t) um objeto em QPASp3. Se Σ é uma álgebra pseudocom-
pacta 3-admissível, então

Qsp[[(Σ, s, t)]] = T 3[[(Σ, s, t)]] =
(
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]], sQ, tQ

)
,

onde T 3[[−]] é o funtor definido em 4.4.11.

Dado um morfismo quadrático φ : (Σ1, s1, t1)→ (Σ2, s2, t2), por definição, existe
um homomorfismo de álgebras contínuo

ψ : T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

tal que ψ
(
IΣ1

)
⊆ IΣ2 e φφΣ1 = φΣ2ψ, onde φΣi

é o homomorfismo de presentação induzido
pelo par (si, ti) para i = 1, 2. Logo existe um único homomorfismo de álgebras contínuo

ψ : Q[[Σ1]]→ Q[[Σ2]]

tal que o diagrama
T [[ Σ1

J(Σ1) ,
J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

Q[[Σ1]] Q[[Σ2]]

πIΣ1

ψ

πIΣ2

ψ

comuta.

Lema 4.5.26. Seja ψ : Q[[Σ1]]→ Q[[Σ2]] o morfismo definido acima. Então o diagrama

Q[[Σ1]] Q[[Σ2]]

Σ1 Σ2

ψ

φΣ1 φΣ2

φ

comuta.

Demonstração. Sabemos que os diagramas

T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

Σ1 Σ2

ψ

φΣ1 φΣ2

φ

T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

Q[[Σ1]] Q[[Σ2]],

πIΣ1

ψ

πIΣ2

ψ
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comutam. Para i = 1, 2, tem-se φΣi
πIΣi

= φΣi
, logo

φΣ2 ◦ ψ ◦ πIΣ1
= φΣ2 ◦ πIΣ2

◦ ψ
= φΣ2 ◦ ψ
= φ ◦ φΣ1

= φ ◦ φΣ1 ◦ πIΣ1
.

Portanto φφΣ1 = φΣ2ψ.

Observação 4.5.27. O morfismo ψ : Qsp[[(Σ1, s1, t1)]]→ Qsp[[(Σ2, s2, t2)]] é um morfismo
em QPASp, isto é,

ψ3 :
( Q[[Σ1]]
J3(Q[[Σ1]])

, π3πIΣsQ1 , π
′
3π

′
IΣ
tQ1

)
→

( Q[[Σ2]]
J3(Q[[Σ2]])

, π3πIΣ2
sQ2 , π

′
3π

′
IΣ2
tQ2

)
é um morfismo quadrático. Basta observar que o diagrama

T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

Q[[Σ1]] Q[[Σ2]]

Q[[Σ1]]
J3(Q[[Σ1]])

Q[[Σ2]]
J3(Q[[Σ2]]) .

πΣ1

ψ

πΣ2

π3

ψ

π3

ψ3

comuta e que π3πIΣi
é o homomorfismo de presentação induzido do par

(
π3πIΣsQi

, π′
3π

′
IΣ
tQi

)
.

Defina
Qsp[[φ]] = [ψ]3,

onde [ψ]3 é a classe do morfismo ψ módulo ∼3. Provaremos que

Qsp[[−]] : QPASp3 → QPASp3

é um funtor.

Dado um par de levantamentos (s, t) da álgebra pseudocompacta Σ com J3(Σ) = 0,
então, o núcleo do homomorfismo de presentação

φΣ : T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]] Σ

é dado por J3
(
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

)
+ IΣ. Logo existe único

φΣ : Q[[Σ]]→ Σ

tal que o diagrama
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]] Σ

Q[[Σ]]

φΣ

πIΣ φΣ

comuta.
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Observação 4.5.28. kerφΣ = J3(Q[[Σ]]).

Lema 4.5.29. O mapa Qsp[[φ]] é bem-definido.

Demonstração. Seja ψ′ : T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]] → T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]] um outro homomorfismo

gozando das Propriedades 1 e 2 dos morfismos quadráticos e seja ψ′ : Q[[Σ1]]→ Q[[Σ2]] o
homomorfismo induzido por ψ′. Então, pelo Lema 4.5.26,

Im
(
ψ − ψ′

)
⊆ kerφΣ2 = J3(Q[[Σ2]]),

isto é, [ψ]3 = [ψ′]3.

De modo análogo à prova da Proposição 4.3.11 da Seção 2, com o diagrama
comutativo do Lema 4.5.26, tem-se:

Proposição 4.5.30. O mapa Qsp[[−]] : QPASp3 → QPASp3 é um funtor.

Chamaremos o funtor Qsp[[−]] : QPASp3 → QPASp3 de funtor quadrático.
Provaremos que o funtor quadrático é adjunto à esquerda do funtor F3.

4.5.4 A adjunção para o caso n igual a 3

Provaremos que o par de funtores (Qsp[[−]], F3) é uma adjunção. Construiremos
transformações naturais

ϵ : Qsp[[F3−]]→ idQPASp3

e
η : idQPASp3 → F3Q

sp[[−]]

satisfazendo as equações da unidade-counidade:

idF3 = F3ε ◦ ηF3 , idQsp[[−]] = εQsp[[−]] ◦Q[[η]].

Dado um objeto (A, s, t) ∈ QPASp3, como o par de levantamentos (s, t) é qua-
drático, isto é, IA ⊆ kerφA, onde IA é o ideal fechado quadrático de A/J3(A) e φA é o
homomorfismo de presentação induzido pelo (s, t), segue-se que existe

φA : Q[[F3A]]→ A

tal que o diagrama
T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ]] A

Q[[F3A]]

φA

πIA φA

comuta. Defina, para cada objeto (A, s, t) ∈ QPASp3,
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εA := [φA]3 :
(
Q[[F3A]], πIA

sQ, πIA
tQ

)
→

(
A, s, t

)
,

onde o subíndice A de ε indica a tripla (A, s, t).

Proposição 4.5.31. O morfismo φA :
(
Q[[F3A]], πIA

sQ, πIA
tQ

) (
A, s, t

)
é um mor-

fismo em QPASp.

Demonstração. Precisamos mostrar que o morfismo

φA3 : ( Q[[F3A]]
J3(Q[[F3A]]) , π3πIA

sQ, π3πIA
tQ) ( A

J3(A) , π
′
3s, π

′
3t)

é um morfismo quadrático, onde π3 e π′
3 são as projeções canônicas. Pela definição de φA3,

o diagrama
Q[[F3A]] A

Q[[F3A]]
J3(Q[[F3A]])

A
J3(A)

φA

π3 π′
3

φA3

comuta. Os pares de levantamentos
(
π3πIA

sQ, π3πIA
tQ

)
e (π′

3s, π
′
3t) induzem os homomor-

fismos de presentações

π : T [[ A
J(A) ,

J(A)
J2(A) ]]

Q[[F3A]]
J3(Q[[F3A]]) π′

3φA : T [[ A
J(A) ,

J(A)
J2(A) ]]→

A
J3(A)

respectivamente. Então a identidade id de T [[ A
J(A) ,

J(A)
J2(A) ]] é o homomorfismo de álgebras

contínuo gozando das Propriedades 1 e 2 dos morfismos quadráticos. De fato, das igualdades

π′
3φAid = π′

3φA

= π′
3φAπIA

= φA3π3πIA

= φA3π,

segue-se que o diagrama

T [[ A
J(A) ,

J(A)
J2(A) ]] T [[ A

J(A) ,
J(A)
J2(A) ]]

Q[[A]]
J3(Q[[A]])

A
J3(A)

id

π π′
3φA

φA3

comuta. Logo φA3 goza da Propriedade 1. A Propriedade 2 resulta diretamente do ideal
quadrático de Q[[F3A]]/J3(Q[[F3A]]) ser IA.

Proposição 4.5.32. O mapa ϵA é a componente natural em (A, sA, tA) de uma transfor-
mação natural ϵ : Qsp[[F3−]]→ idQPASp3.
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Demonstração. Dado um morfismo [φ]3 : (A, sA, tA)→ (B, sB, tB) em QPASp3, provare-
mos que o diagrama

Q[[F3A]] Q[[F3B]]

A B

Qsp[[F3φ]]

[φA]3 [φB ]3

[φ]3

comuta.

Seja ψ um representante da classe Q[[F3φ]]. Pela Proposição 4.5.26, o diagrama

Q[[F3A]] Q[[F3B]]

A
J3(A)

B
J3(B)

πAφA

ψ

πBφB

F3φ

comuta, onde πA : A→ A/J3(A) e πB : B → B/J3(B) são as projeções. Então

πBφBψ = πBφBψ

= F3φπAφA

= F3φπAφA

= πBφφA.

Logo Im(φBψ − φφA) ⊆ J3(B), portanto, [φBψ]3 = [φφA]3, concluindo o resultado.

Dado um objeto (Σ, s, t) em QPASp3, como

Σ ∼=
Q[[Σ]]

J3(Q[[Σ]]) ,

existe um único isomorfismo de álgebras contínuo

φΣ,1 : Q[[Σ]]
J3(Q[[Σ]]) → Σ

tal que o diagrama
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]] Σ

Q[[Σ]]
J3(Q[[Σ]])

φΣ

π φΣ,1

comuta. Defina

ηΣ := φΣ,1
−1 :

(
Σ, s, t

) (
Q[[Σ]]

J3(Q[[Σ]]) , πIΣsQ, πIΣtQ
)
,

onde o subíndice Σ de η indica a tripla (Σ, s, t).
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Do diagrama comutativo

T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]] T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

Σ Q[[Σ]]
J3(Q[[Σ]])

id

φΣ π

φΣ,1
−1

tem-se o seguinte resultado:

Proposição 4.5.33. O morfismo φΣ,1
−1 : (Σ, sΣ, tΣ)→ ( Q[[Σ]]

J3(Q[[Σ]]) , sQΣ , tQΣ) é um morfismo
quadrático.

Proposição 4.5.34. O mapa ηΣ é a componente em (Σ, sΣ, tΣ) de uma transformação
natural η : 1QPASp3 → F3Q

sp[[−]].

Demonstração. Dado um morfismo φ : (Σ1, sΣ1 , tΣ1)→ (Σ2, sΣ2 , tΣ2) em QPASp3, prova-
remos que o diagrama

Σ1 Σ2

Q[[Σ1]]
J3(Q[[Σ1]])

Q[[Σ2]]
J3(Q[[Σ2]])

ηΣ1

φ

ηΣ2

F3Qsp[[φ]]

comuta. Seja ψ um representante da classe Qsp[[φ]]. Dos diagramas comutativos

Q[[Σ1]] Q[[Σ2]]

Σ1 Σ2

φΣ1

ψ

φΣ2

φ

Q[[Σ1]] Q[[Σ2]]

Q[[Σ1]]
J3(Q[[Σ1]])

Q[[Σ2]]
J3(Q[[Σ2]])

π1

ψ

π2

F3ψ

Q[[Σi]] Q[[Σi]]
J3(Q[[Σi]])

Σi

πi

φΣi

φΣi,1
−1

conclui-se que
ηΣ2 ◦ φφΣ1 = φΣ2,1

−1φφΣ1

= φΣ2,1
−1φΣ2ψ

= π2ψ

= F3ψ ◦ π1

= F3ψ ◦ φΣ1,1
−1φΣ1

= F3ψ ◦ ηΣ1φΣ1 .

Logo ηΣ2φ = F3ψ ◦ ηΣ1 .

Teorema 4.5.35. O funtor Qsp[[−]] : QPASp3 → QPASp3 é adjunto a F3 : QPASp3 →
QPASp3 à esquerda.
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Demonstração. Iremos provar que as equações da counidade-unidade são satisfeitas. Isto
é, para cada A = (A, sA, tA) ∈ QPASp3,

idF3A = F3εA ◦ ηF3A,

e, para cada Σ = (Σ, sΣ, tΣ) ∈ QPASp3,

idQsp[[Σ]] = εQsp[[Σ]] ◦Qsp[[ηΣ]].

Decorre diretamente do diagrama comutativo

T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]] T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

Σ−1 Q[[Σ]]
J3(Q[[Σ]])

id

φΣ π

φΣ,1

que Q[[ηΣ]] = [id]3. Como o homomorfismo de presentação induzido pelo par de levanta-
mentos (sQΣ , tQΣ) é a projeção de T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]] em Q[[Σ]], segue-se que εQ[[Σ]] é também a

identidade. Provando a veracidade da segunda igualdade da equação da counidade-unidade.

Mostraremos agora que a primeira equação da counidade-unidade é verdadeira.
Pelos diagramas comutativos

Q[[F3A]] A

Q[[F3A]]
J3(Q[[F3A]])

A
J3(A)

φA

π′ π3

F3φA

T [[ A
J(A) ,

J(A)
J2(A) ]]

A
J3(A)

Q[[F3A]]
J3(Q[[F3A]])

π3φA

π φ A
J3(A)

,1

T [[ A
J(A) ,

J(A)
J2(A) ]]

Q[[F3A]]
J3(Q[[F3A]])

Q[[F3A]]

π

π′′
π′

T [[ A
J(A) ,

J(A)
J2(A) ]] A

Q[[F3A]]

φA

π′′ φA

tem-se
F3φA ◦ φ A

J3(A)
,1

−1 ◦ π3φA = F3φA ◦ π

= F3φ3 ◦ π′ ◦ π′′

= π3φAπ
′′

= π3φA.

Logo F3φA ◦ φA/J3(A),1
−1 = idA/J3(A). Isto conclui a demonstração.

Observação 4.5.36. Quando restringimos às subcategorias Ad3PASp3 e Ad3PASp3,
definidas em 4.4.7 e 4.4.8 respectivamente, de QPASp3 e QPASp3 respectivamente, temos
exatamente o par de adjunção (T 3[[−]], F3) da seção anterior.
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Exemplo 4.5.37. A componente natural da counidade ε no objeto (k[[X]]/⟨X2⟩, π2sQ, π2tQ)
é a classe módulo ∼3 da identidade

id : k[[X]]/⟨X2⟩ → k[[X]]/⟨X2⟩.

Exemplo 4.5.38. Seja A a álgebra dada pela aljava com relações:

Q :
4

1 2 3

δ

α

γ

β

, αβ − αδγ = 0.

Considere o par de levantamentos quadrático (s, t), onde s : kQ/J(kQ) → A é o levan-
tamento definido por s(ei) = ei e t : J(kQ)/J2(kQ) → A é o levantamento definido
por

α 7→ α

β 7→ β − δγ
γ 7→ γ

δ 7→ δ.

Então a componente natural da counidade ε no objeto (A, s, t) é a classe módulo ∼3 do
homomorfismo de álgebras

εA : kQ

⟨αβ⟩
−→ A

definido por
ei → ei

α 7→ α

β 7→ β − δγ
γ 7→ γ

δ 7→ δ.

Exemplo 4.5.39. Seja A a álgebra dada pela seguinte aljava com relações:

Q : 1

X

Y

XY − Y X = X3Y 2 +X2Y 3 + Y 6 = 0.

Se t : J(A)/J2(A) → J(A) é o levantamento definido por t(X) = X − XY 2 e
t(Y ) = Y , então a componente natural da counidade ε em (A, 1 7→ 1, t) é a classe módulo
∼3 do homomorfismo

εA : k[[Q]]
⟨XY − Y X⟩

−→ A

definido por εA(X) = X −XY 2 e εA(Y ) = Y .
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Definição 4.5.40. Dizemos que uma álgebra pseudocompacta A é quase-quadrática
quando existe um par de levantamentos quadrático (s, t) de A.

Corolário 4.5.41. Seja A uma álgebra pseudocompacta quase-quadrática com o par de
levantamentos (s, t). Dado um morfismo quadrático [θ]3 : Qsp[[Σ]] → (A, s, t), onde Σ é
uma álgebra pseudocompacta com J3(Σ) = 0, então existe um único homomorfismo de
álgebras ξ : Σ→ A/J3(A) tal que o diagrama

A

Q[[F3A]] Q[[Σ]]

εA

Qsp[[ξ]]

[θ]3

comuta, onde εA é a componente natural da counidade ε em (A, s, t).

Exemplo 4.5.42. Segue abaixo uma lista de álgebras pseudocompactas quase-quadráticas:

(i) álgebras A com J3(A) = 0;

(ii) álgebras 3-admissíveis;

(iii) álgebras homogêneas.

4.6 Apontamentos sobre o caso geral
De maneira análoga à Seção 4.4, daremos uma ideia de como a adjunção (Qsp[[−]], F3)

da seção anterior pode ser adaptada para qualquer inteiro n ≥ 4. Já que os argumentos
são análogos aos argumentos da seção anterior, omitiremos as provas.

Seja Adn−1PASpn a subcategoria plena de PASpn cujos objetos são triplas (Σ, s, t)
tais que Σ é uma álgebra (n− 1)-admissível, ou seja,

Jn
(
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ)]]

)
⊆ kerφΣ ⊆ Jn−1

(
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

)
,

onde φΣ é o homomorfismo de presentação induzido pelo par de levantamentos (s, t).

Observação 4.6.1. Quando n = 3, tem-se

J3
(
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ)]]

)
⊆ kerφΣ ⊆ J2

(
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

)
.

Mas isto é válido para todos os objetos (Σ, s, t) em PASp3. Logo Ad2PASp3 = PASp3.

Seja (Σ, s, t) um objeto em Adn−1PASpn. Defina o seguinte ideal de T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]]

IΣ,n−1 :=
〈
x ∈ T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]] : x ∈ kerφΣ

⋂ J(Σ)
J2(Σ)

⊗̂n−1
〉
,
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onde φΣ : T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]] → Σ é o homomorfismo de presentação induzido pelo par de

levantamentos (s, t).

Observação 4.6.2. O ideal IΣ,n−1 definido acima independe de escolha de par de levanta-
mentos (s, t). De fato, seja (s′, t′) outro par de levantamentos e seja φ′

Σ o homomorfismo
de presentação induzido pelo par (s′, t′). Então

(
φΣ − φ′

Σ

)(
J(Σ)
J2(Σ)

⊗̂n−1
)
⊆ Jn(Σ) = 0.

Observação 4.6.3. Se n = 3, então o ideal IΣ,2 é o ideal quadrático de Σ.

O ideal IΣ,n−1 de T [[ Σ
J(Σ) ,

J(Σ)
J2(Σ) ]] é chamado de ideal (n − 1)-ádico de Σ. Para

cada álgebra pseudocompacta (n− 1)-admissível Σ com Jn(A) = 0, podemos associar a
álgebra pseudocompacta homogênea

Qn[[Σ]] =
T [[ Σ

J(Σ) ,
J(Σ)
J2(Σ) ]]

IΣ,n−1
.

Chamaremos a álgebra pseudocompacta Qn[[Σ]] de álgebra pseudocompacta (n− 1)-
ádica de Σ.

Sejam (Σ1, s1, t1) e (Σ2, s2, t2) dois objetos de Adn−1PASpn. Dizemos que um
morfismo φ : (Σ1, s1, t1) → (Σ2, s2, t2) é um morfismo (n − 1)-ádico quando existe um
homomorfismo de álgebras contínuo

ψ : T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

gozando das seguintes propriedades:

1. o diagrama
T [[ Σ1

J(Σ1) ,
J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

Σ1 Σ2

ψ

φΣ1 φΣ2

φ

comuta, onde φΣi
é o morfismo de representação induzido pelo par (si, ti), i = 1, 2;

2. ψ
(
IΣ1,n−1

)
⊆ IΣ2,n−1, onde IΣi

é o ideal (n− 1)-ádico de Σi, i = 1, 2.

De modo análogo às Observações 4.5.26 e 4.5.15, prova-se que a composição de
dois morfismos (n − 1)-ádicos é também um morfismo (n − 1)-ádico e a identidade
id : (Σ, s, t) → (Σ, s, t) é sempre um morfismo (n − 1)-ádico. Logo podemos definir a
seguinte subcategoria de Adn−1PASpn:

Definição 4.6.4. Denotamos por Qn−1PASpn a subcategoria de Adn−1PASpn com os
mesmos objetos e cujos morfismos são morfismos (n− 1)-ádicos.
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Seja Qn−1PASp a subcategoria de Adn−1PASp definida do seguinte modo:

(i) os objetos são triplas (A, s, t) tais que A é uma álgebra pseudocompacta (n − 1)-
admissível e (s, t) é um par de levantamentos tal que IA/Jn(A),n−1 está contido no
núcleo do homomorfismo de presentação φA induzido pelo par (s, t);

(ii) os morfismos entre os objetos (A1, s1, t1) e (A2, s2, t2) são todos os morfismos φ :
A1 → A2 tais que φn : ( A1

Jn(A1) , π1s1, π1t1) → ( A2
Jn(A2) , π2s2, π2t2) é um morfismo

(n− 1)-ádico, onde πi : Ai → Ai/J
n(Ai) com i = 1, 2.

Defina
F ′
n : Qn−1PASp→ Qn−1PASpn

pondo, nos objetos,
F ′
n(A, s, t) = ( A

Jn(A) , πns, πnt)

e, nos morfismos,
F ′
n(φ) = φn.

Seja ∼n a relação de equivalência induzida pelo funtor F ′
n. Portanto, podemos

considerar o funtor
Fn : Qn−1PASpn → Qn−1PASpn,

induzido pelo quociente por ∼n, onde

Qn−1PASpn = Qn−1PASp/ ∼n .

Dado um morfismo n− 1-ádico φ : (Σ1, s1, t1)→ (Σ2, s2, t2), por definição, existe
um homomorfismo de álgebras contínuo

ψ : T [[ Σ1
J(Σ1) ,

J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

tal que ψ
(
IΣ1,n−1

)
⊆ IΣ2,n−1 e φφΣ1 = φΣ2ψ, onde φΣi

é o homomorfismo de presentação
induzido pelo par (si, ti) para i = 1, 2. Logo existe um único homomorfismo de álgebras
contínuo

ψ : Qn[[Σ1]]→ Qn[[Σ2]]

tal que o diagrama
T [[ Σ1

J(Σ1) ,
J(Σ1)
J2(Σ1) ]] T [[ Σ2

J(Σ2) ,
J(Σ2)
J2(Σ2) ]]

Qn[[Σ1]] Qn[[Σ2]]

πIΣ1,n−1

ψ

πIΣ2,n−1

ψ

comuta.
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Defina
Qn,sp[[−]] : Qn−1PASpn → Qn−1PASpn

pondo, nos objetos,

Qn,sp[[(Σ, s, t)]] := (Qn[[Σ]], πIΣ,n−1sQ, πIΣ,n−1tQ)

e, nos morfismos,
Qn,sp[[φ]] := ψ.

De maneira análoga à Seção 4.5.3, tem-se:

Proposição 4.6.5. O mapa Qn,sp[[−]] : Qn−1PASpn → Qn−1PASpn é um funtor.

Podemos então enunciar o

Teorema 4.6.6. O funtor Qn,sp[[−]] : Qn−1PASpn → Qn−1PASpn é adjunto a Fn :
Qn−1PASpn → Qn−1PASpn à esquerda.

Demonstração. Similar ao que foi feito na Seção 4.5.4.

Exemplo 4.6.7. Fixemos n = 4. Seja A a álgebra dada pela seguinte aljava com relações:

Q :
5

1 2 3 4

δ

α β

η

γ

, αβγ − αβδη = 0.

Considere o par de levantamentos (s, t), onde s : kQ/J(kQ)→ A é o levantamento
definido por s(ei) = ei e t : J(kQ)/J2(kQ)→ A é o levantamento definido por

α 7→ α

β 7→ β

γ 7→ γ − δη
δ 7→ δ

η 7→ η,

segue-se de
A

J4(A)
∼=

kQ

⟨αβγ, αβδη⟩
que IA/J4(A) = ⟨αβγ⟩. Como o homomorfismo de presentação ψ : kQ→ A induzido pelo
par (s, t) é definido por

ei → ei

α 7→ α

β 7→ β

γ 7→ γ − δη
δ 7→ δ

η 7→ η,
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temos IA/J4(A) ⊆ kerψ. Logo (A, s, t) é um objeto em Q3PASp4. Então

Q4,sp[[(A, s, t)]] =
( kQ

⟨αβγ⟩
, s : kQ

J(kQ) →
kQ

⟨αβγ⟩
, t : J(kQ)

J2(kQ) →
J(kQ)
⟨αβγ⟩

)
,

onde s é definido por s(ei) = ei e t é definido por t(x) = x.

De modo semelhante à seção anterior, mostra-se que a componente natural da
counidade em (A, s, t) é o morfismo [ψ′]4 : kQ/⟨αβγ⟩ → A, onde ψ′ é definido por

ei → ei

α 7→ α

β 7→ β

γ 7→ γ − δη
δ 7→ δ

η 7→ η.
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5 Conjectura da dimensão finitística e as ex-
tensões de quociente bifinito

Na teoria de representações de álgebras de dimensão finita, há várias conjecturas
conectadas entre si conhecidas como “conjecturas homológicas”. A mais forte entre elas é
a Conjectura da Dimensão Finitística. Trata-se de um invariante homológico conhecido
como dimensão finitística. Dada uma álgebra de Artin A, definimos

gl.dim(A) = sup
{
pdAM : M ∈ A−mod

}
.

fin.dim(A) = sup
{
pdAM : M ∈ A−mod, pdAM <∞

}
.

Publicada originalmente por Bass em 1960 como um “problema”, (BASS, 1960),
em pouco tempo, restrita às álgebras de dimensão finita, ela foi promovida ao status de
conjectura:

Conjectura 1. (Conjectura da Dimensão Finitística) Seja A uma k-álgebra de
dimensão finita. Então findim(A) <∞.

A conjectura da dimensão finitística é um dos muitos problemas homológicos em
aberto. A conjectura da dimensão finitística está conectada com a solução de outras
conjecturas homológicas ainda não resolvidas. Por exemplo,

Conjectura 2. (Conjetura de Nakayama Forte) Se X é um módulo não-nulo sobre
uma k-álgebra A de dimensão finita, então existe um inteiro n ≥ 0 tal que Extn(X,A) ̸= 0.

Conjectura 3. (Conjetura de Nakayama Generalizada) Se S é um módulo sim-
ples sobre uma k-álgebra A de dimensão finita, então existe um inteiro n ≥ 0 tal que
Extn(S,A) ̸= 0.

Conjectura 4. (Conjectura da Simetria de Gorenstein ) Seja A uma k-álgebra
de dimensão finita. A dimensão injectiva de A como A-módulo à esquerda é finita se, e
somente se, a dimensão projetiva de D(AA) é finita.

Conjectura 5. (Conjectura de Auslander–Reiten) Seja A uma k-álgebra de dimensão
finita. Se M é um gerador em A−Mod tal que Extn(M,M) = 0 para todo inteiro positivo
n, então M é projetivo.

Todas as conjecturas acima seriam verdadeiras se a conjectura da dimensão finitís-
tica fosse verdadeira (AUSLANDER; REITEN, 1975; YAGAMATA, 1996). Ao longo das
últimas seis décadas, foi desenvolvido uma variedade de artigos na literatura provando
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a conjectura para algumas classes especiais de álgebras de Artin, porém a conjectura
encontra-se longe de ser resolvida para caso geral.

Segue-se a lista de alguns casos especiais onde é válida a conjectura:

(i) álgebras monomiais (GREEN; KIRKMAN; KUZMANOVICH, 1991);

(ii) álgebras A com J3(A) = 0 (GREEN; ZIMMERMANN-HUISGEN, 1991);

(iii) álgebras com dimensão de representação menor do que ou igual a 3 (IGUSA; TO-
DOROV, 2005);

(iv) álgebras A tais que A/J i(A) é de representação finita e J2i+1(A) = 0 (WANG, 1994).

Ainda não há um método efetivo para identificar as álgebras de dimensão finitística
finita. O que se tem são algumas técnicas que permitem concluir a finitude da dimensão
finitística para alguns casos gerais ou mesmo casos concretos. Por exemplo, nos artigos
publicados em 2004 e 2006, (XI, 2004), (XI, 2006), respectivamente, Xi encontrou uma
caracterização equivalente para a conjectura da dimensão finitística envolvendo extensões
B ⊆ A:

(1) A dimensão finitística de toda k-álgebra de dimensão finita é finita;

(2) Para cada extensão B ⊆ A de k-álgebras de dimensão finita tal que J(B) é um ideal
à esquerda de A, se A tem dimensão finitística finita então B também tem dimensão
finitística finita.

Os artigos (XI, 2004; XI, 2006; XI, 2008; XI; XU, 2013; WANG; XI, 2017) caminham
na direção da caracterização (2), isto é, encontrar extensões B ⊆ A com propriedades
suficientemente boas envolvendo o radical de Jacobson de B de modo que seja possível
controlar a dimensão finitística de B pela dimensão finitística de A. Segue uma lista de
alguns resultados relevantes nessa direção:

(i) (XI, 2006, Theorem 3.7) Seja B ⊆ A uma extensão tal que J(B) é um ideal à
esquerda de A e J(B)A = J(A). Se gl.dim(A) ≤ 4, então fin.dim(B) <∞.

(ii) (XI, 2006, Theorem 4.2) Seja B ⊆ A uma extensão tal que J(B) é um ideal à
esquerda de A. Se a dimensão de representação de A for menor do que ou igual a 3,
então fin.dim(B) <∞.

(iii) (XI; XU, 2013, Corollary 1.4) Seja B ⊆ A uma extensão tal que J(B) é um ideal
à esquerda de A. Se a dimensão projetiva de A como B-módulo à direita é finita e
fin.dim(A) <∞, então fin.dim(B) <∞.
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(iv) (WANG; XI, 2017, Corollary 3.8) Seja B ⊆ A uma extensão tal que J2(B) = J2(A).
Se gl.dim(A) ≤ 2, então fin.dim(B) <∞.

Uma outra caracterização equivalente à conjectura da dimensão finitística foi dada
por Xi e Xu em 2013 envolvendo a dimensão global relativa (XI; XU, 2013, Proposition
2.9).

Em 2017, Marcos e Green mostraram que é suficiente provar a conjectura da
dimensão finitística para álgebras conexas por caminhos, isto é, álgebras kQ/I, onde Q
é um aljava tal que, para cada par de vértices i, j ∈ Q0, existem caminhos p : i → j e
q : j → i (GREEN; MARCOS, 2017, Theorem 6.1).

Neste capítulo, trataremos de extensões de quociente bifinito, isto é, extensões
B ⊆ A tais que a dimensão de A/B como B-bimódulo é finita. Iusenko e MacQuarrie,
em 2021, provaram que, dada uma extensão B ⊆ A de quociente bifinito, se A/B é
um B-módulo à direita projetivo e fin.dim(A) <∞, então fin.dim(B) <∞ (IUSENKO;
MACQUARRIE, 2021, Proposition 6.6). Provaremos que o resultado continua verdadeiro
retirando a hipótese “A/B é um B-módulo à direita projetivo”. Isto nos permite dar uma
outra caracterização equivalente à conjectura da dimensão finitística:

(2′′) Para cada álgebra B de dimensão finita, existe uma extensão de quociente bifinito
B ⊆ A com fin.dim(A) <∞.

Para outras abordagens para o problema da conjectura da dimensão finitística,
recomendamos ao leitor as leituras dos artigos (WEI, 2009), (WEI, 2011), (GUO, 2019).
Para uma imersão na historiografia da conjectura nas últimas décadas, recomendamos a
leitura do artigo (ZIMMERMANN-HUISGEN, 2014).

5.1 Preliminares
Seja A uma álgebra de Artin. Denotaremos por A-mod a categoria de todos os

A-módulos à esquerda finitamente gerados. A dimensão projetiva de um A-módulo M
é o menor inteiro positivo n tal que existe uma resolução projetiva

P∗ : 0→ Pn
φn−→ Pn−1 → · · · → P1

φ1−→ P0
φ0−→M → 0

Se não existir resolução projetiva de comprimento finito, diremos que a dimensão projetiva
de M é infinita. Indicaremos por pd(AM) a dimensão projetiva do A-módulo M .

Seja
P∗ : · · · → P2

φ2−→ P1
φ1−→ P0

φ0−→M → 0
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uma resolução projetiva minimal de M . A n-ésima-sizígia de M , denotada por Ωn
A(M),

é o núcleo do homomorfismo φn−1 quando n é um inteiro positivo; e, quando n = 0,
Ω0
A(M) = M (veja, por exemplo, (ZIMMERMANN-HUISGEN, 1991)).

Lema 5.1.1. Seja
{
Mi

}
i∈I

uma família de A-módulos. Então

pd
(
A

⊕
i∈I

Mi

)
= sup

{
pd(AMi) : i ∈ I

}
.

Demonstração. A prova pode ser encontrada em (ASSEM, 1997, Chapitre X, Corollaire
1.3)

Lema 5.1.2. Seja 0→ L→M → N → 0 uma sequência exata de A-módulos à esquerda.
Então

(i) pd(AN) ≤ sup
{
pd(AL) + 1, pd(AM)

}
;

(ii) pd(AM) ≤ sup
{
pd(AL), pd(AN)

}
;

(iii) pd(AL) ≤ sup
{
pd(AM), pd(AN)− 1

}
.

Demonstração. A prova pode ser encontrada em (ASSEM, 1997, Chapitre X, Corollaire
1.4).

A dimensão global de uma álgebra A, denotada por gl.dim(A), é definida por

gl.dim(A) = sup
{
pd(AM) : M ∈ A−mod

}
.

A dimensão finitística de uma álgebra A, denotada por fin.dim(A), é definida
por

fin.dim(A) = sup
{
pd(AM) : M ∈ A−mod, pd(AM) <∞

}
.

Observação 5.1.3. Observamos que fin.dim(A) ≤ gl.dim(A). Além disso, ambas coinci-
dem quando gl.dim(A) é finita.

Exemplo 5.1.4. Seja A = k[X]/⟨X2⟩. Cada A-módulo é da forma [⊕A] ⊕ [⊕A/J(A)],
veja, por exemplo, (ZIMMERMANN-HUISGEN, 2014). Como

· · · → A
φ−→ A

φ−→ . . .
φ−→ A

π−→ A/J(A)

é uma resolução projetiva minimal do A-módulo A/J(A), onde φ : A→ A é o homomor-
fismo de A-módulos definido por φ(f) = fx, segue-se que

0 = fin.dim(A) ≤ gl.dim(A) =∞.
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5.2 Funtores de Torção
Recomendamos a leitura dos Capítulos IX e X do livro (ASSEM, 1997) para maiores

detalhes sobre este tópico.

Sejam m um inteiro positivo. Dada uma resolução projetiva

P∗ : · · · → P2
φ2−→ P1

φ1−→ P0
φ0−→M → 0

do A-módulo à direita M e dado um A-módulo à esquerda N , denote por P∗ ⊗A N a
sequência induzida

· · · → Pn ⊗A N
φn⊗A1N−−−−−→ Pn−1 ⊗A N → · · · → P0 ⊗A N

φ0
⊗

A
1N−−−−−−→M ⊗A N → 0.

Definimos TorAm(M,N) como sendo

TorAm(M,N) = ker(φm ⊗A 1N)/Im(φm+1 ⊗A 1N).

Observação 5.2.1. A definição de TorAm(M,N) não depende, a menos de isomorfismo,
da escolha da resolução projetiva de M . Veja, por exemplo, (ASSEM, 1997, Chapitre X,
§4).

Lema 5.2.2. (i) Sejam M um A-módulo à direita, N um A-módulo à esquerda e

P∗ : · · · → P2
φ2−→ P1

φ1−→ P0
φ0−→ N → 0

uma resolução projetiva de N . Para cada n ≥ 0, tem-se os isomorfismos funtoriais

TorAn+1(M,N) ∼= TorAn (M, kerφ0) ∼= . . . ∼= TorAj (M, kerφj−1).

(ii) Sejam M um A-módulo à direita, N um A-módulo à esquerda e

Q∗ : · · · → Q2
ψ2−→ Q1

ψ1−→ Q0
ψ0−→M → 0

uma resolução projetiva de M . Para cada n ≥ 0, tem-se os isomorfismos funtoriais

TorAn+1(M,N) ∼= TorAn (kerψ0, N) ∼= . . . ∼= TorAj (kerψn−j, N).

Demonstração. A prova pode ser encontrada em (ASSEM, 1997, Chapitre IX, Lemme
4.3).

Lema 5.2.3. (i) Seja M um A-módulo à direita. Cada sequência exata curta de A-
módulos à esquerda 0→ N ′ → N → N ′′ → 0 induz uma sequência exata longa

· · · → TorAn+1(M,N ′′)→ TorAn (M,N ′)→ TorAn (M,N)→ TorAn (M,N ′′)→ . . .

· · · → TorA1 (M,N ′′)→M ⊗A N ′ →M ⊗A N →M ⊗A N ′′ → 0.
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(ii) Seja N um A-módulo à esquerda. Cada sequência exata curta de A-módulos à direita
0→M ′ →M →M ′′ → 0 induz uma sequência exata longa

· · · → TorAn+1(M ′′, N)→ TorAn (M ′, N)→ TorAn (M,N)→ TorAn (M ′′, N)→ . . .

· · · → TorA1 (M ′′, N)→M ′ ⊗A N →M ⊗A N →M ′′ ⊗A N → 0.

Demonstração. A prova pode ser encontrada em (ASSEM, 1997, Capítulo IX, Théorème
4.5).

Lema 5.2.4. As seguintes afirmações são equivalentes para cada A-módulos à direita M :

(i) pd(MA) ≤ n;

(ii) TorAp (M,N) = 0 para todo p ≥ n+ 1 e todo A-módulo à esquerda N .

Demonstração. A prova pode ser encontrada em (ASSEM, 1997, Chapitre X, Théorème
2.9).

Lema 5.2.5. Seja

0→ Pn
φn−→ Pn−1

φn−1−−−→ · · · → P0
φ0−→ N → 0

uma resolução projetiva finita do A-módulo à esquerda N . Se M é um A-módulo à direita
tal que, para cada j ≥ 1, TorAj (M,N) = 0, então

0→M ⊗ Pn →M ⊗ Pn−1 → · · · →M ⊗ P0 →M ⊗N → 0

é uma sequência exata.

Demonstração. Pelo Lema 5.2.3, a sequência exata curta

0→ kerφ0 ↪→ P0
φ0−→ N → 0

induz a sequência exata

0→ TorA1 (M,N)→M ⊗ kerφ0 →M ⊗ P0
1⊗φ0−−−→M ⊗N → 0.

Por hipótese, TorA1 (M,N) = 0, portanto, a sequência

0→M ⊗ kerφ0 →M ⊗ P0
1⊗φ0−−−→M ⊗N → 0

é exata. Do mesmo modo, como TorA1 (M, kerφj) ∼= TorAj+2(M,N) = 0, segue-se que a
sequência

0→M ⊗ kerφj+1 →M ⊗ Pj+1 →M ⊗ kerφj → 0

é exata para cada 0 ≤ j ≤ n− 1. Logo

0→M ⊗ Pn →M ⊗ Pn−1 → · · · →M ⊗ P0 →M ⊗N → 0

é exata, como queríamos demonstrar.
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5.3 Dimensão finitística para extensões de quociente bifinito
Uma extensão B ⊆ A é um par de álgebras de Artin B e A tal que B é uma

subálgebra de A com a mesma identidade. A dimensão projetiva de um A-B-bimódulo X
é denotada por pd(AXB).

Observação 5.3.1. Se X é um B-B-bimódulo projetivo então X é um somando direto de
cópias de B ⊗k B como B-bimódulo, logo, X é um somando direto de B ⊗k B ∼= BdimkB

como B-módulo à esquerda. Portanto X é também um B-módulo à esquerda projetivo.
Pelo mesmo raciocínio, X é um B-módulo à direita projetivo.

Definição 5.3.2. Uma extensão B ⊆ A é de quociente bifinito se pd(BA/BB) <∞.

Observação 5.3.3. A condição pd(BA/BB) < ∞ é uma das condições de extensões
limitadas B ⊆ A definida em (CIBILS; LANZILOTTA; MARCOS E. N.; SOLOTAR,
2022). Uma extensão B ⊆ A é limitada se:

(i) pd(BA/BB) <∞;

(ii) A/B é projetivo como B-módulo à esquerda ou B-módulo à direita;

(iii) existe um inteiro positivo n tal que A/B⊗n = 0.

Observação 5.3.4. Se a dimensão projetiva do B-bimódulo A/B é finita, então as
dimensões projetivas de A/B como B-módulo à esquerda e B-módulo à direita também
são finitas.

Lema 5.3.5. Se Q é um B-bimódulo projetivo, então Q⊗B X é um B-módulo à esquerda
projetivo para cada B-módulo X.

Demonstração. A prova encontra-se em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2021, Lemma 6.3).

Lema 5.3.6. Seja B ⊆ A uma extensão com pd(BA) <∞. Então

pd(BX) ≤ pd(BA) + pd(AX)

para todo A-módulo à esquerda X com dimensão projetiva finita.

Demonstração. Se P é um A-módulo à esquerda projetivo, então P é um somando direto
de cópias de A, portanto, pd(BP ) ≤ pd(BA). Dada uma resolução projetiva minimal
P∗ → X → 0 de X de comprimento pd(AX), então P∗ → X é também uma sequência
exata quando vista como uma sequência de B-módulos à esquerda. Logo pd(BX) é limitada
por pd(AX) + pd(BA).
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Lema 5.3.7. Seja B ⊆ A uma extensão com pd(AB) < ∞. Para cada B-módulo à
esquerda M e para m ≥ pd(AB)− 1,

pd(AA⊗B Ωm
B (M)) ≤ pd(BM).

Demonstração. Se pd(BM) = ∞, então não há nada a fazer. Suponha que a dimensão
projetiva de M seja finita e denote por nr a dimensão projetiva de A como B-módulo à
direita. Sejam m ≥ nr − 1 e

0→ Pn → Pn−1 → · · · → P0 → Ωm
B (M)→ 0.

uma resolução projetiva para o B-módulo Ωm
B (M).

Segue-se do Lema 5.2.2 que

TorBj (A,Ωm
B (M)) ∼= TorB1+j+m(A,M)

para cada j ≥ 1. Como 1 + j +m ≥ nA + 1, então, pela versão dual do Lema 5.2.4, temos

TorBj (A,Ωm
B (M)) ∼= 0

para cada j ≥ 1.

Segue-se do Lema 5.2.5 que a sequência

0→ A⊗B Pn → A⊗B Pn−1 → · · · → A⊗B P0 → A⊗B Ωm
B (M)→ 0

é exata. Além disso, a sequência acima é uma resolução projetiva para o A-módulo à
esquerda A⊗BΩm

B (M) porque cada A⊗BPj é um somando direto de cópias de A⊗BB ∼= A,
ou seja, cada A⊗B Pj é um A-módulo à esquerda projetivo; logo

pd(AA⊗B Ωm
B (M)) ≤ pd(BΩm

B (M)) ≤ pd(BM).

Teorema 5.3.8. Seja B ⊆ A uma extensão de quociente bifinito. Se a dimensão finitística
de A é finita, então a dimensão finitística de B também é finita.

Demonstração. Denote por nr a dimensão projetiva de A/B como B-módulo à direita e
por dA a dimensão finitística de A. Seja M um B-módulo à esquerda de dimensão projetiva
finita. De modo análogo à prova do lema anterior, tem-se TorBj (A/B,Ωnr

B M) = 0 para
cada j ≥ 1. Portanto a sequência exata curta de B-bimódulos

0→ B ↪→ A↠ A/B → 0

induz a sequência exata de B-módulos à esquerda

0→ Ωnr
B (M)→ A⊗B Ωnr

B (M)→ (A/B)⊗B Ωnr
B (M)→ 0. (5.1)
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Iremos provar que as dimensão projetivas de A ⊗B Ωnr
B (M) e (A/B) ⊗B Ωnr

B (M)
são limitadas por um número independente de M .

Segue-se também da sequência exata curta de B-módulos

0→ B ↪→ A↠ A/B → 0

e do Lema 5.1.2 que

pd(BA) ≤ sup
{
pd(BB), pd(BA/B)

}
= pd(BA/B).

Então, pelo Lema 5.3.7, temos pd(AA⊗B Ωnr
B (M)) ≤ pd(BM) <∞, portanto, a dimensão

projetiva do A-módulo à esquerda A⊗B Ωnr
B (M) é limitada por dA. Logo, pelo Lema 5.3.6,

a dimensão projetiva do B-módulo à esquerda A⊗B Ωnr
B (M) é menor do que ou igual a

dA + pd(BA), ou seja,

pd(BA⊗B Ωnr
B (M)) ≤ dA + pd(BA). (5.2)

Seja
0→ Qm → Qm−1 → · · · → Q0 → A/B → 0

uma resolução projetiva do B-bimódulo A/B. Então segue-se de

TorBj (A/B,Ωnr
B (M)) ∼= 0.

e do Lema 5.2.5 que a sequência

0→ Qm ⊗B Ωnr(M)→ · · · → Q0 ⊗B Ωnr
B (M)→ (A/B)⊗B Ωnr(M)→ 0

é exata. Além disso, pelo Lema 5.3.5, cada Qj ⊗B Ωnr(M) é um B-módulo à esquerda
projetivo; logo

pd(B(A/B)⊗B Ωnr
B (M)) ≤ pd(BA/BB). (5.3)

Assim,

pd(BM) ≤ nr + pd(BΩnr
B (M))

≤ nr + sup
{
pd(BA⊗B Ωnr

B (M)), pd(B(A/B)⊗B Ωnr
B (M))− 1

}
por 5.1

≤ nr + sup
{
dA + pd(BA), pd(B(A/B)⊗B Ωnr

B (M))− 1
}

por 5.2
≤ nr + sup

{
dA + pd(BA), pd(BA/BB)− 1

}
por 5.3

≤ pd(BA/BB) + sup
{
dA + pd(BA/BB), pd(BA/BB)− 1

}
por 5.3

≤ dA + 2pd(BA/BB).
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O Teorema 5.3.8 generaliza (IUSENKO; MACQUARRIE, 2021, Proposition 6.6).
Como consequência imediata do Teorema 5.3.8, temos o seguinte resultado:

Corolário 5.3.9. Seja

B = A0 ⊆ A1 ⊆ · · · ⊆ An−1 ⊆ An = A

uma cadeia de subálgebras tal que Ai ⊆ Ai+1 é uma extensão de quociente bifinito para
cada i = 0, . . . , n− 1. Se fin.dim(A) <∞, então fin.dim(B) <∞.

Exemplo 5.3.10. Seja A a álgebra monomial dada pela seguinte aljava com relações:

2

1 3

4

α

δ

β

γ

, δαβγδ = 0.

Seja B a subálgebra de A gerada por {e1, e2, e3, e4, α, γ, δ, θ1 = αβ, θ2 = βγ}. Então
a subálgebra B é dada pela seguinte aljava com relações:

2

1 4

3

α

δ

γ

θ2

θ1

, αθ2 − θ1γ = δαXβγδ = 0.

Como o B-bimódulo quociente A/B é isomorfo a B
J(B)e2 ⊗k e3

B
J(B) , segue-se que a

sequência

0 B1,4 B1,3 ⊕B2,4 B2,3 A/B 0φ2 φ1 φ0

é uma resolução projetiva para o B-bimódulo A/B, onde Bi,j = Bei ⊗k Bej. Logo
pd(BA/BB) ≤ 2. As dimensões de A/B como B-módulo à esquerda e à direita são
ambas iguais a 1, portanto, a extensão B ⊆ A não satisfaz as hipóteses de (IUSENKO;
MACQUARRIE, 2021, Proposition 6.6). Como cada álgebra monomial possui dimensão
finitística finita, segue-se então do Teorema 5.3.8 que fin.dim(B) <∞.

Exemplo 5.3.11. Seja A a álgebra dada pela seguinte aljava com relações:

2

1 4 5

3

6

α1

η

β1

β2

δ

α2

ϵ

, ηα1β1δϵ = ηα2β2δϵ = ϵη = 0.
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Seja B a subálgebra de A gerada pelo conjunto{
e1, e2, e3, e4, e5, e6, α1, α2, δ, ϵ, η, γ1 = β1δ, γ2 = β2δ, α = α1β1 + α2β2

}
.

Então B é dado pela seguinte aljava com relações:

2

1 4 5

3

6

α1

η

α δ

γ2

γ1

α2

ϵ

, ηα1γ1ϵ = ηα2γ2ϵ = ϵη = αδ − α1γ1 − α2γ2 = 0.

Não é difícil ver que

A/B =
{
β1 +B, β2 +B,α1β1 +B, ηα1β1 +B

}
.

Logo a sequência exata

0 B1,5 B1,4 ⊕B2,5 ⊕B3,5 B3,4 ⊕B2,4 A/B 0

é uma resolução projetiva para o B-bimódulo A/B. Portanto B ⊆ A é uma extensão de
quociente bifinito. Então, pelo Teorema 5.3.8, fin.dimB < ∞ porque A é uma álgebra
monomial.

Corolário 5.3.12. As afirmações são equivalentes:

(1) A dimensão finitística de cada k-álgebra de dimensão finita é finita;

(2′′) Para cada álgebra B de dimensão finita, existe uma extensão de quociente bifinito
B ⊆ A com fin.dim(A) <∞.

Observação 5.3.13. Os exemplos acima são exemplos de álgebras cujas aljavas são
aljavas conexas por caminhos. Ou seja, o Teorema 5.3.8 pode ser utilizado para atacar
problemas desta natureza.

Observação 5.3.14. No Exemplo 5.3.11 , transportamos o problema da dimensão finitística
de uma álgebra com relações mais elaboradas do tipo w3 − w2 − w1 = 0 para uma álgebra
monomial.

Mostraremos o seguinte resultado que generaliza (CIBILS; LANZILOTTA; MAR-
COS E. N.; SOLOTAR, 2022, Theorem 4.2).
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Proposição 5.3.15. Seja B ⊆ A uma extensão de quociente bifinito. Se gl.dimA é finita,
então gl.dimB também é finita.

Demonstração. Utilizaremos a notação do teorema anterior. Seja M um B-módulo à
esquerda qualquer. Pela prova do teorema anterior, a dimensão projetiva do B-módulo
(A/B)⊗B Ωnr

B (M) é menor do que ou igual a pd(BA/BB). O A-módulo A⊗B Ωnr
B (M) tem

dimensão projetiva menor do que ou igual à dimensão global de A. Portanto, pelo Lema
5.3.6, a dimensão projetiva de A⊗B Ωnr

B (M) como B-módulo é menor do que ou igual a
gl.dimA+ pd(BA). Logo

pd(BM) ≤ nr + sup {pd(BA/BB), gl.dimA+ pd(BA)} <∞.

Observação 5.3.16. Não é verdade que se B ⊆ A é uma extensão de quociente bifinito,
então a gl.dim(B) <∞ implica que gl.dim(A) <∞. Com efeito, a extensão k ⊆ k[X]/⟨X2⟩
é uma extensão de quociente bifinito, porém gl.dim(k) = 0 e gl.dim(k[X]/⟨X2⟩) =∞.
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