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Resumo

O objetivo deste trabalho se divide em dois: o estudo de uma correspondéncia entre aljavas
e algebras através de adjungoes e o estudo da conjectura da dimensao finitistica de algebras

de dimensao finita por meio de extensoes satisfazendo uma condi¢ao homologica.

Nossa abordagem para o primeiro problema é definir uma correspondéncia entre a categoria
das dlgebras pseudocompactas bésicas e sua subcategoria plena formada por algebras A
tais que J"(A) = 0. Por meio de uma relacao de equivaléncia nos morfismos da primeira,
estudaremos os adjuntos a A — A/J"(A) a esquerda para cada inteiro positivo n. Por
exemplo, quando restringimos a n = 2, provaremos que o funtor que associa a cada algebra
a algebra tensorial completa é o adjunto a F, a esquerda. Para o segundo problema, dados
pares de dlgebras de dimensao finita B C A, controlaremos a dimensao finitistica da menor
B pela da maior A através de uma condi¢ao homoldgica envolvendo A e B. O principal
resultado envolvendo dimenséo finitistica desta tese é o seguinte: Seja B C A uma extensao
tal que A/B é B-bimddulo de dimensdo projetiva finita. Entao a dimensao finitistica de B
¢ finita sempre que a dimensao finitistica de A é finita. Além disso, se a dimensao global

de A é finita, entdo a dimensao global de B também ¢é finita.

Palavras-chave: Algebra pseudocompacta, adjuncio, levantamentos da projecao, conjec-

tura da dimensao finitistica, extensoes de quociente bifinito.



Abstract

The objective of this work is divided in two: the study of the correspondence between
quivers and algebras via adjunctions and the study of the finitistic dimension conjecture

for finite-dimensional algebras, via extensions satisfying homological properties.

Our approach to the first problem is to define a correspondence between the category of
basic pseudocompact algebras and its full subcategory formed by algebras A such that
J"(A) = 0. Through an equivalence relation on the morphisms of the first, we will study the
left adjuncts to A — A/J?(A) for each positive integer n. For example, when we restrict to
n = 2, we will prove that the functor that associates each algebra with the complete tensor
algebra is left adjoint to Fj. For the second problem, given finite-dimensional algebras
B C A, we will control the finitistic dimension of B in terms of that of A, via a homological
condition involving A and B. The main result involving finitistic dimension of this thesis is
the following: Let B C A be an extension such that A/B is B-bimodule of finite projective
dimension. Then the finitistic dimension of B is finite whenever the finitistic dimension of
A is finite. Furthermore, if the global dimension of A is finite, then the global dimension

of B is also finite.

Keywords: Pseudocompact algebra, adjunction, splittings of the canonical projection,

finitistic dimension conjecture, bifinite quotient extensions.
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1 Introducao

Transportar problemas com estruturas complexas para estruturas mais simples é,
por exceléncia, parte da natureza humana. Entao nada mais natural do que a ideia de
representar objetos matematicos complexos - anéis, grupos, algebras de Lie, entre outros -
por objetos mais simples - espagos vetoriais e transformacoes lineares entre eles. O campo
de representacoes de algebras é o estudo e a classificagdo de dlgebras através das suas
respectivas categorias de modulos. A teoria de representacoes de dlgebras carrega um

universo instigante e rico de caminhos a serem explorados.

P. Gabriel introduz representagoes de aljavas (grafos orientados) como uma fer-
ramenta para estudar modulos sobre certas algebras. A ideia é que cada algebra A de
dimensao finita pode ser associada a uma aljava com relagoes e que cada modulo sobre
A pode ser visto como uma familia de k-espacos vetoriais indexada pelos vértices da
aljava e uma familia de transformagoes lineares indexada pelas flechas da aljava sujeitas as
relagoes da aljava. Esta construcao permitiu uma abordagem combinatéria para a teoria

de representagoes de algebras.

Dada uma &lgebra A de dimenséo finita tal que A/J(A) é um produto de cépias

de k, a construcao de Gabriel da aljava associada a A é feita do seguinte modo:

e 08 vértices estao em correspondéncia biunivoca com um conjunto completo de

idempotentes ortogonais primitivos {ey,...,e,} de A;
« o nimero de flechas entre dois vértices i e j é igual a

dimye; J(A)/J*(A)e;.

Nao é dificil ver que a aljava construida acima independe da escolha do conjunto completo.

A algebra de caminhos de uma aljava (Q pode ser definida por uma propriedade
universal similar a propriedade universal de objetos livres. Ou seja, seria natural imagina-la
como adjunto a esquerda de algum funtor. O problema de dar um tratamento funtorial
no relacionamento entre algebras e aljavas vem da dependéncia de escolha da base do
k-espago J(A)/J?(A). Um outro problema deriva do fato de que a dlgebra de caminhos de

uma aljava finita com ciclos ou lagos nao é de dimensao finita.

Em (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO, 2020) e (IUSENKO; MACQUARRIE,
2020), os autores resolvem ambos os problemas apontados anteriormente. O segundo
problema é resolvido trocando a classe de algebras de dimensao finita pela classe de
algebra pseudocompactas. O primeiro é resolvido deslocando o estudo de aljavas para a

nogao equivalente de pares (X, M), onde ¥ é uma &dlgebra pseudocompacta isomorfa a
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um produto de cépias de k e M é um X-mddulo pseudocompacto. Os autores explicitam
funtorialmente a construcao dada por Gabriel da aljava associada a uma algebra dada.

Eles provam que o funtor
Tl-1]: (%,U) =T[5, U]],

que associa cada par (X,U) a sua algebra tensorial completa, é adjunto a
G: A (A/J(A),J(A)/T*(A))

a esquerda. A adjuncao sé é possivel gracas a uma relacao de equivaléncia ~ definida nos
homomorfismos de algebras, a saber, dois homomorfismos de algebras ¢, : A — B sao

iguais médulo ~ se, e somente se,

(o —Y)(a)e J(B)Ya €A e (o—)(r)e J*B)Vrec JA).

Neste trabalho, também estudaremos o relacionamento entre dlgebras e aljavas
através de adjungoes. Definiremos nos objetos das algebras pseudocompactas, para cada
inteiro positivo n, o funtor

F,: A AJJ"(A),

onde a categoria do contra-dominio é a subcategoria plena das algebras pseudocompactas
cujos objetos sao algebras A tais que J"(A) = 0. E buscaremos entender quais informagoes

contidas em A/J"(A) sdo essenciais nas construgoes dos respectivos adjuntos.

Um caso particular bastante interessante é quando n = 2. Todas as informagoes
necessarias na construcao da aljava associada a uma algebra A dada por Gabriel esta
contida em A/J?(A), entdo, nada mais natural entender relacionamento entre &lgebras e

aljavas fazendo o uso do funtor
Fy: A AJJ?(A).

Provaremos que o adjunto a esquerda do funtor F» se comporta como a algebra de caminhos
nos objetos. Porém, como aconteceu em (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO, 2020), a
adjungao sé é possivel gracas ao uso de uma relagdo de equivaléncia ~5 nos morfismos do
dominio de F5, a saber, dois morfismos ¢, : A — B sao iguais modulo ~» se, e somente
se,

(¢ —¥)(a) € J*(B) Ya € A.

Observamos que a relacdo ~y é estritamente mais fina do que a relagdo ~ em (IUSENKO;
MACQUARRIE; QUIRINO, 2020), isto é, se ¢ ~y 3, entdo ¢ ~ 1; de fato, para cada

a € A, segue-se que

(o —Y)(a) e JH(B) C J(A)VYae Ae (p—1)(r)e J*(B)Vre A
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Ou seja, o sentido da adjungao provada em (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO,
2020) é mantido porém ela é realizada por uma relacao de equivaléncia mais fina do que a

utilizada pelos autores.

Entao ¢ intuitivo se perguntar se ha outras informagoes além da aljava de Gabriel
que possam ser ilustradas por intermédio dos respectivos adjuntos de cada funtor F,,
n > 3. Em outras palavras, além das informagoes contidas em A/J%(A), ha relacoes
essenciais em J2?(A)/J"(A) que sdo explicitadas por meio de adjunc¢des? De modo que
nossa conversa inicial entre “algebras e aljavas” é ampliado para “algebras e aljavas com
relagoes”. Restringindo-se as relagdes contidas em J"1(A)/J"(A), daremos, para todo n,

uma descri¢ao deste relacionamento.

A construgao de cada funtor adjunto a F), a esquerda nos morfismos envolve
manipulagoes elementares com os levantamentos da projecao candnica A — A/J(A) de
uma algebra A dada, isto é, homomorfismos de algebras s : A/J(A) — A tais que s = id.
Isto s foi possivel gracas ao seguinte resultado, que é novo até para o caso de algebras de

dimensao finita.

Teorema A (Teorema do levantamento). Sejam A uma dlgebra pseudocompacta e B uma
dlgebra de dimensdo finita e seja ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras. Se s5 é um
levantamento da projegio ma : A — A/ J(A), entao existe um levantamento sp da projecio

g : B — B/J(B) tal que o diagrama

J(A) J(B)

SAJ JSB

comuta, onde @1 € definido por pi(a) = p(a).

Como ja dissemos, ha um vasto campo a ser estudado em teoria de representacoes
de algebras. A segunda parte deste trabalho tera como foco o estudo da conjectura da

dimensao finitistica.

Uma das estratégias muito utilizadas na literatura é a transferéncia de informacgoes
de uma algebra a outra algebra sobre certas condigoes. Por exemplo, estratégia muito apli-
cada em problemas envolvendo propriedades homoldgicas - dimensao projetiva, dimensao
global e dimensao finitistica. Dentre as conjecturas envolvendo propriedades homoldgicas,
a mais famosa entre elas é a Conjectura da Dimensao Finitistica. Dada uma &algebra A,

definimos
fin.dim(A) = sup{pd(4M) : M € A—mod,pd(4M) < oo},

onde pd(4M) é a dimensao projetiva do A-médulo a esquerda M. A conjectura da dimensao

finitistica afirma que fin.dim(A) < oo sempre que A é uma élgebra de dimensao finita.



Capitulo 1. Introdugdo 11

Desde que foi apresentada em 1960 por Bass no artigo “Finitistic dimension and a
homological generalization of semi-primary rings” (BASS, 1960), muitos progressos foram

feitos nos 1ltimos 62 anos, porém ela encontra-se em aberto.

Valendo-se dessa estratégia de transferir informacoes de uma algebra a outra, Xi,
nos artigos (XI, 2004; XI, 2006), introduz um novo modo de atacar a conjectura: comparar
a dimensao finitistica de uma algebra de dimensao finita A com alguma subalgebra B de
modo que o radical de Jacobson de B satisfaca algumas condigdes. Mais precisamente, ele

prova que a conjectura da dimensao finitistica é equivalente a

(*) Para cada par B C A de k-dlgebras de dimensao finita tal que J(B) é um ideal a
esquerda de A; se fin.dim(A) < oo, entdo fin.dim(B) < oco.

Caminhando na diregao da conjectura de Han (veja (HAN, 2006)), Cibils, Lanzilotta,
Marcos e Solotar, nos artigos (CIBILS; LANZILOTTA; MARCOS E. N.; SOLOTAR, 2020;
CIBILS; LANZILOTTA; MARCOS E. N.; SOLOTAR, 2021; CIBILS; LANZILOTTA;
MARCOS E. N.; SOLOTAR, 2022), trabalham com extensoes de dlgebras que preservam a
veracidade da conjectura.. Para isto, os autores definem extensdes limitadas. Uma extensao

de algebras de dimensao finita B C A é limitada se:

(1) A/B é um B-mdédulo projetivo a direita ou a esquerda;
(77) A/B ¢é um B-bimédulo de dimensao projetiva finita;

(14i) existe um inteiro positivo n tal que A/B%» = 0.

Nosso interesse neste trabalho é comparar a dimensao finitistica de extensoes
B C A satisfazendo condigoes homolégicas. Inspirados na definigao de extensoes limitadas,
em particular, no segundo item da definicdo, trabalharemos com extensdes B C A
apelidadas de extensdes de quociente bifinito. Uma extensao B C A é de quociente
bifinito se a dimensao projetiva do B-bimdédulo A/B é finita. Com esta definicdo em

maos, conseguimos enunciar um dos principais resultados deste trabalho que generaliza

(IUSENKO; MACQUARRIE, 2021, Proposition 6.6):

Teorema B. Seja B C A uma extensdo de quociente bifinito. Se a dimensdo finitistica de

A € finita, entdo a dimensdo finitistica de B € finita.

O que nos leva a seguinte pergunta:

Questao 1. Toda dlgebra B de dimensdo finita pode ser incluida em uma dlgebra de
dimensao finita A com fin.dim(A) < oo de modo que a extensio B C A seja uma extensdio

de quociente bifinito?
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Caso a pergunta acima seja respondida de modo positivo, entao, a conjectura da

dimensao finitistica estara provada.

A dimensao global de uma &lgebra A, denotada por gl.dim(A), é definida como
sendo

gl.dim(A) == sup{pd(a M) : M € A—mod}.

Quando consideremos extensoes de quociente bifinito, mostraremos o seguinte resultado
que generaliza (CIBILS; LANZILOTTA; MARCOS E. N.; SOLOTAR, 2022, Theorem
4.2).

Proposicao C. Seja B C A uma extensdo de quociente bifinito. Se gl.dimA < oo, entao
gl.dim(B) < co.

Esta tese esta organizada como se segue:

No Capitulo 2, apresentamos as defini¢ées de 4lgebras pseudocompactas e alguns

resultados que serao utilizados ao longo da tese, principalmente nos Capitulos 2 e 3.

No Capitulo 3, inicia-se nosso estudo sobre levantamentos da proje¢ao canonica A —
A/J(A). Na primeira se¢do, exibiremos a correspondéncia biunivoca entre levantamentos
da projecao candnica e o conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de uma
algebra A apresentadas em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020). Finalizamos a se¢do com
uma aplicacao relacionando os levantamentos via um elemento do radical de Jacobson:

dados dois levantamentos s, s’ : A/J(A) — A da proje¢ao candnica m : A — A/J(A), entao

n

r=> s(e)(1-5'(e)) € J(A), onde {er,...,&,} é um conjunto completo de idempotentes
i=1

ortogonais primitivos de A, é tal que

s@ = (1-r)s@1—r)"'vaec A/J(A).

Na segunda secao, provaremos o Teorema do levantamento. Na tltima secao, exibiremos
uma consequéncia nao imediata do Teorema do levantamento na qual cada homomorfismo
de dlgebras ¢ : A — B induz um homomorfismo ¢ : k[[Qa]] — k[[@5]] satisfazendo um

diagrama comutativo.

Iniciaremos no Capitulo 4 o estudo das adjungoes. As duas primeiras segoes sao
uma apresentagao do problema. Exibiremos na terceira se¢ao o adjunto a esquerda do
funtor F3. Na quarta secao, adaptaremos a adjuncao da terceira secao para cada funtor
F,. Na quinta se¢do, daremos uma generalizagio do caso F3: A — A/J3(A). O capitulo é

encerrado adaptando o problema da quinta secao para o caso geral.

No Capitulo 5, trataremos da conjectura da dimensao finitistica para algebras de
dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado. Introduziremos nas duas primeiras

secoes definigoes e resultados utilizados na demonstracdo do Teorema B. Na terceira
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e ultima secdo, provaremos o Teorema B e a Proposicao C e apresentaremos algumas

consequéncias e exemplos.



Parte |

Adjuncoes entre categorias de algebras
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2 Preliminares

Neste capitulo, introduziremos a linguagem de algebras pseudocompactas, que
sera utilizada sistematicamente nos capitulos seguintes, precisamente, nos Capitulos 3
e 4. Para isto, introduziremos a nocao de limites inversos de espacos topolégicos. Em
seguida, trataremos dos conceitos e propriedades das algebras e médulos pseudocompactos.
Antes, recapitularemos as nogoes de aljavas e algebras de caminhos usuais. Assumiremos o
conhecimento do leitor sobre conceitos bem estabelecidos na literatura dentro da teoria
de algebras e médulos de dimensao finita bem como conceitos geralmente utilizados da
teoria de categoria e funtores. Em todo texto, caso ndo se faga mencao contraria, estamos
supondo que o corpo k é algebricamente fechado e as k-dlgebras sao associativas com

unidade.

Sugerimos ao leitor as referéncias (AUSLANDER; REITEN; O.SMALO, 1997),
(ASSEM, 1997), (ASSEM; SIMSON; SKOWRONSKI, 2006) e (AWODEY, 2006) para um

estudo mais detalhado sobre os assuntos.

2.1 Aljavas e algebras de caminhos

Recomendamos a leitura do Capitulo 2 do livro (ASSEM; SIMSON; SKOWRONSKI,
2006) para maiores detalhes.

Uma aljava () é definida por um par de conjuntos Qg e ()1 e duas aplicagoes
s,t: Q1 — Qp. Os elementos em )y sao chamados de vértices e os elementos em (); sdo
chamados de flechas. Dada uma flecha «, chamamos o elemento s(a) de vértice inicial
de de a e o elemento t(a) de vértice final de « e escrevemos « : s(a) — t(a). Uma

aljava () é chamada de finita se os conjuntos )y e ()1 sao finitos.

Exemplo 2.1.1. O diagrama 1 +—— 2 g

31— 14 QX representa uma aljava

com Qo = {1,2,3,4}, Q1 = {a, 5,7, X}, t(a) = 1, s(a) =t(B) =2, s(B) =t(y) =3 e
s(y) = s(X) =t(X) =4.

Um caminho p em ) de comprimento n > 0 é uma sequéncia de flechas p =
aj ...y tal que s(oy) = t(o;4q1) para cada i = 1,...,n — 1. Um caminho de comprimento
nulo é um caminho sem flechas associado a um vértice ¢ € (g, que sera indicado com a
notacgao e;. Os vértices inicial e final de um caminho e; de comprimento nulo coincidem,
s(e;) = t(e;) = i. O vértice inicial de um caminho p = a4 ... a, de comprimento n > 0
é definido por s(ay,); o vértice final, definido por ¢(aq). Dizemos que um caminho p de

comprimento n > 0 é um ciclo orientado quando s(p) = t(p).
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Exemplo 2.1.2. Voltando a aljava do exemplo anterior, o caminho af~y é um caminho
de comprimento 3 com vértice inicial igual a 4 e vértice final igual a 1. O caminho

p=XXXX = X* éum ciclo orientado de comprimento 4.

Dizemos que uma aljava () é aciclica quando ) nao possui ciclos orientados. A

aljava do Exemplo 1 nao é aciclica.

Sejam k£ um corpo e () uma aljava finita. Denote por k@) o k-espago vetorial tendo
como base o conjunto de todos os caminhos de (). Dados dois caminhos p = a4 ..., €
q=P1...0n em Q, definimos o produto de p e ¢ como sendo a concatenacao pg definida

do seguinte modo:

_ 0 e HB) #slaw)
P ay ... apfr... Bm se t(P1) = s(ay).

Estendendo o produto por linearidade temos a k-algebra k() chamada de algebra de

caminhos de Q).

Seja Q uma aljava finita. A identidade de k(@) é o somatorio de todos os caminhos

estacionarios, isto é, Z €;.
1€Qo

N

Exemplo 2.1.3. Seja @ a aljava 4 - A dlgebra de caminhos kQ de Q
N A
3

¢ dada pela base {ey,eq, e3,e4, 0, 5,7,0,a3,6v}. Logo a dimensao de K@ como k-espago

vetorial € igual a 10.

Seja Q uma aljava finita. Chamaremos o ideal bilateral da algebra de caminhos k@)
gerado pelas flechas de ideal de flechas de () e indicaremos com a notagao Jg. Dizemos
que um ideal I de k(@) é admissivel quando existe um inteiro positivo n maior do que ou
igual a 2 tal que

n 2
Jo CICJy.

Uma algebra de caminhos k(@) tem dimensao finita se, e somente se, () ¢ uma aljava

finita aciclica. Além disso, sempre que () é uma aljava finita aciclica, Jg coincide com o
radical de Jacobson de kQ, J(kQ).

Cada ideal admissivel I de uma &lgebra de caminhos k@) de uma aljava finita
@ é gerado por um conjunto finito de relagoes. Chamaremos o par (@, /) de aljavas
com relagdes. Dada uma aljava com relagbes (Q, I), entao a dlgebra quociente kQ /I é
chamada de dlgebra de caminhos com relagées de (@, I). Uma dlgebra de caminhos
com relagoes kQ)/I tem dimensao finita e, além disso, J(kQ/I) = Jo/I.



Capitulo 2. Preliminares 17

Definigao 2.1.4. Dizemos que uma dlgebra de dimensdo finita A é bdsica se A/ J(A) é

isomorfa a um produto de copias de k.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Gabriel). Seja A uma dlgebra basica de dimensdo finita.

Entao existe um aljava com relagoes (Qa,I) tal que

kQa
T

I

A

Demonstragio. A prova pode ser encontra em (ASSEM; SIMSON; SKOWRONSKI, 2006,
Theorem 3.7). O

A aljava Q4 é chamada de aljava ordinaria de A.

Dada uma éalgebra bésica de dimensao finita A, podemos construir a aljava ordinaria
@4 de A do seguinte modo: os vértices de ()4 estao em correspondéncia biunivoca com o
conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A/J(A); as flechas a: j — i

de Q4 estdo em correspondéncia biunfvoca com uma base do k-espago e;J(A)/J*(A)e;.

Observagao 2.1.6. A aljava ordindria Q)4 de A independe das escolhas das bases de cada
k-espago vetorial e; J(A)/J*(A)e;.

Exemplo 2.1.7. (i) A dlgebra k[X]/(X™) € isomorfa a dlgebra de caminhos com rela-

coes kQ /I dada pelo par (Q, 1), onde Q : 1 QX el =(X™).

(17) Seja T, (k) a dlgebra de matrizes triangulares superiores de ordem n. Entdo T, (k) é

isomorfo a dlgebra de caminhos kQ dada pela aljava

« [e% [e % Qpn—2 Qn—1
Q: 1 22 32 L. n—1+«——mn.

(1ii) Seja kQ/I a dlgebra de caminhos com relagoes dada por

2
NG
1 4, v :

N

uma base para kQ/1.
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2.2 Limites Inversos

Recomendamos o livro (RIBES; ZALESSKII, 2000) para maiores detalhes sobre

este topico.

Definicao 2.2.1. Um conjunto direcionado é um conjunto parcialmente ordenado
(I,>) com a propriedade adicional que para todos i1,is € I, existe i3 € I de modo que

’i32i1 eigzig.

Definicao 2.2.2. Seja {X;, ¢i; : X; = X;} uma familia de espagos topoldgicos indexada
por um conjunto ordenado I e homomorfismos continuos ¢; ; : X; — X;, sempre que j > 1,

com as sequintes propriedades:
1. @ € o morfismo identidade;
2. ik = Pij;k para todo k > j > 1.

Diremos, entdo, que o par {X;,pi; © X; — X;} é um sistema inverso de espagos

topologicos sobre 1.

O diagrama comutativo

%m Pij

X

J

ilustra a segunda condi¢ao da definicao anterior.

Definigao 2.2.3. Sejam {X;, @;;} um sistema inverso de espagos topoldgicos e Y um espago
topoldgico. Dizemos que um conjunto de mapas continuos {¢; : Y — X;} é compativel

quando @;;1; = V; sempre que j > 1.

A compatibilidade, para cada j > i, pode ser vista através do diagrama comutativo

X;.

Definicao 2.2.4. Sejam {X;, ¢;;} um sistema inverso e {X,¢,;} um conjunto compativel.

Dizemos que o sistema compativel {X,1;} € um limite inverso do sistema inverso

{Xi, @i} se satisfaz a sequinte propriedade universal :

se {Y,0;} é um outro conjunto compativel, entao existe um unico homomorfismo

continuo 6 : Y — X tal que ;0 = ; para cada i € 1.
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A propriedade universal é dada pelo seguinte diagrama comutativo:

S
X;.

Por abuso de notagdo, muitas vezes nos referimos ao limite inverso simplesmente por X,
sem mengao aos mapas. O limite inverso de um sistema inverso {X;, ;;}, quando existe,
¢ Unico a menos de isomorfismo. Denotamos por X = lim X; o limite inverso do sistema

inverso {X;, ;;}.

Proposigao 2.2.5. Seja {X;, pij} um sistema inverso de espagos topoldgicos e seja
Y = HXi o produto cartesiano dos espagos topologicos X; com a topologia produto. Defina
iel

X = {x €Y : p,mj(x) =m(x) para todos i,j com j > i},

onde m; : Y — X, € a proje¢ao candnica. Entao {X,p; = |y} € o limite inverso do

sistema inverso {X;, ;;}.

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em (RIBES; ZALESSKII, 2000, Proposition
1.1.1). O

A proposicao anterior nos possibilita expressar os elementos do limite inverso
como um vetor (z;) de elementos dos objetos no sistema inverso. Em certos momentos
adotaremos a linguagem vetorial para expressar elementos do limite inverso. Além disso,
segue-se também da proposicao que a topologia do limite inverso ¢ a topologia do subespaco
herdada da topologia produto em Y. As pré-imagens de cada um dos X; formam uma
base de abertos do espaco X.

Exemplo 2.2.6. (RIBES; ZALESSKII, 2000) Seja ]%,Wmm c L)p™L — ZLJp"ZY} o
sistema inverso indexado pelo conjunto ordenado dos nimeros naturais N, onde Z/p"7Z é
o0 espago topologico munido com a topologia discreta e T, , € a projecio canonica sempre

que m > n. O limite inverso do sistema inverso {Z/p"Z, Ty} € dado por
@Zp”Z = {(:En —I—p"Z) s x, € L, 1, = rypmodp™ se n > m} = Zp.

Definicdo 2.2.7. Dados dois sistemas inversos {X;, p; j} e {Y;, d;;} indexados pelo mesmo
conjunto ordenado I, um mapa de sistemas inversos © : {X;, ; ;} — {Y;,8;;} consiste de

um conjunto de mapas continuos {0; : X; — Y;} tal que o diagrama
X, 2 X,

eji Jei

i =Y
2,3

comuta sempre que j > 1. Os mapas 0; sdo chamados de componentes de ©.
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A definicdo acima nos permite ver os sistemas inversos indexados por I como
uma categoria, onde os objetos sao os sistemas inversos e os morfismos sao os mapas de
sistemas inversos. Cada mapa de sistemas inversos © : {X;, ¢;;} = {Y;,0;;} induz um

mapa continuo Im © : lim X; — limY; definido por l&n@((azz)) = (0;(z;)).

Proposicao 2.2.8. A operacdo @ age como um funtor entre as categorias dos sistemas

inversos indexados por I e a categoria dos espagos topologicos.

Se todas as componentes de O sao injetivas, entao o mapa ILn O também ¢ injetivo.

O mesmo nao ocorre com mapas sobrejetivos. Veja o exemplo abaixo:

Exemplo 2.2.9. Sejam {Z,1} e {]%7 Tnm ) Sistemas inversos indexados por N. Considere,

Z

7 entao

para cada n, a projecio m, : L —

Z
@z{wn:Z%an}

. . . . . 7 . . .
¢ um mapa de sistemas inversos. A imagem de Z em lim onz bor lim © € o conjunto

{(xn +p”Z> : x, =2 modp" para todon € N, x € Z},

n—1

Por outro lado, (1 + pZ,1+p+p*Z,...,> p'+p"Z,...) é um elemento de @Z/p”Z

i=0
que nao pertence a itmagem de Z por 1‘&19,1. Logo @9,1 nao € sobrejetivo.

Proposigao 2.2.10. Seja {X;, ¢;;} um sistema inverso. Se cada um dos mapas @; j €
injetivo entdo cada um dos mapas p; : @Xi — X; também € injetivo para todo i. Além
disso, se o sistema consiste de espagos topologicos Hausdorff compactos nao-vazios, 0s

mapas @; sao sobrejetivos sempre que 0s mapas ; ;j sao sobrejetivos.

Demonstragio. A prova pode ser encontrada em (RIBES; ZALESSKII, 2000, Proposition
1.1.10) m

2.3 Algebras pseudocompactas e o radical de Jacobson

k serd sempre tratado como um corpo munido com a topologia discreta. Nesta
secao trataremos de fixar defini¢oes e algumas propriedades das algebras pseudocompactas.
Estamos supondo sempre que os anéis estdao sobre um corpo k, assim, ao escrevermos

algebras A, esta subentendido k-algebra A.

Definicao 2.3.1. Uma dlgebra pseudocompacta ¢ o limite inverso de um sistema
inverso {A;, @i ;} formado por dlgebras associativas unitais de dimensao finita munidas

com a topologia discreta.

Proposicao 2.3.2. Cada dlgebra pseudocompacta é Hausdorff.
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Demonstracao. Como o produto de espagos Hausdorff é também um espaco Hausdorff e

como cada subespaco de um espago Hausdorff é também Hausdorff, segue-se a afirmacao.

]

Proposicao 2.3.3. Sejo A = @Ai uma dlgebra pseudocompacta e seja {@; : A — A;} o

sistema compativel. Entio {keryp;} é um sistema fundamental de vizinhangas abertas de 0.

Demonstragio. A prova é anédloga a prova em (RIBES; ZALESSKII, 2000, Lemma 2.1.1)

trocando grupos por algebras. O

Pela proposi¢ao anterior, o fecho do ideal nulo 0 em A é dado por
0= {a eA:0€ a+ker<pi,W}.

Se a € 0 entao 0 € a + kery; para todo i, logo a € ﬂkenpi. Por outro lado, dado

a € Nikery;, segue-se que 0 = a — a € a + kerp; para todo 7, portanto, a € 0. Ou seja,
0 = kerep;.

Sabemos que cada subconjunto finito é compacto e que cada subconjunto compacto de

um espago Hausdorff é fechado, portanto,
0 =0 = () kery;.

Proposicao 2.3.4. Uma dlgebra A é pseudocompacta se, e somente se, A é uma dlgebra
topologica Hausdorff unital associativa possuindo um sistema de vizinhangas de 0 formado
por ideais abertos I com codimensao cofinita, dimyA/I < oo, que se intersectam em 0 e

tal que A = 1'&1/1/[.
Exemplo 2.3.5. Cada dlgebra discreta de dimensao finita é uma dlgebra pseudocompacta.

Exemplo 2.3.6. A dlgebra k[[X]] = {Z a; X' a; €k Vie N} das séries de poténcias
i=0

na varidvel X € o limite inverso do sistema {%, Tom % —

portanto, k[[X]] é uma dlgebra pseudocompacta.

k[X]
)

} indexado por N,

Definicao 2.3.7. O radical de Jacobson de uma dlgebra pseudocompacta A é a
intersegdo de todos os ideais a esquerda fechados mazimais de A. Usaremos a notacao

J(A) para indicar o ideal de Jacobson de uma dlgebra A.

Lema 2.3.8. Seja A uma dlgebra pseudocompacta. Escreva A = l'&l{A/I, Tij} como um

limite inverso de quocientes de dimensdo finita A/I. Entdo

J(A) = lim J(A/I).
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Demonstragao. A prova encontra-se em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Lemma 2.3).
O

Lema 2.3.9. Sejam A e B dlgebras pseudocompactas e seja ¢ : A — B um homomorfismo

de dlgebras sobrejetivo continuo. Entao o(J(A)) = J(B).

Demonstragio. A prova encontra-se em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Corollary
2.4). 0

Definigao 2.3.10. Um ideal fechado I de A é pronilpotente se ﬂ I"=0.

neN
Exemplo 2.3.11. A definicao do ideal de Jacobson de uma dlgebra de dimensdo finita

coincide com a versdo pseudocompacta do radical de Jacobson.

Exemplo 2.3.12. Seja k[[X]] a dlgebra pseudocompacta das séries de poténcias na varidvel
X. O radical de Jacobson de k[[X]] é o ideal fechado gerado por X, (X). De fato, pelo
Lema 2.53.8,
JRIXT) = lim T RIXT(XT)
= fm, (XD (X

— {(/\1X,)\1X+/\2X2,...,n§:1)\i?,...) A € k)
i=1
= (X).
O fecho topolégico de um espaco topolégico X, denotado por X, é a intersecio
de todos os fechados que contém X.
Definicao 2.3.13. Para cada inteiro positivo n, definimos
J(A) = JrH(A)J(A).

Exemplo 2.3.14. No exemplo anterior, J"(k[[X]]) = (X™).

2.4 Modulos pseudocompactos

Definicao 2.4.1. Sejam A e B dlgebras pseudocompactas. Um A-mddulo (respectivamente,
A-B-bimddulo) pseudocompacto M é um A-mddulo (respectivamente, A-B-bimddulo) to-
poldgico possuindo um sistema de vizinhangas de 0 formado por submddulos (respectiva-
mente, subbimddulos) abertos N de codimensao finita que se intersectam em 0 e tal que

M =1lim M/N.

Denotaremos por A-PC a categoria dos A-médulos pseudocompactos a esquerda. A
categoria dos A-mddulos pseudocompactos é uma categoria abeliana com limites inversos
exatos (BRUMER, 1966).
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Lema 2.4.2. Cada objeto M em A-PC é um quociente de um objeto livre. Isto €, a

categoria A-PC possui suficientes projetivos.

Demonstra¢io. Brumer provou em (BRUMER, 1966, Lemma 1.6). O]

Lema 2.4.3. Sejam A uma dlgebra pseudocompacta e M, N A-mddulos pseudocompactos.
Entao

(1) A imagem de M por um homomorfismo continuo f : M — N é um submddulo
fechado de N.

(17) Cada submddulo gerado por um conjunto finito de elementos de M é fechado.

Demonstra¢io. A prova pode ser encontrada em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020,
Lemma 2.2). O

Sejam M um A-médulo pseudocompacto a direita e N um A-mddulo pseudocom-
pacto a esquerda. Definiremos a nocao de produto tensorial completo de M e N. Para

maiores detalhes sobre o tema, sugerimos ao leitor a leitura do artigo (BRUMER, 1966).

Seja X um k-bimoédulo pseudocompacto. Um A-bihomomorfismo v: M x N — X

é¢ um mapa continuo k-linear em cada entrada satisfazendo a seguinte propriedade:

v(ma,n) = y(m, an)
para cadam € M, n € N ea € A.

Definicao 2.4.4. O produto tensorial completo de M e N é um k-espacos vetorial
M®aN e um A-bihomomorfismo v : M x N — M®&aN gozando da sequinte proprie-
dade universal: dado um outro A-bihomomorfismo 60 : M x N — X, existe um unico

homomorfismo de k-espacos vetoriais [ : M&aN — X tal que fy = .

O diagrama
MxN—5 X

M&sN
ilustra a propriedade universal do produto tensorial completo.

Escreveremos m® 4n a imagem de (m,n) por 7. Quando M é um B-A-bimédulo,
o produto tensorial completo M® 4N possui uma estrutura natural de B-médulo com a,

multiplicacio dada por b(m®n) = bm® n para cada b € B, m&,n € M@4N.
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Proposicao 2.4.5. Sejam M = l&nZ M/M; e N = l'glj N/N; as expressoes de M e N

como limites inversos de A-mddulos de dimensao finita respectivamente. Entdo
M®@aN = lim M/M; @4 N/N;.
(2]
Demonstragio. A prova pode ser encontra em (RIBES; ZALESSKII, 2000, Lemma 5.5.1).

]

Observacio 2.4.6. Observe que o produto tensorial completo M& 4N é o completamento

topologico do produto tensorial abstrato M ®@ 4 N

Proposicao 2.4.7. Se M e N sao A-mdédulos finitamente gerados, entao o mapa natural
M @4 N = M&aN é um isomorfismo.

Demonstragio. A prova pode ser encontrada em (MACQUARRIE; SYMONDS; ZALESS-
KII, 2020, Proposition 2.2) O

Proposicao 2.4.8. Sejam A uma dlgebra pseudocompacta e M, M; e My A-mdodulos

pseudocompactos a direita e N, Ny e Ny A-mdédulos pseudocompactos a esquerda. Entdo:
(i) M@s— e —®@4N sdo eratos a direita;
(if) M@A(N: & No) = (M@aNy) & (MBaNo);
(iii) (M ® M)@aN 2 (M@aN) @ (MaBaN);
(iv) AN =N e MR A= M.

Demonstragio. A prova pode ser encontrada em (RIBES; ZALESSKII, 2000, Proposition
5.5.3). O

2.5 Algebra tensorial completa e algebra de caminhos completa

Definicao 2.5.1. Sejam A uma dlgebra pseudocompacta e M um A-bimédulo pseudocom-

pacto. A dlgebra tensorial completa T[[A, M]] é definida como sendo

T[[A, M) = [] M®,

onde M® = A, M® = M e M® = M@AM@“I para cada 1 > 1.

O produto de m = m Q4 ... Dam, € M®s porn =mni®a...dan, € M® ¢ dado

pela concatenacdo de m e n, isto €,
MDA ... AaMy @A R4 . .. Dan, € MEs+r,

A multiplicacio € induzida da bilinearidade natural do produto de m por n.
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Exemplo 2.5.2. Suponha que as dimensdes de A e M sejam finitas e que M®n = 0
a partir de um certo inteiro positivo n, entdo a definicao da dlgebra tensorial completa
T[[A, M]] coincide com a dlgebra tensorial cldssica T(A, M).

Exemplo 2.5.3. E possivel enzergar a dlgebra k[[X]] das séries de poténcias na varidvel
X como a dlgebra tensorial completa T[[k, k]|, onde k € visto como k-bimédulo da maneira

obvia.

Observagao 2.5.4. Peter Gabriel provou em (GABRIEL, 1973) que cada dlgebra tensorial

completa é pseudocompacta.

Da Definicao 2.5.1 de algebra tensorial completa, podemos utilizar a linguagem
vetorial para descrever os elementos de T[[A, M]], isto ¢, dado um z € T[[A, M]], podemos
reescreve-lo como

T = (Ao, M1, My, .. ),

onde ag € Aem,; € ME&: para todo 7 > 1.

Lema 2.5.5. Sejam ¥ uma dlgebra semissimples de dimensao finita e M um -bimddulo

de dimensao finita. Entao
o0

J(T([=, M) = T M®-.
n=1
Demonstragio. Veja (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Lemma 2.12). O

Lema 2.5.6. Sejam A e B dlgebras pseudocompactas e M um A-biméddulo pseudocompacto.
Se
@Yo - A— B

¢ um homomorfismo de dlgebras continuo e
©1: M — B

¢ um homomorfismo de A-bimddulos continuo, onde a estrutura de B como A-bimaodulo é

induzida de g, entao existe um unico homomorfismo de dlgebras continuo
¢:T[[A M]] — B

tal que @, = po € @l = Q1.

Definicao 2.5.7. Seja Q) uma aljava finita. A dlgebra de caminhos completa de () é
a dlgebra

QN =TT #Qn,

onde kQ, € o espago vetorial com base formada por caminhos de Q de comprimento n. A

topologia de cada kQ,, €é dada pela topologia discreta e a topologia de k[[Q]] é dada pela
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topologia produto. A multiplicagio em k[[Q]] é uma extensao da multiplicacio em kQ, ou

seja, se p = (Pn)n>0,7 = (n)nz0 € k[[Q]], entdo

P = (i inn—i)nZO-

i=0
Assim os elementos de k[[@)]] sdo combinagoes k-lineares, infinitas ou finitas, de
elementos de uma base de caminhos de kQ).

Exemplo 2.5.8. Considere a aljava ) : 1 QX . A dlgebra de caminhos kQ € a dlgebra

de polinomios na varidvel X, e a dlgebra de caminhos completa k[[Q]] é a dlgebra das

séries de poténcias na varidvel X .

Exemplo 2.5.9. Se Q) ¢ uma aljava aciclica, entdo @), = 0 para todo n suficientemente
grande, portanto, kQ = k[[Q)]].

O ideal de flechas completo Jjgj ¢ o ideal fechado H kQp.

n>1

Exemplo 2.5.10. Considere a aljava @ : 1 QX. O ideal de flechas completo Jjq

coincide com o radical de Jacobson de k[[Q]]. O mesmo ndo ocorre para o ideal de flechas

Jo de kQ. Lembre-se que J(kQ) = 0.

Observagao 2.5.11. Seja () uma aljava finita. Entdo a dlgebra de caminhos completa é

isomorfa a dlgebra tensorial completa

T[[kQo, kQ1]],

onde k@) € tratado como kQo-bimddulo do modo ¢bvio (e;a0 = v, cve; = v e v = ey =0

para todo | £ i el # j sempre que o j — 1).

Proposicao 2.5.12. Seja QQ uma aljava finita. A dlgebra de caminhos completa k[[Q]] é

completa com respeito a topologia Jjq)-ddica, isto €,

KIIQI] = lim K[[Q]]/ Jfigy-

neN

Demonstragdo. A prova encontra-se em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Proposition
2.7); O
2.6 Algebras pseudocompactas basicas

Definig¢ao 2.6.1. Dizemos que uma dlgebra pseudocompacta A é bdsica se o quociente

AJJ(A) é isomorfo ao produto direto de copias de k.
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Exemplo 2.6.2. As dlgebras pseudocompactas bdsicas de dimensdo finitas sao as dlgebras

basicas no sentido cldssico.
Exemplo 2.6.3. A dlgebra pseudocompacta k[[X]] é bdsica.

Proposicao 2.6.4. Sejam A e B dlgebras pseudocompactas basicas tais que A/J(A) e
B/J(B) sao dlgebras de dimensdo finita. Se f : A — B é um homomorfismo de dlgebras
continuo entao f(J(A)) C J(B).

Demonstragio. Veja (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Lemma 3.8). n

Corolario 2.6.5. Sejam A e B dlgebras pseudocompactas bdsicas tais que A/ J(A) e
B/J(B) sao dlgebras de dimensdo finita. Se f : A — B é um homomorfismo de dlgebras
continuo, entdo f(J"(A)) C J™(B) para todo inteiro positivo n.

Demonstracao. Utilizando inducao sobre n, tem-se

p(J"(A)) < (J" H(A)J(A4))
“1(A)J(A4))

(J" (A)
T (B)I(B)
- J(B).

N 1N 1N

Lembrando que a passagem da primeira linha para segunda nas continéncias se da pelo

fato de que a imagem do fecho esta contido no fecho da imagem. O

Observe que a proposicao anterior nao é valida para toda algebra. Seja

To(k) = {(532) : A da As € K}

a subdlgebra da édlgebra de matrizes My (k). A inclusdo de Ty(k) em My (k) néo leva radical

em radical:

J(Ta(k) = {(§3) : A€ k} & J(Ma(k)) = 0.

Seja A uma dlgebra pseudocompacta bdsica tal que A/J?*(A) é uma &lgebra de

dimensao finita. A aljava ordindria Q4 de A ¢ a aljava ordinaria @ 4/s2(4).

Definigao 2.6.6. Seja A uma dlgebra pseudocompacta bdsica tal que AJJ*(A) é uma
algebra de dimensdo finita. Um ideal fechado I € chamado de ideal de relacdo se
I C J*(k[[Qa]]). Além disso, um ideal de relagio I é admissivel se existe um inteiro

positivo maior do que ou igual a 2 tal que J™(k[[Qa]]) C I

Proposigio 2.6.7. Seja A uma dlgebra pseudocompacta A tal que A/ J*(A) é uma dlgebra

de dimensao finita. Entao existe um ideal de relacao I tal que

A= E[[Qall/ 1.

O ideal I é admissivel se, e somente se, A é uma dlgebra de dimensdao finita.



Capitulo 2. Preliminares 28

Demonstragio. Veja (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Proposition 5.9) n

Definigao 2.6.8. Uma dlgebra pseudocompacta A diz-se hereditaria quando cada sub-

modulo fechado de um A-mdédulo pseudocompacto projetivo é projetivo.

Proposigao 2.6.9. Uma dlgebra pseudocompacta bdsica A com A/J*(A) de dimensdo

finita € hereditdria se, e somente se, A € isomorfa a k[[Q4]].

Demonstragio. A prova encontra-se em (CHIN, 2002, Theorem 1). m
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3 O Teorema do levantamento

Sejam A uma algebra pseudocompacta com dim;A/J*(A) < oo e B uma algebra de
dimensao finita e seja ¢ : A — B um homomorfismo continuo. Neste capitulo buscaremos
entender como se comporta a imagem de um conjunto completo de idempotentes ortogonais
primitivos de A por ¢. Provaremos que existe um conjunto completo de idempotentes
ortogonais primitivos de B de modo que a imagem de cada elemento do conjunto completo
de A seja uma combinacao de elementos do conjunto completo de B. Este resultado sera

essencial nas construgoes das adjungoes do préximo capitulo.

No decorrer do capitulo adotaremos a linguagem de levantamentos da projecao
candnica m: A — A/J(A) e veremos que existe uma correspondéncia biunivoca com os
conjuntos completos de idempotentes ortogonais primitivos de A. Utilizaremos fortemente
as versoes pseudocompactas do Teorema de Malcev e Wedderburn ao longo deste capitulo.
Recomendamos ao leitor as leituras dos artigos (ECKSTEIN, 1969, Theorem 17) e (CURTIS,

1954, Theorem 1) para maiores detalhes das versoes pseudocompactas dos resultados.

Neste capitulo, todas as algebras sao basicas. Além disso, consideraremos sempre
dlgebras A tais que dimzA/J?(A) < oo, isto é, algebras cujas aljavas ordindrias Q4 sao
aljavas finitas. Para maiores detalhes, recomendamos (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020,
Chapter 4, §3).

3.1 Levantamentos da projecdo de A em A/J(A)

Definicao 3.1.1. Seja A uma dlgebra pseudocompacta bisica. Um levantamento da

projecao canénica wy : A — A/J(A) é um homomorfismo de dlgebras continuo
s:AJJ(A) — A
tal que mas = ida;ja).

Observagao 3.1.2. Por simplicidade de escrita, diremos muitas vezes que s : A/ J(A) — A

¢ um levantamento no lugar de levantamento da projecao ma : A — A/ J(A).

B

3. Um
exemplo de levantamento da proje¢io w: kQ — kQ/J(kQ) é o homomorfismo de dlgebras
s:kQ/J(kQ) — kQ definido por

Exemplo 3.1.3. Seja kQ a dlgebra de caminhos da aljava QQ : 1 +*— 2

s(er) =e; s(ez) =€ s(e3) = es.
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De fato, ws(€;) = m(e;) =€ para cada i = 1,2,3. Um outro exemplo de levantamento da
projecao w € o levantamento s' : kQ/J(kQ) — kQ definido por

sen)=e+af s@) =e—p s =e+pf-ab
Exemplo 3.1.4. O homomorfismo s : k[[X]]/(X) — k[[X]] definido por s(I) =1 é o

)
inico levantamento da projegio m : k[[X]] — k[[X]]/(X).

Seja A uma algebra pseudocompacta. Denote por S4 o conjunto de todos os
levantamentos da projegao m: A — A/J(A). A generalizagao dada por Curtis do Teorema

de Wedderburn assegura que o conjunto S ¢ nao-vazio:

Teorema 3.1.5 (Teorema de Wedderburn). Seja A uma dlgebra pseudocompacta. Existe

uma subdlgebra fechada Y de A tal que
A=Y @ J(A)

como k-espaco vetorial.
Demonstragio. Segue-se diretamente de (CURTIS, 1954, Theorem 1). n

Seja P o tnico conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A/J(A).
A imagem de P por um levantamento s da projecao A — A/J(A) é um conjunto completo
de idempotentes ortogonais primitivos de A. Denote por P4 o conjunto de todos os
conjuntos completos de idempotentes ortogonais primitivos de A. A imagem de P por um
mapa em Sy nos d4 um mapa

F:SA—>'PA.

Lema 3.1.6. O mapa I' € uma bijecdo.

Demonstragio. A prova encontra-se em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Lemma 4.1).
]

Teorema 3.1.7 (Teorema de Malcev). Seja A uma dlgebra pseudocompacta e sejam sq e

S dois levantamentos da projecio m: A — AJJ(A). Entao eziste r € J(A) tal que
59(@) = (1 —r)sy(a)(1 —r)~ L.
para todo @ € A/ J(A).
Demonstragio. Eckstein provou o resultado em (ECKSTEIN, 1969, Theorem 17). O]

Observacgao 3.1.8. Dados dois levantamentos sy e sy da projecio m: A — A/J(A), entdo
(81 — 82) (6) € J(A)

para todo @ € A/J(A), pois m(s1 — s2) = 0.
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Definigao 3.1.9. Seja P = {e1,...,€,} o dnico conjunto completo de idempotentes
ortogonais primitivos de A/ J(A). Dados dois levantamentos s, e sy da proje¢io m: A —

A/ J(A), defina
r=>s5(@)(1-s1(@)).

i=1
Observagao 3.1.10. O elemento mudanc¢a de levantamento r definido anteriormente é

um elemento de J(A). Basta notar que
7(52(@) — s2(@)s1(®)) =& — & =0,
para cadat=1,...,n.

Exemplo 3.1.11. Seja kQ a dlgebra de caminho da aljava Q : 1 «+=— 2 . Dados dois
levantamentos sy, s : kQ/J(kQ) — kQ definidos por

s1:e e+ AN & e — N

So 1€ > e1+ A €3 > g — Aov

respectivamente, onde A, Ay € k, entdo

o= so(€1)s1(€2) + sa(ez)s1(er)
= (61 + )\20&) (62 — )\104) + (62 — /\204) (61 + )\10&)
= (A2 — A)a.

Dados dois levantamentos i, sy da projecao m: A — A/J(A), a proposicao abaixo
prova que o elemento definido em 3.1.9 é um caracterizagao explicita do elemento r € J(A)

do Teorema de Malcev. A férmula explicita do elemento r é um resultado novo.

Proposigao 3.1.12. Seja A uma dlgebra pseudocompacta com dimensio de A/ J*(A) finita
e seja P ={e1,...,€,} o unico conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos
de AJJ(A). Dados dois levantamentos sy e sy da proje¢io m: A — A/J(A), sejar € J(A)
definido em 3.1.9. Entdo

s9(@) = (1 —r)sy(a)(1 —r)~".
para todo @ € AJJ(A).

Demonstragio. Como 1 —r = s55(e;)s1(e;), segue-se, para cada i = 1,...,n, que

i=1

(L=r)siE) = (X s@)n@)s (@)
= 527(L€7)51(€7)
= 52() (X 52(6)1(5))

- @),

n
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Logo
s9(@) = (1 —r)sy(a)(1 —r)~!
para todo @ € A/J(A). O

B

Exemplo 3.1.13. Seja kQ a dlgebra de caminhos de QQ : 1 +*— 2 3 . Considere

0s levantamentos sy, sg : kQ/J(kQ) — kQ definidos por

siter—e+tataf e —a+f-af ezrres—f

Sgie e t+af erre—f e3—es+ [ —ap,
respectivamente. Entao
ro= s(en) (51(5) + 51(@)) + 52(€2) (51(?1) + 51(?3)) + 52(€3) (31(?1) + 51(?2))
= (er +aB)(ea+e3—a—af)+(ea—B)(e1+es+a—B+ab)+

+(ez + B —aB)(er +e2 + )
= —a —20.

O inverso multiplicativo de 1 —r =1+ a+ 28 é 1 —a — 28 + 2a0, logo

Imsy = (1 +a+ 26)111181(1 —a—20+ 2046).

3.2 Teorema do levantamento

Sejam A e B algebras pseudocompactas. Dado um homomorfismo de algebras

continuo ¢ : A — B, entao, pela Proposicao 2.6.4, sabemos que
p(J(4)) € J(B),

portanto, podemos definir, através do mapa induzido pelos quocientes, o homomorfismo

de algebras continuo
A R B
o) )

pondo ¢1(a@) = ¢(a).
O mapa ¢, : A/J(A) — B/J(B) é tal que o diagrama

A—* B

ﬂ-Al B
A B
B)

J(A) P1 J

—

comuta, onde m4 : A — A/J(A) e mp : B — B/J(B) sao as projegoes candnicas.
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Sejam {eﬁ, e ,a} e {ﬁ, e ,an} os Unicos conjuntos completos de idempotentes
ortogonais primitivos de A/J(A) e B/J(B) respectivamente. Para cada i = 1,...,n,

tem-se: "
pi(E) = DN fj,
j=1
onde cada A} pertence a k.
Lema 3.2.1. Fizada a notacao acima. Para cada i =1,...,n, tem-se )\j- =1 ou 0 para

todo j=1,...,m.

Demonstracao. Suponha que A; # (0. Como €; é um elemento idempotente e {ﬁ, . ,]Tm}

¢ um conjunto formado por elementos idempotentes e dois a dois ortogonais, temos
YN = wel@)
j=1
p1((€)?)
= (@)

= > (N

j=1
Ao multiplicarmos ambos os lados por f?, obtemos que
Nifi = (X)) -

Logo X =1 ou A} = 0. O

Na notagao anterior, para cada i € {1,...,n}, defina
Li={j:Nj=1}C{1,...,m}.

Lema 3.2.2. Na mesma notacao:

(i) dados iy,iy € {1,...,n} distintos, entao L;, N L, = 0;

(17) para cada j € {1,...,m}, existei € {1,...,n} tal que j € L;.

Demonstragio. (i) Se existe j € L;, N L;,, entao )\;1 = )\3-2 = 1. Das igualdades
fie@) = fi = fie (@),
segue-se que
fi = fier (@)
= (Fow(Em))en(en)

= Tj%(eileiz)
= 0.

Mas isso contradiz o fato de que f; é um idempotente nao-nulo de B/J(B).
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(74) Se, para todo i € {1,...,n}, j ¢ L; entdo fjp1(e;) = 0 para todo i € {1, o ,n}.
Multiplicando ambos os membros da igualdade 1 =Y _ ¢1(&;) por f;, obtemos f; = 0,
i=1
uma contradigao.

]

Observacao 3.2.3. Combinando as duas afirmagoes do lema anterior tem-se: para cada

Jj € {1, e ,m}, existe unico 1 € {1,...,n} tal que j € L;. Além disso, LnJ L; = {1,...,m}.
i=1

Teorema 3.2.4 (Teorema do levantamento). Sejam A uma dlgebra pseudocompacta e B
uma dlgebra de dimensdo finita e seja p : A — B um homomorfismo de dlgebras. Se sy €
um levantamento da projecao A — A/J(A), entdo existe um levantamento sg da proje¢io
B — B/J(B) tal que o diagrama

A #1 B
J(4) J(B)
s,{ lsB
A — B

comuta.

Demonstragdo. A dlgebra B é uma algebra de dimensdo finita, logo J!(B) = 0 para algum
inteiro positivo [. Usaremos inducao sobre [. Quando se supoe [ = 1, o tinico levantamento
da projecao mp : B — B/J(B) ¢ a identidade porque B/J(B) = B. Por definicao, o
homomorfismo de algebras ¢, : A/J(A) — B é tal que o diagrama

A—"-B
WAJ{ lidB
iy e B
comuta. Entao, para todo levantamento s4 : A/J(A) — A da projegao m: A — A/J(A),
as igualdades
sy = idppsa

P1TTSA

p1idass(a)
== @1,

resultam que o teorema é verdadeiro para o caso [ = 1.

Suponhamo-lo, por inducao, valido para [, isto é, valido para algebras B tais que
JY(B) =0 e seja B com J""1(B) = 0. Seja s4 um levantamento da projecao A — A/J(A).
Sabemos, pela hipdtese de indugao, que existe um levantamento s’ : B/J(B) — B/J'(B)
da projegao m,; : B/JY(B) — B/J(B) tal que o diagrama
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A P1 B
J(A) J(B)
sA J{s’
B
A TP JYU(B)

comuta, onde m; : B — B/J"(B) é a proje¢do canonica.

Se sz é um levantamento qualquer da projecao 7 : B — B/J(B), entao m,s’
¢ um levantamento da projegdo 7, : B/J'(B) — B/J(B). Pelo Teorema 3.1.7, existe
r € J(B) tal que, para cada b € B/J(B),

') =T =r)msprb)(T—7)""

Assim, para cada b € B, segue-se das igualdades

s'(b) = (T=r)msp®)(T—r)"

= (m(1 =) (msp®) (1 =1))

= m((1=r)sp@)(L 7))
que

s = m((l —7r)sp(l — 7“)_1),
logo
mpsa = s = 7rl((1 —r)sp(l — r)_1>901.

Portanto a diferenca de ps4 por (1 — r)sz(1 — )"l nos elementos de A/J(A) é um

elemento de J'(B), isto é,

(054 — (1 =7)s(1—7)"@1) (@) € J'(B),
para cada a € A.

Sejam {e7,...,e,} e {f1,..., fm} 0s conjuntos completos de idempotentes primi-
tivos ortogonais de A/J(A) e B/J(B) respectivamente. Para cada i € {1,...,n}, seja
r; € JY(B) tal que

psa(E) = (1—1)sp(er(@) (1 —r)~" +re (3.1)

Defina s = (1 — r)sg(1 —r)~L.

Pelo Lema 3.2.2, para cada j € {1,...,m}, existe um unico i € {1,...,n} tal que

j € L;. Defina o mapa sg : B/J(B) — B pondo, para cada j € L;,
sp(fi) = sB(fi) +risp(fi) + sp(fi)r (3.2)

Provaremos que sp ¢ um levantamento da projegdo g : B — B/J(B) tal que

PS4 = SBP1.
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Para cada idempotente primitivo f; de B/J(B), tem-se

mosp(l) = wo(sh(F) +rish(F) + sh(F)r)

w5 (f5) + wp(ris) (fa)) +ms(sh(F)ri) )

= mpsp(f;)

= fj

= id(f;).

Isto mostra que sg é um levantamento da projecao ng : B — B/J(B).
Para cada v =1,...,n, a expressao

ri = spp1(@)ri + rispp (&) (3.3)

¢ uma consequéncia direta das igualdades

spe1(@) +ri = psa(e) por 3.1
= p(sa(&)?)
wsa(€;)psal@)
= (sBp1(€) + 1) (spepr(€s) + 1) por 3.1

= sppi(@) + spei(@)ri + risei (@) por rf € JH(B) =0.

Portanto, para cadat=1,...,n,
psa(e) = spp1(@) + 13 por 3.1
= spe1(€) + sp1(e)ri + rispei (@) por 3.3
= sp( X ) +rish(X ) +s5(X Fi)re vorpile) = X T
JEL; JEL; Eﬁi JEL;
= > 55 (F) +rish(F) + sp(F)r
JEL; o
= > su(f;) por 3.2
JEL; o
= SB(Z )
JEL:
= spp1(@i) por ¢i(e) = > f.

JEL;

Provando que s = spp;. Segue-se de psa = spyr que sp(1) = 1. Resta apenas mostrar

que sp(bb') = sp(b)sp(V') para todo b, b’ € B para concluirmos a prova.

Notemos, para cada fj,, f;, € B/J(B), ji,j2 € Li, que a multiplicagdo de sp(fj,)

por sp(fj,) ¢ igual a
Sp([fi)sp (1) + S5 sp(fin)ri + risp ([ s (f) + 255(f)rish (1)

porque 72 € J"(B) = 0. Provaremos que s%(f;,)risp(f;,) =0
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Multiplicando a esquerda a igualdade 3.3 por s%4(f;,), com j; € L;, obtemos

spFore = S (shor@r+ nsgsmeﬁ)l
= sh()[sh( X B)ri+risi( X 7))

JEL; JEL;

= (f]l)T’L + SB f]l ris ( Z fj)

JEL;

Do mesmo modo, ao multiplicarmos a direita as igualdades acima por s ( fp) com

J2 € L;, obtemos
sp(f5)riss(fi) = sp(f5.)ris(fi.) + s5(fi.)rise(fi.)-
Segue-se dai que
sSp(firisp(fi) =

Logo, para cada j1, js € L;,

s5(F)ss(T5) = 53(;” - ‘7::‘7:2;
s€e  J1 F J2-

De modo andlogo, para cada j; € L£;, e j2 € L,,, i1 e 1o distintos, prova-se que

sp(fi)se(f) = 0.

Portanto sg(bl/) = sg(b)sp(V') para todo b,b' € B. O que conclui a demonstragao do

teorema. O

Observacao 3.2.5. Sejam A, B e ¢ : A — B como nas hipdteses do teorema anterior.
Cabe entao perguntar o sequinte: dado um levantamento sg da projecio mg : B — B/J(B),
serd que sempre existe um levantamento sa da proje¢ao wa : A — A/ J(A) de modo que o

diagrama

A e1 B
J(A) J(B)

SAJ lsg

A——— B

comuta? A resposta € negativa. Com efeito, considere a dlgebra A = kQ dada pela aljava
Q: 1«=— 2. Defina ¢ : kQ — kQ pondo
ple)) =e pla)=0.

Dado um levantamento s : kQ/J(kQ) — kQ da projecio 7 : kQ — kQ/J(kQ), entdo s
tem a forma

s(er) =e1+da s=e— A\,
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onde \ € k. Fire s1 : e; — €1 + «a, €3 — e — «, entdao, para todo levantamento s, temos

ps(er) = pler+Aa)
# e+«
= s1(e1)

= si(pi(er)).

Isto €, o diagrama
kQ e1 kQ

J(kQ) J(kQ)
kQ —5— kQ

nao comuta para todo levantamento s.

Observagao 3.2.6. Também nao € verdade que existe um unico levantamento sg satisfa-
zendo o Teorema 3.2.4. Seja kQ a dlgebra de caminhos dada pela aljava Q : 1 +*— 2 .
Considere o homomorfismo de dlgebras ¢ : k — kQ definido por ¢(\) = \. Evidentemente,
para todo levantamento s : kQ/J(kQ) — kQ, o diagrama

¥1 kQ
k J(kQ)

l |

k—— kQ

comuta, onde py é definido por p1(\) = \.

Corolario 3.2.7. Sejam A,B e ¢ : A — B como nas hipéteses do Teorema 3.2.4. Se
01 : A/ J(A) — B/J(B) é um homomorfismo sobrejetivo, entao, para cada levantamento
sa:AJJ(A) — A, eziste unico levantamento sp : B/J(B) — B tal que o diagrama

1 B
) J(B)

I
:SB

A—— B

comuta.

Demonstragio. Se s e s’ sao dois levantamentos da projecao m : B — B/J(B) que
satisfazem o diagrama do Teorema 3.2.4, entdo sp; = §'p1, mas ¢; é um epimorfismo,

logo s = &'. ]
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3.3 O diagrama comutativo para pares de levantamentos

Para cada dlgebra A com A/J?(A) de dimensao finita, temos a decomposi¢ao
A=Ya J(A),
onde ¥ é uma subdalgebra de A isomorfa a A/J(A). Isto é,
A=Ims® J(A),
onde s é um levantamento da projegao w4 : A — A/J(A).

A dlgebra A/J(A) é um produto de copias de k, portanto, semissimples. Logo cada
A/ J(A)-bimédulo é um bimédulo projetivo. Como J(A) é um A/J(A)-bimébdulo via s e a
projecio w4 : J(A) = J(A)/J*(A) é um homomorfismo de A/J(A)-bimbdulos sobrejetivo,

segue-se que existe um homomorfismo de A/.J(A)-bimédulos continuo
t:J(A)/J*(A) — J(A)

tal que o diagrama

J(A)

J2(A)

S

A

J(A) —— #4

comuta. O homomorfismo de A/J(A)-bimédulos t : J(A)/J*(A) — J(A) é chamado de
levantamento da projegdo w4 : J(A) — J(A)/J*(A).

Definigao 3.3.1. O par (s,t) é chamado de par de levantamentos.
Sejam A uma algebra e (s,t) um par de levantamentos. Pela propriedade universal

da élgebra tensorial completa, o par (s,t) induz um homomorfismo de dlgebras sobrejetivo
continuo (veja (IUSENKO; MACQUARRIE, 2020, Proposition 5.9)),

ea:T{[5ty 7im|) — 4

Chamaremos o homomorfismo ¢4 de homomorfismo de presentacao de A induzido

pelo par de levantamentos (s,t).
Observacao 3.3.2. Cada homomorfismo presentacio é um homomorfismo sobrejetivo.

Exemplo 3.3.3. Seja X uma dlgebra pseudocompacta semissimples e U um %-bimodulo

pseudocompacto. O par de levantamentos (sqg,tg) de T[[X,U]] definido por

TS.U . J(T[BU
o0 Tads o TIRUN te: AL (T[S, UT)

(a,0,...) — (a,0,...) 0,u,...) +—  (0,u,...)

tem como homomorfismo de presentagao a identidade de T[[X,U]]. Chamaremos o par

(sg,tg) de par de levantamentos candnico de T3, U]].
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Exemplo 3.3.4. Sejam A = k[[X]] a dlgebra das séries de poténcias na varidvel X e (s,t)

o par de levantamentos definido por

sooqupep — MYt AR - 6D
T = 1 7 X = X -15X% 13X

Entao o homomorfismo de presentacdo induzido pelo par (s,t) é o homomorfismo de
dlgebras ¢ : k[[X]] — k[[X]] dado por

o(X) =X —15X° — 13X 1.

Proposicao 3.3.5. Sejam A uma dlgebra pseudocompacta e B uma dlgebra de dimensdo
finita e seja p : A — B um homomorfismo de dlgebras continuo. Se p4 € pp sdo homomor-
fismos de presentacoes de A e B induzidos pelos pares (sa,ta) e (Sp,tp) respectivamente,

entdo existe um homomorfismo 1 : T[[ﬁ, J‘]Q(él))]] — TH%, JJQ((%))H tal que o diagrama

A JA » B J(B
(i3t i) ([5G 7))
ml Jm;

A % B

comuta.

Demonstragio. Construiremos um homomorfismo de dlgebras ¢y : A/J(A) = T [[%, ﬂ(@)“

e um homomorfismo de A/J(A)-bimédulos ¢y : J(A)/J*(A) — T[[%, JB) 11 de modo

J2(B)
que o homomorfismo induzido pelos mapas ¢y e ¥; através da propriedade universal da

algebra tensorial completa satisfaga o diagrama acima.

Pelo Teorema 3.2.4, existe um levantamento s : B/J(B) — B da projegao
B — B/J(B) tal que o diagrama

A # B
J(A) J(B)

—

SA s'g

A———B

comuta. Segue-se entao do Teorema de Malcev que existe r € J(B) tal que

s =1 4+71)sg(l+7)""

O homomorfismo de dlgebras ¢p é sobrejetivo, logo existe = € J (T[[%, (}]2((33))]]) tal

que @p(z) = r. Defina

Yo s AJJ(A) Tl 7

pondo (@) = (14 z)(p(a),0,0,...)(1+z)7".



Capitulo 3. O Teorema do levantamento 41

Tratando T'[[755 75 ﬁ(( B))]] e B como A/J(A)-bimédulos através de 1y e ¢s4 respec-
tivamente, afirmamos que ¢p ¢ um homomorfismo de A/J(A)-bimédulos. Com efeito,
dados @ € A/J(A) ey € T[[55, A5,

vp(@-y) = i (Yo(@)y)

<PB(¢0( ))es(y)
op((1+2)(9(a),0,0,...)(1+2)" )pn(y)
)™

= (1+v5(2))s (90( ))( +op(z) er(Y)
= (L+r)splei(@)(1+r)” 19&3(@/)
= sp(p1(@)es(y)
sosA( )eB(Y)
= e5(Y).

Analogamente, pp(y *xa) = pp(y) *a. Além disso, pp é um homomorfismo de A/J(A)-

bimédulos sobrejetivo, logo existe um homomorfismo de A/.J(A)-bimédulos

1 J(A)/J2(A) T, s ]
tal que o diagrama
J(A)
J2(4)
ta
J(A)
1
A
©
J(B)
T35 =zl —w— B
comuta. Defina
J(A J(B
b Tl HA) —— 11525, 48]

como sendo o homomorfismo de dlgebras induzido pelos mapas vy e ¥, através da proprie-

dade universal da 4lgebra tensorial completa.

Provaremos que v é o homomorfismo procurado, isto é, o = pp. Para isto, é
J(A

Y J2(

= (0,7,0,..). O resultado segue-se entao das igualdades abalxo :

suficiente provar a igualdade nos elementos de T[[7 Y L] da forma ag = (a,0,...) e
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gomb((a,o, - )) =
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4 A categoria das algebras pseudocompactas

basicas e adjuncoes

Denotamos por PAlg a categoria cujos objetos sao algebras pseudocompactas
basicas A tais que dim A/ J%(A) < oo; e cujos morfismos sao homomorfismos de algebras
continuos. Para cada inteiro positivo n, a subcategoria plena de PAlg cujos objetos sao
algebras A tais que J"(A) = 0 serd denotada por PAlg".

Observagao 4.0.1. Os objetos de PAIg" sdo dlgebras de dimensdo finita (IUSENKO;
MACQUARRIE, 2020, Proposi¢io 5.9).

Observacao 4.0.2. Temos a sequinte cadeia de subcategorias plenas

PAlg' C PAlg? C ... C PAlg" C ...

Estudaremos, para cada inteiro positivo n, o relacionamento entre as categorias
PAlg —/—— PAIlg"

através de um par de funtores e provaremos que, sob uma relacdo de equivaléncia nos

morfismos de PAlg, tal par forma uma adjuncao.

Evitando mal-entendidos, de agora em diante, as algebras pseudocompactas consi-
deras ao longo deste capitulo serao sempre algebras pseudocompactas basicas com aljava
ordinaria finita, isto é, dlgebras pseudocompactas basicas A tais que a dimensao de A/J?(A)

¢é finita.

4.1 O funtor projecao da n-ésima poténcia do radical de Jacobson

Dadas duas algebras pseudocompactas A, B € PAlg e dado um homomorfismo
de élgebras continuo ¢ : A — B, entao, pelo Corolario 2.6.5, ¢(J"(A)) C J*(B). Assim,

podemos definir o mapa de algebras ¢, : Jn‘? T J,f(gB) pondo ¢,(@) = ¢(a). Isto é,
On - J%@ — % ¢ um homomorfismo de dlgebras tal que o diagrama
A—F B

A B

comuta, onde m4 e g sao as respectivas projecoes candnicas.
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Definigao 4.1.1. Seja n um inteiro positivo. Para cada A € PAlg e ¢ € Hompaig(A, B),
defina:

Desta maneira, para cada inteiro positivo n, Fj, : PAlg — PAlg" é um funtor
covariante. Chamaremos o funtor F;, de funtor projecao da n-ésima poténcia do

radical de Jacobson.

Como ja foi dito antes, buscaremos compreender o relacionamento entre as categorias
PAlg —— PAlg"

através de pares de adjungoes. Lembramos que o funtor G : D — C é adjuntoa F : C — D

a esquerda se existir um isomorfismo
Hom¢(GD, C) = Homp(D, FC)

natural em C' € C e D € D. Equivalentemente, existem transformagdes naturais
n:idp - FG, e:GF —ide

chamadas de unidade e counidade respectivamente satisfazendo as equagoes

FeonF =idp;

eG o Gn = idg.

As equagdes acima sao chamadas de equagées da counidade-unidade. Estruturas
matematicas envolvendo mapas com propriedades universais sao de grande interesse entre
os matematicos. Adjunc¢oes desempenham um papel central na caracterizacao de tais
mapas com propriedades universais: um funtor G : D — C é um adjunto a esquerda se para
cada objeto C' em C existe um tnico homomorfismo de G em C'. Em outras palavras, para
cada objeto C' e cada morfismo f: GD — C, existe um tinico homomorfismo g : D — F'C
tal que ec o Gg = f. Em diagramas,
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De maneira analoga, para cada objeto D € D e cada morfismo g : D — F'C, existe um

unico homomorfismo f: GD — C tal que F'f onp = g.

D -, Frqg

XFf\L

FC.

Para cada inteiro positivo n, temos o par ébvio de adjun¢ao dado por (F,,Z,),

onde Z,, : PAlg" — PAlg é o funtor inclusao:

Observagao 4.1.2. O funtor Z,, : PAlg" — PAlg ¢ adjunto a F,, : PAlg — PAlg" d
direita. De fato, seja

n : Idpalg = Z,F,
a transformagdo natural cuja componente em A € PAlg é dada pela projecao canonica
T A— ﬁ e seja

e: F,T1, — Idpaign

a transformagdo natural cuja componente em B € PAlg" é dada pela identidade idp.

Para cada A € PAlg, tem-se
(eF,oFyn)a = er, © Funa
= idayma) 0 Fama

= idA/Jn(A) O idA/Jn(A)

- idA/Jn(A).
De modo andlogo, para B € PAlg",
(InfE © T}In)B = EBOonB
== idB e} idB
- ldB

Logo as transformacoes n e € satisfazem as equagoes da counidade-unidade. A

naturalidade de ambas ¢ imediata.

Resta verificar se F), tem adjunto a esquerda. Sabemos, pela teoria de Represen-
tagoes, veja, por exemplo, (AWODEY, 2006), que cada funtor com adjunto a esquerda
preserva limites pequenos. Um exemplo de limites pequenos sao equalizadores. Supondo
que exista um adjunto a F, a esquerda, entao, teriamos que F;, preserva limites pequenos,

em particular, equalizadores. Mas este nao é o caso. Veja o exemplo abaixo:

Exemplo 4.1.3. Sejam

pr kXN - K[X]] o id: A[IX] - K[X]]
X = X+ X" X = X,
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dois homomorfismos de dlgebras pseudocompactas. E ficil se convencer que o equalizador
dos homomorfismos ¢ e id € a inclusio k — k[[X]]. Por outro lado, a imagem dos
homomorfismos de dlgebras ¢ e id por F,, coincidem, portanto, o equalizador de F,p e
F,id ¢ a identidade id : k[[X]]/(X™) — Ek[[X]]/(X™). Este ezemplo prova que ndo eziste

adjunto a F,, a esquerda para cada inteiro positivo n.

A discussao acima sugere que estamos pegando uma classe muito grande de
morfismos em PAlg. Na préxima secdo, trabalharemos com um “quociente esperto” de

PAlg de modo que nao tenhamos morfismos excedentes.

4.2 A relacao de congruéncia em PAlg

Sugerimos ao leitor a referéncia (LANE, 1971, Chapter 2, §8) para maiores detalhes

sobre Categorias Quocientes.

Dadas duas categorias quaisquer C e D e um funtor I’ : C — D entre elas, para
cada par de objetos X, Y de C, é possivel definir uma relacao de equivaléncia ~r x y no

conjunto Mor¢(X,Y) dada por:
¢ ~pxy ¥ = Fo=Fy.

Indicaremos pelo simbolo ~ a relagao de congruéncia dada por ~p xy em cada par de
objetos X,Y de C. A relagdo de congruéncia ~p é chamada de relagdo de congruéncia

induzida por F.

Seja Cp a categoria quociente de C por ~p, isto é, a categoria com os mesmos

objetos de C' e cujos morfismos sao as classes de equivaléncia em C. Isto é,
More, (X,Y) = More(X,Y)/ ~pxy -

Denotaremos por [¢]r a classe do morfismo .

Existe um funtor quociente natural Il : C — Cr que associa a cada morfismo sua
respectiva classe. Além disso, o funtor F' se fatora pelo funtor quociente I de maneira
unica:

c - .p

/7(
HFJ/ <
7 F
Cr.

A construcgdo pode ser entendida como o “primeiro Teorema do isomorfismo” para catego-

rias.

Voltando ao funtor F,, : PAlg — PAlg". Denotaremos por ~, a relacdo de
congruéncia induzida por F,. A classe de cada morfismos ¢ serd indicada por [¢],. Pela

defini¢do de ~,,, dados dois morfismos ¥, ¢ : A — B, [¢], = [¢], se, e somente se, @,, = 1,,.
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Podemos dar uma caracterizagao da relacao de congruéncia ~, em termos dos elementos

de A:

Lema 4.2.1. Sejam p,¢ : A — B dois morfismos em PAlg. Entao o ~, 1 se, e somente
se, (gp - w)(a) € J"(B) para cada a € A.

Demonstragdo. Dados dois homomorfismos de algebras continuos ¢, : A — B tais que

© ~p 1, entao p, = ¥,. Logo, para cada a € A, p(a) = 1(a). Isto é, a diferenga de ¢ por

1 em cada elemento de A é um elemento de J"(B). O

Escreveremos
(¢ —)(A) cJ"(B)
para indicar que (4,0 - w)(a) € J"(B) para cada a € A.

Observacao 4.2.2. Se n,m sao inteiros positivos com n > m, entdo a relagio de
congruéncia ~, ¢ mais fina do que a relagio ~,,. Basta observarmos que, para cada par

de morfismos ¥, p: A — B,

(b —v)(A) € J"(B) € J™(B).

A categoria quociente de PAlg por ~,, é denotada por PAlg,. Nao tendo perigo
de confusao, o tnico funtor PAlg, — PAlg" induzido pelo funtor quociente II,,PAlg —

PAlg" também serd indicado por F,,. Isto é,

F,: PAlg, — PAlg"
A
A = T
[ln = pn
Como estamos interessados no estudo de adjuncoes, de agora em diante, trabalharemos

com os funtores F;, : PAlg, — PAlg" induzidos pelos respectivos funtores quocientes II,,.

Exemplo 4.2.3. Voltando ao Ezemplo 4.1.3, temos (p —id)(k[[X]]) C J"(k[[X]]), logo
@ ~yp id. Portanto o equalizador de [p], e [id], € a identidade [id], : k[[X]] — k[[X]].
Assim, a imagem do equalizador de [id],, e [¢], por F,, é exatamente o equalizador de F,id

e FLp.

Observagao 4.2.4. Seja B dlgebra pseudocompacta com J"(B) = 0. Entdo
Hompaig, (A, B) = Hompajg (A, B)

para toda dlgebra pseudocompacta A.

Lema 4.2.5. Seja ¢ : A — B um morfismo em PAlg. Se v, : A/J"(A) — B/J"(B) é

um monomorfismo em PAlg" entao [¢], € um monomorfismo em PAlg,,.
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Demonstra¢io. Dados dois morfismos [¢],, [0], : A" — A tais que [p¥],, = [pd],, entdo

Onn = pnd,. Como @, é um monomorfismo, segue-se que ¥, = d,, logo [¢¥], = [0],. O

Lema 4.2.6. Seja ¢ : A — B um morfismo em PAlg. Se v, : A/J"(A) — B/J"(B) é

um epimorfismo em PAIg", entao ||, é um epimorfismo em PAlg,,.

Demonstragio. Dados dois morfismos [¢],, [0], : B — A’ tais que [¢p], = [0¢],, entao
Un@n = Onn. Como ¢,, é um epimorfismo, segue-se que ¥, = d,, logo [1],, = [d]. O
Lema 4.2.7. Se ¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras sobrejetivo em PAlg, entao

(0] € um epimorfismo.

Demonstracao. E uma consequéncia direta do Lema 4.2.6 porque ¢,, ¢ um homomorfismo

de 4lgebra sobrejetivo sempre que ¢ é um homomorfismo sobrejetivo. O]

Observacgao 4.2.8. De maneira andloga a Observacao 4.1.2 se vé que 11,7, : PAlg" —
PAlg, ¢ adjunto a F, : PAlg, — PAlg" a direita.

Proposicdo 4.2.9. O funtor II,Z; : PAlg' — PAlg, ¢ adjunto a F, : PAlg, — PAlg' d

esquerda.

Demonstragao. Defina, para cada objeto A em PAlg,,
g lel ol — IdPAlgl

pondo 4 = [sa] : A/J(A) — A, onde s4 : A/J(A) — A é um levantamento da projegao
ma: A — AJJ(A). A transformagao € é bem-definida. Com efeito, dado um outro

levantamento s, da projecdo w4, como mas4 = ida/a) = 745y, segue-se que
(54— s1)(A/J(4)) € J(A),

logo [s4]s = [s4].
Vejamos que ¢ é uma transformagao natural. Dado um morfismo [p]; : A — B,

provaremos que o diagrama

A [p1]1 B
A) J(B)

J

—
—

[sB]1

[sal1
A— B
[]1

comuta. Segue-se de p1m4 = TP que

TBSBY1 = ¥1
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logo [psal1 = [spe1]1. Portanto € é uma transformagao natural.

Defina, para cada ¥ em PAlg',

pondo 75, = idy. E imediato que  é uma transformacéo natural.

Confirmaremos que 7 e € satisfazem as equagoes da counidade-unidade. Para cada
¥ € PAlg', a identidade é o tnico levantamento da projecdo = : ¥ — X, portanto,
ey, = [ids];. Logo

(61_1111 o Han)E = exolliZins
= [idg]; o I1Zy 15
= [ids]1[ids]1
= lids];.

Para cada A € PAlg,, tem-se Fi[sa]; = ida, (). Logo

<F1€O77F1)A = Fl[SA]lonFlA
idaysayidaysca
= idA/J(A) .
Isto é, II,Z; é adjunto a F; a esquerda. O

Observacao 4.2.10. Se n > 2 entao I1,,Z, nao é adjunto a F,, a esquerda. Com efeito,
se I, Z, fosse adjunto a F,, a esquerda, teriamos, para cada par de objetos A € PAlg, e
¥ € PAlg', uma bijecio natural entre

Hompalg, (2, A) & Hompaigr (2, A/J"(A)).

Porém isto nao é verdade quando tomamos A = k[[X]] e ¥ = Ek[[X]]/(X™). De fato, é
fdcil ver que ¢ : k[[X]]/(X") — k[[X]] definido por o(X) = 0 € o tinico homomorfismo
entre 3 e A, portanto, Hompag, (Z, A) ¢ um conjunto finito com um unico elemento. Por
outro lado, Hompajgn (E,A/J"(A)) ¢ o conjunto formado por todos os homomorfismos
@+ k[[X]]/{X") — K[[X]]/(X") da forma

n—1 .
© . X — Z )\Z'YZ,

i=1

onde cada \; € k. Logo Hompagn (E, A/J”(A)) é um conjunto infinito.

A boa noticia é que a relagdo de congruéncia nos permitiu encontrar o adjunto
no caso n = 1. E natural pensar que, quando n > 1, a estrutura do funtor adjunto, caso
exista, seja “mais complexa” do que a estrutura do funtor II,,Z,. Nas proximas secgoes,
concentraremos nossos interesses nos respectivos adjuntos a esquerda de cada um dos

funtores F,,. Para isto, estudaremos casos isolados.
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4.3 A adjuncao para o caso n igual a 2

Um caso que merece atengao especial é o caso n = 2. Isto é, o funtor

F,: PAlg, — PAlg’
A
A A cTy
[Pl = e
Lembremos que dois homomorfismos de algebras ¢, : A — B sao iguais modulo ~5 se, e

somente se, (¢ — 1) (A) C J*(B).

B

Exemplo 4.3.1. Seja kQ a dlgebra de caminhos dada pela aljava Q : 1 +—— 2 3.

Os homomorfismos de dlgebras ¢, : kQ — kQ definidos por

piel el —a,eg e taezsres,a—ae S 4 af

Yvieg— e —ataf,eo—etaez3—ez3—af,a—ae =+ af

respectivamente sao iguais modulo ~o. Além disso, a imagem da classe [pla pelo funtor Fy
¢ 0o homomorfismo de dlgebras oo : kQ/J*(kQ) — kQ/J*(kQ) definido por

priel e —a, e tae—e,aae

A construcao da aljava ordinaria de uma algebra A é extremamente importante
na teoria de representagoes. Os vértices da aljava ordindria estdo em correspondéncia
biunivoca com o nimero de elementos de um conjunto completo de idempotentes ortogonais
primitivos de A e as flechas entre dois vértices ¢ e j estdo em correspondéncia com a
dimensédo do k-espago vetorial e;J(A)/J*(A)e;, onde e;,e; sdo idempotentes primitivos
de A. Isto é, todas as informagoes necessarias para a construcao da aljava ordinaria de
uma dlgebra A estdo necessariamente contidas em A/J?(A). Entdo podemos interpretar a

imagem dos objetos pelo funtor F» como um “banco de dados” de aljavas ordinarias.

Entao ¢é intuitivo pensar que o adjunto a esquerda do funtor F; associe a algebra X

com J?(X) = 0 sua respectiva dlgebra tensorial completa

b)) J(X2)
THW> JQ(Z)]]'

Em 2020, os autores Iusenko, MacQuarrie e Quirino encontraram um par de
adjungao similar ao que estamos procurando (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO,
2020):

Seja ParPAlg a categoria definida do seguinte modo:

(1) os objetos sdo pares (X,U), onde ¥ é uma dlgebra pseudocompacta semissimples e

U é um Y-bimoédulo pseudocompacto;
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(77) os morfismos sao pares (¢,7) : (21, U;) — (22, Us), onde ¢ é um homomorfismo de
algebras continuo e v ¢ um homomorfismo de »;-bimédulos com U, sendo tratado

como Y1-bimodulo via ¢.

Através de uma relacao de congruéncia ~q nos morfismos de PAlg definida por

prot = (p—Y)(A) CJI(B)e(p—¥)(J(A) C J(B),
os autores provam que o funtor
k[[-]] : ParAlg — PAlg_,
(X,U) w— T[> U]
(0,7 = ¥

onde 1 é o homomorfismo induzido pelo par (p,~) através da propriedade universal da

algebra tensorial, é adjunto a

F: PAlg, , — ParAlg

A (5t )

[Klo = (@1,92)

a esquerda.

O funtor F' definido pelos autores carrega as informacgoes das aljavas ordindrias da
dlgebra A: os vértices correspondem a A/J(A); e as flechas, a J(A)/J?(A). E o adjunto
a esquerda é exatamente o funtor associando ao par (3, U) a dlgebra tensorial completa
T([%, U]].

Nao é dificil se convencer de que a relagdo ~o é mais fina do que ~q. Basta observar

que se dois morfismos ¢, : A — B sao iguais médulo ~s entao
(o —¥)(A) S J*(A) S I(A) e (p—¥)(J(A) S T(B),

isto €, o ~q 1. Ou seja, ~9 é uma relagdo “colando menos morfismos”. Veja os exemplos

abaixo:

Exemplo 4.3.2. Seja kQ a dlgebra de caminhos da aljava Q : 1 «—~— 2. Considere
0 kQ — kQ o homomorfismo definido por

pler) = e+ 1ba p(es) = e — 15a (o) = a.
Entio ¢ ~q id porém ¢ = id pois (¢ — id)(e1) = 15a ¢ J*(kQ).

Exemplo 4.3.3. Para quaisquer dois levantamentos s,s' : A/J(A) — A da projecao
wa:A— AJJ(A), tem-se (s — s')(A/J(A)) C J(A). Portanto s ~¢ s'. Mas o mesmo ndo

ocorre com a relagdo de congruéncia ~s:
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Seja Q a aljava do Exemplo 4.3.2 e sejam s,s" : kQ/J(kQ) — kQ dois levanta-
mentos da projecio 7 : kQ — kQ/J(kQ) definidos por

s:e e+ 1ba e3+— ey — 1ba

s:er— e +3a e e — 3a
respectivamente. Temos
(s — &) (e1) = 120 ¢ J*(kQ),

logo s my 8.

Se provarmos que o adjunto a esquerda do funtor Fj associa a cada objeto de PAlg?
a respectiva algebra tensorial completa, encontraremos um par de adjuncao preservando
o mesmo sentido do par encontrado em (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO, 2020),
porém com uma relacao de congruéncia estritamente mais fina do que a utilizada pelos
autores. O Teorema do Levantamento provado no capitulo anterior serd fundamental na

construcao do adjunto a esquerda de Fj.

4.3.1 O funtor algebra tensorial completa

Nesta secao, construiremos o adjunto a Fs a esquerda. Para isso, sera necessario

deslocar o problema para categorias com mais estruturas.

Para cada objeto ¥ de PAlg?, defina

T[[E)) = Tll 55, J (D]

Observe que J?(X) = 0, por isso escrevemos simplesmente J(X) em vez de J(X)/J?(2).

Para cada homomorfismo de 4lgebras continuo ¢ : ¥ — 3y em PAlg?, definiremos

um morfismo

Tllel] : Tl 725 TE)] —— Tll5%5, ()] -

em PAlg,.

Um modo seria transferir a construcao dada pelos autores Iusenko, MacQuarrie
e Quirino para o nosso caso. O grande problema aqui é que os levantamentos de uma
projegao m: A — A/J(A) ndo estdo necessariamente na mesma classe como acontece no
caso dos autores. Deslocaremos o problema para um ambiente onde é possivel manipular

0s levantamentos.

Definicao 4.3.4. A categoria PASp € a categoria cujos objetos sao triplas (A, sa,ta), onde
A é uma dlgebra em PAlg e (sa,ta) € um par de levantamentos, e cujos morfismos entre

dois objetos (A, sa,ta) e (B,sp,tg) sao todos os homomorfismos de dlgebras continuos
v:A— B.
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Uma vantagem de se trabalhar com a categoria acima é o acesso a estrutura interna
das algebras através dos pares de levantamentos (s,t). Além disso, para cada par de objetos

(A,SA,tA), (B, SB,tB) < PASp,

Hompasp((A,54,t4), (B, sp,tp)) = Hompaig(A, B).

Observacgao 4.3.5. Lembre-se que sy € um levantamento da proje¢io my : A — A/ J(A)
e ta ¢ um levantamento da projegio wa : J(A) — J(A)/J*(A), onde J(A) € tratado como
A/ J(A)-bimddulo através de s 4.

Definigao 4.3.6. A subcategoria plena de PASp cujos objetos sao triplas (A, s,t) tais
que A € PAlg? serd denotada por PASp?.

Observacio 4.3.7. O levantamento t da tripla (X, s,t) € PASp? é sempre o homomor-
fismo identidade idy.

Dados dois morfismos ¢,1 : (A, sa,ta) — (B,sp,tp) € PASp, diremos que
p ~a.sp U se, e somente se,
(o —¥)(A) € J*(B).
A relacao de congruéncia 1, 5, nos morfismos de PASp expressa o mesmo sentido da

relagao ~ nos morfismos de PAlg, por essa razao indicaremos ~j 5, simplesmente por ~s.

Definicao 4.3.8. A categoria PASp, ¢é o quociente da categoria PASp por ~s .

Sejam

Uy: PASp, — PAlg, U?: PASp? — PAlg’
(A,SA,tA) — A [§] (E,Sz,tz) — hY
[©]2 = ol (0 = (0]

os funtores esquecimentos de PAlg, e PAlg? respectivamente.

Observemos que pelo modo como foi definido as categorias PASp, e PASp?, os
funtores U, e U? nascem plenos, fiéis e densos. Logo as categorias PASp, e PASp? sio
equivalentes a PAlg, e PAlg® respectivamente.

Seja Hy : PAlg, — PASp, um funtor quase-inverso de Us, isto ¢, HyUs; = Idpasp,
e UpHy = Idpayg, e seja H? : PAlg” — PASp” um funtor quase-inverso de U?, isto &,

H?U? = Idppg,2 e UPH? = Idpag2. Entdo o funtor

Fy: PASp, — PASp?
(A7 SA, tA) — (ﬁiAa T2S A, 7-‘-QtA)
(4)

[90]2 — P2,
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onde 7y : A — A/J*(A) é a projegdo candnica, é tal que
Fy=U?0 Fjo H,.

Definicdo 4.3.9. Para cada (,5,t) € PASP® e ¢ € Hompag,? ((Zl, S1,11), (EQ,SQ,tQ)),
defina:

1. T#P[[(3, s, b)]] = (T[[%, J(E)]],SQ,tQ) , onde (sq,tqg) € o par de levantamentos
canénico; (veja o Exemplo 3.3.3)

2. T*[[p]] == [¢]2, onde ¥ : [[ SONE L J(E)]] — T[[J(22 J(32)]] é um homomorfismo

de dlgebras construido sequindo os passos da prova da Proposicao 3.5.5.

Observagao 4.3.10. A construcao do homomorfismo 1 da Proposi¢cdo 3.53.5 depende de
escolhas, logo T*P[[p]] correria o perigo de nao ser bem-definido, porém qualquer outro

homomorfismo 1’ construido sequindo os mesmos passos da Proposicao 3.3.5 € tal que o

diagrama /
Tl T (S]] — T, J ()]
21 %) Z2

comuta, onde p1 € ps sao 0s homomorfismos de presentacao induzidos pelos pares de

levantamentos (s1,t1) e (sq,t2) respectivamente. Logo

m(y — ') € kergy € J*(T[5725, J()]]).

Isto mostra que []a = [¢']s.
Proposicdo 4.3.11. T°?[[-]] : PASp® — PASp, ¢é um funtor.
Demonstragio. Dados dois morfismos ¢ : (X1, s1,t1) — (X2, 892,t2) € § 1 (X9, 89,t2) —

(33, s3,t3), entdo, pela Proposigao 3.3.5, existem

> Yo
5o} J(Z)]] = THJ(ZQ)

tais que os diagramas

TS = T[22

v T JTont

J(E2)l ey T

i I

Tz J(E0l) == Tl ISl Tl Il —= Tl I

J(Z1)?
<P21l rpzz %l faEB
o _ o, D . o

comutam respectivamente. Logo o homomorfismo de algebras yi) é tal que o diagrama

(2, ()] 5 T332, J(35)]

J(Z1)?
Sﬁzll J/SDEB
21 E3

%
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comuta. Portanto
T*[[6]] = T*[[0]]T"[[i0]]-

A igualdade T*P[[id]] = [id], é uma consequéncia direta do diagrama comutativo
T35, IO~ T2, ()]
@El J‘PZ
by = 2.
O
Defina T'[[-]] : PAlg® — PAlg, como sendo a composi¢io

Uz o TP[[~]] o H*.

Observagao 4.3.12. Sejam H? e G? dois funtores quase-inversos de U?. Os funtores
Uy o T*?[[~]] 0 H? e Uy o T*P[[~]] o G? ndo sdo iguais; sdo, porém, iguais a menos de um
isomorfismo natural.

Exemplo 4.3.13. Seja kQ/I a dlgebra de caminhos dada por

Q: 12 9 7°

Considere o homomorfismo de dlgebras ¢ : kQ/I — kQ/I definido por

3, apf=0.

e ea+a e —at+f es—e—[0 amae e f.

Sejam s,s" : kQ/J(kQ) — kQ/I dois levantamentos da projecio m : kQ/I —
kQ/J(kQ) definidos por

SIEEL, B B et e

sier—ea—a aoata—fegeat
respectivamente. Mostraremos que as imagens dos morfismos p; = ¢ : (kQ,s,id) —

(kQ,s,id) € o = ¢ : (kQ, s',id) — (kQ, s',id) por T*?[[—]] nao coincidem.

Vé-se facilmente que a projecao m: kQ — kQ/I é o homomorfismo de presentagao
induzido pelo par de levantamentos (s,id). Portanto o homomorfismo ¥ : kQ — kQ
definido por

Ve e t+at+af, e ea—a+pB—af, es—e3—f, a—ra+af, B f—af

¢ tal que o diagrama
kQ —Y— kQ

wl y

kQ/T —— kQ/1
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comuta. Logo T([gr]] = [6]s : (hQ, 5. ta) — (KQ, sq. tq).
Por outro lado, o homomorfismo ¢’ : kQ) — kQ/I definido por
e etag—eg—ath es—e—08, a—a, B
¢ 0o homomorfismo de presentacdo induzido pelo par de levantamentos (s',id). Entao o
homomorfismo ¢ : kQ — kQ definido por

Ve e —ataf, ea—est+a—pF—af, es—res+ 6, a—at+af, B —af

¢ tal que o diagrama
KQ — 5 kO

/| ¥

kQIT —5— kQ/I
comuta. Logo T*P[[ps]] = [¢]2.

A imagem de ey pela diferenca (v — ') é 2a ¢ J*(kQ), ou seja , []a # [¢']a.
Portanto a defini¢ao de T*P[[—]] nos morfismo depende das escolhas de levantamentos do

dominio e contra-dominio de cada morfismo.

Lema 4.3.14. Se T*P[[—]] € adjunto a F} d esquerda, entio T[[—]] = Uy o T*?[[~]] 0 H? ¢
adjunto a Fy = Uy o o Hy a esquerda.

Demonstragio. Por hipdtese T*P[[—]] é adjunto a F} & esquerda, logo, para cada par de
objetos HyA € PASp, e H?Y € PASpP?, existe um bijecao natural

Ui, a5 - Hompasp, (T[[H?Y]], HyA) —— Hompygpe (H2S, FyH,A).
Além disso, para cada par de objetos A € PAlg e (B, s,t) € PASp?, a bijecdo
FA,(B,s,t) . HOIIIPASp2 (UQ(B, S, t), A) E— HOIIlpAsp2 ((B, S, Zf), HZA)

definida por
CaBsylele = [0l

¢ uma componente de uma transformacao binatural I'. Do mesmo modo, a bije¢ao
O (w.00) : Hompagys (25, (8, 5,1)) —— Homppyge (X, U%(3, 5,1))

definida por
@2',(2,5,1:)80 =
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é uma compontente de uma transformacao binatural ©. Portanto

Hompaig, (T[[E]], A) = Hompaig, (U2T[[H?5]), A)
=~ Hompasp, (T[[H?]], H>A)

> Hompagye (H2(Y), FH,A)
= Homppe (3, UF3H?A)
= Hompy2 (5, F24).
Isto mostra que T'[[—]] é adjunto a Fy a esquerda. O

4.3.2 O par de adjuncido para o caso n igual a 2

Provaremos que o funtor 7%7[[—]] é adjunto a Fj a esquerda, logo, pela proposigao

anterior, teremos a adjunc¢ao desejada para o caso n = 2.

Definiremos, para cada (4,s,t) € PASp, e (,5,t) € PASp?, uma bijecao

natural
U000y - Hompasp, (T[S, 8, ¢)]], (A, 5,1)) = Homppgye (5,8, 1), F5(A, 5,1)).
Dado um morfismo
el (Tl T (D)), sq:tq) — (A,s,t) € PASP,

pela propriedade universal do quociente, podemos definir
Vias,0([)2)

como sendo o inico homomorfismo de algebras
VY — AJJ*HA)

tal que o diagrama

comuta, onde 7 : A — A/J*(A) e px é o morfismo de presentagio induzido pelo par
(s',1).

Lema 4.3.15. O mapa V(44),(5,s1) € bem-definido.

Demonstragio. Dado um outro representante ¢’ : T[[%, J(X)]] = A da classe [¢]a, entdo

mp = my', logo as imagens dos dois representantes pelo mapa V(45 4) (5, coincidem. [
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Observagao 4.3.16. Indicaremos V(4 44 (5,54 simplesmente por ¥ 45 quando nao houver

perigo de confusao.
Lema 4.3.17. Fizvado (Z,s',t') € PASp?, o mapa
U5 : Hompasp, (T7([(S, 5, 1)]], (A, 5,t)) = Hompagpe ((5,5',1), F3(A, 5,1))
¢ a componente em (A, s,t) € PASp, de uma transformagao natural
U_ s : Hompasp, (T7[[(3, 8',t)]], - ) — Hompagpe (3, 8',1), Fj—).

Demonstra¢io. Dado um morfismo [y]y : (Ay, s1,t1) — (Aa, s9,12), provaremos que o
diagrama

Hompasp, (T7[[(S, o', )], (Ar, s51,11)) 2% Hompagys (£, 5/, 1'), Fy(Ay, s1, 1))

MO{ PQO_
Hompasp, (T*7[[(S, 5", )], (A2, 52, t2)) 5oy Hompagy (3,5, #), F}(As, 52,12))

comuta.

b

T J(X)]] = A, dos diagramas comutativos

Fixado um morfismo [p]s : 17|

T+, J(D)]] —— A, —— A, T[[+%, J(D)] —— A,

J(Z) J(%)
<P2J Jm WEJ Jm
Ao Ay
- Way.s (el S - was(iee) T
A —T 5 A,
Wzl lm
Ay Ay
T2(A) w2 | TP(A3)’
tem-se
‘IJB,E([’Wb) opy = TR0 0
= V2T2 © @

= 720 q’A,E(Wb) o 3.

Como @y, é sobrejetivo, segue-se que

(‘I’B,z o(yo —))([90]2) = ((’72 o—)o ‘I’A,E) ([el2)-

Lema 4.3.18. Fizado A = (A, s,t) € PASp,, o mapa
W5 : Hompasp, (T([(S, 5, 1)]], (A, 5,t)) — Hompagpe ((5,5,1), F(A, 5,1))
é a componente em (X, s, t') € PASp? de uma transformagdio natural

W_ 4 : Hompasp, (T[], (4, 5,1)) — Hompagpe (=, F5(A, s,1)).
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Demonstragio. Dado um morfismo v : (34, s],t]) — (X2, s5,t,), provaremos que o dia-

grama

N 2
Hompasp, (T°7[[(S2, sh,15)]], (4, 5,1)) ——2 Hompagpe (32, 85, t), F3(A, 5,1))

foTspwl l_ow

Hompasp, (T*7[[(21, 54, 1))]], (4, 5,1)) 35— Hompagpe (31, 85, 8), F3(A, 5,1))

Vg

comuta.

Fixado um morfismo [g]s : T[[%, J(X2)]] — A, seja 4/ algum representante da

classe T'[[v]]". Entao dos diagramas comutativos

/

Tl JE) —— Tl J(S2)]] —— A

J(E1)? J(Z2)’
‘pzll Jﬂz
21 2A
Vas, ([W]z) J2(A)
' P ®
T[22, IS = T[22, /()] Tl /&) —— A
‘pgll }022 902l JW
21 22 22 5 ,
! Va5, (Mz) THA)
conclui-se que
Vs, ([907']2) oYy = Mooy

= Way, ([90]2) © Pz, 07
= WVay, ([90]2) 0y 0 Yy,

Como ¢y, € sobrejetivo, segue-se que
(Was, o (o T[[Y)([¢l) = ((—07) 0 Wax, ) ([¢)2)-

]

Lema 4.3.19. O mapa Vax € uma bijecio para cada A = (A,s,t) € PASp, ¢ ¥ =
(%,5,t) € PASP®.

Demonstragio. Sejam [pla, [¢]2 T[[%, J(X)]] = A dois morfismos distintos em PASp,.

As imagens de ambos os mapas pela projegdo candnica 7 : A — A/J*(A) ndo coincidem,
portanto, \I/A7E([(p/]2> # Uy ([(,0]2)

Seja ¢ : X — A/J?*(A) um homomorfismo em PASp?. Provaremos que

Uas([pal2T[[e]]) = o,
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_A J(A)
J(A)? J2(A)

onde p,4 : T| ]] = A é o homomorfismo de presentagao induzido pelo par (sa,ta4).

Para qualquer representante ¢ da classe T*[[g]], o diagrama

(|53, J(Z)]] —2 T, A

J(z)’ J(A)> J2(A)
wzl J%"A/ﬂm)
A
2 ? T2(A)
comuta, onde p4;/52(4) : T[[ﬁ, %H — A/J*(A) é o homomorfismo de presentacao

induzido pelo par (ms4,1).

Da definicao de ¥ 4 5, tem-se

s ([pak Tl o px = moa,

onde m: A — A/J?(A). Além disso, T4 = @a,2(a) , Portanto,

Vas(lpal:Tlel) ) o s = mopaod
©Pa/2(4) O
= YO Ps.
Da sobrejetividade do morfismo ¢y, segue-se que V¥4 5, é uma bijecao. O

Como consequéncia imediata dos lemas anteriores:

Teorema 4.3.20. O funtor T*?[[~]] : PASp* — PASp, ¢ adjunto a Fj : PASp, —
PASP? d esquerda.

Pelo Lema 4.3.14 e o teorema anterior temos:

Corolario 4.3.21. O funtor T[[—]] : PAlg® — PAlg, ¢ adjunto a F, : PAlg, — PAlg®

a esquerda.
Observagao 4.3.22. Seja [id], : T*P[[H*X]] — T*[[H?)]. Por definigio,
WTSP[[HZZ]],HQE(Wb)

¢ o unico homomorfismo v tal que o diagrama

Tll5%5. () —
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comuta, onde vy é 0 homomorfismo de presentacao induzido do par (s,id) associada a

H?Y = (3, s,id). Como o nicleo do homomorfismo m € igual a kerps, = J* (T[[%, J(E)]]),

seque-se que existe unico

tal que o diagrama

J(%)’ >
”J ///802,1
Tl (S)]

TAT 57557 (D))
comuta. Logo

Uiz, peslidls = o1

Portanto a unidade 1 : Idpg,e — FoT[[—]] na componente 3 € dada por s~

Observagao 4.3.23. Dado um objeto A € PAlg, queremos definir a counidade. Pela

prova do Lema 4.5.19, sabemos que

U, a 25 ([ a2 T [[]]) = ¢,

onde cada representante 1 da classe T*P[[p]] € tal que o diagrama

T2, J(D)]] —— Tll525, HA]

J(@) J(A)? J2(A)
WEJ( J@A/JQ(A)
A
2 7 J2(A)

comuta. Entao o morfismo [pala o T*P[[id]] € tal que
\IJHQA,HQFQA([SOA]2 o TSPHidH) =id: H*F,A — FyHA.
Portanto a counidade € : T[[<]]Fy, — Idpaig, na componente A é dada pelo
morfismo [pala o T*P[[id]].

Observagao 4.3.24. Ressaltamos que o morfismo T*[[id]] na observagao anterior nao é

necessariamente a identidade de T[[%A), ;(Q)] em PASp? uma vez que a id : H*FyA —

F}HyA ndo é necessariamente a identidade em PASpP?* wisto que os objetos H*FLA e

F}HyA podem ser distintos. Veja o exemplo abaizo:

b3

Suponhamos que a imagem de kQ por Hy seja (kQ, s,t), onde (s,t) é um par de levanta-

Exemplo 4.3.25. Seja kQ a dlgebra de caminhos dada pela aljova QQ : 1 +~— 2

mentos definido por

S:éir>eto, g e — e ez ey
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t:a—a, BB —ap.
Entio FyHokQ = (kQ/J?*(kQ),7s,id), onde 7 : kQ — kQ/J*(kQ). Suponhamos também
que a imagem de kQ/J*(kQ) por H? seja (kQ/J*(kQ),s',id), onde s' : kQ/J(kQ) —
kQ/J*(kQ) ¢ o levantamento dado por

sieg—s e —a, gy e +a—PBeeses+ B

Definamos o homomorfismo ¢ : kQ — kQ pondo ¥(e1) = e1 + 2a + 2a8, Y(ey) =
es — 20+ B — 203, (es) =es— B, Y(a) =a+af ep(B) =B — 2a8. E ficil verificar
que o diagrama

KQ —Y— kQ

| |

kQ kQ
J2(kQ) id = J2(kQ)

comuta, onde mp e ¢’ sao os homomorfismos de presentagao induzidos dos pares (ms,id) e
(s',id) respectivamente. Logo T*P[[id]] = [¢]2 # [id]2. O mapa de dlgebras v : kQ — kQ é

um representante da classe da counidade na componente k().

4.4 Algebras n-admissiveis e a adjuncio para uma subclasse de
PAlg

Nesta se¢ao, encontraremos subcategorias de PAlg e PAlg™ de modo que o adjunto
a I}, a esquerda serd uma adaptagao da adjuncgao (T'[[—]], F,), com as devidas alteragdes.
Por simplicidade, trabalharemos com as categorias cujos pares de levantamentos sao
destacados. A passagem da adjuncao entre as categorias onde os pares de levantamentos
sao destacados para as categorias onde os pares de levantamentos sao omitidos ocorre de

modo similar & passagem da adjuncao de (TP, F}) para (T, F3).

4.4.1 Algebras n-admissiveis
De agora em diante, o inteiro positivo n sempre serd maior do que ou igual a 2.

Definigao 4.4.1. Dizemos que uma dlgebra pseudocompacta A é n—admissivel se existir

um homomorfismo de presentagio ¢4 : T[[ﬁ, JJQ((‘:))]] — A tal que
n A
kerpa © J"(T([58. AE50)-

Exemplo 4.4.2. Cada dlgebra pseudocompacta A € PAlg ¢é 2-admissivel.

Exemplo 4.4.3. Algebras pseudocompactas hereditdrias sao n-admissiveis para todo inteiro

POSILIVO M.
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Exemplo 4.4.4. A dlgebra pseudocompacta k[[X]]/(X™) € i-admissivel para todo i entre

2 en.

Exemplo 4.4.5. Cada dlgebra pseudocompacta n-admissivel é também i-admissivel para

todo i entre 2 e n.

Observagao 4.4.6. A defini¢io de n-admissivel independe do par de levantamentos, isto
¢, qualquer par de levantamentos (s,t) de uma dlgebra pseudocompacta n-admissivel A é

tal que

n J(A
kerpa © (T |[5t. 750]]):
Veja (IUSENKO; MACQUARRIE; QUIRINO, 2020, Proposition 6.5).

Definicao 4.4.7. Denote por AA"PASp a subcategoria plena de PASp cujos objetos sdo

triplas (A, s,t) tais que A € n-admissivel.

Definicao 4.4.8. Denote por AA"PASpP" a subcategoria plena de AA"PASp formada
por objetos (A, s,t) tais que J"(A) = 0.

Observacgao 4.4.9. Os objetos de AA"PASDP" sao triplas (X, s,t) tais que

J(2
5 o Tl5%: 7o)
= T
I (Tl 750)

Exemplo 4.4.10. Seja A a dlgebra dada pela sequinte aljava com relagoes:

o1 [e%) Qn—1
1 2 3 n—1+—mn, ap...0q,_1=0.

Entao A = kQ/J"(kQ) € uma dlgebra n-admissivel.

Dados dois morfismos ¢, : (A, s,t) = (B,s',t'), entao ¢ ~, 1 se, e somente se,
(p —)(A) C J*(B). A categoria quociente

Ad"PASp/ ~,

sera indicado com a notacao Ad"PASp,,.

Seja F! : Ad"PASp, — Ad"PASp" o funtor definido por

F: (Ast) — (J%(m,ﬂs,ﬂt)

[QO]n = Pns
onde 74 : A — A/J"(A) é a projecao candnica e ¢, : A/J"(A) — B/J"(B) é o homomor-
fismo de algebras definido por ¢, (a) = ¢(a).

Definigao 4.4.11. Para cada (3,s,t) € Ad"PASDP” e ¢ : (X1, 81,t1) — (X2, 89,12) €
Ad"PASp”,
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L TM(Z,8,t)] = (TH%E), ﬂ%ﬂ,m,@), onde (sg,tg) € o par de levantamentos
canonico,
n . . J 21 J 22 e
2. T[] = [¢]n, onde ¢ : T[[%, %H — T[[J(ZZQQ), ﬁ]] é um homomorfismo

de dlgebras construido sequindo os passos da prova da Proposi¢cio 3.53.5.

De modo semelhante a observagao 4.3.10, a boa-defini¢ao de T"[[y]] segue-se do
fato de que, dados dois morfismos 1) e 1’ construidos seguindo os passos da Proposicao
3.3.5,

Im(i// - 1/’) C kel"(ng = ‘]n(T[[J(E222)7 %H)?

onde @y, é o morfismo de representacdo induzido pelo par (s, t2). Replicando a prova do

Lema 4.3.11, prova-se que 7"[[—]] ¢ um funtor.

Observacao 4.4.12. Quando n = 2, entdo AdA°PASp, = PASp, ¢ Ad’PASp? =
PASp?®. Temos também T?[[-]] = T*?[[-]].

4.4.2 A adjuncao para o caso n-admissivel

Provaremos, para cada inteiro positivo n > 3, que T"[[—]|] é adjunto a F a esquerda.
Maiores detalhes das demonstragoes serao omitidas porque sdo exatamente as mesmas
provas da adjungao (T'[[—]], F3), tomando o devido cuidado de trocar n por 2 nas respectivas

provas.

Fixados os objetos (A, s,t) € Ad"PASp,, e (X,5',t') € Ad"PASp", definiremos,
para cada morfismo [¢] : T"[[(X, s',t')]] = (4, s,t) € Ad"PASp,,, um morfismo

\P(A,s,t),(z,s’,t’) : (E, S/, t/) — F;L(A, S, t).

J(%)
) J2(D)

O ntcleo do homomorfismo de presentacao ¢y : T'[[+% ]] = ¥ induzido pelo

b
(=

~

par (s',t") pode ser escrito como

N ¥ JEX
rexs = 7'(7{ |55 S )

Logo existe tnico ¢ : 3 — A/J"(A) tal que o diagrama

» JE . " A
Tll75 25l R
5

comuta. Defina
‘IJ/.LE . HOmAanASpn <T"[[(E, SI, tl>]], (A, S, t)) — HomAanASpn ((E, 8/7 t,)7 FT/L(A7 S, t))

pondo
Vas([pl) = ¢
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Lema 4.4.13. O mapa V 45 € bem-definido.

Demonstra¢io. Dado um outro representante ¢’ da classe [¢],, entao

T = Ty .
Portanto,
\I’A,Z([‘P]n> = ‘I’A,E([Spl]n)-
m
Lema 4.4.14. O mapa V_ _ € natural em cada componente.

Demonstracio. Adaptando os diagramas das provas dos Lemas 4.3.17 e 4.3.18 para o

contexto atual conclui-se a prova. O

Lema 4.4.15. O mapa V 4y € uma bijegio.

Demonstragdo. A injetividade é imediata. Para provar a sobrejetividade de W4 44 (= ¢.¢)

basta ver que
Uas([paln T{eN)) = &,

para todo ¢ : (3,s',t') — F A. Isto é feito de modo andlogo ao Lema 4.3.19. O

Como consequéncia direta dos lemas anteriores tem-se o resultado:

Teorema 4.4.16. O funtor T"[[—]] : Ad"PASp" — Ad"PASp,, ¢ adjunto a F] :
Ad"PASp,, — Ad"PASpP" d esquerda para cada inteiro positivo n > 3.

4.5 Algebras homogéneas e uma generalizacao do caso n igual a 3

Nesta secdo, estenderemos o par de adjuncio (7°[[—]], F}) para uma classe maior de
objetos. De modo que, quando restrita aos objetos 3-admissiveis, o novo par de adjuncao

seja exatamente o par original.

45.1 Algebras homogéneas

Definicao 4.5.1. Dizemos que uma dlgebra pseudocompacta A é graduada se A pode

escrever-se como produto de subespacos fechados H A; de tal modo que a;a; € A;y; sempre
=0
que a; € A;,a; € Aj.

O subespaco fechado A,, é chamado de componente homogénea de grau n; e

cada elemento de A,, é chamado de elemento homogéneo de grau n.
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Exemplo 4.5.2. A dlgebra tensorial completa T[[X,U]] é uma dlgebra pseudocompacta
graduada. X2 é a componente homogénea de grau 0; U, a componente homogénea de grau 1;

e assim por diante.

Definig¢ao 4.5.3. Dizemos que um ideal fechado I de uma dlgebra pseudocompacta gra-
duada A é homogéneo se existe um conjunto gerador do ideal I formado por elementos

homogéneos.
0)
Exemplo 4.5.4. Seja k[[Q]] a dlgebra de caminhos da aljava Q) : 1 . Sea graduagio
.
de k[[Q]] € dada pela graduag¢io do Exemplo 4.5.2, entao o ideal
I=(XY -YX X" Y- X734+ X°v*)

¢ um ideal homogéneo de k[[Q]] gerado por elementos homogéneos de grau 2,7 e 9.

Definicao 4.5.5. Dizemos que uma dlgebra pseudocompacta bdsica A ¢ homogénea se

existe um homomorfismo de presentagdo ¢ 4 : T[[ﬁ, ;(ﬁ)

] = A tal que kerp 4 € um ideal

homogéneo.

Exemplo 4.5.6. Seja k[[Q]] a dlgebra de caminhos completa do Exemplo 4.5.4. Entao
k[Q]] o k[[X, Y]]

(XY —YX,X7,Y9— X6Y3 4 XoV4) ~ (X7,Y9 — X6Y3 + X5Y4)

¢ homogénea.

Exemplo 4.5.7. Sejam ¥ uma dlgebra pseudocompacta semissimples e U um ¥-bimaodulo

pseudocompacto. Entdo

T, Ul
ST, U]))

¢ uma dalgebra pseudocompacta homogénea para todo inteiro positivo n.

Observacio 4.5.8. Cada dlgebra pseudocompacta ¥ em PAlg® é uma dlgebra homogénea.

Com efeito, o nicleo de qualquer homomorfismo de presentacao @y de Y € tal que

J(Z J(Z
P (Tl 7)) € keren © P (Tl A1)

Isto é, o conjunto gerador de kerys, € uma combinacao de elementos homogéneos de grau

2 com todos os elementos homogéneos de grau 3.

Seja ¥ uma 4lgebra pseudocompacta com J3(3) = 0. Dado um par de presentagao

(s,t), defina o seguinte ideal de T[[%, L}]2((22))H
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onde

2 T[[J(EE)’ (}]2((232))]] by

é o homomorfismo de presentacao induzido pelo par (s,t).

Observagao 4.5.9. O ideal I, independe da escolha de (s,t). Bastar ver que para qualquer

outro homomorfismo de presentagio % induzido de um par de levantamentos (s',1'), tem-se

(02— vt) (FH875) € /) =0
Chamaremos o ideal Iy, de ideal quadratico de ..

Definigao 4.5.10. Para cada dlgebra pseudocompacta ¥ com J3*(X) = 0, definimos a
algebra pseudocompacta quadrdtica de > como sendo a dlgebra pseudocompacta

homogénea

ey

T[[L727
Q] = —

Exemplo 4.5.11. Seja A = k[[X]]/(X?) entio Q[[A]] = A. Mais geralmente, se A é o
quociente da dlgebra tensorial completa T[[ﬁ%ﬂ por um ideal homogéneo gerado

por elementos de grau 2, entao Q[[A]] = A.

Exemplo 4.5.12. A dlgebra pseudocompacta quadritica de k[[X,Y]]/(X? XY2 Y3) éa

algebra pseudocompacta

k([Q)] ~ K[[X, Y]]
QU = (XY - VX, X2 (X2) °
onde Q) : 1 .
L

Exemplo 4.5.13. Para cada dlgebra pseudocompacta 3-admissivel 33,

s JB&)
Tl 7209 )]

T (T35 5205 )

12

by

Logo Is, = 0, portanto,

¢ a algebra quadrdtica de 3.
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4.5.2 Morfismos quadraticos

Sejam (X1, s1,11) e (X2, s2,t5) dois objetos de PASp®. Dizemos que um morfismo
0 (3q,81,t1) = (X9, 82, t2) é um morfismo quadrético se existe um homomorfismo de

algebras continuo

s I s, I
¥ Tl el Tl5ch el

gozando das seguintes propriedades:

1. o diagrama

p) J(21) P by J(22)
Tllysy real Tl7sy Peal

¢21l l@EQ

21 E2

)

comuta, onde @y, é o morfismo de representagao induzido pelo par (s;,t;), i = 1, 2;
2. w(lzl) C Iy,, onde Iy, ¢ o ideal quadratico de ¥;, © = 1, 2.

Observagao 4.5.14. Dados dois morfismos quadrdticos ¢y : (X1, s1,11) = (3o, S2,t2) €
0o ¢ (B9, s9,t9) — (X3, 83,t3), entao existem 1y € Py associados a @1 e po Tespectivamente
gozando das Propriedades 1 e 2. Portanto a composicdo o1 € também um morfismo

quadrdtico porque Wby € um homomorfismo de dlgebras continuo tal que

1. o diagrama

D) J(21) 1 » J(Z2) P2 b3 J(Z3)
Tlysy #eal Tl7& 2o Tl7&5 2o

9021J( %J st

21 Y3

comuta;

2. Yoty (Is,) € (I, C Iy,

Observagao 4.5.15. O morfismo identidade id : (X,s,t) — (X, s,t) é um morfismo

quadrdtico:

> J(X id > J(X
(%5, #2]] (25, 722
WEJ JWZ
X = 2.

As observagoes anteriores asseguram a definicao da categoria abaixo:

Definicao 4.5.16. Denotamos por QPASP® a subcategoria de PASP® com os mesmos

objetos e cujos morfismos sao morfismos quadrdticos.
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Exemplo 4.5.17. Seja (k[[X]]/(X?%),s : T = T1,t : X — X) um objeto de PASp®.
Cada homomorfismo de dlgebras ¢ : (k[[X]]/(X?),s,t) — (k[[X]]/(X?),s,t) tem a forma
©(X) = AX, X € k. Portanto, definindo

¥ k[[X]] —— K[[X]]
pondo (X)) = AX, tem-se:

1. o diagrama comutativo
P
k[[X]] —— KIIX]]

7{ Jﬂ

k[[X]] k[[X]]
(X2) @ (x=)°

onde a projegio canonica m : k[[X]] — k[[X]]/(X?) é o morfismo de representacdo
induzido pelo par (s,t);

2.9 (Tu) = ¥((X7) = (X*) = L.

Isto mostra que cada morfismo o : (k[[X]]/(X?),s,t) — (k[[X]]/(X?),s,t) é quadrdtico.

Exemplo 4.5.18. Seja ¢ : k[[X]]/(X?) — E[[X]]/{(X?) um homomorfismo de dlgebra.
Para quaisquer pares de levantamentos (s,t) e (s',t") de k[[X]]/(X?) e k[[X]]/(X?), ¢ :
(R[[X]])/{X?, s, 1)) — (K[[X]]/(X3),s',t') é um homomorfismo quadrdtico se, e somente se,
©(X) = 0. Com efeito, cada homomorfismo de dlgebras o : k[[X]]/(X?) — k[[X]]/(X?)
tem a forma
X = NX7,

onde N € k. Seja o(X) # 0 um morfismo quadrdtico, entdo, pela Propriedade 2 de
morfismo quadratico, existe um homomorfismo de dlgebras ¢ : k[[X]] — k[[X]] mapeando
Tixyyxzy = (X?) em Ixyxzy = 0. Logo ¥ é o homomorfismo definido por (X) = 0,

mas isto contradiz a Propriedade 1 dos morfismos quadrdticos

eerx)/xey (X)) # 0= o (X)),

onde p(x)/(x3) € Pr([x]))/(x?) SGo 0s homomorfismos de presentagoes induzidos pelos pares
(s,t) e (s,t).

Observagao 4.5.19. Cada morfismo ¢ : (X1, s1,t1) — (X, S2,t2) € um morfismo quadrd-
tico sempre que Xy € uma dlgebra pseudocompacta 3-admissivel. Como foi observado no
FEzxemplo 4.5.13, Is, = 0, logo nossa unica preocupacao é encontrar um morfismo gozando

da Propriedade 1. Isto se da pela Proposicao 3.3.5.
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Proposicao 4.5.20. Sejam (s;,t;) e (s, t;) dois pares de levantamentos da dlgebra ; €
QPASp?, i = 1,2. Entdo existe um isomorfismo entre os morfismos quadrdticos partindo
de (31, 81,t1) e chegando em (g, so,19) € 0s morfismos quadrdticos partindo de (34, s}, t))

e chegando em (X, sh,th). Isto €,
HOIHQPASPS <(21, 81, t1)7 (22, 82, tQ)) = HomQPASPS <(21, 8/1, tll)7 (22, 8,2, té)) .

Demonstragdo. Sejam oy, e 5, os homomorfismos de presentagdes induzidos dos pares

de levantamentos (s;, ;) e (s}, t;) respectivamente com i = 1,2. Como kerpys, = kergy, =

1) 71

Iy, + J3 (T[[ Jéﬁ), ﬂé%]]), entao, pela propriedade universal do quociente, existem,

tais que os diagramas

T[[ S J(E) H et ) T[[ 2 J(E) ]] = 5,

J(Z0) J2(%) J(3:) J2(%)
Wﬁil % WIZ,L\L 6,21
by

2
comutam respectivamente para ¢ = 1, 2. Defina
Q: HOmQPASPB ((21, S1, tl), (22, S, tg)) — HOmQPASp3 ((21, 5/1, tll), (EQ, 812, té))

pondo
Q) = Os, 005,

Vejamos, primeiramente, que Q(p) : (X4, 87, t)) — (X2, s5,t5) é um homomorfismo qua-
drético sempre que ¢ : (X1, s1,t1) — (29, So,t2) ¢ um morfismo quadratico. Por definigao,

existe um homomorfismo de algebras continuo

. P J(X1) > J(32)
v TlGEs el = Tl 7=ew

tal que:

1. o diagrama

) J(21) P by J(22)
Tllysy real Tl7es Peal

l@EQ

2

[0

—

comuta;

2. ¢<]E1) g IEQ'
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Logo 9 é também um morfismo satisfazendo

Qp)ps, = Os,00% 0%,
= Os,pps,
= Os,p05,0
= 5,0

Assim, Q(p) é também um morfismo quadratico.

Defina
Q_l . HomQPASp3 ((21, 8/1, ti), (22, 8,2, tl2)> — HomQPASp3 ((21, S1, t1)7 (22, S92, tg))

pondo
O p) = 05,905,

-~ . / o / _
Como 0y, e Ox, sao inversas uma da outra, basta ver que bs, 05, 5. = ¢y e b0y Os,.05, = px,,

segue-se que e Q7! sdo inversas uma da outra. O

Seja H : PAlg® — PASp® um funtor quase-inverso do funtor esquecimento

U: PASp? — PAIlg®
(3, 5,t) +— by
® = e

Defina Q,PAlg® a subcategoria de PAlg® com os mesmos objetos e cujos morfismos
entre os objetos ¥; e ¥y sdo todos os morfismos quadraticos entre HY; e HY,. Pela
proposicao anterior, se G ¢ um outro funtor quase-isomorfo ao funtor esquecimento U,

entdo as categorias Q,PAlg® e Q,PAlg® sido equivalentes. Além disso, o funtor

H': QuPAlg® — QPASp?
» N HY
® — He

é um funtor pleno, fiel e denso, portanto, as categorias QyPAlg® e QPASP® sdo equiva-

lentes.

Para melhor compreensao, continuaremos trabalhando com as categorias onde os

pares de levantamentos sao destacados.

4.5.3 Funtor quadratico

Definicao 4.5.21. Seja A uma dlgebra pseudocompacta em PAlg. Um par de levanta-

mentos (s,t) € chamado de quadrdtico se o ideal quadrdtico 1 A estd contido no nicleo
T3(4)

do homomorfismo de presenta¢io v induzido pelo par (s,t).
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Exemplo 4.5.22. Seja A a dlgebra dada pela aljava com relagoes:

4
Q: / 'X ,  af —ady=0.
1 2 5 3

«

Observe que

A kQ

JHA) (o, adv)’
portanto o ideal quadrdtico de A/ J*(A) € o ideal

I 42 = {(ap).

J3(A)

Considere os pares de levantamentos (s,t) e (s,t') definidos por

J(kQ)
€ = &
. J(kQ) J(kQ)
a = a a = o«
g = B B = B0
O e O A
5 = 0, 6 = 0.

Os homomorfismos de presentagioes @, ¢’ : kQa — A induzidos pelos pares (s,t) e

(s,t") respectivamente sio definidos por

o e — € oo e
a = o o (e}
g o= B g o= B—dy
Y= v v
o — 0 o — 0.
Como
p(ap) =apf #0,

seque-se que (s,t) nao é um par de levantamentos quadrdtico. Por outro lado,
¢'(af) = af — ady =0,

logo (s,t') € um par de levantamentos quadrdtico.
Seja QPASp a subcategoria de PASp definida do seguinte modo:

(1) os objetos sao triplas (A4, s,t) tais que (s,t) é um par de levantamentos quadratico;
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(77) os morfismos entre os objetos (Ay, s1,t1) e (Aa, s9,t2) sdo todos os morfismos ¢ :
A; — A, tais que p3 : (%,msl,mtl) — (%,ms%mb) ¢ um morfismo
quadratico, onde m; : A; — A;/J3(A;) com i = 1,2.

Defina
Fé : QPASp — QPASp3

pondo, nos objetos,
Fé(A7 S, t) = (ﬁv s, ﬂ—t)

e, nos morfismos,

F?:(SO) = 3.

Observagao 4.5.23. F;(y) é um morfismo quadrdtico pelo modo que a categoria QPASp

foi construida.

Seja ~3 a relagdo de equivaléncia induzida pelo funtor Fj. Portanto, podemos
considerar o funtor

F3 : QPASp, — QPASpP®,

induzido pelo quociente por ~3, onde

QPASp; = QPASp/ ~; .

Seja T®[[—]] o funtor definido em 4.4.11. Entéo

T[[(K[[XN/{X?), masq, mat)]] = (K[[X]], 5. to).
onde (s0,t0) & o par de levantamentos candnico de k[[X]]. Dado um morfismo
o+ (k[[X]); 5q. tq) — (K[[X]]/(X®), M350, mstq),
entdo ¢ tem a forma o(X) = M X + Ao X, portanto,
s+ R[X]]/(X?) — E[[X]]/(X7)

¢ definido por ¢3(X) = MX + Ao X . E facil ver que o morfismo v : k[[X]] — k[[X]]
mapeando X em M\ X + X\ X2 é tal que o diagrama

KIIX]) —2 k[[X]]

X3) " ws T (x%)



Capitulo 4. A categoria das dlgebras pseudocompactas basicas e adjungoes 74

onde a projecao m é o homomorfismo de presentagao induzido pelo par de levantamentos
(m380, Tatg). Logo s 1 (K[[X]]/(X?), m3sq, msts) — (K[[X]]/(X?), w350, m3t3) é um mor-
fismo quadrético, portanto, ¢ : (k[[X]], sg,tq) — (K[[X]]/(X?), 7350, m3t3) é um morfismo

quadratico. Ou seja,

Hompasp, (([[X]], sq. o), (XA, 7350, stq)) = Hompag, (K[[X]], 251) .

Por outro lado, pelo Exemplo 4.5.18,

k k
Homgpagps ((%, 250, Tatq), (%, 350, Wth))

¢ um conjunto com um unico morfismo. Portanto nao existe um isomorfismo entre

Homgqpasp, <T3 [[( k&)gy , M28Q, Tatg)]], ( k([)[()gy , T35Q, 7T3tQ))

E[[X X
HomQPAspg,((%,ﬁsQ,wt ) F’(<[[ ]>] 7r38Q,7r3tQ)>)

Este exemplo mostra que o adjunto a esquerda de Fj, caso exista, nao é a algebra

tensorial completa T'[[—]]. Ou seja, caso exista, o funtor
QPASp® — QPASp,

serad um refinamento da adjuncao (7°[[—]], F3), porque, restrito aos objetos 3-admissiveis,
o novo adjunto se comportara como o adjunto provada na se¢ao anterior. Mostraremos

que a algebra pseudocompacta quadratica Q[[X]] de ¥ é o refinamento procurado.

Dado um objeto (X, 5,t) € QPASP?, defina

Q7. 5,0 = (QUEI] w150, Ty ta)

onde Q[[X]] é a dlgebra pseudocompacta quadratica de X definida em 4.5.10, (sq, tQ) é

o par de levantamentos canonico de T[[J(E), é((z))]] e Ty T[[J(EE), JJQ(E ] — Q[X]] é

pI'OJ e(;ao canonica.

Observacao 4.5.24. Seja
J(2) )

Tll 5ty 72
e

a dlgebra pseudocompacta quadrdtica de Y. Entao Q[[X]]/J2(Q[[X]]) € isomorfo a

J(Z
(7%, ,2@))1}

Is+J3(T([+55 7= JQ((ZE))”) '
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Logo Is, é também o ideal fechado quadrdtico de Q[[X]]/J*(Q[[X]]). Como o homomorfismo

de presentagdo induzido pelo par (W[ZSQ7 ﬂlth) ¢ a projecao

mr Tl 22— QI

seque-se que (stQ,W}EtQ) ¢ um par de levantamentos quadrdtico. Logo Q°P[[(X, s,t)]] €
um objeto em QPASp,.

Exemplo 4.5.25. Seja (X, 5,t) um objeto em QPASP®. Se ¥ ¢ uma dlgebra pseudocom-

pacta 3-admissivel, entdo
Q7,5 1)) = T*(S,5,0)]] = (T35 7]l sa:ta),

onde T3[[—]] € o funtor definido em J./.11.

Dado um morfismo quadratico ¢ : (31, s1,t1) — (X9, 9, t2), por defini¢do, existe

um homomorfismo de algebras continuo

. 2 JE) Sy J(E2)
1/) . THJ(Y;)’ J2(211)H THJ(EZ): JQ(EQQ)H

tal que w(lzl) C Iy, e ppy, = @x,1, onde ey, é o homomorfismo de presentacao induzido

pelo par (s;,t;) para i = 1,2. Logo existe um tinico homomorfismo de algebras continuo

¥ Q[[E1]] = Q[[%.]]

tal que o diagrama

D) J(21) P by J(22)
Tllysy real Tl7&s Peal

7T121l szz

QB e Q)

comuta.

Lema 4.5.26. Seja ¢ : Q[[X1]] = Q[[X2]] 0 morfismo definido acima. Entao o diagrama

Q=] —2 Q[[%]

[N l l@zg

ElﬁEQ

comuta.

Demonstragdo. Sabemos que os diagramas

J(= ¥ J(= ) J(Z1) Y by J(22)
T[[J(Ezll)y JQ((Ell))H T[[J(Zg2)7 JQ((ZZQ))H T[[ . : ]] T[[J(zi)’ JQ(EZQ)]]

ﬂﬁzll Lng ”Izll lﬂfzz

o _ o QII=A] QI

@+
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comutam. Para ¢ = 1,2, tem-se ¢y, 7, = ¢x,, logo
K

@Zg © @ © ﬂ—le = @Eg © 7T122 © 770
- ¥s, © w
= ¥ oYy,
= poPy © T, -

Portanto @y, = 9y, 9. O]
Observagio 4.5.27. O morfismo 1 : Q*P[[(X1, s1,t1)]] = QF[[(X2, s2,12)]] € um morfismo
em QPASD, isto €,

7’Mﬂ'ﬂ'$ TR Mﬂ'ﬂ' 5Qy, T
v (JS(QHZJD’ TS T ) (J3(Q[[22]])’ 15, 5u T Tr, Qs )

¢ um morfismo quadrdtico. Basta observar que o diagrama

T[[J(Ezll)’ ﬁ(éll))“ : THJ(EEQz)’ ﬁ(@)“
m{ sz
Q[[>l] = Q[[>]]

| ;
Q[[>1]] Q[[>2]]
JHQI[ZA) Dy JHQIE2]])

comuta e que T3y, € 0 homomorfismo de presentagio induzido do par (7r37T12 50, Wéﬂ}thi).

Defina
Q" [[l] = [¥]s,
onde [1)]3 é a classe do morfismo ¢ médulo ~3. Provaremos que
Q[[~]] : QPASP’ — QPASp;,
¢ um funtor.

Dado um par de levantamentos (s, t) da dlgebra pseudocompacta . com J3(X) = 0,

entao, o nicleo do homomorfismo de presentacao

J(Z
"2 THJ(EZ)a JQ((Z))H by

¢ dado por J? (T[[%, ﬂ@ﬂ]) + Ix. Logo existe tinico
Px:QE] =2

tal que o diagrama

) J(2) >
T( 2y, 28] 25 5

|
Q[[%]]

comuta.
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Observagio 4.5.28. kerpy, = J3(Q[[Z]]).

Lema 4.5.29. O mapa Q**[[¢]] é bem-definido.

Demonstragao. Seja ' : T[[J(Ezll), ﬁ(éll))]] — T[[J(E§2), %H um outro homomorfismo

gozando das Propriedades 1 e 2 dos morfismos quadraticos e seja 1’ : Q[[31]] — Q[[X2]] o

homomorfismo induzido por ¢’. Entao, pelo Lema 4.5.26,
Im (¢ — ¥') C kergy, = JH(Q[[%2]),
isto é, [@]3 = [W]:; ]

De modo analogo a prova da Proposicao 4.3.11 da Secao 2, com o diagrama

comutativo do Lema 4.5.26, tem-se:
Proposicao 4.5.30. O mapa Q**[[—]] : QPASp® — QPASp, ¢ um funtor.

Chamaremos o funtor Q*?[[—]] : QPASp® — QPASp, de funtor quadratico.

Provaremos que o funtor quadratico é adjunto a esquerda do funtor F3.

4.5.4 A adjuncao para o caso n igual a 3

Provaremos que o par de funtores (Q*P[[—]], F3) é uma adjuncao. Construiremos

transformacoes naturais
¢ : Q7[[F3=]] = idqpasp,

n :idgpasp? — F3Q7[[—]]

satisfazendo as equacoes da unidade-counidade:
idp, = Fye onpy,  idgary) = Q[[=]] o Q[In]]-

Dado um objeto (A, s,t) € QPASp;, como o par de levantamentos (s,t) é qua-
dratico, isto é, I4 C kerpy4, onde I4 é o ideal fechado quadratico de A/J3(A) e pa é 0

homomorfismo de presentagao induzido pelo (s,t), segue-se que existe
Pa: Q[IA]] — A

tal que o diagrama

NIA\L T pa

Q[[F3A]]
comuta. Defina, para cada objeto (A, s,t) € QPASp,,
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ea=[Pals: (Q[[FgA]],mASQ,mAtQ) — (A,s,t),
onde o subindice A de ¢ indica a tripla (A, s,t).

Proposicao 4.5.31. O morfismo ¢y : (Q[[FgA”,?T[ASQ,ﬂ'[AtQ> — (A, 3,25) ¢ um mor-
fismo em QPASP.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que o morfismo

R T R A )
¢ um morfismo quadratico, onde 73 e 74 sdo as projegoes candnicas. Pela definicdo de @4,
o diagrama
QURBA —"— 4
”ﬂ }rg
A

QIIF3A]]
SRIFAD  gas ™ J3(A)

comuta. Os pares de levantamentos (71'37'['1 50, T3 AtQ) e (m}s, mit) induzem os homomor-

fismos de presentagoes

) A J(A) Q[[F3A]] . A JA) A
™ Tll5%y> 72y ) mmap A Tl Zall = 7w
respectivamente. Entao a identidade id de T[[ﬁ, ﬁ(ﬁ)]] ¢ o homomorfismo de 4lgebras

continuo gozando das Propriedades 1 e 2 dos morfismos quadraticos. De fato, das igualdades

mhoaid = mhpa
= Wé@”m
= PA3T3TI,
= @37‘—7
segue-se que o diagrama
A J(A) id A J(A)
T[[J(A)7 JQ(A)H T[[J(A)a Jz(A)H
“J JTF{;,SOA
Q[[A]] A
J3(QIA]) Pas J3(4)

comuta. Logo ©45 goza da Propriedade 1. A Propriedade 2 resulta diretamente do ideal

quadrético de Q[[F3A]]/J3(Q[[F3A]]) ser 14. O

Proposicao 4.5.32. O mapa €4 é a componente natural em (A, sa,ta) de uma transfor-

magio natural € : QP [[F3—]] — idqpasp,-
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Demonstragio. Dado um morfismo [¢]s : (A4, sa,ta) — (B, sp,tp) em QPASp,, provare-

mos que o diagrama

QlIFsA) —4, QR B))
[W]iil l[@]s
A B
[]3

comuta.

Seja 1) um representante da classe Q[[F3¢]]. Pela Proposicio 4.5.26, o diagrama

QlIF3A)] —— Q[[F:B]]

TFAQDAJ lﬂ'BﬁoB

A B
J3(A) Fsp J3(B)

comuta, onde w4 : A — A/J3(A) e mp : B — B/J*(B) sdo as projecoes. Entao

TEPEY = TpPRY
= F3907TA<,0A
Fsomapa

= TBRYPA.

Logo Im(@pY — ¢pa) C J3(B), portanto, [@g1]|3 = [¢P 43, concluindo o resultado. [

Dado um objeto (X, s,t) em QPASp®, como

Q[[X]
JHQIEN)

existe um unico isomorfismo de algebras continuo

QI
L EI(a] (]}

Il

)

— )

tal que o diagrama

T[[ b)) J(E))H (2> »

I®) 72 P
|
J‘"’C(?C[Q[ﬁg]])
comuta. Defina
ns = (81 (o ms5e: Trste),

onde o subindice ¥ de 7 indica a tripla (X, s, t).
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Do diagrama comutativo

T35y rel) —— Tlgy 7yl

NORRE) NORREI)
| I
X T
tem-se o seguinte resultado:
Proposigao 4.5.33. O morfismo os17' : (3, s, tx) — (%, SQw, toy) € um morfismo

quadrdtico.

Proposicao 4.5.34. O mapa ns, € a componente em (X, sy, ts) de uma transformagao

natural n : lgpasps — F5Q°P[[~]].

Demonstragio. Dado um morfismo ¢ : (X1, s5,,ts,) — (X2, 55,,ts,) em QPASpP?, prova-

remos que o diagrama

21 ? Z2
Uzll JWZQ
Q[[*1] Q[[>2]]

BRIELD  Fer(y] = J(QIX:])

comuta. Seja 1) um representante da classe Q*P[[p]]. Dos diagramas comutativos

QI — s Oz QU —— QU]
= o I
e Jﬁé%é]l]n) Foo J3C(2c[2[§§]2]n)

1T QIE]
Q[[X4]] NEI(@](h])

l /Ei,l'_l

>

P,

~

conclui-se que
T, ©9PE, = Pwa 9PE,
= o5, P
= 7T2@
FS@ oMM

= Fyops,, 'ox,

= Fppo %, Py, -
Logo 15, = Fyp o s, O

Teorema 4.5.35. O funtor Q*’[[—]] : QPASp® — QPASp, ¢ adjunto a F3 : QPASp; —
QPASpP? d esquerda.
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Demonstracao. Iremos provar que as equagoes da counidade-unidade sao satisfeitas. Isto
é, para cada A = (A, sa,ta) € QPASP,,

idpa = F3e4 0 Npya,
e, para cada ¥ = (X, sy, ty) € QPASP?,

idgsr (s = equr[zy © @ [[ns]]-

Decorre diretamente do diagrama comutativo

» J(X id > J(X)
Tl 22— T[S, 42
Wzl lﬂ
~1 Q>
> #e.1 J3QIEN
que Q[[ns]] = [id]s. Como o homomorfismo de presentagao induzido pelo par de levanta-

mentos (Sqgs,, toy) € a projecao de T[[%7 ﬂ%]] em Q[[X]], segue-se que gy ¢ também a

identidade. Provando a veracidade da segunda igualdade da equagao da counidade-unidade.

Mostraremos agora que a primeira equacao da counidade-unidade é verdadeira.

Pelos diagramas comutativos

QFsA]] — 22— A

/ T3 //’//
" | e
- J3(A)’

Q[[FsA]] A Q[IFsA]]
SQUFBAY)  Fsp, J3(A) QAN
A JA) u Q[[F3A]] A JA A
Tll76y 2] memsay Lty =] A
ﬂ_/lJ/ / ﬂ,NJ/ ¢A
Q[F3A]] Q[[F3A]]
tem-se
Fsp, 00 A 71_1O7T3QOA = Fsp om
J3(A)
— F3¢3 o 7T/ o 7T//
= T3P AT
= T3P A-
Logo F3p 4 o @A/Js(A)J_l = id4/3(a)- Isto conclui a demonstracao. O

Observacio 4.5.36. Quando restringimos ds subcategorias Ad*PASpP® e Ad3PASp3,
definidas em 4.4.7 e 4.4.8 respectivamente, de QPASp® e QPASPp, respectivamente, temos

ezatamente o par de adjuncio (T3[[]], F3) da secdo anterior.
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Exemplo 4.5.37. A componente natural da counidade € no objeto (k[[X]]/(X?), m25¢q, mato)

¢ a classe modulo ~3 da identidade
id « K[[X]]/(X7) — K[[X]]/(X?).
Exemplo 4.5.38. Seja A a dlgebra dada pela aljava com relagoes:

4
Q: / 'X , af —ady=0.
2 5 3

1

«

Considere o par de levantamentos quadrdtico (s,t), onde s : kQ/J(kQ) — A é o levan-
tamento definido por s(&) = & et : J(kQ)/J*(kQ) — A € o levantamento definido

por

a — o«
B = =10y
vy o Y
5 = d.

Entao a componente natural da counidade € no objeto (A, s,t) é a classe modulo ~3 do

homomorfismo de dlgebras

. Q.

€4 (of) — A
definido por
e — 2F
a a
B = B0y
s 7
o J.

Exemplo 4.5.39. Seja A a dlgebra dada pela sequinte aljava com relacoes:

()

X
Q: 1 XY -YX =XV + X?V?+Y° =0.

5

Set: J(A)/J*A) — J(A) é o levantamento definido por t(X) = X — XY? ¢

t(Y) =Y, entdo a componente natural da counidade ¢ em (A, 1+ 1,t) é a classe mddulo

~3 do homomorfismo

<l

definido por ea(X) =X — XY2 eecy(Y) =
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Definicao 4.5.40. Dizemos que uma dlgebra pseudocompacta A é quase-quadrdtica

quando existe um par de levantamentos quadrdtico (s,t) de A.

Corolario 4.5.41. Seja A uma dlgebra pseudocompacta quase-quadrdtica com o par de
levantamentos (s,t). Dado um morfismo quadrdtico [0]s : Q°F[[X]] — (A, s,t), onde ¥ é
uma dlgebra pseudocompacta com J3(X) = 0, entdo existe um nico homomorfismo de
dlgebras € : 3 — A/ J3(A) tal que o diagrama

A

|
€A

Q[[F3A]] o Q[[X]]

comuta, onde €4 € a componente natural da counidade € em (A, s,t).

Exemplo 4.5.42. Segue abaizo uma lista de dlgebras pseudocompactas quase-quadrdticas:

(i) dlgebras A com J*(A) = 0;
(79) dlgebras 3-admissiveis;

(1i1) dlgebras homogéneas.

4.6 Apontamentos sobre o caso geral

De maneira andloga a Segao 4.4, daremos uma ideia de como a adjuncao (Q*[[—]], F3)
da secao anterior pode ser adaptada para qualquer inteiro n > 4. J4 que os argumentos

sao analogos aos argumentos da secao anterior, omitiremos as provas.

Seja Ad" 'PASp" a subcategoria plena de PASp™ cujos objetos sio triplas (%, s, t)

tais que X é uma algebra (n — 1)-admissivel, ou seja,

T (Tl eyl < eres € (Tl #350)

onde sy, é o homomorfismo de presentagao induzido pelo par de levantamentos (s, t).

Observagao 4.6.1. Quando n = 3, tem-se
X J()

Py )

) € kergs © J2(T([535, A2).

Mas isto é vdlido para todos os objetos (2, s,t) em PASp®. Logo Ad*PASp? = PASp®.

Seja (X, s,t) um objeto em Ad" 'PASp”. Defina o seguinte ideal de T[[%, ﬂ(@)]]

. J(2 . J( @n—l
Is, 1= <x < T[[%, JQ((Z))]] : ¢ € kerps, N % > :
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onde oy : T [[%E), ;(@)]] — Y é 0 homomorfismo de presentacao induzido pelo par de

levantamentos (s, t).

Observacao 4.6.2. O ideal I5,,,_1 definido acima independe de escolha de par de levanta-
mentos (s,t). De fato, seja (s',t') outro par de levantamentos e seja @& o homomorfismo

de presentagao induzido pelo par (s',t'). Entao

@n—l n
(pm =) (7 ) €M@ =0
Observacao 4.6.3. Se n = 3, entao o ideal Is 5 € o ideal quadrdtico de 3.

O ideal Iy, de T[[%, %H ¢ chamado de ideal (n — 1)-adico de X. Para

cada algebra pseudocompacta (n — 1)-admissivel ¥ com J"(A) = 0, podemos associar a

algebra pseudocompacta homogénea

QS]] = THJ;?;‘%(@)H

Chamaremos a algebra pseudocompacta Q"[[X]] de dlgebra pseudocompacta (n — 1)-
adica de .

Sejam (X1, 51,t1) e (29, 89,t5) dois objetos de Ad" 'PASp™. Dizemos que um
morfismo ¢ : (X1, $1,t1) — (X2, S, t2) é um morfismo (n — 1)-adico quando existe um

homomorfismo de algebras continuo

) % J(E) Yy J(Z2)
v Tl5ay el Tll76 2ewl

gozando das seguintes propriedades:

1. o diagrama

5 J(E) Y sy J(32)
T[[J(le)’ JQ(Ell)]] T[[J(EZ)? J2(222)H
<P21l leQ
21 %) 22

comuta, onde @y, é o morfismo de representagao induzido pelo par (s;,t;), i = 1, 2;

2. w(lghn_l) C Iy, -1, onde Iy, é o ideal (n — 1)-adico de ¥;, i = 1,2.

De modo analogo as Observagoes 4.5.26 e 4.5.15, prova-se que a composicao de
dois morfismos (n — 1)-adicos é também um morfismo (n — 1)-adico e a identidade
id : (%,s,t) — (3,s,t) é sempre um morfismo (n — 1)-adico. Logo podemos definir a

seguinte subcategoria de Ad" 'PASp™:

Definicdo 4.6.4. Denotamos por Q" 'PASp" a subcategoria de Ad" ' PASp"™ com os

mesmos objetos e cujos morfismos sao morfismos (n — 1)-ddicos.
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Seja Q" 'PASp a subcategoria de Ad" 'PASp definida do seguinte modo:

(1) os objetos sdo triplas (A4, s,t) tais que A é uma algebra pseudocompacta (n — 1)-
admissivel e (s,t) é um par de levantamentos tal que 4 /I (A)m—1 esta contido no

nticleo do homomorfismo de presentagao ¢4 induzido pelo par (s,t);

(74) os morfismos entre os objetos (A, s1,t1) e (Ag, S9,ts) sdo todos os morfismos ¢ :

: (A A ,
A; — Ay tais que @, : (ﬁ,msl,mtl) — (#2),7?252,7?2752) é um morfismo

T (

(n — 1)-adico, onde m; : A; — A;/J"(A;) com i =1,2
Defina

F) - Q" 'PASp — Q" 'PASpP"

pondo, nos objetos,
F/ (A, s,t) = (J%W,Wns,ﬂnt)

e, nos morfismos,
F;L(QO) = ©n.

Seja ~, a relacdo de equivaléncia induzida pelo funtor F). Portanto, podemos
considerar o funtor

F, : Q" 'PASp, — Q" 'PASp",

induzido pelo quociente por ~,,, onde

Q" 'PASp, = Q" 'PASpP/ ~,, .

Dado um morfismo n — 1-ddico ¢ : (X1, $1,t1) — (2e, S2, t2), por definigdo, existe

um homomorfismo de algebras continuo

) v, J(Z1) S, J(32)
VTGRS 72| Tl7Es #ea)
tal que ¢(le,n—1) C Iy, no1 € 9oy, = pn,v, onde ey, ¢ o homomorfismo de presentacao
induzido pelo par (s;,t;) para i = 1,2. Logo existe um tnico homomorfismo de élgebras

continuo
U QM[%1]] = Q"[[%]]

tal que o diagrama

2 J(E) ¥ Sy J(2)
Tll755 72w ] T55y 72w )]

wlzl,nfll J’”EQ,nﬂ
Q] e @[S

comuta.
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Defina
Q"*[[-]] : Q" '"PASP" — Q" 'PASp,

pondo, nos objetos,
Qn7sp[[(27 S, t)]] = (Qn[[z]]’ TIs n-15Q> ﬂ-fz,nfth)

e, nos morfismos,

Q"[lgl] =¥
De maneira andloga a Secao 4.5.3, tem-se:

Proposigao 4.6.5. O mapa Q™**[[—]] : Q"'PASp” — Q" 'PASp,, é um funtor.

Podemos entao enunciar o
Teorema 4.6.6. O funtor Q™*[[—]] : Q" 'PASp" — Q" 'PASp, ¢ adjunto a F, :
Q" 'PASp, — Q" 'PASpP” d esquerda.
Demonstracao. Similar ao que foi feito na Secao 4.5.4. n

Exemplo 4.6.7. Fizemos n = 4. Seja A a dlgebra dada pela sequinte aljava com relagoes:

5)
Q: s " ., afy—apén=0.
3/7\4

L2

Considere o par de levantamentos (s,t), onde s : kQ/J(kQ) — A € o levantamento
definido por s(&) =& et : J(kQ)/J*(kQ) — A € o levantamento definido por

a (e}
B = B
R ]
)
noe=om
seque-se de
A kQ

2

JHA) — (apBy,aBdn)
que 14,514y = (afB7). Como o homomorfismo de presentagio v : kQ — A induzido pelo
par (s,t) é definido por

e — 6
a = o«
g o= B
v o=y —0n
0 )
no=m,
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temos 14514y C kertp. Logo (A, s,t) é um objeto em Q*PASp,. Entdo

K kQ kQ |, JRQ)  J(GQ)
@i TR0 hy ! BEO)  ad)

onde s € definido por s(&;) =& et é definido por t(T) =T.

Q478p[[(A’ S, t)“ = (

De modo semelhante a secdo anterior, mostra-se que a componente natural da
counidade em (A, s,t) é o morfismo [¢']; : kQ/{aBv) — A, onde ' é definido por

e — &
a — @
g - B
7 o= y=0n
o 0
no=
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5 Conjectura da dimensao finitistica e as ex-

tensoes de quociente bifinito

Na teoria de representagoes de algebras de dimensao finita, ha varias conjecturas
conectadas entre si conhecidas como “conjecturas homoldgicas”. A mais forte entre elas é
a Conjectura da Dimensao Finitistica. Trata-se de um invariante homologico conhecido

como dimensao finitistica. Dada uma algebra de Artin A, definimos
gl.dim(A) = sup{pdAM M e A—mod}.
fin.dim(A) = sup{pdAM : M € A—mod, pd ;M < oo}

Publicada originalmente por Bass em 1960 como um “problema”; (BASS, 1960),
em pouco tempo, restrita as algebras de dimensao finita, ela foi promovida ao status de

conjectura:

Conjectura 1. (Conjectura da Dimensdo Finitistica) Seja A uma k-dlgebra de

dimensdo finita. Entdo findim(A) < oo.

A conjectura da dimensao finitistica é um dos muitos problemas homolégicos em
aberto. A conjectura da dimensao finitistica esta conectada com a solucdo de outras

conjecturas homoldgicas ainda nao resolvidas. Por exemplo,

Conjectura 2. (Conjetura de Nakayama Forte) Se X é um modulo nio-nulo sobre

uma k-dlgebra A de dimensao finita, entao existe um inteiro n > 0 tal que Ext™ (X, A) # 0.

Conjectura 3. (Conjetura de Nakayama Generalizada) Se S é um maédulo sim-

ples sobre uma k-dlgebra A de dimensao finita, entdao existe um inteiro n > 0 tal que

Ext™(S, A) # 0.

Conjectura 4. (Conjectura da Simetria de Gorenstein ) Seja A uma k-dlgebra
de dimensao finita. A dimensao injectiva de A como A-mddulo a esquerda € finita se, e

somente se, a dimensao projetiva de D(A4) € finita.

Conjectura 5. (Conjectura de Auslander—Reiten) Seja A uma k-dlgebra de dimensao
finita. Se M € um gerador em A—Mod tal que Ext"(M, M) = 0 para todo inteiro positivo

n, entao M ¢é projetivo.

Todas as conjecturas acima seriam verdadeiras se a conjectura da dimensao finitis-
tica fosse verdadeira (AUSLANDER; REITEN, 1975; YAGAMATA, 1996). Ao longo das

ultimas seis décadas, foi desenvolvido uma variedade de artigos na literatura provando
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a conjectura para algumas classes especiais de algebras de Artin, porém a conjectura

encontra-se longe de ser resolvida para caso geral.

Segue-se a lista de alguns casos especiais onde é valida a conjectura:

(1) &lgebras monomiais (GREEN; KIRKMAN; KUZMANOVICH, 1991);
(i) &lgebras A com J3(A) = 0 (GREEN; ZIMMERMANN-HUISGEN, 1991);

(7i1) &lgebras com dimensao de representagao menor do que ou igual a 3 (IGUSA; TO-
DOROV, 2005);

(iv) dlgebras A tais que A/J'(A) é de representagio finita e J*1(A) = 0 (WANG, 1994).

Ainda nao ha um método efetivo para identificar as algebras de dimensao finitistica
finita. O que se tem sao algumas técnicas que permitem concluir a finitude da dimensao
finitistica para alguns casos gerais ou mesmo casos concretos. Por exemplo, nos artigos
publicados em 2004 e 2006, (XI, 2004), (XI, 2006), respectivamente, Xi encontrou uma
caracterizacao equivalente para a conjectura da dimensao finitistica envolvendo extensoes

B C A:

(1) A dimensao finitistica de toda k-dlgebra de dimensao finita ¢é finita;

(2) Para cada extensdo B C A de k-dlgebras de dimensao finita tal que J(B) ¢ um ideal
a esquerda de A, se A tem dimensao finitistica finita entao B também tem dimensao

finitistica finita.

Os artigos (X1, 2004; X1, 2006; XI, 2008; XI; XU, 2013; WANG; XI, 2017) caminham
na dire¢do da caracterizacao (2), isto é, encontrar extensoes B C A com propriedades
suficientemente boas envolvendo o radical de Jacobson de B de modo que seja possivel
controlar a dimensao finitistica de B pela dimensao finitistica de A. Segue uma lista de

alguns resultados relevantes nessa direcao:

(1) (XI, 2006, Theorem 3.7) Seja B C A uma extensao tal que J(B) é um ideal a
esquerda de A e J(B)A = J(A). Se gl.dim(A) < 4, entdo fin.dim(B) < oo.

(i7) (XI, 2006, Theorem 4.2) Seja B C A uma extensao tal que J(B) é um ideal a
esquerda de A. Se a dimensao de representacao de A for menor do que ou igual a 3,

entao fin.dim(B) < co.

(zi1) (XI; XU, 2013, Corollary 1.4) Seja B C A uma extensao tal que J(B) é um ideal
a esquerda de A. Se a dimensao projetiva de A como B-modulo a direita é finita e
fin.dim(A) < oo, entao fin.dim(B) < oo.
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(iv) (WANG; XI, 2017, Corollary 3.8) Seja B C A uma extensao tal que J?(B) = J?(A).
Se gl.dim(A) < 2, entao fin.dim(B) < oc.

Uma outra caracterizagdo equivalente a conjectura da dimensao finitistica foi dada
por Xi e Xu em 2013 envolvendo a dimensao global relativa (XI; XU, 2013, Proposition
2.9).

Em 2017, Marcos e Green mostraram que é suficiente provar a conjectura da
dimensao finitistica para dlgebras conexas por caminhos, isto é, algebras kQ/I, onde @
é um aljava tal que, para cada par de vértices i,j € @)y, existem caminhos p : i — j e
q:j— i (GREEN; MARCOS, 2017, Theorem 6.1).

Neste capitulo, trataremos de extensdes de quociente bifinito, isto é, extensoes
B C A tais que a dimensao de A/B como B-bimddulo ¢ finita. Iusenko e MacQuarrie,
em 2021, provaram que, dada uma extensao B C A de quociente bifinito, se A/B é
um B-médulo a direita projetivo e fin.dim(A) < oo, entao fin.dim(B) < co (IUSENKO;
MACQUARRIE, 2021, Proposition 6.6). Provaremos que o resultado continua verdadeiro
retirando a hipdtese “A/B é um B-médulo a direita projetivo” Isto nos permite dar uma

outra caracterizacao equivalente a conjectura da dimensao finitistica:

(2") Para cada algebra B de dimensao finita, existe uma extensao de quociente bifinito
B C A com fin.dim(A4) < oo.

Para outras abordagens para o problema da conjectura da dimensao finitistica,
recomendamos ao leitor as leituras dos artigos (WEIL, 2009), (WEI, 2011), (GUO, 2019).
Para uma imersao na historiografia da conjectura nas tltimas décadas, recomendamos a
leitura do artigo (ZIMMERMANN-HUISGEN, 2014).

5.1 Preliminares

Seja A uma algebra de Artin. Denotaremos por A-mod a categoria de todos os
A-médulos a esquerda finitamente gerados. A dimensao projetiva de um A-moédulo M

é o menor inteiro positivo n tal que existe uma resolugao projetiva
Po:0—=P, ™™ P 1= =P PSS M-=0

Se nao existir resolucao projetiva de comprimento finito, diremos que a dimensao projetiva
de M ¢ infinita. Indicaremos por pd(4M) a dimensao projetiva do A-médulo M.
Seja
Po: P2 PSP M—0
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uma resolugao projetiva minimal de M. A n-ésima-sizigia de M, denotada por (M),

¢ o nucleo do homomorfismo ¢, _; quando n é um inteiro positivo; e, quando n = 0,
Q% (M) = M (veja, por exemplo, (ZIMMERMANN-HUISGEN, 1991)).

Lema 5.1.1. Seja {Mi}g uma familia de A-mddulos. Entao

pd(A@ MZ> = sup{pd(AMi) i€ I}.

il

Demonstragio. A prova pode ser encontrada em (ASSEM, 1997, Chapitre X, Corollaire
1.3) O

Lema 5.1.2. Seja 0 - L — M — N — 0 uma sequéncia exata de A-modulos a esquerda.
Entao

(i) pd(aN) < sup{pd(aL) + 1,pd(aM)};
(i) pd(aM) < sup{pd(4L), pd(aN)};

(iii) pd(aL) < sup{pd(aM),pd(4N) —1}.

Demonstragio. A prova pode ser encontrada em (ASSEM, 1997, Chapitre X, Corollaire
1.4). m

A dimensao global de uma &lgebra A, denotada por gl.dim(A), é definida por

gl.dim(A) = sup{pd(AM) M e A—mod}.

A dimensao finitistica de uma algebra A, denotada por fin.dim(A), é definida
por
fin.dim(A) = Sup{pd(AM) : M € A—mod, pd(4 M) < oo}

Observagao 5.1.3. Observamos que fin.dim(A) < gl.dim(A). Além disso, ambas coinci-
dem quando gl.dim(A) ¢é finita.

Exemplo 5.1.4. Seja A = k[X]/(X?). Cada A-médulo é da forma [BA] & [BA/J(A)],
veja, por exemplo, (ZIMMERMANN-HUISGEN, 2014). Como

AL AL 5 AT A)J(A)

¢ uma resolugdo projetiva minimal do A-modulo A/ J(A), onde ¢ : A — A é o homomor-

fismo de A-médulos definido por o(f) = fz, seque-se que

0 = fin.dim(A) < gl.dim(A) = oc.
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5.2 Funtores de Torcao

Recomendamos a leitura dos Capitulos IX e X do livro (ASSEM, 1997) para maiores

detalhes sobre este topico.

Sejam m um inteiro positivo. Dada uma resolugao projetiva
Po: oo PP PSS M0

do A-médulo a direita M e dado um A-moédulo a esquerda N, denote por P, ®4 N a

sequéncia induzida

§0n®A1N

1
P @A N 2N b o N B e, N 28

M®s N — 0.
Definimos Tor? (M, N) como sendo
Tor? S (M, N) =ker(om @4 1) /Im(om1 ®a 1y).

Observagio 5.2.1. A definicio de Tor?, +(M, N) ndo depende, a menos de isomorfismo,
da escolha da resolugio projetiva de M. Veja, por exemplo, (ASSEM, 1997, Chapitre X,

§4).

Lema 5.2.2. (i) Sejam M um A-mdédulo a direita, N um A-mddulo d esquerda e
P: - P2 PP NSO
uma resolucao projetiva de N. Para cada n > 0, tem-se os isomorfismos funtoriais

Torly, (M, N) = Tor} (M, kerpy) = . NTor (M, kerp;_q).

(17) Sejam M um A-mddulo a direita, N um A-mddulo d esquerda e
Qu: - —>Q2 Qlwl Qodjo M =0
uma resolucao projetiva de M. Para cada n > 0, tem-se os isomorfismos funtoriais

Toer(M, N) = Torf(kerwo, N) = & Tor (kert),—j, N).

Demonstragio. A prova pode ser encontrada em (ASSEM, 1997, Chapitre IX, Lemme
43). m

Lema 5.2.3. (i) Seja M um A-mddulo a direita. Cada sequéncia exata curta de A-

mddulos a esquerda 0 — N' — N — N"” — 0 induz uma sequéncia exata longa
- — Torl!, (M, N") — Tor2 (M, N') — Tor}(M, N) — Tor{}(M,N") —

o > Tor (M,N") 5+ M@s N - M@, N - M®, N = 0.
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(17) Seja N um A-mdédulo a esquerda. Cada sequéncia exata curta de A-médulos a direita

0—> M — M — M"— 0 induz uma sequéncia exata longa
<o = Torl, , (M",N) — Tor(M', N) — Tors(M, N) — Tor(M",N) — ...
oo = Tor(M",N) = M @4 N - M @4 N = M" @4 N — 0.
Demonstragio. A prova pode ser encontrada em (ASSEM, 1997, Capitulo IX, Théoreme
4.5). O

Lema 5.2.4. As sequintes afirmacoes sdo equivalentes para cada A-modulos a direita M :

(1) pd(Ma) < n;

(17) Tor;‘(M, N) =0 para todo p > n+1 e todo A-méddulo a esquerda N.
Demonstragio. A prova pode ser encontrada em (ASSEM, 1997, Chapitre X, Théoréme
2.9). O
Lema 5.2.5. Seja

0—-P 2 p &b P2 NS0

uma resolu¢ao projetiva finita do A-mddulo a esquerda N. Se M é um A-maodulo a direita
tal que, para cada j > 1, Tor?(M, N) =0, entao

0O MxP, - MP, 41— —>MIPh—>MN —0

¢ uma sequéncia exata.

Demonstracao. Pelo Lema 5.2.3, a sequéncia exata curta
O—>kerg00‘—>Poﬂ>N—>0
induz a sequéncia exata
0 — Tor (M, N) = M @ kergpy — M @ Py —22% M @ N — 0.
Por hipétese, Tor{ (M, N) = 0, portanto, a sequéncia
0— M®kerpg = M ® Py 2% M@ N — 0

é exata. Do mesmo modo, como Tor{ (M, kerp;) = Torf+2(M, N) = 0, segue-se que a
sequéncia
0= M&kerpj1 —+ ME P — M® kerp; — 0

¢ exata para cada 0 < 7 <n — 1. Logo
0O MxP, -MePFP, 41— —>MIFPH—>MN —0

¢é exata, como queriamos demonstrar. O
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5.3 Dimensao finitistica para extensoes de quociente bifinito

Uma extensdo B C A é um par de algebras de Artin B e A tal que B é uma
subalgebra de A com a mesma identidade. A dimensao projetiva de um A-B-bimdédulo X

¢ denotada por pd(4Xp).

Observacao 5.3.1. Se X ¢é um B-B-bimodulo projetivo entdo X € um somando direto de
cdpias de B @, B como B-bimddulo, logo, X € um somando direto de B ®;, B = BY™+8
como B-modulo a esquerda. Portanto X é também um B-modulo a esquerda projetivo.

Pelo mesmo raciocinio, X é um B-modulo a direita projetivo.
Defini¢ao 5.3.2. Uma extensao B C A € de quociente bifinito se pd(pA/Bg) < 0o.

Observagao 5.3.3. A condi¢io pd(pA/Bg) < oo é uma das condigoes de extensoes
limitadas B C A definida em (CIBILS; LANZILOTTA; MARCOS E. N.; SOLOTAR,
2022). Uma extensio B C A é limitada se:

(2) pd(BA/BB) < 00y
(11) A/B € projetivo como B-mddulo da esquerda ou B-mdédulo a direita;
(i11) existe um inteiro positivo n tal que A/B®" = 0.

Observagao 5.3.4. Se a dimensao projetiva do B-bimdédulo A/B € finita, entdao as
dimensoes projetivas de A/B como B-mddulo d esquerda e B-mdédulo a direita também

sdo finitas.

Lema 5.3.5. Se QQ é um B-bimodulo projetivo, entdo Q ®p X é um B-mddulo a esquerda

projetivo para cada B-modulo X .

Demonstragio. A prova encontra-se em (IUSENKO; MACQUARRIE, 2021, Lemma 6.3).
O

Lema 5.3.6. Seja B C A uma extensio com pd(gA) < co. Entdo
pd(pX) < pd(pA) + pd(4X)
para todo A-mdédulo a esquerda X com dimensdo projetiva finita.

Demonstracao. Se P é um A-mddulo a esquerda projetivo, entdo P é um somando direto
de copias de A, portanto, pd(pP) < pd(pA). Dada uma resolugao projetiva minimal
P, - X — 0 de X de comprimento pd(4X), entdo P, — X é também uma sequéncia
exata quando vista como uma sequéncia de B-mddulos & esquerda. Logo pd(pX) é limitada
por pd(4X) + pd(sA). O
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Lema 5.3.7. Seja B C A uma extensio com pd(Ag) < oo. Para cada B-mddulo a
esquerda M e para m > pd(Ag) — 1,

pd(aA ®@p Qp(M)) < pd(pM).

Demonstragio. Se pd(pM) = oo, entao nao ha nada a fazer. Suponha que a dimensao
projetiva de M seja finita e denote por n, a dimensao projetiva de A como B-mddulo a

direita. Sejam m >n, — 1 e
0O—=PFP,—-PFP 11— —BFB—=QFM)—0.

uma resolugao projetiva para o B-médulo Q% (M).

Segue-se do Lema 5.2.2 que

Torf(A, QB (M)) = Torﬂjer(A, M)
para cada j > 1. Como 1+ j+m > ny + 1, entdo, pela versao dual do Lema 5.2.4, temos
Tor? (A, QF(M)) =0

para cada j > 1.

Segue-se do Lema 5.2.5 que a sequéncia

0>A®p P, > AR P,y = > AR Py —> AR QL (M) — 0

é exata. Além disso, a sequéncia acima é uma resolugao projetiva para o A-modulo a
esquerda A®p Q5 (M) porque cada A®p P; é um somando direto de cépias de A®p B = A,

ou seja, cada A ®p P; é um A-mdédulo a esquerda projetivo; logo
pd(4A ®p Q(M)) < pd(pQE(M)) < pd(sM).
]

Teorema 5.3.8. Seja B C A uma extensdo de quociente bifinito. Se a dimensdo finitistica

de A ¢ finita, entdo a dimensdo finitistica de B também ¢ finita.

Demonstragdo. Denote por n, a dimensao projetiva de A/B como B-mdédulo a direita e
por d4 a dimensao finitistica de A. Seja M um B-modulo a esquerda de dimensao projetiva
finita. De modo andlogo & prova do lema anterior, tem-se ToréB (A/B,Qy M) = 0 para

cada 7 > 1. Portanto a sequéncia exata curta de B-bimoédulos
0—-B—A—-A/B—0
induz a sequéncia exata de B-médulos a esquerda

0= QU (M) = Ay QY (M) — (A/B) @5 Q% (M) — 0. (5.1)
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Iremos provar que as dimensao projetivas de A @ QF (M) e (A/B) @p Qg (M)

sao limitadas por um numero independente de M.

Segue-se também da sequéncia exata curta de B-mdodulos
0—-B—A—-A/B—0

e do Lema 5.1.2 que

pd(A) < sup{pd(sB),pd(5A/B)} = pd(pA/B).

Entao, pelo Lema 5.3.7, temos pd(1A ®p Q5 (M)) < pd(gM) < oo, portanto, a dimensao
projetiva do A-médulo a esquerda A ®@p Q' (M) é limitada por da. Logo, pelo Lema 5.3.6,
a dimensao projetiva do B-mdédulo a esquerda A ®@p Q% (M) é menor do que ou igual a
da +pd(gA), ou seja,

pd(5A @5 Q% (M) < dy + pd(5A). (5.2)

Seja
0= Qmn—Qmn1— -+ —>Qy—A/B—0

uma resolugao projetiva do B-bimédulo A/B. Entao segue-se de
Tor? (A/B, Q0 (M)) = 0.
e do Lema 5.2.5 que a sequéncia
0= Qnp"(M) = = Qop Ay (M) — (A/B)®@p Q" (M) — 0

é exata. Além disso, pelo Lema 5.3.5, cada @); ®p Q" (M) é um B-mddulo a esquerda

projetivo; logo

pd(s(A/B) ®p Qf (M)) < pd(sA/Bp). (5.3)
Assim,

pd(zM) < n, + pd(pQg (M))
<+ sup{pd(pA @ Qf (M), pd(5(A/B) ©5 (M) — 1} por 5.1
< o +sup{da+pd(pA),pd(5(A/B) @5 U (M)) =1} por 5.2
< n, + sup{dA + pd(gA),pd(pA/Bg) — 1} por 5.3
< pd(pA/Bp)+sup{ds+pd(sA/Bg),pd(5A/Bg) —1}  por 5.3
< da + 2pd(5A/Bg).
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O Teorema 5.3.8 generaliza (IUSENKO; MACQUARRIE, 2021, Proposition 6.6).

Como consequéncia imediata do Teorema 5.3.8, temos o seguinte resultado:

Corolario 5.3.9. Seja
B=A4,CA C---CA,_1CA,=A

uma cadeia de subdlgebras tal que A; C A;y1 é uma extensao de quociente bifinito para
cadai=0,...,n —1. Se fin.dim(A) < oo, entdo fin.dim(B) < co.

Exemplo 5.3.10. Seja A a dlgebra monomial dada pela sequinte aljava com relagoes:
2
VRN
1
N A
4

Seja B a subdlgebra de A gerada por {ey, es, €3, €4, ,7,0,600 = a8, 0y = fv}. Entdo

3, oOafyd=0.

a subdlgebra B é dada pela sequinte aljava com relagoes:

/ 5 \ . afy — 01y = 6aXs,0 = 0.

Como o B-bimédulo quociente A/B é isomorfo a (B)eg Ry €3 JéB By Segue-se que a

sequéncia
0 —— Big —2 s Bi3® Byy —— By 3 —=5 A/B——0
¢ uma resolugcao projetiva para o B-bimoédulo A/B, onde B;; = Be; Q@ Bej. Logo

pd(gA/Bp) < 2. As dimensoes de A/B como B-mddulo d esquerda e a direita sao
ambas iguais a 1, portanto, a extensio B C A nao satisfaz as hipdteses de (IUSENKO;
MACQUARRIE, 2021, Proposition 6.6). Como cada dlgebra monomial possui dimensao

finitistica finita, seque-se entdo do Teorema 5.3.8 que fin.dim(B) < oo.

Exemplo 5.3.11. Seja A a dlgebra dada pela sequinte aljava com relagoes:

S

, nayBioe = nayPade = en = 0.

\/
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Seja B a subdlgebra de A gerada pelo conjunto

{61, €2, €3, €4, €5, €6, A1, X2, 0, €, 1), 71 = 10,72 = [od, 0 = a1 + 04252}-
Entao B é dado pela sequinte aljava com relagoes:

2

0

> "X
12 4 5
w V , NONYIE = NapYE = € = a0 — oy — Y2 = 0.
n 3 €
6

Nao € dificil ver que

A/B = {Bl + B, B2 + B, a1 + B, nou fr + B}-

Logo a sequéncia exata

0 —— Bis — B1a® Bys ® B35 —— B3, ® By —— A/B —— 0

¢ uma resolugao projetiva para o B-bimddulo A/B. Portanto B C A € uma extensdo de
quociente bifinito. Entao, pelo Teorema 5.3.8, fin.dimB < oo porque A é uma dlgebra

monomial.

Corolario 5.3.12. As afirmacgoes sio equivalentes:

(1) A dimensdo finitistica de cada k-dlgebra de dimensao finita é finita;

(2") Para cada dlgebra B de dimensao finita, existe uma extensao de quociente bifinito
B C A com fin.dim(A) < occ.

Observacao 5.3.13. Os exemplos acima sao exemplos de dlgebras cujas aljavas sdo
aljavas conexas por caminhos. Ou seja, o Teorema 5.3.8 pode ser utilizado para atacar

problemas desta natureza.

Observacao 5.3.14. No Fxemplo 5.3.11 , transportamos o problema da dimensao finitistica
de uma dlgebra com relagoes mais elaboradas do tipo ws — wy — wy = 0 para uma dlgebra

monomial.

Mostraremos o seguinte resultado que generaliza (CIBILS; LANZILOTTA; MAR-
COS E. N.; SOLOTAR, 2022, Theorem 4.2).
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Proposicao 5.3.15. Seja B C A uma extensdo de quociente bifinito. Se gl.dimA € finita,

entdo gl.dimB também ¢é finita.

Demonstracao. Utilizaremos a notacdo do teorema anterior. Seja M um B-médulo a
esquerda qualquer. Pela prova do teorema anterior, a dimensao projetiva do B-moddulo
(A/B)®@p QF (M) é menor do que ou igual a pd(gA/Bg). O A-médulo A®@p Qf (M) tem
dimensao projetiva menor do que ou igual a dimensao global de A. Portanto, pelo Lema
5.3.6, a dimensao projetiva de A ®@p Q% (M) como B-médulo é menor do que ou igual a
gl.dimA + pd(gA). Logo

pd(pM) < n, +sup{pd(gA/Bg),gl.dimA + pd(gA)} < oc.
Il

Observagao 5.3.16. Nao € verdade que se B C A € uma extensao de quociente bifinito,
entio a gl.dim(B) < oo implica que gl.dim(A) < co. Com efeito, a extensio k C k[X]/(X?)
¢ uma extensio de quociente bifinito, porém gl.dim(k) =0 e gl.dim(k[X]/(X?)) = oc.
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