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Resumo

Este trabalho tem dois principais objetivos, o primeiro consiste em apresentar
uma classificação de superfícies algébricas 3-regradas e 4-regradas em P4. O segundo
obetivo é apresentar avanços acerca da obtenção de superfícies algébricas racionais
que podem ser mergulhadas isomorficamente em P4.

Palavras-chaves: Superfícies algébricas, superfícies regradas, superfícies racionais,
blow-ups de P2.



Abstract

The aim of this work is to present a classification of the rational algebraic
surfaces 3-ruled and 4-ruled that are embedded in P4. The other aim of this work
concerns on advances in research of the rational algebraic surfaces that can be
embedded in P4.

Key-words: Alebraic surfaces, ruled surfaces, rational surfaces, blowing-ups of P2.
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1 Introdução

É um fato bem conhecido na literatura de que toda superfície lisa e projetiva
pode ser mergulhada em P5. Então é natural perguntar: Quais superfícies lisas podem
ser mergulhadas em P4? Nessa ótica, existe um resultado clássico ([Sev]) estabelecido em
1901 por Severi, no caso de característica zero, que assegura que a única superfície lisa em
P𝑛, com 𝑛 > 5, que pode ser projetada isomorficamente em P4 é a superfície de Veronese
de grau 4 em P5. Hartshorne e Lichtenbaum sugeriram uma direção ao conjecturarem
que somente uma quantidade finita de componentes irredutíveis do esquema de Hilbert
de superfícies lisas em P4 contém superfícies não de tipo geral, lisas. Essa conjectura foi
provada por G. Ellingsrud e C. Peskine em [E-P]. Posteriormente, V. Di Gennaro ([Ge])
forneceu uma outra demonstração para a conjectura de Hartshorne e Lichtenbaum. Em
virtude do trabalho [E-P] é então razoável que se possa classificar (ou listar) todas as
superfícies racionais mergulhadas em P4, em particular as provenientes de explosões de
certos conjuntos de pontos de P2. Existem algumas condições impostas que uma superfície
𝑆 desse tipo deve satisfazer, a saber: A chamada fórmula do ponto duplo (veja [H, pg.
434]) fornece uma condição necessária para que uma superfície lisa possa ser mergulhada
em P4.

Um ponto de vista natural para o problema de classificação acima é o de classificar
as supefícies através do seu grau. Nessa linha de raciocínio acerca do problema acima,
R. Hartshorne foi o primeiro a conjecturar que o grau de superfícies racionais em P4 é
limitado. Uma cota para o grau de uma superfície lisa em P4 não de tipo geral foi fornecido
por M. Cook in [Co].

É conjecturado que o grau de uma superfície racional em P4 é cotado por 15, sendo
esta cota atingida (veja [AKP, & 6]).

Em [V], Voica notou através do Teorema de Severi que projeções por um ponto
exterior a uma superfície racional em P5 não são apropriadas para produzir superfícies
racionais em P4. Um outro modo natural é mergulhar em P4 a explosão de uma dada
superfície racional em P5 utilizando o sistema linear de seções hiperplanas passando por
um ponto. Dessa forma, Bauer [Bau] estabeleceu que existem apenas seis famílias de
superfícies racionais e não-degeneradas em P5 que podem ser projetadas isomorficamente
em P4 por um de seus pontos. Além disso, [V, Theorem 1.1] encontra todas as possíveis
superfícies racionais mínimas 𝑆𝑚𝑖𝑛 e sistemas lineares 𝐿 sobre 𝑆𝑚𝑖𝑛 tais que existem 𝑟

pontos simples 𝑃1, . . . , 𝑃𝑟 ∈ 𝑆 tais que a superfície explodida 𝑆 = 𝐵𝑙{𝑃1,...,𝑃𝑟}𝑆𝑚𝑖𝑛 pode
ser mergulhada em P4 utilizando-se o sistema linear completo |f*𝐿 −∑︀𝑟

𝑖=1 𝐸𝑖|, onde f é o
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morfismo da explosão.

Seguindo a abordagem de Voica, pode-se tentar considerar um sistema linear de
curvas planas de grau 𝛼 tendo 𝑃1, . . . , 𝑃𝑟 como pontos de base designados com multipli-
cidades 𝑚1, . . . , 𝑚𝑟, respectivamente. Apesar de sistemas lineares de curvas planas serem
um objeto muito básico (veja por exemplo o livro de curvas do Fulton [F]) está longe de
ser fácil calcular a dimensão de tais sistemas lineares. Espera-se que sua dimensão esteja
entre −1 e 𝛼(𝛼 + 3)

2 − ∑︀𝑟
𝑖=1

𝑚𝑖(𝑚𝑖 + 1)
2 , onde a dimensão −1 representa o conjunto va-

zio. É bem conhecido que existem sistemas lineares especiais, i.e., aqueles cuja dimensão
é maior do que a esperada. Na verdade, calcular a dimensão dos sistemas lineares de
curvas planas refere-se a Segre & Harbourne–Hirschowitz conjecturas, confira o artigo de
Ciliberto-Miranda [CM]. Para o caso de explosão de pontos gerais de uma cúbica plana
irredutível e reduzida, Brian Harbourne (veja [HA1]) desenvolveu uma técnica que fornece
uma fórmula explicita para a dimensão de sistema lineares de curvas planas sobre estes
pontos a serem explodidos. Tais técnicas se mostraram tão poderosas que Harbourne,
em [HA2], estabelece um critério para amplitude e muito amplitude de divisores sobre a
explosão desses pontos.

É bem atual o problema de desvendar um critério para a amplitude e muito ampli-
tude de divisores sobre a explosão de pontos em posição geral de P2. O célebre trabalho
[Han] é um compêndio acerca desse problema e apresenta condições suficientes para a
amplitude e muito amplitude de tais divisores.

Encontram-se no capítulo 2 desta tese alguns resultados bem como terminologia
padrão acerca de geometria algébrica básica presentes em qualquer referência do assunto
como [H].

O capítulo 3 da presente tese é devotado à classificação, similarmente à procura
através do grau, de superfícies 3-regradas e 4-regradas degeneradas e não-degeneradas
que são não-especiais. Antecedendo esse propósito, apresentamos nesse capítulo alguns
resultados sobre superfícies já difundidos na literatura. Tal classificação é feita em termos
do seu grau em P4 e seu gênero seccional:

Teorema 1.0.1. Listagem de 3-regragens e 4-regragens de superfícies racionais em P4

em termos do grau e gênero seccional:

(𝑑, 𝜋) 3-regragem 4-regragem 4-regragem não-deg.
(5,2) Sim Não Sim
(6,3) Sim ? Sim
(7,4) Não ? Sim
(8,6) Não Sim Não

Seguindo [E], apresentamos todos os tipos de pares (𝑑, 𝜋), onde 𝑑 é o grau e 𝜋 o
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gênero seccional, possíveis para superfícies 3-regradas e 4-regradas. Desta forma, vê-se
que um resultado completo de classificação de superfícies regradas está associado com a
determinação das superfícies em P4 que realizam os pares possívies (𝑑, 𝜋) que determina-
mos nos caso de 3-regragens e 4-regragens; o que é não trivial dada a dificuldade de se
obter superfícies racionais mergulhadas em P4.

Já no capítulo 4 abordamos um tema que transcende ao problema de tentar clas-
sificar superfícies regradas: o de obter superfícies algébricas que podem ser mergulhadas
em P4. É nele que a dificuldade de se obter tais superfícies é revelada. Apresentamos aqui
dois corolários da fórmula do ponto duplo que excluem a possibilidade de certas explosões
de pontos de P2 e de superfícies de Hirzebruch poderem ser mergulhadas em P4. A saber,
no caso de explosões de pontos de P2 temos

Corolário 1.0.2. Seja 𝑆 a explosão de P2 em 𝑟 pontos. Se 𝑟 ≡ 2(mod 5) ou 𝑟 ≡ 4(mod 5),
então 𝑆 não pode ser mergulhada em P4 via qualquer sistema linear da forma |f*(𝑑ℓ) −∑︀

𝑚𝑖𝐸𝑖|, onde f : 𝑆 → P2 é o morfismo da explosão com divisores excepcionais 𝐸𝑖, 𝑖 =
1, . . . , 𝑟 e ℓ é uma reta que não passa pelos pontos de base designados.

E para o caso das explosões das superfícies de Hirzebruch:

Corolário 1.0.3. A superfície F𝑛,𝑟 obtida da explosão de F𝑛 em 𝑟 pontos, não pode ser
mergulhada em P4 sempre que 𝑟 ≡ 1(mod 5) ou 𝑟 ≡ 3(mod 5).

Concluímos o capítulo 4 com uma pequena introdução para um método de encon-
trar as possíveis explosões em pontos em posição geral de P2 que podem ser mergulhadas
em P4. Este método, por sua vez, consiste em procurar sistemas lineares muito amplos da
forma

|f*(𝑑ℓ) − 𝑚1𝐸1 − . . . − 𝑚𝑟𝐸𝑟|

cuja dimensão projetiva é 4, onde f : 𝑋 −→ P2 é a explosão, ℓ ⊂ P2 uma reta e 𝐸𝑖 são
os divisores excepcionais da explosão. A escassez de tais superfícies é então justificada
pelo impasse destas duas condições serem contempladas por sistemas lineares do tipo
citado anteriormente. Fazendo uso das técnicas dos dois trabalhos de Harbourne, [HA1]
e [HA2], fomos capazes de mostrar que a explosão de P2 em 8 pontos sobre uma cúbica
pode ser mergulhada em P4. Tais trabalhos mostraram-se eficientes no propósito de obter
superfícies em P4 via explosão de pontos pois fornecem critérios para muito-amplitude dos
sisemas lineares acima bem como sua dimensão projetiva; apesar da eficiência das técni-
cas, os sistemas lineares muito amplos de dimensão 4 mostraram-se escassos, sugerindo
que existem “poucas” superfícies mergulhadas em P4 por sistemas lineares de curvas por
pontos do plano projetivo.
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2 Definições e Preliminares

Neste trabalho, superfícies são esquemas projetivos inteiros de dimensão 2, lisos e
definidos sobre um corpo algebricamente fechado k de característica 0. O divisor cann̂ico
de 𝑆 é denotado por 𝐾𝑆.

Teorema 2.0.1 (Fórmula de Adjunção). Seja 𝐶 uma curva lisa e irredutível em uma
superfície 𝑆. Então 𝜔𝐶 = (𝒪𝑆(𝐾𝑆 + 𝐶))|𝐶.

Alternativamente, chamaremos também de fórmula de adjunção a seguinte equação:

𝑔(𝐶) = 1 + 1
2𝐶 · (𝐾𝑆 + 𝐶). (2.1)

em que 𝑔(𝐶) é o gênero aritmético de 𝐶 e claramente a fórmula do gênero da equação
acima (2.1) deriva da fórmula de adjunção 2.0.1. Analogamente, se 𝐿 é um fibrado em
retas sobre 𝑆, i.e. 𝐿 é um feixe invertível sobre 𝑆, e 𝐶 ∈ |𝐿| é uma curva no sistema linear
induzido por 𝐿, denotamos 𝑔(𝐿) = 𝑔(𝐶) = dim H1(𝐶, 𝒪𝐶).

Um outro teorema muito clássico, cuja demonstração pode ser consultada em [H],
que é amplamente conhecido e que também será usado ao longo desta tese é:

Teorema 2.0.2 (Riemann–Roch). Seja 𝑆 uma superfície. Para todo 𝐿 ∈ Pic(𝑆) tem-se

𝜒(𝐿) = 𝜒(𝒪𝑆) + 1
2(𝐿2 − 𝐿 · 𝜔𝑆).

Definição 2.0.1. Seja (𝑆, 𝐿) uma polarização, i.e. 𝑆 é uma surperfície e 𝐿 é um feixe
invertível muito amplo sobre 𝑆. Lembramos que o gênero seccional de (𝑆, 𝐿), denotado
por 𝜋(𝑆, 𝐿), é igual a

𝑔(𝐿) = 1 + 1
2𝐿 · (𝐾𝑆 + 𝐿)

que por sua vez é o gênero da curva em 𝑆 determinada por 𝐿.

Vale observar que o gênero seccional de 𝑆 é o gênero aritmético de curvas dadas
pelas seções hiperplanas de 𝑆 obtidas pelo mergulho induzido por 𝐿. Assim, se 𝑆 ⊂ P𝑛, o
gênero seccional de 𝑆 é o gênero seccional da polarização (𝑆, 𝒪𝑆(1)), que daqui por diante
será denotado por 𝜋(𝑆) ou mais simplesmente 𝜋.
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Exemplo 2.0.1. É imediato que o gênero seccional de P2 é 0. De maneira inteiramente
análoga, tomando 𝑄 = P1 ×P1 a quádrica lisa em P3, vale que um divisor muito amplo 𝐶

de 𝑄 é do tipo ℎ+𝐻, onde ℎ, 𝐻 são geradores de Pic 𝑄; como o divisor canônico de 𝑄 é do
tipo −2ℎ−2𝐻, segue da fórmula de adjunção que 𝑔(𝐶) = 1+1

2(ℎ+𝐻)·(−ℎ−𝐻) = 1−1 = 0.
Assim, o gênero sectional de 𝑄 é 0.

Exemplo 2.0.2. O gênero seccional da superfície de Hirzerbruch F𝑛 := P(𝒪P1 ⊕
𝒪P1(𝑛)), 𝑛 ≥ 0, é 0 (veja [Li, & 0.2]).

Definição 2.0.2. Seja 𝐿 um fibrado em retas sobre uma variedade projetiva irredutível
𝑋. O semigrupo de 𝐿 é o conjunto

N(𝑋, 𝐿) := {𝑚 ≥ 0 | 𝐻0(𝑋, 𝐿⊗𝑚) ̸= 0}.

Dado 𝑚 ∈ N(𝑋, 𝐿), considere a aplicação racional

𝜑𝑚 : 𝑋 99K P(𝐻0(𝑋, 𝐿⊗𝑚))

associada com o sistema linear completo |𝐿⊗𝑚|. No caso em que 𝑋 é normal definimos a
dimensão de Iitaka–Kodaira de 𝑋 como

𝜅(𝑋, 𝐿) := max
𝑚∈N(𝑋,𝐿)

{dim 𝜑𝑚(𝑋)},

sendo 𝜅(𝑋, 𝐿) = −∞ se 𝐻0(𝑋, 𝐿⊗𝑚) = 0 para todo 𝑚 > 0. No caso em que 𝑋 não é
normal, passamos a normalização 𝜈 : 𝑋 ′ −→ 𝑋 e definimos

𝜅(𝑋, 𝐿) := 𝜅(𝑋 ′, 𝜈*𝐿).

Para um divisor 𝐷 sobre 𝑋 definimos 𝜅(𝑋, 𝐷) := 𝜅(𝑋, 𝒪𝑋(𝐷)).

Definição 2.0.3. A dimensão de Kodaira 𝑋 é 𝜅(𝑋) := 𝜅(𝑋, 𝐾𝑋), onde 𝐾𝑋 é seu
divisor canônico.

Definição 2.0.4. Seja 𝑋 uma variedade completa ou um esquema. Um fibrado em retas
𝐿 sobre 𝑋 é chamado numericamente efetivo (abreviadamente nef) se seu grau é
não-negativo sobre toda curva de 𝑋, i.e., se

𝐷 · 𝐶 ≥ 0,

onde 𝐷 é o divisor proveniente de 𝐿.
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Definição 2.0.5. Um fibrado em retas 𝐿 sobre uma variedade projetiva irredutível 𝑋 é
chamado grande se 𝜅(𝑋, 𝐿) = dim 𝑋.

Definição 2.0.1. Uma variedade lisa projetiva 𝑋 sobre k é dita ser de tipo geral se
𝜅(𝑋) = dim 𝑋.

Observação: Note que dizer que uma variedade 𝑋 é de tipo geral é equivalente a dizer
que o divisor 𝐾𝑋 é grande.

Observação: Na literatura um fibrado grande é chamado big. Veja por exemplo [L].

Mais geralmente, dada uma quasi-polarização (𝑋, 𝐿) em que 𝑋 é uma variedade
algébrica projetiva inteira lisa de dimensão 𝑛 > 1, 𝐿 um fibrado em retas nef e grande
sobre 𝑋, o gênero seccional de (𝑋, 𝐿) é dado por

𝜋(𝐿) = 1 + 1
2𝐿𝑛−1 · (𝐾𝑋 + (𝑛 − 1)𝐿),

com 𝐾𝑋 o feixe canônico de 𝑋.

Cotas para o gênero seccional de variedades algébricas são difíceis de conseguir,
mesmo quando 𝑑𝑖𝑚𝑋 = 2. A seguinte conjectura permanece em aberto:

Conjecture 2.0.1. Dada uma quasi-polarização (𝑋, 𝐿) vale que

𝜋(𝐿) ≥ 𝑞(𝑋),

onde 𝑞(𝑋) = dim H1(𝑋, 𝒪𝑋).

A conjectura acima permanece intocável quando dim 𝑋 ≥ 4. Para superfícies 𝑆, a
conjecutra acima é verificada quando dim H0(𝑆, 𝐿) > 0, c.f. [Fk97.1, Fk97.2]. Para 3-folds
a conjectura foi verificada assumindo que dim H0(𝑋, 𝐿) ≥ 2, veja [Fk99].

Definição 2.0.2. Uma (−1)-curva sobre uma superfície 𝑋 é uma curva racional lisa 𝐶

contida 𝑋 tal que 𝐶2 = −1.

A demonstração do teorema a seguir pode ser consultada em [B].

Teorema 2.0.3 (Contratibilidade de Castelnuovo). Se 𝑆 é uma superfície e 𝐸 ⊂ 𝑆 uma
(-1)-curva racional, então 𝐸 é uma curva excepcional em 𝑆.

Definição 2.0.3. Uma superfície 𝑆 é regrada se ela é birracionalmente equivalente a
𝐶 × P1, onde 𝐶 é uma curva lisa.
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Exemplo 2.0.3. O exemplo mais simples de uma superfície regrada é talvez a quádrica
lisa 𝑄 em P3, pois é isomorfa a P1 ×P1. Se 𝐶 é uma curva singular, então 𝐶 ×P1 é uma
superficie regrada.

Exemplo 2.0.4. Scroll racional normal. Dado 𝑑 > 1 e inteiros não-negativos 𝑒1 ≤
· · · ≤ 𝑒𝑑, sejam 𝑒 := ∑︀

𝑒𝑖 e 𝑁 := 𝑒 + 𝑑 − 1. O scroll racional normal, 𝑆 :=
𝑆(𝑒1, . . . , 𝑒𝑑) ⊆ P𝑁 , é a variedade projetiva que, após uma mudança de coordenadas, é
o conjunto e pontos (𝑥0 : . . . : 𝑥𝑁) ∈ P𝑁 tais que

posto
⎛⎝ 𝑥0 . . . 𝑥𝑒1−1

𝑥1 . . . 𝑥𝑒1

𝑥𝑒1+1 . . . 𝑥𝑒1+𝑒2

𝑥𝑒1+2 . . . 𝑥𝑒1+𝑒2+1

. . .

. . .

𝑥𝑁−𝑒𝑑
. . . 𝑥𝑁−1

𝑥𝑁−𝑒𝑑+1 . . . 𝑥𝑁

⎞⎠ ≤ 1.

Tomando-se 𝑑 curvas racionais normais de graus 𝑒1, . . . , 𝑒𝑑 sobre 𝑑 espaços lineares em
P𝑁 , podemos ver que 𝑆 é a união disjunta de todos (𝑑 − 1)-planos em P𝑁 determinados
pela escolha de um ponto em cada uma das 𝑑 curvas racionais normais. Logo, a dimensão
de 𝑆 é 𝑑 e seu grau é 𝑒. Cada (𝑑 − 1)-plano é chamado uma regragem de 𝑆. Além disso,
𝑆 é uma variedade lisa se, e somente se, 𝑒𝑖 > 0 para todo 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑. Por outro lado,
tomando a variedade lisa P(ℰ), onde ℰ = 𝒪P1(𝑒1)⊕· · ·⊕𝒪P1(𝑒𝑑), pode-se ver que existe um
morfismo birracional 𝜋 : P(ℰ) → 𝑆 induzido por 𝒪P(ℰ)(1), e 𝜋 é uma resolução racional
de singularidades 𝑆. No caso em que 𝑆 é singular, ela é um cone cujo lugar singular é um
vértice 𝑉 de dimensão #{𝑖 ; 𝑒𝑖 = 0} − 1. O morfismo birracional 𝜋 é tal que cada fibra de
𝜗 : P(ℰ) → P1 é aplicado para uma regragem.

Exemplo 2.0.5. Um Scroll elíptico é um scroll em que as fibras de 𝜗 : P(ℰ) → P1 são
curvas elípticas.

Definição 2.0.6. Seja 𝐶 uma curva lisa. Uma superfície geometricamente regrada
sobre 𝐶 é uma superfície 𝑆 junto com um morfismo regular 𝑝 : 𝑆 −→ 𝐶, cujas fibras são
isomorfas a P1.

Superfícies geometricamente regradas são também chamadas de fibrações racionais.
O Teorema de Noether–Enriques, cuja prova pode ser encontrada no livro de Beauville
[B], garante que toda superficie geometricamente regrada é uma superfície regrada.

Teorema 2.0.4 (Noether–Enriques). Sejam 𝑆 uma superfície e 𝑝 : 𝑆 −→ 𝐶 um morfismo
onde 𝐶 é uma curva lisa. Admita que existe 𝑥 ∈ 𝐶 tal que 𝑝 é suave sobre 𝑥 e a fibra
𝑝−1(𝑥) é isomorfa a P1. Então existem uma vizinhança aberta 𝑈 de 𝑥 e um isomorfismo
𝑝−1(𝑈) ∼−→ 𝑈 × P1 tal que o diagrama

𝑝−1(𝑈) ∼ //

𝑝
%%

𝑈 × P1

𝜋1
��

𝑈
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é comutativo. Em particular, 𝑆 é regrada.

Contudo nem toda superfície regrada é geometricamente regrada como mostra o
exemplo a seguir.

Exemplo 2.0.6. Considere a quádrica lisa em P3, que é geometricamente regrada, 𝜋1 :
𝑄 → P1 pois é um fribração sobre P1 com fibradas também P1. Tomando então o blowup
𝑆 := Bl𝑃 𝑄 num ponto 𝑃 ∈ 𝑄, temos o morfimo birracional 𝜑 : 𝑆 → 𝑄, com divisor
excepcional 𝐸. Fazendo a composição 𝑝 := 𝜋1 ∘ 𝜑,

𝑆
𝜑 //

𝑝 ��

𝑄

𝜋1
��

P1

conseguimos um morfismo 𝑝 : 𝑆 → P1. Claramente 𝑆 é um superfície regrada, porém
não é geometricamente regrada, pois possui uma fibra que é uma curva redutível, a saber
𝐸 ∪ P1.

Do fato de que todo fibrado vetorial de posto 2 sobre P1 é decomponível segue o
seguinte resultado de classificação de superfícies geometricamente regradas sobre P1. Os
detalhes dessa afirmação podem ser consultados em [B].

Proposição 2.0.5. Toda superfície geometricamente regrada sobre P1 é isomorfa a uma
das superfícies de Hirzerbruch F𝑛 = P(𝒪P1 ⊕ 𝒪P1(𝑛)), 𝑛 ≥ 0,

Fixe agora uma superfície 𝑆. Considere 𝐵(𝑆) o conjunto das classes de isomorfismos
de superfícies birracionalmente equivalentes a 𝑆. Sobre 𝐵(𝑆) definimos a seguinte relação:
dadas 𝑆1, 𝑆2 ∈ 𝐵(𝑆), diz-se que 𝑆1 domina 𝑆2 se existe um morfismo birracional 𝑆1 −→
𝑆2 e, neste caso, escreve-se 𝑆2 ≺ 𝑆1 para indicar isso.

É um fato conhecido (veja [B]) que todo morfismo birracional de uma superfície
para si mesma é um isomorfismo. Disso, segue que a relação ≺ em 𝐵(𝑆) definida acima é
anti-simétrica. Assim, obtém-se que ≺ é uma relação de ordem sobre 𝐵(𝑆).

Definição 2.0.7. Uma superfície 𝑆 é mínima se sua classe em 𝐵(𝑆) é minimal.

Desta forma, dizer que uma superfície 𝑆 é mínima é equivalente a dizer que todo
morfismo birracional 𝑆 −→ 𝑆 ′ é um isomorfismo.

No caso racional, existe apenas uma classe de superfícies mínimas como mostra o
teorema a seguir. Os detalhes podem ser consultados em [B].
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Teorema 2.0.6. Seja 𝑆 uma superfície racional mínima. Então 𝑆 é isomorfa a P2 ou a
uma superfície de Hirzebruch F𝑛 com 𝑛 ̸= 1.

Vamos a seguir apresentar uma definição da qual faremos uso posterior.

Definição 2.0.8. Uma variedade 𝑋 em P𝑛 é chamada linearmente normal se o ho-
momorfismo induzido do mergulho

𝐻0(P𝑛, 𝒪P𝑛(1)) −→ 𝐻0(𝑋, 𝒪𝑋(1))

é um isomorfismo.

Equivalentemente, uma variedade 𝑋 ⊂ P𝑛 é linearmente normal se ℎ0(𝒪𝑋(1)) =
𝑛 + 1.

Definição 2.0.4. Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície racional, não-degenerada (i.e. não-contida
em um hiperplano) sobre k. Diz-se que 𝑆 é ℎ-regrada se existe em 𝑆 um pencil |𝐷|
livre de pontos de base (i.e., um sistema linear de dimensão 1) de curvas racionais, cujas
curvas têm grau ℎ em P4. Neste caso, diz-se que este pencil ℎ-regra 𝑆.

Observação: Note que se |𝐷| é um pencil sobre 𝑆, então ℎ0(𝒪𝑆(𝐷)) = 2. Com isso, duas
seções globais geradoras de 𝒪𝑆(𝐷) fornecem um morfismo 𝑝 : 𝑆 −→ P1 que faz de 𝑆

regrada pelas curvas do pencil. É claro que a mesma 𝑆 pode ser ℎ-regrada para diferentes
valores de ℎ. Note também que já que 𝑆 não é geometricamente regrada então existe pelo
menos uma fibra singular.

Em virtude da observação, sempre que |𝐷| é uma regragem de 𝑆, podemos sempre
considerar o morfismo 𝑝 : 𝑆 −→ P1 e apresentamos a seguinte terminologia através disso:

Definição 2.0.5. Dizemos que uma regragem |𝐷| de uma superfície 𝑆 é degenerada
se a fibra geral do morfismo 𝑝 : 𝑆 −→ P1 é degenerada. Analogamente, a regragem é
chamada não-degenerada se a fibra geral de 𝑝 é não-degenerada.

Definição 2.0.6. Uma variedade 𝑋 ⊂ P𝑛 com ideal homogêneo 𝐼 = 𝐼(𝑌 ) ⊂ k[𝑥0, . . . , 𝑥𝑛]
é chamada aritmeticamente Cohen-Macaulay (abreviadamente a.C.M.) se seu anel
de coordenadas k[𝑥0, . . . , 𝑥𝑛]/𝐼 é Cohen-Macaulay.

Observação: Na literatura são utilizadas as terminologias arithmetically Cohen-Macaulay
e projectively Cohen-Macaulay para designar variedades a.C.M. (veja [Sh]). Note
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também que esta não é uma propriedade intrinseca da variedade uma vez que seu ideal
depende do mergulho para P𝑛.

Para uso posterior, enunciamos o seguinte resultado devido a Leray cuja prova pode
ser consultado em [G].

Teorema 2.0.7 (Sequencia espectral de Leray). Seja 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 uma aplicação con-
tínua de espaços topológicos. Considere ℱ um feixe de grupos abelianos sobre 𝑋 tal que
𝑅𝑖𝑓*(ℱ) = 0 para todo 𝑖 > 0. Então existe um isomorfismo natural

𝐻 𝑖(𝑋, ℱ) ≃ 𝐻 𝑖(𝑌, 𝑓*ℱ)

para todo 𝑖 ≥ 0.

Citamos a seguir dos resultados (veja [H]) acerca de projeções de superfícies.

Lema 2.0.8. Seja 𝑋 é uma variedade lisa de dimensão 𝑟 em P𝑛. Se 𝑛 > 2𝑟 + 1 então 𝑋

pode ser mergulhada em P𝑛−1.

Corolário 2.0.9. Toda superfície lisa projetiva pode ser mergulhada em P5.
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3 Superfícies 3 e 4 regradas

Neste capítulo iremos apresentar alguns resulatados conhecidos na literatura acerca
de superfícies algébricas.

Começaremos com resultados sobre superfícies Cohen–Macaulay que faremos uso
(Veja [V, & thm 2.2]).

Teorema 3.0.1 (Roth-Gruson-Peskine). Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície de grau 𝑑 não
contida em uma hipersuperfície com grau menor do que 𝑠 ∈ Z>0, onde 𝑠(𝑠 − 1) < 𝑑.
Então

𝜋 ≤ 1 + 𝑑

2

(︃
𝑑

𝑠
+ 𝑠 − 4

)︃
−𝑡(𝑠 − 𝑡)(𝑠 − 1)

2𝑠
,

onde 𝑑 + 𝑡 ≡ 0(mod 𝑠), 0 ≤ 𝑡 < 𝑠. Além disso, vale a igualdade se, e somente se, 𝑆 é
a.C.M. e ligada a uma superfície degenerada de grau 𝑡 por hipersuperfícies de grau 𝑠 e
𝑑+𝑡

𝑠
.

Do teorema 3.0.1 obtém-se evidentemente a seguinte proposição.

Proposição 3.0.2. Sejam 𝑆 uma superfície como acima e 𝑑 > 6. Então 𝑆 não é a.C.M.,
ℐ𝑆(2) = 0 e 𝜋 < 1 + 𝑑2

6 − 𝑑
2 − 2𝑡(3−𝑡)

6 , onde 𝑑 + 𝑡 ≡ 0(mod 3), 0 ≤ 𝑡 < 3.

Recordemos agora alguns fatos gerais conhecidos na literatura (veja por exemplo
[CE]). Considere 𝑋 ⊂ P𝑛 uma subvariedade lisa não-degenerada de codimensão dois.
Valem:

f1) Se ℎ0(𝜔𝑋(−1)) ̸= 0 então 𝑋 é de tipo geral pois 𝒪𝑋(1) →˓ 𝜔𝑋 .

f2) Se 𝜔𝑋 é globalmente gerado e se 𝐾𝑛
𝑋 > 0 então 𝑋 é de tipo geral (de fato, 𝐾𝑋 é nef

e grande). Uma superfície com 𝑝𝑔 ̸= 0 e 𝐾2 > 0 é de tipo geral.

f3) Se 𝑋 é uma interseção completa do tipo (𝑎, 𝑏) então 𝜔𝑋 ≃ 𝒪𝑋(𝑎+𝑏−𝑛−1). Assim,

i) se 𝑎 + 𝑏 ≥ 𝑛 + 2 então 𝑋 é de tipo geral;

ii) se 𝑎 + 𝑏 = 𝑛 + 1 então 𝜅(𝑋) = 0;

iii) se 𝑎 + 𝑏 < 𝑛 + 1 então 𝜅 = −∞.
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f4) Assuma que ℎ0(ℐ𝑋(2)) ̸= 0 e 𝑛 = 4. É bem conhecido (veja [O]) que 𝑋 é a.C.M.;
mais precisamente, se 𝑑 := deg 𝑋 é par então 𝑋 é uma interseção completa do tipo
(2, 𝑑/2) e, se 𝑑 é ímpar então 𝑋 está ligada a um espaço linear em uma interseção
completa do tipo (2, (𝑑 + 1)/2).

Tomando-se uma seção hiperplana geral, o mesmo vale para 𝑛 ≥ 4.

Se 𝑑 é ímpar, pela aplicação cone, obtemos

0 // 2𝒪(−𝑑+3
2 ) // 2𝒪(−𝑑+3

2 ) ⊕ 𝒪(−2) // ℐ𝑆
// 0

Dualizando:

0 // 𝒪(−𝑛 − 2) // 𝒪(−𝑛) ⊕ 2𝒪(𝑑+1
2 − 𝑛 − 2) // 2𝒪(𝑑+3

2 − 𝑛 − 2) // 𝜔𝑋(−1) // 0

e aplicando f1) vemos que se 𝑑 ≥ 2𝑛 + 1 então 𝑋 é de tipo geral. Em conclusão (
veja f3) se ℎ0(ℐ𝑋(2)) ̸= 0 e 𝑑 ≥ 2𝑛 então 𝑋 é de tipo geral.

A seguinte classificação das superfícies a.C.M. em P4 que não são de tipo geral foi
feita por Candia & Ellia no artigo [CE].

Teorema 3.0.3 (Candia–Ellia). Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície racional a.C.M. não de tipo
geral. Então 𝑆 é uma das seguintes superfícies:

𝑑 = 8 𝜋 = 7 𝜒 = 7 𝑞 = 0 𝐾2 = 0 𝜅 = 1 elíptica
𝑑 = 7 𝜋 = 5 𝜒 = 2 𝑞 = 0 𝐾2 = −1 𝜅 = 0 K3
𝑑 = 7 𝜋 = 6 𝜒 = 3 𝑞 = 0 𝐾2 = 0 𝜅 = 1 elíptica
𝑑 = 6 𝜋 = 4 𝜒 = 2 𝑞 = 0 𝐾2 = 0 𝜅 = −1 racional
𝑑 = 6 𝜋 = 3 𝜒 = 1 𝑞 = 0 𝐾2 = −1 𝜅 = −1 racional
𝑑 = 5 𝜋 = 2 𝜒 = 1 𝑞 = 0 𝐾2 = 1 𝜅 = −1 racional
𝑑 = 4 𝜋 = 1 𝜒 = 1 𝑞 = 0 𝐾2 = 4 𝜅 = −1 racional
𝑑 = 3 𝜋 = 0 𝜒 = 1 𝑞 = 0 𝐾2 = 8 𝜅 = −1 racional

onde 𝑑 := deg 𝑆, 𝑞 := ℎ1(𝒪𝑆), 𝜒 := 𝜒(𝒪𝑆) e 𝐾 o divisor canônico de 𝑆.

Corolário 3.0.4. Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície a.C.M. não de tipo geral. Então o grau de
𝑆 é no máximo 8.

Em virtude do corolário 3.0.4 vale citar o trabalho de [C] que trata da cota 46 para o
grau de superfícies racionais a.C.M. não de tipo geral. Apresentamos agora um importante
resultado de classificação de superfícies em P4 amplamente difundido nos trabalhos sobre
superfícies dos quais fizemos uso. Sua demonstração pode ser consultada no trabalho [K].
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Teorema 3.0.5 (Koelblen). Se a superfície 𝑆 está contida em uma hipercúbica de P4,
então, ou 𝑆 é a.C.M. e ligada a uma superfície de grau ≤ 3 na interseção completa
da cúbica com uma outra hipersuperfície, ou 𝑆 está ligada a uma superfície Veronese
ou a um scroll elíptico de grau 5 na interseção completa da hipercúbica com uma outra
hipersuperfície.

Existem várias aplicações do teorema 3.0.5. Dentre elas, apresentamos agora uma,
cuja demonstração pode ser encontrada no trabalho [P].

Corolário 3.0.6 (Popescu). Toda superfície de grau ≥ 9 contida em uma hipersuperfície
cúbica de P4 é de tipo geral.

Proposição 3.0.7 (Candia–Ellia). Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície não de tipo geral de grau
𝑑 ≥ 9. Então ℎ0(ℐ𝑆(3)) = 0.

Demonstração: Suponha por contradição que 𝑆 é não de tipo geral e que ℎ0(ℐ𝑆(3)) ̸= 0.
Então existe uma hipercúbica 𝑄 que contém 𝑆.

Se 𝑄 é redutível o resultado segue por f4) e Teorema 3.0.3.

Se 𝑄 é irredutível, sabemos, pelo teorema de Koelblen (3.0.5) que 𝑆 é a.C.M. ou
𝑆 está ligada a uma superfície Veronese ou a um scroll quíntico.

Se 𝑆 é a.C.M. temos, pelo teorema 3.0.3, que 𝑆 tem grau no máximo 8.

Se 𝑆 está ligada a uma superfície Veronese 𝑉 por uma interseção completa 𝑈 do
tipo (3, 𝑏), então, da sequencia exata de liaison

0 // ℐ𝑈
// ℐ𝑉

// 𝜔𝑆(2 − 𝑏) // 0

vemos que se 𝑏 ≥ 6 e 𝜔𝑆(−1) ̸= 0 então 𝑆 é de tipo geral (veja f1)). Então podemos
considerar uma interseção completa do tipo (3, 5). Nesse caso, 𝑝𝑔 = 6 e 𝐾2 = 10 e
podemos concluir com f2). Portanto, 𝑏 < 5 e então 𝑑 ≤ 8.

Finalmente, se 𝑆 está ligada a um scroll quíntico por uma interseção completa,
temos, como no caso anterior que 𝑏 ̸= 5 e então 𝑑 ≤ 10. Consideramos uma interseção
completa do tipo (3, 5) e calculamos 𝑝𝑔 = 4 e 𝐾2 = 5; por f2) concluímos que 𝑆 é de tipo
geral. Então 𝑏 < 5 e 𝑑 ≤ 7.

Corolário 3.0.8 (Candia–Ellia). Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície não de tipo geral com grau
𝑑 > 9. Então 𝜋 ≤ 𝐺(𝑑, 4), onde

𝐺(𝑑, 4) := max{𝑔(𝐶) | 𝐶 ⊂ P3 é curva lisa irredutível de grau 𝑑 tal que ℎ0(ℐ𝐶(3)) = 0}.
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Demonstração: Considere 𝐶 a seção hiperplana geral de 𝑆. Se, por contradição fosse
ℎ0(ℐ𝐶(3)) = 0 então teríamos ℎ0(ℐ𝑆(3)) = 0, o que contraria a proposição 3.0.7. Logo,

𝜋 = 𝑔(𝐶) ≤ 𝐺(𝑑, 4).

Daremos agora mais uma belíssima aplicação do teorema 3.0.1:

Proposição 3.0.9. Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície não de tipo geral com grau 𝑑 > 12. Então

𝜋 < 1 + 𝑑2

8 .

Demonstração: Fazendo 𝑠 = 4 no teorema 3.0.1 vemos que se 𝑑 > 𝑠(𝑠 − 1) = 12 então

𝐺(𝑑, 4) = 1 + 𝑑

2

(︃
𝑑

4 + 4 − 4
)︃

−𝑡(4 − 𝑡) · (4 − 1)
2 · 4

= 1 + [𝑑2 − 3𝑡(4 − 𝑡)]/8

onde 𝑑 + 𝑡 ≡ 0(mod 4) e 0 ≤ 𝑡 < 4. Em particular,

𝜋 ≤ 𝐺(𝑑, 4)
= 1 + [𝑑2 − 3𝑡(4 − 𝑡)]/8

≤ 1 + 𝑑2

8

Agora, se por contradição vale a igualdade 𝜋 = 1 + 𝑑2

8 , pelo caso de igualdade no teorema
3.0.1, tem-se que 𝜋 = 𝐺(𝑑, 4) e a seção hiperplana geral de 𝑆 é a.C.M., o que é impossível
aqui pois 𝑑 ≤ 8 em virtude do corolário 3.0.4. Portanto, 𝜋 < 1 + 𝑑2

8 .

Lema 3.0.10 (Ellia). Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa, racional e ℎ-regrada, com ℎ ≥ 3.
Se a fibra geral de 𝑝 : 𝑆 −→ P1 é degenerda em P4, então 𝑆 contém uma curva plana de
grau 𝑑 − ℎ, residual a uma fibra em uma seção hiperplana.

Demonstração: Considere um ponto geral 𝑥 de P1. Logo, a fibra 𝑓𝑥 é uma curva racional
lisa de grau ℎ em P4. Da hipótese segue que 𝑓𝑥 está contida em um hiperplano 𝐻𝑥. Note
que 𝐻𝑥 é unicamente determinado pois 𝑓𝑥 não é uma curva plana pois ℎ ≥ 3.

Seja 𝐶𝑥 a curva residual 𝐶𝑥 ∼ 𝐻𝑥 − 𝑓𝑥. Como duas fibras gerais são linearmente
equivalentes temos que 𝐶𝑥 ∼ 𝐶𝑦, que, por sua vez, são seções de 𝒪𝑆(1)⊗𝑝*𝒪P1(−1). Como
𝑆 é linearmente normal (teorema de Severi) e como 𝑓𝑥 não é uma curva plana temos que
ℎ0(𝒪𝑆(1 − 𝑓𝑥)) = 1. Logo, tem-se que 𝐶𝑥 = 𝐶𝑦.
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Do fato de que 𝐶𝑥 ⊂ 𝐻𝑥∩𝐻𝑦 e de 𝑆 ser não-degenerada podemos assumir 𝐻𝑥 ̸= 𝐻𝑦,
donde que 𝐶𝑥 é uma curva plana de grau 𝑑 − ℎ.

Vamos agora recordar um resultado clássico (veja [ACGH]) de curvas que estabelece
uma cota superior para o gênero de curvas.

Proposição 3.0.11 (Desigualdade de Castelnuovo). Seja 𝐶 ⊂ P𝑛 uma curva lisa, não-
degenerada, com grau 𝑑 e gênero 𝑔. Então

𝑔 ≤
(︃

𝑚

2

)︃
(𝑛 − 1) + 𝑚𝜀,

onde 𝑚 e 𝜀 são, respectivamente, o quociente e o resto da divisão de 𝑑 − 1 por 𝑛 − 1.

Observação: As curvas cujo gênero atingem a cota
(︁

𝑚
2

)︁
(𝑛 − 1) + 𝑚𝜀 (também chamado

número de Castelnuovo) são conhecidas como curvas de Castelnuovo ou Curvas
extremas. Para o número de Castelnuovo é comumente adotado, nas condições acima, o
símbolo 𝜋(𝑛, 𝑑) que não indicamos no corolário a seguir para não confundir com o género
seccional de superfícies.

Corolário 3.0.12 (Ellia). Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa, racional e ℎ-regrada, com
ℎ ≥ 3. Se a fibra geral de 𝑝 : 𝑆 −→ P1 é degenerada então

(𝑖) 𝜋 = (𝑑 − ℎ − 1)(𝑑 − ℎ − 2)/2 + ℎ − 1;

(𝑖𝑖) 1 + 2ℎ −
√

2ℎ2 − 6ℎ + 5 ≤ 𝑑 ≤ 1 + 2ℎ +
√

2ℎ2 − 6ℎ + 5;

(𝑖𝑖𝑖) se 𝑑 > 12 então (4ℎ + 6 − 2
√

ℎ2 − 3ℎ + 15)/3 < 𝑑 < (4ℎ + 6 + 2
√

ℎ2 − 3ℎ + 15)/3.

Demonstração:

(𝑖) Seja 𝐻 a seção hiperplana geral de 𝑆. Do lema 3.0.10 segue que 𝐻 ∼ 𝐶 + 𝑓 onde 𝐶 é
uma curva plana de grau 𝑑−ℎ e 𝑓 é uma curva racional de grau ℎ. Como ℎ = 𝑓 ·𝐻 = 𝑓 ·𝐶,

𝜋 = 𝑔(𝐻)
= 𝑔(𝐶 ∪ 𝑓)
= 𝑔(𝐶) + 𝑔(𝑓) + ℎ − 1

= (𝑑 − ℎ − 1)(𝑑 − ℎ − 2)
2 + 0 + ℎ − 1

= (𝑑 − ℎ − 1)(𝑑 − ℎ − 2)
2 + ℎ − 1.
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(𝑖𝑖) Note inicialmente que a seção hiperplana geral de 𝑆 é uma curva não-degenerada em
P3 com gênero 𝜋. Sejam 𝑚 e 𝜀 o quociente e o resto, respectivamente, da divisão de 𝑑 − 1
por 2. Assim, 𝑚 = 𝑑

2 − 1+𝜀
2 . Aplicando a desigualdade de Castelnuovo (proposição 3.0.11)

para esta curva, obtém-se

𝜋 ≤ 𝑚(𝑚 − 1)
2 (𝑛 − 1) + 𝑚𝜀

= 𝑚(𝑚 − 1) + 𝑚𝜀

= 𝑚2 − 𝑚 + 𝑚𝜀

=
(︃

𝑑

2 − 1 + 𝜀

2

)︃2

−
(︃

𝑑

2 − 1 + 𝜀

2

)︃
+
(︃

𝑑

2 − 1 + 𝜀

2

)︃
𝜀

=
(︃

𝑑

2

)︃2

−𝑑 + −𝜀2 + 2𝜀 + 3
4

≤
(︃

𝑑

2

)︃2

−𝑑 + 1 (pois 𝜀 = 0 ou 𝜀 = 1)

=
(︃

𝑑

2 − 1
)︃2

.

Agora, ao combinarmos a relação 𝜋 ≤
(︃

𝑑
2 − 1

)︃2

com o cálculo de 𝜋 obtido no item

(𝑖) chegamos a desigualdade

𝑑2 + 𝑑(−4ℎ − 2) + 2ℎ2 + 10ℎ − 4 ≤ 0,

que, de 2ℎ2 − 6ℎ + 5 > 0, fornece

2ℎ + 1 −
√

2ℎ2 − 6ℎ + 5 ≤ 𝑑 ≤ 2ℎ + 1 +
√

2ℎ2 − 6ℎ + 5.

(𝑖𝑖𝑖)Vimos na proposição 3.0.9 que se 𝑑 > 12 então 𝜋 < 1 + 𝑑2

8 , que, combinado com o
item (𝑖), fornece

3𝑑2 + 2𝑑(−4ℎ − 6) + 4ℎ2 + 20ℎ − 8 < 0.

Finalmente, dessa última relação e do fato que ℎ2 − 3ℎ + 15 > 0 segue portanto

4ℎ + 6 − 2
√

ℎ2 − 3ℎ + 15
3 < 𝑑 <

4ℎ + 6 + 2
√

ℎ2 − 3ℎ + 15
3 .

Em nosso trabalho apresentamos uma classificação de superfícies em termos do
grau e do gênero seccional de superfícies. Na proposição 3.0.13, a seguir, apresentamos
um primeiro resultado sobre a lista de possibilidades para o grau e o gênero seccional.
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Proposição 3.0.13 (Ellia). Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa, racional e regrada em
cúbicas (ℎ = 3). Então

(𝑖) 5 ≤ 𝑑 ≤ 9;

(𝑖𝑖) A lista de possibilidades para (𝑑, 𝜋) é dada por: (5, 2), (6, 3), (7, 5), (8, 8), (9, 12).

Demonstração: Note que, como as fibras são cúbicas, podemos aplicar o corolário 3.0.12.
Nesse caso, fazendo-se ℎ = 3 no item (𝑖𝑖) do corolário 3.0.12 obtemos

7 −
√

5 ≤ 𝑑 ≤ 7 +
√

5

donde Z ∋ |𝑑 − 7| ≤
√

5. Assim, |𝑑 − 7| ≤ 2 donde que 5 ≤ 𝑑 ≤ 9.

Aplicando-se agora o item (𝑖) do corolário 3.0.12 obtemos 𝜋 = (𝑑−4)(𝑑−5)
2 + 2. Dessa

forma,

𝑑 = 5 ⇒ 𝜋 = 2

𝑑 = 6 ⇒ 𝜋 = 3

𝑑 = 7 ⇒ 𝜋 = 5

𝑑 = 8 ⇒ 𝜋 = 8

𝑑 = 9 ⇒ 𝜋 = 12

finalizando então o item (𝑖𝑖).

A respeito da dimensão de 𝐻1(𝑆, 𝒪𝑆(1)) apresentamos a seguinte terminologia para
superfícies algébricas.

Definição 3.0.1. Considere 𝑆 ⊂ P4 uma superfície. Ao número ℎ1(𝒪𝑆(1)) := dim 𝐻1(𝒪𝑆(1))
chamamos de índice de especialidade de 𝑆 e dizemos que 𝑆 é não-especial se
ℎ1(𝒪𝑆(1)) = 0. Se ℎ1(𝒪𝑆(1)) > 0 a superfície 𝑆 é chamada especial.

Lema 3.0.14 (Ellia). Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa racional regrada em quárticas
(ℎ = 4). Se a fibra geral do morfismo 𝑝 : 𝑆 −→ P1 é não-degenerada, então 𝑆 é não-
especial e 3 ≤ 𝑑 = deg 𝑆 ≤ 9.

Demonstração: Consideremos a sequencia de Euler

0 //𝑀𝑆
// 𝑉 ⊗ 𝒪𝑆

𝜌 // 𝒪𝑆(1) // 0,
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onde denotamos 𝑀 := ΩP4(1). Desejamos aplicar 𝑝* nesta sequencia. Restringindo a uma
fibra tem-se

0 //𝑀𝑓𝑥
// 𝑉 ⊗ 𝒪𝑓𝑥

𝜌𝑥 // 𝒪𝑓𝑥(1) // 0.

Note que ℎ0(𝒪𝑓𝑥(1)) = 5 e ℎ1(𝒪𝑓𝑥(1)) = 0 para todo 𝑥 ∈ P1 (mesmo se 𝑓𝑥 é
singular); por mudança de base segue que 𝑝*(𝒪𝑆(1)) é um fibrado vetorial de posto 5
sobre P1 e 𝑅𝑖𝑝*(𝒪𝑆(1)) = 0 para 𝑖 > 0. Além disso, como 𝑓𝑥 gera P4 com 𝑥 geral, 𝜌𝑥 é
um isomorfismo e ℎ0(𝑀𝑓𝑥) = 0 para 𝑥 geral. Isso implica que 𝑝*(𝑀𝑆) = 0 (poderia ser um
subfeixe torcido de 𝑝*(𝑉 ⊗ 𝒪𝑆) = 5 · 𝒪P1). Logo, obtemos uma injeção 0 −→ 5 · 𝒪P1 −→
𝑝*(𝒪𝑆(1)). Seja 𝑇 o conúcleo desta injeção e note que 𝑇 tem suporte finito (tem posto
zero).

Tomando-se cohomologia na sequencia exata

0 // 5 · 𝒪P1 // 𝑝*(𝒪𝑆(1)) // 𝑇 // 0

e como ℎ0(𝑝*(𝒪𝑆(1))) = ℎ0(𝒪𝑆(1)) = 5, pelo teorema de Severi obtemos ℎ0(𝑇 ) = 0, donde
𝑇 = 0 e 5 · 𝒪P1 ≃ 𝑝*(𝒪𝑆(1)). Segue que ℎ1(𝑝*(𝒪𝑆(1))) = 0. Pela sequência espectral de
Leray (teorema 2.0.7) tem-se 𝑅𝑖𝑝*(𝒪𝑆)(1) = 0 para 𝑖 > 0, donde segue que ℎ1(𝒪𝑆(1)) =
ℎ1(𝑝*(𝒪𝑆(1))) = 0, mostrando que 𝑆 é não-especial como queríamos.

Pela proposição 3.2.1 temos que 3 ≤ 𝑑 ≤ 9 para superfícies racionais não-especiais.

Lema 3.0.15 (Voica). Não existe superfície 𝑆 ⊂ P4 lisa e racional com grau 𝑑 = 9 e com
gênero seccional 𝜋 = 9.

Demonstração: Suponha que existe uma superfície assim e seja 𝐶 uma seção hiperplana
lisa. Observe que os divisores 2𝐻|𝐶 e 3𝐻|𝐶 são não-especiais em 𝐶. Usando a sequencia
exata

0 // 𝒪𝑆(−𝐻) // 𝒪𝑆
// 𝒪𝐶

// 0

deduzimos que

ℎ0(𝑆, 𝒪𝑆(3𝐻)) ≤ ℎ0(𝑆, 𝒪𝑆(𝐻)) + ℎ0(𝐶, 𝒪𝐶(2𝐻)) + ℎ0(𝐶, 𝒪𝐶(3𝐻)) ≤ 34.

Da sequencia exata

0 // 𝐼𝑆(3) // 𝒪P4(3) // 𝒪𝑆(3) // 0

obtemos
ℎ0(P4, 𝐼𝑆(3)) ≥ 1,
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de modo que 𝑆 está contida em uma hipercúbica. Pelo corolário 3.0.6 obtemos uma
contradição.

A demonstração da proposição seguinte pode ser consultada em [A].

Proposição 3.0.16 (Alexander). Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa e racional com seção
hiperplana geral 𝐻. Então

3 ≤ ℎ0(𝒪𝑆(𝐻)) ≤ 6.

No caso em que 𝑆 não é linearmente normal tem-se que

(𝑖) Se ℎ0(𝒪𝑆(𝐻)) ≤ 4 então 𝑆 é uma supefície em P3.

(𝑖𝑖) Se ℎ0(𝒪𝑆(𝐻)) = 6 então 𝑆 é a superfície de Veronese de grau 4 em P4.
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3.1 As superfícies possíveis
Por toda este seção 𝑆 ⊂ P4 denotará uma superfície racional, não-degenerada lisa

sobre um corpo algebricamente fechado k de característica 0. Da mesma forma, denote
𝑑 := deg 𝑆, 𝜋 o gênero seccional de 𝑆, 𝐻 a seção hiperplana geral de 𝑆 em P4 e 𝐾𝑆 o
divisor canônico de 𝑆.

Pode-se mostrar (veja [B]) que existe uma composição de um número finito de blow-
ups f : 𝑆 −→ 𝑆0, onde 𝑆0 ou é ≃ P2 ou é ≃ F𝑛 (superfície de Hirzebruch). Denotando-se os
divisores excepcionais desses blow-ups por 𝐸1, . . . , 𝐸𝑟 tem-se que Pic 𝑆 = Zf*(Pic(𝑆0)) ⊕
Z𝐸1 ⊕ . . . ⊕ Z𝐸𝑟, i.e., Pic(𝑆) é gerado por f*(Pic(𝑆0)), 𝐸1, . . . , 𝐸𝑟.

A fim de fazer cálculos com os coeficientes de divisores de uma superfície regrada,
vamos começar com o seguinte critério.

Proposição 3.1.1. Se 𝐷 é um divisor em 𝑆 então |𝐷| ℎ-regra 𝑆 se, e somente se,

(i) 𝐷2 = 0;

(ii) 𝐷 · 𝐾 = −2;

(iii) 𝐷 · 𝐻 = ℎ.

Demonstração: Assuma que |𝐷| é uma ℎ-regragem da superfície 𝑆. Neste caso, como 𝐷

é livre de pontos de base, tem-se que 𝐷2 = 0, constatando-se assim o item (𝑖).

Para qualquer 𝐶 ∈ |𝐷| vale que 𝑔(𝐶) = 0, donde, pela fórmula de adjunção (Teo-
rema 2.0.1) chega-se a

−2 = 2𝑔(𝐶) − 2 = 𝐷 · (𝐷 + 𝐾),

o que implica
𝐷2 + 𝐷 · 𝐾 = −2

que, pelo item (𝑖), temos
𝐷 · 𝐾 = −2,

verificando-se então o item (𝑖𝑖).

Note agora que se 𝐻 é uma seção hiperplana de 𝑆, então para toda curva 𝐶 ⊂ 𝑆

vale que deg 𝐶 = 𝐶 · 𝐻. Em particular, se 𝐶 ∈ |𝐷| tem-se que

ℎ = deg 𝐶 (pois |𝐷| é ℎ-regragem)
= 𝐶 · 𝐻

= 𝐷 · 𝐻 (pois 𝐷 ∼ 𝐶)

mostrando assim o item (𝑖𝑖𝑖).
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Reciprocamente, considere 𝐷 um divisor sobre a superfície 𝑆 que satisfaz as con-
dições (𝑖), (𝑖𝑖) e (𝑖𝑖𝑖) acima. Do item (𝑖) tem-se obviamente que 𝐷 é um divisor livre de
pontos de base.

Considere uma curva lisa 𝐶 em |𝐷|. Então

2𝑔(𝐶) − 2 = 𝐷2 + 𝐷 · 𝐾 (fórmula de adjunção )
= −2 (pelos iten (i) e (ii))

donde segue que 𝑔(𝐶) = 0, e assim 𝐶 é racional.

Pela fórmula de adjunção (Teorema 2.0.1), os itens (i) e (ii) implicam que se 𝐶 é
uma curva lisa em |𝐷|, então 2𝑔(𝐶) − 2 = 𝐷 · (𝐷 + 𝐾) = −2, acarretando 𝑔(𝐶) = 0, e
assim 𝐶 é racional.

Tensorizando-se a sequência exata

0 // 𝒪𝑆(−𝐷) // 𝒪𝑆
// 𝒪𝐶

// 0

por 𝒪𝑆(𝐷) e observando que 𝐶 ≃ P1 (como acabamos de ver), a sequência exata de
cohomologia sobre 𝑆

0 // 𝐻0(𝒪𝑆) // 𝐻0(𝒪𝑆(𝐷)) // 𝐻0(𝒪P1) // 0 // 𝐻1(𝒪𝑆(𝐷)) // 0,

fornece ℎ0(𝒪𝑆(𝐷)) = ℎ0(𝒪𝑆) + ℎ0(𝒪P1) = 1 + 1 = 2, e assim dim |𝐷| = 1, mostrando que
|𝐷| é um pencil sobre 𝑆.

O item (𝑖𝑖𝑖) fornece imediatamente que deg 𝐶 = 𝐶 · 𝐻 = 𝐷 · 𝐻 = ℎ para toda
𝐶 ∈ |𝐷| como observamos a pouco.

No que se segue, vamos reestabelecer a proposição 3.1.1 em termos de todos os
coeficientes de todos aqueles divisores de 𝑆 envolvidos. Isso provém da observação que
Pic 𝑆 = Zf*(Pic(𝑆0)) ⊕ Z𝐸1 ⊕ . . . ⊕ Z𝐸𝑟 como veremos abaixo.

Corolário 3.1.2. Se 𝑆 domina P2 e f : 𝑆 −→ P2 é o morfismo do blow-up de 𝑟 pontos,

então, pondo-se 𝐻 ∼ 𝑎f*(𝑙) −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖𝐸𝑖 e 𝐷 ∼ 𝛼f*(𝑙) −

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖𝐸𝑖 (onde 𝑙 é uma reta em P2,

ou seja, 𝑙 é um gerador de Pic P2 = Z𝑙), podemos reescrever as condições da proposição
3.1.1 como

(𝑖′) 𝛼2 =
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖 ;

(𝑖𝑖′) 3𝛼 − 2 =
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖𝛽𝑖;
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(𝑖𝑖𝑖′) 𝑎𝛼 −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖𝛽𝑖 = ℎ.

Demonstração: Veja inicialmente que o divisor canônico de 𝑆 corresponde a 𝐾 ∼

−3f*(𝑙) +
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖𝐸𝑖. Toda a teoria de interseção sobre o blow up 𝑆 é determinada atra-

vés das seguintes relações sobre Pic 𝑆 = Zf*(𝑙) ⊕ Z𝐸1 ⊕ . . . ⊕ Z𝐸𝑟 dadas por

𝐸2
𝑖 = −1,

𝐸𝑖 · 𝐸𝑗 = 0, 𝑖 ̸= 𝑗,

f*(𝑙) · f*(𝑙) = 𝑙 · 𝑙 = 1

f*(𝑙) · 𝐸𝑖 = 0.

Delas segue diretamente então que

𝐷2 =
(︃

𝛼f*(𝑙) −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝐸𝑖

)︃
·
(︃

𝛼f*(𝑙) −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝐸𝑖

)︃

= 𝛼2f*(𝑙) · f*(𝑙) − 2
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝛽𝑖f

*(𝑙) · 𝐸𝑖 +
(︃

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖𝐸𝑖

)︃
·
(︃

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖𝐸𝑖

)︃

= 𝛼2 −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖

𝐷 · 𝐾 =
(︃

𝛼f*(𝑙) −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝐸𝑖

)︃
·
(︃

−3f*(𝑙) +
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖𝐸𝑖

)︃

= −3𝛼f*(𝑙) · f*(𝑙) +
𝑟∑︁

𝑖=1
(𝛼𝑏𝑖 + 3𝛽𝑖)f*(𝑙) · 𝐸𝑖 −

(︃
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝐸𝑖

)︃
·
(︃

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝐸𝑖

)︃

= −3𝛼 +
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝑏𝑖

𝐷 · 𝐻 =
(︃

𝛼f*(𝑙) −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝐸𝑖

)︃
·
(︃

𝑎f*(𝑙) −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖𝐸𝑖

)︃

= 𝛼𝑎f*(𝑙) · f*(𝑙) −
𝑟∑︁

𝑖=1
(𝛼𝑏𝑖 + 𝛽𝑖𝑎)f*(𝑙) · 𝐸𝑖 +

(︃
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝐸𝑖

)︃
·
(︃

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝐸𝑖

)︃

= 𝛼𝑎 −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝑏𝑖

mostrando que os itens (𝑖), (𝑖𝑖) e (𝑖𝑖𝑖) da proposição 3.1.1 são equivalentes a (𝑖′),
(𝑖𝑖′) e (𝑖𝑖𝑖′).
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Observação: Note que na proposição 3.1.1 cada coeficiente 𝑎, 𝛼, 𝑏𝑖 é positivo e cada 𝛽𝑖 é
não-negativo para todo 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

Desejamos iniciar nossa classificação para ℎ-regragem em termos do tipo da super-
fície com relação a seu par (𝑑, 𝜋).

Proposição 3.1.3. Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa, racional, não-degenerada e 3-
regrada. Então as possibilidades para (𝑑, 𝜋) são (5, 2) e (6, 3).

Demonstração: Pela proposição 3.0.13, a lista de possibilidades para (𝑑, 𝜋) é:

(5, 2), (6, 3), (7, 5), (8, 8), (9, 12).

Para 𝑑 ∈ {7, 8, 9} e 0 ≤ 𝑡 < 3 inteiro tal que 𝑑 + 𝑡 ≡ 0(mod 3) e 0 ≤ 𝑡 < 3, ponha
𝐵(𝑑, 𝑡) := 1 + 𝑑2

6 − 𝑑
2 − 2𝑡(3−𝑡)

6 .

Note que

𝑑 = 7 ⇒ 𝑡 = 2 ⇒ 𝐵(7, 2) = 5

𝑑 = 8 ⇒ 𝑡 = 1 ⇒ 𝐵(8, 1) = 7

𝑑 = 9 ⇒ 𝑡 = 0 ⇒ 𝐵(9, 0) = 10

Vimos na proposição 3.0.2 que, para 𝑑 = 7, 8, 9, deve-se ter 𝜋 < 𝐵(𝑑, 𝑡), o que não
ocorre para (7, 5), (8, 8) e (9, 12) como observado acima. Logo, exclui-se (7, 5), (8, 8) e
(9, 12) e obtém-se portanto somente os pares (5, 2) e (6, 3).

Proposição 3.1.4. Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa, racional, não-degenerada, 4-regrada
e cuja fibra geral é degenerada. Então as possibilidades para (𝑑, 𝜋) são: (6, 3), (7, 4) e
(8, 6).

Demonstração: Vamos inicialmente descobrir quais são as possibilidades para o grau de
𝑆.

Fazendo ℎ = 4 no item (𝑖𝑖) do corolário 3.0.12 chegamos a relação

9 −
√

13 ≤ 𝑑 ≤ 9 +
√

13,

que implica, analogamente ao que fizemos antes, em |𝑑−9| ≤
√

13. Assim, a lista de graus
possíveis para 𝑆 é dada por

𝑑 = 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12.
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Pela fórmula do gênero seccional dada pelo item (𝑖) do corolário 3.0.12 obtemos,
com ℎ = 4:

𝑑 = 6 ⇒ 𝜋 = 3

𝑑 = 7 ⇒ 𝜋 = 4

𝑑 = 8 ⇒ 𝜋 = 6

𝑑 = 9 ⇒ 𝜋 = 9

𝑑 = 10 ⇒ 𝜋 = 13

𝑑 = 11 ⇒ 𝜋 = 18

𝑑 = 12 ⇒ 𝜋 = 24

Com isso, a lista de possibilidades para (𝑑, 𝜋) é (6, 3), (7, 4), (8, 6), (9, 9), (10, 13), (11, 18),
(12, 24).

Para 𝑑 ∈ {10, 11, 12}, seja 𝑡 como na proposição 3.0.2. Note que como

𝑑 = 10 ⇒ 𝑡 = 2 ⇒ 𝐵(10, 2) = 12

𝑑 = 11 ⇒ 𝑡 = 1 ⇒ 𝐵(11, 1) = 15

𝑑 = 12 ⇒ 𝑡 = 0 ⇒ 𝐵(12, 0) = 19

podemos eliminar os pares (10, 13), (11, 18), (12, 24), que, por sua vez, violam a condição
𝜋 < 𝐵(𝑑, 𝑡) da proposição 3.0.2.

Por fim, em virtude do lema 3.0.15, podemos excluir o par (9, 9) e, assim, nossa
lista fica (𝑑, 𝜋) = (6, 3), (7, 4), (8, 6).

Lema 3.1.5. Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa e racional. Então

𝜒(𝒪𝑆(1)) = 𝑑 + 2 − 𝜋.

Demonstração: Seja 𝐻 a seção hiperplana geral de 𝑆 e considere a sequência exata

0 // 𝒪𝑆
// 𝒪𝑆(1) // 𝒪𝐻(𝐻) // 0

onde, por abuso de notação, colocamos 𝒪𝐻(𝐻) := 𝒪𝐻 ⊗𝒪𝑆
𝒪𝑆(1).

Pelo teorema de Riemann-Roch aplicado à curva 𝐻 temos

𝜒(𝒪𝐻(𝐻)) = deg 𝐻 + 1 − 𝜋

= 𝐻2 + 1 − 𝜋

= 𝑑 + 1 − 𝜋.
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Da sequência exata acima calculamos a característica de Euler

𝜒(𝒪𝑆(1)) = 𝜒(𝒪𝑆) + 𝜒(𝒪𝐻(𝐻))
= 1 + 𝑑 + 1 − 𝜋

= 𝑑 + 2 − 𝜋,

pois, como 𝑆 é racional temos que 𝜒(𝒪𝑆) = 1 − 𝑔(𝑆) = 1.

Lema 3.1.6. Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa, racional e não-degenerada. Então

𝑆 é não-especial se, e somente se,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑆 é linearmente normal, e 𝜋 = 𝑑 − 3
ou

𝑆 = Veronese, e 𝜋 = 0

Demonstração: Seja 𝐻 a seção hiperplana geral de 𝑆. Como

ℎ0(𝒪𝑆(𝐾𝑆 − 𝐻)) ≤ ℎ0(𝒪𝑆(𝐾𝑆)) = 𝑔(𝑆) = 0,

pela dualidade de Serre temos que

ℎ2(𝒪𝑆(1)) = ℎ2(𝒪𝑆(𝐻)) = ℎ0(𝒪𝑆(𝐾𝑆 − 𝐻)) = 0.

Uma vez que 𝑆 é não-degenerada, pela proposição 3.0.16, temos ou 𝑆 é linearmente normal
ou 𝑆 é a superfície de Veronese.

Vamos supor primeiro que 𝑆 = 𝑉 é a superfície de Veronese. Vimos na proposição
3.0.16 que ℎ0(𝒪𝑉 (1)) = 6. Pelo lema 3.1.5 temos então

6 − ℎ1(𝒪𝑉 (1)) = 𝜒(𝒪𝑉 (1)) = 𝑑 + 2 − 𝜋 = 4 + 2 − 0 = 6

donde que ℎ1(𝒪𝑉 (1)) = 0 e então a superfície de Veronese em P4 é não-especial.

Notando que ℎ0(𝒪𝑆(1)) = 5 já que 𝑆 é mergulhada em P4 via 𝐻, no caso em que
𝑆 é linearmente normal temos que

𝜒(𝒪𝑆(1)) = 5 − ℎ1(𝒪𝑆(1)).

Logo, pelo lema 3.1.5 temos

𝑑 + 2 − 𝜋 = 𝜒(𝒪𝑆(1)) = 5 − ℎ1(𝒪𝑆(1)).

Portanto, o índice de especialidade de 𝑆 é

ℎ1(𝒪𝑆(1)) = 3 + 𝜋 − 𝑑.
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Estabeleceremos a seguir um resultado sobre as superfícies dadas por explosões de
pontos em posição geral de P2.

Teorema 3.1.7. Seja 𝑆 ⊂ P4 não-degenerada e obtida por uma explosão P2 em um
conjunto de 𝑟 pontos em posição geral. Então 𝑆 é não-especial.

Demonstração: Considere f : 𝑆 −→ P2 a explosão de P2 em 𝑟 pontos em posição geral.
Primeiramente, vamos escrever a seção hiperplana geral de 𝑆 como

𝐻 ∼ 𝑎f*(𝑙) −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖𝐸𝑖

e o divisor canônico
𝐾 = −3f*(𝑙) +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝐸𝑖.

Logo,

𝑑 = 𝐻2

= 𝑎2 −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑏2

𝑖

e

𝑑 + 2 − 2𝜋 = −𝐻 · 𝐾 (fórmula de adjunção)

= 3𝑎 −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖.

Ao somarmos estas duas igualdades obtemos

𝑎2 + 3𝑎 −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖(𝑏𝑖 + 1) = 2(𝑑 + 1 − 𝜋)

o que implica

(𝑎 + 1)(𝑎 + 2)
2 −

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑏𝑖 + 1)
2 = 𝑑 + 2 − 𝜋

e então

(︃
𝑎 + 2

2

)︃
−

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑏𝑖 + 1)
2 = 𝑑 + 2 − 𝜋.
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Seja 𝑍 a subvariedade de P2 formada pelos nossos 𝑟 pontos e consideremos a sequência
exata

0 // ℐ𝑍(𝑎) // 𝒪P2(𝑎) // 𝒪𝑍(𝑎) // 0.

Com isso, calculamos a característica de Euler:

𝜒(ℐ𝑍(𝑎)) = 𝜒(𝒪P2(𝑎)) − 𝜒(𝒪𝑍(𝑎))
= ℎ0(𝒪P2(𝑎)) − ℎ0(𝒪𝑍(𝑎))

=
(︃

𝑎 + 2
2

)︃
−

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑏𝑖 + 1)
2

= 𝑑 + 2 − 𝜋.

uma vez que

ℎ0(𝒪P2(𝑎)) =
(︃

𝑎 + 2
2

)︃
e

ℎ0(𝒪𝑍(𝑎)) =
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖(𝑏𝑖 + 1)
2 .

Note que, pelo lema 3.1.5, 𝑑 + 2 − 𝜋 = 𝜒(𝒪𝑆(𝐻)); logo, 𝜒(ℐ𝑍(𝑎)) = 𝜒(𝒪𝑆(𝐻)).

Veja também que como os 𝑟 pontos estão em posição geral então ℎ1(ℐ𝑍(𝑎)) = 0 e
note também que ℎ0(ℐ𝑍(𝑎)) = ℎ0(𝒪𝑆(𝐻)) = 5 já que ℐ𝑍(𝑎) corresponde ao sistema linear

|𝑎𝐿 −
𝑟∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖|, que por sua vez mergulha 𝑆 em P4. Logo,

5 = 𝑑 + 2 − 𝜋.

Finalmente, no lema 3.1.6 vimos que

𝑆 é não-especial se, e somente se, 𝜋 = 𝑑 − 3,

e 𝑆 é portanto não-especial.

Proposição 3.1.8. Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa, racional, não-degenerada, 4-regrada
e cuja fibra geral é não-degenerada. Neste caso, as possibilidades para (𝑑, 𝜋) são: (3, 0),
(4, 1), (5, 2), (6, 3), (7, 4), (8, 5), (9, 6).

Demonstração: Pelo lema 3.0.14 temos que o grau de 𝑆 é 3 ≤ 𝑑 ≤ 9 e também que
𝑆 é não- especial. Logo, pelo lema 3.1.6 tem-se 𝜋 = 𝑑 − 3, com 3 ≤ 𝑑 ≤ 9. Portanto,
(𝑑, 𝜋) = (3, 0), (4, 1), (5, 2), (6, 3), (7, 4), (8, 5), (9, 6).
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3.2 Sobre os tipos de superfícies 3-regradas e 4-regradas
Nesta seção iremos classificar as superfícies 3-regradas e 4-regradas com respeito

ao seu grau e gênero seccional.

Para o caso de 3-regragens obtivemos, na seção anterior (proposição 3.1.3), que os
tipos (𝑑, 𝜋) possíveis são

(5, 2) e (6, 3).

Já no caso de 4-regragens existem (proposição 3.1.4) os tipos

(6, 3), (7, 4), (8, 6)

se a fibra geral é degenerada, e os tipos

(3, 0), (4, 1), (5, 2), (6, 3), (7, 4), (8, 5), (9, 6)

se a fibra geral é não-degenerada (proposição 3.1.8). Além disso, 𝑆 deve ser não-especial
para este último caso.

Nossa lista total de pares possíveis (𝑑, 𝜋) de nossas superfícies é :

(3, 0), (4, 1), (5, 2), (6, 3), (7, 4), (8, 5), (9, 6), (8, 6).

Proposição 3.2.1 (Alexander). Seja 𝑆 uma superfície racional, não-especial, linearmente
normal, sobre um corpo algebricamente fechado de característica zero, de grau 𝑑 em P4,
mergulhada por um sistema linear 𝐻 = 𝐻0(𝑆, 𝒪𝑆(1)). Então o grau está limitado por
3 ≤ 𝑑 ≤ 9 e 𝑆 é isomorfa a cada uma das explosões de P2 abaixo e mergulhada pelos
respectivos 𝐻 dados abaixo:

𝑑 𝑆 𝐻

3 P2(𝑥1) f*(2𝑙) − 𝐸1

4 P2(𝑥1, . . . , 𝑥5) f*(3𝑙) −
5∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖

5 P2(𝑥1)(𝑦1, . . . , 𝑦7) f*(4𝑙) − 2𝐸1 −
7∑︁

𝑖=1
𝐹𝑖

6 P2(𝑥1, . . . , 𝑥10) f*(4𝑙) −
10∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖

7 P2(𝑥1, . . . , 𝑥6)(𝑦1, . . . , 𝑦5) f*(6𝑙) −
6∑︁

𝑖=1
2𝐸𝑖 −

5∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖

8 P2(𝑥1, . . . , 𝑥10)(𝑦1) f*(7𝑙) −
10∑︁

𝑖=1
2𝐸𝑖 − 𝐹1

9 P2(𝑥1, . . . , 𝑥10) f*(13𝑙) −
10∑︁

𝑖=1
4𝐸𝑖
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onde f : 𝑆 −→ P2 é o morfismo da respectiva explosão de pontos de P2, 𝑙 ⊂ P2 uma reta
geral e 𝐸𝑖, 𝐹𝑗 os divisores excepcionais.

Para a classificação das regragens precisaremos tratar posteriormente o tipo (𝑑, 𝜋) =
(8, 6). Note que para grau 𝑑 = 8, a superfície P2(𝑥1, . . . , 𝑥10)(𝑦1) da proposição acima tem
gênero seccional 𝜋 = 5. Por isso citamos o seguinte resultado de Okonek (veja [O]) afim
de tratar o caso (𝑑, 𝜋) = (8, 6) posteriormente.

Proposição 3.2.2 (Okonek). Seja 𝑆 ⊂ P4 uma superfície lisa, racional, com grau 𝑑 = 8
e gênero seccional 𝜋 > 5. Então 𝜋 = 6, ℎ1(𝒪𝑆(1)) = 1, sua seção hiperplana geral é

𝐻 ∼ f*(6𝑙) −
4∑︁

𝑖=1
2𝐸𝑖 −

12∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖

e
𝑆 ≃ P2(𝑥1, . . . , 𝑥4)(𝑦1, . . . , 𝑦12)

é a explosão f : 𝑆 −→ P2 em 16 pontos de P2.

Convém então notar algo sútil aqui em relação à posição dos pontos na propo-
sição 3.2.2. Os 16 pontos a serem explodidos aqui não estão em posição geral pois do
contrário teríamos pelo teorema 3.1.7 que 𝑆 é não-especial; mas para grau 8 a proposição
3.2.1 assegura que o gênero seccional de 𝑆 deve ser 5, violando assim a proposição 3.2.2.
Portanto, a explosão P2(𝑥1, . . . , 𝑥4)(𝑦1, . . . , 𝑦12) da proposição 3.2.2 é a única superfície
regrada do tipo (𝑑, 𝜋) = (8, 6) que é 4-regrada com fibra geral degenerada como veremos
na proposição 3.2.7.

No resultado a seguir iremos reduzir nossa lista dos tipos possíveis (𝑑, 𝜋) de 3-
regragens e 4-regragens.

Proposição 3.2.3. Não existem 3-regragens e 4-regragens sobre superfícies com os tipos

(𝑑, 𝜋) = (3, 0), (4, 1), (8, 5), (9, 6).

Demonstração: Se existe uma regragem |𝐷| como acima ela tem que ser uma 4-regragem
com fibra geral não-degenerada, em virtude das proposições 3.1.3 e 3.1.4.

No que segue utilizaremos as notações do corolário 3.1.2.

Tipo (3,0): Nesse caso, a proposição 3.2.1 fornece

𝑆 ≃ P2(𝑥1)

𝐻 ∼ f*(2𝑙) − 𝐸1
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e
𝐷 ∼ 𝛼f*(𝑙) − 𝛽𝐸1.

As condições do corolário 3.1.2 ficam

(𝑖′) 𝛼 = 𝛽

(𝑖𝑖′) 3𝛼 − 2 = 𝛽

que combinadas nos dão 𝛼 = 𝛽 = 1. Logo, pelo item (𝑖𝑖𝑖′) do corolário 3.1.2 tem-se que
ℎ = 2𝛼 − 𝛽 = 1; o que não é possível já que ℎ = 4.

Tipo (4,1): Pela proposição 3.2.1

𝑆 ≃ P2(𝑥1, . . . , 𝑥5)

𝐻 ∼ f*(3𝑙) −
5∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖

𝐷 ∼ 𝛼f*(𝑙) −
5∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝐸𝑖.

Note que nesse caso, 𝐻 ∼ −𝐾. Logo, temos

ℎ = 𝐷 · 𝐻 = −𝐷 · 𝐾 = 2

contradizendo ℎ = 4.

Tipo (8,5): Como antes, da proposição 3.2.1, tem-se

𝑆 ≃ P2(𝑥1, . . . , 𝑥10)(𝑦1)

𝐻 ∼ f*(7𝑙) −
10∑︁

𝑖=1
2𝐸𝑖 − 𝐹1

𝐷 ∼ 𝛼f*(𝑙) −
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝐸𝑖 − 𝛾𝐹1

Nesse caso, as condições do corolário 3.1.2 ficam escritas como

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑖′) 𝛼2 =
10∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖 + 𝛾2

(𝑖𝑖′) 3𝛼 − 2 =
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 + 𝛾

(𝑖𝑖𝑖′) 7𝛼 − 2
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 − 𝛾 = ℎ = 4
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Combinando os itens (𝑖′) e (𝑖𝑖′) temos que

7𝛼 − 𝛾 − 4 = 2
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 = 6𝛼 − 2𝛾 − 4,

o que implica em 𝛼 = −𝛾. Substituindo esta última relação em (𝑖′) chegamos em
10∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖 = 0

e então cada 𝛽𝑖 = 0, o que é impossível.

Tipo (9,6): De modo análogo ao que fizemos nos casos anteriores, escrevemos

𝑆 ≃ P2(𝑥1, . . . , 𝑥10)

𝐻 ∼ f*(13𝑙) −
10∑︁

𝑖=1
4𝐸𝑖

𝐷 ∼ 𝛼f*(𝑙) −
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖𝐸𝑖

Analogamente, o corolário 3.1.2 fornece

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑖′) 𝛼2 =
10∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖

(𝑖𝑖′) 3𝛼 − 2 =
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖

(𝑖𝑖𝑖′) 13𝛼 − 4
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 = ℎ = 4

Combinando-se os itens (𝑖𝑖′) e (𝑖𝑖𝑖′) tem-se que

12𝛼 − 8 = 4
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 = 13𝛼 − 4

e então 𝛼 = −4, o que é impossível já que 𝛼 > 0.

Proposição 3.2.4. Se (𝑑, 𝜋) = (5, 2) então 𝑆 ≃ P2(𝑥1)(𝑦1, . . . , 𝑦7), 𝐻 ∼ f*(4𝑙) − 2𝐸1 −
7∑︁

𝑖=1
𝐹𝑖 e existem 4 tipos de 3-regragens, a saber a de transformadas estritas de:

- retas tendo um 𝑦𝑖 como ponto simples;

- cônicas tendo 𝑥1 e 3 dos 𝑦𝑖 como pontos simples;

- cúbicas tendo um ponto duplo em 𝑥1 e pontos simples em 5 dos 𝑦𝑖;

- quárticas tendo um ponto triplo em 𝑥1 e pontos simples em todos os 𝑦𝑖.
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Existem 4 tipos de 4-regragens, a saber a de transformadas estritas de:

- cônicas com pontos simples em 4 dos 𝑦𝑖;

- cúbicas tendo 𝑥1 e 4 dos 𝑦𝑖 como pontos simples e com um ponto duplo em um dos
𝑦𝑖;

- quárticas tendo 𝑥1 e 2 dos 𝑦𝑖 como pontos duplos e pontos simples em 4 dos 𝑦𝑖;

- quínticas com ponto triplo em 𝑥1, ponto duplo em 3 dos 𝑦𝑖 e pontos simples nos 4
𝑦𝑖 restantes.

Além disso, quaisquer dois dos 𝑦𝑖 não são colineares com 𝑥1, e nem 𝑥1 nem qualquer 𝑦𝑖

está infinitamente próximos dos 𝑦𝑖.

Demonstração: Vamos considerar primeiro o caso de 3-regragem. Pela proposição 3.2.1,
tem-se que

𝑆 ≃ P2(𝑥1)(𝑦1, . . . , 𝑦7)

𝐻 ∼ f*(4𝑙) − 2𝐸1 −
7∑︁

𝑖=1
𝐹𝑖

𝐷 ∼ 𝛼f*(𝑙) − 𝛽1 −
7∑︁

𝑖=1
𝛾𝑖𝐹𝑖

Do corolário 3.1.2 temos

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑖′) 𝛼2 = 𝛽2
1 +

7∑︁
𝑖=1

𝛾2
𝑖

(𝑖𝑖′) 3𝛼 − 2 = 𝛽1 +
7∑︁

𝑖=1
𝛾𝑖

(𝑖𝑖𝑖′) 4𝛼 − 2𝛽1 −
7∑︁

𝑖=1
𝛾𝑖 = ℎ = 3

De (𝑖𝑖′) e (𝑖𝑖𝑖′) obtém-se

4𝛼 − 2𝛽1 − 3 =
7∑︁

𝑖=1
𝛾𝑖 = 3𝛼 − 𝛽1 − 2,

donde que
𝛼 = 𝛽1 + 1

e então
2𝛽1 + 1 =

7∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖.
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Substituindo no item (𝑖′) tem-se

7∑︁
𝑖=1

𝛾2
𝑖 = 𝛼2 − 𝛽2

1 = (𝛼 + 𝛽1)(𝛼 − 𝛽1) = 2𝛽1 + 1 =
7∑︁

𝑖=1
𝛾𝑖

e portanto cada 𝛾𝑖 ou é 0 ou é 1. Isso implica que

2𝛽1 + 1 =
7∑︁

𝑖=1
𝛾𝑖 ≤ 7,

e então
𝛽1 ≤ 3 e 𝛼 ≤ 4.

Agora os casos são

𝛼 = 1 ⇒ 𝐷 ∼ f*(𝑙) − 𝐹𝑖1

𝛼 = 2 ⇒ 𝐷 ∼ 2f*(𝑙) − 𝐸1 − 𝐹𝑖1 − 𝐹𝑖2 − 𝐹𝑖3

𝛼 = 3 ⇒ 𝐷 ∼ 3f*(𝑙) − 2𝐸1 −
5∑︁

𝑗=1
𝐹𝑖𝑗

𝛼 = 4 ⇒ 𝐷 ∼ 4f*(𝑙) − 3𝐸1 −
7∑︁

𝑖=1
𝐹𝑖

concluindo o resultado para ℎ = 3.

Vamos agora considerar o caso de 4-regragem.

Combinando os itens (𝑖𝑖′) e (𝑖𝑖𝑖′) nesse caso (ℎ = 4) tem-se que

4𝛼 − 2𝛽1 − 4 =
7∑︁

𝑖=1
𝛾𝑖 = 3𝛼 − 𝛽1 − 2,

o que implica em
𝛼 = 𝛽1 + 2

e então
2𝛽1 + 4 =

7∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖.

Substituindo em (𝑖′) tem-se que

7∑︁
𝑖=1

𝛾2
𝑖 = 𝛼2 − 𝛽2

1 = (𝛼 + 𝛽1)(𝛼 − 𝛽1) = 4𝛽1 + 4.

Logo,
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(2𝛽1 + 4)2 =
(︃ 7∑︁

𝑖=1
𝛾𝑖

)︃2

=
(︃ 7∑︁

𝑖=1
1 · 𝛾𝑖

)︃2

≤
(︃ 7∑︁

𝑖=1
12
)︃(︃ 7∑︁

𝑖=1
𝛾2

𝑖

)︃
(desigualdade de Schwarz)

= 7
(︃ 7∑︁

𝑖=1
𝛾2

𝑖

)︃
= 7(4𝛽1 + 4),

o que implica em
𝛽2

1 − 3𝛽1 − 3 ≤ 0

e então Z ∋ |2𝛽1 −3| ≤ 4 que, por sua vez, só é possível para 𝛽1 = 0, 1, 2, 3. De 𝛼 = 𝛽1 +2,
(𝛼, 𝛽1) = (2, 0), (3, 1), (4, 2), (5, 3) e obtém-se os sistemas lineares

𝛼 = 2 ⇒ 𝐷 ∼ 2f*(𝑙) − 𝐹𝑖1 − 𝐹𝑖2 − 𝐹𝑖3 − 𝐹𝑖4

𝛼 = 3 ⇒ 𝐷 ∼ 3f*(𝑙) − 𝐸1 − 2𝐹𝑖1 −
5∑︁

𝑗=2
𝐹𝑖𝑗

𝛼 = 4 ⇒ 𝐷 ∼ 4f*(𝑙) − 2𝐸1 − 2𝐹𝑖1 − 2𝐹𝑖2 −
6∑︁

𝑗=3
𝐹𝑖𝑗

𝛼 = 5 ⇒ 𝐷 ∼ 5f*(𝑙) − 3𝐸1 −
3∑︁

𝑗=1
2𝐹𝑖𝑗

−
7∑︁

𝑗=4
𝐹𝑖𝑗

.

Note que as fibras destas 4-regragens são não-degeneradas pois sua superfície não
ocorre na lista da proposição 3.1.4. Portanto, o divisor residual 𝐻 − 𝐷 dessas regragens
não pode ser efetivo. Olhando para as 4-regragens:

(1) 2f*(𝑙) − 2𝐸1 − 2𝐹𝑖1 − 𝐹𝑖2 − 𝐹𝑖3

(2) f*(𝑙) − 𝐸1 − 𝐹𝑖1 − 𝐹𝑖2 + 𝐹𝑖3

O item (1) nos diz que não existem cônicas com ponto duplo em 𝑥1 e pelos outros
três pontos, o que significa que 𝑥1 não é colinear com dois deles.

Se 𝐸1 ou 𝐹𝑖1 etivesse contido em 𝐹𝑖3 (𝑥1 ou 𝑦𝑖1 infinitamente próximos de 𝑦𝑖3) então
(2) se tornaria algo efetivo mais uma reta por dois pontos, que é efetivo.

Proposição 3.2.5. Com a mesma notação, se (𝑑, 𝜋) = (6, 3) então 𝑆 = P2(𝑥1, . . . , 𝑥10),

𝐻 = f*(4𝑙) −
10∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖), as 3-regragens são dadas pela transformada estrita de retas por



Capítulo 3. Superfícies 3 e 4 regradas 41

exatamente um dos 𝑥𝑖’s e as 4-regragens são dadas pela transformada estrita de cônicas
por 6 dos 𝑥𝑖’s e são degeneradas se e somente se esses 6 pontos estão sobre uma cônica.

Demonstração: Os fatos de que 𝑆 = P2(𝑥1, . . . , 𝑥10) e 𝐻 = f*(4𝑙)−
10∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖 são consequên-

cias da proposição 3.2.1.

Considerando primeiro o caso de 3-regragem, o corolário 3.1.2 fornece

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑖′) 𝛼2 =
10∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖

(𝑖𝑖′) 3𝛼 − 2 =
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖

(𝑖𝑖𝑖′) 4𝛼 −
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 = ℎ = 3

De (𝑖𝑖′) e (𝑖𝑖𝑖′) tem-se que

3𝛼 − 2 =
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 = 4𝛼 − 3,

donde que 𝛼 = 1 e
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 = 1, mostrando que um 𝛽𝑖 é 1 e os demais são 0. Assim, as

3-regragens são dadas então pelos divisores

𝑙 − 𝐸𝑖

para cada 𝑖 = 1, 2, . . . , 10.

No caso de 4-regragem o item (𝑖𝑖𝑖′) do corolário 3.1.2 fica

(𝑖𝑖𝑖′) 4𝛼 −
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 = 4,

que combinado com (𝑖𝑖′) fornece

3𝛼 − 2 =
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 = 4𝛼 − 4

donde que 𝛼 = 2 e
10∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 =

10∑︁
𝑖=1

𝛽2
𝑖 = 4. Logo, 4 dos 𝛽𝑖 são 1 e os demais 0. Com isso,

obtém-se que as 4-regragem são dadas pelo divisores

2𝑙 − 𝐸𝑖1 − 𝐸𝑖2 − 𝐸𝑖3 − 𝐸𝑖4

cujo divisor residual é

2𝑙 − 𝐸𝑖5 − 𝐸𝑖6 − 𝐸𝑖7 − 𝐸𝑖8 − 𝐸𝑖9 − 𝐸𝑖10 .
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Observação: Pelo teorema 4.2.11 existe uma explosão de 10 pontos g : 𝑆 −→ P2 tal que

o mergulho de 𝑆 em P4 é dado por 𝐻 ′ = g*(5ℓ) − 2
3∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖 −

7∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖. A existência dessa

superfície em P4 é garantida por ([A]) estando os pontos da explosão em posıcão geral.
Nesse caso, se ℎ = 3 então é fácil chegar, combinando-se os itens (𝑖𝑖′) e (𝑖𝑖𝑖′) do corolário
3.1.2, à 2𝛼 = 1 mostrando que não há 3-regragem nesse caso. Se ℎ = 4 então pelos itens
(𝑖𝑖′) e (𝑖𝑖𝑖′) do corolário 3.1.2 temos que 𝛼 = 1 donde que as 4-regragens são dadas por

𝛼 = 1 ⇒ 𝐷 ∼ g*(𝑙) − 𝐹𝑖1

cujas fibras residuais são retas por pontos pontos simples. Com isso, vê-se que os pontos
sobre os quais se toma a explosão da proposição 3.2.1 cujo grau é 6 não estão em posição
geral. Esse exemplo nos revela que a posição dos pontos de P2 em que se explode é
relevante.

Proposição 3.2.6. Se (𝑑, 𝜋) = (7, 4) então 𝑆 ≃ P2(𝑥1, . . . , 𝑥6)(𝑦1, . . . , 𝑦5), 𝐻 = f*(6𝑙) −
6∑︁

𝑖=1
2𝐸𝑖 −

5∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖, e existem 3 tipos de 4-regragens, a saber as de transformadas estritas:

− retas tendo um ponto simples em um dos 𝑥𝑖’s

− cônicas tendo pontos simples em 4 dos 𝑥𝑖’s

− cúbicas tendo um ponto duplo em um dos 𝑥𝑖’s e pontos simples em todos os outros
𝑥𝑖’s e 𝑦𝑖’s.

Demonstração: Como 𝑑 = 7, temos, pela proposição 3.2.1, que 𝑆 ≃ P2(𝑥1, . . . , 𝑥6)(𝑦1, . . . , 𝑦5)
com seção hiperplana geral

𝐻 ∼ f*(6𝑙) −
6∑︁

𝑖=1
2𝐸𝑖 −

5∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖.

Para 4-regragens, o corolário 3.1.2 fornece

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑖′) 𝛼2 =
6∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖 +
5∑︁

𝑖=1
𝛾2

𝑖

(𝑖𝑖′) 3𝛼 − 2 =
6∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 +

5∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖

(𝑖𝑖𝑖′) 6𝛼 − 2
6∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 −

5∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖 = ℎ = 4
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Ao combinarmos os itens (𝑖𝑖′) e (𝑖𝑖𝑖′) chegamos em
5∑︁

𝑖=1
𝛾𝑖 = 0

que, de cada 𝛾𝑖 não-negativo, fornece 𝛾𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 5. Logo,

(3𝛼 − 2)2 =
(︃ 6∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖

)︃2

(por (𝑖𝑖′))

=
(︃ 6∑︁

𝑖=1
1 · 𝛽𝑖

)︃2

≤
(︃ 6∑︁

𝑖=1
12
)︃(︃ 6∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖

)︃
(desigualdade de Schwarz)

= 6
(︃ 6∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖

)︃
= 6𝛼2 (por (𝑖′)).

Expandindo essa última relação obtemos

3𝛼2 − 12𝛼 + 4 ≤ 0,

o que implica em Z ∋ |3𝛼 − 6| ≤ 2
√

6 e, então, 𝛼 = 1, 2, 3.

Portanto, as 4-regragens são dadas pelos divisores:

𝛼 = 1 ⇒ 𝐷 ∼ f*(𝑙) − 𝐸𝑖1

𝛼 = 2 ⇒ 𝐷 ∼ 2f*(𝑙) − 𝐸𝑖1 − 𝐸𝑖2 − 𝐸𝑖3 − 𝐸𝑖4

𝛼 = 3 ⇒ 𝐷 ∼ 3f*(𝑙) − 2𝐸𝑖1 − 𝐸𝑖2 − . . . − 𝐸𝑖6 .

Aqui também 4-regragens degeneradas e não-degeneradas são permitidas e olhando
os divisores residuais vemos que se os pontos são tomados em posição geral, então essas
regragens são não-degeneradas. De [A] vê-se que se os pontos estão em posição geral, 𝐻

fornece um mergulho em P4: isso garante a existência de uma 4-regragem não-degenerada
em uma superfície dessa.

Proposição 3.2.7. Se (𝑑, 𝜋) = (8, 6) então 𝑆 ≃ P2(𝑥1, . . . , 𝑥4)(𝑦1, . . . , 𝑦12), 𝐻 = f*(6𝑙) −
4∑︁

𝑖=1
2𝐸𝑖 −

12∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖 e existem 3 tipos de 4-regragens, a saber as de transformadas estritas de:

− retas tendo um ponto simples em um dos 𝑥𝑖’s

− cônicas tendo ponto simples em 4 dos 𝑥𝑖’s
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Além disso, deve existir uma quártica 𝑄 por todos 𝑥𝑖’s e 𝑦𝑖’s e para cada 𝑖, 𝑗, 𝑘

distintos deve existir uma quíntica 𝑄(𝑖, 𝑗, 𝑘) tendo pontos duplos em 𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘 e pontos
simples nos outros 𝑥𝑖, 𝑦𝑖.

Demonstração: Pela proposição 3.2.2 temos

𝑆 ≃ P2(𝑥1, . . . , 𝑥4)(𝑦1, . . . , 𝑦12)

e
𝐻 ∼ f*(6𝑙) −

4∑︁
𝑖=1

2𝐸𝑖 −
12∑︁

𝑖=1
𝐹𝑖.

Para o caso de 4-regragens, o corolário 3.1.2 fornece

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑖′) 𝛼2 =
4∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖 +
12∑︁

𝑖=1
𝛾2

𝑖

(𝑖𝑖′) 3𝛼 − 2 =
4∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 +

12∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖

(𝑖𝑖𝑖′) 6𝛼 − 2
4∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖 −

12∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖 = ℎ = 4.

Através dos itens (𝑖𝑖′) e (𝑖𝑖𝑖′) chega-se em

12∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖 = 0,

e então cada 𝛾𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 12, uma vez que 𝛾𝑖 é não-negativo. Substituindo 𝛾𝑖 = 0
em (𝑖′) e (𝑖𝑖′) temos que

(3𝛼 − 2)2 =
(︃ 4∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖

)︃2

(por (𝑖𝑖′))

=
(︃ 4∑︁

𝑖=1
1 · 𝛽𝑖

)︃2

≤
(︃ 4∑︁

𝑖=1
12
)︃(︃ 4∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖

)︃
(desigualdade de Schwarz)

= 4
(︃ 4∑︁

𝑖=1
𝛽2

𝑖

)︃
= 4𝛼2 (por (𝑖′)).

Expandindo (3𝛼 − 2)2 ≤ 4𝛼2 chega-se em

5𝛼2 − 12𝛼 + 4 ≤ 0,
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e, assim, 𝛼 = 1 ou 𝛼 = 2.

Logo, obtemos as 4-regragens dadas pelos divisores

𝛼 = 1 ⇒ 𝐷 ∼ f*(𝑙) − 𝐸𝑖1

𝛼 = 2 ⇒ 𝐷 ∼ 2f*(𝑙) − 𝐸1 − 𝐸2 − 𝐸3 − 𝐸4.

cujos divisores residuais 𝐻 − 𝐷 são, respectivamente,

5f*(𝑙) − 2𝐸𝑖2 − 2𝐸𝑖3 − 2𝐸𝑖4 − 𝐸𝑖1 −
12∑︁

𝑖=1
𝐹𝑖

e
4f*(𝑙) −

4∑︁
𝑖=1

𝐸𝑖 −
12∑︁

𝑖=1
𝐹𝑖.

Agora, recordemos que, em virtude da classificação dos tipos (𝑑, 𝜋) citados anteriormente,
essa superfície pode ter somente uma 4-regragem degenerada donde que essas duas con-
dições expressam exatamente o que a afirmação estabelece.

Finalmente, concluímos nossas considerações sobre superfícies 3-regradas e 4-regradas
em P4:

Teorema 3.2.8. Listagem de 3-regragens e 4-regragens de superfícies racionais em P4

em termos do grau e gênero seccional:

(𝑑, 𝜋) 3-regragem 4-regragem 4-regragem não-deg.
(5,2) Sim Não Sim
(6,3) Sim ? Sim
(7,4) Não ? Sim
(8,6) Não Sim Não

Note que, se existem superfícies de tipos (𝑑, 𝜋) = (6, 3) e (𝑑, 𝜋) = (7, 4) com
fibra geral degenerada então certamente essas não poderão ser explosões de pontos em
posição geral de P2 em virtude do 3.1.7 e da proposição 3.2.1. Fica também claro que
estas são todas as não-especiais regradas em P4 em virtude da proposição 3.2.1 e de nossa
classificação de todos os pares (𝑑, 𝜋) possíveis.
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4 Sobre superfícies mergulhadas em P4

4.1 Explosões de P2 e F𝑛 mergulhadas em P4

Vamos considerar a seguinte questão:

Questão A. Quando a explosão de P2 em 𝑟 pontos pode ser mergulhada em P4?

A questão anterior passa a ser mais interessante quando a relacionamos com pro-
blemas clássicos e atuais sobre superfícies racionais. Para sermos um pouco mais precisos,
é bem conhecido que toda superfície lisa projetiva pode ser mergulhada em P5 através de
uma sucessão de uma quantidade finita de projeções de um ponto (veja corolário 2.0.9).
O seguinte resultado clássico belíssimo foi provado por Severi em 1901, confira [Sev].

Teorema 4.1.1 (Severi). Seja 𝑋 ⊂ P𝑛, 𝑛 ≥ 5, uma superfície lisa sobre um corpo
algebricamente fechado de característica 0 cuja variedade secante tem dimensão 4. Então,
ou 𝑋 é um cone, ou 𝑛 = 5 e 𝑋 é projetivamente equivalente à superfície de Veronese,
i.e., existe um isomorfismo 𝜑 : P2 −→ 𝑋 tal que 𝜑*𝒪𝑋(1) ≃ 𝒪P2(2).

O resultado acima devido à Severi assegura que uma superfície não-degenerada em
P5 que não é uma superfície de Veronese não pode ser isomorfa a uma superfície projetada
em P4. Devido a essa afirmação, Hartshorne e Lichtenbaum conjecturaram que somente
uma quantidade finita de componentes do esquema de Hilbert de superfícies lisas em P4

contém superfícies lisas e racionais. Esta conjectura foi provada por G. Ellingsrud and
C. Peskine em [E-P]. Posteiormente, V. Di Gennaro forneceu uma demonstração mais
simples (veja [Ge]) para o resultado de Ellingsrud–Peskine que é:

Teorema 4.1.2 (Ellingsrud–Peskine e Gennaro). Existe apenas um número finito de
componentes no esquema de Hilbert parametrizando superfícies lisas em P4 não de tipo
geral.

Assim, espera-se que seja possível classificar (ou listar) todas as superfícies racionais
em P4, em particular aquelas provenientes de explosões de certos pontos em P2. Existem
algumas condições impostas que uma superfície 𝑆 desse tipo deve satisfazer, a saber: A
chamada fórmula do ponto duplo (veja [H, pg. 434]) fornece uma condição necessária para
uma superfície lisa ser mergulhada em P4.
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Teorema 4.1.3 (Fórmula do Ponto Duplo). Seja 𝑆 uma superfície lisa em P4 de grau 𝑑

e gênero aritmético 𝑝𝑎, cujo feixe normal é 𝒩 e divisor canônico 𝐾. Temos

𝑑(𝑑 − 10) + 12𝜒(𝒪𝑆) = 𝐾(5𝐻 + 2𝐾),

onde 𝐻 é a seção hiperplana geral de 𝑆. Se assumirmos que 𝑆 é racional, então a fórmula
do ponto duplo fica

𝑑(𝑑 − 10) − 𝐾(5𝐻 + 2𝐾) + 12 = 𝑑(𝑑 − 10) − 5𝐻𝐾 + 2𝒩 − 6 = 0.

Além disso, R. Hartshorne foi o primeiro a conjecturar que o grau de superfícies
racionais em P4 é limitado. Uma cota para o grau de uma superfície lisa em P4 não de
tipo geral foi fornecido por M. Cook in [Co], que diz:

Teorema 4.1.4 (Cook). Seja 𝑆 uma superfície lisa de grau 𝑑 em P4 não de tipo geral.
Então, ou 𝑑 ≤ 70 ou 𝑆 está em uma hipersuperfície em P4 de grau 5 e 𝑑 ≤ 80.

É conjecturado que o grau de uma superfície racional em P4 é cotado por 15, e esta
cota é atingida (veja [AKP, & 6]).

Como notado por Voica [V], em virtude do Teorema de Severi, projeções por um
ponto exterior a uma superfície racional em P5 não são apropriadas para produzir super-
fícies lisas racionais em P4. Um outro modo natural é mergulhar em P4 a explosão de uma
dada superfície racional em P5 utilizando o sistema linear de seções hiperplanas passando
por um ponto. Dessa forma, Bauer [Bau] estabeleceu que existem apenas seis famílias de
superfícies racionais e não-degeneradas em P5 que podem ser projetadas isomorficamente
em P4 por um de seus pontos. Além disso, [V, Theorem 1.1] encontra todas as possíveis
superfícies racionais mínimas 𝑆𝑚𝑖𝑛 e sistemas lineares 𝐿 sobre 𝑆𝑚𝑖𝑛 tais que existem 𝑟

pontos simples 𝑃1, . . . , 𝑃𝑟 ∈ 𝑆 tal que a superfície explodida 𝑆 = 𝐵𝑙{𝑃1,...,𝑃𝑟}𝑆𝑚𝑖𝑛 pode
ser mergulhada em P4 utilizando-se o sistema linear completo |f*𝐿 −∑︀𝑟

𝑖=1 𝐸𝑖|, onde f é o
morfismo da explosão.

Teorema 4.1.5 (Voica). Se 𝑆 é uma superfície racional mergulhada em P4 via o sis-
tema linear completo d = |f*(ℓ) − ∑︀𝑟

𝑖=1 𝐸𝑖|, onde f : 𝑆 → 𝑆𝑚𝑖𝑛 é o morfismo birracional
sobre uma superfície racional mínima 𝑆𝑚𝑖𝑛, 𝐿 é um divisor muito amplo sobre 𝑆𝑚𝑖𝑛 e
𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑟 são as curvas excepcionais, então (𝑆, d) pode ser um dos seguintes tipos:

i. (𝐵𝑙𝑃P2, |f*(2ℓ) − 𝐸|) iv. (𝐵𝑙𝑃1,...,𝑃4𝐹0, |f*(2𝐻1 + 2𝐻2) −∑︀4
𝑖=1 𝐸𝑖|)

ii. (𝐵𝑙𝑃1,...,𝑃5P2, |f*(3ℓ) −∑︀5
𝑖=1 𝐸𝑖|) v. (𝐵𝑙𝑃1,...,𝑃7𝐹0, |f*(3𝐻1 + 2𝐻2) −∑︀7

𝑖=1 𝐸𝑖|)
iii. (𝐵𝑙𝑃1,...,𝑃10P2, |f*(4ℓ) −∑︀10

𝑖=1 𝐸𝑖|) vi. (𝐵𝑙𝑃1,...,𝑃7𝐹2, |f*(2𝐻0 + 5𝐹 ) −∑︀7
𝑖=1 𝐸𝑖|)

onde 𝐹0 = P1 × P1 e 𝐹2 = P(𝒪P1 ⊕ 𝒪P1(2)) são supefícies de Hirzebruch, e ℓ ⊂ P2 é uma
reta não contendo os ponto de base designados.
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Seguindo a abordagem de Voica, pode-se tentar considerar um sistema linear de
curvas planas de grau 𝛼 tendo 𝑃1, . . . , 𝑃𝑟 como pontos de base designados com multipli-
cidades 𝑚1, . . . , 𝑚𝑟, respectivamente. Apesar de sistemas lineares de curvas planas serem
um objeto muito básico, veja por exemplo o livro de curvas do Fulton [F], está longe de
ser fácil calcular a dimensão de tais sistemas lineares. Espera-se que sua dimensão esteja
entre −1 e 𝛼(𝛼 + 3)

2 − ∑︀𝑟
𝑖=1

𝑚𝑖(𝑚𝑖 + 1)
2 , onde a dimensão −1 representa o conjunto va-

zio. É bem conhecido que existem sistemas lineares especiais, i.e., aqueles cuja dimensão
é maior do que a esperada. Na verdade, calcular a dimensão dos sistemas lineares de
curvas planas refere-se a Segre & Harbourne–Hirschowitz conjecturas, confira o artigo de
Ciliberto-Miranda [CM].

4.2 Alguns Exemplos
Fornecemos a seguir alguns exemplos da explosão de P2 em 𝑟 pontos cujo sistema

linear não é do tipo exigido pelo Teorema de Voica 4.1.5. Mas, antes, introduziremos
alguns resultados e terminologia acerca de superfícies racionais.

Looijenga ([Lo]) mostra que as únicas superfícies racionais, lisas, e completas 𝑆 cuja
classe anticanônica −𝐾𝑆 possui seção reduzida e irredutível são P1 × P1, a superfície de
Hirzebruch F2 e a explosão de P2 em pontos não-singulares, possivelmente infinitamente
próximos de uma cúbica irredutível e reduzida. A explosão de P2 em tais pontos, por sua
vez, foi amplamente estudada em [HA1], [HA2] e [V-T].

Proposição 4.2.1 (Demazure). Seja ℒ um feixe invertível sobre uma curva reduzida e
irredutível 𝐶 com gênero aritmético 𝑝𝑎 > 0. Se deg ℒ ≥ 2𝑝𝑎 + 1 então ℒ é muito amplo.

Seja 𝑋𝑛 a explosão de P2 em 𝑛 não-singulares 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛, possivelmente infinita-
mente próximos de uma cúbica irredutível e reduzida. Vamos denotar o divisor canônico
de 𝑋𝑛 por 𝐾𝑛. Por [Lo] existe uma curva reduzida irredutível 𝐷 em 𝑋𝑛 linearmente equi-
valente a classe anticanônica −𝐾𝑛, que chamaremos de divisor anticanônico. Através
da proposição 4.2.1, Harbourne ([HA2]) estabelece um resultado para muito amplitude
de divisores ℱ ∈ Pic 𝑋𝑛 através de sua restrição sobre o divisor anticanônico 𝐷.

Teorema 4.2.2 (Harbourne). Sejam 𝑋𝑛 e 𝐷 como acima. Um divisor ℱ ∈ Pic 𝑋𝑛 é
muito amplo se e só se ℱ é amplo e sua restrição ℱ ⊗ 𝒪𝐷 é muito amplo sobre a curva
𝐷.

Seja E = {E0, . . . , E𝑛} uma base livre para Pic 𝑋𝑛 com números de interseção dada
por E 2

0 = 1 = −E 2
𝑖 para 𝑖 > 0 e E𝑖 · E𝑗 = 0 para todo 𝑖 ̸= 𝑗. Uma base assim é chamada
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uma configuração excepcional para Pic 𝑋𝑛. Para uma tal configuração definimos (veja
[HA2]) as classes 𝑟0, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛 ∈ Pic 𝑋𝑛 por 𝑟0 := E0 − E1 − E2 − E3 e 𝑟𝑖 := E𝑖 − E𝑖+1, para
𝑖 = 1, . . . , 𝑛 − 1, chamadas E -raízes simples.

Dizemos que um divisor ℱ ∈ Pic 𝑋𝑛 é E -padrão se ℱ · (E0 −E1) ≥ 0, ℱ · (E −E1 −
E2) ≥ 0, ℱ · 𝑟𝑖 ≥ 0 e ℱ · E𝑖 ≥ 0 para todo 𝑖 = 0, . . . , 𝑛. O divisor ℱ sobre 𝑋𝑛 é chamado
E -excelente se ℱ é E -padrão e ℱ · 𝐾𝑛 < 0.

Uma curva nodal (veja [Lo]) sobre 𝑋𝑛 é uma curva 𝐹 ∈ Pic 𝑋𝑛 tal que 𝐹 2 = −2,
𝐹 · 𝐾𝑛 = 0 e 𝑝𝑎(𝐹 ) = 0, i.e., 𝐹 ≃ P1.

Através das configuações excepcionais, Harbourne ([HA2]) apresenta o seguinte
critério para amplitude de divisores sobre 𝑋𝑛:

Teorema 4.2.3 (Harbourne). Seja ℱ ∈ Pic 𝑋𝑛. Então ℱ é amplo se e só se ℱ é E -
excelente para alguma configuração excepcional E tal que

(i) ℱ · (E0 − E1), ℱ · (E0 − E1 − E2) e ℱ · E𝑖 são positivos para toto 𝑖 = 0, . . . , 𝑛 e

(ii) ℱ · 𝒩 > 0 para toda curva nodal 𝒩 de 𝑋𝑛 satisfazendo 0 ≤ 𝒩 · E0 ≤ 3.

Em termos de configuração excepcional, Harbourne estabeleceu o seguinte critério
para muito amplitude

Teorema 4.2.4 (Harbourne). Um divisor ℱ ∈ Pic 𝑋𝑛 é muito amplo se e só se

(a) ℱ é E -excelente para uma configuração excepcional E = {E0, . . . , E𝑛};

(b) ℱ · (E0 − E1), ℱ · (E0 − E1 − E2) e ℱ · E𝑖 são positivos para toto 𝑖 = 0, . . . , 𝑛;

(c) ℱ · 𝒩 > 0 para toda classe nodal 𝒩 ∈ Pic 𝑋𝑛 e

(d) ℱ · 𝐾𝑛 ≤ −3.

Os itens (a),(b) e (c) do Teorema 4.2.4 são meramente uma reformulação das hipó-
teses do Teorema 4.2.3 para a amplitude. Já a condição (d) é equivalente a ℱ · (−𝐾𝑛) =
degℱ ⊗ 𝒪𝐷 ≥ 3, 𝐷 := −𝐾𝑛, que é o conteúdo do resultado de Demazure (proposição
4.2.1), e que foi generalizado para 𝑘-muito amplitude em [V-T].

Lema 4.2.5. Com as mesmas notações já utilizadas anteriormente, as possíveis classes
nodais da explosão 𝑋8 são
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𝐿 − 𝐸𝑖1 − 𝐸𝑖2 − 𝐸𝑖3

2𝐿 − 𝐸𝑖1 − 𝐸𝑖2 − 𝐸𝑖3 − 𝐸𝑖4 − 𝐸𝑖5 − 𝐸𝑖6

3𝐿 − 2𝐸𝑖1 − 𝐸𝑖2 − 𝐸𝑖3 − 𝐸𝑖4 − 𝐸𝑖5 − 𝐸𝑖6 − 𝐸𝑖7 − 𝐸𝑖8 ou

𝐸𝑖 − 𝐸𝑗

Demonstração: Considere a explosão f : 𝑋8 −→ P2 em oito pontos sobre uma cúbica
plana reduzida e irredutível (essa condição de os pontos estarem sobre uma cúbica é
essencial como veremos adiante) com divisores excepcionais 𝐸𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 8 e ℓ ⊂ P2 uma
reta. Seja 𝑁 uma classe nodal de 𝑋8. Logo, 𝑁 é componente de alguma curva excepcional

e então 𝑁 é da forma 𝐸𝑖 − 𝐸𝑗 com 0 < 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 8, ou é da forma 𝑁 = 𝑎𝐿 −
8∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖𝐸𝑖, com

𝑎 ≥ 1 e 𝑏𝑖 ≥ 0, onde 𝐿 := f*(ℓ). Para este último caso, sendo 𝐾8 = −3𝐿 +
8∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖 o divisor

canônico de 𝑋8, temos

0 = 𝑁 · 𝐾8

= −3𝑎 +
8∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖

e então
8∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖 = 3𝑎. Como 𝑁 é classe nodal temos também que

−2 = 𝑁 · 𝑁

= 𝑎2 −
8∑︁

𝑖=1
𝑏2

𝑖

o que implica em
8∑︁

𝑖=1
𝑏2

𝑖 = 𝑎2 + 2. Destas duas últimas igualdades segue que

9𝑎2 = (3𝑎)2

=
(︃ 8∑︁

𝑖=1
𝑏𝑖

)︃2

≤ 8
8∑︁

𝑖=1
𝑏2

𝑖 (desigualdade de Schwarz)

= 8(𝑎2 + 2)
= 8𝑎2 + 16,

donde 𝑎2 ≤ 16 e assim 1 ≤ 𝑎 ≤ 4. Portanto as classes nodais possíveis para 𝑆 são
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𝑎 = 1 ⇒ 𝑁 = 𝐿 − 𝐸𝑖1 − 𝐸𝑖2 − 𝐸𝑖3

𝑎 = 2 ⇒ 𝑁 = 2𝐿 − 𝐸𝑖1 − 𝐸𝑖2 − 𝐸𝑖3 − 𝐸𝑖4 − 𝐸𝑖5 − 𝐸𝑖6

𝑎 = 3 ⇒ 𝑁 = 3𝐿 − 2𝐸𝑖1 − 𝐸𝑖2 − 𝐸𝑖3 − 𝐸𝑖4 − 𝐸𝑖5 − 𝐸𝑖6 − 𝐸𝑖7 − 𝐸𝑖8 ou
𝑁 = 𝐸𝑖 − 𝐸𝑗

já que para 𝑎 = 4 não há possibilidades para 𝑏𝑖.

Um exemplo acerca da dificuldade de se obter explosões de P2 em pontos gerais
que podem ser mergulhadas em P4 é revelada pela proposição a seguir.

Proposição 4.2.6. A explosão de P2 em oito pontos sobre uma cúbica reduzida e irredu-
tível pode ser mergulhada em P4 e tem grau 5.

Demonstração: Como sempre, denote essa explosão por f : 𝑋8 −→ P2.

Vamos primeiramente calcular a dimensão projetiva do sistema linear | f*(4ℓ) −
2𝐸1 − 𝐸2 − . . . − 𝐸8 | de quárticas passando pelos 8 pontos de base designados, sendo
um duplo e os demais simples. Para isso, note inicialmente que dimk{𝐹 ∈ k[𝑋, 𝑌, 𝑍] |
𝐹 homogêneo de grau 4} =

(︁
4+2

2

)︁
= 15. Assumindo que 𝑃1 = (0 : 0 : 1) e escrevendo

𝐹 = 𝐹4 +𝐹3𝑍 +𝐹2𝑍
2 +𝐹1𝑍

3 +𝐹0𝑍
4, 𝐹𝑖 = 𝐹𝑖(𝑋, 𝑌 ) homogêneo de grau 𝑖 = 0, . . . , 4 vemos

que de 𝑚1 = 𝑚𝑃1(𝐹 ) = 2 é equivalente a 𝐹0 = 𝐹1 = 0, i.e., os coeficientes de 𝑋𝑍3, 𝑌 𝑍3 e
𝑍4 são 0. Assim, dimk{𝐹 ∈ k[𝑋, 𝑌, 𝑍] | 𝐹 homogêneo de grau 4, 𝑚1 = 2} = 15 − 3 = 12.
Como 𝐹 passa pelos demais pontos pontos em posição geral com multiplicidade 1 vemos
que dimk{𝐹 ∈ k[𝑋, 𝑌, 𝑍] | 𝐹 homogêneo de grau 4, 𝑚1 = 2, 𝑚𝑗 = 1, 𝑗 = 2, . . . 8} =
12 − 7 = 5, mostrando que a dimensão do sistema linear |f*(4ℓ) − 2𝐸1 − 𝐸2 − . . . − 𝐸8| é
4.

Agora, vamos mostrar que o sistema linear | f*(4ℓ) − 2𝐸1 − 𝐸2 − . . . − 𝐸8 | é
muito amplo. Considere a configuração excepcional E em Pic 𝑋8, onde E0 := 𝐿 = f*(ℓ)

e E𝑖 := 𝐸𝑖 para 𝑖 = 1, . . . , 8. Tomando-se o divisor ℱ := 4𝐿 − 2𝐸1 −
8∑︁

𝑖=2
𝐸𝑖 de 𝑋8 vemos

que ℱ · (𝐿 − 𝐸1) = 2 > 0, ℱ · (𝐿 − 𝐸1 − 𝐸2) = 1 > 0, ℱ · 𝑟0 = 0 ≥ 0, ℱ · 𝑟1 = 1 > 0
e ℱ · 𝑟𝑖 = 0 ≥ 0 para todo 𝑖 = 2, . . . , 8, mostrando que ℱ é E -padrão; mas como
ℱ · 𝐾8 = −3 < 0 vemos que ℱ é E -excelente. Logo, ℱ verifica os itens (a), (b) e (d) do
teorema 4.2.4. Pelo exemplo 4.2.5 temos que 𝐷 · 𝑁 > 0 para toda classe nodal 𝑁 de 𝑋8.

Portanto, o divisor ℱ = 4𝐿 − 2𝐸1 −
8∑︁

𝑖=2
𝐸𝑖 é muito amplo pelo teorema 4.2.4.

Assim, a superfície 𝑆 = 𝑋8 obtida da explosão de P2 em oito pontos gerais sobre

uma cúbica pode ser mergulhada em P4 e possui grau (4𝐿 − 2𝐸1 −
8∑︁

𝑖=2
𝐸𝑖)2 = 5.



Capítulo 4. Sobre superfícies mergulhadas em P4 52

Dada a dificuldade de se obter a dimensão de sistemas lineares, a essa altura vale
a pena citar um poderos resutado de Harbourne (veja [HA1]) a respeito de anulamento
de cohomologia:

Teorema 4.2.7 (Harbourne). Seja ℱ ∈ Pic 𝑋𝑛. Se ℱ é E -excelente para alguma confi-
guração excepcional E , então ℎ𝑖(𝑋𝑛, 𝒪𝑋𝑛(ℱ)) = 0 para 𝑖 = 1, 2.

Logo, do teorema 4.2.7 e do teorema de Riemann–Roch podemos calcular a di-
mensão de sistemas lineares de curvas, passando pelos pontos sobre os quais tomamos a
explosão, através da fórmula

ℎ0(𝑋𝑛, ℱ) = 𝜒(ℱ) = 1
2(ℱ2 − ℱ · 𝐾𝑛) + 1.

Vê-se portanto a partir daqui, com os trabalhos de Harbourne ([HA1] e [HA2]),
que os tipos de explosões de pontos em P2 sobre uma cúbica podem ser mergulhadas em
P4. Isso já é muito bem entendido em virtude dos teoremas 4.2.4 e 4.2.7. Veja a seguir
como se torna simples obter a dimensão de um sistema linear.

Exemplo 4.2.1. Em vez de calcular a dimensão | f*(4ℓ) − 2𝐸1 − 𝐸2 − . . . − 𝐸8 | tal como
fizemos no exemplo 4.2.6, poderíamos ter calculado pelo teorema 4.2.7, dim | f*(4ℓ) −

2𝐸1 − 𝐸2 − . . . − 𝐸8 |= ℎ0(𝑋8, ℱ) − 1 = 1
2(ℱ2 − ℱ · 𝐾8) = 4, onde ℱ = 4𝐿 − 2𝐸1 −

8∑︁
𝑖=2

𝐸𝑖.

Vamos apresentar a seguir, através da fórmula do ponto duplo, um exemplo de
explosão que não pode ser mergulhada em P4.

Exemplo 4.2.2. A explosão 𝑆 de P2 em dois pontos não pode ser mergulhada em P4 por
nenhum sistema linear do tipo d := |f*(𝑑ℓ) − 𝑚1𝐸1 − 𝑚2𝐸2|.

Vamos colocar 𝑑𝐿 := f*(𝑑ℓ), e vamos assumir que d induz um mergulho de 𝑆 em P4.
O divisor canônico de 𝑆 é 𝐾 ∼ −3𝐿+𝐸1 +𝐸2, e então 𝐾2 = 7. A seção hiperplana de 𝑆 é
𝐻 ∼ 𝑑𝐿−𝑚1𝐸1 −𝑚2𝐸2, donde que deg(𝑆) = 𝐻2 = 𝑑2 −𝑚2

1 −𝑚2
2 e 𝐻𝐾 = −3𝑑+𝑚1 +𝑚2.

A Fórmula do ponto duplo assegura que

deg(𝑆)(𝑑𝑒𝑔(𝑆) − 10) + 12 = 5𝐻𝐾 + 14.

Logo, 𝑑𝑒𝑔(𝑆)2 ≡ 2 mod 5, o que é impossível.

O exemplo acima pode ser facilmente generalizado como se segue.
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Corolário 4.2.8. Seja 𝑆 a explosão de P2 em 𝑟 pontos. Se 𝑟 ≡ 2(mod 5) ou 𝑟 ≡ 4(mod 5),
então 𝑆 não pode ser mergulahada em P4 via qualquer sistema linear da forma |f*(𝑑ℓ) −∑︀

𝑚𝑖𝐸𝑖|, onde f : 𝑆 → P2 é o morfismo da explosão com divisores excepcionais 𝐸𝑖, 𝑖 =
1, . . . , 𝑟 e ℓ é uma reta que não passa pelos ponto de base designados.

Demonstração: Como o divisor canônico de 𝑆 é 𝐾 ∼ −3𝐿 + ∑︀𝑟
𝑖=1 𝐸𝑖, onde 𝐿 := f*(ℓ),

temos que 𝐾2 = 9 − 𝑟. A Fórmula do ponto duplo nos fornece então que

deg(𝑆)(deg(𝑆) − 10) = 5𝐻𝐾 + 6 − 2𝑟.

Portanto, deg(𝑆)2 ≡ 1 + 3𝑟(mod 5), o que é impossível para tais 𝑟.

Vamos passar nossa atenção agora para as superfícies de Hirzebruch F𝑛 := P(𝒪P1 ⊕
𝒪P1(𝑛)), com 𝑛 ≥ 0 que são superfícies racionais regradas consideradas como P1-fibrações
sobre P1 contendo uma seção especial, para 𝑛 ̸= 0, que é uma curva com auto-interseção
−𝑛. As superfícies de Hirzebruch possuem apenas uma regragem exceto para F0 = P1×P1.
A teoria de interseção sobre F𝑛 é determinada pelos seguintes dados

• a classe 𝑠 da seção especial é única e 𝑓 é uma classe de uma fibra sobre P1;

• Pic(F𝑛) = Z𝑠 ⊕ Z𝑓 ;

• 𝑠2 = −𝑛, 𝑠 · 𝑓 = 1 e 𝑓 2 = 0;

• a classe canônica de F𝑛 é 𝐾F𝑛 ≡ −(𝑛 + 2)𝑓 − 2𝑠 e assim 𝐾2
F𝑛

= 8.

Seguindo [Mat], dizemos que 𝑟 pontos 𝑃1, . . . , 𝑃𝑟 ∈ F𝑛 estão em posição geral se
qualquer ponto 𝑃𝑖 não está na seção especial e quaisquer dois pontos distintos 𝑃𝑖, 𝑃𝑗 não
estão sobre uma mesma fibra.

Vamos considerar F𝑛,𝑟 obtida da explosão da supefície de Hirzebruch F𝑛 em 𝑟

pontos em posição geral. Assim F𝑛,𝑟 também é uma fibração sobre P1 cuja classe da fibra
é denotada por 𝑓 . Note que

Pic(F𝑛,𝑟) = Z𝑠 ⊕ Z𝑓 ⊕ Z𝑒1 ⊕ · · · ⊕ Z𝑒𝑟,

onde 𝑠 é uma classe da seção especial e cada 𝑒𝑖 corresponde à classe do divisor excepcional
𝐸𝑖. A classe canônica de F𝑛,𝑟 é

𝐾F𝑛,𝑟 = −(𝑛 + 2)𝑓 − 2𝑠 +
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑒𝑖.

Fornecemos a seguir uma outra classe de explosões que não podem ser mergulhadas
em P4.
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Corolário 4.2.9. A superfície F𝑛,𝑟 não pode ser mergulhada em P4 sempre que 𝑟 ≡
1(mod 5) ou 𝑟 ≡ 3(mod 5).

Demonstração: Pela teoria de interseção em F𝑛,𝑟 obtemos que 𝐾2
F𝑛,𝑟

= 8 − 𝑟. Se fosse
possível mergulhar F𝑛,𝑟 em P4 então pela fórmula do ponto duplo tem-se que

(deg F𝑛,𝑟)2 = 10deg F𝑛,𝑟 + 5𝐻 · 𝐾F𝑛,𝑟 + 4 − 2𝑟 ≡ 4 + 3𝑟(mod 5),

o que não é possível para 𝑟 ≡ 1 ou 3 (mod5)

Através dos exemplos acima somos confrontados com uma questão menos geral do
que a questão A, a saber:

Questão B. Seja 𝑆 a explosão de P2 em 𝑟 pontos em posição geral. Quando 𝑆 pode
ser mergulhada em P4 por um sistema linear induzido por curvas planas de grau 𝛼 cujos
pontos de base designados são os 𝑟 fixados com exatamente 𝑠 ≥ 1 pontos de multiplicidade
𝑚 e os demais simples?

Responder a questão acima é equivalente a responder quando o sistema linear
completo

d :=
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒f*(𝛼ℓ) − 𝑚

𝑠∑︁
𝑖=1

𝐸𝑖 −
𝑟∑︁

𝑗=𝑠+1
𝐸𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

fornece um mergulho de 𝑆 em P4.

Acreditamos ser interessante notar que a hipótese na Questão B, de que os 𝑟 pontos
dados estão em posição geral é muito importante. Por exemplo, no Exemplo 4.2.6, a
explosão de oito pontos em posição geral pode ser mergulhada em P4 considerando-se um
sistema de curvas quárticas com um único ponto duplo e os restantes sete simples. Mas
não é possível juntar dois pontos simples num duplo, ou assumir que estão infinitamente
próximos, exatamente porque o Exemplo 4.2.8 garante que a explosão em quaisquer sete
pontos não pode ser mergulhada em P4.

A questão B acima foi parcialmente respondida por C.Voica assumindo que 𝑠 = 1
and 𝑚 = 2. Usando a Fórmula do ponto duplo, Voica mostrou que existem no máximo
duas classes de explosões de P2 mergulhadas por um sistema linear d como no parágrafo
anterior, a saber:

Proposição 4.2.10 (Voica [V01]). Seja 𝑆 a explosão de P2 em 𝑟 +1 pontos. Se o sistema
linear |f*(𝑑ℓ) − 2𝐸0 −∑︀𝑟

𝑖=1 𝐸𝑖| induz um mergulho em P4, então 𝑆 pode ser somente uma
dos seguintes dois tipos

𝑑𝑒𝑔(𝑆) 𝑟 𝑚 𝜋 deg(𝑆) 𝑟 𝑚 𝜋

5 7 4 2 11 34 7 14
,

onde 𝜋 é o gênero seccional 𝑆.
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Outra solução positiva para a Questão B é fornecida por J. Alexander [A, Theorem
2], ou seja

Teorema 4.2.11 (Alexander). As seguintes explosões de P2 em pontos gerais 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚

podem ser mergulhadas em P4 pelos seguintes sistemas lineares muito amplos de dimensão
projetiva 4 dados por:

(a) A explosão P2(𝑥1) mergulhada em P4 pelo sistema linear |f*(2ℓ) − 𝐸1| tem grau 3;

(b) a explosão P2(𝑥1, . . . , 𝑥5) mergulhada em P4 pelo sistema linear |f*(3ℓ) −
5∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖| tem

grau 4;

(c) a explosão P2(𝑥1, . . . , 𝑥8) mergulhada em P4 pelo sistema linear |f*(4ℓ)−2𝐸1−
8∑︁

𝑖=2
𝐸𝑖|

tem grau 5;

(d) a explosão P2(𝑥1, . . . , 𝑥10) mergulhada em P4 pelo sistema linear |f*(5ℓ) − 2
3∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖 −

10∑︁
𝑖=4

𝐸𝑖| tem grau 6, e mergulhada por |f*(13ℓ) − 4
10∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖| tem grau 9;

(e) a explosão P2(𝑥1, . . . , 𝑥11) mergulhada em P4 pelo sistema linear |f*(6ℓ) − 2
6∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖 −

11∑︁
𝑖=7

𝐸𝑖| tem grau 7, e mergulhada por |f*(7ℓ) − 2
10∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖 − 𝐸11| tem grau 8;

A superfície P2(𝑥1, . . . , 𝑥5) do item (b) do teorema 4.2.11 é um exemplo de Su-
perfície del Pezzo, que são superfícies de grau 𝑑 que são mergulhadas em P𝑑, 𝑑 ≥ 3. O

sistema linear desse exemplo |f*(3ℓ) −
5∑︁

𝑖=1
𝐸𝑖|, que por sua vez, consiste de cúbicas simples

por 5 pontos nos remete a uma interessante aplicação da teoria de superfícies à curvas. O
artigo recente [T], por exemplo, estabelece condições para uma cúbica plana passar por
dez pontos em posição geral.

Na realidade já são muito bem entendidos os únicos casos de sistemas lineares de
curvas planas que passam por pontos simples em posição geral como nos revela o seguinte
resultado de [G-G-P]:

Proposição 4.2.12 (Gallego–González–Purnaprajna). O divisor |𝑑𝐿 − 𝐸1 − . . . − 𝐸𝑟|
sobre a explosão em 𝑟 pontos gerais de P2 é muito amplo se e somente se ocorre uma das
seguintes condições:

(a) 𝑑 = 2 e 𝑟 = 1, ou
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(b) 𝑑 = 3 e 𝑟 ≤ 6, ou

(c) 𝑑 = 4 e 𝑟 ≤ 10, ou

(d) 𝑑 ≥ 5 e 𝑟 ≤ 1
2𝑑2 + 3

2𝑑 − 5.

Note que para 𝑑 ≥ 2 temos que dim|𝑑𝐿| =
(︁

𝑑+2
2

)︁
− 1. Assim, no caso de se tomar

curvas tranversais de grau 𝑑 ≥ 2 pelos pontos gerais 𝑝1, . . . 𝑝𝑟 ∈ P2 podemos calcular a
dimensão desse sistema linear de maneira simples através de

dim|𝑑𝐿 − 𝐸1 − . . . − 𝐸𝑟| =
(︃

𝑑 + 2
2

)︃
− 1 − 𝑟.

Logo, dessa observação e da proposição 4.2.12 vemos que os únicos sistemas lineares
de curvas planas por pontos simples em posição geral que mergulham as explosões desses
pontos em P4 são:

(a) Cônicas transversais por um ponto 𝑥1: Esse caso é o da superfície P2(𝑥1) do
item (a) teorema 4.2.11.

(b) Cúbicas por 5 pontos gerais 𝑥1, . . . , 𝑥5: Nesse caso, a superfície é a explosão
P2(𝑥1, . . . , 𝑥5) do item (b) do teorema 4.2.11.

(c) Quárticas por 10 pontos gerais 𝑥1, . . . , 𝑥10: Nesse caso, o sistema linear |4𝐿 −
𝐸1 − 𝐸2 − . . . − 𝐸10| mergulha P2(𝑥1, . . . , 𝑥10) em P4 com grau 6 também.

Nota-se portanto que o problema de classificar as esplosões de pontos em P2 que
podem ser mergulhadas em P4 está diretamente ligado a um problema muito difícil: a
saber, o de classificar quais sistemas lineares de curvas planas |𝑑𝐿 −

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑚𝑟𝐸𝑟| são muito

amplos. Em [Han] encontra-se um compêndio de vários trabalhos (incluindo alguns citados
por nós anteriormente) acerca da amplitude e muito amplitude de sistemas lineares de
curvas planas da forma |𝑑𝐿 − 𝑚1𝐸1 − . . . − 𝑚𝑟𝐸𝑟|.

Além disso, é preciso investigar um modo similar ao trabalho [HA1] para obter tais
sistemas lineares para os quais dim |𝑑𝐿 − 𝑚1𝐸1 − . . . − 𝑚𝑟𝐸𝑟| = 4.
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