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Resumo

Este trabalho de conclusdao de curso apresenta um estudo sobre elementos finitos de placa
fundamentados na teoria de Reissner-Mindlin, a qual é aplicada para placas de qualquer
espessura. O objetivo ¢ promover um estudo quali-quantitativo de convergéncia que contempla
configuragdes compostas por diferentes condigdes de contorno, carregamentos, geometrias,
espessuras e elementos. Todos esses modelos sao avaliados em duas condi¢des de integracao.
A primeira utilizando somente integragdo completa e a segunda comparando essa com as
integracdes reduzida e seletiva, as quais sdo utilizadas para eliminar o bloqueio ao cisalhamento
transversal em placas finas. Apds esse estudo, uma investigagao qualitativa € feita considerando
a convergéncia examinada, seus modos espurios de energia nula e o tempo de processamento.
As simulag¢des foram realizadas utilizando o sistema INSANE (INteractive Structural ANalysis
Environment). Dos resultados obtidos, constatou-se a eficacia das técnicas anti-travamento em
placas finas principalmente quando se utiliza o elemento Q4, e uma forma alternativa de
resolver esse defeito, utilizando a integracdo completa com elementos de maior ordem e de
menores dimensdes. Em placas mediamente espessas e espessas, as integragdes reduzidas e
seletivas em conjunto com os elementos de menor ordem, Q4 ou QS, tornam-se também
alternativas em casos onde ndo seja possivel o uso de elementos de maior ordem e com
integracdo completa. Cada uma dessas possibilidades distintas de se fazer a mesma analise
acompanha diferentes desempenhos quanto a convergéncia, modos espurios e tempo. Conclui-
se, desse modo, que ndo existe um caminho ideal em andlises de elementos finitos de placa.
Todavia, uma ponderacao entre os trés parametros mencionados anteriormente, se torna util

para decidir qual a melhor escolha na simulacdo a ser executada.

Palavras-chave: Placas de Reissner-Mindlin; Método dos Elementos Finitos; Travamento do

esfor¢o cortante; Técnicas de Integracdo Reduzida/Seletiva; Convergéncia



Abstract

This final paper presents a study about finite elements based on Reissner-Mindlin plate theory,
which is applicable for plates of any thickness. The purpose is to promote a quali-quantitative
convergence study that covers configurations with different boundary conditions, loads,
geometries, thicknesses and elements. Each one of these models is evaluated in two integration
conditions. The first one using only full integration and the second comparing it with the
reduced and selective integrations, the shear locking techniques in thin plates. After this study,
a qualitative investigation is done considering the previous convergence, their spurious zero
energy modes and computing time. The simulations were done using the INSANE (/Nteractive
Structural ANalysis Environment) system. From the results, it was verified the good
performance of the techniques to avoid shear locking in thin plates especially when Q4 element
is used, and a new way to solve this defect by using full integration with elements of higher
order and smaller dimensions. In moderate thickness and thick plates, reduced and selective
integrations combining with lower order elements, such as Q4 and Q8, is also an alternative in
cases where higher order elements with full integration is not possible. Each one of these
distinct possibilities on doing the same analysis have different performance about convergence,
spurious modes and time. It is concluded there is no ideal path in analysis of plate finite
elements. Although a good balance between the three parameters mentioned before, becomes

useful to decide which is the best choice in every single simulation to be executed.

Keywords: Reissner-Mindlin Plate; Finite Element Method; Shear Locking; Reduced/Selective

Integration Techniques; Convergence
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1 INTRODUCAO

Uma estrutura de placa ¢ um importante componente de engenharia utilizado amplamente em
varias industrias, como na aeroespacial, na constru¢ao naval e na engenharia civil. O método
dos elementos finitos ¢ geralmente considerado o recurso mais conveniente e efetivo em
analises desses tipos de estruturas. Para o seu desenvolvimento sdo utilizados elementos
formulados por teorias de placas, sendo que as duas mais conhecidas sdo a de Kirchhoff e a de

Reissner-Mindlin (CEN; SHANG, 2015).

A diferenca bésica nos pressupostos dessas duas teorias ¢ a deformacdo transversal por
cisalhamento considerada somente por Reissner-Mindlin, o que torna essa teoria aplicavel para
placas de qualquer espessura, enquanto que a de Kirchhoff ¢ restrita somente as placas finas.
Por possibilitar um estudo mais abrangente em relacdo as espessuras de placas, neste trabalho
¢ avaliada a convergéncia dos elementos finitos desenvolvidos com as hipdteses de Reissner-
Mindlin. Porém, em placas finas surge um problema ao utilizar essa teoria conforme aponta
Soriano (2003), um fendmeno conhecido como shear locking na literatura em inglés,
significando travamento de esforco cortante. A integragdo reduzida e a seletiva, as quais serdo
tratados neste texto, sdo um dos procedimentos para evitar esse bloqueio apesar de gerarem

mecanismo espurios de energia nula.

O estudo de convergéncia aqui proposto, ¢ efetuado utilizando placas finas, moderadamente
espessas e espessas sob diferentes tipos de integracao, condigdes de contorno, carregamentos e
geometrias. S0 empregados elementos quadrilaterais e triangulares na construgdo dos
modelos, avaliando-os de forma critica considerando os resultados de deslocamentos

transversais.

Esse estudo, que esta descrito em parte do texto dedicado as simulagdes numéricas, capitulo 4,
¢ antecedido por dois capitulos contendo a base tedrica. O capitulo 2, o qual apresenta o modelo
matematico desenvolvido com a teoria de Reissner-Mindlin, e o capitulo 3, que detalha os
modelos de elementos finitos formulados com as equagdes matematicas do capitulo anterior.

Por fim, o capitulo 5 expde as consideragdes finais deste estudo.
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1.1 Objetivos do Trabalho

O trabalho tem por finalidade o estudo de convergéncia de elementos finitos de placas baseado
na teoria de Reissner-Mindlin, cuja elaboragao ¢ feita através de simulagdes numéricas. Para o
pré-processamento, o processamento € o pos processamento dessas analises, foi adotado o
software INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), projeto que esta em
constante desenvolvimento no Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de

Engenharia da Universidade Federal de Minas Gerais (https://www.insane.dees.ufmg.br).

Este estudo adota duas condigdes de integracdo. A primeira utilizando a integragdo completa
nos elementos quadrilaterais e triangulares, na qual ¢ avaliada a convergéncia desses elementos
com o aumento de suas ordens e em conjunto com o refinamento de suas malhas. Nessa
condicdo, examina-se de qual forma ocorre a convergéncia das placas, principalmente das de
espessura fina, na auséncia das técnicas anti-bloqueio, ¢ procedendo somente com o aumento
dos graus de liberdade do modelo. A segunda ¢ referente ao uso das integragcdes reduzida e
seletiva comparadas a integragdo completa para cada elemento quadrilateral, e também com a
diminui¢do de seu tamanho. Nesta circunstincia, analisa-se a eficacia das técnicas anti-
travamento para as placas finas e também o modo como essas integragdes impactam na

convergéncia das placas moderadamente espessas e espessas.

Em todas as condi¢des de integracao, estuda-se a monotonicidade dos resultados, e também,
avaliam-se comparativamente a convergéncia entre as familias dos elementos quadrilaterais de

mesma ordem.


https://www.insane.dees.ufmg.br/
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2 TEORIA DE PLACAS DE REISSNER-MINDLIN

2.1 Introducao

Uma placa € um sdélido cuja espessura ¢ muito menor que suas outras duas dimensdes. O estudo
de suas equagoes ¢ feito a partir de um plano de referéncia, o plano médio, definido por ser uma

superficie equidistante das maiores faces superior e inferior desse solido (ONATE, 2013).

Da mesma forma que em vigas, placas com material homogéneo e isotropico resistem somente
a esforgos de flexdo. Ao contrério, placas com material heterogéneo ou cascas, se comportam
de forma diferente. Pontos de seu plano médio podem se deslocar em diregdes do proprio plano,
gerando deslocamentos e forgas nesse plano. Isso muda o modo padrao de flexdo de uma placa
homogénea para um novo modo, no qual flexdo e efeitos axiais (membrana) se acoplam

(ONATE, 2009).

A Figura 2.1 mostra a representagdo geométrica de uma placa e os respectivos esfor¢os

causadores de sua flexao.

Figura 2.1 — Placa sob agdes de forcas ¢ momentos

#espé&ﬁ‘@ﬁ"a (e

Flano medio

Fonte: O autor.

2.2 Hipodteses

Segundo Oiiate (2013), as seguintes hipoteses simplificadoras sdo adotadas para a teoria de

Reissner-Mindlin:
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1. Pontos pertencentes ao plano médio ndo transladam nas direcdes X € y, somente se movem

verticalmente ao longo da direcdo z, logo:
u=v=0 (2.1)

2. Os pontos contidos em uma reta normal ao plano médio antes da deformacao terdao o mesmo

deslocamento vertical w (a espessura nao muda durante a deformacao) apds a deformagao.
3. A tensdo normal na diregdo z, g, € desprezivel.

4. Retas normais ao plano médio antes da deformagdo, permanecem retas mas nao

necessariamente ortogonais a esse plano apods a deformacao.

As hipoteses 1, 2 e 4 permitem calcular o campo de deslocamentos em qualquer ponto da placa,
enquanto a hipotese 3 interfere na relagdo tensdo-deformacdo. Na sequéncia serdo tratados
todos esses pressupostos, mas antes vale ressaltar com detalhes, a diferenga fundamental

contida na hipdtese 4 das duas teorias de placas como mencionado no capitulo introdutorio.

Na teoria de Kirchhoff ou teoria classica para placas finas, onde a razdo entre a espessura € o
menor lado seja igual ou inferior a 0,05, a deformacdo transversal por cisalhamento ¢é
negligenciavel, portanto, retas normais ao plano médio antes da deformacao permanecem retas
e ortogonais a esse plano apds a deformacao. Quando sdo avaliadas placas moderadamente
espessas onde a razao anteriormente citada esta entre 0,05 e 0,10 e placas espessas, razdo maior
que 0,10, o cisalhamento transversal ja ndo ¢ mais desprezivel o qual torna maior a distor¢ao
da normal durante a deformagdo. Dessa forma, a teoria de Reissner-Mindlin representa uma
melhor aproximacao para a real deformacgao da placa e com isso, retas normais ao plano médio

permanecem retas, mas nao mais normais a esse plano (ONATE, 2013).
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2.3 Campo de Deslocamentos

Seja a imagem da Figura 2.2.

(23 ’L

Fonte: O autor.

A figura ilustra dois pontos O e P quaisquer de uma placa no estado indeformado e deformado
por uma flexdo no plano X-Z, ambos situados em uma reta normal ao plano médio dessa placa.

O ponto O localiza-se no plano médio, enquanto o P estd a uma distancia z de O.

De acordo com a hipdtese 1, o ponto O somente desloca-se verticalmente de um valor
w (x,v,z) = w (x,y). Segundo a hipétese 2, o ponto P também desloca-se com o mesmo valor
w mas o mesmo experimenta também uma rotagao 6, correspondente ao giro da reta n normal
ao plano médio. Esse giro, por ser pequeno, permite aproximar o arco formado pela rotacao
para um deslocamento horizontal PP’ de valor igual a u, conforme mostrado a seguir no detalhe

dos deslocamentos e rota¢des da FIG. 2.2.
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Figura 2.3 — Detalhe dos deslocamentos e rotagdes da placa

N

Fonte: O autor.

O deslocamento horizontal do ponto P ¢ entdo dado por:

u(x,y,z) = —ztg(0y) (2.2)
Em regime de pequenos deslocamentos tem-se:

tg(6,) = 6, (2.3)
Logo:

u(x,y,z) = —z0, (2.4)
De maneira analoga, para uma flexdo no plano Y-Z:

v(x,y,z) = —zb, (2.5)

Assim, com a analise de flexdo da placa nos planos X-Z e Y-Z, é possivel escrever os

deslocamentos de um ponto qualquer distante z do plano médio por:

U(X,y,Z) = _Zex(x'y)
v(x,y,z) = —z6,(x,y) (2.6)
w(x,y,z) = w(x,y)

onde u, v e w sdo os deslocamentos nas dire¢des x, y € z respectivamente.
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Das equagdes precedentes, observa-se que, para obten¢ao dos deslocamentos de um ponto
qualquer de uma placa, basta saber os deslocamentos do ponto de mesmas coordenadas x e y
localizado no plano médio (z = 0). Portanto, ¢ necessario apenas conhecer o vetor de

deslocamentos u de um ponto contido nesse plano (PITANGUEIRA, 2016).

Logo:

w
u= {Hx} (2.7)

ow
0, = a + 0,

ow (2.8)
Oy = y + 0y

Conforme pode ser visto nas Egs. (2.8), 6, e 6, sdo fungdes da soma de duas rotagdes. A
primeira representa a inclina¢do do plano médio da placa, a qual ¢ dependente da flecha w. A
segunda uma rotacao adicional @ resultante da ndo ortogonalidade da reta normal ao plano
médio apos a deformagao. Uma vez que 8, e 8, ndo podem ser obtidas somente a partir de w,

essas rotagdes sdo tratadas como variaveis independentes (ONATE, 2013).

Ainda se tratando da 4 hipotese, a consideracdo de que retas normais ao plano médio
permanecem retas apos a deformagao ¢ uma aproximacao do comportamento real das normais.
NaFIG. 2.2, a deformagdo real de n ¢ uma distor¢ao de sua reta e sua representacao simplificada

¢ uma reta n” que corresponde a uma “média” dessa distorcio (ONATE, 2013).

2.4 Rela¢oes Deformagoes-Deslocamentos

A Teoria da Elasticidade apresentada por Timoshenko e Goodier (1951) para um s6lido em trés
dimensdes (3D), considerando material homogéneo e isotropico e campos de pequenos

deslocamentos e deformacgodes, estabelece as seguintes relagdes:
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ou v ow
& =57 7 €y=@ »o& = 9
Ju 0Jv Ju OJw Jv Jdw ’
To Ty tax P T e Ty

onde &, &y , €, sd0 as deformagdes normais € Yy, , Vxz, ¥y 530 as deformagdes transversais.

Substituindo as Egs. (2.6) do campo de deslocamento nas Eqs. descritas em (2.9), obtém-se:

ou 00,
St Fii
dv a0,
& =5= "%y
ow
£Z=£=O
ou adv 26, 00, 2.10)
yxy=@+a=‘2<ﬁ+a>
du Jw ow
Ve =gyt ox T Ot g T
_0v  Oow ow
Vyz —6—2+—ay = —Hy +_ay - _Qy

Devido a condi¢do de ndo ortogonalidade da reta n, existe o surgimento de deformacdes
transversais Yy, € Yy, as quais sdo independentes da coordenada z ¢ que possuem valores em

modulo iguais as rotagdes adicionais @, e @,,, nessa ordem (ONATE, 2013).

Agrupando as deformagdes ndo nulas em um vetor de deformacgdes, obtém-se:

( a0, )
z 0x
26
Ex —Za—;
&y
e={Yay p = —z(—" —y> =1 2.11)
- Vi dy  Ox {Ec}
Yyz a_W_g
ox  °
ow
. dy 7
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onde

ex
Ef :{ &y } ¢ o vetor de deformagdes devido a flexao e
Yy

Va2 ~ . .
& = {yxz} ¢ o vetor de deformagdes devido ao cisalhamento transversal.
£ vz

2.5 Relacgoes Tensoes-Deformacoes

A relacdo entre tensdes e deformagdes, descrita em Onate (2009), é também obtida a partir da
Teoria da Elasticidade de um sélido em 3D, considerando as mesmas premissas mencionadas
do item 2.4 e assumindo um Estado Plano de Tensdes (0, = 0). Esse Estado ¢ devido a hipotese
3 de Reissner-Mindlin em que o, € desprezivel e pelo fato da placa estar livre para se deformar

na dire¢do z . Assim, pode-se escrever:

r E Ev 1
Ox 1—-vZ2 1-v? 0 0 0f e
gy Ev E &y
Typ=|1"9z 19z 0 Y O{ry (2.12)
Txz 0 0 G 0 0]V
Tyz 0 0 0 G 0f\Vyz
L0 0 0 0 G-
ou
g=D¢ (2.13)
sendo
_ (% _ Qf}
= {gc} ¢ D= {Qc
no qual

Ux
oy = { Oy } ¢€ o vetor de tensoes devido a flexdo,
Toy

TXZ ~ . .
o, = {T } ¢ o vetor de tensdes devido ao cisalhamento transversal,
yz
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[1 v 0
E
Dy =173 1(; (1) 1 9 »| ¢ amatriz constitutiva de flexdo e
! 2

D, =G [1 0 ¢ a matriz constitutiva de cisalhamento transversal.

onde E é modulo de elasticidade do material, v é o coeficiente de Poisson € G 0 modulo de

elasticidade transversal.

Conforme expressado na Eq. (2.12), as tensdes no plano causadas pela flexdo da placa, oy, 0y, €
Ty, variam linearmente ao longo do eixo z ¢ as tensdes devido a cisalhamento transversal,
Tyxz € Tyz, SA0 constantes ao longo da espessura (€). No entanto, de acordo com Thompson e
Warsi (1982 apud Ofiate, 2013), a distribuigdo real de 7,, e 7,,,, obtidas a partir da Teoria de

Elasticidade para um material isotrépico, nao € uniforme, mas sim parabolica como pode ser

visto a seguir (Figura 2.4).

Figura 2.4 — Distribuigdo das tensdes gy, 0y, Txy € Txz, Tyz

Tazs Ty T.,.T

N : vxao tyz
Distribuigdo considerada Distribuicio real

Fonte: Adaptado de Oiiate (2013, p.295).

A fim de superar essa aproximacao na distribui¢do das tensoes, sao utilizados coeficientes de
corregdo ao cisalhamento, k;;, os quais modificam a matriz constitutiva D de forma a alterar o

trabalho interno associado as tensdes de cisalhamento transversais para que 0 mesmo coincida

com o trabalho interno obtido pela Teoria da Elasticidade (ONATE, 2013).

Desse modo, tem-se:

ki 0
— 2.14
De =G [ - ] (2.14)
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Para segdes retangulares constantes, caso mais comum em placas, adota-se:

5
ki =k == (2.15)

2.6 Esforcos Internos

Os esforgos internos sao calculados somando-se o esfor¢o atuante em cada fatia infinitesimal
de area dA de uma placa por toda sua espessura, ou seja, consistem na integracao das tensdes

ao longo da espessura de uma placa de comprimento unitario (PITANGUEIRA, 2016).

Seja o esforgo interno M, (momento fletor no plano X-Z) da FIG. 2.5, o mesmo pode ser obtido

da seguinte forma:

Figura 2.5 — Esforgo interno M, atuante na placa

A A A

lu.c

Fonte: Adaptado de Pitangueira (2016, p.151).

Para uma fatia infinitesimal:

dM, = zdF = —zo,dz (2.16)
Em toda placa:
+e/2
M, =f —0,zdz (2.17)
—e/2

De forma andloga, ¢ feito o calculo dos outros esforgos internos oriundos das tensdes de flexao,

momento fletor M, ¢ momento de tor¢do M,,, e também os oriundos das tensdes de
cisalhamento, esforg¢os cortantes Q, ¢ Q,. A diferenga € que nestes, pelo fato das tensdes

cisalhantes serem constantes na dire¢do da z, suas integrais nao contém a variavel z (SALIBA,

2007).



Assim:
{ M, 1 —Z0,
My +e/2 zoy, te/2 _, 4 +e/2 22D, ¢
o A S P N v
— B _ 9c _ D. &,
Q, e/2 Txz e/2 e/2 =Zc &
Qy Tyz
no qual
( 00, )
0x
a0,
& =) dy ( ¢ o vetor de deformacao generalizada de flexdo e
2. 2%
\\ dy  0dx /)
(o
& = i g‘f] } ¢ o vetor de deformacdo generalizada de cisalhamento.
——0
ay 7

Resolvendo a integral da Eq. (2.18), encontra-se:

e3 ~ N &
M:{EQféf}:{inf}

eD £ ) D&
sendo que
M =173y (€ o vetor de esfor¢os internos por unidade de comprimento,
—C
= e3 , . .- . ~
Dy = 5 Dy ¢ a matriz constitutiva generalizada de flexdo e
D, = e D, é a matriz constitutiva generalizada de cisalhamento.

A Eq. (2.20) pode ser escrita na forma de matriz por:

D 0 _
lef Al{ff}zDe?
= o bpJl&d ==
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(2.18)

(2.19)

(2.20)

2.21)

onde D ¢ a matriz constitutiva generalizada e € é o vetor de deformagdes generalizadas.
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A convencao dos esforcos internos ¢ dada de acordo com a FIG. 2.6 a seguir.

Figura 2.6 — Sentidos positivos convencionados para os esfor¢os internos
L
r's

L ]
-

Q UM

L S

S E— M
X My

Fonte: SORIANO, 2003, p.253.
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3 ELEMENTOS FINITOS BASEADOS NA TEORIA DE PLACAS DE
REISSNER-MINDLIN

3.1 Introducao

A partir da teoria de placas de Reissner-Mindlin descrita no capitulo 2, foi possivel estabelecer
um modelo matematico que, com hipoteses simplificadoras, substituiu o problema de meio
continuo da estrutura real da placa. Com esse modelo, é possivel calcular através de equagdes
diferenciais, as deformacgdes, tensdes e esfor¢os internos para infinitos pontos da placa
conhecendo-se o vetor de deslocamentos do plano médio da mesma, isto €, segundo Egs. (2.11),
(2.13) e (2.20) nessa ordem. Por outro lado, ¢ possivel calcular essas mesmas grandezas da
placa através de equagdes algébricas em um numero finito de pontos de seu plano médio,
através de um método discreto; no caso deste trabalho sera utilizado o Método dos Elementos

Finitos (MEF).

No modelo de deslocamentos do MEF, o dominio do problema ¢ dividido em
subdominios de dimensoes finitas, denominados elementos finitos, onde o campo de
deslocamentos ¢ arbitrado. Escrevendo-se o campo de deslocamentos de cada
elemento em funcdo dos deslocamentos nodais, obtém-se um sistema de equagdes
algébricas que, quando resolvido, permite solucionar o problema (PITANGUEIRA,
2016, pag.1).

Desse modo, para a solugdo do problema via MEF ¢ necessario obter o campo de deslocamentos
dos elementos finitos que por sua vez dependem de suas fungdes de forma, as quais estardao
descritas na proxima subsecdo. Em seguida, sera abordada no item 3.3, a formulag¢do dos
elementos finitos baseados na teoria de Reissner-Mindlin e também suas derivagdes em formas
arbitrarias com o uso da formulacao isoparamétrica (por exemplo, quadrilaterais de formas
irregulares e tridngulos de lados curvos) e a integragdo numeérica. Por fim, na ultima subsecao
deste capitulo, serdo abordadas as dificuldades do uso dos elementos de Reissner-Mindlin em
placas finas devido a excessiva influéncia dos termos de cisalhamento transversal e a forma de

contornar esse problema com o uso da integracao reduzida/seletiva.
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3.2 Funcgoes de Forma para os Elementos de Reissner-Mindlin

Visando uma melhor compreensdo das fun¢des de forma para os elementos de Reissner-
Mindlin, elementos finitos em duas dimensdes (2D), serd apresentada antes a abordagem das
fungdes de forma de um elemento unidimensional (1D), bem como o conceito de coordenadas

naturais e continuidade.

3.2.1 Funcdes de forma para elementos finitos em 1D de continuidade C°

Considerando uma barra esbelta de comprimento L, se¢do transversal de area constante A,
sujeita a uma forga axial de tracdo T e constituida de material homogéneo e isotrdpico, sua

discretizagdo sera feita por um tnico elemento de dois nés, como na Figura 3.1.

Figura 3.1 — Barra tracionada representada por um elemento finito

Fonte: O autor.

Supondo que a barra resiste somente a esforgos axiais, a mesma desloca-se de um valor u na
direcdo X com a aplicagdo da forga T. Dessa forma, o elemento finito apresenta um grau de
liberdade em cada no6 referente a esse deslocamento, num total de dois graus de liberdade.
Assim, um polindmio interpolador de dois termos, ou seja, linear, ¢ definido com o objetivo de

aproximar o deslocamento horizontal da barra por:
u(x) = ag + a1x (3.1)
Escrevendo de forma matricial o polindmio anterior tem-se:

u(x) =[1 «x] {ZS} (3.2)

ou, simbolicamente



u(x) = pa
onde

p=[1 x]lea=[a a]T

Supondo-se conhecidos os valores nodais, pode se escrever:

u(x=0)=d,

u(x=1L)=d,
Utilizando as Egs. (3.4) e (3.5) na Eq. (3.1), obtém-se

ay + a,(0) =d;

ap + a;(L) = d,

Matricialmente, escrevendo as Eqgs. (3.6) e (3.7), resulta em:

[ fet={d

ou

Substituindo a retirado da Eq. (3.9) na Eq. (3.3), obtém-se:
u(x) =@ G 'd
Simplificando, encontra-se:

ux)=Nd

no qual
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(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

3.11)
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_ ¢ a matriz das fungdes de forma ou interpolagdo do
N=¢G =[N N] (3.12)
- elemento e

d ¢ o vetor de deslocamentos nodais do elemento.

Multiplicado o valor de ¢ e invertendo a matriz G, encontra-se a fun¢ao de forma para cada no.

Logo:

Paraono 1:

N, =1—2 3.13
1= L (3.13)

Para o no 2:

N. _Z 3.14
Z_L (' )

As fungdes acima possuem as seguintes propriedades:

1. Em qualquer n6 (i) do elemento finito, existe uma func¢ao N;;
2. N1 + N2 = 1,
3.Ny=1nond61eN; =0nonod2;

4. N,=0non61eN, =1nono?2;

Outra caracteristica importante, ¢ que essas fungdes de forma garantem que o deslocamento
axial da barra seja continuo dentro do elemento e entre elementos adjacentes. Elementos que

satisfazem essa condigdo sio denominados de continuidade C° (ONATE, 2009).

Ainda se tratando dessas funcdes de interpolagdo, outro aspecto a ser considerado ¢ referente a
sua obtencdo. Como descrito na Eq. (3.12), € necessario inverter a matriz G de dimensao 2x2
visto que a barra ¢ um elemento finito de 2 graus de liberdade. Se fosse um elemento de 24
graus de liberdade, essa matriz seria de dimensdo 24x24, ou seja, um consideravel esforco
algébrico seria necessario para o calculo de sua inversa. Segundo Dune, Irons et. al (1968 apud
Zienkiewicz e Taylor, 2000), em elementos retangulares de continuidade C°, ocasionalmente a

inversa de G pode ndo existir.
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De forma alternativa, as fun¢des de forma para elementos 1D de continuidade C° podem ser
obtidas de forma direta, simplesmente utilizando as expressdes polinomiais de Lagrange,

conforme descrito em Ofiate (2009) e definidas a seguir.

Seja um polindmio de Lagrange [[*(x) de ordem n — 1, 0 mesmo ¢ estabelecido em termos de

n pontos com coordenadas x;, X, ... Xp, :
G0 = (=2 )0 =22 )+ (0 = 2320 )00 = Xgg ) o (X = Xp) (3.15)

Nota-se que [7'(x;) = y;(#0) e l?(xj) =0 para j =1,2,---n (j # i). Considerando que os
pontos coincidam com os nos dos elementos e um valor diferente de zero y; ¢ padronizado para

um valor unitdrio, o polindmio de Lagrange se torna entdo normalizado de modo que:

nps GG L X — Xj
[F(x) = ) B(xi - x,-) (3.16)
j#i

onde []representa o produtério e o indice x especifica o ponto onde essa coordenada é

calculada.

Portanto, as fungdes de interpolacdo N; de um elemento de Lagrange com n nos coincidem com

os polindmios normalizados de Lagrange, logo:
Ni(x) = [['(x) (3.17)

Pela Eq. (3.17) € justificado o motivo de um elemento em 1D de continuidade C° ser conhecido

como elemento de Lagrange.

Retornando a um elemento finito em 1D de dois n6s e continuidade C°, tém-se utilizando a Eq.

(3.16) em (3.17), de forma direta:

X — X X
Nl_ :1__

xl_xZ L 318
N_x—xl_x (3.18)
2_xz—xl_L

de forma que N;e N, sdo as mesmas fungdes de interpolagao definidas nas Egs. (3.13) e (3.14).
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No intuito de facilitar o tratamento das fun¢des de forma de um elemento finito, outro sistema
de coordenadas passa a ser empregado. Segundo Soriano (2003), esse sistema ¢ conhecido por
coordenadas adimensionais, naturais ou normalizadas (&, n, {) e contém sua origem no
centroide do elemento. Pode ser utilizado em elementos de uma, duas e trés dimensdes como

ilustra a Figura 3.2.

Figura 3.2 — Coordenadas adimensionais

n=1
n=1
=-1 &=1
2 tl g nt ﬁ
. i P 5
E=-1 &=0 g=1 ¢& - E=1
n=-1 £=1

Fonte: SORTANO, 2003, p.107.

De acordo com Logan (2007), essas coordenadas sdo definidas em conformidade com a
geometria do elemento e ndo por sua orientagdo em um sistema global. Logo, para Johnston
(1984) e Rao (2004), as derivadas e integrais das fun¢des de forma, utilizadas no célculo da
matriz de rigidez e das forcas nodais equivalentes, sao mais facilmente obtidas com esse sistema

local o qual ¢ vinculado a geometria do elemento.

A derivagao das fungdes de forma da barra tracionada em termos do sistema de coordenada

natural &, ¢ feita conforme definicao descrita em Ofate (2009):

X=X (3.19)
£=2 1G)

onde x. ¢ a coordenada cartesiana do centro geométrico do elemento. A Eq. (3.19) fornece:

&= —1 na extremidade esquerda do elemento

&= 0 no centroide do elemento

&= +1 na extremidade direita do elemento

Portanto, a equagdo anterior transforma sua geometria real, ou genericamente um elemento
finito de 2 nds, em uma geometria normalizada de comprimento igual a dois como demonstrado
na FIG. 3.3. Nessa ilustracdo, também estdo representadas as fungdes de forma em coordenadas

cartesianas e naturais.
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Figura 3.3 — Def. da coord. natural & Geometria real € normalizada para um elem. de 2 nds

Ny (x) N, (x)

i 1 Geometria real
IC
| —
X
X : f(ﬂ ? )
X f{cll
N, (£) N,(E) ]
| 1 Geometria normalizada
E==1 & E=+1
! Lot | 2
2

Fonte: Adaptado de Oiiate (2009, p.79).

Analogo a Eq. (3.16), as fungdes de interpolagdo na coordenada & podem ser escritas da seguinte

forma:
16— &
ne=r@=]] (&_ — g) (3.20)
j=1 N
JED)

Na barra tracionada, elemento linear de Lagrange com 2 nos, tém-se entdo:

§—¢ 1
N1:é1_§22:§(1—§)
(3.21)
_&-§ 1
N2—§2_€1—2(1+&)

3.2.2 Fungdes de forma para elementos finitos em 2D de continuidade C°

Da mesma forma que a barra tracionada anteriormente estudada, os elementos de Reissner-

Mindlin requerem também a continuidade C°, como sera visto no item 3.3.3.
9

Eles sdo divididos entre retangulares e triangulares e suas fungdes de interpolacao sio utilizadas
em suas formulagdes isoparamétricas, as quais serdo apresentadas adiante. Assim, sdo

denominados elementos isoparamétricos.
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Esses elementos, conforme descrito em Ofate (2009), possuem diferenga quanto a seu
polindmio aproximador, sendo o mesmo completo em elementos triangulares e incompletos nos

retangulares. Os termos desses polinomios sdo retirados do tridngulo de Pascal, conforme

Figura 3.4.
Figura 3.4 — Triangulo de Pascal em duas dimensdes e em coordenadas naturais
1 Constante Grau do Polindmio N2 de termos

1

é T] Constante 1
Linear
[ .

5 3 Linear 2
E.& gn M | Quadratico Quadratico 6
g3 g?"r] gnz -n3 | Clbico Cubico 10
Quértico 15

4 3 2.2 3 4 -
g €n_&m° & M| Quirico
Fonte: Adaptado de Oiiate (2009, p.159).

Adiante, serdo apresentadas as fungdes de forma para os elementos de placa retangulares e

triangulares de Reissner-Mindlin de continuidade C°utilizados no estudo.

3.2.2.1 Fungio de forma para elementos retangulares de continuidade C°

Segundo Onate (2009), um sistema local &, n € definido em cada elemento e normalizado de

forma que os lados do elemento estejam localizados em & = +1 e = %1, logo:

X — X Y=Y
_ R 22
g=—= ; n=" (3.22)

onde 2a e 2b sdo os lados do retangulo e x. e y. sdo as coordenadas de seu centroide (FIG.3.5).

Nota-se que, no sistema de coordenadas naturais, o retangulo se transforma em um quadrado

de lados igual a dois (FIG. 3.5).

Figura 3.5 — Elemento retangular. Sistema de coordenadas cartesianas e naturais

Geometria real Geometria normalizada

¥

Ye

Fonte: Adaptado de Ofate (2009, p.160).
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Os elementos retangulares de continuidade C°estao divididos em duas familias, Lagrange e

Serendipity, as quais serao abordadas a seguir.

3.2.2.1.1 Funcio de forma para elementos retangulares de Lagrange

De acordo Oiiate (2009), as funcgdes de interpolagdao nos elementos retangulares dessa familia
podem ser obtidas pelo simples produto de dois polindmios de Lagrange normalizados em 1D
conforme Eq. (3.20), a qual pode ser usada tanto para a coordenada & quanto para a mem
qualquer né. Logo, se I}(&) e l]i (1) sdo polindmios de Lagrange em 1D para um no i , de ordem

I e ] respectivamente e nas dire¢des & e 1 nessa ordem, encontra-se:

N; &) = 1(©) L) (3.23)

As fungdes de forma nos elementos de Lagrange de quatro, nove e dezesseis nos, siao
apresentadas daqui em diante com seus respectivos termos do tridngulo de Pascal (Figuras 3.6,

3.7¢3.8).

Figura 3.6 — Elemento isoparamétrico bilinear

i
4 3 No & m
1 -1 -1
2 1 -1
3 1 1
£ 2 £ 4 -1 1
L )
1 2
1 . - —
Ni =Z(1+§él)(1+1’]nl) ) L= 1r2!3'4

Fonte: Adaptado de Ofiate (2009, p.162).



Figura 3.7 — Elemento isoparamétrico biquadratico Lagrange

i
7 6 s AL
. 1 -1 -1
2 0 -1
301 -1
g 4 - 4 1 0
9 i e 5 1 1
g & e oo S _01 1
L )

1 2 3 8 -1 0
9 0 0

1 .

Ni=Z(E+&)(* +m) 5 1=1357
1 1 .
N =020 +m)(1- &) +28° (€ +86)-n?) 5 1=2468
Ny = (1) —n?)

Fonte: Adaptado de Oiiate (2009, p.162).

Figura 3.8 — Elemento isoparamétrico bictibico Lagrange

36

10

11

nj i)
9 8 4 10r 9 & 7
16 15
11: = 6
o o 3 16 15
24 12 ¢ 5
a o 13 14
13 14 .
il ] | |
5 3 1 2 3 4
1 2 3 4

N =NE@ NGO ; i=116

I N; (9

1 2
1 N1=1_6(§_1)(1_9§)

9 2

2 Np=(1-8)1-39
9

3 M= (1-8)+39

1
4 N, =R(§+1)(9§2 -1)

Similarmente, para N;(n)muda & por 1

Fonte: Adaptado de Oiiate (2009, p.162).
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3.2.2.1.2 Funcio de forma para elementos retangulares Serendipity

De acordo com Soriano (2003), na familia Lagrange os elementos possuem pontos internos
dispostos segundo uma malha ortogonal regular a qual ¢ definida pelos pontos nodais dos lados
dos elementos. Na familia Serendipity, os elementos t€ém forma semelhante, porém com menor
numero de pontos. O nome Serendipity, do inglés, significa habilidade de descobertas por acaso
e se deve ao fato das funcdes de aproximagdo dessa familia terem sido originalmente

determinadas por tentativa.

O primeiro elemento da familia é o de quatro de nds, cuja fun¢do de forma ¢ idéntica ao

elemento linear de Lagrange.

O biquadratico de oito nos ¢ o segundo elemento, com fungdes de forma para os nos localizados
nos pontos médios dos lados obtidas pelo produto da funcao quadratica em & ou 1 pela fungao
linear em 1 ou &. Para os nos dos vértices, a fungdo N5 por exemplo, ¢ encontrada subtraindo a
correspondente funcdo linear desse n6 pelas fungdes N, e Ng multiplicadas por 1/2, a fim de
que se tenham valores nulos nos pontos nodais 4 e 6 respectivamente. As demais fungdes dos
vértices sdo obtidas de maneira semelhante e com isso, tém-se de forma genérica, as equacdes

das funcdes de acordo com a FIG. 3.9.

Figura 3.9 — Elemento isoparamétrico biquadratico Serendipity

M N6 ¢ n;
7 6 5 1 -1 -1
T q 2 0 -1
3 1 -1
4 1 0
8 —— 5 1 1
4 & &,‘3 ‘]3 6 0 1
7 -1 1
1 1 8 -1 0
1 2 3
1 .
No=7(1+&)A+mIE +mi -1 5 i=1357
1 5 .
Nl-=§(1—§)(1+1mi) ; 1=2,6
1 .
Ni=§(1+§éi)(1—n2) ; 1=4,8

Fonte: Adaptado de Ofate (2009, p.168).
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O terceiro elemento ¢ o bicubico de doze nos, tendo as funcdes de forma obtidas de forma
similar ao de ordem quadratica. Os nds de localizagcdo intermediaria aos vértices possuem
funcdo de forma dada pelo produto da fun¢do cubica em & ou 1 pela fungdo linear em 1 ou &.
Para os nos dos vértices, a fungdo N; por exemplo, ¢ encontrada subtraindo a correspondente
funcao linear desse no6 por parcelas (2/3 das fungdes N, e Ny, e 1/3 das fungdes N3 e N;,), de
modo a se ter nulo os correspondentes valores nodais. As outras fungdes dos vértices sdo obtidas

de maneira analoga, logo tém-se as equagdes dessas fungoes (FIG. 3.10).

Figura 3.10 — Elemento isoparamétrico bicubico Serendipity

nj No & n;
10 9 | 8 7 1 -1 -1
o 7 2 -1/3 -1
3 13 -1
11 6 4 1 -1
— 5 1 -1/3
12 5 5 6 1 1/3
2 2y 7 1 1
8 1/3 1

i .l
1 2 3 4 9 -1/3 1
10 -1 1
11 -1 1/3
12 -1 -1/3

1
Ni =25 (1+&)a +m)[9(& +n?) —10] 5 i=1,47.8
9
Ni=2(1-8)(1+m)(1+98) ; i=2398
9
Ni=37 (1 -mH(1+8)(1+9m) ; i=561112

Fonte: Adaptado de Oiiate (2009, p.168).

3.2.2.2 Fungio de forma para elementos triangulares de continuidade C°

Segundo Ofiate (2009), as fungdes de forma nos elementos triangulares de continuidade C° sio

mais facilmente obtidas utilizando coordenadas de area como detalhado a seguir.

Seja um ponto P dentro de um triangulo de area A e vértices 1, 2 e 3 definindo as sub-areas

A4, A, e A5 correspondentes aos tridngulos P23, P13 e P12 respectivamente (FIG 3.11).
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Figura 3.11 — Coordenadas de area de um triangulo
A3

Fonte: Adaptado de Oiiate (2009, p.174).

As coordenadas de area sdo definidas de maneira que:

A, CP A, BP A; AP
17 a4 " cc 27 A BB 3747 A4 (3-24)
sendo

A, +A,+4, A
Ly+Ly+Ly=—"""2 "3 -1 (3.25)

A A

Observa-se que as coordenadas de area do centroide de um triangulo sdo L; = L, = L; = 1/3.

As fungoes de forma de tridngulos contém polindmios completos de grau M e sua obtengao

utilizando o conceito das coordenadas anteriormente descritas sera mostrado adiante.

Sendo um no i caracterizado pela posi¢do (/,], K), respectivas poténcias das coordenadas de

area L4, L, e L3, tem-se que [ + ] + K = M e sua fungdo de interpolagdo ¢ dada por:
N; = [i(Ly) [(Ly) 1k (Ls) (3.26)

onde 1}(L;) é o polindmio de ordem I normalizado de Lagrange em 1D em L; o qual possui

valor unitdrio no né i , ou seja:

1 .

. L,—L
li(L,) = 1_[ (L; - L]l) (3.27)

1

j=1
Jj#i
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com expressdes similares para l]i (L,) e lk(L3). Na Eq. (3.27), LY é o valor de L; no n i.
Sao observados os seguintes itens sobre as poténcias [, J, K:

1. A fun¢do de forma para o n6 de vértice depende somente de uma coordenada de area e, assim,

a correspondente poténcia I, J, K desse n6 sera igual a M.

2. Todos nds localizados na mesma linha L; = constante possuem o mesmo valor de [
ocorrendo o mesmo para L, e J e L; e K.

3. Os valores de [, J, K decrescem progressivamente de um valor maximo igual a M nas linhas
L; = 1 referente aos nds de vértices, até¢ um valor igual a zero nas linhas L; = 0 que estdo do
lado oposto a cada no .

A seguir (Figuras 3.12, 3.13 e 3.14), serdo apresentados os elementos triangulares de estudo
deste trabalho os quais ilustram as definicdes antecedentes de I, ], K e também as expressoes

das respectivas fun¢des de forma conforme Egs. (3.26) e (3.27).

Figura 3.12 — Elemento isoparamétrico triangular linear

oo
L T=0
. l\\*‘v"?
= i
- 3 3 -
K=l === G 79 =1
. r
5 %
{LILK) / / 0,100
(1 'I].U]f A ; \\(
s ’ -y
e
v N
I=1 I=0
Ni = Li 5 i= 1, 2, 3

Fonte: Adaptado de Onate (2009, p.176).



Figura 3.13 — Elemento triangular quadratico

NL=L1(2LL—1) 5 l=1,2,3

N4 = 4L1L2 NS = 4L2L3 N6 = 4L1L3
Fonte: Adaptado de Oiate (2009, p.176).

Figura 3.14 — Elemento triangular ctibico

AT AT 3
FoNe SNe TN AN
fl \.A“ r \.J\\ I \'*'\‘.\ i .)\\
N = v @
\ A% 5 5
=3 1=2 I=1 I=0
1 .
N; = ELi(SLi -D@L-2) ; i=123

9 9 k4
Ny =5 Gl = DLiL, Ns =2 (3L = DL, Ne =5 Lz = 1)LyLs

9 9 2
Ny =5@BLs=Dlals  Ng=2Bla=Dlsly  No=5GLz = Dlsly

N10 = 27L1L2L3

Fonte: Adaptado de Onate (2009, p.176).
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3.3 Formulacido dos Elementos

3.3.1 Discretiza¢do do campo de deslocamentos

A teoria de placas de Reissner-Mindlin estabelece a independéncia entre as flechas e as
rotagdes, conforme visto anteriormente nas Egs. (2.7) e (2.8). Desse modo, qualquer uma dessas
varidveis é interpolada usando fung¢des de forma de continuidade C° como mostrado adiante

na Eq. (3.28):

w n NL'WL'
y = {Hx} - Z Nifo b =N d (3.28)
onde n ¢ o numero de n6s do elemento, N ¢ a matriz das fungdes de forma dos elementos

retangulares e triangulares de Reissner-Mindlin apresentados nas respectivas subsegodes 3.2.2.1

e 3.2.2.2, dada por:

Ny O O - N, 0O O

N=|0 N O - 0 N O0f=[N N Nn],
0 0 N = 0 0 N,

com
Ny, 0 O

N;=|0 N; 0 (3.29)
0 0 N

e d o vetor de deslocamentos do elemento, definido:

i=[W1 9x1 63/1"' Wn exn eyn]Tz[Ql d, Qn]T,

com
Wi

d; =% (3.30)
0
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3.3.2 Discretizacao das deformacoes generalizadas, do campo de tensoes e dos esforgos

internos

As deformagdes generalizadas sdo expressas em termos de deslocamentos nodais, substituindo

a Eq. (3.28) no vetor de deformagdes generalizadas obtido pela Eq. (2.19):

( % ) ( aNl )
0x dox
25, o,
: 26, 96 = | N N = (B
- (G ) - o) -S89
=12 (=|l=+=) = { O, +—0, | = d;
& {gc <6y+6x>> , 0 xl+ax Vi B, J%
ow i=1 aN. i=1
l
EM 0, Ewl Niaxl
ow dN;
- _ —_— N;6
L 9y % L oy T )
é=Bd (3.31)
onde
B =[B1, By, B,] ¢ amatriz de deformagdes generalizadas do elemento e
B {Qfl} ¢ a matriz de deformagdes generalizadas para um nd i sendo suas
‘B, sub-matrizes dadas por:
_0 (')Nl 0 )
ox
dN; como a matriz das deformagdes generalizadas de
By, =0 0 —
' dy flexdo e
JON; ON;
K 3y ox (3.32)
[ON;
B ox 0 correspondendo a matriz das deformagdes
=i |ON; —N; generalizadas de cisalhamento.
L 0y

O vetor de tensdes ao longo da espessura g pode ser encontrado por intermédio da matriz S

como serd demonstrado na sequéncia, a partir da reescrita da Eq. (2.11):

£=S ¢ (3.33)
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sendo
-z 0 0 0 0
0 —z 0 0 O
S=10 0 —z 0 0] amatrizde transformagdes das deformagoes.
0O 0 0 1 0
0O 0 0 0 1

Assim, substituindo a Eq. (3.31) na (3.33) e depois levando a Eq. (2.13) tem-se:

c=DSBd (3.34)
O vetor de esforcos internos ¢ obtido relacionando as Eqgs. (3.31) e (2.21), logo:

M=DBd (3.35)

Nota-se que, para encontrar as grandezas envolvidas nos problemas de placas, deformagdes
(Eq.(3.31)), tensdes (Eq.(3.34)) e esforgos internos (Eq. (3.35)), € necessario conhecer o vetor
de deslocamentos nodais (d). Para isso, pode se aplicar o Principio dos Trabalhos Virtuais

(PTV) como sera visto na proxima subsecao.

3.3.3 Principio dos Trabalhos Virtuais

De acordo com Pitangueira (2016, p.33):

Numa estrutura em equilibrio sujeita a um sistema de forgas externas, ao se impor
deslocamentos virtuais compativeis, o trabalho realizado pelas forgas reais externas
sobre os deslocamentos virtuais é igual ao trabalho das tensdes internas sobre as

deformagdes produzidas pelos deslocamentos virtuais.

Aplicando esse principio em uma placa submetida a um carregamento vertical distribuido

q(x,y) e cargas pontuais P; atuando na dire¢do z, encontra-se:

Trabalho Virtual Interno = Trabalho Virtual Externo

E (3.36)
ﬂ SeTadV = ﬂ Sulq dA + Z Su;TP;
%4 A - ;
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onde NCC ¢ o nimero de cargas concentradas e
T T T
Su=[6w,56,,86,)] ; qa=[fmemy| ; P =[R, My,M,] (3.37)

sendo du o vetor de deslocamentos virtuais nodais, §¢ o vetor de deformagdes virtuais, f,, m,
e m, a forca vertical distribuida ¢ os momentos distribuidos agindo nos plano XZ e YZ,
respectivamente, € P, , M, e My, a forca vertical concentrada e os momentos fletores atuando

em um ponto i.

Das Egs. (3.33) e (3.28), deduz-se que as deformacgdes e os deslocamentos virtuais podem ser

escritos da forma:
se" = §¢TST ; Su” = 8d"NT (3.38)

Assim, o PTV se torna:

NCC
[|[6€7s7aav = || sarn"qaa+ ) sur,
%4 A - :

Conhecendo que dV = dAdz e considerando que as cargas concentradas ¢ os deslocamentos

incidem somente nos nés do elemento, tém-se um novo vetor p e o vetor §d’ para forgas

concentradas e deslocamentos nodais, nessa ordem. Assim obtém-se:

+e/2
f f 58T l f ST dzl dA = f f 8dTNTq dA + 8dTp (3.39)
p 1 L

—e/2 A

A partir das Egs. (3.31) deduzem-se as deformagdes virtuais generalizadas 67 e das Egs. (2.18)

e (3.35) edamatriz S :

|| saerMan = [[ 5a757D B dda= || saTN"qan+sdp
A A A -

([0 s |-



(ffAQTQ EdA>Q=ﬂ:4ﬂngA+B

Reescrevendo a Eq. (3.40) simbolicamente:

k= f f B"D BdA ¢ a matriz de rigidez do elemento, sendo composta por:
A

k=[] (&7 B+ BB B)aA = ks + ke, onde
A
kf= f f QfTQf BrdA  a matriz de rigidez do elemento de flexdo e
A

k. = f f B."D. B, dA amatriz de rigidez do elemento de cisalhamento
A

r ¢ o vetor de forgas nodais equivalentes as forgas
feq = f f N"q dA
A

distribuidas e

p ¢ o vetor das forcas nodais.
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(3.40)

(3.41)

(3.42)

De acordo com Zienkiewicz e Taylor (2000), as integrais contidas no PTV devem possuir seus

termos finitos para que sejam integraveis. Esses termos sdo traduzidos como as funcdes de

forma N e suas derivadas que sdo associadas as deformacdes do elemento. Essa condi¢ao pode

ser mais bem entendida através de um exemplo descrito em Ofiate (2009).

Dado uma fungdo continua f(x) e suas duas primeiras derivadas conforme mostrado na FIG.

3.15, a integral de f(x) por ser finita, existe no intervalo considerado e ¢é igual a area do

tridngulo sombreado. A fun¢do f'(x) também ¢é integravel, visto que ¢ finita, sendo sua integral

igual 4 area dos retangulos, porém ¢ uma funcao ndo continua. No entanto, a segunda derivada

f"(x) ndo ¢ integravel, pois possui dois pontos que tendem ao infinito devido a descontinuidade

de f'(x).
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Figura 3.15 — Integral de uma fung@o bilinear e suas duas primeiras derivadas

Continuae Descontinuae Descontinuae
Integrdvel (finita) Integrdvel (finita) Ndo Integravel (Infinita)
f A f A f”"‘
2 2 2 7 +Co 4
f=f(x) =Y f”-ﬂ
1 a 1 — dx 1 dx?
0 - 0 N 0 I .
I > 1 - 1 2 X
1 2 X 2 X
—co L J

Fonte: Adaptado de Oiiate (2009, p.102).

Assim, de forma geral, as derivadas de ordem m sdo integraveis se suas derivadas de ordem
m — 1 sdo continuas (continuidade C™1). No caso do PTV descrito pela Eq. (3.40), somente
derivadas de primeira ordem compdem sua integral e com isso, apenas continuidade C° ¢é
requerida. Dessa forma, para Zienkiewicz e Taylor (2000), essa continuidade garante
continuidade no campo dos deslocamentos (e também nas fung¢des de forma) e que as

deformacdes sdo integraveis (finitas) apesar de serem descontinuas.

3.3.4 Formulacio Isoparamétrica

3.3.4.1 Introducao

Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), elementos retangulares e triangulares nao sao suficientes
para representar formas complexas que podem ocorrer em situagdes reais. Com isso, esses

elementos de forma simples sdo distorcidos em outras formas mais arbitrarias.

Consoante com Soriano (2003, p.125):

No desenvolvimento de elemento finito com forma distorcida, é pratico e muito
vantajoso definir sua geometria por interpolagdo de suas coordenadas nodais. Quando
nessa definicdo sdo utilizadas as mesmas fun¢des da solugdo aproximada do campo

de deslocamentos, o elemento ¢ denominado isoparamétrico.

Rao (2004) cita outras denominagdes para o elemento além do isoparamétrico. Se a geometria

¢ descrita por uma fun¢ao de ordem inferior a fun¢ao do campo de deslocamentos, o elemento
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¢ classificado como subparamétrico. Em contrapartida, se a geometria ¢ descrita por uma
funcdo de ordem superior a fungdo do campo de deslocamentos, o elemento ¢ dito
superparamétrico. Neste trabalho, o estudo estard delimitado aos elementos isoparamétricos

e subparamétricos quadrilaterais e triangulares.

3.3.4.2 Elementos quadrilaterais isoparamétricos

A geometria de um elemento quadrilateral isoparamétrico em 2D com n nods ¢ expressa de

acordo com Onate (2009), da seguinte forma:
n n
x= ) NEDY  y=) NEDY (3.43)
i=1 i=1

onde N; ¢ a fun¢do de interpolagdo em coordenadas naturais &1 para a forma regular do
elemento (quadrado de tamanho igual a 2) e x; e y; sdo as coordenadas cartesianas de cada
ponto da geometria. Dessa maneira, em conformidade com Soriano (2003), mapeia-se um
elemento bidimensional de dominio auxiliar regular de coordenadas naturais &, 1 ortogonais em

um elemento de dominio fisico de coordenadas cartesianas x y.

A titulo de exemplos, consideram-se o elemento bidimensional de quatro pontos nodais (FIG.
3.16 (a)) e o biquadratico Serendipity (FIG. 3.16 (b)). No primeiro caso, como as fung¢des de
interpolagdo desse elemento sdo lineares em & e 1, nas coordenadas cartesianas xy todo lado do
elemento ¢ um segmento de reta definido pelos respectivos nos localizados nos vértices.
Portanto, o elemento regular no dominio auxiliar fica distorcido na forma quadrilateral no
dominio fisico. No caso (b), de forma andloga, o elemento distorce, porém com lados curvos
devido ao elemento regular ser biquadratico e, dessa forma, as coordenadas & 1 tornam-se

curvilineas no plano bi-ortogonal xy.



Figura 3.16 — Exemplos de elementos isoparamétricos
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{a)Elemento bilincar
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g

(b)Elemento biquadridco Scerendipity
Fonte: Adaptado de Soriano (2003, p.126).

L
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Soriano (2003) afirma que ¢ necessario ocorrer uma correspondéncia biunivoca entre os

dominios auxiliar e fisico. Como contra exemplos, podem ser vistos na FIG. 3.17 dois casos

onde essas correspondéncias ndo acontecem. No caso (a), os pontos tracejados do elemento

regular (entre os pontos 2 e 5 e entre os pontos 7 e 4), sdo mapeados em um Unico ponto de

dominio fisico (ponto de intersecdo das curvas). No caso (b), as direcdes & e 1 sdo coincidentes

no ponto nodal 2.

Figura 3.17 — Elementos sem correspondéncia biunivoca de mapeamento

=]
[ 1
i

F

=T

=T
%4 §

(a)

Fonte: SORIANO, 2003, p.127.

v

De acordo com Soriano (2003), a ndo correspondéncia biunivoca ¢ identificada por

determinante nulo da matriz Jacobiana (a ser apresentado adiante), o qual inviabiliza a

determinagdo das componentes de deformagao no sistema cartesiano. A singularidade dessa

matriz, conforme aponta Aves Filho (2008), ocorre quando o elemento ¢ muito distorcido.
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Portanto, Strang e Fix (1973 apud Onate, 2009) afirmam que esse determinante deve ser
constante e positivo no dominio do elemento e que para elementos lineares quadrilaterais essa
condi¢do acontece se nenhum angulo entre dois lados for igual ou maior que 180°. Zienkiewicz
e Taylor (2000) descrevem que nos elementos quadraticos ¢ adicionalmente requerido que os
nos de lados estejam localizados no ter¢co médio da distancia entre os nos dos vértices como
mostrado na FIG. 3.18. Em elementos quadrilaterais de ordem superior, Ofiate (2009) cita que
ndo existem regras praticas nessa verificacdo e que a Unica possibilidade é conferir o valor

constante positivo para o determinante da matriz Jacobiana.

{a) Elemento Linear

B

{b) Elemento Quadratico

\\? Zona segura para
o ponto médio
Fonte: Adaptado de Zienkiewicz e Taylor (2000, p.205).

Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), para se efetuar uma andlise de elementos finitos da
forma vista na Eq. (3.41), ¢ imprescindivel obter a matriz de rigidez do elemento e o vetor de
for¢as nodais equivalentes (caso exista carga distribuida no problema a ser avaliado). Essas
variaveis sao obtidas a partir das integrais da Eq. (3.42), porém para serem resolvidas precisam

antes de duas transformacgdes.

Dado que as fungdes de forma N; sdo definidas em termos de coordenadas locais & e 11 € a matriz
B; ¢ definida sendo a derivada de N; em relagdo as coordenadas globais cartesianas x e y, torna-
se necessario obter B; como as derivadas das fun¢des de forma em relagdo as coordenadas & e
n. Nessa primeira transformagdo, recorre-se a regra da cadeia com intuito de descobrir as

derivadas das fung¢des N;(x,y) ja que da Eq. (3.43), x = x(En) ey = y(En).

Entdo, diferenciando N; em relagdo a § e 1, encontram-se:
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aNl _ aNl 0x ONL ay ) (')Nl . aNl dx aNl ay

38 " 9x 9t ay ot ' an  oxan ayon G4
matricialmente,
(M) ox 2y oNy (oN
98 | _ |98 a8 axl_ axl
ahh}'— ox ay|)ani( =) am; (3.43)
oan) lan anl\oy) 3y )
onde
dx 0dy
] 6_5 6_4 ¢ a matriz Jacobina do elemento de transformacao das derivadas (3.46)
- a_x a_y de N; em coordenadas naturais e globais. '
lan an

Como se tem interesse nas derivadas de N; em relagcdo a x e y para a matriz B; (a qual estard

agora em funcdo de & e 1), inverte-se a matriz | na Eq. (3.45):

aNl (')NL (')y 0x aNl
x| _ ) og| _1f an on|) ag
ON; ( — J ON: (Il 9y ox [)oN; (347)
dy on & 0¢& an

onde |J| é o determinante da matriz Jacobiana, ou simplesmente Jacobiano. Substituindo a
definicdo da geometria em (3.43) na Eq. (3.46), obtém-se a matriz jacobina a partir das

coordenadas globais:

0x _NUON, o ox _NON o
e L e P L e 549
i=1 =1
logo:
ON;, AN,
n —_— JE——y
= Z oz oe 3.49
I=2.1an,  an, (3.49)
=1 Xi = YVi
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Sendo essa matriz ndo singular, existe uma correspondéncia biunivoca entre &, 1 e X,y o que

permite escrever a Eq. (3.47) (SORIANO, 2003).

A segunda transformacao das integrais em (3.42) envolve a mudancga da area infinitesimal dA =
dxdy para expressdes em termos de d§ e dn e adicionalmente a substituicdo apropriada dos
limites de integragdo, que no espago & e 1 passam a ser de —1 a +1. Para isso, considera-se a

deducao feita por Johnston (1984), conforme demonstrado adiante.

Seja uma area infinitesimal dA em coordenadas naturais:

Figura 3.19 — Paralelogramo infinitesimal de area dA

Fonte: JOHNSTON, 1984, p.112.
O vetor r localiza um ponto genérico em coordenadas cartesianas x € y como descrito a seguir:
r=x+y=xi+yj (3.50)

As taxas de variacdo de r em relagdo a & e em relacao a mn sao respectivamente:

or ox_ dy ~ Or 0x_ 0y

a—a=a—€l+a—a] ; a—&l‘i‘an (351)

Quando as duas derivadas da Eq. (3.51) sdo multiplicada por d¢& e dn, nessa ordem, formam-se
dois lados adjacentes do paralelogramo infinitesimal de area dA conforme figura anterior. Essa

area pode ser determinada pelo seguinte produto vetorial triplo:
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or

dA=(aé

dxard)k 3.52
Ex g (.52)

Substituindo as equagdes em (3.51) na Eq. (3.52) e resolvendo o produto, obtém-se:

dA=0-0+0 O+1<8xay ayax)dd _(6x6y ayax)dd 3.53
- gt an oz am) %M = (Gean ~ 3 am) 459 (3-53)

A Eq. (3.53) pode ser escrita como determinante por:

|0x 0y
_|9& a8 _
dA = ox dy dédn = |J|d&dn (3.54)
an on

onde ] é a matriz Jacobina definida na Eq. (3.46) ¢ |]J| é seu determinante.

Feita as duas transformacdes anteriores, € possivel calcular as integrais da Eq. (3.42) no sistema
adimensional &, 1 e desse modo, elas constituem a matriz de rigidez e o vetor de forcas nodais

equivalentes para o elemento quadrilateral isoparamétrico, que podem ser escritas da forma:

k= j BTD B dA = j | +11§T(§,n)2 B (&) 15 dédn

¢ a matriz de rigidez para um elemento quadrilateral isoparamétrico. (3.55)

fu= || W7qas=| +11 ElMT(é,n) q & dedn

¢ o vetor de forgas nodais equivalentes as for¢as distribuidas para um elemento quadrilateral

isoparamétrico.

Sendo B(& 1) obtido a partir da Eq. (3.47) e J(§ 1) pela Eq. (3.49).

3.3.4.3 Elementos triangulares isoparamétricos

Segundo Onate (2009), a interpolacdo isoparamétrica nos elementos triangulares ¢ escrita de

forma similar a Eq. (3.43), assim:
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n n
x= Y Nl Lol x5 y=) Nilluly L)y, (3.56)
i=1 i=1

Em tridngulos de lados curvos, ¢ conveniente usar coordenadas naturais a e 8 definidas de

forma que o tridangulo tenha os lados sobre asretasa = 0, =0e¢ 1 — a — = 0 (FIG. 3.20).

Figura 3.20 — Coordenadas naturais para um elemento triangular

S —
1 . (Lo o
Fonte: ONATE, 2009, p.179.

As fungdes de forma em um tridngulo de 3 nds sdo:

Visto que L; = N; para o triangulo de trés nds em coordenadas de area, as coordenadas L, e L
coincidlem com as coordenadas naturais « e f nessa ordem e
L; =1 — a — . Portanto, é necessario apenas essa substituicao para obter todas as fungdes de

forma dos elementos triangulares em coordenadas naturais.

A obtencao das derivadas cartesianas de N; segue exatamente os procedimentos adotados nos
elementos quadrilaterais, trocando simplesmente as coordenadas & e m por a e S,

respectivamente. Logo:

dN; dN; dy dx1 (ON;
Ox | _ 1) 0a —i % _ﬁ a
oN; - N (T iIf oy ox |)ON: (3.58)
oy B oz oa l\op

sendo
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_[ON, 0N,
X =i
_ da "' Oa
1=, [azvi N, 359
i=1 B Xi B Yi

Por fim, a matriz de rigidez ¢ o vetor de for¢as nodais equivalentes seguem suas expressoes

também de forma analoga a (3.55).

Assim:

1 ~1-8
_ TH _ T N
k= ffAQ b B dA —fo fo B, /)D B(a B} B)ldadp

¢ a matriz de rigidez para um elemento triangular isoparamétrico. (3.60)

o= || NTqda= | 1 | N (@ gl ldadp

¢ o vetor de forcas nodais equivalentes as forcas distribuidas para um elemento triangular

isoparamétrico.
3.3.5 Integracio Numérica

3.3.5.1 Introducao

De acordo com Soriano (2003), quando a definicdo da geometria do elemento ¢ feita através da
interpolagdo das coordenadas nodais e/ou elementos de ordem elevada, como visto
anteriormente nos elementos retangulares e triangulares isoparamétricos, as integrais da matriz
de rigidez e dos vetores de forcas nodais equivalentes sdo muito elaboradas e impraticaveis de
serem calculadas analiticamente, na grande maioria dos casos. Dessa forma, utiliza-se a

integracao numérica.

O método mais simples para integracdo numérica de uma fungdo f na varidavel & é por
retangulos, onde adotam-se p pontos igualmente espagados, em conformidade com a Eq. (3.61)

e FIG. 3.21(a):

+1 p
1= [ r@da=a) 1) G.61)
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Figura 3.21 — Integragdo numérica

» 18 R3)
—l o T
. 154
i 54 E2)
4l L
-1 g, +1 -1 0.6 0 OB #1
£ 252020 g1 g, g, &,
—r
(a) Com 10 retingulos, (b) Com 3 pontos de Gauss,

+ 10 +1
_[f €)de=02 1) J. FE)dE = %f[—ﬁ )+ -g- f(0)+%f(,ftﬁ3' )
-1 i=1 :

-1
Fonte: SORTIANO, 2003, p.145.
Varios outros métodos foram desenvolvidos visando maior desempenho de calculo, mas o que
apresentou maior eficiéncia para uma dada acurdcia em integrais unidimensionais, como

ressalta Froberg (1966 apud Soriano, 2003), foi o método de Gauss ou Gauss-Legendre.

Soriano (2003) aponta que nesse método fixa-se um numero p de pontos de célculo do
integrando na variavel &, as posigdes desses pontos e os multiplicadores dos correspondentes
valores do integrado, fatores peso H;, de forma a se ter a melhor precisdo para aproximacao.

Portanto:

+1 p
= F@de= Zl Hif () (3.62)

A Eq. (3.62) revela que a integragdo com p pontos ¢ uma soma ponderada que requer a
determinag@o de 2p incdgnitas H; e &, que uma vez encontradas, determinam a integragéo exata
de um polindmio de grau (2p — 1), grau esse denominado de ordem de integragdo. O Quadro
3.1 a seguir fornece as posicoes dos pontos de integragdes, os correspondentes fatores-peso e

as respectivas ordens de integracao.
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Quadro 3.1 — Pontos de integragdo, fatores-peso e ordens de integragcdo de Gauss-Legendre

N. de pontos Coordenada & H; Ordem
1 0 2 Linear
2 +1/43 1 Quadratica/Cubica
+,/0,6 5/9 :
3 Quartica/Quintupla
0 8/9
+/(3+2a)/7 1/2 —1/(6a)
4 com a=v/1,2 Séxtupla/Sétupla
+(3 —2a)/7 1/2 +1/(6a)

Fonte: Adaptado de Soriano (2003, p.146).

Nota-se que os pontos de integragdo sdo simétricos em relacdo a origem e que a soma dos
fatores-peso em cada ordem de integracdo ¢ igual ao comprimento do elemento na coordenada
&. A FIG. 3.21 (b) exemplifica esse método para 3 pontos de integragdo os quais integram
exatamente uma forma polinomial de ordem quintupla. Ressalta-se que o uso de um maior

numero de pontos que o necessario na integracao exata nao altera o resultado.

3.3.5.2 Integrac¢do numérica em elementos quadrilaterais

Soriano (2003) cita que para a integragao com duas ou trés variaveis independentes, o usual ¢
adotar sucessivamente a integra¢cdo unidimensional de Gauss-Legendre em todas as varidveis
desconsiderando-se a influéncia das demais. Assim, para o caso bidimensional de um elemento

isoparamétrico quadrilateral tem-se:

1 1 p2
[= j_llj_ll f(En) dédn = Ll llpz Hif (¢,m)|dn = ipZ,-pZHi H; f(&,m;) (3.63)

sendo p1 e p2 os nimeros de pontos de integracdo nas dire¢des & e 1, respectivamente. Nota-

se que os valores de H;j e éj sdo os mesmos descritos no Quadro 3.1 alterando o i pelo j, e que

a soma dos fatores-peso em cada integracao ¢ igual a drea de dominio auxiliar de coordenadas

normalizadas. A FIG. 3.22 ilustra as quadraturas mais comuns nos elementos quadrilaterais:



58

Figura 3.22 — Quadratura de Gauss nos elementos quadrilaterais

1 3 1 3
A
g &
2 2
1 I
c) d}
a)lx1 b)2x2 c)3x3 d) 4 x 4 pontos de integracdo

Fonte: Adaptado de Ofiate (2009, pag.198).

Uma observagdo ¢ que o somatorio descrito na Eq. (3.63) pode ocorrer com (p1 X p2) pontos
de integracdo, ou seja, com (pl X p2) possibilidades distintas para as coordenadas &,n; €

respectivos pesos HiH;.

Considerando por exemplo, a matriz de rigidez do elemento Serendipity de 8 nds. A mesma
para uma integragdo exata denominada completa conforme aponta Soriano (2003), envolve a
integragdo do elemento ndo distorcido. Onate (2009) afirma que esses elementos sdo o
retangular e o tridngulo de lado reto cujas matrizes Jacobiana sdo constantes. Assim, o

integrando do elemento Serendipity de oito nds contém termos com o produto (Ng - N) ¢
(N, *N,),sendo N composto por termos £*12. Desse produto, resultam entdo, polindmios de

quarto grau em & e 1 sendo necessario trés pontos de integragdo em cada direcao.

Soriano (2003) aponta que pode se alterar o numero de pontos de integracdo de uma diregdo a
outra, em fun¢do da ordem de integracdo que se deseja. Complementa que em elementos com
igual numero de n6s em cada lado, € natural adotar o mesmo numero de pontos de integracao
em todas orientagdes. Considerando entdo o mesmo nimero de pontos, o total nimero de pontos

de integrac@o no elemento Serendipity de 8 nos sera (3 X 3) = 9.

A matriz de rigidez e o vetor de forcas nodais equivalentes para um elemento quadrilateral

isoparamétrico usando integracdo numérica sdo escritos da forma:
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+1 +1
k= | BED BEwiEmIddn -
-1 Jo1

pl p2 ~ onde (plf,pzf) €
= H; Hj [BT (& m;)D B (&) [1(&m)] (p1,,p2,) sio 0s pontos
i=1 j=1 ’
- de integracdo para a
plf p2f
~ matriz de rigidez de flexao
= > D BTGB )T+ T (3.64
=1 = e cisalhamento, nessa
D1, p2. ordem.
= H; H; [&T(éi: n;)D.B. (&, ;) [1(&, ;)]
i=1 j=1
+1 +1 P pe
fo=| | M@ alEmIdzan =Y i [N ) a b))
-1 -1 i=1j=1

3.3.5.3 Integracdo numérica em elementos triangulares

Segundo Soriano (2003), para os elementos triangulares foram desenvolvidos procedimentos

numéricos de integragdo nas coordenadas triangulares de acordo com a Eq. (3.65):

p
1 1-Ls
[= j j F(Ly, Ly, L) dL,dLs = z Hi £ (L, Lz, Ls,) (3.65)
0 -0 i=1

onde p € o numero de pontos de integragdo sendo Ly, Ly, L3, € H; as coordenadas de area e

correspondente fator-peso para o i-€simo ponto de integragao. Constata-se que a soma dos pesos

em cada ordem equivale a 1/2, ou seja, a area do tridngulo normalizado de lados retos.

A FIG. 3.23 apresenta a localizacdo dos pontos de integracdo bem como as correspondentes
coordenadas e fator-peso das ordens do elemento. Essa figura ¢ também uma aplicagdo direta

para o calculo das integrais no dominio das coordenadas naturais o e f3.



Figura 3.23 — Coordenadas e pesos para a quadratura Gauss em elementos triangulares
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3 3 3 3
C
AL AR \
14 & 1 1 && 1 “.\
\, e ) \, \,
a) c) d)
. Coordenadas
Figura Pontos N. de Pontos L1 L2 I3 H; Ordem
(a) a 1 1/3 1/3 1/3 1/2 Linear
. 12 12 0 1/6
(b) b 3 0 1/2 1/2 1/6 Quadratica
1/2 0 1/2 1/6
1/3 1/3 1/3 Y1
a
06 02 02 Y2
(© b 4 Cuibica
; 0,2 0,6 02 Y2
02 02 006 Y2
a B1 B1 Y3
a Bi o Bi V3
: p p
1 1 O 3
(d) fl 6 b Quértica
o B2 B2 Ya
e
f B2 o B2 Ya
Bz [32 o2 Y4
01=0,8168475730 B1=0,0915762135 vy 1=—27/96 2v3-0,1099517437
02-0,1081030182 B2-0,4459484909 v2=25/96 2v4-0,2233815897

Fonte: Adaptado de Ofiate (2009, pag.200).

A matriz de rigidez e o vetor de forgas nodais equivalentes para um elemento triangular

isoparamétrico usando integracdo numérica sao escritos da forma:
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1 ,1-8 R
k= [ B@mD B pldads =
0

0
P
= d e a
= » Hi[B"(a;, DD B(a;, B)lI(a, B)] onee Pr€be € 540 08
i=1 pontos de integra¢do para a
pf matriz de rigidez de flexao e
= Z H; [QfT(ai, ,Bi)Qf Ef(ai,/?i)ll(ai,ﬂi)l] + cisalhamento, respec-  (3.66)
i=1 tivamente.
Pc

= z H; [B." (&, Bi) D, B (ai, )] (as, B)]

i=1

_ p
feq = fol fol BMT(“,B)QU(“,B)W“CZIB = ;Hi [MT(ai'ﬁi)g”(airﬂi)l]

3.3.6 Condigoes de contorno
As condigdes de contorno mais comuns para os elementos finitos baseados na teoria de

Reissner-Mindlin estdo descritas conforme Onate (2013):

1. Apoio pontual: w; = 0

2. Eixo de simetria (de geometria e da carga): 8,, = 0, onde n ¢ a direcao normal ao eixo de

simetria e a carga concentrada em uma placa duplamente simétrica ¢ igual a P/4. A carga
distribuida nao altera-se em condigdes de dupla simetria.

3. Engastada (EN): w = 8, = 8, = 0 (para o lado engastado).

4. Simplesmente Apoiada (SA)

4.1 Apoio forte: w = 85 = 0, onde s ¢ a dire¢ao do lado

4.2 Apoio fraco: w = 0.

Essas condi¢des podem ser visualizadas na FIG. 3.24.
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Figura 3.24 — Algumas condi¢des de contorno em placas de Reissner-Mindlin
Eixos de simetria

Engastada (EN)
w=0 = Hy =0

Apoio pontual : W, =0

Simplesmente Apoiada (SA) Eixos de simetria

Forte : w=9y= 0
Fraco: w=(

Fonte: Adaptado de Oiiate (2013, pag.306).

O mesmo autor afirma que em placas com cantos (por exemplo o D da FIG. 3.24), ¢
recomendado o uso de apoio forte. As simulagdes deste trabalho usam esse tipo de apoio, pois
envolvem essa configuragdo de placa, bem como o engastado e a dupla simetria tanto da

geometria da placa, a qual € quadrada e redonda, quanto para a carga concentrada (FIG. 3.25).

Figura 3.25 — Condi¢do de contorno para placa quadrada e circular

T Z V4
A Placa quadrada A Placa quadrada
"K,/ \‘\}‘-SimplesmenteApoiada- ,/E/ f -Engastada-
s T >y

Placa circular
-Engastada-

A w=0 " 8x=0 ~. @v=0

Fonte: O autor.

A quantidade de condi¢des de contorno entre os vértices da placa ¢ funcdo da distribui¢ao dos
nos ao longo de sua borda que por sua vez depende da malha adota. Na figura anterior, de forma

genérica, somente um noé esta contido entre os vértices.
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3.4 Desempenho dos elementos de Reissner-Mindlin para placas finas

3.4.1 Travamento de esfor¢co cortante. Integracio reduzida e mecanismos espurios.

Razao de restrigao.

Segundo Onate (2013), os elementos de Reissner-Mindlin apresentam um travamento na
solugdo numérica em placas finas, da mesma forma que acontece nos elementos de viga de
Timoshenko. Esse bloqueio pode ser demonstrado considerando um placa isotropica de
espessura constante sobre cargas nodais. O equilibrio da equacao global, de acordo com as Egs.

(3.41) e (3.42) ¢é descrito da forma:
(kf+k)d=p (3.67)

Sendo as propriedades do material e espessura constantes, a Eq. (3.67) pode ser reescrita da

seguinte forma:

Ee’ k_+Gek |d= 3.68
1201 —v2) % TV )2 TR (3.68)

onde e ¢ a espessura da placa, E ¢ modulo de elasticidade do material, v € o coeficiente de

Poisson e G 0 modulo de elasticidade transversal.

A solucdo “exata” em uma placa fina em conformidade com a teoria de Kirchhoff, que ¢ uma

teoria adequada as placas finas, delgadas ou esbeltas como descrito em Soriano (2003), ¢é

inversamente proporcional a conforme apontam Thompson e Warsi (1982 apud Oniate,

Ee
12(1-v2)’
2013). Denominando essa resposta como de d;, e dividindo a Eq. (3.68) por esse termo, tem-

S¢:

— 1- 12(1 —v?)
(kf + Egc)g = p =0 (3.69)
onde
Ee?
b= na - (3.70

e o lado direito da Eq. (3.69) ¢ da ordem de magnitude da solucdo exata da placa fina.
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Come—>0,—-0¢ % — oo de forma a tornar o termo EC em (3.69) dominante nessa equagao

quando a placa ¢ mais fina. Logo, o termo Eb se torna negligenciavel e desse modo, a Eq. (3.69)

tende a:

1-— —
(5E.)d =06 e Ed=pow, -0 (3.71)
Assim, em placas muito finas como mostra a primeira parte da equagdo, a solugdo ¢
infinitamente mais rigida que a solugdo analitica, gerando entdo, o travamento de esfor¢o
cortante da solucdo o qual acarreta deslocamentos praticamente iguais a zero. Da segunda parte

da equagdo, deduz que a tnica possibilidade para obter uma solugdo diferente de d = 0 ¢ que

k. seja singular.

Singularidade de k. pode ser alcangada por meio da integra¢ao reduzida segundo Zienkiewicz

e Taylor (2000).

A fim de facilitar o entendimento dos tipos de integracdo posteriormente usados, sao

apresentadas as seguintes terminologias:

1. Integracdo completa (IC): integracdo exata de ky ¢ k..
2. Integragdo seletiva (IS): integracdo exata de kf e reduzida de k..
3. Integragdo reduzida (IR): integragdo reduzida de kf ¢ k..

A integragdo reduzida descrita em Soriano (2003) apresenta uma ordem de integracdo menor
do que a da completa. Com essa integra¢do, a influéncia de termos altos das funcdes de
interpolagdo na matriz de rigidez ¢ cancelada, correspondendo entdo a uma redugdo do grau do
campo dos deslocamentos e podendo até conduzir a um elemento ndo conforme, o qual ndo
garante a continuidade de deslocamentos em interface de elementos adjacentes. Com a
transformagao do elemento em nao conforme, a rigidez do elemento ¢ reduzida podendo resultar
em uma melhor razdo de convergéncia. No entanto, essa eliminacdo dos termos altos das
funcdes de interpolacdo pode criar, no ambito do elemento, modos espurios de energia nula

adicionalmente aos modos naturais de energia nula, ou modos de corpo rigido.
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De acordo com Onate (2013), em uma placa livre de restri¢gdes externas existem trés modos de
corpo rigido os quais desaparecem com a prescri¢do das condigdes de contorno. Eles sdo o de

deflexdo ¢ das duas rotagcdes como ilustrado na FIG. 3.26.

Figura 3.26 — Modos de corpo rigido para um elemento de placa
Modos (mecanismos) de corpo rigido Eliminacdo dos mecanismos

X =
Fonte: Adaptado de Ofiate (2013, pag.311).

Soriano (2003, p.152), cita que os modos espurios de energia nula:

sdo deformadas sem energia de deformacio e, portanto, sem significado fisico, que
ocorrem quando em todos os pontos de integracdo adotados tém-se deformacdes
nulas. O nimero desses modos ¢ igual ao nimero de autovalores nulos da matriz de

rigidez com integracdo reduzida menos o numero de deslocamento de corpo rigido.

Esses modos associados, a partir dos elementos, podem se propagar através da malha. Por isso
a singularidade da matriz k. associada ao elemento deve ser verificada também na estrutura

junto a matriz global de rigidez (ONATE, 2009).

No Quadro 3.2, encontram-se a quadratura de Gauss-Legendre e também os respectivos modos
espurios nos elementos quadrilaterais de Reissner-Mindlin com aponta Ofiate (2013). Para os
elementos triangulares ndo sdo descritos modos espurios, pois como mencionado em Ofate
(2009), a minima quadratura exigida € igual na integragdo completa e na reduzida para as ordens
linear e quadratico. Nos elementos com fun¢des de forma cubica, ndo se encontrou na literatura
referéncias de sua quadratura minima. Para este estudo, foi decidido manter a mesma ordem de

integra¢do na quadratura completa e na reduzida, andlogo aos elementos T3 e T6.
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Nesse quadro também contém a razdo de restricdo para a placa e também os elementos

quadrilaterais e triangulares que sdo usados neste trabalho, os quais serdo detalhados a seguir.

Quadro 3.2 — Quadratura para integragdo da matriz de rigidez, nimero de mecanismos espurios ¢ razdes de
restricdes em malha de 2x2 elementos

Integracdo de N.
Elemento Quadratura Mecanismos Ry R>
f ke Esptrios
C 2x2  2x2 0 24/32 (T)  19/32(T)
Bilinear (Q4) S 2x2 1x1 2 24/8 19/8
R Ix1 1x1 4 24/8 19/8
C 3x3 3x3 0 60/72(T)  42/72(T)
Biquadratico
Serendipity (Q8) S 3x3 2x2 0 60/32 47/32
R 2x2 2x2 1 60/32 47/32
C 3x3 3x3 0 72/72(T) 59/72(T)
Biquadratico
Lagrange (Q9) S 3x3 2x2 1 72/32 59/32
R 2x2 2x2 4 72/32 59/32
C 4x4 4x4 0 96/128(T)  75/128(T)
Bicubico
Serendipity (Q12) S 4x4 3x3 0 96/72 75/72
R 3x3 3x3 0 96/72 75/72
C 4x4 4x4 0 144/128  123/128(T)
Bictbico
Lagrange (Q16) S 4x4 3x3 1 144/72 123/72
R 3x3 3x3 4 144/72 123/72
T | C 1 1 - - -
riangular
Linear (T3) S 1 1 ) ) )
R 1 1 - - -
™ | C 3 3 - - -
riangular
. S 3 3 - - -
uadratico (T6
Q (T6) R ; ; ] ) )
T | C 6 6 - - -
riangular ) i i
Cubico (T10) S 6 ¢
R 6 6 - - -
C (Completa); S (Seletiva); R (Reduzida)

Fonte: Adaptado de Onate (2013, pag.313) e Soriano (2003, p.276).

A razdo de restricdo permite de forma simples e pratica a identificagdo de propensao ao

travamento e a relacao de qualidade entre elementos. Soriano (2003) descreve essa razao por:
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n—r
R = (3.72)

onde n, r e ¢ sdo, nessa ordem, o namero de deslocamentos nodais, de restricdes de apoio e de
restri¢gdes de esforco cortante. Nestes sao associados a todo ponto de integracao da matriz de

rigidez k. duas restri¢des de esfor¢o cortante, uma relativa a @, e outra em termos de @,,. Razio

de restricdo maior que a unidade identifica a supremacia dos graus de liberdade em relagao as
restricdes de esforco cortante e a potencialidade para a ndo ocorréncia de travamento. Razdes
menores que um sdo acompanhadas pela letra T, indicando travamento. A razdo ¢ feita em
malhas de 2x2 elementos quadrilaterais de Reissner-Mindlin com integracdo completa e
reduzida/seletiva. As condi¢des de contorno sao identificadas pelo indice 1 (apenas trés
restrigdes para evitar os deslocamentos de corpo rigido, ilustrado na FIG. 3.26) e pelo indice 2
em malhas simplesmente apoiadas em todos noés do contorno (impedido apenas os

deslocamentos transversais).

Observa-se que com integragdo reduzida/seletiva, todos os elementos passam no teste da razao
de restricdo. Com condi¢des de contorno suficientes apenas para impedir os deslocamentos de
corpo rigido e utilizando integracdo completa, apenas o elemento bicubico de Lagrange passa
no teste. Com as bordas da placa simplesmente apoiada (apoio fraco) e utilizando integragao
completa, nenhum dos elementos passa no teste. Reduzindo as condi¢des de contorno, cresce a
potencialidade de ndo se ter travamento e identifica-se que a familia Lagrange ¢ menos propicia
ao bloqueio que a familia Serendipity. Quanto aos modos espurios, a integragdo seletiva

apresenta menor nimero comparado a integragao reduzida.

Do modo mostrado previamente, a integracdo reduzida/seletiva surgiu como um tipo de solugdo
para o bloqueio de esforco cortante em elementos quadrilaterais. Onate (2013) descreve mais
dois outros tipos de elementos de placa de Reissner-Mindlin, quadrilaterais e tridngulares, para
o desbloqueio da solu¢do numérica: elementos baseados em deformacio de cisalhamento
imposta e elementos baseados na interpolacio interligada, em inglés linked interpolation. O
estudo deste trabalho delimita-se aos elementos quadrilaterais baseados em integracao
reduzida/seletiva e aos elementos triangulares com a formulagdo classica, a serem vistos na

sequéncia.
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3.4.2 Elementos quadrilaterais de Reissner-Mindlin baseados em integracio

reduzida/seletiva

As defini¢oes adiante dos elementos sao feitas de forma resumida, com base nas descrigoes de

Onate (2013) e Soriano (2003).

1. Elemento de placa quadrilateral de 4 n6s (Q4):

Elemento bilinear de quatro nds de vértice, com um total de 12 graus de liberdade que se
dividem em trés graus por nd (deslocamento vertical e duas rotacdes). Com formulacdo
isoparamétrica, suas funcdes de forma sdo as mesmas do elemento isoparamétrico de quatro
nés como descrito na FIG. 3.6. Sua integracdo completa € com 2x2 pontos e a integracao
reduzida com 1 ponto. Apresenta quatro modos espurios de energia nula na integragdo reduzida
e apenas dois na seletiva (comuns aos dois primeiros da integracdo reduzida) os quais sdo
denominados de modo de ampulheta (ou hourglass) e modo de torcdo no plano,

respectivamente representados na FI1G. 3.27.

Figura 3.27 — Modos de energia nula do elem. Q4 com int. red./sel. sendo o o fator de escala

z b
_____ V]
*:'T_Su[n:rﬁl:ic
= meclin
X
o
7o
—_
x -
(b)Modo de tor¢io no plano, w=0;
(a)Modo da ampulheta, 0, =y; 6, =-x,que corresponde i
w=xy; 6, =Br =0 torcao do elemento em torno de z

Fonte: SORIANO, 2003, p.278.

O modo em b) ¢ dito ndo comunicavel na malha porque a tor¢ao de um elemento ¢ impedida
por outros elementos adjacentes através de tor¢cdes que se opdem. No modo de ampulheta, o
efeito pode ser estendido em toda malha. A titulo de exemplo, tem-se o caso de uma placa
apoiada em seus vértices sob carregamento uniforme, quando entdo a deformada obtida ndo
tem coeréncia fisica com o carregamento aplicado, o modo ¢ dito comunicavel como

representado na FIG. 3.28.
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Figura 3.28 — Exemplificag¢do de formagdo de modo de energia nula em placa fina

11t 1

a) Malha de elementos

b) Deformadas com modos da ampulheta

Fonte: SORIANO, 2003, p.280.

Esse modo pode ser interrompido restringindo-se na malha os deslocamentos verticais de dois
lados perpendiculares de pelo menos um elemento. Dessa forma, o impedimento de formacgao

do modo em apenas um elemento, se estende por restri¢des eldsticas, a toda malha.

O elemento Q4 ¢ usualmente usado com integracdo seletiva por evitar travamento e fornecer

bons resultados mesmo com formas distorcidas, desde que se evite o modo de ampulheta.
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2. Elemento de placa quadrilateral Sendipity de 8 nos (Q):

Elemento biquadratico de oito n6s, com um total de 24 graus de liberdade, também trés por no.
Com formulagdo isoparamétrica, suas fungdes de forma sdo as mesmas do elemento
1soparamétrico de oito n6s como descrito na FIG. 3.9. Sua integragdo completa requer 3x3
pontos e a integragao reduzida 2x2 pontos. Apresenta apenas um modo espurio de energia nula
na integragdo reduzida, o qual ndo ¢ comunicével. No entanto, esse modo merece aten¢ao para

problemas onde a placa ¢ engastada, visto que o elemento trava.

3. Elemento de placa quadrilateral Lagrange de 9 nos (Q9):

Elemento correspondente ao Q8 com um nd a mais, totalizando desse modo 27 graus de
liberdade e contendo a mesma ordem de integracdo. Sua formulagdo isoparamétrica ¢ obtida a
partir das funcdes de forma do elemento isoparamétrico de nove nés, de acordo com a FIG. 3.7.
Com integracdo reduzida, esse elemento tem quatro modos espurios de energia nula enquanto
com integragdo seletiva apenas um que € comunicavel, mas que pode ser evitado de forma

semelhante ao caso do modo da ampulheta.

Embora o elemento Q9 pareca desfavoravel em relacdo ao Q8 por apresentar um modo espurio
causado pela integragdo seletiva o qual pode se propagar pela malha, o seu ponto nodal central
assegura-lhe, em formas distorcidas, melhor comportamento que o Serendipity. Além disso, o
elemento Lagrange, em conformidade com o apresentado no Quadro 3.2 tem maiores razdes de
restrigdes comparadas aos de Serendipity, portanto, menos propenso a travamento de esforgo

cortante.

4. Elemento de placa quadrilateral Sendipity de 12 nds (Q12):

Elemento bicubico com um total de 36 graus de liberdade, sendo trés em cada nd. A formulacao
1soparamétrica € realizada conforme fungdes de forma do elemento bictibico Serendipity da
FIG. 3.10. Sua quadratura completa ¢ formada por 4 x4 nds e a reduzida por 3 x 3 noés. Nao

apresenta nenhum modo espurio de energia nula
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5. Elemento de placa quadrilateral Lagrange de 16 nos (Q16):

Correspondente ao Q12, esse elemento apresenta 4 nos a mais totalizando num total de 48 graus
de liberdade e possui a mesma quadratura. A formulagdo isoparamétrica se desenvolve com as

fungdes de forma do elemento bictibico de Lagrange de 16 nos, apresentado na FIG. 3.8.

Analogo ao Q9, as quadraturas reduzida e seletiva do elemento produzem mecanismo espurios
e quanto ao bloqueio, 0 Q16 ¢ menos propenso quando comparado ao elemento Serendipity de

mesma ordem.

Finalmente, o mérito da integracdo seletiva/reduzida versus integragdo completa ndo ¢ relevante

para esse elemento.

3.4.3 Elementos triangulares de Reissner-Mindlin

Esses elementos como descritos anteriormente, sdo formulados com a teoria classica de
Reissner-Mindlin sem nenhuma altera¢do para evitar o travamento do esforgo cortante em

placas finas.

Possuem denominagdo T3, T6 e T10, com 3, 6 e 10 nds e, consequentemente 9, 18 e 30 graus

de liberdade, nessa ordem.

As fungdes de interpolagdo nas suas formulagdes isoparamétricas estdo de acordo com as FIGs.
3.12, 3.13 e 3.14, respectivamente, e suas quadraturas, sdo 1, 3 e 6 pontos de Gauss, conforme

Quadro 3.2.

Soriano (2003) aponta que o travamento de esforco cortante € particularmente intenso nos

elementos T3.
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4 SIMULACOES

4.1 Estudo de Convergéncia

Segundo Soriano (2003), uma questdo muito relevante, a ser identificada no campo de
deslocamentos de um determinado elemento, é se 0 mesmo resulta em malhas de elementos
cujos resultados convergem para a solucao exata, a medida que se refinam as malhas. Esse
refinamento ¢ feito por redug¢ao da dimensao do elemento, pelo aumento de sua ordem ou pela

combinagdo desses dois procedimentos.

O autor ainda explica que, de forma geral, pelo fato do modelo discreto com elementos
conformes ser mais rigido do que o modelo matematico original, espera-se que essa
convergéncia seja monotona por baixo, ou seja, que os valores de deslocamentos obtidos sejam
menores que o analitico. A FIG. 4.1 ilustra essa convergéncia prevista e também a convergéncia
ndo monotona. A convergéncia monotona por cima, ndo apresentado nessa figura, ocorre

quando os valores dos deslocamentos sao maiores que o valor analitico.

Figura 4.1 — Convergéncia a medida que se refina a malha

deslocamento
Fy

Convergéncia nao monétona

‘/ solugio exata

<
Convergéncia monotona

niamero de equagoes

Fonte: SORIANO, 2003, p.69.

Dessa forma, conhecido os objetivos deste trabalho, as simulagdes seguintes tém como foco o
estudo de convergéncia para os elementos finitos anteriormente apresentados em duas

condigdes de integracao.
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A primeira ¢ referente a integracao completa (IC) dos elementos quadrilaterais e triangulares,
onde simultaneamente com os respectivos aumentos de suas ordens, de Q4 a Q16 e de T3 a

T10, aumentam-se o nimero de elementos da malha.

A segunda condic¢do ¢ referente ao confronto dos trés tipos de integragdao apresentadas, IC x
integracao reduzida (IR) x integracdo seletiva (IS) em todos os elementos quadrilaterais (Q4,

Q8, Q9, Q12 e Q16) combinado também com o aumento do nimero de elementos.

Essas duas condi¢des sdo avaliadas em sete diferentes configuragdes, combinando espessura,

condi¢do de contorno, carregamento e geometria da placa, conforme detalhado no quadro

seguinte.
Quadro 4.1 — Configurac¢des para o estudo de convergéncia

Config. Espessura Cond. de Contorno Carregamento Geometria
1. PF SA CcC Quadrada
2. PF SA CD Quadrada
3. PF EN CcC Quadrada
4. PF EN CD Quadrada
5. PME SA CD Quadrada
6. PME EN CD Quadrada
7. PE EN CcC Circular

PF (Placa Fina); PME (Placa Moderadamente Espessa); PE (Placa Espessa)
SA (Simplesmente Apoiada); EN (Engastada)
CC (Carga Concentrada); CD (Carga Distribuida)

Fonte: O autor.

Todos modelos sdo constituidos por material homogéneo e isotrdpico, com moddulo de
elasticidade E = 1092000 uf/uc? e coeficiente de Poisson v = 0,3. As condi¢des de
contorno sao definidas segundo a FIG. 3.25 e os padrdes adotados no refinamento das malhas,

para a placa quadrada e circular, estdo ilustrados de acordo com as FIGs. 4.2 € 4.3, nessa ordem.
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Figura 4.2 — Refinamento de malha para a placa quadrada
Elementos Quadrilaterais

Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4

Elementos Triangulares
/‘ 121717

Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
Fonte: Adaptado de Samir (2007, p.117).

Figura 4.3 — Refinamento de malha para a placa circular

Elementos Quadrilaterais

Malha 1 Malha 2 Malha 3

Elementos Triangulares

R B 2o

Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
Fonte: Adaptado de Samir (2007, p.93).

Os resultados apresentados serdo divididos em trés grupos: placas finas, placas moderadamente
espessas ¢ placas espessas. Essas partes conterao os graficos dos deslocamentos transversais
em funcdo do refinamento da malha e da ordem do elemento, e também esses resultados em

tabelas. A discussdo desses valores sera abordada no item 4.6.1.

O critério adotado na escolha do numero de casas decimais da flecha foi de se ter no minimo,
o numero de algarismos significativos da solucdo analitica da configuragdo avaliada, sendo o

numero total de casas decimais igual em todos os elementos e malhas adotadas.
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A diferenca percentual entre a solugdo via MEF e a solugdo analitica encontra-se entre
parénteses apds o resultado da flecha encontrada, sendo acompanhada por um sinal negativo
quando a convergéncia ¢ monotona por baixo, e por um sinal positivo, quando a convergéncia
¢ monotona por cima. Para essa diferenca, adotou-se o nimero minimo de casas decimais que
permitisse, em todo modelo, compreender a porcentagem nas situagdes em que a solugdo do
modelo ¢ aproximadamente igual a solucao analitica (valores proximos de zero) e também para
distinguir porcentagens entre elementos ou malhas com valores semelhantes. Nas placas
moderadamente espessas, além do critério dos algarismos significativos, foi necessario o uso

do critério da diferenga percentual.

4.2 Estudo de Convergéncia de Placas Finas

No estudo das placas finas, o0 modelo avaliado contém dimensdes de acordo com a FIG. 4.4,

onde seu lado a = 10 uc e sua espessura e = 0,1 uc.

Figura 4.4 — Dimensdes da placa fina

IZ

Fonte: Adaptado de Samir (2007, p.94).

As solugdes analiticas desse modelo em placas apoiadas e engastadas com carga concentrada
ou distribuida, sdo descritas em Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) e estdo mostradas
na FIG. 4.5. Os valores das flechas maximas, w,,,,, calculados com as dimensdes acima,
modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson como anteriormente citados e carga
concentrada P = —1 ufou carga distribuida ¢ = —1 uc/uc?, também sdo fornecidos nessa

figura.
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Figura 4.5 — Solugdes analiticas em placas finas

Configuracao Solugdo Analitica
=0,0116 Pa’ =—0,0116
1. PF-SA-CC Wmax = B p _oHe
qa’
2. PF-SA-CD Wpax = 0,00406 5 = —0,406 uc
Pa?
3. PF-EN-CC Wiax = 0,0056 -5 = —0,0056 uc
qa’
4. PF-EN-CD Winax = 0,00126T = —0,126 uc
D=L, Coeficiente de rigidez  flexio da pl
=
12 =v) oeficiente de rigidez a flexao da placa

Fonte: O autor.




4.2.1 Configuracao 1: PF-SA-CC

a) 1* Condigao: IC
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Figura 4.6 — Flecha max. e (A%) em uma PF-SA-CC com elems. quadrilaterais e IC

0,00000 1 o o
—_—
'g \
= -0,00500 =
N
Q
=
© -0,01000 ~——
g — §*=7 P
IS
1]
s
= -0,01500 —
8 — - =Sol. Analitica —— Q4 (IC) —4+— Q8 (IC)
—e— Q9 (IC) —*— Q12 (IC) —— Q16 (IC)
-0,02000 T : )
1 2 3 4
Malha
Solugdo Analitica =-0,0116
M. Q4 (IC) Q8 (IC) Q9 (IC) Q12 (IC) Q16 (IC)
1 -0,0000428 (-99,631%) -0,0006791 (-94,146%) -0,0080370 (-30,716%) -0,0043285 (-62,686%) -0,0111071 (-4,249%)
2 -0,0001343 (-98,843%) -0,0095052 (-18,059%) -0,0103576 (-10,710%) -0,0106564 (-8,134%) -0,0115032 (-0,835%)
3 -0,0004846 (-95,823%) -0,0111877 (-3,554%) -0,0112519 (-3,001%) -0,0115365 (-0,548%) -0,0116014 (+0,012%)
4 -0,0016896 (-85,434%) -0,0115305 (-0,600%) -0,0115401 (-0,517%)  -0,0116120 (+0,104%) -0,0116249 (+0,215%)

Fonte: O autor.

Figura 4.7 — Flecha max. e (A%) em uma PF-SA-CC com elems. triangulares e IC

0,00000 — .
iy T,
= 0,00500
N \
o
k=
9 -0,01000
£ e ——— o
<
9
- -0,01500 —
5 — - =Sol. Analitica ~ —— T3 (IC)
—4—T6 (IC) —e—T10 (IC)
-0,02000 T T )
1 2 3 4
Malha
Solugdo Analitica=-0,0116
M. T3 (IC) T6 (IC) T10 (IC)
1 -0,0051512 (-55,593%) -0,0001278 (-98,898%)  -0,0107854 (-7,022%)
2 -0,0007872 (-93,214%) -0,0097503 (-15,946%) -0,0114627 (-1,184%)
3 -0,0008091 (-93,025%)  -0,0111595 (-3,797%)  -0,0116042 (+0,036%)
4 -0,0023988 (-79,321%)  -0,0115251 (-0,646%)  -0,0116252 (+0,217%)

Fonte: O autor.



b) 2% Condicao: IC x IR x IS nos elementos quadrilaterais

Figura 4.8 — Flecha max. e (A%) em uma PF-SA-CC com elem. Q4 e ICx IR x IS
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0,00000 * <
—_—
B
—-0,00500
N
2
g
ﬂé‘ -0,01000
5 e — o
O
o /
= -0,01500 j—
5 — - =Sol. Analitica —e— Q4 (IC)
—4+— Q4 (IR —e— Q4 (IS
-0,02000 T Q4 ). Q4 I5) )
1 2 3 4
Malha
Solugdo Analitica =-0,0116
M. Q4 (IC) Q4 (IR) Q4 (IS)
1 -0,0000428 (-99,631%) -0,0156393 (+34,822%) -0,0127694 (+10,081%)
2 -0,0001343 (-98,842%) -0,0121718 (+4,929%) -0,0115283 (-0,618%)
3 -0,0004846 (-95,822%) -0,0117285 (+1,108%) -0,0115632 (-0,317%)
4 -0,0016896 (-85,434%) -0,0116558 (+0,481%) -0,0116097 (+0,084%)
Fonte: O autor.
Figura 4.9 — Flecha max. e (A%) em uma PF-SA-CC com elem. Q8 e ICx IR x IS
0,00000 -
'g‘ \
— -0,00500
N
8 0\\’\
g
g -0,01000
5 e ¢ e — s — e — hm . g o
1)
o)
= -0,01500 -
5 — - =Sol. Analitica —— Q8 (IC)
—4a— Q8 (IR —e— Q8 (IS
-0,02000 T Q8 ( ). Q8 15 )
1 2 3 4
Malha
Solugdo Analitica=-0,0116
M. Q8 (IC) Q8 (IR) Q8 (IS)
1 -0,0006791 (-94,146%) -0,0068934 (-40,574%) -0,0068114 (-41,281%)
2 -0,0095052 (-18,059%) -0,0113086 (-2,512%) -0,0112935 (-2,642%)
3 -0,0111877 (-3,554%) -0,0115822 (-0,153%) -0,0115788 (-0,183%)
4 -0,0115305 (-0,599%) -0,0116169 (+0,146%) -0,0116161 (+0,139%)

Fonte: O autor.




Figura 4.10 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-SA-CC com elem. Q9 e IC x IR x IS
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0,00000
g
—-0,00500
N
8 <
=) \
9 -0,01000 ——
g G —0 —— ©
o
o
= -0,01500 —
8 — - =Sol. Analitica —— Q9 (IC)
—— Q9 (IR) —e—Q9(S)
-0,02000 T T )
1 2 3 4
Malha
Solugdo Analitica=-0,0116
M. Q9 (IC) Q9 (IR) Q9 (IS)
1 -0,0080370 (-30,716%) -0,0118921 (+2,518%) -0,0116927 (+0,799%)
2 -0,0103576 (-10,710%) -0,0116400 (+0,345%) -0,0116021 (+0,018%)
3 -0,0112519 (-3,001%) -0,0116316 (+0,272%) -0,0116239 (+0,206%)
4 -0,0115401 (-0,516%) -0,0116370 (+0,319%) -0,0116353 (+0,304%)
Fonte: O autor.
Figura 4.11 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-SA-CC com elem. Q12 e ICXx IR x IS
0,00000
g
= .0,00500
N
8 \
=i
g -0,01000 \7
= b ¢ m— e mm— mm— a— wm— ¢ m— o —t o
8
= -0,01500
8 — - =Sol. Analitica —— Q12 (IC)
——QI2 (IR —e—QI12 IS
-0,02000 T QI2( .) Q12 d8) )
1 4
Malha
Solugdo Analitica =-0,0116
M. Q12 (IC) Q12 (IR) Q12 (IS)
1 -0,0043285 (-62,685%) -0,0075758 (-34,691%) -0,0075630 (-34,802%)
2 -0,0106564 (-8,134%) -0,0109170 (-5,888%) -0,0109157 (-5,899%)
3 -0,0115365 (-0,547%) -0,0115667 (-0,287%) -0,0115664 (-0,290%)
4 -0,0116120 (+0,103%) -0,0116155 (+0,134%) -0,0116154 (+0,133%)

Fonte: O autor.
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Figura 4.12 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-SA-CC com elem. Q16 e ICx IR x IS
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2 -0,0115032 (-0,834%) -0,0116302 (+0,260%) -0,0116196 (+0,169%)
3 -0,0116014 (+0,012%) -0,0116340 (+0,293%) -0,0116317 (+0,273%)
4 -0,0116249 (+0,215%) -0,0116402 (+0,347%) -0,0116396 (+0,341%)

Fonte: O autor.

4.2.2 Configuracio 2: PF-SA-CD

a) 1* Condigao: IC

Figura 4.13 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-SA-CD com elems. quadrilaterais e IC
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-0,40646 (+0,113%)
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Fonte: O autor.




Figura 4.14 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-SA-CD com elems. triangulares e IC
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M. T3 (IC) T6 (IC) T10 (IC)
1 -0,17171 (-57,707%) -0,00254 (-99,374%) -0,43566 (+7,305%)
2 -0,04247 (-89,539%) -0,38050 (-6,281%) 0,41192 (+1,458%)
3 -0,03006 (-92,596%) -0,39929 (-1,653%) -0,40765 (+0,406%)
4 -0,08462 (-79,158%) -0,40494 (-0,261%) -0,40674 (+0,182%)
Fonte: O autor.
b) 2* Condicao: IC x IR x IS nos elementos quadrilaterais
Figura 4.15 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-SA-CD com elem. Q4 e IC x IR x IS
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1 -0,00107 (-99,736%) -0,39098 (-3,700%) -0,31923 (-21,372%)
2 -0,00446 (-98,901%) -0,41256 (+1,616%) -0,39714 (-2,182%)
3 -0,01727 (-95,746%) -0,40793 (+0,475%) -0,40436 (-0,404%)
4 -0,06126 (-84,911%) -0,40681 (+0,200%) -0,40593 (-0,017%)

Fonte: O autor.




Figura 4.16 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-SA-CD com elem. Q8 e IC x IR x IS
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2 -0,37313 (-8,096%) -0,40204 (-0,975%) -0,40191 (-1,007%)
3 -0,40433 (-0,411%) -0,40641 (+0,101%) -0,40640 (+0,099%)
4 0,40611 (+0,027%) -0,40644 (+0,108%) -0,40644 (+0,108%)
Fonte: O autor.
Figura 4.17 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-SA-CD com elem. Q9 e IC x IR x IS
0,000
B
—-0,150
N
2
[t
9 -0,300
g <
2 — — .
> -0,450
8 — - =Sol. Analitica ~ —— Q9 (IC)
—— Q9 (IR) —e— Q9 (IS)
-0,600 T T )
1 2 3 4
Malha
Solugdo Analitica = -0,406
M. Q9 (IC) Q9 (IR) Q9 (IS)
1 -0,35585 (-12,352%) -0,42209 (+3,963%) -0,41960 (+3,350%)
2 -0,39845 (-1,860%) -0,40726 (+0,310%) -0,40712 (+0,276%)
3 -0,40473 (-0,313%) -0,40649 (+0,121%) -0,40649 (+0,121%)
4 -0,40612 (+0,030%) -0,40645 (+0,111%) -0,40645 (+0,111%)

Fonte: O autor.



Figura 4.18 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-SA-CD com elem. Q12 ¢ IC x IR x IS
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1 -0,13578 (-66,557%) -0,21707 (-46,534%) -0,21678 (-46,606%)
2 -0,38458 (-5,276%) -0,38480 (-5,222%) -0,38481 (-5,219%)
3 -0,40607 (+0,017%) -0,40606 (+0,015%) -0,40606 (+0,015%)
4 -0,40644 (+0,108%) -0,40644 (+0,108%) -0,40644 (+0,108%)
Fonte: O autor.
Figura 4.19 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-SA-CD com elem. Q16 ¢ IC x IR x IS
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2 ~0,40672 (+0,177%) -0,40644 (+0,108%) -0,40644 (+0,108%)
3 -0,40646 (+0,113%) -0,40645 (+0,111%) -0,40645 (+0,111%)
4 -0,40645 (+0,111%) -0,40645 (+0,111%) -0,40645 (+0,111%)

Fonte: O autor.
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4.2.3 Configuracao 3: PF-EN-CC

a) 1* Condigao: IC

Figura 4.20 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CC com elems. quadrilaterais e IC
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M. Q4 (IC) Q8 (IC) Q9 (IC) Q12 (IC) Q16 (IC)
1 -0,0000107 (-99,809%) -0,0000656 (-98,829%) -0,0000689 (-98,770%) -0,0007992 (-85,729%) -0,0053237 (-4,934%)
2 -0,0000459 (-99,180%) -0,0014362 (-74,354%) -0,0040211 (-28,195%) -0,0032207 (-42,488%) -0,0055171 (-1,480%)
-0,0056136
3 -0,0001690 (-96,982%) -0,0050710 (-9,446%)  -0,0051810 (-7,482%)  -0,0055048 (-1,700%) (+0,243%)
-0,0056372
4 -0,0006044 (-89,207%) -0,0055261 (-1,320%)  -0,0055363 (-1,137%)  -0,0056239 (+0,427%) (+0,664%)

Fonte: O autor.

Figura 4.21 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CC com elems. triangulares e IC
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Fonte: O autor.
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b) 2% Condicao: IC x IR x IS nos elementos quadrilaterais

Figura 4.22 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CC com elem. Q4 e ICx IR x IS
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1 -0,0000107 (-99,809%) -0,0000143 (-99,745%) -0,0000143 (-99,745%)
2 -0,0000459 (-99,180%) -0,0052274 (-6,654%) -0,0048642 (-13,139%)
3 -0,0001690 (-96,982%) -0,0055630 (-0,661%) -0,0054303 (-3,030%)
4 -0,0006044 (-89,207%) -0,0056282 (+0,504%) -0,0055870 (-0,232%)

Fonte: O autor.

Figura 4.23 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CC com elem. Q8 e IC x IR x IS
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1 -0,0000656 (-98,829%) -0,0062626 (+11,832%) -0,0061763 (+10,291%)

2 -0,0014362 (-74,354%) -0,0036898 (-34,111%) -0,0036716 (-34,436%)

3 -0,0050710 (-9,446%) -0,0055699 (-0,537%) -0,0055660 (-0,607%)

4 -0,0055261 (-1,320%) -0,0056292 (+0,521%) -0,0056283 (+0,505%)

Fonte: O autor.




Figura 4.24 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CC com elem. Q9 e IC x IR x IS
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M. Q9 (IC) Q9 (IR) Q9 (IS)
1 -0,0000689 (-98,770%) -0,0062671 (+11,913%) -0,0061809 (+10,373%)
2 -0,0040211 (-28,195%) -0,0056613 (+1,095%) -0,0056358 (+0,639%)
3 -0,0051810 (-7,482%) -0,0056449 (+0,802%) -0,0056377 (+0,673%)
4 -0,0055363 (-1,137%) -0,0056495 (+0,884%) -0,0056477 (+0,852%)
Fonte: O autor.
Figura 4.25 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CC com elem. Q12 e IC x IR x IS
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1 -0,0007992 (-85,729%) -0,0015863 (-71,673%) -0,0015859 (-71,680%)
2 -0,0032207 (-42,488%) -0,0038477 (-31,291%) -0,0038451 (-31,338%)
3 -0,0055048 (-1,700%) -0,0055368 (-1,129%) -0,0055364 (-1,136%)
4 -0,0056239 (+0,427%) -0,0056273 (+0,488%) -0,0056272 (+0,486%)

Fonte: O autor.
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Figura 4.26 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CC com elem. Q16 ¢ IC x IR x IS
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M. Q16 (IC) Q16 (IR) Q16 (IS)
1 -0,0053237 (-4,934%) -0,0055238 (-1,361%) -0,0055016 (-1,757%)
2 -0,0055171 (-1,480%) -0,0056370 (+0,661%) -0,0056307 (+0,548%)
3 -0,0056136 (+0,243%) -0,0056462 (+0,825%) -0,0056441 (+0,788%)
4 -0,0056372 (+0,664%) -0,0056525 (+0,938%) -0,0056520 (+0,929%)
Fonte: O autor.
4.2.4 Configuracio 4: PF-EN-CD
a) 1* Condigao: IC
Figura 4.27 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CD com elems. quadrilaterais e IC
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1 -0,000268 (-99,787%)  -0,001520 (-98,794%)  -0,001525 (-98,790%)  -0,020853 (-83,450%)  -0,132588 (+5,229%)
2 -0,001012 (-99,197%)  -0,035937 (-71,479%)  -0,099816 (-20,781%)  -0,071565 (-43,202%)  -0,126740 (+0,587%)
3 -0,003672 (-97,086%) -0,118643 (-5,839%) -0,120468 (-4,390%) -0,125082 (-0,729%) -0,126776 (+0,616%)
4 -0,013226 (-89,503%) -0,125541 (-0,364%) -0,125564 (-0,346%) -0,126762 (+0,605%)  -0,126785 (+0,623%)

Fonte: O autor.




Figura 4.28 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CD com elems. triangulares e IC
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2 -0,002037 (-98,383%) -0,069917 (-44,510%) -0,117524 (-6,727%)
3 -0,007035 (-94,417%) -0,120059 (-4,715%) -0,125576 (-0,337%)
4 -0,022803 (-81,902%) -0,125537 (-0,367%) -0,126532 (+0,422%)
Fonte: O autor.
b) 2* Condicao: IC x IR x IS nos elementos quadrilaterais
Figura 4.29 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CD com elem. Q4 e IC x IR x IS
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Fonte: O autor.




Figura 4.30 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CD com elem. Q8 e IC x IR x IS
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1 -0,001520 (-98,794%) -0,156439 (+24,158%) -0,154282 (+22,446%)
2 -0,035937 (-71,479%) -0,078826 (-37,440%) -0,078651 (-37,579%)
3 -0,118643 (-5,839%) -0,125855 (-0,115%) -0,125832 (-0,133%)
4 -0,125541 (-0,364%) -0,126780 (+0,619%) -0,126778 (+0,617%)
Fonte: O autor.
Figura 4.31 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CD com elem. Q9 e IC x IR x IS
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2 -0,09982 (-20,781%) -0,128164 (+1,717%) -0,127864 (+1,479%)
3 -0,12047 (-4,390%) -0,126869 (+0,690%) -0,126846 (+0,671%)
4 -0,12556 (-0,346%) -0,126791 (+0,628%) -0,126790 (+0,627%)

Fonte: O autor.
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Figura 4.32 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CD com elem. Q12 e ICx IR x IS

0,0000 N
-0,0500

Q'
=
N \\‘\f\
o
=
© -0,1000
E \
§ e o — ——— — e
= -0,1500 :
8 — - =Sol. Analitica ~ —— Q12 (IC)
—&— Q12 (IR) —oe— Q12 (IS)
-0,2000 T T )
1 2 3 4
Malha
Solugdo Analitica = -0,126
M. Q12 (IC) Q12 (IR) Q12 (IS)
1 -0,020853 (-83,450%) -0,047668 (-62,168%) -0,047653 (-62,180%)
2 -0,071565 (-43,202%) -0,082010 (-34,913%) -0,081991 (-34,928%)
3 -0,125082 (-0,729%) -0,125124 (-0,695%) -0,125124 (-0,695%)
4 -0,126762 (+0,605%) -0,126763 (+0,606%) -0,126763 (+0,606%)

Fonte: O autor.

Figura 4.33 — Flecha méx. e (A%) em uma PF-EN-CD com elem. Q16 e ICx IR x IS
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1 -0,132588 (+5,229%) -0,126045 (+0,036%) -0,125766 (-0,186%)
2 -0,126740 (+0,587%) -0,126772 (+0,613%) -0,126767 (+0,609%)
3 -0,126776 (+0,616%) -0,126786 (+0,624%) -0,126786 (+0,624%)
4 -0,126785 (+0,623%) -0,126786 (+0,624%) -0,126786 (+0,624%)

Fonte: O autor.
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4.3 Estudo de Convergéncia de Placas Moderadamente Espessas

Neste estudo, o modelo avaliado contém dimensdes segundo FIG. 4.34, sendo seu lado a =

10 uc e sua espessura e = 1 uc.

Figura 4.34 — Dimensdes da placa moderadamente espessa

Z

19

Fonte: Adaptado de Samir (2007, p.122).

As solugdes analiticas desse modelo em placas apoiadas e engastadas com carga distribuida,
consoante com a teoria de Mindlin sdo descrita em Hinton e Huang (1986) e Liu e Riggs (2002)
as quais sdo exibidas na FIG. 4.35. Nessa figura também sdo informados os valores das flechas
maximas, Wy, calculados com as dimensdes acima, moédulo de elasticidade e coeficiente de
Poisson como anteriormente citados, carga distribuida ¢ = —1 uc/uc? e coeficiente de rigidez

a flexao da placa D, de acordo com a FIG. 4.5.
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Figura 4.35 — Solugdes analiticas em placas mod. espessas

Configuragao Solugdo Analitica

qa*
5. PME-SA-CD Wy 0 = 0,004270
= —4,27010"% uc
= 0,001500 2 ot
6. PME-EN-CD Wmax =5
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Fonte: O autor.

4.3.1 Configuracio 5: PME-SA-CD

a) 1* Condigao: IC

Figura 4.36 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-SA-CD com elems. quadrilaterais e IC
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Figura 4.37 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-SA-CD com elems. triangulares e IC
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b) 2* Condicao: IC x IR x IS nos elementos quadrilaterais

Figura 4.38 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-SA-CD com elem. Q4 e IC x IR x IS
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Figura 4.39 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-SA-CD com elemento Q8 e IC x IR x IS
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Fonte: O autor.
Figura 4.40 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-SA-CD com elem. Q9 e IC x IR x IS
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Figura 4.41 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-SA-CD com elem. Q12 e IC x IR x IS
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Fonte: O autor.
Figura 4.42 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-SA-CD com elem. Q16 e IC x IR x IS
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4.3.2 Configuracao 6: PME-EN-CD

a) 1* Condigao: IC

Figura 4.43 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-EN-CD com elems. quadrilaterais e IC
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Figura 4.44 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-EN-CD com elems. triangulares e IC
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Fonte: O autor.




b) 2% Condicao: IC x IR x IS nos elementos quadrilaterais

Figura 4.45 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-EN-CD com elem. Q4 e ICx IRx IS
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Fonte: O autor.
Figura 4.46 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-EN-CD com elem. Q8 e IC x IR x IS
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Fonte: O autor.
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Figura 4.47 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-EN-CD com elem. Q9 e IC x IR x IS
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Fonte: O autor.
Figura 4.48 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-EN-CD com elem. Q12 e ICx IR x IS
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Figura 4.49 — Flecha méx. e (A%) em uma PME-EN-CD com elem. Q16 e IC x IR x IS
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4 -1,5046E-4 (+0,307%) -1,5046E-4 (+0,307%) -1,5046E-4 (+0,307%)

Fonte: O autor.

4.4 Estudo de Convergéncia de Placas Espessas

No estudo das placas espessas, 0 modelo avaliado ¢ elaborado com o uso de uma placa circular,

com dimensdes segundo FIG. 4.50, onde seu raio R = 5 uc e sua espessura e = 2 uc.

Figura 4.50 — Dimensdes da placa espessa

Z

N

Fonte: Adaptado de Samir (2007, p.126).

A solug¢do analitica desse modelo em uma placa engastada e com carga concentrada, consoante
com a teoria de Mindlin € descrita em Gruttmann e Wagner (2004) como pode ser ilustrado na

FIG. 4.51.
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Figura 4.51 — Solugdo analitica em uma placa espessa

Configuracao
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Wmax = 7o\ ) Y M Tk cea Ma

= —2,035x107° uc

Fonte: O autor.

O valor da flecha méxima, wy,,,, € calculado usando as dimensdes da FIG. 4.50 da placa, sendo
a o seu raio, modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson anteriormente citados, G o modulo
de elasticidade transversal, carga concentrada P = —1 uf , k = 5/6 sendo o fator de correcao
da tensdo cisalhante, coeficiente de rigidez a flexao da placa D de acordo com a FIG.4.5er a
distancia do centro ao ponto onde sera encontrado o deslocamento transversal w. Uma vez que
que esse deslocamento ¢ calculado no centro da placa, considera-se que r = 0,01 uc, valor

proximo ao centro, visto a ocorréncia da singularidade para r = 0 uc.



4.4.1 Configuragio 7: PE-EN-CC

a) 1* Condigao: IC

Figura 4.52 — Flecha méx. e (A%) em uma PE-EN-CC com elems. quadrilaterais e IC
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Fonte: O autor.

Figura 4.53 — Flecha méx. e (A%) em uma PE-EN-CC com elems. triangulares e IC
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Fonte: O autor.




b) 2% Condicao: IC x IR x IS nos elementos quadrilaterais

Figura 4.54 — Flecha méx. e (A%) em uma PE-EN-CC com elem. Q4 ¢ ICx IR x IS
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Fonte: O autor.
Figura 4.55 — Flecha méx. e (A%) em uma PE-EN-CC com elem. Q8 e IC x IR x IS
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Fonte: O autor.
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Figura 4.56 — Flecha méx. e (A%) em uma PE-EN-CC com elem. Q9 e IC x IR x IS
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Fonte: O autor.

4.5 Monotonicidade dos Resultados

Os Quadros 4.2 e 4.3 apresentam a monotonicidade por elemento e respectiva integragao
utilizada nas sete configuragdes de placa anteriormente descritas. Os simbolos — , + ¢ ~
representam que a aproximagdo € monodtona por baixo, por cima e ndo monoétona,

respectivamente. Espacos em branco significam que ndo foram realizadas as simulagdes.

Quadro 4.2 — Monotonicidade para os elementos quadrilaterais

Elemento Q4 Q8 Q9 Ql2 Q16
Config. IC IR IS IC IR IS IC IR IS IC IR IS IC IR IS
IPFSACC  |[_ 4+ |- ~ ~|- 4+ 41~ ~ ~|~ + +«
2PFSACD | o~ | e ool 4 4lm ~ <+ 4+ o+
3PF-EN-CC | _ o+ _ |- o ol 4 tlm ~ o~ ~ ~
4PF-EN-CD | _ o~ o | o ol 4 alm ~ ~lt 4 o~
SPME-SA-CD | _ o+ _ | o ol 4+ 4010 ~ ~|+ + =+
6PME-EN-CD | — o+ | 4+ ~lm 4+ 4l ~ ~|l+ ~ =~
JPE-EN-CC | _ o |- - _|_- ~ ~

Fonte: O autor.
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Quadro 4.3 — Monotonicidade para os elementos triangulares

Elemento T3 T6 T10
Config. IC IC IC
1.PF-SA-CC — — ~
2. PF-SA-CD _ _ +
3.PF-EN-CC — — ~
4 PF-EN-CD _ - ~
5.PME-SA-CD _ ~ +
6.PME-EN-CD — - ~
7.PE-EN-CC _ — -

Fonte: O autor.

4.6 Analise Critica dos Resultados

A avaliagdo dos resultados simulados esta dividida em duas partes. A primeira em uma analise
quali-quantitativa referente a convergéncia das placas simuladas. A segunda, em uma analise
qualitativa das principais conclusdes dessa investigacdo de convergéncia, de seus modos

espurios e do seu tempo de processamento.

4.6.1 Avaliacdo quali-quantitativa da convergéncia

Nas simulagdes envolvendo placas finas utilizando integracdo completa, onde se esperava o
travamento da solucdo numérica, verificou-se que ao se aumentar a ordem do elemento Q4, de
Q8aQ16, e do elemento T3, de T6 a T10, combinados com o refinamento da malha, a solugao
numérica convergiu para a resposta analitica. Essas convergéncias aconteceram devido ao
aumento significativo dos graus de liberdade da placa, os quais flexibilizaram seu

deslocamento, vencendo entdo o bloqueio.

Com o uso também unicamente da integracdo completa, nas placas mediamente espessas €
espessas, as quais ndo produzem o bloqueio, os elementos de menor ordem Q4 e T3
convergiram para a solugdo analitica ao se refinar a malha, com diferengas percentuais maiores
que os respectivos elementos quadrilaterais e triangulares de maior ordem devido suas
formulagdes serem de menor grau. Para essas placas, o uso das técnicas anti-bloqueio
propiciaram ganhos extras em flexibilidades, os quais podem ser usados favoravelmente em

determinadas situagdes. Por exemplo, casos onde se tenha dificuldades de utilizar elementos de
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maior ordem como nos softwares comerciais ANSYS e ABAQUS, cujos elementos de casca
sao disponibilizados somente até a ordem quadratica de interpolagdo. Todavia, deve se atentar
para que nao haja flexibilizagdo excessiva da solugdo numérica, a ponto de aumentar
significativamente o erro com a solucdo analitica conforme sera explicado adiante no caso da

FIG. 4.56.

No confronto entre IC x IR x IS, comprovou-se a convergéncia quando utilizado as integracdes
anti-bloqueio principalmente nas placas finas com o uso do elemento Q4, e em menor escala,
nas placas de maior espessura. Com apenas o uso da malha 2 desse elemento de menor ordem,
a diferenca percentual média das quatro configuragdes de placas finas utilizando essa malha,
foi de aproximadamente 4% para integragdo reduzida e 5% para integracao seletiva, enquanto
que com a integragdo completa, esse erro ¢ em torno de 99%. Outra observacao, ¢ que de forma
geral, essas integracdes resultaram em convergéncias adequadas, mas com desempenhos
distintos de acordo com a configuragdo de placa. A integragdo reduzida foi superior a seletiva

nos modelos 2 e 3, e a seletiva, superior nas configuracoes 1 ¢ 4.

Nos elementos com formulagdes de maior grau, Q8, Q9, Q12 e Q16, o uso da integracao
reduzida ou seletiva se revelou praticamente indiferente na convergéncia de todas as espessuras
de placas. E quando se utilizou os elementos Q12 e Q16 nas placas mediamente espessas, nao

existiu diferenca significativa entre todos os modos de integragao.

Certificou-se que de forma geral, a familia Lagrange ¢ menos propicia ao bloqueio que a familia
Serendipitica, pois a mesma caracteriza-se por ter mais graus de liberdade devido aos nos
centrais, gerando maiores razdes de restri¢des. Destaque para o elemento Q9 o qual foi superior
em termos de erro percentual a seu correspondente Q8 em praticamente todos os modelos de

placa.

O elemento Q9 quase sempre, foi também melhor que o elemento de maior ordem Q12 pois
este apresenta menor razao de restrigdo comparado ao primeiro. Outro ponto desfavoravel do

elemento Q12 ¢ sua ndo monotonicidade para todos os modelos de placa.

Quanto a monotonicidade dos outros elementos, somente o elemento T3 e o Q4 utilizando

integragdo completa, apresentaram monotonicidade por baixo em todas as configuragdes.
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Com o uso da integragao reduzida e seletiva, observa-se que o aumento da flexibilidade da placa
gerou deslocamentos até maiores que os da solucao analitica com o refino da malha, tornando
o resultado ndo monotdnico. Esse fendmeno por ser bem entendido pelo grafico da FIG. 4.56,
onde em uma placa espessa onde nao ha o bloqueio da solugdo numérica, o uso da integragdo
reduzida/seletiva flexibilizou de forma excessiva o deslocamento, gerando na malha 4, valor de

flecha cerca de 16% maior que o da solugdo analitica.

Algumas particularidades também podem ser mencionadas. Como visto na teoria, validou-se
pelos resultados que o elemento Q8 apresentou maior bloqueio em placas engastadas. Por sua
vez, os elementos triangulares quando utilizados com malhas de um tUnico elemento, exibiram
valores ndo esperados, por exemplo no caso do elemento T3 nas configuragdes 1 ¢ 2 e do
elemento T6 na configuracdo 7 os quais resultaram em flechas maiores que das demais malhas.
Esses resultados atipicos podem ser erros numéricos, motivados pelo baixo numero de graus de
liberdade quando comparado as demais malhas, sendo 9 para o elemento T3 e 18 para o

elemento T6.

4.6.2 Avaliacao qualitativa da convergéncia, modos espurios e tempo de processamento

Os modos espurios de energia nula em cada elemento e respectiva integra¢ao, foram mostrados
quantitativamente no Quadro 3.2. Porém, por simplicidade, eles serdo apresentados

qualitativamente.

O tempo de processamento, uma variavel muito importante quando se trata de analises virtuais,
sera retratado também de forma qualitativa. A saber, que a integragcdo reduzida apresenta um
menor tempo quando comparada as demais, dado que existe um menor nimero de pontos de
integracdo a serem calculados nas parcelas de flexdo e cisalhamento das matrizes de rigidez do
elemento. O segundo menor tempo € para integracao seletiva, pois a reducao dos pontos se da
somente na parcela de cisalhamento. E por fim, a integragdo completa com o maior tempo de

processamento, pois sdo utilizados todos os pontos de integracdo das partes da matriz de rigidez.

Entre as familias dos elementos, a Lagrange € a que apresenta maior tempo de anélise, visto
que por possuir mais nds, sua matriz de rigidez ¢ a de maior dimens@o e com isso mais tempo

¢ necessario para seu calculo.
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Tendo assim definido essas varidveis, a seguir estao descritos através de um quadro resumo, as
principais analises feitas da convergéncia das placas simuladas pelo INSANE de acordo com
seu tipo de integragdo, sua espessura e seu elemento. Sao expostos duas ou trés possibilidades
distintas de se fazer a mesma andlise, mas com diferentes comportamentos quanto a

convergéncia, modos espurios e tempo de processamento.

Dessa forma, essas trés varidveis sdo classificadas individualmente de modo qualitativo e em
relagdo a seus desempenhos, com os simbolos %%, %, vie v Vsignificando que este ultimo
apresenta um resultado melhor que o terceiro, que ¢ melhor que o segundo e por sua vez melhor
que o primeiro. O simbolo — representa que independe o tipo de integracdo e espessuras

analisados, desde que sejam os mesmos quando comparados nas duas familias.

Quadro 4.4 — Resumo das principais andlises do estudo de convergéncia

Analise Int. Esp. Elemento  Conv. Modos Tempo
Esps.

IR Q4 v xx Vv

1. IC em placas finas
b / /

alternativo a IR/IS IS PE Q4 *

IC Q82aQl16 v v x
2. IR/IS em placas IC Q9aQl6 4 v x
espessas, alternativo R PME Q4. Q8 v e vV
aos elems. de maior PE ’
ordem IS Q4,Q8 v x v
3. IR/IS indiferentes em IR PF v o s
elementos de maior IS PME Q8aQl6 v x v
ordem IC PE « v <
4. IRAS/IC indiferentes 1~ v xx i
nos elems. Q12 e Q16 IS PME Ql12eQl6 v x v
em PMEs IC N v <

- - 8eQlI2 x v v
5. Familia de elementos Q8 e

- - Q9eQlo6 v x x

Fonte: O autor.
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5 CONCLUSAO

Finalizado as simulagdes numéricas, totalizando em 480 modelos, foi verificado que somente
os elementos T3 e Q4 com o uso da integracdo completa, mostraram monotonicidade em todas

configuragdes de placa e 0 Q12 em nenhum desses modelos.

Constatou-se o €xito das técnicas anti-bloqueio em placas finas, principalmente no elemento
Q4 ¢ uma alternativa a essas técnicas ao se fazer uso de elementos de maior ordem, menores

dimensdes e com integragdo completa.

Nas placas mediamente espessas € espessas, as integracdes reduzidas e seletivas juntamente
com os elementos de menor ordem, Q4 ou QS, tornaram-se outra possibilidade a casos onde
ndo se possam usar elementos de maior ordem com integragdo completa. Estes, por sua vez,
ndo apresentaram diferenca quanto ao uso das integragdes anti-travamento em placas de todas
as espessuras, enquanto que o Q9 e o Q16 em placas mediamente espessas, exibiram

aproximadamente os mesmos resultados de deslocamentos nas trés formas de integragao.

A familia Lagrange praticamente, mostrou-se superior a familia Serendipity quanto ao

bloqueio, tendo énfase para o elemento Q9 quando comparado ao Q8 e at¢ mesmo ao Q12.

Todas essas possibilidades distintas de se fazer a mesma anélise, sendo por tipo de integracao
ou pela familia do elemento, resulta em diferentes desempenhos quanto a convergéncia, modos
espurios e tempo de processamento, conforme Quadro 4.4. Conclui-se desse modo, que nao
existe um caminho ideal em analises de elementos finitos de placa. No entanto, uma ponderagao
entre esses trés parametros mencionados anteriormente, se torna util para decidir qual a melhor

escolha na simulagdo a ser avaliada.

Por fim, se tratando do conteudo teodrico, demonstrou-se 0 modelo matematico da teoria de
Reissner-Mindlin por trds do sistema computacional empregado nas andlises executadas. Os
elementos finitos usados foram minuciosamente detalhados, desde suas fun¢des de forma, a
qual didaticamente foi apresentado antes as fun¢des de interpolagdo de um elemento 1D,
coordenadas naturais e continuidade do elemento, até suas formulagdes. Conceitos como o
PTV, formulacao isoparamétrica, integracado numérica e as condi¢des de contorno empregadas

em placas, também foram devidamente abordadas.
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