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Resumo

Neste trabalho, falaremos sobre anéis regulares, fortemente regulares, -
regulares, fortemente m-regulares, limpos e nil limpos. Os elementos regulares
foram definidos em 1936, por von Neumann. Em 1939, McCoy apresentou
uma generalizacao desses elementos, definindo os elementos w-regulares. J&
em 1954, Azumaya define os elementos fortemente m-regulares e em 1977 Ni-
cholson define os anéis limpos. Nos tltimos anos, com as investigagoes sobre
limpeza em anéis surge a classe dos anéis nil limpos, formulada por Diesl.
Como consequéncia desse estudo, apresentamos propriedades destas classes

de anéis e como elas se relacionam.

Palavras-chaves: Anel regular. Anel fortemente regular. Anel m-regular.

Anel fortemente w-regular. Anel limpo. Anel nil limpo.



Abstract

In this work, we will talk about regular rings, strongly regular rings, m-regular
rings, strongly m-regular rings, clean rings and nil clean rings. The regular
elements were defined in 1936 by von Neumann. In 1939, McCoy generalized
these elements and defined the w-regular elements. In 1954, Azumaya defined
the strongly m-regular elements and in 1977 Nicholson defined the clean rings.
In the last years, with the study of clean rings, has emerged the class of nil
clean rings, formulated by Diesl. As a consequence of this study, we present

properties of these ring classes and how they are related.

Keywords: Regular ring. Strongly regular ring. m-regular ring. Strongly

m-regular rings. Clean ring. Nil clean rings.
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Capitulo 1

Introducao

Nos ultimos séculos, varios problemas em Teoria de Anéis surgiram e
alguns, até hoje, encontram-se sem solucao. Na tentativa de solucioné-los,
varios matematicos desenvolveram novas técnicas e surgiram novas classes
de anéis.

Nesta dissertacao trabalharemos com anéis associativos com unidade. O
objetivo principal desta dissertagao é estudar a teoria e os resultados que
relacionam as classes dos anéis limpos, fortemente limpos, regulares, forte-
mente regulares, m-regulares, fortemente w-regulares, nil limpos e fortemente
nil limpos.

Em 1936 [23], von Neumann definiu que um elemento a € R é regular
se a = aba para algum b € R. Um elemento a € R é chamado fortemente
regular se existe um elemento x € R tal que a = a?x com ax = xa. Um anel
R é chamado regular (fortemente regular) se todos os elementos sao regulares
(fortemente regulares).

Em 1939 [17], McCoy generalizou a nogao de anéis regulares para anéis
m- regulares. Um elemento a € R é chamado m-regular se a” é regular para

algum inteiro positivo n. O anel R é m-regular se todo elemento de R é
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m-regular.

Arens-Kaplansky [1] e Kaplansky [12] investigaram anéis m-regulares e
anéis em que para todo elemento a € R, existem elementos x,y € R e inteiros
positivos m, n tal que a™ = o™z e a" = ya""!. Em 1954 [2], Azumaya
chamou tais elementos de fortemente m-regulares. Os elementos fortemente
m-regulares sao uma generalizacao dos elementos fortemente regulares.

Dizemos que um anel é limpo se todo elemento pode ser escrito como a
soma de uma unidade e um idempotente. Dizemos que um anel é fortemente
limpo se ele é limpo e a unidade e o idempotente comutam. A propriedade
de limpeza em anéis foi formulada por Nicholson em 1977 [20] ao estudar
levantamentos de idempotentes médulo ideais a esquerda (direita) do anel.

Em 1988, Burgess e Menal [3] provaram que todo anel fortemente 7-
regular é fortemente limpo e, em 1999 [19], Nicholson mostrou que todo
elemento fortemente 7-regular é fortemente limpo. Com isso, temos que anéis
fortemente limpos sao uma generalizagao de anéis fortemente m-regulares.

Nos tltimos anos, com as investigacoes sobre anéis limpos e propriedades
fortemente limpas, Diesl desenvolveu uma teoria geral, baseada em idempo-
tentes e decomposicao de elementos, que unificou alguns conceitos existentes
relacionados a limpeza e regularidade. Surgiram duas classes de anéis: os
anéis nil limpos e os anéis fortemente nil limpos [7]. Esses anéis foram carac-
terizados pelo fato de todos os seus elementos ser a soma de um idempotente
e um nilpotente. No caso do anel fortemente nil limpo, o idempotente e o
elemento nilpotente comutam.

Este trabalho esta estruturado em quatro capitulos. No Capitulo 1, defi-
nimos elementos idempotentes e nilpotentes. Falamos sobre a decomposicao
de Peirce, levantamentos de idempotentes e enunciamos alguns resultados

envolvendo o radical de Jacobson.
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No Capitulo 2, definimos anéis regulares, anéis fortemente regulares, anéis
m-regulares, anéis fortemente m-regulares e demonstramos o Lema de Azu-
maya, o qual relaciona os elementos fortemente m-regulares, fortemente re-
gulares e regulares.

No Capitulo 3, iniciamos o estudo de anéis limpos. Provamos que anéis
de matrizes com coeficientes em um anel limpo é limpo e descrevemos uma
nova classe de anéis limpos.

No Capitulo 4, estudamos anéis nil limpos e fortemente nil limpos. Uti-
lizamos informagoes dos capitulos anteriores para demonstrar os resultados
que conectam anéis fortemente limpos, anéis fortemente regulares, anéis for-

temente m-regulares e anéis fortemente nil limpos.



Capitulo 2

Resultados preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre teoria de anéis. O

leitor interessado pode encontrar os resultados desse capitulo nas referéncias

[9, 14, 16].

2.1 Anéis

Seja R um conjunto nao vazio munido de duas operagoes binarias, deno-
tadas soma (+) e multiplicagao (-). Dizemos que R é um anel se para todo

a, b ecée R, as seguintes propriedades sao verdadeiras:
L.a+(b+c)=(a+b)+c
2. existe um elemento 0 € R tal que a+0=04a = qa;
3. para todo a € R, existe —a € R, tal que a + (—a) = (—a) + a = 0;
4. a+b=b+aq;
5. a-(b-c)=(a-b)-c

6. a-(b+c)=a-b+a-c
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7. (a+b)-c=a-c+b-c

Denotaremos o produto a - b = ab. Se ab = ba, dizemos que R é um anel
comutativo.

No anel R, se existe um elemento 1 € R tal que la = al = a para
todo a € R, entao dizemos que R é um anel com unidade. Salvo mencao ao

contrario, ao longo deste trabalho, R denotara um anel com unidade.

Exemplo 2.1.1. Os conjunto dos niimeros inteiros Z, racionais Q e reais R

sao anéis comutativos com unidade.

Exemplo 2.1.2. O conjunto R[z] composto por elementos da forma ., _; a;
com a; € R nao nulo para uma quantidade finita de i's possui estrutura
de anel definindo a soma Y, ;a;x’ + Y, bix’ = Y, ;(a; + b)a’ e o pro-
duto (Y, ait’) (Y erbja?) = 3o, cp aibjaz't7. Esse anel é chamado anel
de polinomios na varidvel x. Observamos que o anel de polinomios R[z]| é

comutativo se, e somente se, R é um anel comutativo.

Definimos R[z1,x3] = R[z1][zs] e, indutivamente, definimos o anel de
polinémios em k varidveis com coeficientes no anel R por R[xy,...,xx] =
(R[z1, ..., xk_1])[xk]. Analogamente, definimos R[z1, xo, .. .].

Exemplo 2.1.3. Seja R um anel. O conjunto M, (R) quando n > 1 das
matrizes de ordem n com entradas em R, com as operagoes de adigao e

multiplicagao usuais é um anel nao comutativo.

Exemplo 2.1.4. Seja {R;}ic; uma familia de anéis. O conjunto [[,., R; =
{(z1,22,...) : ® € R;} possui estrutura de anel definindo a soma z +
y = (1,22,...) + (W1,92,...) = (21 + y1,22 + y2,...) e o produto zy =
(w1, 22,.. ) (Y1, Y2, - -.) = (122, Y1Y2, - - .). O anel [[..; R; é chamado de pro-

duto direto dos anéis R;.



2.1 Anéis 16

Exemplo 2.1.5. Seja {R;}ic; uma familia de anéis. O conjunto ) .., R;
composto por elementos da forma ), z;, com x; nao nulo para uma quan-
tidade finita de i's, possui estrutura de anel definindo a soma »,_ , z; +
Yoicr¥i = Dier(@i + i) e o produto Y. o Y = Do Tiyi- O anel
Zie ; Ri ¢ chamado de soma direta dos anéis R;. Observamos que quando a

quantidade de elementos em I € infinita, entao esse sera um anel sem unidade.
A seguir, daremos um exemplo de um conjunto que nao é anel.

Exemplo 2.1.6. Consideremos o conjunto dos nimeros naturais N. Como
os elementos de N nao possuem inverso aditivo, isto é, nao satisfaz o item 3

da definicao de anel, temos que N nao é um anel.

Definicao 2.1.7. Sejam R um anel e a € R. Dizemos que a tem inverso a
esquerda (a direita) se existe b € R tal que ba =1 (ab = 1). Se a tem inverso

a esquerda e a direita, dizemos que a € invertivel.

Denotaremos por U(R) o conjunto dos elementos invertiveis de R.

Suponha que a € R admite inverso a direita e a esquerda. Entao, existem
b,c € R, taisqueca =1eab=1. Assim, ¢ = cl = cab = 1b = b. Portanto, se
a tem inverso a direita e a esquerda, eles sao iguais. Denotaremos o inverso
de a por a1

Se R—{0} = U(R), dizemos que R é um anel de divisao. Vejamos alguns

exemplos de anéis de divisao.

Exemplo 2.1.8. Consideremos o conjunto Hg = {ag + ayi + azj + ask :
o, a1, an, 3 € R} tal que 2 = j2 = k? = ijk = —1,ij = —ji = k,
jk = —kj =i, ki = —ik = j. Dados a = ap + ay2 + as) + azk e b =
Bo + B1t + Pej + B3k € Hg e definindo a soma e o produto respectivamente:

(1) a+b=(ao+ o) + (o1 + B1)i + (2 + B2)j + (a3 + Bs)k;
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(#4) ab = (B — a1 B1 — 2B — a3 B3) + (01 + 1 Bo + 2B — iz Ba )i+ (v fo +
g + azBi — a1f3)j + (awfBs + asfo + a1z — azfh)k.

Temos que Hyg é um anel com elemento neutro 0 = 0+ 0¢+ 05 4+ 0k e unidade
1=140i4+0j 4+ 0k. Se a = ag + i + agj + ask # 0, entao «o; # 0 para
algum i = 0, 1, 2, 3. Denotando por ¢ = a2 + a2 + a3 + a2 # 0, temos que
d=—=2— 25— 2%f ¢ Hg ¢ o inverso de a. Assim, Hgr é um anel nao

comutativo em que todos os elementos nao nulos sao invertiveis. Portanto,

Hp é um anel de divisdo nao comutativo.
Definicao 2.1.9. Um anel de divisao comutativo é chamado de corpo.

Exemplo 2.1.10. O conjunto dos niimeros racionais QQ, reais R e complexos

C sao corpos.

Definicao 2.1.11. Sejam R um anel e S um subconjunto nao vazio de R.
Dizemos que S € um subanel de R se é fechado sob as operagoes de soma e

multiplicacao de R, ou seja, se S € um anel com as operacoes de R.
Exemplo 2.1.12. O anel Z ¢ um subanel de Q.

Exemplo 2.1.13. Seja R um anel. O conjunto Z(R) = {a € R : ax =

za,Vx € R} é chamado de centro de um anel e é um subanel de R.

Exemplo 2.1.14. O subconjunto de M, (R) constituido de todas as matrizes
triangulares superiores n x n com entradas em R é um subanel de M, (R).

Denotaremos tal subanel por UT,(R).

Definicao 2.1.15. Sejam R um anel e I um subconjunto nao vazio de R.
Dizemos que I é um ideal a esquerda de R se as sequintes condi¢oes sao
verdadeiras:

(1) Sex,y € I, entio x —y € I;

(17) Sex € I ea € R, entao ax € 1.

Denotaremos os ideais a esquerda de R por I <; R.
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Analogamente definimos ideal a direita de um anel R (I <, R). Se I é um
ideal & esquerda e a direita de R, dizemos que I é um ideal (bilateral) de R
e sera denotado por I < R.

Se R ¢ um anel nao nulo, entao R possui pelo menos dois ideais, que sao
o {0} e o préprio R. Esses ideais sao chamados ideais triviais. Se I é um
ideal de R tal que I é diferente de R, dizemos que I é um ideal préprio de
R.

Dizemos que um anel é simples se os tnicos ideais sao os triviais. Todo
anel de divisao ¢ simples.

Ideais préprios nao nulos nao contém elementos invertiveis. De fato, se
I é um ideal préprio nao nulo a esquerda de R e a € I é invertivel, entao

l=a'tacleassim, o =2x1 € I para todo = € R.

Exemplo 2.1.16. Os ideais do anel Z sao da forma nZ, para algum n € Z.
De fato, dado I um ideal de Z, se I = {0} entao I = 0Z e temos o resultado.
Se I # {0}, entao I NN # (). Seja n = min{I N N}. Provemos que I = nZ.
Comon € I, nZ C I, pois I é um ideal de Z. Vamos mostrar que I C nZ.
Dado b € I, se b = 0 entao b = n0 € nZ. Suponha que b # 0. Podemos
assumir, sem perda de generalidade, que b > 0. Pelo algoritmo da divisao
euclidiana, existem ¢, r € Z tais que b = ng+r com 0 < r < n. Como
r=b—ngeb, nel, temos que r € I, mas r < n, entao r = 0 e temos que

b= nq. Logo, b € I e I C nZ. Portanto, I = nZ.

Ideais a direita nao necessariamente sao ideais a esquerda, como veremos

no préximo exemplo.

Exemplo 2.1.17. Sejam A um anel e R = M;(A). Denotamos por e;; as

matrizes que possuem 1 na posigao (i,7) e 0 nas demais. Os conjuntos

Ly = {zej +yes : x,y € A},
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Ly = {ze1s + yeqs 1 2,y € A},

sao ideais a esquerda de R, mas nao sao ideais a direita. Analogamente, os
conjuntos

Ry = {zen +yen 1 x,y € A},
Ry = {wea1 +yex : v,y € A},

sao ideais a direita de R, mas nao sao ideais a esquerda.

Exemplo 2.1.18. Sejam R um anel e a € R. O conjunto dos multiplos a
esquerda de a, escrito da forma Ra = {za : x € R}, é um ideal a esquerda
de R. Esse ideal é chamado ideal a esquerda de R gerado por a. O elemento
a é chamado gerador de Ra. O conjunto RaR de todas as somas finitas da
forma ), z;ay;, com z;, y; € R, é um ideal de R, chamado de ideal principal

gerado por a denotado por {(a).

Exemplo 2.1.19. Sejam R um anel e 1, 5 ideais a esquerda (a direita,
bilaterais). O conjunto Iy + Iy = {x1 + 22 : 1 € [, 29 € I3} é um ideal a

esquerda (a direita, bilateral) de R.

Exemplo 2.1.20. Seja {J; : i € I} uma familia de ideais a esquerda (a
direita, bilaterais) de R. O conjunto (., J; ¢ um ideal & esquerda (a direita,

bilateral) de R.

Definigao 2.1.21. Seja X um subconjunto de um anel R. Seja {J; i € I}

a familia de todos os ideais a esquerda de R que contém X. O ideal (,c; J; €

chamado de ideal a esquerda gerado por X. Denotaremos esse ideal por (X).

Os elementos de X sao os geradores do ideal (X). Se X = {z1,...,2,},

entdo o ideal (X) serd denotado por (xy1,xs, ..., T,).
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Definicao 2.1.22. Sejam R, S anéis. Uma aplicagao f : R — S € um
homomorfismo de anéis se para todo a,b € R, temos:

(i) fla+b) = fla) + f(b);

(i) f(ab) = f(a)f(b).

Se f é um homomorfismo injetor e sobrejetor, dizemos que f é um iso-

morfismo. Neste caso, dizemos que R ¢é isomorfo a S e escrevemos R ~ S.

Definicao 2.1.23. Sejam R e S anéis. Dado f : R — S um homomor-
fismo de anéis, chamam-se imagem de f e o nicleo de f, respectivamente,

0s conjuntos:
Im(f) ={y€S:(FzeR)f(z) =y}

Ker(f)={x € R: f(x) =0}.

Exemplo 2.1.24. Sejam R, S anéis e f : R — S um homomorfismo.

Temos que a imagem de f é um subanel de S e o nicleo de f é um ideal de

R.

Definigao 2.1.25. Sejam R um anel e I um ideal de R. Defina R/I = {T =
x+1:x€ R}. O conjunto R/I é um anel com as sequintes operagoes:

(i) T+ 7 =2z +y (soma);

(17) T -y =Ty (produto).

Chamamos esse anel de anel quociente de R por I.

Exemplo 2.1.26. Consideremos o anel Z e o ideal nZ com n > 2. Entao,

Z/nZ = {a+nZ: a € Z}. Denotaremos tal quociente por Z,.

Exemplo 2.1.27. Seja f : Zy — Zg 0 homomorfismo de anéis definido por
f(0) =0 e f(1) = 3. Observe que Im(f) = {0,3} C Zg é um subanel e a

imagem da unidade nao ¢ unidade.
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Definicao 2.1.28. Dizemos que I é um ideal mazimal de um anel R se
I # R e dado qualquer ideal J de R tal que I C J C R temos que ou [ = J
ou J = R.

Exemplo 2.1.29. Considere o anel Z, = {0,1,2,3} e o subconjunto [ =
{0,2}. I é um ideal de Z; maximal, pois, dado qualquer ideal I # J temos
que, esse ideal contém 1 ou 3, que sdo elementos invertiveis. Logo, J = R e

segue o resultado.

Definicao 2.1.30. Dado x € R, dizemos que x € nilpotente se existe n € N
tal que " = 0. O menor n que satisfaz essa propriedade é chamado indice

de nilpoténcia de x.

Denotaremos por Nil(R) o conjunto dos elementos nilpotentes de R. Ob-
servamos que se b € Nil(R), entdo existe n € N tal que b™ = 0. Logo
1=(14b)((-1)""" '+ - 4+0*—b+1) e assim 1+ b possui inverso a di-
reita. Pelo mesmo argumento utilizado acima vemos que 1+ b possui inverso
a esquerda. Portanto, se b é nilpotente, entao 1 + b é invertivel.

Se R é um anel comutativo, entdo Nil(R) é um ideal de R. De fato, dados
x ey € Nil(R), temos que 2" = 0 e y™ = 0 para algum n e m € N. Como
estamos supondo que R é comutativo, temos que (rz)* = r"z" = r"0 = 0.
Logo, rz € Nil(R) para todo r € R. Considere mmc(m,n) = k. Entao,
como estamos supondo que R é comutativo, pelo Teorema do Binomio de
Newton, temos que (z — y)* = 0. Portanto, = — y € Nil(R).

Além disso, ¢é facil ver que elementos nilpotentes nao sao invertiveis.

Definicao 2.1.31. Seja I um ideal de R. Dizemos que I é um ideal nil se
todo elemento € nilpotente. O ideal I € chamado de nilpotente se I" = {0}

para algum n € N, onde

I”:I---[:{Zal---an:aiél}.
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Exemplo 2.1.32. Sejam A = UT3(R) e I o ideal de A formado pelas ma-
trizes triangulares estritamente superiores. Dado M € I temos que M3 = 0.
Logo I é um ideal nil de A. Observe que para quaisquer matrizes A;, Ao,

Asz € I, temos que A1 A3 A3 = 0, logo I é nilpotente.

Note que um ideal I de um anel R é nilpotente se, e somente se, existe
um inteiro positivo n tal que ajas---a, = 0 para qualquer escolha de ele-
mentos ay, as, ..., a, € I. Consequentemente, todo ideal nilpotente é nil com

expoente limitado, mas a reciproca nao ¢é verdadeira.

Exemplo 2.1.33. Seja R = Z[xy, v, x3,...]/(x?, 23 23, ...). Considere I =

(T1, T2, T3, ...). Temos que I é um ideal nil, mas nao é nilpotente.

Definicao 2.1.34. Seja R um anel. Dizemos que R é um anel local se

R —U(R) é um ideal de R.

Exemplo 2.1.35. Seja R = {% € Q : n ¢é fmpar}. Entao, U(R) = {" € R
m é impar}. Note que R—U(R) = {™ € Q; m é par e n é impar} é um ideal

de R. Portanto, R é um anel local.

A partir de agora, faremos algumas consideragoes sobre o radical de Ja-
cobson de um anel que serao 1teis ao longo do trabalho.
O Lema 2.4.3 de [16] garante a existéncia de ideais maximais a esquerda

em anéis com unidade. Logo, temos a seguinte definicao.

Definigao 2.1.36. O radical de Jacobson do anel R, denotado por J(R), é

a intersecao de todos os ideais maximais a esquerda de R.

A Proposicao 2.7.4 de [16] garante que o radical de Jacobson é um ideal
bilateral de R e J(R) # R, pela definicao de ideal maximal. Vejamos alguns

exemplos de radicais de Jacobson.
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Exemplo 2.1.37. Se R é simples, entao J(R) = {0}.

Exemplo 2.1.38. J(Z)= () pZ={0}.

p—primo

Exemplo 2.1.39. J(R/J(R)) = {0}.

J(R) R

Exemplo 2.1.40. J(UTy(R)) =
0 J(R)

Exemplo 2.1.41. J(M,(R)) = M,(J(R)).
A seguir apresentaremos uma caracterizacao do radical de Jacobson.

Proposicao 2.1.42. Seja R um anel. Entio x € J(R) se, e somente se,

uma das condicoes abaizo € satisfeita.

1. 1+ ax tem inverso a esquerda para todo a € R;
2. 14 xb tem tnverso a direita para todo b € R,

3. 1+ axb tem inverso para todo a,b € R.

Um outro resultado interessante é:

Proposicao 2.1.43. Seja R um anel. Se x € J(R), entio 1 + x € U(R).

Além disso, J(R) é o maior ideal com essa propriedade.
Veremos agora uma caracterizacao para elementos invertiveis em um anel.

Lema 2.1.44. Dado um anel R e um ideal I C J(R), um elemento T €

invertivel em R/I se, e somente se, x € invertivel em R.

Demonstracao. Se T € U(R/I), entdo existe § € R/I tal que § T = 1,
implicando em yxr — 1 =0e yz —1 € I. Como I C J(R), pela Proposigao
2.1.43 temos que 1+ (yx—1) € U(R) isto é yx € U(R), portanto existe z € R
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tal que z(yx) = (zy)r = 1 e = admite inverso a esquerda. Analogamente

mostramos que = admite inverso a direita. Portanto x € U(R).
Reciprocamente se © € U(R) entao existe y € R tal que zy = yx = 1.

Assim, Ty =1ey T = 1, portanto T € U(R/I). O

O proximo resultado mostra uma relagao entre ideais nil e o radical de

Jacobson de um anel.
Lema 2.1.45. Todo ideal nil estd contido no radical de Jacobson.

Demonstracao. Dado I um ideal nil do anel R e x € [ nao nulo, ax € [
para todo a € R. Logo, existe n € N tal que (ax)” = 0. Observe que 1 =
1—(az)” = ((ax)" '+ (ax)" 2+ -+ (ax)+1)(1 —ax). Assim, 1 —ax admite
inverso a esquerda para todo a € R. Portanto x € J(R) e I C J(R). O

Definicao 2.1.46. Um anel € artiniano a esquerda se toda cadeia descen-
dente de ideais a esquerda € estaciondria, ou seja, se A; < R e Ay D Ay D

-+, entao existe k € N tal que A; = Ay, para todo i > k.

Exemplo 2.1.47. Seja R um anel de divisao. Todo anel de divisao é artini-
ano, pois como possui apenas os ideais triviais, a unica cadeia é R D {0}, a

qual estaciona.

Exemplo 2.1.48. O anel Z nao é artiniano, pois a cadeia 27 D 47 D 87 D

-+ D2"7Z D --- nao estaciona.

Exemplo 2.1.49. Todo anel com um ndmero finito de ideais é artiniano.

Em particular, todo anel finito é artiniano.

Definigao 2.1.50. Seja {R;}ic; uma familia de subanéis de um anel R.
Dizemos que L é a soma direta dessa familia, e escrevemos L = @;er R;, se:
(1) L= ics Ri;

(i7) R; N (Zj# R;) = {0}, para todo i € I.
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Definicao 2.1.51. Dizemos que o anel R é semissimples se todo ideal a
esquerda € um somando direto, ou seja, se I € um ideal a esquerda de R,

entao existe L ideal a esquerda de R tal que R=1@® L.

Nem todo anel é semissimples. De fato, como vimos no Exemplo 2.1.16,
os ideais em 7Z sao da forma nZ para n € Z. Logo, para quaisquer ideais em
Z,nZ e mZ, com m,n € Z—{0}, temos que mZNnZ = mmc(m,n)Z # {0}.

A seguir, temos o Teorema de Wedderburn-Artin que caracteriza os anéis

semissimples.

Teorema 2.1.52 (Wedderburn-Artin). Um anel R é semissimples se, e so-
mente se, € isomorfo a uma soma direta de anéis de matrizes sobre anéis de
divisao, isto €,

R~ M, (D)@ & M, (Dy).
Além disso, esta decomposicdo € unica a menos de isomorfismos dos anéis
de divisao e da reordenac¢ao dos indices.

O teorema a seguir nos d4 uma caracterizacao de anéis semissimples.
Teorema 2.1.53. Seja R um anel. Entao R € semissimples se, e somente
se, R € artiniano e J(R) = {0}.

Como consequéncia do Teorema 2.1.53 temos o seguinte corolario.

Corolario 2.1.54. Seja R um anel artiniano. Entdo R/J(R) é um anel

semissimples.

2.2 Idempotentes

Um elemento e € R é idempotente se e = e. Denotaremos por I(R) o
conjunto dos idempotentes de R. Claramente, 0 e 1 sao elementos idempo-

tentes em todo anel R, chamados de idempotentes triviais.
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Definicao 2.2.1. Um anel R é chamado de anel booleano se todos os seus

elementos sao idempotentes.

Se R é um anel booleano, entao R é um anel comutativo. De fato, sejam
z,y € R. Como R é booleano temos que 22 = x e y?> = y. Agora, z +y =
(x4y)? = 2*+ry+yr+y? = v+ry+yr+y implicando em zy = —yz. Uma vez
que (yx)? = yz, temos que yr = (yr)?> = (—yxr)> = —yx e consequentemente

Ty = yx.

Definigao 2.2.2. Seja E = {ej,e,...,e,} um conjunto de idempotentes do
anel R. Se

(i) e; # 0 para todoi =1, ..., k;

(49) 1 =e14+ex+ -+ e

(i17) e;e; = 0 para todo i # j,

entdo dizemos que E ¢ uma familia completa de idempotentes ortogonais. Se
cada idempotente da familia E esta no centro de R, dizemos que E € uma

familia completa de idempotentes ortogonais centrais.

Sejam R um anel e e € I(R), com e # 0. O conjunto {e,1 — e} é uma
familia completa de idempotentes ortogonais. Como estamos trabalhando
em anéis com unidade, temos que todo anel admite uma familia completa de

idempotentes ortogonais.

Exemplo 2.2.3. Em M, (R), temos que E' = {e11, €9, . . . , €y, } é uma familia

completa de idempotentes ortogonais.
Lema 2.2.4. Sejam R um anel e e € I(R). Se e € J(R), entdo e = 0.

Demonstracao. Se e € J(R), pela Proposigao 2.1.43 temos que 1 — e é in-

vertivel. e(1 —e) =e—e? =0¢, jd que 1 — e é invertivel, e = 0. ]
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Um fato importante sobre idempotentes em um anel arbitrario foi
descoberto pelo algebrista americano Charles Sanders Peirce. Para qualquer

idempotente e € I(R) em um anel R, temos trés decomposicoes:
1. R=Re® R(1 —e);
2. R=eR®(1—-e)R;
3. R=eRe®deR(l—e)@®(1l—e)Re® (1 —e)R(1 —e).

Observamos que as decomposicoes nos itens 1 e 2 sao de ideais a esquerda
e a direita respectivamente de R. A decomposicao do item trés é composta
pelos subanéis eRe e (1—e)R(1—e) com unidade e e (1—e), respectivamente,
e eR(1 —e) e (1 — e)Re subanéis sem unidade, pois o produto de quaisquer
dois elementos ¢é igual a zero. Observamos que se e é um idempotente central,
entao a decomposicao de Pierce que aparece em 3 fica:

3. R=eRe® (1 —e)R(1 —e), pois eR(1 —e) = (1 —e)Re = {0}.

Verifiquemos as igualdades que aparecem na Decomposicao de Pierce.
1. Como1l=¢e+ (1l —e),entdoxr =zxe+2(l —e) e R = Re+ R(1 —e).
Sez € ReNR(1 —e), entdo x = re e x = ry(1 —e). Dai, v = re = xe =
r9(1 — e)e = 0 portanto Re N R(1 —e) = {0} e a soma ¢ direta.
2. Demonstragao analoga ao item 1.
) =ereter(l—e)+(1—
l—e)Re+(1—e)R(1—e).
Tome = € eRe N (eR(1 —e) + (1 —e)Re + (1 —e)R(1 — ¢)), entao x = ere

3. Dadox € R, x =1zl = (e+(1—e))z(e+ (1 —e)
e)re+(1—e)x(l—e), assim R = eRe+eR(1—e)+(
ex =ery(l —e)+ (1 —e)rse+ (1 —e)ry(1 —e). Com isso, x = erje =
e(erie)e = exe = e(ery(1 —e) + (1 — e)rge + (1 — e)ry(1 — €))e = 0, pois
(1 —e)e = 0 = e(1 — e). Repetindo esse processo para todos os subanéis,

concluimos que a soma é direta.
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A decomposicao que aparece no item 3 pode ser escrita como uma matriz

quadrada 2 x 2 da forma

eRe eR(1—e)
(1—e)Re (1—e)R(1—e)

R™ =

O conjunto R™ forma um anel, com a adi¢ao e multiplicacao usuais de
matrizes, e é isomorfo a R. Esse isomorfismo pode ser visto por meio da
aplicagdo f : R — R™ dada por f(z) = exeey; + ex(l — e)e;n + (1 —
e)rees; + (1 —e)x(1 — e)egs.

A seguir, ilustraremos a decomposicao de Peirce em relacao ao idempo-

tente eq; do anel de matrizes My(A).

Exemplo 2.2.5. No anel R = M;,(A), considere o idempotente e = ey;.
Denotemos por Iy a matriz e;; + esn. Note que Re = Aeq; @ Aesp, eR =
Aeyp @ Aera, (I — e)R = Aegyy @ Aegg e R(Iy — e) = Aeja @ Aegy. Assim,
eRe = Aeyy, eR(I; —e) = Aeys, (I —e)Re = Aeay, (I —e)R(I; — e) = Aegs.

Com isso, temos que:
1. R=Re® R(I, —e);
2. R=eR® (I, —e)R;
3. R=eRe®eR(ly—e) B (I —e)Re® (I — e)R(I2 —e).

Agora falaremos sobre levantamento de idempotentes médulo um ideal &

esquerda (& direita, bilateral) em um anel R.

Definicao 2.2.6. Seja I um ideal a esquerda (a direita, bilateral) do anel R.
Dizemos que idempotentes sao levantados modulo I se para cada x € R com

x —x? € I, existe um idempotente e € R tal que e — x € 1.
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Observamos que se I ¢ um ideal bilateral de R e T € R/I é um idem-
potente em R/I, entdo x é levantado médulo I se, existe um idempotente
e € R tal quex =e.

Nem sempre é possivel levantar idempotentes de R mdédulo um ideal I.
Por exemplo, se consideramos R = Z e I = 67, como 6 = 3% — 3, temos que
3 é idempotente em R/I = Zg, mas como os tnicos idempotentes em Z sao
os triviais, temos que 3 nao pode ser levantado para Z.

Veremos que se I é um ideal nil, entao sempre serd possivel levantar

idempotentes modulo 1.

Proposicao 2.2.7. Se I é um ideal nil do anel R, entao idempotentes sao

levantados modulo 1.

Demonstragdo. Seja e € R tal que e € R/I ¢ um idempotente. Entao e*> =€
implica €2 —e =0 e e? —e € I. Como I é um ideal nil de R, existe n € N

tal que (e? — €)™ = 0. Dali,

0= (e— ey = 3o (e tieny = o (et -

onde a é uma expressao polinomial em e com coeficientes inteiros. Observe

que
e" =e"a = ee"a = ee"aa = "a’.
Indutivamente e” = e¢"*a’ para todo ¢t > 1. Considere ¢/ = (ea)". Temos

2n ,n n

que (¢)? = (ea)’™ = e*"a®" = e*a"a™ = e"a" = ¢’. Com isso, € = (ea)" =
At =et " =e" a" =e"a" =" =e" =E.



Capitulo 3

Regularidade

Neste capitulo estudaremos propriedades e exemplos de elementos regu-
lares, fortemente regulares, m-regulares e elementos fortemente m-regulares.
Para finalizar esse estudo, provaremos o Lema de Azumaya e algumas con-
sequéncias. O leitor interessado pode encontrar os resultados desse capitulo

nas referéncias [2], [3] ,[4], [7], [8], [11], [17], [18], [21] e [23].

3.1 Anéis regulares

Em 1936 [23], von Neumann definiu que um elemento a € R é regular se
a = aba para algum b € R. Como podemos observar, os elementos regulares
sao uma generalizacao dos elementos invertiveis. Se existe b € R é invertivel,
entao chamamos a de elemento regular unitario. Um anel é regular se todos
os seus elementos sao regulares. Todo anel admite elementos regulares a

saber, 0 e 1.

Exemplo 3.1.1. Elementos invertiveis sao elementos regulares unitarios.

Logo, todo anel de divisao é regular.
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Exemplo 3.1.2. Idempotentes sao elementos regulares. Logo, todo anel

booleano é regular.

Exemplo 3.1.3. Como 1 e 5 € U(Zg) e 0, 4 e 3 € I(Zg), para mostrar
2.

que Zg é regular, temos que verificar se 2, é regular. Note que 2 = 2 -2 -

Portanto o anel Zg é regular.
Exemplo 3.1.4. O anel Z, nao é regular, pois 2 nao é regular.
Em geral, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.5. [18] O anel Z, ¢é reqular se, e somente se, n ¢é livre de

quadrados.

Exemplo 3.1.6. Considere o anel My(Z,). Como os idempotentes de M(Z,)
sao
0, €11, €22, €11 + €21, €21 + €22, €11 + €12, €12 + €22, €11 + €22,

e os elementos invertiveis sao
e11 + €12 1+ €22, €12 + €21 + €22, €11 + €21 + €22, €11 + €12 + €31, €12 + €21,

para verificar se o anel My(Zs) é regular, temos que verificar se os elementos
€12, €21 € €11 + €12 + €21 + €99 sao elementos regulares. Como €15 = €12€21€19,
€21 = €21€12€21 € €11 + €12 + €21 + €92 = (€11 + €12 + ea1 + exn)er(enn + e12 +

a1 + €22), concluimos que o anel My(Z3) é regular.

Lema 3.1.7. Sejam R um anel e x € R tal que a — axa € regular. Entao, a

€ reqular.

Demonstracdo. Se a —aza é regular, entao existe um elemento y € R tal que
(a—azxa)y(a—ara) = a—azxa. Desenvolvendo o produto do lado esquerdo da
igualdade, temos aya—ayara—araya+arayara = a—azxa e a = a(y —yaxr—
zray + rayax + x)a. Portanto, a = aza onde z = (y — yar — ray + rayaxr + x)

e concluimos que a é regular em R. [
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Definicao 3.1.8. Um ideal I de um anel R € regular se todos os seus elemen-
tos sao requlares. Denotaremos por M(R) o conjunto de todos os elementos

a € R tais que (a) € regular.
Teorema 3.1.9. O conjunto M(R) é um ideal regular de R.

Demonstragao. Para mostrar que M(R) é um ideal de R, provemos que
dados quaisquer a, b € M(R) e r € R, temos que a —b € M(R) e ra, ar €
M(R). Consideremos inicialmente o ideal gerado por (a—b). Dado x € (a—b),
temos que = a;—by, onde a; € (a) e by € (b). Como (a) é regular, temos que
a; = ajya; para algum y € R. Entao x —xyx = a; — by — (a1 — by)y(a; —by) =
a1 —bi —a1ya; —a,yby —brya, +byyby = —by —ai1ybi —byya, +byyby € (b1) C (b).
Logo, x —xyx é regular e pelo Lema 3.1.7 concluimos que x é regular. Como x
é arbitrario em (a—b), temos que todos os elementos em (a—b) sao regulares,
o ideal (@ — b) ¢ regular e portanto a — b € M(R). Consideremos agora o
ideal (ar). Note que (ar) C (a) C M(R). Logo, ar € M(R). Analogamente
ra € M(R). Portanto M(R) é um ideal de R. O

O ideal M(R) tem algumas propriedades semelhantes as propriedades do

radical de Jacobson de um anel R. Vejamos a seguir.
Teorema 3.1.10. Para todo anel R, M(R/M(R)) = {0}.

Demonstracdo. Sejam b € M(R/M(R)) e a € (b). Entdao @ € (b). Como
b€ M(R/M(R)), temos que @ é regular. Portanto, existe Z € R/M(R) tal
que @ = @ 7 a. Daf, @ —aza = 0, a — aza € M(R). Pelo Teorema 3.1.9,
a — axa é regular e, pelo Lema 3.1.7, a é regular. Como a é um elemento

arbitrario de (b), temos que todos os elemento em (b) sdo regulares. Portanto

(b) é regular. Logo, b € M(R) e b= 0. O

Teorema 3.1.11. M(M,(R)) = M,(M(R)).
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Demonstra¢ao. Provemos primeiramente que M, (M(R)) C M(M,(R)). Para
provar essa inclusao, primeiro estudaremos o caso para n = 2 e em seguida
estenderemos o resultado para um n arbitrario. Vejamos primeiro o caso
n = 2. Se x é um elemento regular de R, entao existe y € R tal que xyx = x.
Denotaremos y por z’. Seja A = aeqy + bejg + ceay +desg € Mo(M(R)) e con-
sidere X = b'ey;. Entao AX A = bb'aeqy + bejs + dbaesy; + db'begs. Logo, B =
A—AXA = eeq;+ fear +gean, come, f,g € R. Agora, seja Y = e€’eq + ¢'eao.
Entdao BY B = eeqy + (fe'e + gg' f)ear + gean. Logo, C' = B — BY B = hesy,
com h € R. Faga Z = h'ejs. Entao CZC = (heg)(h'e12)(heg) = heyy = C.
Portanto, C' = CZC e C é regular. Pelo Lema 3.1.7 temos que B é regu-
lar. Logo, A — AX A é regular e pelo Lema 3.1.7, temos que A é regular e
consequentemente A € M(M,(R)).

No caso n = 2, como Myx(R) =~ Mayx-1(My(R)), por inducio segue o
resultado.

Finalmente, seja n qualquer e escolha k tal que 28 > n. Seja A € M,,(R)

e considere A; € Myr(R) da forma:

A0
0 0

Alz

Como elementos em My (R) sao regulares, existe um elemento

A B
C D
de My:(R) tal que A; X A; = A; e consequentemente AAA = A. Portanto,
A é regular e M,,(M(R)) € M(M,(R)).
Provemos agora que M(M,(R)) € M,(M(R)). Dado A = (a;;) em
M(M,(R)), temos que (A) é regular. Logo, existe X € M, (R) tal que A =
AXA = (AX)A(XA). Fixe uma entrada a;; de A. Entao a;; = Y 7pq0pgSpq,

p.q
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Tpgs Spg € R. Agora, como e;,Aey; = apg€;;, a matriz 1,005,611 € (A) e com
isso, a;je11 € (A). Seja b € (a;;) < R. Entao bey; € (A). Como (A) é regular,
existe Y € M, (R) tal que bej;Ybey; = bey;. Mas isso implica que by;10 = b e
b é regular. Logo, a;; € M(R) e, portanto M(M,(R)) C M, (M(R)). O

3.2 Anéis fortemente regulares

Nesta secao apresentaremos a classe dos anéis fortemente regulares. Esses
anéis foram descobertos e nomeados por Arens e Kaplansky [1] no estudo de

representacoes topolégicas de dlgebras em 1948.

Definicao 3.2.1. Sejam R um anel e a € R. O conjunto anny(a) = {z € R :
xa = 0} é chamado de anulador a esquerda de a. Analogamente, definimos

anulador a direita de a e o denotamos por ann,(a).
Teorema 3.2.2. Sejam R um anel e a € R. Sao equivalentes:
1. za® = a = a®y para algum x,y € R;
2. Ra = Ra® e anny(a) = anny(a?);
3. R = Ra® ann(a);
4. aba = a e ba = ab para algum b € R;
5. aua = a e ua = au para algum u € U(R);
6. a =ev =ve para algum e € [(R) ev € U(R);
7. ua® = a = a*u para u € U(R).

Demonstragdo. (1 = 2) Suponha que xa? = a = a’y para alguns z,y € R.

2

Como za? = a, temos que a € Ra? e assim Ra C Ra?. Como Ra? C Ra,
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segue que Ra = Ra?. Provemos agora que ann(a) = anny(a?). E claro que
anny(a) C anny(a?). Dado r € anny(a?), temos que ra = r(a*y) = (ra*)y = 0
e assim r € anny(a). Portanto ann;(a) = anny(a?).

(2 = 3) Como Ra = Ra?, existe r € R tal que a = ra®. Consequentemente
(1—ra)a=0,isto é, 1 —ra € anny(a). Mas ra € Ra. Logo 1 =ra+(1—ra) e
R = Ra+ann(a). Dado w € RaNann;(a), temos que w = sa e wa = 0. Assim
0 = wa = (sa)a = sa® e s € anny(a?®). Como anny(a) = anny(a?), temos que
s € anny(a) e, consequentemente, w = sa = 0. Portanto Ra N ann;(a) = {0}
e R = Ra & anny(a).

(3 = 4) Suponha que R = Ra @ anny(a). Entdo 1 = za +y com x € R e
y € anny(a). Multiplicando a tltima igualdade a esquerda por a temos que
a = ara + ay. Como a — axa € Ra e ay € ann(a), temos que a — axa €
Ra N anny(a) = {0} e, portanto a = azxa. Se multiplicamos a igualdade
1 = za + y a direita por a, temos que a = za®. Faca b = 2%a. Entao, aba =
a(z?a)a = (ax)(za®) = ara = a, ab = ax®a e ba = v%a® = z(va?®) = xa.
Logo, ab—ba € Ra, pois Ra é um ideal a esquerda de R. Agora, (ab—ba)a =

3

aba — ba®> = a — 2%a® = a — x(rva®)a = a — va?

= a — a = 0. Portanto
ab — ba € Ra N anny(a) = {0}. Portanto, ab = ba.

(4 = 5) Se aba = a com ab = ba, entao a’b = a = ba®. Defina u =
b*a+ (1 — ab). Temos que, u é invertivel com inverso a + (1 — ab). Portanto,
para u = b*a + (1 — ab), temos que aua = a e au = ua.

I ¢ defina

(5 = 6) Se aua = a e ua = au para algum u € U(R), seja v = u~
e = au. Entdo, € = auau = au = e e ev = auv = a e ve = vau = vua = a.
(6 = 7) Suponha que a = ev = ve para algum e € I(R) e v € U(R). Seja

2 2

u = v~'. Note que ua® = u(ev)(ev) = u(ve)(ev) = e(ev) = e*v =ev =a e
a*u = (ev)(ev)u = eve = ev = a. Logo ua® = a = a*u onde u é invertivel.

(7= 1) Imediato. O
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Definicao 3.2.3. Se a € R satisfaz uma condi¢ao do Teorema 3.2.2, logo to-
das, dizemos que a € fortemente reqular. Se todo elemento em R € fortemente

reqular, dizemos que R é um anel fortemente reqular.

Todo anel admite pelo menos dois elementos fortemente regulares, a saber
0el.

O préximo resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 3.2.2.
Corolario 3.2.4. Todo anel fortemente reqular é reqular.

A reciproca do Corolario 3.2.4 nem sempre é verdadeira, como podemos

ver no proximo exemplo.

Exemplo 3.2.5. O anel M(Z,) ¢é regular, mas nao ¢é fortemente regular. De

fato, o elemento €15 nao satisfaz o item (1) do Teorema 3.2.2, pois (e19)? = 0.

Caso R seja um anel comutativo e regular, o Teorema 3.2.2 garante que R
é fortemente regular. Logo, anéis booleanos e corpos sao exemplos de anéis

fortemente regulares.

Exemplo 3.2.6. Todo elemento invertivel é fortemente regular. Logo, o anel

dos quatérnios Hg é um anel fortemente regular nao comutativo.

Lema 3.2.7. Sejam R um anel e a, y € R tais que a*y — a é fortemente

reqular. Entdo a € fortemente reqular.

Demonstracao. Se a’y — a é fortemente regular, pelo Teorema 3.2.2, existe

22 = a®y — a. Desenvolvendo o produto

um elemento z € R tal que (a’y — a)
do lado esquerdo da igualdade, temos que a*(—ya*yz+ayz+yaz—z+y) = a.
Fazendo © = —ya®yz + ayz + yaz — z + y, temos que a’z = a e portanto a é

fortemente regular. O
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Definicao 3.2.8. Sejam R um anel e I um ideal de R. Dizemos que I é um
ideal fortemente reqular se todos os seus elementos sao fortemente requlares.
Denotaremos por N'(R) o conjunto de todos os elementos a € R tais que (a)

¢ fortemente regular.
Lema 3.2.9. O conjunto N(R) € um ideal fortemente reqular de R.

Demonstragao. Para mostrar que N'(R) é um ideal de R, provemos que dados
quaisquer a, b € N(R) e r € R, temos que a —b € N(R) e ra, ar € N(R).
Consideremos inicialmente o ideal gerado por (a—b). Dado = € {(a—b), temos
que z = a;—by, onde a; € (a)eb; € (b). Como (a) é fortemente regular, temos
que a; = aly para algum y € R. Entdo, 2%y — z = (a1 — b))%y — (a1 — by) =
ay—arbyy—bia1y+biy—ar1+by = —a1byy—bray+biy+by € (b1) C (b). Logo,
2%y — x é fortemente regular e pelo Lema 3.2.7 concluimos que x é fortemente
regular e consequentemente (a — b) é um ideal fortemente regular e portanto
a—b € N(R). Consideremos agora o ideal {ar). Note que (ar) C {(a) C N(R).
Logo, ar € N(R). Analogamente ra € N'(R). O

Assim como M(R), o ideal N'(R) também tem uma propriedade seme-

lhante a do radical de Jacobson, como veremos a seguir.
Teorema 3.2.10. Para todo anel R temos que N (R/N(R)) = {0}.

Demonstragdo. Sejam b € N(R/N(R)) e a € (b). Entdo @ € (b). Como
b € N(R/N(R)), temos que @ é fortemente regular. Portanto, existe Z €
R/N(R) tal que a = a*T. Dai, a — @*7 = 0, a — a®’z € N(R). Pelo Lema
3.2.9, a — a’x é fortemente regular e pelo Lema 3.2.7 a é fortemente regular.
Como a é um elemento arbitrario de (b), temos que todos os elemento em (b)

sdo fortemente regulares, portanto (b) é fortemente regular. Logo, b € N (R)

eb=0. m
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Uma outra caracteristica que o ideal N'(R) possui é:
Lema 3.2.11. O ideal N(R) admite apenas o nilpotente trivial.

Demonstragao. Seja a € N(R) um elemento nilpotente. Entao existe n € N

2

tal que ™ = 0. Como a € N(R), temos que a’z = a para algum z € R. Note

2

que a = a’r = aar = a(a*r)r = a*z%. Indutivamente, a = a'z'"!. Logo,

a=a"z" '=0ea=0. m

Definigao 3.2.12. Dado um anel R, dizemos que R ¢é reduzido se Nil(R) =

{0}.

Exemplo 3.2.13. Anéis de divisao sao anéis reduzidos.
Corolario 3.2.14. Todo anel fortemente reqular € reduzido.
Lema 3.2.15. Todo idempotente em N (R) € central.

Demonstragao. Sejam e € N(R) um elemento idempotente e x € R. Note
que (ze — exe)? = xexre — weexe — exexe + exveexe = 0, pois €2 = e. Como
ze — exe € N(R), pelo Lema 3.2.11 temos que ze — exe = 0. Concluimos
que ze = exe. Analogamente, vemos que ex = erxe. Portanto, re = ex e

consequentemente e € Z(R). O

Definicao 3.2.16. Dizemos que um anel é abeliano se todo idempotente é

central.
Vejamos alguns exemplos de anéis abelianos.
Exemplo 3.2.17. Todo anel comutativo é abeliano.

Nem todo anel abeliano é comutativo. O préximo exemplo mostra um

anel ndo comutativo abeliano.
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Exemplo 3.2.18. Seja A um anel nao comutativo com idempotentes triviais
e considere o anel R = A x A. Note que (a,b) é idempotente em R se, e
somente se, a e b sao idempotentes. Logo, os unicos idempotentes em R
sao: (0,0), (1,0), (0,1) e (1,1). Claramente esses idempotentes sdo centrais.

Portanto R é um anel abeliano.
Como consequéncia do Lema 3.2.15, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.19. Todo anel fortemente reqular € abeliano.

O préximo lema mostra que, se a € N(R) com a’x = a para algum

r € R, temos que ax é um idempotente.

Lema 3.2.20. Sejam a € N(R) e x € R tal que a’x = a. Entao,
(i) a*r = aza = xa® = a;

(i7) ax = xa e ax € um idempotente.

Demonstragdo. (i) Como a’x = a, temos que (a — ara)® = a* — a*va —

ara® + ara’*va = (a*z)a — a*za — az(a®z)a + axa®ra = 0. Como a € N'(R)
e N(R) é um ideal de R, temos que a — axa € N(R). Logo, pelo Lema
3.2.11, a — axa = 0 e a = awa. Provemos agora que a = za?. Note que
(a —za?)?* = a® — axa® — xa*a+ xa’za® = a* — (axa)a — xa® 4+ za(aza)a = 0,
pois a = axa. Como a € N'(R) e N(R) é um ideal de R, temos que a —ra® €
N (R). Logo, pelo Lema 3.2.11, temos que a — za* = 0 e a = xa®. Portanto,
a’*r = ara = za® = a.

(ii) Como a*r = a = xa?, temos que ar = (va?)r = x(a*zr) = za. Além

2 2

disso, (ax)® = arax = (a*x)r = ax. O
Segue do Lema 3.2.20 o préximo teorema.

Teorema 3.2.21. O ideal N'(R) estd contido em M(R).
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Daremos agora mais uma propriedade de anéis fortemente regulares.

Proposicao 3.2.22. Sejam R um anel fortemente reqular e x € R. Se

a = axa, entao ax = xa.

Demonstragdo. Como a = axa temos que (a — a’r)* = a* — a*z — a’va +

3¢ — a*ra + alaza)ar = 0 e (a — za?)* = a® — aza® —

a*ra’*r = alaza) —a
ra® + rva*ra® = (aza)a — axa® — xa® + ra(axa)a = 0. Como R é fortemente
regular, pelo Coroldrio 3.2.14, R é reduzido. Logo, a — a?x = 0, a — za® = 0

e a = ara = a’*z = za®. Com isso, ax = (xa*)r = x(a’zr) = xa. O
Além disso, temos o seguinte resultado.

Proposigao 3.2.23. Seja R um anel fortemente reqular. Dado a € R, existe

um unico r € R com a = axa e x = xax.

Demonstracdo. Dado a € R, como R é fortemente regular, pelo Teorema
3.2.2, existe y € R tal que a = aya e ay = ya. Faca x = yay. Entao,
ara = ay(aya) = aya = a e xaxr = yay(aya)y = y(aya)y = yay = x. Assim,
tal x existe. Provemos que esse x é tinico. Suponha que exista x; € R tal que
r1 = x1ar1 € a = axia. Pela Proposicao 3.2.22, temos que x e x; comutam
com a. Assim, 1 = rijar; = razar; = rir(aria) = rira = r1TrATA =

ari1a)rr = arr = rar = T. ]
(az1a)

Enquanto M(R) satisfaz M(M,(R)) = M,(M(R)), N(R) nao possui

esta propriedade.
Teorema 3.2.24. Para todo anel R en > 1, N(M,(R)) = {0}.

Demonstragao. Seja A € N(M,(R)). Entao A é fortemente regular. Logo,
existe uma matriz X tal que A2X = A. Pelo Lema 3.2.20 e o Lema 3.2.15,
temos que AX € Z(M,(R)). Logo, AX = al,, onde a é um elemento no
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centro de R e I, é a matriz identidade de M, (R). Assim, temos que A =
A(AX) = A(al,) = Al,a = Aa = aA. Dada uma matriz B = ae;; € M, (R)
com i # j, uma vez que e; = 0, temos que B* = 0. Observe que B = alye;;,
assim, B € (al,) = (AX) C (A) C N(M,(R)). Logo, existe Y € M, (R) tal
que B = B?Y e consequentemente a = 0. Portanto, A = 0. O

Do Teorema 3.2.24, podemos concluir que anéis de matrizes nao possuem

elementos fortemente regulares.

Teorema 3.2.25. M(R) = N(R) se, e somente se, M(R) ndo possui ele-

mentos nilpotentes nao triviais.

Demonstragao. Suponha inicialmente que M(R) nao possui elementos nil-
potentes nao triviais. Dado a € M(R), temos que (a) é um ideal regular.
Logo, para todo b € (a), existe © € R tal que b = bxb. Consequentemente,
(b—0%x)? = b* — b3x — b2xb + b*xb*x = b(bab) — b3x — b2xb + b(baxb)bx = 0 e
b — b*z = 0, pois por hipdtese, M(R) nao possui elementos nilpotentes nao
triviais. Assim, b = b?z, b é um elemento fortemente regular e todos os ele-
mentos em (a) sao fortemente regulares. Logo, a € N(R) e M(R) C N(R).
Pelo Teorema 3.2.21 temos que N (R) € M(R). Portanto, M(R) = N(R).
Suponhamos agora que M(R) = N(R). Entéao, pelo Lema 3.2.11 temos o
resultado. [

Observamos que se R é comutativo, entao todo elemento regular é forte-
mente regular em R. Logo, se R é comutativo ou nao tem elementos nilpo-
tentes nao triviais, entao M(R) = N(R).

Para finalizar esta secao, daremos uma caracterizacao para elementos
fortemente regulares. Veremos que elementos fortemente regulares poderao
ser decompostos como a soma de um elemento idempotente e um elemento

invertivel.
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Teorema 3.2.26. Sejam R um anel e a € R. O elemento a é fortemente

reqular se, e somente se, a = f+v, f € [(R),v € U(R), af = fa e faf = 0.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que a é fortemente regular. Pelo Te-
orema 3.2.2, a = eu = ue com e € I(R) e u € U(R). Logo, a = ue =
(1—e)+(ue+e—1)com f=1—e € I(R)eue+e—1=v € U(R),
com inverso u 'e + e — 1. Além disso, af =ue(l —e) =0= (1 —e)eu = fa
e faf = af = a(l —e) = a — ae = 0. Provemos agora a reciproca. Su-
ponha que a = f+wv, f € I(R), v € U(R), af = fa, faf = 0. Logo,
0 = af = fa. Mostraremos que a é fortemente regular utilizando (2) do
Teorema 3.2.2. Temos que Ra? C Ra. Agora, a®> = (f + v)a = va. Logo,
a =v"ta* € Ra? e, portanto, Ra* = Ra. J4 sabemos que ann;(a) C anny(a?).
Seja z € anny(a?). Entdo 0 = xa? = zva = zav e za = 0, pois v € U(R).

Portanto, ann;(a?) = ann;(a) e concluimos que a é fortemente regular. [

3.3 Anéis m-regulares

Em 1939 [17], McCoy generalizou a nocao de anéis regulares e chamou a

nova classe de anéis m-regulares.

Definicao 3.3.1. Dizemos que um elemento a € R é w-reqular se existe um
inteiro positivo n tal que a™ € regular. Se todo elemento de R é m-regular

dizemos que R é um anel m-reqular.
Veremos alguns exemplos de anéis m-regulares.

Exemplo 3.3.2. Como 0 é regular, todo elemento nilpotente de um anel é

m-regular.

Exemplo 3.3.3. Todo elemento regular é m-regular. No entanto, a reciproca

nao é verdadeira. Considere o anel Z,. Vimos que 2 € Z, nao ¢é regular, mas
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é m-regular, pois 2 é nilpotente e os outros elementos de Z, sdo idempotentes

e invertiveis, isto é, também sao m-regulares.
Lema 3.3.4. Se R ¢é w-regular, entio J(R) € nil.

Demonstracao. Seja a € J(R). Como R é m-regular, entao a"ra™ = a™ para
algum n > 1, r € R. Como J(R) é um ideal de R, temos que a™ € J(R) e
consequentemente a"r € J(R), logo 1 — a"r é invertivel. Como a" = a"ra",
temos que (1 — a™r)a™ = 0 e portanto a™ = 0, ou seja, a é nilpotente. Como
a € J(R) é arbitrario, temos que todos os elementos em J(R) sao nilpotentes,

isto é, J(R) ¢ nil. O

O exemplo a seguir mostra que o Lema 3.3.4 nao é uma condicao suficiente

para que um anel seja m-regular.

Exemplo 3.3.5. Sabemos do Exemplo 2.1.37, que J(Z) = {0}, isto é, J(Z)
é nil, mas Z nao é w-regular, pois dado x # 0,1 € Z, nao existe y € Z tal

que z" = x"ya" para algum n > 1.

Assim, obtemos uma condicao necessaria para que um anel seja 7w-regular.
No proximo exemplo, usaremos o Lema 3.3.4 para exibir mais um exemplo

de anel que nao é m-regular.

Exemplo 3.3.6. Sejam R = {2 € Q; n é impar} e (2) o ideal principal

n

gerado por 2 em R. Assim
(2) ={z € R;z = §, onde a é par e b é impar}
e

R —(2) ={r € Rz = ¢, onde a, b sdo impares}.

Dado y € R — (2) nao nulo, temos que y = ¢ onde a é impar. Como a é
b
2 =1.

impar, g € R, além disso y - g = ¢ Assim, y é invertivel. Portanto,

R é um anel local ¢ J(R) = (2) é o seu ideal maximal, que nao ¢ nil.



3.4 Anéis fortemente m-regulares 44

3.4 Anéis fortemente m-regulares

Arens-Kaplansky [1] e Kaplansky [12] investigaram anéis m-regulares e os
anéis que definiremos nesta se¢ao, sao eles: anéis m-regulares a direita e a es-
querda. Em 1954 [2], Azumaya chamou de elementos fortemente m-regulares,
os elementos que eram m-regulares a direita e m-regulares a esquerda. Vere-
mos ao longo do trabalho, que os elementos fortemente w-regulares sao uma

generalizagao dos elementos fortemente regulares.
Proposicao 3.4.1. Seja a € R. Sao equivalentes:
1. a™ € Ra™! para algum inteiro n > 1;
2. Ra" = Ra""! para algum inteiro n > 1;
3. A cadeia Ra D Ra®> D Ra® D --- estaciona.

Demonstragdo. (1 = 2) Se a™ € Ra"™! entao Ra" C Ra™"! e assim temos a
igualdade.
(2 = 3) Se Ra™ = Ra™"!, para algum inteiro n > 1, vemos indutivamente

que Ra™ = Ra™"!' = Ra™*? = --- | assim, a cadeia
RaDRa> 2D Ra®>D--- D Ra" = Ra"™' = Ra""? = Ra"" = - ..

estaciona, como querfamos.
(3= 1) Se a cadeia Ra 2 Ra® D Ra® D --- estaciona, entdo existe n > 1 tal

que Ra™ = Ra™!. Logo a" € Ra™*!. O

Definicao 3.4.2. Se a € R satisfaz uma condi¢cao da Proposi¢do 3.4.1, logo
todas, dizemos que a € m-reqular a esquerda. Analogamente, definimos ele-

mentos m-requlares a direita.
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Definicao 3.4.3. Dizemos que a € fortemente m-regular se é m-reqular a
direita e a esquerda. Se todo elemento de R ¢é fortemente mw-reqular, entio R

€ um anel fortemente w-reqular.

Definicao 3.4.4. Um conjunto G nao vazio munido de uma operagao bindria

% € um semigrupo se para todos a, b, ¢ € G vale (a*b) x c=ax* (b*c).

Exemplo 3.4.5. Um anel é localmente finito se todo subconjunto finito gera
um semigrupo finito com a operacao de multiplicacao. Anéis localmente

finitos sao fortemente w-regulares.

Demonstragao. Sejam R um anel localmente finito, a € Re S = {a}. Entao o
subconjunto S = {a} gera o semigrupo finito {a™ : m € N} com a operagao

de multiplicacdo. Logo dado m € N, existe n € N tal que a™ = a™".

m-+4n m-+kn

Observe que a = a™a" = a™"a" = a™*?". Indutivamente, ™ = a

para todo k € N. Em particular, se k = m, ™ = a™™*t1). Agora,
a™ = am(nfl)er _ amam(nfl) _ am(nJrl)am(nfl) _ a2mn _ (amn)Z'

Assim, a' onde t = mn é um idempotente em R, Ra* = Ra' e o anel satisfaz

a condicao de cadeia descendente de ideais principais a esquerda da forma

RiDRAPDRa*D--- DR DR D---DRa*D---,

para todo a € R. Consequentemente R é fortemente m-regular. O

Exemplo 3.4.6. Como Z, ¢ finito, é localmente finito, logo é fortemente

m-regular.

Em 1976 [8], Dischinger mostrou que a nogao de m-regularidade a esquerda

e a direita eram equivalentes, por meio do teorema enunciado a seguir.

Teorema 3.4.7. Um anel w-reqular a direita € necessariamente m-reqular a

esquerda.
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O resultado de Dischinger garante que todo anel m-regular a direita é

fortemente m-regular.

3.5 O Lema de Azumaya

O nosso objetivo agora é demonstrar o Lema de Azumaya, o qual fornecera
uma relacao entre elementos fortemente m-regulares e elementos regulares.

Para isso, iniciaremos com a demonstracao de alguns lemas técnicos.

Lema 3.5.1. Sejam R um anel e a € R. Suponha que existam x, y € R

1

satisfazendo a"'x = a”, ya™ ™ = a™ para algunsn, m € N. Entdo a™ "z =

a™ e ya"t!t = a".

Demonstracao. Se m = n, temos o resultado. Suponha m > n. Entao

+1 kan+1 k

m = n + k. Como a""'x = a”, temos que a xr = a“a™ o que implica

n+1 n+1

a™x = a™. Agora, observe que a" = a"'x = aa"x = a(a"'r)r = a2

Indutivamente, a” = a"t*z*. Com isso, a® = a"t*zF = a™ab = ya™ 2k,

Logo, ya™™ = (ya)a™ = (ya)a™z* = ya™ 'k = a™. O

Lema 3.5.2. Seja a um elemento fortemente regular de R. Entdo existe um
tinico elemento z € R tal que az = za, a’z = a = za® e az? = z = 2%a. Além

disso, z comuta com todo elemento que comuta com a.

Demonstracao. Seja a € R um elemento fortemente regular. Entao, pelo

Teorema 3.2.2, a’x = a = ya?® para alguns z,y € R. Dai

(1) ar = ya’xr = ya
isto é,
(2) ar? = yaxr = y?a.

De (1) nés também temos que
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(3) ara = ya’ = a = a*z = a(ax) = aya.

Agora, coloque z = az?. Segue de (1), (2) e (3) que az = a(az?®) = a(yax) =

(aya)r = ax = ya = yaza = za, a*z = a(az) = a(za) = a(yara) = aya = a.

2 2 2

Assim a?2 = a = za®. Verifiquemos agora que z?a = z = az>.

azz — ((],Z)Z = (Za)z = (yaxa)z = yaz = Yyayar = yaxr = z.

2

Analogamente, vemos que z°a = z. Provemos a unicidade de z. Suponha

que existe 2’ que satisfaz a2z’ = Z'a, 2'a® = a = a®7 e, (2')%a = 2/ = a(2')2

Assim, temos que:

z=a2’ = (a2 = 2 (a*2)z = Yaz = 2 (Fa*)z = () (a%2) = (¢)’a = 7.

Para provar a iltima afirmacao, isto é, que z comuta com todos os elementos

que comutam com a, considere ¢ tal que ac = ca. Entao,
_ _ 2, _ 2 _ _
zac = zca = zca“z = za‘cz = acz = caz.

Logo, z comuta com ac. Segue disso que

2

zc = 22ac = (ac)z?

= c(az®) = cz
como queriamos. O
Agora, estamos prontos para demostrar o Lema de Azumaya.

Teorema 3.5.3 (Lema de Azumaya). Se a € R € fortemente mw-regular,
entao a” € fortemente reqular para algum inteiro n > 1 e existe z € R tal

que az = za e a" = a"'z.

Demonstracao. Se a € R é fortemente m-regular, entao existem m, n € N,

x,y € R tais que a® = a""'z e a™ = ya™*!. Pelo Lema 3.5.1 temos que

a™ = a™lz e a" = ya"*!. Logo, a"lx = a" = ya™*!l. Indutivamente,

2n ,.n

a’z" = a" = y"a®". Portanto, a” é fortemente regular.
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Provemos agora, a segunda parte do Lema de Azumaya. Como a”™ é
fortemente regular, pelo Lema 3.5.2, existe w € R tal que (a")*w = a" =
w(a™)?, a"w = wa", a"w? = w = w?a™ e w comuta com todo elemento que
comuta com a”. Com isso, defina z = a" 'w. Note que az = a(a" 'w) = a"w

n

e za = a" 'wa = wa"la = wa" e a"'z = " (a"w) = "l =

a’™w = a™ como querfamos. ]
Como consequéncia do Lema de Azumaya, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.5.4. Seja a € R. Sao equivalentes

1. a € fortemente w-reqular;

2. Ezisten > 1 € Z tal que a" = fw =wf onde f € I(R), w € U(R) e

a, f ew comutam entre si;

3. a™ € fortemente reqular para algum inteiro m > 1.

Demonstragao. (1 = 2) Se a é fortemente m-regular, o Lema de Azumaya
garante que existem z € Re 1 < n € Z tal que az = za e a” = a"*'z.
n+1

Assim, a" = a""'z = a"az = a"'z(az) = a""?z%. Indutivamente, a" =

a"t*zk Em particular, a” = a*"2" = a"z"a". Defina f = a"z" = z"a".
Note que f? = a"z"a"z" = a"z" = f, logo f é idempotente. Além disso,
af = aa"z" = a""'2" = a"2"a = fa e a"f = a". Se escrevemos ¢ = 2" f,
entdao w = a™ + (1 — f) é invertivel com inverso w™! = ¢+ (1 — f). Como
fw=wf = a", temos o resultado.

(2 = 3) Dado (2), temos que a"w™'a" = fa" = fw =a" e aw™' = w'a,
Logo, pelo item 5 do Teorema 3.2.2, temos que a” é fortemente regular.

(3 = 1) Se a™ ¢ fortemente regular onde m > 1, entao Ra™ = Ra*™.

Dai, Ra O Ra? O Ra® D --- D Ra™ O Ra™™ D --- D Ra* D ---. Mas
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Ra™ = Ra®>™ implica Ra™ = Ra™"* para i > 1, portanto a é um elemento

fortemente regular. O

Portanto, obtemos a relacao entre os anéis fortemente m-regular e m-

regular.
Corolario 3.5.5. Todo anel fortemente m-reqular € w-reqular.

O Teorema que enunciaremos a seguir serd utilizado na préxima secao.
Ele nos da uma condigao necessaria e suficiente para que um elemento seja

fortemente m-regular.

Teorema 3.5.6. Sejam R um anel e a € R. O elemento a é fortemente
m-reqular se, e somente se, a = e+ u, e € [(R), u € U(R), com ae = ea e

eae € nilpotente.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que a é fortemente w-regular. Entao,
pela Proposicao 3.5.4, existe n > 1 tal que " = fw = wf onde f € I(R),
w € U(R) e f, w e a comutam entre si. Se mostrarmos que u = a — (1 — f)
é invertivel, concluiremos que e = 1 — f. Defina v = a"'w™'f — (1 +a +
coo4a" H(1 - f). Claramente uv = vu e o fato que u = af — (1 —a)(1 — f)
nosdawv = [af — (1 —a)(1— f)]la" wf—1+a+- - +a")1-f)] =
dwlf+(1-a)(l+a+--+a"H1-f)=f+Q—-am)(1-f) =1
pois a”f = a”. Claramente e = 1 — f, u e a comutam entre si. Além disso,
eae = (1 — fla(l — f) = a(l — f) e (eae)* = a"(1 — f) = a" —a"f = 0.
Logo eae é nilpotente. Provemos agora a reciproca. Por hipdtese, a = e + u,
e € I(R), u € U(R), ae = ea e eae é nilpotente. Logo, existe n > 1
tal que (eae)” = a"e = 0. Agora, a"™ = a"a = a"(e + u) = a™u. Portanto,
a" = uta" € Ra""! e, pela Proposicao 3.4.1 concluimos que a é fortemente

m-regular. O]
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Se a é fortemente w-regular, pelo Teorema 3.5.6, a = e +u tal que e é um
idempotente, u é invertivel tais que ae = ea e eae é nilpotente. Chamaremos
essa decomposicao de um elemento fortemente m-regular de decomposicao
fortemente m-regular.

A proposi¢ao que enunciaremos agora garante a unicidade da decom-

posicao fortemente m-regular.

Proposicao 3.5.7. Sejaa € R um elemento fortemente m-reqular e considere
a=e+u Sea= f+wv é outra decomposicao fortemente w-reqular de a,

entao e = f eu =w.

Demonstracdao. Pelo Teorema 3.5.6, ea e fa s@ao ambos nilpotentes. Logo,
podemos escolher um inteiro positivo n tal que (ea)” = 0 = (fa)™. Sejam e’ =
l—ee f'=1—f. Entaoe'a = e'ue f'a = f'v. Tomando as n-ésimas poténcias
das ultimas igualdades e usando o fato de €’ e f’ serem idempotentes, temos

que ¢'a™® = 'u" e f'a™ = f'v". Como ea™ = (ea)"” =0 = (fa)" = fa™, temos
elun :elan :elan+6an — an — f/an+fan — f/an — f/Un. (1)

Multiplicando & esquerda por e e a direita por v~™ em (1) temos que ef’ = 0.
Multiplicando a esquerda por f e a direita por «=" em (1) mostramos que
fe/ = 0. Usando a comutatividade de e com u e f com v, vemos que f’e e
¢’ f também sdo zero. Assim, 0 =ef' =e(1—f) =e—ef ee=ef, por outro
lado 0 =¢€f=(1—-¢e)f = f—efef=cef Portanto e = ef = f. Como
etu=a=f+vee= ftemos u = v e concluimos que a decomposicao é

Unica. O



Capitulo 4

Anéis limpos

4.1 Anéis limpos

Os anéis limpos foram introduzidos por Nicholson em [20] quando estu-
dava levantamento de idempotentes. Os anéis fortemente limpos, também
foram definidos por Nicholson em [19]. Neste capitulo veremos como a regu-

laridade em anéis estd relacionada a teoria de limpeza em anéis.

Definicao 4.1.1. Dizemos que um elemento a € R € limpo se a = e+u onde
e € um idempotente e u € invertivel. Se eu = ue, dizemos que a é fortemente
limpo. Se todo elemento em R € limpo (fortemente limpo), dizemos que R €

um anel limpo (fortemente limpo).

Exemplo 4.1.2. Como 0 é um idempotente, elementos invertiveis sao ele-
mentos limpos. Logo, todo anel de divisao ¢ limpo. Em particular, todo

corpo é fortemente limpo.

Exemplo 4.1.3. Sejam R um anel e e € I(R). Entaioe=2e —e+1—-1=
(1—e)+(2e—1). Como (1—e€)? = 1—ee (2e—1)(2e—1) = 4e?*—2e—2e+1 =1,
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temos que 1 —e € I(R) e 2¢e — 1 € U(R). Logo, idempotentes sao elementos

limpos e todo anel booleano ¢é limpo.

Exemplo 4.1.4. Se a € R é nilpotente entdao a — 1 € U(R). Logo, a =

1+ (a — 1) e, portanto, todo elemento nilpotente é limpo.
Definigao 4.1.5. Dizemos que x € R € quase regular se x — 1 € U(R).

Exemplo 4.1.6. Como elementos quase regulares podem ser escritos da
forma z = 1+ (z — 1), todo elemento quase regular é limpo. Como todo anel
local é composto por elementos invertiveis e quase regulares, segue que todo

anel local é limpo.

Seja R um anel. Um elemento » € R ¢é limpo se, e somente se, 1 —r ¢é
limpo. De fato, se r é limpo, entdo r = e+ u com e € I(R) e u € U(R). Dai
l—r=(1-¢e)+(—u)onde 1 —e € I(R) e —u € U(R). Agora, se 1 —r é
limpo, entdo 1 —r =e+ucome € I(R)eu € U(R),r =(1—e)+ (—u) com
(1—e)?=1—ce—-uecUR).

A seguir, exibiremos dois exemplos de anéis que nao sao limpos.

Exemplo 4.1.7. O anel Z nao é limpo. De fato, sabemos que os tnicos
elementos invertiveis em 7Z sao 1 e —1, e os tnicos idempotentes em 7Z sao 0

e 1. Portanto os unicos elementos limpos de Z sao 0, =1 e 2.

Esse exemplo mostra que um subanel de um anel limpo nem sempre ¢
limpo, pois Q é limpo (é um corpo), mas Z C Q nao é limpo, como mostramos

acima.

Exemplo 4.1.8. Seja R um anel comutativo com unidade. O anel de po-

linémios R[z] nao é limpo.
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Demonstracao. Para ver que R[x] nao é limpo, mostraremos um elemento

em R[z] que nao é limpo. Considere x € R[x] e suponha que = e 4+ u onde
m n

e é um idempotente e u é invertivel. Temos que e = > e;x" e u = > w;z’.
=0 =0

Sabemos que se e = > e;z' é idempotente em R[x] entdao e € R. Além
i=0

disso, u = Zn: u;x* € R[z] é invertivel em R[z] se, e somente se, uq ¢ invertivel
=0
em R e ul,l. .., Uy sao nilpotentes.
Como x = e + u, temos que r = ey + ug + i w;x’ e, consequentemente,
i=1
eo+uy =0, u; =0paratodo2 <i<nex Z: uyx. Mas x = uyx implica
(ug — 1)z = 0 e como u; é nilpotente, u; — 1 é invertivel e temos que z = 0,

absurdo. Portanto R[z] ndo é limpo. O

Vamos estabelecer algumas relagoes entre anéis limpos, anéis regulares e
anéis fortemente regulares.

Vimos que um elemento é limpo, se podemos escrevé-lo como a soma
de um elemento idempotente e um elemento invertivel. Do Teorema 3.5.6,
temos que elementos fortemente m-regulares também podem ser escritos como
a soma de um elemento idempotente e um elemento invertivel. Assim, temos
que elementos fortemente 7-regulares sao fortemente limpos. Logo, todo anel
fortemente m-regular é um anel limpo.

Pelo Teorema 3.2.26, temos que elementos fortemente regulares sao ele-
mentos limpos. Logo, anéis fortemente regulares sao anéis limpos, mas a
reciproca nem sempre é verdadeira, pois o anel Z, é limpo, mas nao é forte-
mente regular. Além disso, temos que Z4 nao é um anel regular, mas é um

anel limpo. Logo, nem todo anel limpo ¢é regular.
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4.2 Propriedades de anéis limpos

Exibiremos agora algumas propriedades de anéis limpos.

Proposicao 4.2.1. Sejam R e S anéis e f : R — S um homomorfismo

sobrejetor. Se R € limpo, entao S € limpo.

Demonstragao. Dado s € S, existe r € R tal que f(r) = s. Como R é limpo,
r=ec+uondee € I(R) eue U(R). Note que (f(e))? = f(e*) = f(e), isto
é, f(e) € I(S) e como f é sobrejetora, f(u) € U(S). Logo s = f(e) + f(u) e

concluimos que S é limpo. O]

O préximo resultado garante que o produto direto nao necessariamente

finito de anéis limpos é limpo.
Proposicao 4.2.2. O produto direto de anéis limpos € limpo.

Demonstracao. Considere R = Il;cp R;, onde L é um conjunto de indices e
cada R; é um anel limpo. Logo, para cada i € L, z; = ¢; + u; com ¢; € I(R)
e u; € U(R). Dado (z;)icr, € e Ry, temos que (z;)ier = (€ + w;)ier, =
(€i)ier + (ui)ier. Como (€;)ier, € I(R) e (u;)ier € U(R), temos que (z;)er ¢

limpo, portanto I[l;cp R; é um anel limpo. ]
Comecemos a estudar anéis limpos em termos da decomposicao de Peirce.

Lema 4.2.3. Sejam R um anel e e € I(R). Se eRe e (1 —e)R(1 —e) sdo

anéis limpos, entao R € um anel limpo.

Demonstra¢ao. Considere a decomposicao de Pierce do anel R em relagao ao

idempotente e
eRe eR(1 —e)
(1—e)Re (1—e€)R(1—e)

R =
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a x

Seja A = € R. Como eRe ¢é limpo, temos que a = u + f, onde
y b

f? = f € eRe e u ¢ invertivel em eRe, com inverso u;. Note que y €

(1 —e)Re, uy € eRe e x € eR(1 —e), logo yu;z € (1 —e)R(1 — e). Assim,
b—yuz € (1—e)R(1—e). Como (1 —e)R(1—e) ¢ limpo, temos que b—yu x
é limpo em (1 — e)R(1 — ¢). Desse modo, b — yu;z = g+ v onde g> =g e v

¢ invertivel em (1 —e)R(1 — e), com inverso v;. Consequentemente,

f+u x f o u T
A= = +
g+v+yww 0 g Yy v+ ywe

f o0 ) u x
Claramente ). Assim, falta mostrar que € U(R).

0 g Yy v+yur

e —wxw| _ . o . e 0

Observe que e sao invertiveis, com inversos

—yu; l—e 0 1—e yu; l—e
e respectivamente. Além disso,

0 1—e
e 0 U T e —ux u 0
—yup l—e| |y v+ywax| [0 1—e 0 v
Como também ¢ invertivel temos que é invertivel. [J
0 v Yy U+ ywe

O Lema 4.2.3 pode ser estendido para um conjunto completo de idempo-

tentes ortogonais.

Teorema 4.2.4. Se E = {ey,...,e,} € um conjunto completo de idempoten-
tes ortogonais de um anel R e, para cada i =1,...,n, o anel e;Re; € limpo,

entao R ¢ um anel limpo.

Demonstracao. O caso n = 2 é o Lema 4.2.3. Faremos o caso n = 3 para

facilitar o entendimento do leitor. Temos que e; + e5 + e3 = 1. Por hipotese,
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e1Re; é limpo. Vamos mostrar que (1—e;)R(1—ep) é limpo. (1—e;)R(1—ey)
¢ um anel com unidade 1—e;. Note que (1 —ey)e;(1—e1) = e;, i = 2, 3. Logo,
g, €3 € (1 —e1)R(1 — e1). Além disso, egez3 = 0 e ea +e3 = 1 — eq. Assim,
(1 —e1)R(1 — e1) = eaRey + e3Res. Dado w € ey Res N egRes, temos que
W = egTeey € W = e3rzes, consequentemente w = ezwes = ezeaToeoe3 = 0.
Portanto, (1 — e;)R(1 — e1) = eaRes @ egRes. Como ey Rey e e3Reg sao
limpos, temos que ey Rey @ e3Res é limpo, pela Proposicao 4.2.2 e portanto
(1 —e1)R(1 —ep) é limpo. Pelo Lema 4.2.3, concluimos que R ¢ limpo.
Provemos que o resultado é valido paran > 3. Suponha que 1 =e;+---+
en, tal que e;e; =0 parai # jed,j=1,...,n. Entao, 1 —e; =ex+---+e,,
(1 —e)e(l—e) =e ee; € (1 —e)R(1—ep) parai = 2,...,n. Assim,
(1—e1)R(1—e1) = eaRex®- - ey Rey,. Como e;Re; é limpo parai = 1,...,n,
concluimos que (1 —e;)R(1 — e;) é limpo pela Proposi¢ao 4.2.2 e pelo Lema

4.2.3, temos que R ¢ limpo. O

Agora estamos prontos para demonstrar que anéis de matrizes com coe-

ficientes em um anel limpo é limpo.

s

Teorema 4.2.5. Se R é um anel limpo, entdo, para todo n > 1, M,(R) ¢é

limpo.

Demonstracdo. Vimos que o conjunto formado pelas matrizes elementares
{e;i}1~, forma um conjunto de idempotentes ortogonais em M,(R). Além
disso, e; M, (R)e; = Re;;. Como R é um anel limpo e Rey; ~ R, segue que
ei; M, (R)e;; é um anel limpo, para todo i = 1,...,n. Portanto, pelo Teorema

4.2.4, temos que M, (R) é limpo. ]

Pelo Teorema 4.2.5 e o Teorema 2.1.52 temos o préximo resultado que

inclui a classe de anéis semissimples na classe de anéis limpos.

Teorema 4.2.6. Se R € um anel semissimples, entao R € um anel limpo.
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Demonstracao. Pelo Teorema 2.1.52
R~ M, (Dy)® - & M, (Ds),

onde cada D; é um anel de divisao, parai =1,...,s. Pelo Exemplo 4.1.2, D;
é limpo parai =1,...,s. Assim, o Teorema 4.2.5 garante que cada M, (D;),
i =1,...,s, é limpo e, pela Proposigao 4.2.2, concluimos que M, (D) @

-+ @ M, (Dy) é limpo. Portanto, R é limpo. O

O resultado a seguir, demonstrado por Nicholson em 1977 [20], foi o marco

inicial do estudo de anéis limpos.

Proposicao 4.2.7. Sejam R um anel limpo e I um ideal a esquerda (a

direita, bilateral) de R. Entdo idempotentes sao levantados mddulo 1.

Demonstracdo. Seja v € R tal que v — 2% € I. Como R é limpo, podemos
escrever z = f+u com u € U(R) e f € I(R). Defina e = u~!(1 — f)u. Note
que € = [u™(1— Hufu™(1— fHliul = v (1— f)*u=u"'(1- f)u =e. Logo
e € I(R). Além disso, 1 —2% = (1— f)u—ux e com isso, u™(x—2?) = e—x €
I, pois I é um ideal a esquerda de R. Como [ é um ideal a esquerda de R

arbitrario, temos que idempotentes podem ser levantados modulo 1. O

Determinar se um anel é limpo nao é uma tarefa facil. A seguir, daremos

uma caracterizacao de anéis limpos via o radical de Jacobson do anel.

Teorema 4.2.8. Seja I um ideal de R tal que I C J(R). Entao R € limpo
se, e somente se, o anel quociente R/I ¢ limpo e idempotentes podem ser

levantados modulo 1.

Demonstrac¢ao. Se R é limpo, pela Proposigao 4.2.1 o quociente R/I é limpo
e pela Proposicao 4.2.7, os idempotentes podem ser levantados médulo 1.

Reciprocamente, suponha que R/I é limpo e que idempotentes podem ser
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levantados médulo I. Como R/I é limpo, para qualquer r € R temos que
7 =7+ € onde u é invertivel e € é idempotente. Como idempotentes podem
ser levantados mddulo I, entao existe um idempotente e* € R tal que e* = €.
Assim, 7 = u + e*. Note que u =T — e¥, logo r — e* é invertivel em R/I e
pelo Lema 2.1.44, r — e* é invertivel em R. Portanto, r = (r —e*) + ¢*, como

queriamos. n

Como todo ideal nil esta contido no radical de Jacobson e idempotentes

sao levantados médulo qualquer ideal nil, temos o seguinte resultado.

Corolario 4.2.9. Sejam R um anel e I um ideal nil de R. Entao R € limpo

se, e somente se, o anel quociente R/I € limpo.

Demonstracao. Segue da Proposi¢ao 4.2.1 que se R é limpo, entao R/I é
limpo. Suponha agora que R/I é limpo. Entao, pela Proposigao 2.2.7, idem-
potentes sao levantados médulo 7. Além disso, pelo Lema 2.1.45, I C J(R).
Portanto, pelo Teorema 4.2.8, R é limpo. O

Finalizamos o capitulo exibindo mais uma classe de anéis limpos.
Teorema 4.2.10. Se R ¢ um anel artiniano, entdo R € um anel limpo.

Demonstragao. Se R é artiniano, entao, pelo Coroldrio 2.1.54 R/J(R) é se-
missimples e pelo Teorema 4.2.6 concluimos que R/J(R) é limpo. Como
R é um anel artiniano, temos que J(R) ¢ nilpotente [14, Teorema 4.12] e,
como todo ideal nilpotente é nil, pela Proposicao 2.2.7, idempotentes sao
levantados médulo J(R). Portanto, pelo Teorema 4.2.8, concluimos que R é

limpo. O



Capitulo 5
Anéis nil limpos

Estudaremos neste capitulo algumas propriedades e exemplos de anéis
nil limpos e fortemente nil limpos com o objetivo de estudar relagoes entre
esses anéis e os que estudamos até o momento. A principal referéncia é o

artigo [7].

5.1 Anéis nil limpos

Definicao 5.1.1. Dizemos que r € R € nil limpo se pode ser escrito como
a soma de um idempotente e um nilpotente. Caso o idempotente e o nilpo-
tente comutam, dizemos que r € um elemento fortemente nil limpo. Se todo
elemento em R é nil limpo (fortemente nil limpo), dizemos que R é um anel

nil limpo (fortemente nil limpo).

E f4cil ver que 0 e 1 sao elementos nil limpos em qualquer anel R. Ele-
mentos nilpotentes e idempotentes sao nil limpos. Como todo elemento de
um anel booleano é idempotente, temos que todo anel booleano é nil limpo.
Como anéis booleanos sao comutativos, segue que todo anel booleano é for-

temente nil limpo.
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Dominios com mais de dois elementos nao sao nil limpos, pois, os tinicos
idempotentes e nilpotentes sao os triviais.

Uma vez que um corpo nao ¢ nil limpo, concluimos que anéis limpos nao
necessariamente sao nil limpos, mas a reciproca é verdadeira como veremos

na proposicao a seguir.
Proposicao 5.1.2. Todo anel nil limpo é limpo.

Demonstracao. Suponha que R é um anel nil limpo e seja r um elemento de
R. Como R é unitario, temos que r—1 € R, logor—1=e+bcome € I(R)
ebe Nil(R), assim r = e + (b+ 1) é limpo, pois b + 1 ¢ invertivel. O

Portanto, acabamos de mostrar que o anel ser limpo é uma condigao
necessaria para que seja nil limpo. Na demonstragao da Proposicao 5.1.2,
usamos fortemente o fato do anel ser nil limpo. Se R fosse um anel qualquer,
entao dado r € R nil limpo entao r é limpo?

A Proposicao 5.1.3 a seguir, mostra que se R é um anel comutativo, entao

a resposta é positiva.
Proposicao 5.1.3. Todo elemento fortemente nil limpo € limpo.

Demonstracao. Sejam R um anel e a € R nil limpo. Entao, a = e + b,
onde e é um idempotente e b é um nilpotente e eb = be. Temos que a =
(1—e)+ (26 — 1 +b). E claro que 1 — e é idempotente. Vamos mostrar que
2¢ — 1+ b é invertivel. Note que 2e — 1 é invertivel, pois (2e — 1)? = 1. Logo,
fazendo u = 2e — 1, temos que 2¢ — 1 +b = u + b = u(1 + u~'b). Como b

1

é nilpotente e u~! comuta com b, u~'b é nilpotente e, portanto, 1 + v~ 'b é

invertivel. Logo, u(1 + u™'b) = 2e — 1 + b ¢ invertivel. O

Com a caracterizacao de anéis fortemente m-regulares dada pelo Teorema
3.5.6, provaremos que elementos fortemente nil limpos sao fortemente -

regulares.
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Proposicao 5.1.4. Todo elemento fortemente nil limpo é fortemente m-

reqular.

Demonstracdo. Seja a € R um elemento fortemente nil limpo. Entao a =
e+ b, onde e € I(R), b € Nil(R) e eb = be. Pela Proposigao 5.1.3, temos
quea=(1—e)+(2e—1+4+b)com1l—ecI(R),2¢—1+0bec U(R). Note
que (1—e)a=(1—-e)(e+b) =e+b—e—eb=(e+b)(l—¢€)=a(l—e)
e(l—e)a(l—e)=(1—e)(b—be) =b—be —eb+be=>b—eb=(1—e)b
é nilpotente, pois b € Nil(R) e comuta com e. Portanto, a decomposigao
dada é a decomposicao fortemente mw-regular de a e concluimos que a é um

elemento fortemente 7-regular. O

Todo elemento fortemente nil limpo é fortemente w-regular e pelo Co-
rolario 3.5.5, temos que todo elemento fortemente nil limpo é m-regular e con-
sequentemente, todo elemento fortemente nil limpo possui alguma poténcia

regular.
Corolario 5.1.5. Todo elemento fortemente nil limpo € fortemente limpo.

Pela Proposicao 5.1.4 e o Corolério 5.1.5, concluimos que todo anel for-
temente nil limpo é fortemente m-regular, fortemente limpo e em particular
é limpo.

Lembremos que se a é fortemente nil limpo, entao a = e + b onde e é
um idempotente e b é um nilpotente com eb = be. Chamaremos essa decom-
posicao de a como decomposicao fortemente nil limpa e provaremos que essa

decomposicao é tnica.

Corolario 5.1.6. Todo elemento fortemente nil limpo admite uma unica

decomposicao fortemente nil limpa.

Demonstracdao. Seja a um elemento fortemente nil limpo. Suponha que a =

e1+f1 e a = es+ fy com ey e e idempotentes e fi e fo nilpotentes, ey f; = fieg
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eesfo = foes. Entaoa = (1—e1)+(2e1—14f1) ea = (1—ez)+(2ea—1+ f5) sao
decomposicoes fortemente m-regulares de a. Pela Proposigao 3.5.7, (1—e1) =

(1 — 62) e (261 -1+ fl) - (262 -1+ fz), pOI‘t&l’ltO €1 = €y € f1 = fQ. O

A préxima proposicao da uma caracterizacao para anéis fortemente nil

limpos via elementos fortemente m-regulares.

Proposigao 5.1.7. Sejam R um anel e a € R. Suponha que a é fortemente
m-reqular com a = e + u. Entao a € fortemente nil limpo se, e somente se,

2e — 1+ u € nilpotente.

Demonstracao. Sejam a € R fortemente nil limpo e a = f + b sua decom-
posigao. Pela Proposigao 5.1.4 temos que a admite uma decomposicao forte-
mente m-regular da forma a = (1 — f) 4+ (2f — 1+ b). Pela Proposi¢ao 3.5.7,
e=1—feu=2f—1+b. Comisso, 2e—14+u=2(1—f)—1+(2f—1+0) =b
é nilpotente. Reciprocamente se 2e — 1 + u ¢ nilpotente, entao vemos imedi-
atamente que a = e+ u = (1 —e) + (2e — 1 + u) e assim a é fortemente nil

limpo. [

Dizemos que x € R é unipotente se existe b € Nil(R) tal que x =
1 4+ b. Todo anel admite 1 como elemento unipotente, que chamaremos de
unipotente trivial.

Se a € U(R) é fortemente nil limpo, sabendo que ¢ = 0+ a é a sua
decomposicao fortemente m-regular, temos que 2-0—1+a = —1 +a é
nilpotente. Assim, podemos escrever a na forma a = 1+ (—1+a) e portanto
a é unipotente. Por outro lado, se a é unipotente, entao a = 1 + b para
algum nilpotente b, portanto a é fortemente nil limpo. Com isso, acabamos

de mostrar o seguinte resultado:

Corolario 5.1.8. Um elemento a € U(R) € fortemente nil limpo se, e so-

mente se, € unipotente.
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Teorema 5.1.9. Seja R um anel. Entao R é fortemente nil limpo se, e
somente se, R ¢ fortemente m-reqular e todo elemento invertivel em R ¢é

unipotente.

Demonstracao. Suponha que R é fortemente nil limpo. Entao, pela Pro-
posicao 5.1.4, R é fortemente m-regular. Além disso, pelo Corolario 5.1.8,
todo elemento invertivel em R é unipotente. Reciprocamente, suponha que
R é fortemente w-regular e que todo elemento invertivel em R é unipotente.
Entao, dado a € R, pelo Teorema 3.5.6, a = e +u com e € I(R), u € U(R),
ea = ae e ae € Nil(R). Por hip6tese temos que u = 1+ b com b € Nil(R).
Logo, a = e + 1 + b. Multiplicando a tultima igualdade a direita por e te-
mos que ae = 2e + be e consequentemente ae — be = 2e. Como ae = ea
temos que ue = eu e be = eb. Assim be € Nil(R), pois b € Nil(R), e
ae—be = 2e € Nil(R), pois ae e be comutam. Note que 2e+u = u(2eu'+1).
Como 2¢ ¢ nilpotente e eu = ue, temos que 2eu~! € Nil(R) e consequen-
temente 2eu! + 1 € U(R). Logo, 2¢ +u € U(R) e, como todo elemento
invertivel é unipotente, 2e —1+u € Nil(R). Portanto, pela Proposigao 5.1.7,

a ¢ fortemente nil limpo. O

Exemplo 5.1.10. Considere no anel Ms(R) a matriz A = ej; + €12 + €.
Como A — I, nao é nilpotente, A nao é unipotente e, pelo Teorema 5.1.9,

Ms(R) nao é um anel fortemente nil limpo.
Em geral temos o seguinte resultado.

Corolario 5.1.11. Para todo anel R e para todo n > 1, M,(R) nao é forte-

mente nil limpo.

5.2 Propriedades de anéis nil limpos

Veremos agora algumas propriedades de anéis nil limpos.
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Proposicao 5.2.1. O quociente de um anel nil limpo (fortemente nil limpo)
é nil limpo (fortemente nil limpo). O produto direto finito de anéis nil limpos

(fortemente nil limpo) € nil limpo (fortemente nil limpo).

Demonstracao. Para ver que o quociente de anéis nil limpos é nil limpo,
seja I um ideal de R e considere f : R — R/I a projegao canoénica. Dado
x € R, temos que x = e+b onde e? = e e b é nilpotente com b" = 0. Note que
F(€) = F(e2) = f3(e) e 0 = £(0) = f(b") = (f(B)", logo f(z) = f(e) + [(D)
onde f2(e) = f(e) e f(b) é nilpotente. Como f é sobrejetora, concluimos que
R/I é nil limpo.

Considere agora R = ﬁ R; onde cada R; é um anel nil limpo. Como
R; é nil limpo, para cadaulzz'1 =1,....n, x; € R; escreve da forma x; =
e; + b; com €2 = ¢; e b; nilpotente. Assim, x = (e; + by, €9 + ba, ..., e, +
b,) = (e1,€2,...,€4) + (b1,be,....b,). Como (eq1,es,...,e,) é idempotente
e (b1,bs,...,b,) é nilpotente, com indice de nilpoténcia igual ao minimo
multiplo comum dos indices de nilpoténcia de cada b;, temos que z é nil

n
limpo. Portanto R = [] R; é um anel nil limpo. Analogamente verifica-se o

=1
caso de anéis fortemente nil limpo. ]
Para mostrar que nao podemos retirar a hipotese de que o produto direto

seja finito na proposicao anterior, primeiro iremos demonstrar o seguinte

lema.

Lema 5.2.2. Se R € um anel nil limpo, entao o elemento 2 =1+ 1 € um

nilpotente central e, como tal, estd contido em J(R).

Demonstracao. Se 2 =e+bondee € I(R)eb e Nil(R),entdo 1 —e =b—1.
Logo b — 1 é idempotente e invertivel. Portanto, b —1 =1 e b = 2. Como

2 é um miultiplo da unidade do anel, segue que (2) é um ideal nil. Como
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todo ideal nil estd contido no radical de Jacobson, temos que (2) C J(R) e

portanto 2 € J(R). O

Pelo Lema 5.2.2, se 2 =141 € R nao é um nilpotente central, entao R
nao é um anel nil limpo.

Considere o anel Zsi com ¢ > 1. Dado um idempotente € € Zyi temos
que 2'|e(e — 1). Como mdc(e,e — 1) = 1 temos que 2°|e ou 2°|(e — 1). Se 2'|e,
temos que € = 0. Se 2!|(e—1), temos que € = 1. Logo, os tinicos idempotentes
em Zyi sa0 0 e 1. Dado # € Zo, temos que = 2k ou z = 1 + 2k com
k € Z. Como 2k é nilpotente em Zsyi, Zy: é um anel nil limpo. Consideremos
agora, R = IO_O[ Zgi e o elemento 1 +1 = (0,2,2,2,...) € R. Observe que um
elemento é rlli:li)otente em R se, e somente se, possui apenas uma quantidade
finita de entradas nao nulas. Entao, 1 4+ 1 nao é nilpotente. Como 1+ 1 nao
é nilpotente, pelo Lema 5.2.2, R nao é nil limpo. Portanto, o produto direto
infinito de anéis fortemente nil limpos nem sempre é fortemente nil limpo ou
nil limpo.

Por outro lado, se {R;}ie; é uma familia de anéis nil limpos (fortemente
nil limpos) e existe um N tal que o indice de nilpoténcia dos elementos
nilpotentes de cada R; para i € I sdo menores que N, entao [ R; é nil limpo
(fortemente nil limpo). <

Proposicao 5.2.3. Sejam R um anel e I um ideal nil de R. Entdo R € nil

limpo se, e somente se, R/I é nil limpo.

Demonstragao. Se R é nil limpo, segue da Proposigao 5.2.1 que R/I é nil
limpo. Suponha agora que R/I é nil limpo. Entdo, para qualquer r € R,
temos que ¥ = € + T onde T ¢ nilpotente e € é idempotente. Como [ ¢é
um ideal nil de R, pela Proposicao 2.2.7 temos que idempotentes podem ser

levantados médulo I. Logo, existe um idempotente ¢/ € R tal que € = €.
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Assim 7 = € + 7 e r — € é nilpotente em R/I. Com isso, existe n € N tal
que (r —¢)" =0, e consequentemente (r — ¢)* € I. Como I é um ideal nil,
exite k € N tal que ((r — ¢')")* = 0, ou seja, (r — ¢')"™* = 0. Portanto, r — ¢’
¢ nilpotente, e concluimos que r é nil limpo em R e r = € + (r — ¢') com

e el(R)er—e e Nil(R). O

O resultado a seguir d4 uma condigcao necessaria para que o anel seja nil

limpo.
Proposicao 5.2.4. Se R é um anel nil limpo entao J(R) é nil.

Demonstragao. Seja © € J(R). Como R é nil limpo, existem e € I(R) e
b € Nil(R) tais que x = e + b. Para mostrar o resultado, basta mostrar que
e = 0. Como b é nilpotente, entao 1 4 b é invertivel com inverso 1 + a. Logo,
a+b+ba=0.Agora, ex(14+a) =e+ea+eb+eba=e+e(a+b+ba)=e.
Como J(R) é um ideal, ex(1 4 a) € J(R). Portanto, e € J(R) e pelo Lema
2.2.4, ¢ = 0. 0

Com isso, temos uma caracterizacao para anéis nil limpos via radical de

Jacobson.

Corolario 5.2.5. Um anel R € nil limpo se, e somente se, J(R) € nil e

R/J(R) € nil limpo.

Observamos que se R ¢ abeliano e nil limpo, entao R ¢é fortemente nil
limpo. O lema a seguir serd importante na demonstracgao de que todo ele-

mento nilpotente de um anel abeliano nil limpo estd em J(R).

Lema 5.2.6. Seja R um anel limpo. Se I ¢ um ideal a esquerda proprio de

R que nao estd contido em J(R), entdao I possui um idempotente nao trivial.
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Demonstracao. Suponha que os idempotentes de I sao triviais e seja a € I.
Como R é nil limpo, pela Proposi¢ao 5.1.2, R élimpo e a = e+ucome € I(R)
e u € U(R). Observe que u (1 — e)u é um idempotente e u™'(1 — e)u =
a—ut(a*—a) € I. Logo, u*}(1 —e)u =0 e e = 1. Com isso, para todo
acl,a=14uel—acU(R). Logo, para todo r € R, 1 — ra tem inverso

a esquerda portanto, pela Proposicao 2.1.42, I C J(R). H

Proposicao 5.2.7. Se R é um anel abeliano nil limpo, entao todo elemento

nilpotente de R estd contido em J(R).

Demonstracdo. Suponha que a € R é nilpotente nao trivial com indice de
nilpoténcia n e a ¢ J(R). Logo I = Ra é um ideal a esquerda de R que nao
estd contido em J(R). Como R é nil limpo, pela Proposicao 5.1.2, R é limpo.
Logo, pelo Lema 5.2.6, I possui um idempotente nao trivial. Seja e = ra
esse idempotente. Como R é abeliano, todo idempotente de R é central e

e = €2 = rara = r%a®. Indutivamente, temos que e = €" = r*a" = 0,

absurdo. Portanto, todo elemento nilpotente de R esta em J(R). O

Corolario 5.2.8. Se R é um anel abeliano nil limpo com J(R) = {0}, entdo

R ¢é reduzido e portanto booleano.

Demonstragao. Como J(R) = {0}, pela Proposi¢ao 5.2.7, seu tnico nilpo-
tente é o zero, portanto R é reduzido. Como R é nil limpo, temos que todo

elemento de R ¢ idempotente. Portanto, R é booleano. O

Corolario 5.2.9. Seja R um anel comutativo. Entao R € nil limpo se, e

somente se, R/ J(R) € booleano e J(R) € nil.

Demonstragao. Suponha que R é nil limpo. Pela Proposic¢ao 5.2.4, J(R) é nil.
Como R é um anel comutativo, R/J(R) é comutativo e consequentemente

R/J(R) é abeliano. Como quociente de anéis nil limpos sao nil limpos,
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pela Proposigao 5.2.7, todo elemento nilpotente de R/J(R) estd contido em
J(R/J(R)) mas, J(R/J(R)) = J(R)/J(R) = 0. Entao, pelo Corolario 5.2.8,
R/J(R) é booleano. Reciprocamente, se R/J(R) é booleano, R/J(R) é nil

limpo e como J(R) é nil, segue pelo Corolario 5.2.5 que R ¢ nil limpo. [

A demonstragdo do Lema a seguir pode ser encontrada em [6]. Serd

omitida desse trabalho, pois trata-se de uma prova técnica e longa.

Lema 5.2.10. [6, Lemma 4] Sejam R um anel e I um ideal nilpotente de R.
Um elemento x € R é fortemente m-reqular se, e somente se, T € fortemente

m-reqular em R = R/I.

O teorema seguinte garante que elementos nil limpos no quociente de um

anel por um ideal nilpotente também sao nil limpos no anel.

Teorema 5.2.11. Sejam R um anel, a € R e I um ideal nilpotente de R.
Seja R = R/I. Sea ¢ fortemente nil limpo em R, entdo a é fortemente nil

limpo em R.

Demonstracao. Como @ é fortemente nil limpo, escrevemos @ = € + b onde

e? = € e b é nilpotente que comuta com €. Pela Proposicao 5.1.4, @ admite uma

decomposicao fortemente m-regular da formaa=1—e+2e — 1+ b. Como [
¢ um ideal nilpotente de R, pelo Lema 5.2.10, existe um idempotente f € R
e uma unidade u € R tal que a = f + u é uma decomposicao fortemente
m-regular. Pela Proposicao 5.1.7, precisamos apenas mostrar que 2f — 14w é
nilpotente. Pela unicidade da decomposicao fortemente w-regular, temos que

f=T—ceu=2e—1+b Assim, 2f —14+u=2(1—¢)—1+2e—1+b=

b. Como b é nilpotente médulo I, existe n € N tal que b* = 0 isto é,
(2f =14 wu)" = 0 implicando em (2f — 1+ u)" € I. Como I é um ideal

nilpotente, em particular nil, temos que (2f — 1 + u)™ é nilpotente. Logo
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existe k € N tal que (2f — 1 + u)™ = 0, assim 2f — 1 + u é nilpotente.

Portanto, pela Proposicao 5.1.7 temos que a é fortemente nil limpo. O

Corolario 5.2.12. Suponha que R é um anel com um ideal nilpotente I.

Entao R € fortemente nil limpo se, e somente se R/I é fortemente nil limpo.

Demonstracdo. A demonstracao desse corolario segue diretamente da Pro-

posicao 5.2.1 e o Teorema 5.2.11. L]

Lema 5.2.13. Seja R um anel nil limpo com apenas idempotentes triviais.

Sea ¢ J(R), entio a € U(R).

Demonstragao. Se a ¢ J(R), entdo Pela Proposicao 2.1.42, existem r, s €
R tais que 1 — ar e 1 — sa nao admitem inverso a esquerda e a direita,
respectivamente. Assim, como R é um anel nil limpo e 0 e 1 sao os tinicos
idempotentes de R, podemos escrever 1 —ar = 0+boul—ar =1+bondeb é
nilpotente e analogamente 1 —sa = 0+4c ou 1 —sa = 1+c onde c é nilpotente.
Note que 1 — ar e 1 — sa nao sao invertiveis, logo 1 —ar=bel —sa=c, o
que implica ar = 1—be sa = 1—c¢, ou seja ar e sa sao invertiveis. Portanto,

ar(l1—b)"'=1e (1 —c)"tsa = 1. Portanto, a é invertivel. O

A seguir daremos uma caracterizacao de anéis nil limpos via anéis locais

e o radical de Jacobson.

Proposicao 5.2.14. Seja R um anel apenas com idempotentes triviais. Entdo

R € nil limpo se, e somente se, R € um anel local, J(R) é nil e R/ J(R) ~ Zs.

Demonstracdo. Suponha que R é nil limpo e seja a € R. Como R possui
somente idempotentes triviais, entdo a é nilpotente ou a = 1+ b € U(R).
Sejaa € R—U(R). Pelo Lema 5.2.13, a € J(R). Com isso, R—U(R) = J(R),
R élocal e J(R) é nil. Agora, considere R/J(R) e seja T € R/J(R). Pelo

exposto acima, = 1+b é invertivel. Portanto R/J(R) é um anel de divisdo.
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Além disso, se T = 1+b, como b é nilpotente, conclufimos que b € J(R), b= 0
e T = 1. Logo, R/J(R) ~ Z,.

Reciprocamente, tome a € R arbitrdrio e considere @ € R/J(R). Entao
@a=0oua=1,assimaec JR)oua—1¢€ J(R). Como J(R) é nil, entdao
ou a ¢ nilpotente, ou a — 1 é nilpotente e consequentemente a = 0 + a ou

a =1+ (a—1), portanto a é nil limpo. O

O resultado a seguir mostra uma relacao entre o anulador do elemento

fortemente nil limpo e o idempotente que aparece em sua decomposicao.

Lema 5.2.15. Sejam R um anel e a = e + b a decomposicao fortemente nil

limpa de a € R. Entao ann;(a) C anny(e) e ann,(a) C ann,(e).

Demonstracao. Sejar € ann(a). Se a = e+bentao 0 = re+rbe = re+reb =
re(140b), como 1 +b € U(R), re =0, portanto r € ann(e). Analogamente,
ser € ann.(a) e a =e+b, entdo 0 = er +ebr = (1+b)er e er = 0, portanto

r € ann,(e). O

Lema 5.2.16. Sejam R um anel e a = e +b a decomposicao fortemente nil

limpa de a € R. Entao anni(a) C R(1 —e¢) e ann,(a) C (1 —e)R.

Demonstracao. Se r € anny(a), pelo Lema 5.2.15, temos que r € anny(e),
logo re = 0 e assim, r = r +re = r(1 — e), portanto r € R(1 — e). Ana-
logamente, se r € ann,(a), pelo Lema 5.2.15, temos que r € ann,.(e), logo

er =0,r=r+er=(1—e)reportanto r € (1 —e)R. O

Daremos a seguir uma caracterizacao de elementos fortemente nil limpos

em fRf, com f € I(R).

Proposicao 5.2.17. Sejam R um anel e f € R um idempotente. Um ele-
mento a € fRf € fortemente nil limpo em R se, e somente se, € fortemente

nil limpo em fRf.
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Demonstracao. Se a € fRf é fortemente nil limpo em fRf, entao com a
mesma decomposicao nil limpa, a é fortemente nil limpo em R. Reciproca-
mente, considere a € fRf fortemente nil limpo em R tal que a = e + b onde
e? = e e b é nilpotente. Note que (1 — f)a=0=a(l— f), logo fa=a=af.
Pelo Lema 5.2.15, também temos que (1 — fle = 0 = e(l — f), ou seja
ef = e = fe. Com isso, temos que (1 — fla = (1 — fle + (1 — f)b, isto é,
(1—f)b=0e f = fb. Analogamente vemos que f = bf e fb = b = bf.
Como fe = fef = (fef)?, pois e e f sao idempotentes, temos que fef é um
elemento idempotente em fRf. Como b = bf = fbf e b é nilpotente temos
que fbf é nilpotente em fRf. Portanto, a = fef + fbf é fortemente nil
limpo em fRf. O]

Portanto se estamos trabalhando com anéis fortemente nil limpos, con-
cluimos que o anel da forma eRe onde e = e € R sera fortemente nil limpo.

Assim, podemos enunciar o seguinte coroldrio.

Corolério 5.2.18. Se R é um anel fortemente nil limpo e f € I(R), entdo

o anel fRf € fortemente nil limpo.

5.3 Contra-exemlos

A proposicao a seguir resume o que estudamos até o momento sobre
anéis fortemente regulares, fortemente nil limpos, fortemente 7-regulares e

fortemente limpos.

Proposicao 5.3.1. Sejam R um anel e a € R. Considere as sequintes

condicoes.

1. a € fortemente reqular;

2. a € fortemente nil limpo;
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3. a € fortemente w-reqular;
4. a € fortemente limpo.

Entao, temos as sequéncias de implicagoes
1=3=14

2=3=4.

Demonstra¢ao. A demonstragao de 1 = 3 segue diretamente dos Teoremas
3.2.26 e 3.5.6. Ja a demonstracao de 3 = 4 segue diretamente do Teorema

3.5.6 e a de 2 = 3 segue da Proposicao 5.1.4. O]

Veremos que as reciprocas das implicagoes que aparecem na proposicao

anterior nao sao verdadeiras.

Exemplo 5.3.2. (3 # 1) Pelo Exemplo 3.4.6 temos que Z, é fortemente
m-regular. Uma vez que os Unicos invertiveis em Z4 sao 1 e 3, o elemento 2
admite a decomposicao fortemente m-regular 2 = 14+1. Como 2 = 1-2-1 # 0,
pelo Teorema 3.2.26, o elemento 2 nao é fortemente regular. Portanto, Z, é

um anel fortemente 7-regular, mas nao ¢ fortemente regular.

Exemplo 5.3.3. (4 % 3) Seja R= {2 € Q: n é impar}. Como os tnicos
elementos idempotentes em R sao os triviais e o Unico nilpotente é o zero,
dado ™* € R, temos que:
m—042ou®=1+ 00

Observe que essas decomposicao sao limpas, logo R é fortemente limpo. Sabe-
mos pelo Corolério 3.5.5 que todo elemento fortemente m-regular é m-regular.
Logo, pelo Lema 3.3.4, o radical de Jacobson de um anel fortemente m-regular
¢ nil. Como vimos no Exemplo 3.3.6, J(R) = (2) nao é nil, logo R néo é

fortemente m-regular.
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Exemplo 5.3.4. (3 % 2) Todo corpo ¢ fortemente m-regular, mas nao ¢é
fortemente nil limpo, pois os tnicos idempotentes e nilpotentes em um corpo

com mais de dois elementos sao os triviais.

Como o tnico nilpotente em um corpo é o zero, temos que um corpo com
mais de dois elementos nao é fortemente nil limpo, mas é fortemente regular.

Observamos que um anel é fortemente regular e fortemente nil limpo se,
e somente se é booleano. De fato, se R é fortemente regular, pelo Lema
3.2.14, R ¢é reduzido. Mas, por hipétese, R também é fortemente nil limpo,
entao, todo elemento em R é idempotente e portanto R é um anel booleano.
Reciprocamente, se R é um anel booleano, dado a € R, temos que a €
fortemente nil limpo. Por outro lado, a admite a seguinte decomposicao:
a = (1—-a)+ (2a —1). Como R é booleano, a*> = a e consequentemente
a(l—a)=0=(1—-a)a, a(l —a)a € Nil(R) e (2a — 1) € U(R). Logo, pelo
Teorema 3.2.26, concluimos que a é fortemente regular.

A demonstragao do teorema a seguir pode ser encontrada em [22]. Utili-
zaremos este teorema para descrevermos dois exemplos: o primeiro exemplo
mostrard um anel nil limpo que nao é fortemente m-regular e o segundo

exemplo mostrard um anel nil limpo que nao é m-regular.

Teorema 5.3.5. [22, Theorem 2.2] Seja n > 1. Para toda matriz A €
M, (Zy) eziste um idempotente E € M, (Zs) tal que (A — E)* = 0.

O exemplo a seguir mostra que a Proposicao 5.1.4 nao é verdadeira, caso

consideramos anéis nil limpos em vez de anéis fortemente nil limpos.

Exemplo 5.3.6. Seja R = [[ M,,(Z5). Pelo Teorema 5.3.5, R é um anel nil

n>1

limpo, pois, dado qualquer matriz A € M,,(Zy) temos que A = F + (A — E)

onde E é um idempotente e (A— E) é nilpotente. Observe que para cada n >
n—1

2, o anel M,(Z,) admite a, = Y e; ;11 como elemento nilpotente de indice
i=1
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de nilpoténcia n. Considere o elemento a = (0, as, ..., Gy, Gpi1, Apio,--.) €M
R. Observe que

n __ n n
a" =(0,0,...,0,an,1,an.0,-..)

com aj, ., # 0. Enquanto
n+l __ n+1
a"' = (0,0,...,0,0,a"t},..).
Logo, a™ ¢ a"" R e concluimos que R nao é fortemente m-regular.

Exemplo 5.3.7. Seja R = [[ -, M,(Z,). Afirmamos que R é nil limpo.
De fato, seja I = 2R. Note que 2Z, = {0,2}. Logo, I = 2R é um ideal
nil de R. Escreva R = R/I ~ [[02, M,,(Z4/{0,2}) ~ [[°2, M,,(Z5). Tome
a € R qualquer. Pelo Teorema 5.3.5, existe um idempotente e € R tal que
(@ —e)* = 0. Como idempotentes sempre podem ser levantados médulo um
ideal nil, existe um idempotente ¢/ € R tal que ¢/ = e. Consequentemente
(a— e =0, isto é, (a—€')* € I. Como todo elemento em I tem o quadrado
igual a zero, segue que (a —€)® = 0 e a = ¢ + (a — €). Para ver que R
nao é m-regular, defina para cada n > 1, os seguintes elementos em M, (Zy) :
a=2ea, = zn: €ii—1 +§el,n para n > 2. Podemos calcular diretamente que
a” =21, € M,I%@, que ndo é um elemento regular em M, (Z,), pois, 2° = 0.
Consequentemente, definindo a = (ay, as, as,...) € R, nenhuma poténcia de
a é regular em R. De fato, se existe algum n > 1 com a” regular, segue que
al' é regular em M, (Z,), que é uma contradigao. Isso prova que R nao é

m-regular. Portanto, acabamos de exibir um exemplo de um anel nil limpo,

mas que nao ¢ m-regular.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos anéis regulares, w-regulares, fortemente -
regulares, limpos e nil limpos. Vimos propriedades, exemplos e como esses
anéis se relacionam. O estudo desses anéis teve inicio no século XX. Ao
longo dos anos, técnicas foram desenvolvidas, resultados interessantes foram
surgindo e questoes foram deixadas em aberto.

Uma das questdes em aberto foi proposta por Diesl em [7] e diz o seguinte:
o anel de matrizes com coeficientes em um anel nil limpo é nil limpo? Diesl
[7] mostra que o anel de matrizes com coeficientes em um anel nil limpo é
limpo, mas a solugao para a sua pergunta ainda é desconhecida.

Na teoria de anéis, ha um problema conhecido como problema de Kothe.
Este problema, introduzido por G. Kéthe em 1930, diz: a soma de dois ideais
a direita nil é também um ideal a direita nil? Uma outra formulacao equiva-
lente é: para qualquer anel R e qualquer ideal nil J de R, M,,(J) é um ideal
nil de M, (R) para todo n? Na tentativa de solucionar este problema, varias
equivaléncias foram encontradas e uma delas, diz o seguinte: o problema de
Kothe tem solugao positiva se, e somente se, o anel de matrizes com coefici-

entes em um anel nil limpo ¢ nil limpo. Portanto, a resposta a pergunta de
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Diesl é positiva se, e somente se, o problema de Kothe tem solugao positiva
em classes de algebras sobre o corpo [F.

Diesl em [7] traz também a seguinte pergunta: Existe um anel nil limpo
que ndo é fortemente 7-regular? Recentemente, Ster em [22] exibiu o Exem-
plo 5.3.6 dessa dissertacao, respondendo afirmativamente esta pergunta.

Outras questoes deixadas por Diesl em [7] que ainda estao em aberto sao:
Se R é um anel qualquer, dado r € R nil limpo, entao r é limpo? Se R é um
anel nil limpo e e é um idempotente, o anel eRe ¢é nil limpo?

Portanto, em geral, o estudo de regularidade em anéis representa um
papel importante no desenvolvimento da teoria de anéis limpos e problemas

relacionados.



Bibliografia

Arens, R. F.; Kaplansky, 1., Topological representation of algebras,
Trans. Amer. Math. Soc. 63 (1948) 457-481.

Azumaya, G., Strongly m—regular rings, J. Fac. Sci. Hokkaido Univ.
Ser. 1. 13 (1954) 34-39.

Burgess, W. D.; Menal, P., On strongly m-regular rings and homo-
morphisms into them, Comm. Algebra 16 (1988), no. 8, 1701-1725.

Brown, B.; McCoy, N. H., The maximal regular ideal of a ring, Proc.
Amer. Math. Soc. 1 (1950) 165-171.

Chen, H., On uniquely clean rings, Comm. Algebra 39 (2011), no. 1,
189-198.

Diesl, A. J.; Dorsey, T. J.; Garg, S.; Khurana, D., A note on comple-
teness and strongly clean rings, J.Pure Appl Algebra 218 (2014), no.
4, 661-665.

Diesl, A. J., Nil clean rings, J. Algebra 383 (2013) 197-211.

Dischinger, F., Sur les anneaux fortement w-réguliers, C. R. Acad. Sci.

Paris Ser. A-B 283 (1976), no. 8, A571-A573.



BIBLIOGRAFIA 78

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

Farb B.; Dennis, K. R., Noncommutative Algebra, Graduate Texts in
Mathematics, 1993.

Han, J.; Nicholson, W. K., Extensions of clean rings, Comm. Algebra

29 (2001), no. 6, 2589-2595.

Huh, C.; Kim N. K.; Lee, Y., Ezamples of strongly m-requlares rings,
J. Pure Appl. Algebra 189 (2004), no. 1-3, 195-210.

Kaplansky, 1., Topological representation of algebras .II., Trans. Amer.

Math. Soc. 68 (1950) 62-75.

Kando, T. Strong regularity in arbitrary rings, Nagoya Math. J. 4
(1952), 51-53.

Lam, T. Y., A First Course in Noncommutative Rings, Springer-Velarg,

1991.

Matczuk, J., Conjugate (nil) clean rings and Kéthe’s problem, J. Al-
gebra Appl 16 (2017), no. 4, 1750073 14pp.

Milies, C. P.; Sehgal. S. K., An Introduction to Group Rings, Kluwer
Academic Publichers, 2002.

McCoy, N. H., Generalized reqular rings. Bull. Amer. Math. Soc. 45
(1939), no. 2, 175-178.

Morgado, J., Inteiros requlares modulo n, Gazeta de Matematica (Lis-

boa) 33 (1972) No. 125-128, 1-5.

Nicholson, W. K., Strongly clean rings and Fitting’s lemma, Comm.

Algebra 27 (1999), no. 8, 3583-3592.



BIBLIOGRAFIA 79

[20] Nicholson, W.K., Lifting idempotents and exchange rings, Trans. Amer.
Math. Soc. 229 (1977) 269-278.

[21] Nicholson, W. K.; Zhou, Y., Rings in which elements are uniquely the
sum of an idempotent and a unit, Glasg. Math. J. 46 (2004), no. 2,
227-236.

[22] Ster, J., On expressing matrices over Zo as the sum of an idempotent

and a nilpotent, Linear Algebra Appl. 544 (2018) 339-349.

[23] von Neumann, J., On regular rings Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 22
(1936), No. 12, 707-713.



