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Resumo

Inspirados pelo artigo What is a cross-ratio? de Francgois Labourie, publicado na Notices of
AMS — American Mathematical Society, nosso objetivo é percorrer diversos contextos em que
o conceito de razao cruzada é utilizado.

Iniciando com o caso unidimensional, no contexto da Geometria Fuclidiana, seguindo aos
teoremas fundamentais da Geometria Projetiva e chegando ao plano complexo (e esfera de Ri-
emann) e a Geometria Hiperbolica real. A razao cruzada é preservada pelas transformagoes
lineares fracionérias, ou transformacoes de Mobius, e é essencialmente o Gnico invariante proje-
tivo de uma quadrupla de pontos colineares, o que justifica sua importancia para a Geometria
Projetiva. No modelo de Cayley-Klein, da Geometria Hiperbolica real, a distancia entre os
pontos é expressa em termos da razao cruzada.

Abordamos, ainda, o conceito de razao cruzada complexa, apresentado por Korényi e Rie-
mann, que ¢ uma generalizagao da razao cruzada classica e um importante invariante geométrico
de uma quéadrupla de pontos na fronteira do plano hiperbélico complexo.

No contexto de dinamica é apresentado o conceito de derivada de Schwarz, visto como uma
versao infinitesimal da razao cruzada, que permite avaliar a variacao, sob uma transformacao

definida na reta projetiva, da razao cruzada de pontos infinitamente proximos.



Abstract

Inspired by What is a cross-ratio?, published by Franc¢ois Labourie in Notices of AMS -
American Mathematical Society, our goal is to go through several contexts in which the concept
of cross-ratio is used.

Starting with the onedimensional case, in the context of classical Euclidean Geometry, fol-
lowing to the fundamental theorems of Projective Geometry and arriving at the complex plane
(and Riemann sphere) and real Hyperbolic Geometry. The cross-ratio is preserved by the frac-
tional linear transformations, or Mébius transformations, and is essentially the only projective
invariant of a quadruple of collinear points, which justifies its importance for Projective Geo-
metry. In the Cayley-Klein model of real Hyperbolic Geometry, the distance between points is
expressed in terms of the cross-ratio.

We also approach the concept of complex cross-ratio, presented by Koranyi and Riemann,
which is a generalization of classical cross-ratio and an important geometric invariant of a
quadruple of points at the boundary of the complex hyperbolic plane.

In the context of dynamics the concept of the derivative of Schwarz is presented as an
infinitesimal version of the cross-ratio, which allows us to evaluate the variation, under a defined

transformation in the projective line, of the cross-ratio of infinitely close points.
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Introducao

A uma quadrupla de pontos distintos estd associado um invariante, a razao cruzada, da
seguinte maneira, duas quidruplas sao equivalentes sob uma transformacao se, e somente se,
elas possuem a mesma razao cruzada. Em coordenadas projetivas, a razao cruzada é calculada
como uma razao envolvendo quatro termos com alguma “simetria cruzada”, o que justifica o seu
nome. Nesse texto, queremos desenvolver o conceito de razao cruzada em alguns dos contextos
onde esse conceito aparece.

Nos capitulos 1 e 2, apresentamos a razao cruzada no contexto da Geometria Projetiva.
Descrevemos os elementos da Perspectiva, que surge com motivacao na arte e na pintura, e
os direcionamos na constru¢ao da Geometria Projetiva de maneira mais formal. Nesse con-
texto apresentamos alguns dos resultados classicos, como o Teorema de Desarques e o Teorema
de Pappus, cujas demonstragoes apresentadas se utilizam da razao cruzada. Apresentamos,
ainda, o conceito de razao cruzada na esfera de Riemann e mostramos que quatro pontos estao
“alinhados” se, e somente se, sua razao cruzada é um nimero real.

No capitulo 3, apresentamos a razao cruzada no contexto da Geometria Hiperbolica Real,
mostramos que ela é preservada pelas transformacoes de Mobius e que a métrica nesse espago
pode ser descrita em termos da razao cruzada.

No capitulo 4, apresentamos de maneira breve algumas descricoes do plano hiperbolico
complexo e o conceito de razao cruzada complexa, que é uma generalizacao da razao cruzada
de uma quadrupla de niimeros complexos, e que ¢ um importante invariante geométrico nesse
contexto. Juntamente com o invariante angular de Cartan, apresentamos uma caracterizagao

para quadruplas de pontos na fronteira do plano hiperbolico complexo.



INTRODUCAO 2

No capitulo 5, trabalhamos no contexto de dinamica unidimensional. Apresentamos a re-
lagdo da razao cruzada com a Derivada de Schwarz e usamos a distor¢cao da razao cruzada
em resultados como o Principio de Expansao Minima, o Principio de Koebe e o Principio de
Expansao.

No capitulo 6, orientados pelo artigo What is a cross-ratio? de Francgois Labourie, apresen-
tamos uma descricao mais geral da razao cruzada, em uma discussao que apresenta a impor-
tancia desse conceito em contextos mais avancados, como superficies de Hadamard, Teoria de
Teichmiiller e componentes de Hitchin, apenas para motivar o leitor (e ndés mesmos) na busca
por mais contextos onde esse conceito aparece e se faz importante.

O simples conjunto de relagoes satisfeito pela razao cruzada, que aparece ao mesmo tempo
em varios contextos, é flexivel o suficiente para descrever varias situacoes dinamicas e geomé-
tricas e, a0 mesmo tempo, rigoroso o suficiente para fornecer informagoes muito importantes

sobre dinamica, estrutura de Poisson e representancoes de grupo de uma superficie.



Capitulo 1

Geometria Projetiva

Quando buscamos conhecer as origens da Geometria Projetiva, encontramos na arte e na
pintura as motivacoes principais do surgimento e do desenvolvimento desta ciéncia matemé-
tica. Por isso, a perspectiva aparece fortemente como um fundamento principal. Através da
perspectiva e da reta de fuga, motivamos a defini¢ao de pontos ideais ou pontos no infinito. Sao
esses pontos ideais que unidos aos pontos do plano euclidiano irao definir o plano projetivo.

Existem, tradicionalmente, duas maneiras de se abordar a Geometria Projetiva. A primeira
é tomar a geometria euclidiana como base, utilizar e estender seus conceitos para se chegar a
Geometria Projetiva. A segunda é a sintética, onde simplesmente colocamos todos os axiomas
que regem esta geometria. No nosso contexto inicial, a maneira que nos parece mais adequada

é a primeira.

1.1 Elementos de Perspectiva

O modelo de perspectiva que vamos considerar consiste de dois planos perpendiculares entre
si e um ponto O que nao pertence a nenhum dos dois planos. Um plano horizontal que é o plano
objeto, m,, também conhecido como plano de terra, um plano vertical que é o plano imagem, 7;,

e o ponto O que é o centro da perspectiva. Alguns elementos da perspectiva merecem destaque:

- A reta m, N7; é a linha de terra.
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- A reta que liga o centro da perspectiva O a qualquer ponto P € 7, é chamada linha de

projecao. Essa linha intersecta o plano 7; em um ponto P’, que é a imagem do ponto P.

- Tracando por O um plano paralelo a 7,, sua intersecao com o plano m; é uma reta, f,
chamada de linha no horizonte, ou reta de fuga. Os pontos de f sao os pontos do plano

m; que nao sao imagem de nenhum ponto de m,.

- Tracando por O um plano paralelo a m; determinamos uma reta, v, intersecao desse plano
com o plano 7,. Os pontos de v sao os pontos do plano 7, que nao tem imagem no plano

Ures

o Mo (M

Figura 1.1: Elementos de perspectiva.

Para determinar a imagem de uma reta r contida no plano objeto, procedemos da seguinte
maneira: tracamos por O uma reta s paralela a reta r. Essas duas retas determinam um plano
que intersecta o plano imagem, 7;, na reta r’, que é a imagem da reta r pela perspectiva.

A reta v divide o plano 7, em dois semiplanos, (7,)1 e (7,)2, e a reta f divide o plano m; nos

semiplanos (m;); e (m;)2. A perspectiva estabelece uma bijecao entre (7,); e (7;)1 e entre (m,) €
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(7;)2. Os pontos da reta v e da reta f ficam sem correspondentes euclidianos nessa perspectiva.
Para resolver isso, completamos os planos objeto e imagem com uma reta de pontos ideais
(pontos no infinito). A reta dos pontos ideais do plano objeto faz correspondéncia biunivoca
com os pontos da reta f, completada com seu ponto ideal, e os pontos ideais do plano imagem
com a reta v, também completada com seu ponto ideal.

Ao adicionarmos um ponto ideal, uma reta e todas as outras que, no plano euclidiano, eram
paralelas a essa reta, passam a ter esse ponto ideal como ponto comum e, portanto, deixam de
ser paralelas. Ao se adicionar a reta de pontos ideais ao plano euclidiano, sempre que forem

dadas duas retas elas terao um ponto em comum.

1.2 A Perspectiva Plana

A maneira que apresentamos a Geometria Projetiva até aqui, apesar de ter uma ligagao
muito forte com a pintura e o desenho, que motivaram o seu desenvolvimento, é insuficiente
para se obter resultados mais aprofundados, como pretendemos. Dessa forma, vamos considerar
uma técnica que consiste em rebater o plano imagem sobre o plano objeto e, entao, a perspectiva
tridimensional define agora uma transformacao do plano, que chamaremos de perspectiva plana.
Através do conceito de perspectiva plana obteremos todas as transformacoes projetivas do plano
e, consequentemente, os resultados importantes da geometria projetiva dos quais trataremos.

Consideremos, entdo, um sistema de perspectiva (m,, m;, O), onde o plano objeto é perpen-
dicular ao plano imagem (notamos o centro da perspectiva por O, para reservar a notacio O
para o centro da perspectiva plana que iremos definir). Precisamos tomar, agora, um cuidado
adicional com a posic¢ao do centro da perspectiva, além de exigir que ele nao pertenga a nenhum
dos planos objeto e imagem, é necessario que ele nao pertenca ao plano que contém a linha de
terra e forma um angulo de 45° com o plano m,.

Tendo o sistema de perspectiva, tomamos o plano 7, que passa por O é perpendicular aos
planos objeto e imagem. Tracamos nesse plano, a linha de proje¢ao que forma um angulo de 45°

com a reta m,N7. A linha de projecao intersecta o plano objeto, m,, no ponto que denotaremos
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por O, e que tem por imagem o ponto O’. Rebater o plano imagem sobre o plano objeto consiste
em rotacionar o plano imagem em 90°, tendo a linha de terra como eixo de rotagdao. O sentido
da rotagao deve fazer com que o ponto imagem O’ seja rebatido exatamente sobre o ponto O

do plano objeto.

Ty /

Figura 1.2: Rebatimento do plano imagem sobre o plano objeto.

Ao fazermos o rebatimento do plano imagem sobre o plano objeto, temos, de inicio, dois
elementos que merecem destaque. A linha de terra e o ponto objeto O, que coincide com o
ponto imagem O’ que nao pertence a linha de terra. A partir destes dois elementos podemos

obter resultados bésicos e interessantes sobre a perspectiva plana. Citaremos alguns deles:

Resultado 1.2.1. Seja r uma reta que passa pelo ponto O, entdo a sua imagem r' coincide

com a reta r.

Demonstracao. E facil ver que a imagem de r é uma reta, desta forma, basta conhecer a
imagem de dois pontos distintos dessa reta. Temos dois casos a considerar. No primeiro, a

reta r intersecta a linha de terra em um ponto L, com isso, r contém dois pontos O e L tais
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que O' = O e I = L, portanto a imagem 7’ da reta r contém os pontos O e L, coincidindo
assim, com a reta r. No segundo caso, a reta r é paralela a linha de terra. Nesse caso, a sua
. , , - - <1

imagem 1’ contém o ponto O e nao pode ser nenhuma das outras retas nao paralelas a linha
de terra, ja que essas retas sao suas proprias imagens. Assim, resta apenas a reta r para ser a

reta imagem. [

Resultado 1.2.2. Seja P um ponto do plano, com P # O, entao a sua imagem P’ pertence a

reta w

Demonstracao. E consequéncia imediata do resultado anterior. O

Resultado 1.2.3. Os dnicos pontos fizos sio os pontos da linha de terra e o ponto O (um

ponto P ¢é dito fizxo pela perspectiva quando sua imagem (rebatida) P coincide com P).

Demonstracao. A suposicao da existéncia de um ponto fixo P, distinto de O e que nao pertenca
a linha de terra, nos conduz ao absurdo de que todos os pontos do plano sao fixos. Pois, dado
um ponto @), qualquer do plano, usando o resultado 1.2.2, temos que sua imagem )’ esta na

reta % e analogamente também esta na reta %, sendo, portanto, o préprio ponto Q). O

Resultado 1.2.4. Dados a linha de terra, o ponto O, um ponto P e sua imagem P’, determi-

namos a imagem de qualquer ponto.

Demonstracao. Para determinar a imagem de um ponto () qualquer do plano 7,, tracamos a
reta @, pois sabemos que Q' pertence a essa reta. Tracamos a reta % e obtemos a sua
imagem. Se % intersecta a linha de terra em um ponto L, a reta imagem é LP'. Se % for
paralela a linha de terra, a reta imagem é a reta que passa por P’ e é paralela a linha de terra.

O ponto imagem @’ é o ponto de intersecao dessas duas retas. O

Como vimos, uma perspectiva plana é uma transformacao do plano euclidiano 7, (menos os
pontos da reta v) no plano 7, (uma vez que o plano m; foi rebatido sobre 7,). Podemos notar
tal transformacao por p : m, \ {v} — 7, \ {f(reb)}, onde { f(reb)} denota o conjunto dos pontos
da reta de fuga rebatida. A perspectiva plana pode ser estendida de maneira tinica ao plano

projetivo pela uniao de 7, com a reta de seus pontos ideais, que notaremos por 7, U {v} = P?,
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da seguinte maneira: se V é um ponto da reta v, este ponto, que sabemos nao ter imagem
em 7,, terd imagem em P2. De fato, a imagem de V é simplesmente o ponto ideal da reta
determinada por V' e por O. Por outro lado, se P ¢ um ponto ideal, a sua imagem é o ponto
de intersecao da reta f(reb) (e seu ponto ideal), com a reta determinada por P e por O. Dessa
forma, cada perspectiva plana em 7, se estende de maneira tinica a uma perspectiva em P2
Agora, ao considerarmos duas perspectivas planas p; e py estendidas ao plano projetivo,
sua composta p = p; o pp estard bem definida em todo o plano projetivo. Com isso, podemos
considerar as perspectivas planas paralelas, que sao perspectivas no plano projetivo, cujo centro
é um ponto ideal. As transformagcoes projetivas que sao obtidas pela composta de somente
perspectivas planas paralelas formam uma classe particular de transformacoes projetivas que
preservam a razao simples de segmentos e que estao relacionadas as transformacoes afins do

plano.

1.3 Perspectivas de Retas

J& vimos que, dada qualquer transformacao projetiva, p, do plano projetivo, a imagem de
qualquer reta é uma reta. Sendo assim, ao considerarmos uma reta do plano projetivo e sua
imagem pela transformacao p temos uma transformacao projetiva da reta escolhida na outra

reta.

Definicao 1.3.1. Uma perspectiva de retas é uma transformacao que leva pontos de uma reta
(objeto) em uma outra reta (imagem) de maneira que cada par de pontos correspondentes é
colinear com o ponto fixo O, chamado de centro da perspectiva e que nao esta contido nem na
reta objeto nem na reta imagem. Uma transformacao projetiva de retas ou uma projetividade

de retas é uma perspectiva de retas ou uma composta de perspectivas de retas.
Alguns resultados simples e interessantes sobre perspectivas de retas:

Resultado 1.3.2. Seja p : vy — ro uma perspectiva de retas com centro O. Se existe P € ry
tal que p(P) € r1, como p(P) € ri Nry e P,p(P) e O sao colineares, seque da defini¢ao que
p(P) = P.
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Resultado 1.3.3. A composta de duas perspectivas de retas nao €, em geral, uma perspectiva

de retas.

Veremos a seguir que a composta de duas perspectivas p; : 7 — s, de centro Oy e py : s — t,
de centro Oy é uma perspectiva de retas somente nos casos em que r s Nt = A ou 01,0 e

r Nt sao colineares.

Resultado 1.3.4. Perspectivas e projetividades de retas sao aplicagoes injetivas e sobrejetivas,

portanto, possuem inversas.

Resultado 1.3.5. Dados trés pontos distintos A, B e C' de uma reta r, é possivel construir

uma projetividade que leva A em B, B em A e mantém fizo C.

A notagao para uma projetividade como a acima é r(A, B,C) Ar(B, A, C). Quando temos
uma projetividade de uma reta r» em uma reta ', com centro O, que leva Aem A’, Bem B’ e C
em C’, a notacgao é r(A, B, C’)%r’(A’, B’,C"). Uma maneira de se construir uma projetividade
p:r — 1’ tal que p(A) = A, p(B) = B e p(C) = C’, onde A, B e C sao pontos distintos de r

e A, B" e (" sdao pontos distintos de 7/, ser4 mostrada na demonstracao do seguinte teorema.

Teorema 1.3.6. Sejam r e r’ duas retas no plano projetivo e sejam A, B e C, pontos distintos
der, e A, B" e C', pontos distintos de r', exriste uma projetividade p : r — 1’ tal que p(A) = A,
p(B)=B"ep(C)=C".
Demonstracao. Supondo, inicialmente, que r # 1/, temos trés casos a considerar:
——
1. Se A= A" =rnr, entdo r(A, B, C’)%r’(A/, B',C"), onde O = BB'NCC" é a projetividade
procurada.
> <
2. Se A,B,C, A", B" e C' sao todos distintos do ponto r N 7’. Sejam M = AB'NA'B, N =
—— = AP
AC"NA'C et areta que passa por M e N, entao r(A, B,C’)‘%t(A,M, N)%r’(A’,B’,C’)
~ <
¢ a projetividade procurada, onde A = AA' Nt.
3. Se A, B,C #rnr’'e A =rnr’. Usando uma reta auxiliar s, tal que sNr = A, e um ponto

O, definimos a perspectiva de centro O, r(A, B, C)%r’(A, By, C5) e caimos no caso 2, com

isso, (A, B, C’)%r’(A, By, C’S)Aflt(/l, M, N)%r’(A’, B, C") & a projetividade para esse caso.
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Finalmente, se r = r/, usamos uma reta auxiliar m e um ponto O para definirmos uma
perspectiva de centro O, de r em m , r(A, B, C)%m(Am, B, Cy,). Assim, basta-nos construir
uma perspectiva de m em r que leva A,, em A, B,, em B e C,, em C, como feito nos casos

anteriores. OJ

Observacao 1.3.7. Na demonstragao acima, é sempre possivel escolher a reta m de modo a
/

evitar o caso 3, portanto, a projetividade p : r — 1/, tal que p(A) = A, p(B) = B" e p(C) = ',

pode ser construida usando-se no maximo trés perspectivas de retas.

Se construirmos, de duas maneiras distintas, uma projetividade p : r — 1/, tal que p(A) =
A", p(B) = B'ep(C) = €', dado um quarto ponto D € r, aimagem de D, por essa projetividade
serd a mesma nas duas construcoes? O teorema fundamental da geometria projetiva para retas

afirma que sim.

Teorema 1.3.8 (Teorema Fundamental da Geometria Projetiva (para retas)). Sejam r e 1’
duas retas do plano projetivo, dados A, B e C, trés pontos distintos em r, e A', B e C', trés

pontos distintos em 1’, existe uma unica projetividade de retas p : v — 1', tal que p(A) = A,

p(B) =B ep(C)=C".

Faremos a demonstracao do Teorema Fundamental (para retas) usando a razdo cruzada, que
serd apresentada no proximo capitulo. Agora, apresentaremos algumas aplicacoes do Teorema

FPundamental:

Corolario 1.3.9. Dadas duas retas distintas, r e s no plano projetivo e uma projetividade
p:r — 8, entao p pode ser obtida como a composta de apenas duas ou trés perspectivas de

retas.

Corolario 1.3.10. Seja p : v — s, uma projetividade de retas, tal que A = rNs € um ponto

fizado por p, entdo p € uma perspectiva de retas.

Demonstra¢ao. Tomando B e C' dois pontos de r, distintos de A, e B’ e ' suas imagens por
p. Seja O = BB’ N CC’, a perspectiva de retas ¢ : r — s com centro em O coincide com p nos

pontos A, B e C, portanto, p = q. O
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Corolario 1.3.11. Sejam p1 :r — s e ps : s — t, duas perspectivas de retas com centro O1 e

O,, respectivamente. Entdo:

0.

Se O1 = Oy, p3 =paopy : 1T — t € perspectiva de retas com centro O = Os.

SeO1 # Oy erNt=A¢& s, entao ps = paopy : T — t € perspectiva de retas se, e somente

se, 01,049 e A sao colineares.

Ser,s et forem concorrentes em A, entdo p3 = paopy : v — t € perspectiva de retas com

centro Osz. Mais ainda, O,y e O3z sao colineares.

Demonstracgao. i. Como O; = Oy, para qualquer ponto A € r, temos que os pontos p3(A) =

paopi(A), Ae O = Oy sao colineares.

Supondo que O1,04 e A sdo colineares, temos que p3(A) = py o p1(A) = A, ou seja, o
ponto A = r Nt é fixado por p3. Pelo Corolario 1.3.10, temos que ps é uma perspectiva

de retas.

Por outro lado, se p3 = py o p; : 7 — t é uma perspectiva de retas de centro Oz, como
A =rnt, temos que p3(A) = py o pi(A) = A. Com isso, os pontos A, p1(A) e O; sdo
colineares, pois p; é perspectiva. Também, p;(A), ps opi1(A) = A e Oy sao colineares, por

po ser perspectiva. Logo, O, 0, e A sao colineares.

Como A = rnNt, segue do Coroléario 1.3.10 que, p3 = ps o p; : ¥ — t € uma perspectiva de
retas, com centro Oz. Para vermos que O, 0, e O3 sao colineares, consideremos a reta

s
010,. Temos duas opgoes:

e O0,Nr=B#A
Entao, os pontos B,p;(B) e O; sao colineares, por p; ser perspectiva de retas. Os
pontos pi(B),ps o p1(B) e Oy sdo colineares, por ps ser perspectiva de retas. Com
isso, B, p1(B),pa o p1(B), 01 e Og sdo colineares. Como B, py o p1(B) e O3 sdo coli-

neares, por ps = Py o p1 ser perspectiva de retas, temos O, O, e O3 colineares.
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e O0,Nr=A
Suponhamos, por absurdo, que O3 ¢ m, entao a reta m nao contém o ponto
A. Observe que p;* : s — 7 & perspectiva de retas com centro O; e que py = p3op; .
Consideremos os pontos C' = s N O<1—>03, P (C) € 7 e p3opt(C) = pa(C), entdo
C,p;H(C),ps 0o p; (), 01 e O3 sdo colineares. Mas, também C,py(C) e Oy sdo
colineares, absurdo, pois teriamos O, Oy e O3z colineares. Portanto, O3 € 010,

como queriamos.

]

Outros dois teoremas importantes em Geometria Projetiva, que sao consequéncias do Teo-

rema Fundamental da Geometria Projetiva (para retas), sdo os seguintes.

Figura 1.3: O Teorema de Desargues

Teorema 1.3.12 (Teorema de Desargues). No plano projetivo sejam dados dois tridngulos

A, B,C e A, B ,C", tais que as retas AA', BB’ ¢ CC" sdo concorrentes em um ponto O. Entio,
< —— —
0s pontos P = /@ NAB.Q = % NB'C' e R= j@ N A'C" sao colineares.

. . Ay <~ > .
Demonstracao. Sejam r = AA',s = BB’ et = C'C’, que concorrem no ponto O. Consideremos
as perspectivas p; : 1 — s e ps : s — t, tais que p1(0) = O, p1(A) = Bep(A) = B e
p2(0) = O, po(B) = C e po(B’') = C'. Entao, ps op; : 7 — t é uma perspectiva de retas, uma
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]
vez que paopr(0) = po(O) = O. O centro desta perspectiva ¢ o ponto P = AgﬂA’B’, o centro
- —
de py é o ponto Q = §(% N B'C’ e o centro de p; é o ponto R = A(2 N A'C". Portanto, pelo

Corolario 1.3.11, P,Q e R sao colineares. O

Teorema 1.3.13 (Teorema de Pappus). No plano projetivo sio dadas duas retas r e r' e

sejam A, B, C pontos distintos der e A', B', C' pontos distintos de r’. Se nenhum destes pontos

coincide com r N1, entdo os pontos AB' N A'B, BC"NB'C e AC" N A'C sio colineares.

N . = — .
Demonstracao. Sejam k a reta A’B, m a reta BC', p; : k — 1’ a perspectiva de centro A e
po o ' — m a perspectiva de centro C'. A composta ps op; : k — m fixa o ponto B e, portanto,
——
é uma perspectiva de retas. Notando por () o centro desta nova perspectiva, se F = AZS’OA’B,
entao ps o p1(F) = pa(C’") = €', pois C" = mNr'. Com isso, os pontos A, Q) e C’ sao colineares.
s s ~ . ,
Se M = AB'NA'Be N = B'CNBC’, entao paop1 (M) = pa(B’) = N e M, N e @ sao colineares,
<

o que implica que Q = AC'N M N.

Por outro lado, py o p1(A") = pa(A’), implica que A’ ps(A’) e C sao colineares e py(A’) =

2 < X - . . ~
A'C N BC". Com isso, A',Q e C sao colineares, pois A’ py(A’) e @ o sao. Portanto, Q) =

— ~ 5 , > —
A'CNAC" e, também, Q € M N, entao Q, M e N sao colineares. Logo, AB'NA'B, AC'NA'C

S ST A -~ . P
e BC" N B'C' sao colineares, como queriamos. O

7’ \ N
/ ~
’ S N \ s m
7 Al AN

Figura 1.4: O Teorema de Pappus
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1.4 O Plano Projetivo

Agora, daremos ao plano projetivo uma abordagem diferente da que foi feita nas secoes
anteriores, onde o descrevemos de maneira puramente intuitiva.

Consideremos no R3 o plano m = {(z,y,1);z,y € R} e seja i a sua reta de pontos ideais. O
plano P? = 7, Ui é o plano projetivo. Agora, consideremos o conjunto RP? de todos os [z, y, 2],
com (z,y,2) # (0,0,0) em R3, onde [z,y, 2] = {(A\z, \y, A\2); A € R\ {0}}. O elemento [z,y, 2]

representa uma reta menos um ponto, o ponto (0,0, 0).

Proposicao 1.4.1. Existe uma decomposicao natural de RP? em dois subconjuntos, ou seja,
RP? = (RP?); U (RP?)y, onde (RP?); = {[z,y,1]; (z,y) € R?} e (RP?)q = {[x,,0]; (z,y) €
R%}.

Demonstragdo. Dado [r,y,2] € RP? se z = 0, entao [r,y,2] € (RP?)y e, se z # 0, entao
(2, y, 2] = [f,g,l] e (RP?),. 0
2z

Proposicao 1.4.2. Eriste uma correspondéncia biunivoca entre o plano projetivo P? e o con-
junto algébrico RP?, de forma que o plano Euclidiano m fica em correspondéncia biunivoca

com o (RP?)y e a reta dos pontos ideais i, fica em correspondéncia biunivoca com (RP?).

Demonstra¢ao. Um ponto P do plano m; tem coordenadas (z,y, 1) e, portanto, esta associado
a [z,y,1], que é um elemento de (RP?);, e, assim, obtemos a correspondéncia biunivoca entre
m e (RP?),.

Se P ¢ um ponto ideal de P2, P é um ponto de intersecao da familia de retas paralelas
em 7y, a uma reta de equagdo ax + by = 0 e z = 1. Associamos a P o elemento [a, —b, 0] de
(RP?)o. O ponto [a, —b,0] representa a reta de equagdo ax +by = 0 e z = 0, sem a origem, que
¢ uma reta paralela, em R?, 4 familia de retas dadas, e que tem P como seu ponto ideal. Essa

associagao estabelece a correspondéncia biunivoca entre a reta i e (RP?). ]

Dessa forma, cada ponto do plano projetivo P? estara munido de suas coordenadas [z, v, 2],

que sao as coordenadas homogéneas do ponto.
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Uma reta em P? ¢ formada por pontos de uma reta Euclidiana r € 7, e seu ponto ideal (ou
ponto no infinito).
Sejam Py = [z1,y1,21] e Py = [x9, 2, 23] dois pontos distintos em RP?. Em R3, os pontos

(0,0,0), (x1,y1,21) € (T2, Y2, 22) determinam um plano de equagio

xT Yy z
det T Y1 A1 :O,

Ty Y2 Z2

que pode ser escrito como ax+by+cz = 0, onde a = y1290—Y221 , b = X221 —T122 € ¢ = T1Yo—T2Y1.
Dessa forma, as coordenadas homogéneas dos pontos P, e P, satisfazem ax+by+cz = 0, também
o ponto de coordenadas homogéneas [b, —a, 0] a satisfaz, e é, portanto, o ponto ideal da reta que

contém P; e P,. Portanto, a equacao da reta projetiva que contém os pontos Py = [x1, 41, 21] e

Py = (39,12, 2] & (Y122 — y221)2 + (X221 — T122)y + (T1Y2 — @2y1)2 = 0.

1.4.1 Transformacgoes Projetivas no Plano Projetivo

Nosso primeiro objetivo aqui é obter as coordenadas homogéneas de um ponto p(P), onde
P = [p1,p2, p3] € um ponto na reta r dada pela equagao ar +by+cz=0,ep:r — s é uma

perspectiva de retas de centro O = [0, 02, 03]. Para isso, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.4.3. Seja s a reta de equagio ax + by + cz = 0 e O = [01,09,03]. Entdo a

perspectiva p : v — s de centro O € representada pela matriz

bos + cog —ao09 —a03
M =1 —boy, aoy+cos  —bos
—coq —C0y ao1 + boy

Demonstracao. Primeiro, calculamos a equagao da reta que contém os pontos O e P, que é

dada por (09p3 — 03p2)x + (03p1 — 01p3)y + (01p2 — 09p1)z = 0. O ponto p(P) é a intersecdo
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dessa reta com a reta s. Calculando o determinante

- =

i J k
det (02]93 - 03272) (03p1 - 01173) (01172 - 02p1) =0,

a b c

obtemos que p(P) é dado pelo produto de matrizes

boy + cos —a09 —aos
[p1 P2 p3} —bo, ao1 + cos —bos
—coq —C09 aoq + bosy

O

Observamos que a matriz M obtida nao é inversivel, entretanto, ela ¢ uma matriz de posto
2. Além disso, se p; : ¥ — s é uma perspectiva de centro Oq, representada pela matriz M, e
P2 8§ — t é uma perspectiva de centro O, representada pela matriz My, entdao poopy :r —t é
uma transformacao projetiva de retas, representada pela matriz M; - My (produto de matrizes).
Com isso, obtemos uma maneira de considerar transformacoes Euclidianas como restrigoes,

ao plano 71, de transformacoes projetivas no plano projetivo.

1. Translacoes:

1 00

A matriz |0 1 (] representa uma transformacao projetiva, cuja restricao ao plano m;

a b 1
é a translacdo de vetor v = (a,b). A transformagio projetiva que estende a translagdo

fixa todos os pontos da reta ideal.

2. Rotagdo de um angulo « e centro (a,b):

CoS «v —sina 0

A matriz sin o CcOoS v 0| representa uma transforma-

—acosa+bsina+a —asina—becosa+b 1
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¢ao projetiva, cuja restri¢ao ao plano m € a rota¢ao de um angulo « e centro (a,b).

3. Reflexdo em torno de uma reta:

1 —m? 2m 0
A matriz| 2m  —(1—m)? 0 representa uma transformacgao projetiva, cuja
—2b 2b 1+m?

restricao ao plano 7, é a reflexdo em torno da reta y =mx +be z = 1.

4. Homotetia:
k 0 0

A matriz 0 k 0| representa uma transformacao projetiva que estende a

(1—k)a (1—Fk)b 1
homotetia de razao k e centro (a,b) do plano m;. Também nesse caso, a transformagao

projetiva que estende a homotetia fixa todos os pontos da reta ideal.

1.4.2 Coordenadas Projetivas

Agora, o plano projetivo P? é visto como um conjunto de retas através de um ponto de
observacao O, no espaco tridimensional. Uma reta projetiva [ é um plano passando por O e
um ponto projetivo P é uma reta passando por O. Se a reta que define o ponto P esta contida
em um plano [, dizemos que P € [. Se A? é um plano qualquer que ndo passa por O, entdo,
podemos identificar qualquer ponto projetivo de P? com pontos comuns em A?, tomando a
intersecao da reta definida pelo ponto projetivo com A2. Uma reta projetiva que é definida por
um plano passando pelo ponto O que ¢é paralelo ao plano A% é chamada de reta no infinito.
Pontos projetivos contidos na reta no infinito sao chamados de pontos infinitos.

Se tomarmos o ponto O = (0,0,0), podemos considerar coordenadas no plano projetivo
da seguinte maneira. Todo ponto projetivo P é uma reta passando por O e por algum ponto
(p,q,7). Entao todo ponto na reta definida por P é da forma \(p, ¢, r), para algum A. Repre-
sentamos, assim, o ponto projetivo P por P = [p: ¢ : ], porque nos importamos apenas com a

razao das coordenadas. Se A% é o plano z = 1, um ponto qualquer em A? corresponde ao ponto
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P =[2:9:1], ou, se desconsiderarmos a coordenada z, apenas (£,%). Se r = 0, entdo P ¢ um
ponto infinito com inclinagao ]%.

Podemos atribuir coordenadas projetivas as retas projetivas da mesma forma. Uma reta
projetiva [ é definida pela equagao de um plano dz + ey + fz = 0, onde d, e e f nao sao todos
nulos. Mais ainda, essa equacao define a mesma reta projetiva se reescalarmos d, e e f por um
mesmo fator A\, nao nulo. Assim, denotamos a reta projetiva [ por [ = (d: e : f).

Um ponto projetivo P = [p : q : r| pertence a uma reta projetival = (d : e : f) se, e somente
se, satisfaz dp + eq + fr = 0.

A intersecdo de [ com o plano A? definido por z = 1 é exatamente a reta dv + ey + f = 0.
A reta no infinito tem coordenadas (0:0: 1).

O sistema de coordenadas que acabamos de descrever é conhecido como coordenadas pro-

jetivas cartesianas.

1.4.3 O Plano Projetivo: Uma Descricao Formal

Como vimos, o plano projetivo P? pode ser visto como o conjunto de todas as retas que

passam pela origem em R®. Uma vez que cada reta de R? intersecta a esfera unitéria
S? = {(z1, T2, 73) € R* 27 + 23 + 23 = 1}

em exatamente dois pontos antipodais, temos a seguinte descricao formal:

Definicao 1.4.4. O plano projetivo real P? é o espaco quociente da esfera unitaria S? pela
relacdao de equivaléncia p ~ ¢ < p = ¢, para todos p,q € S?. Os pontos de P? sdo, portanto,

os conjuntos [p| = {p, —p}, com p € S>.

Seja 7 : S? — P? a projegao canonica w(p) = [p]. Damos a P? a topologia quociente, isto
¢, um subconjunto A C P? & aberto, se 7 1(A) é aberto em S?. Com isso, ¢ uma aplica¢ao
continua.

Se U C S? é aberto, entdo 7=t om(U) = UU(=U) é aberto em S?, logo m(U) C P? ¢ aberto.

Sendo assim, 7 : S? — P? é uma aplicacio aberta.



CAPITULO 1. GEOMETRIA PROJETIVA 19

S2

Figura 1.5: Relacao de equivaléncia ~ em S?
P? & uma variedade diferenciivel de dimensao 2 e de classe C*°, nao orientavel:

1. Como S? possui base enumerével e 7 : S2 — P2 ¢ continua e aberta, temos que P? também

possui base enumeréavel.

Se p # q € S? nao sao antipodais, existem vizinhancas V, de p, e W, de ¢, tais que
VAW =geVN(-W)=ga. Isso significa que (V') e w(W) sdo vizinhancas disjuntas,

em P2, de 7(p) e m(q), respectivamente. Com isso, P? é Hausdorff.

Como S? ¢ compacta e 7 é continua, temos que P? = 7(S?) ¢ compacto.

2. Para construirmos um atlas em P?, consideremos os abertos UijE C S2, definidos por
U = {(z1,29,23) € S 2; > 0},

U7 = {(z1,29,23) € S 2; < 0},

para ¢ = 1,2,3. Considerando a aplicacao

of U7 — R2

X X
(21,29, 23) > (—2 —3>,

T ’ T
. . P +  + + + . .
e, de maneira analoga, as aplicagoes @7, 3 e 3. Temos que ¢;  é continua, pois suas

funcoes coordenadas o sao.
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Para cada i = 1,2,3 a aplica¢do 7 : S? — P? leva os hemisférios U homeomorficamente

sobre o mesmo subconjunto W; C P2,

Temos, assim, um sistema de coordenadas locais w; : W; — R2, definidas por w; =
-1

@i o <7T|U_+> ,parai=1,2,3.

A cole¢ao U = {wy, wy, w3} é um atlas de dimensao 2 em P2

Para vermos que U é de classe ', sem perda de generalidade, dado p € W; N W,

temos que p = w(x), para um Unico x = (1,79, 73) € S? tal que z; > 0, entdo,
T2 T ~ . T, x
wi(p) = (—2, —3> Se x5 > 0, entdo x € U, e, assim, wy(p) = (—1, —3> Se, por outro
1 Ty T2
~ + T T3
lado, xo < 0, entdao —x € U e, portanto, wy(p) = | ——, __)_
i) i)

Com isso, o dominio w,; o w;' é a unido de dois abetos disjuntos, em um dos quais

wy 0wyt = g o (gpf)_l e o outro wy o wy ' = @5 oo <¢1+>_1, onde a(x) = —{x}.

Portanto, wy o w; ! ¢ de classe C.

3. A nao-orientabilidade de P? se deve ao fato de que P? contém uma faixa de Mébius; a

imagem de uma faixa equatorial de S? por 7, como na figura a seguir:

SZ
n(p) =n(-p)

\J
!

Figura 1.6: Nao-orientabilidade de [P?



Capitulo 2

A Razao Cruzada

2.1 A Razao Cruzada em Geometria Projetiva

Alguns conceitos métricos da Geometria Euclidiana sao preservados pela perspectiva e, por-
tanto, sao preservados pelas transformacgoes projetivas. Dentre eles, destacamos, por exemplo,
a relacao de incidéncia. Mas, um conceito métrico que é basico em Geometria Projetiva e que
é preservado por qualquer projetividade de retas, que trataremos aqui, ¢ o conceito de razao

cruzada.

Definicao 2.1.1. Se A, B e (' sao trés pontos distintos em uma reta, definimos a sua razao
por
AC

A,B;C) = —
( 7B7C> BC’

onde a razao é dita positiva se as semirretas A(2 e B(é tem o mesmo sentido, e negativa caso
contrario. Se lq, [ e 3 sdo trés retas distintas concorrentes em um tnico ponto, definimos a sua

T0200 POr
sin £l

l1,l9;13) = ———
(17 2 3) Sinllglg’

onde os angulos estao orientados no sentido horério.
Agora, podemos definir a razao cruzada para uma quadrupla de pontos em uma reta.

Definicao 2.1.2. Sejam A, B,C e D sao quatro pontos em uma reta, trés deles distintos,

21
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definimos a sua razdo cruzada por

(A,B;C) AC BD

(4,B;C, D) = (A,B;D) BC AD

Se lq,1s,13 e Iy sao quatro retas que concorrem em um mesmo ponto, trés delas distintas,

sua razao cruzada é dada por

(ll,ZQ; lg) . sin 4l1l3 sin Zlgl4

l1,19:13,14) = = ' '
(17 2,03, 4) (l1712;l4) sin 4l2l3 Sinélll4

E importante estender as definicdes acima para quaisquer quatro pontos ou retas no plano
projetivo. Uma das maneiras de fazermos isto é considerar definicoes especiais se um dos quatro
pontos A, B, C ou D é um ponto no infinito. Denotando por oo o ponto no infinito da reta AB,
definimos a razao cruzada por

AC

Da mesma forma, podemos definir a razao cruzada de quatro pontos no infinito, da seguinte

forma.

Definicao 2.1.3. Se os pontos A, B,C e D sao pontos no infinito com inclinagoes a, b, c e d,

respectivamente, sua razao cruzada é

c—a d—b»
c—b d—a

(A,B;C,D) =

E importante observar que o sinal da razio cruzada independe da orientacio escolhida para
a reta que contém os pontos A, B,C' e D, mas que a posicao dos pontos influencia totalmente

em seu valor. Se os pontos A, B,C' e D sao todos pontos euclidianos da reta, entao:

AC BD BD AC DB CA CA DB
BC AD AD BC CB DA DA CB’

portanto,

(A,B;C,D)=(B,A;D,C)=(D,C;B,A) = (C,D; A, B).
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Se escrevermos (A, B; C, D) = x, entao

AD BC 1 I

BD AC ~ 4C.BD ~ (A B;C,D)

(A,B;D,C)

Novamente, mudando a posicao dos pontos obtemos

(A,B:D,C) = (B, A;C, D) = (C, D: B, A) = (D,C: A, B) = .
X

Da mesma forma, obtemos as seguintes razoes cruzadas:

(A,C;B,D) = (C,A4;D,B) = (D,B,C,A) = (B,D; A,C) = 1 — x;

(/LC;D,B):(C,A;B,D):(B,D;C,A):(D,B;AC):11 :
— X
(4.D;C,B) = (D, A; B,C) = (B,C; D, A) = (C. B; A, D) = ——
:r_
(A.D:B,C) = (D, A:C, B) = (C, B: D, A) = (B,C; A, D) = “—
X

O mesmo vale se um dos pontos for um ponto ideal da reta, ou ponto no infinito.

Exemplo 2.1.4. Se A, B,C, X e Y sdo pontos em umareta r e tivermos A # Be (A, B;C, X ) =
(A, B;C,Y), entao X =Y. De, fato,

AC BX ACBY(:)BX _ BY
BC AX BCAY ~ AX AY’

(A, B;C,X)=(A,B;C)Y) &

Sejam x —a,r — b,y —a e y — b, os comprimentos de AX, BX, AY e BY, respectivamente.

Temos
(z=b)(y—a)=(x—a)(y—b) & (a—b)(z—y) =0,

entao, X =Y.

Exemplo 2.1.5. (A, B;C, D) =1 se, e somente se, A = B ou C = D. De fato,
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AC BD AC  AD
ABCD) =565 =19 56 ~ B

Com isso, se c—a,c—b,d —a e d— b sao os comprimentos de AC, BC, AD e BD, respecti-

vamente, temos

se, e somente se, A= Bou C = D.

Exemplo 2.1.6. Se A # B, C # D e (A,B;C,D) = (A,B; D, (), entao (A, B;C,D) = —1.
De fato, sabemos que

1

(A, B:C. D) = (A, B D.C) = p ey

Assim, ou (A, B;C,D) =1ou (A,B;C,D) = —1. Como A # B e C # D, concluimos que
(A,B;C,D) = —1.

Nesse caso, os pontos A, B,C' e D sao ditos harmonicos.

2.2 A Invariancia da Razao Cruzada

Em vista do que foi mostrado sobre as varias relagoes existentes entre as 24 possiveis razoes
cruzadas de quatro pontos A, B, C' e D dados, podemos supor, sem perda de generalidade, que

os nimeros AC, AD, BC' e BD, que aparecem na razao cruzada a seguir sao positivos.

Lema 2.2.1. Sejam r e 1’ retas projetivas e p : v — 1’ uma perspectiva de centro O. Entao,

(A,B;C,D) = (A',B;C",D"), onde p(A) = A", p(B) = B, p(C) =C" e p(D) = D'".
Demonstracao. Vamos considerar trés casos:

Caso 1. Suponhamos que os pontos A, B,C, D e A', B',C’, D' sejam todos pontos euclidianos das
retas r e r/, respectivamente. Consideremos a reta perpendicular a reta r, que passa pelo

ponto O, e seja H o ponto de intersecao dessa reta com r. Entao:
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AC BD HO-AC {HO-BD

AB;C,D) = .= '

Area(AOC)  Area(BOD)

Area(BOC) ' Area(AOD)

140 -0C -sin (LAOC) 1BO-OD -sin(£ZBOD)
1BO-0OC -sin (£BOC) 1AO-OD -sin(LAOD)

sin (ZAOC) sin (£BOD)
sin (/BOC) sin (LAOD)"

Consideremos, agora, a reta perpendicular a reta r’, passando por O, e seja H' a intersecao
? b ? )

dessa reta com 7’. Temos:

(w.piopy — AC BD _3HO-AC 3HO.BD
y Dy B'C' A'D %H/O . B'C’ %H'O A D!

Area(A'OC")  Area(B'OD")
Area(B'OC")  Area(A'OD")

1A0-0C" - sin(LAOC") LB'O-0D -sin(£LBOD)
$B'0-0C"-sin (£B'OC") 1A'O-0D' -sin(LA'OD)

sin (ZA'OC") sin(£B'OD')  sin(LAOC) sin (£LBOD)
sin (/B'OC") sin (ZA'OD')  sin (£/BOC) sin(ZAOD)
= (4,B;C,D)

Os angulos ZA'OC" e ZAOC sao congruentes, pois A, A, O sao colineares e C,C",O

também o sao. O mesmo vale para os demais angulos.

Caso 2. Suponhamos que o ponto D seja ponto ideal da reta r e A,B,C e A", B’,C’, D’ sejam
pontos euclidianos das retas r e r’, respectivamente. Consideremos, novamente, a reta

perpendicular a reta r, passando por O, e H sua intersecao com r. Entao:
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AC  1HO-AC  Area(AOC)
A,B;C,D) = =1 =7
(A, B;C, D) BC %HO -BC  Area(BOC)

LAO - OC - sin (LAOC)
1BO - OC - sin (/BOC)

AO sin (LAOC)
BO sin (£BOC)

L sin (ZAOC) sin (£LBOD’
Como no caso 1, temos (A, B';C", D") = o ((ABOC’)) o EAAOD’;'

Mas, sin (ZAOD') = cos (LAOH) = g—g, pois a reta que contém os pontos O e D' é

paralela a reta r. Com isso, g—g = %, portanto, (A, B;C,D) = (A', B’;C", D).

Caso 3. Agora, suponhamos, sem perda de generalidade, que A é ponto ideal da reta r e um dos
pontos imagem é ponto ideal da reta r’, seja ele o ponto B’. Tomando uma reta auxiliar
s, diferente de r/, que passe por A’ e que nao seja paralela nem & reta que contém os
pontos O e C, nem & reta que contém O e D. A projetividade

r(A,B:C, D)

XS(A/, By; C, Ds)%r’(A’, B, C', D"

é a composta de duas perspectivas que satisfazem ao caso 2 e, por isso, preserva a razao

cruzada.
O]

Segue do lema anterior que a razao cruzada é preservada por qualquer composta de pers-

pectivas de retas.

Teorema 2.2.2. Sejap : r — v’ uma projetividade de retas. Entio (A, B;C,D) = (A, B’;C", D),
onde p(A) = A',p(B) = B',p(C) =C" e p(D) = D'.

Além disso, observe que se p : r — s for uma aplicacao injetiva que preserva a razao

cruzada, entao p é uma projetividade de retas. Isso se deve ao Teorema 1.3.6 de existéncia de
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projetividades. Para ver isto, tomamos trés pontos distintos A, B, C' em r e suas respectivas
imagens A, B’, C’ em s e construimos a projetividade p; : r — s, tal que p;(A) = A", p1(B) = B’
e p1(C) = C'. Consideremos, agora, um ponto qualquer D em r, diferente de A, B e C, e sejam

D" =p(D) e D} = p1(D). Como tanto p quanto p; preservam a razao cruzada, temos

(A,B;C,D) = (A",B;C'",D") = (A", B";C', D)),

assim D' = D] e, portanto, p = p.
Temos, com isso, o seguinte teorema:
Teorema 2.2.3. Seja p : r — r' uma aplicagdo injetiva de retas no plano projetivo. Entao

p € uma projetividade de retas se, e somente se, dados A, B,C e D, pontos distintos de r, e

A" =p(A),B =p(B),C" =p(C) e D' = p(D) suas imagens em ', vale

(A,B;C,D) = (A",B;C'D").

Agora, temos uma demonstracao para o Teorema Fundamental da Geometria Projetiva
(para retas), 1.3.8, usando, para a existéncia o Teorema 1.3.6 de existéncia de projetividade e,
para unicidade, o teorema acima.

A maneira como a razao cruzada de quatro pontos e a razao cruzada de quatro retas se

relacionam é uma consequéncia do Teorema Fundamental da Geometria Projetiva, 1.3.8.

Corolario 2.2.4 (Teorema Fundamental da Razao Cruzada). Sejam A, B,C e D quatro pontos

em uma reta r, trés deles distintos, e seja E um ponto fora da reta, entao

(EA, EB; EC,ED) = (A, B; C, D).

Demonstracao.

. . Area(AEC)-2  Area(BED)-2
sin ZAEC sin/ZBED T “EEED

sin /BEC sin ZAED ~ Area(BEC)2 ~ Area(AED)2
EB-EC EA-ED

(EA,EB;EC,ED) =
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Area(AEC) Area(BED) AC-h BD-h

Area(BEC) Area(AED) BC-h "AD - h

AC BD
= B_C'E:(A’B’C’D)’

onde h ¢ a distancia entre a reta r e o ponto E. O]

2.3 A Razao Cruzada em uma Secao Codnica

Uma se¢ao conica é a curva obtida pela intersecao de um cone com um plano. Como o plano
Euclidiano pode ser visto como mergulhado no plano projetivo, as conicas também podem ser
consideradas como objetos na geometria projetiva. Com isso, podemos definir a razao cruzada

em uma secao conica. Esse é o nosso objetivo nesta secao.

Proposicao 2.3.1. Sejam A, B,C' e D quatro pontos consecutivos em um circulo w, orientado
positivamente no sentido anti-hordrio, e suponhamos que os arcos AC,CB,BD e¢ DA de w

tenham dngulos centrais de 2a, 203,27 e 20, respectivamente. Seja E outro ponto em w, entdo

sina  siny

FA EB;EC,ED) = . .
(EA,EB; EC, ED) sin 3 sind

Em particular, temos
_ |AC||BD|

FA EB;EC,ED)| = —_—

Demonstrag¢ao. Sabemos que ZAEC = o, ZAED =9, /ZBEC = e Z/ZBED = v, com isso

sin ZAEC sin/BED  sina siny  sina siny
sin /BEC  sin ZAED — sin(—f) sin(—=9§) sinf sinéd

(EA,EB; EC,ED) =

]

Corolario 2.3.2. Seja w uma secao conica qualquer, isto €, qualquer intersecao de um cone
C através de um ponto de observacao O com o plano A?. Se A,B,C,D,E e F sdio pontos
distintos em w, entao (EA, EB; EC,ED) = (FA,FB; FC,FD,).
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Demonstracao. Primeiro, suponhamos que w seja um circulo e que os arcos AC,CB,BD e DA

tenham angulos centrais de 2a, 23,2y e 20, respectivamente. Temos

sin  siny

(EA, EB; EC,ED) =

. =(FA FB;FC,FD).
sin 3 sind (FA,FB; FC, FD)

No caso geral, tomando um plano A%, tal que CNA?% é um circulo. Sejam A’, B'.C", D', E' e I’

as intersecoes das retas m, @, %, @, Oﬁ e O<7 com o plano A% respectivamente. Entao,

(EA,EB;EC,ED) = (A,B;C,D)=(A",B:C', D)= (E'A,E'B;EC' ED)
= (F'A,F'B;;F'C',F'D') = (A", B';C",D') = (A, B;C, D)
— (FA,FB;FC,FD).

Com isso, temos a seguinte definigao:

Definicao 2.3.3. Se A, B,C e D sao quatro pontos em uma secao conica w, definimos a razao

cruzada de A, B,C' e D com respeito a w por
(A,B;C,D), = (FEA EB; EC,ED),

onde F é um quinto ponto em w.

Pelo corolario 2.3.2, essa razao nao depende da escolha do ponto E.
Nossa primeira aplicacao para a razao cruzada em uma secao conica é uma demonstracao

simples para o Teorema de Pascal.

Teorema 2.3.4 (Teorema de Pascal). Se ABCDEF é um hexdgono qualquer com vértices em
uma conica w, entao as intersecoes dos lados opostos ABN DE, BCNEF e CDNFA sao

colineares.

Demonstracao. Sejam L = BCNEF, M =CDNFAe N =ABNDE as intersecoes dos lados
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Figura 2.1: O Teorema de Pascal

opostos do hexagono, e sejam P =AFNBD e Q = ABNCD. Entao

(C,L;P,B) = (FC,FL;FP,FB)=(C,E;A,B).,
= (DC,DE;DA,DB) = (Q,N; A, B)
— (MQ,MN;MA, MB) = (C, MN N BC; P, B),

o que implica L = M N N BC. Mas, como L = BC' N EF, temos que L € M N. O

Outra aplicacao para a razao cruzada em uma conica é uma demonstragao simples para o

Teorema Projetivo da Borboleta.

Teorema 2.3.5 (Teorema Projetivo da Borboleta). Sejam w uma conica e PQ uma corda
em w através de um ponto M. Sejam AB e CD duas outras cordas de w passando por M,
X=ADNPQ eY = BCNPQ. Entao (P,Q; M, X) = (Q,P; M,Y). Em particular, se M é
o ponto médio de PQ, entdo |IMX| = |MY|.

Demonstracao. Usando a razA£fo cruzada, temos

(P,Q; M, X) = (AP, AQ;AM,AX)=(P,Q;B,D),
= (CP,CQ:CB,CD) = (P,Q;Y,M)
= (Q,P;M)Y).

Com isso, se M é o ponto médio de PQ), temos que |PX|+ |[MX|=|MY |+ |QY| e
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Figura 2.2: O Teorema Projetivo da Borboleta

PMQX QMPY QX PY

(PQ: M, X) = (Q. P MY) = S5y = piioy ~ PX OV

E, assim, |PX| = |QY|, portanto, |M X| = |MY|. O

2.4 A Razao Cruzada na Esfera de Riemann

Usamos, na secao 1.4, trés coordenadas projetivas para descrever o plano projetivo P? e, da
mesma forma, podemos usar duas coordenadas projetivas para descrever uma reta projetiva.
Especificamente, o ponto projetivo [s : t] correspondera ao ponto arbitrario z = 3, se t # 0, e
ao ponto no infinito, oo, se t = 0. Quando admitimos s,t € C, temos o que é chamado de reta
projetiva compleza CP' ou a conhecida esfera de Riemann, da seguinte maneira:

Considerando os pares de nimeros complexos (s,t), sob a relacdo de equivaléncia (s,t) ~

(As, At), para todo namero A € C*. O plano complexo, C, com coordenada z, pode ser aplicado

sobre a reta projetiva complexa, CP', por (s,t) = (z,1). Qualquer outra coépia de C, com
coordenada Z, pode ser aplicada por (s,t) = (1,2). Essas duas cartas cobrem a esfera de
Riemann.

1 1
Para z e Z, nao nulos, a seguinte identificacao (1,2) = (T, 1) = (z,1) = (1, —) mostra
z z

que as mudancas de coordenadas sao dadas por z = — e zZ =

IS

> .
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Com isso, a esfera de Riemann é uma esfera bidimensional com estrutura complexa, que
admite um atlas cujas mudancas de coordenadas sao holomorfas.
Definimos a razao cruzada na esfera de Riemann da mesma forma que em uma reta:

c—a d—>»
c—b d—a’

(a,b;¢,d) =

onde a, b, c e d sao nimeros complexos correspondendo a pontos arbitrarios na esfera de Rie-

manin.

Proposicao 2.4.1. Os pontos A, B,C' e D correspondentes aos nimeros complexos a,b, c e d,
respectivamente, estao em uma reta ou em um circulo se, e somente se, (a,b;c,d) € um nimero

real. Se eles estao em uma reta, temos (a,b;c,d) = (A, B;C, D), e, se estao em um circulo w,

temos (a,b;c,d) = (A, B;C, D),,.

Demonstracao. Suponhamos que A, B,C e D pertencam a uma reta paralela ao eixo real, como
0s numeros complexos a, b, c e d possuem a mesma parte imaginaria, é facil ver que (a,b; ¢, d)
é um numero real. Se a reta que contém os pontos A, B,C e D for paralela ao eixo imaginario
ou tiver inclinacao #, considerando a forma polar dos nimeros a, b, c e d, também vemos que
(a,b;c,d) é real. Da mesma forma, se A, B,C e D pertencem a um circulo, podemos, sem
perda de generalidade, supor que eles estao sobre o circulo de raio r centrado na origem e basta
considerar a forma polar de a, b, ¢ e d para ver que (a, b; c,d) é um nimero real.

Por outro lado, suponhamos que (a,b;c,d) = X € R, entao

c—a d—2»
c—b d—a

(a,b;¢,d) = =A=(c—a)(d—=>b)=X-(d—a)(c—D).

Se os pontos A, B e C pertencem a uma mesma reta, podemos construir uma projetividade
de retas que os levam em p(A), p(B) e p(C), respectivamente. Como essa projetividade é tinica

e

(p(A),p(B);p(C),p(D)) = (A, B;C, D)

temos que o ponto D pertence & mesma reta que A, B e C.
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Agora, se 0s pontos a, b e ¢ nao sao colineares, consideremos o circulo que os contém. Como

(c—a)(d—b)=X-(d—a)(c—b)=(d—a)(c=b)+(N—=1)(d—a)(c—10)

A—1)(d—a)(c—b) = Z:Z-Z:Z—1>.u—axa—@
— (- a)(d=b)~ (= b)(d—a)
= (d—¢)(b—a),
temos

Figura 2.3: Quadrilatero circunscrito

E, o Teorema de Ptolomeu afirma que se o produto das diagonais de um quadrilatero é igual
a soma dos produtos dos lados opostos, entao o quadrilatero esta inscrito em um circulo. Com

isso, temos que o ponto d pertence ao circulo que contém os pontos a,b e c. ]

. - . o 1 .
A inversao em relacao ao circulo unitario é dada por z — —, na esfera de Riemann. Como,
z

1111y
abed)

a inversao leva a razao cruzada em seu complexo conjugado. De fato, a inversao em qualquer

c—a d—a ——m—
=y @hed

Q=0 =
SR =
&.I»—‘.&h—‘
Q ==

circulo (ou reta) leva circulos em circulos e retas em retas.
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Definicao 2.4.2. Para toda matriz M = (g g), com determinante ad — bc # 0, associamos
uma transformacao fp; na esfera de Riemann da seguinte maneira.

Em coordenadas projetivas [s : t], escrevemos

fu([s :t]) = [as + bt : cs + dt].

Em coordenadas arbitrarias z = £, escrevemos

az+b

ful2) = cz+d

As transformacoes f, sao chamadas de Transformacoes de Mdbius.

Exemplo 2.4.3. Para qualquer matriz M, de ordem 2 x 2 com determinante nao nulo, e para

quaisquer pontos a, b, c e d na esfera de Riemann, vale

(far(a), far(0); far(e), fuu(d)) = (a,b; ¢, d).

De fato, seja M = “ , entao
v 0
: _ Jule) — fula)
b d
Como fy(a) = O;Z—j:?, fu(b) = 3()—1—?’ fule) = 321? e fu(d) = 3di§' Desenvol-

vendo, temos

(far(a), far(0); far(e), faur(d)) = (a,b;c, d).

Como consequéncia da proposicao 2.4.1, temos que as Transformacoes de Mobius levam cir-
culos e retas em circulos e retas. De fato, dados a, b, ¢ e d na esfera de Riemann, se (a, b; ¢, d) € R,
sabemos que os pontos a, b, c e d estao em um circulo ou em uma reta. Se f é uma transforma-
¢ao de Mébius, entao (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a,b;¢c,d) € R, ou seja, os f(a), f(b), f(c) e f(d)

estdo em um circulo ou em uma reta.
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Exemplo 2.4.4. A composicao de transformagoes de Mobius corresponde & multiplicacao de
matrizes, isto é, para quaisquer duas matrizes M e N e qualquer ponto [s : t] na reta projetiva

CP!, temos

fu(fn(ls 1)) = fan(ls = 1))

Com efeito, sejam

Temos
fu(fn([s:t]) = fu(les+ ft:gs+ ht])
= [aes + aft+ bgs + bht : ces + cft + dgs + dht]
= [(ae +bg)s+ (af + bh)t: (ce +dg)s + (cf + dh)t]
= fun([s:1]).
Isso nos diz que o conjunto de todas as transformacoes de Mobius forma um grupo com
a operacao da composicao, onde o inverso de uma transformacao associada a uma matriz M,
(far)™%, € dado pela transformagao associada a matriz inversa de M, fy;-1, e a identidade desse

grupo € a transformacao associada & matriz identidade [ = ((1J 0).

Consideremos o homomorfismo ® que aplica uma matriz M € GL(2,R) na transformagao

de Mobius associada a essa matriz. Como det A\M = A\2>det M, para um escalar A # 0, a

transformacao de Mdobius associada & matriz M é a mesma associada a matriz AM. Ou seja,

o ntcleo do homomorfismo ® consiste de todos os multiplos escalares da matriz identidade, I.
. . GL(2,R) | . .

Temos, assim, que o grupo quociente —————— ¢ isomorfo ao grupo das transformagoes de

(R\{0} - I)

Mébius, que é conhecido como grupo linear projetivo e denotado por PGL(2,R).

2.4.1 Funcoes Invertiveis na Esfera de Riemann

Suponhamos que a reta projetiva CP' tenha coordenada z. Podemos definir uma funcio
f : CP* — CP! via alguma construcio geométrica de maneira que f seja invertivel. Como

qualquer funcao definida geometricamente pode ser descrita algebricamente escrevendo-se todos
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os pontos em coordenadas, nossa funcao f pode ser escrita como uma funcao algébrica de z e,
como pedimos que ela seja invertivel, f pode ser escrita como uma func¢ao racional, isto é, a

razao de dois polinémios:

Como construimos f para que seja invertivel, a equagio f(z) = w tem exatamente uma
solugdo, isto é, f & injetiva, entdo o polindmio p(z) —wq(z) tem grau 1, para todo w. Com isso,

p e ¢ sao polindmios lineares e podemos escrever

az+b

1z) = cz+d

Assim, f é uma transformacao de Mobius e, portanto, preserva a razao cruzada. Isso nos

fornece o seguinte resultado.

Proposicao 2.4.5. Se f € uma funcdo invertivel definida na reta projetiva via alguma cons-

trucao geométrica, entao f preserva a razao cruzada. Mais ainda, f € uma transformacao de

Mébius.

Demonstracao. Vimos, na discussao acima, que se f é construida de maneira que seja invertivel
na reta projetiva, entao f é uma transformacao de Md&bius. E, no exemplo 2.4.3, vimos que

toda transformacao de Mdbius preserva a razao cruzada. O]
Também vale a reciproca. Ou seja:

Proposicao 2.4.6. Se f : CP! — CP' ¢ uma aplicacdo que preserva a razdo cruzada, entio f

¢ uma Transformacao de Méobius.

Demonstracio. Sejam a,b e ¢ pontos fixados na reta CP', f(a), f(b) e f(c) suas imagens pela
fungao f, e z, um ponto qualquer, temos (f(a), f(b); f(c), f(2)) = (a,b;¢, 2).

fle)=fla) f(z)—f(b) c—a z—b ey _
=) Fl)—fl@) c=b z-a Escrevendo f(a) = d',f(b) = b e f(c) =

c, e desenvolvendo a expressao acima, encontramos

Assim,

b'(b—c)(d —d)—d(a—c)(d =V)z+[ab(c—b)(d —d)—a'bld —V)(c—a)

/(z) = (a—c) (b =) — (@ — ) (b— )]z + bV — ) (c—a) —a(a —)(c—0b)]
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ou seja,
oz +p
(z) = vz 406

Como tomamos o ponto z arbitrario, concluimos que f é uma transformacao de Mobius. [
Combinando as proposicoes 2.4.5 e 2.4.6, concluimos:

Teorema 2.4.7. Uma aplicacao f, definida na esfera de Riemann, é uma Transformacao de

Mébius se, e somente se, preserva a razao cruzada.



Capitulo 3

Geometria Hiperboélica Real

3.1 A Razao Cruzada

Dados quatro pontos 21, 29, 23 € 24 em C, aqui consideraremos a razao cruzada desses pontos

como
Z1 —R3 R9 — 24

{21,22723724] = )
21 — R R3 — 24

sendo estendida por continuidade para incluir o caso em que um dos pontos z; é co. Por

exemplo,
21— %3

[Z17227Z37OO] - .
21 — 22

Em particular, temos [0, 1, z, 00] = z, para qualquer z € C.

Se g ¢ uma transformacao de Mobius dada por

az+0b
g(z)—m ,com ad— bd # 0,

j& vimos que g preserva a razao cruzada, isto €,

[9(21), 9(22), 9(23), g(24)] = [21, 22, 23, 24].

Veremos que, se uma transformacao de Mobius ¢ fixa trés pontos na esfera de Riemann

38
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C U {o0}, que denotaremos a partir de agora por @, entao essa transformacao é a identidade.

Primeiro, por continuidade, definimos g(co) por

az—i—b_l, a—l—g_a

=1 = .
9(o) b cz+d uvd c—b—g c

Com isso, temos que g fixa o ponto oo isto é, g(co) = oo se, e somente se, ¢ = 0. Suponhamos
que g fixe trés pontos de C e nao seja a identidade.

b
Se ¢ = 0, temos que g(z) = %z+ 7 Entao, se % = 1, a equacgdo ¢g(z) = z ndo possui solugao

b
em C, pois g(z) =z & 2z + 5= Se g # 1, a equagao g(z) = z & %z + =% possui tnica

. Assim, a transformacao ¢ fixa apenas dois pontos de C.

solucao, a saber z = —
Por outro lado, se ¢ # 0, as solugbes de g(z) = z estdo em C, pois g(00) # 00, e sao raizes
da equagao polinomial cz? + (d — a)z — b = 0. Nesse caso, g fixa no maximo dois pontos.
Com isso, temos que a Unica transformacao de Mobius que fixa trés pontos em Céa
identidade.
Agora, se z1, 29, 23 € uma tripla de pontos na esfera de Riemann e seja wy, ws, w3 outra tripla,
entao existe uma unica transformacao de Mobius que leva 2y, 2o, 23 em wq, wa, w3, respectiva-
mente. De fato, a unicidade se da pois, se f e g sdo duas transformagoes tais que f(z;) = w;

e g(z;) = w;, para i = 1,2, 3, a composigao f~! o g fixa trés pontos em @, logo f = ¢g. Para a

existéncia, construimos duas transformacoes f e g, da seguinte forma:

f(z) =z1,22,2,23) e g(z)=[wy,ws,z,ws],

onde f(21) = 0, f(22) = 1, f(23) = 00 e g(w1) = 0, g(w2) = 1, g(w3) = 00. E, assim, g~ o f(2;) =
w;, para 1= 1,2, 3.
Usando esse fato, se

[21722723724] = [wl,wg,wg,w4],

existe uma transformagido de Mobius g tal que g(z;) = w;, para ¢ = 1,...,4. Para ver isso,

sejam f e h transformacoes de Mobius que levam 21,20 ¢ z4 em 0,1 e 00 e wy,ws € wy em 0, 1
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e 0o, respectivamente. Entao

f(zs) = 10,1, f(z3), o0]
= [f(z1), f(22), f(23), f(24)]
= |21, 22, 23, 24]
= [wr, w2, w3, w4l
= [h(wr), h(wz), h(ws), h(wy)]
= [0,1, h(ws), o0]
= h(ws).

E, tomando g = h™! o f, temos que g(z;) = w;, parai=1,...,4.

Agora, vamos avaliar como a razao cruzada

)\ - [217227237 24]

varia com as permutagoes de z;. Considerando o grupo Sy, das permutacoes de quatro elemen-

tos, cada o € S4 induz uma mudanca no valor da razao cruzada por

A= [21, 2272372’4] — [20(1)7Za(2)72’a(3)72’a(4)].

Essa mudanca no valor da razao cruzada depende de o e de A, mas nao depende dos valores
dos z;’s individualmente.
Isso acontece pois, como vimos acima, se [z1, 22, 23, 24] = [wy, we, w3, wy], existe uma tras-

formacgao de Mébius g, com ¢(z;) = w;, e entao

[25(1), 20(2)s Z0(3), Zo(a)] = [9(20(1)), 9(20(2)), 9(20(3)), 9(2o(a))]

= [Wo(1), Wo(2), We(3), Wa(a)]-

Considerando a funcao f,, o € S, dada por

fo(A) = [Zau), Za(2) Za(3)> 20(4)],



CAPITULO 3. GEOMETRIA HIPERBOLICA REAL 41

onde A = [z1, 29, 23, 24). Temos que fr o f, = fry, POIS

frofoN) = [ ([201): 2002)s Z0(3)> Zo(@)])
= [Zﬂo(l)a Zra(2)s Fma(3)s zfra(4)]

= fﬂ‘U()\)'

Supondo que o seja a permutacgao (12) isto é, 0(1) =2, 0(2) =1, 0(3) =3 e c(4) =4, e

seja g uma transformacao de Mobius tal que g(z1) =0, g(22) =1 e g(z4) = co. Entao

A = [21,22,23724]
= [9(21),9(22), 9(23), g(24)]
= [Oﬁlag(z?))?OO}

= g(23)

fa(>\) = [ZJ(1)7 Z0(2)s %o (3)s Zo(4)]
- [227 ARRAT 24]
= [9(22)7g<Z1)7g(23>7g(Z4)]

= [17079(23)’ OO]

1 —g(z3)
1-0

= 1-A\

Com isso, temos a seguinte proposi¢ao:
Proposicao 3.1.1. Sejam o € Sy, uma permutacdo dos elementos {1,2,3,4}, X\ = [21, 29, 23, 24
e fo(A) a funcio que associa N a [25(1), Z0(2): Z0(3), Zo(a)]- Temos:

i. fo(A\)=1—=M\, se o éa permutagio (12) ou (34);

A
A—17

ii. f,(\) =

se o € a permutacio (13) ou (24);

1
iii. fo(N\) = T €0 € a permutacao (14) ou (23).
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Demonstracao.

leva 21,29 € z4 em 0,1 e 0o, respectivamente. Entao

como antes, e

fo(A)

A= g(z3),

[Z0(1)s Z0(2)s Z0(3)> Zo(4))]
[Zly 29, 24, 23]

9(21), 9(22), 9(24), 9(23)]

[
[

0,1, 00, g(z3)]
g(z3) — 1

-1
1-A

it. Da mesma forma, se o é a permutacao (13), considerando g como antes, temos

fo(A)

Os outros casos sao analogos.

No Capitulo 2, usamos a seguinte definigdo para a razao cruzada (a,b;c,d) =

[20(1)7 2o (2)s o (3)s ZU(4)]
(23, 22, 21, 24]

[9(23)7 g<22)a 9(21>, 9(24)]

42

i. Se o é a permutagao (34), considerando a transformacao de Mobius g que

[9(23)7 1707 OO]
9(23)
9(23)—1
A
A—1"
O
c—a d—b»
c—b d—a’

para os pontos a, b, c e d na esfera de Riemann, C. Vamos avaliar como essa razao cruzada se

relaciona com a razao cruzada que escolhemos para este capitulo.

—a d—0»
Se denotarmos por R = (a, b; ¢, d), entdo R = (a,b; ¢, d) = Z_ Z L [e,b,a,d] = fs(N),
para o a permutacao (13) e A = [a, b, ¢, d]. Com isso, R = o1 ¢ temos uma comparacao da

Proposicao 3.1.1 com as alteragoes na disposicao dos pontos feitas na Secao 2.1.
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3.2 O Plano Hiperboélico

Vamos iniciar nossa descricao da geometria Hiperbolica em termos da geometria Euclidi-
ana, assim, podemos pensar nela como subordinada a geometria Euclidiana. Os pontos, retas e
demais objetos serao definidos como subconjuntos do plano Euclidiano e, dessa forma, evitare-
mos a necessidade de uma discussao axiomaética para a geometria Hiperbolica. Claro, existem
conjuntos adequados de axiomas e, uma vez bem verificado que eles valem no nosso modelo,
podemos usar os teoremas que sao produzidos a partir deles. Nao iremos, no entanto, verifici-
los aqui. Essa construgdo axiomética pode ser encontrada em [12]|, por exemplo. Dentro das
limitagoes da geometria Euclidiana seremos tao rigorosos e completos quanto possivel.

Podemos usar o semiplano superior H? = {z+iy € C;y > 0} como um modelo para o plano

) ) ) ) d Vdx? 4 dy?
hiperboélico que suporta uma métrica p derivada de ds = I| T|] ,ouds = —y’ onde z =
m|z Y

r + iy € H2
Veremos também que reflexdes em circulos da forma |z — 29| = r, onde g € R e r > 0,

[4

e reflexdes em retas “verticais” da forma z = x1, com z; € R, sdo isometrias de (H?, p).
Mostraremos isso na secao 3.4.

H4 um modelo em termos do disco unitario
A={z€C;lz| <1} ={z+iye C;a® +y* < 1}.

A métrica p de H? se transfere a uma métrica em A, que é derivada de

2
po 2
1—|z|?

ou

2¢/dx? + dy? _
ds = —y, onde z = x + iy € A.
L= (2% +9?)
Usaremos p para designar tanto a métrica em H? como em A.
Uma das principais vantagens de discutirmos a geometria Hiperbdlica em termos da Euclidi-

ana ¢ que podemos introduzir facilmente o circulo de pontos no infinito, que significa R' U {oo}
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para H? e {z € C;|z| = 1} para A. Esses pontos nao pertencem de fato ao plano hiperbdlico,
entretanto, sao fundamentais para qualquer discussao sobre geometria Hiperbélica. A uniao do
plano hiperbolico com o circulo no infinito recebe o nome de plano hiperbolico fechado.

Os modelos descritos acima sao conhecidos como modelos de Poincaré para a geometria

Hiperbdlica.

3.3 A Meétrica Hiperbélica

|dz]
Im(dz]
cada caminho continuo e diferenciivel por partes em H?, 7 : [a, b] — H?, seu “comprimento” é
8

b /
Y (T
= [ 2

A funcao p sera, entao, definida por

Para

Vamos descrever uma construcao para a métrica p que ¢ derivada de ds =

dado por

p(z,w) = inf||y||, para z,w € H?
onde o infimo é tomado sobre todos os caminhos ~ ligando z a w em H?2.
Pela maneira como foi definida, temos que p satisfaz:
i. p(z,w) > 0, para quaisquer z,w € H? e p(z,w) = 0 se, e somente, se 2z = w.
. p(z,w) = p(w, z), para todos z,w € H2.
. p(z1,23) < p(21, 22) + p(29, 23), para 21, 2, 23 € H2.

Assim, p ¢, de fato, uma métrica em H?2.
az+b

cz+d

Agora, consideremos g(z) = ;onde a,b,c,d € Read—bc > 0, esejaz € H?, 2 = x+iy

com y > 0, entao

ar +iay +b  (ax +b) +iay (cx+d)—icy
cx +icy+d  (cx+d) +icy (cx+d)—icy

gz +iy) =
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_ [(az 4+ b)(cx + d) + acy?] + i(ad — bd)y
B (cx 4+ d)? + c?y?

)

como (ad — bd)y > 0, temos que g(z) € H2. E, como g é invertivel, concluimos que g aplica H?

bijetivamente sobre si. Também,

, ad — be , (ad — be)y
9(z) (cz+d)? e lmlg(e+iy) (cx + d)? + 2y?
Como, |¢'(2)| = ad = be e |ez 4+ d|* = (cx + d)* + ?y?, temos

gzl _1_ 1
Img(z)] y  Im[2]

Com isso,

ol = —‘]dt

P )
- / tmpy (1]~

= Il

O que mostra que g preserva o comprimento do caminho ~, nos fornecendo

p(z,w) = inf[|y]| = inf| gv[| = p(g(2), g(w))

2

e isso nos diz que g preserva as distancias em H?, ou seja, g ¢ uma isometria de (HZ, p).

Usaremos isso para obter uma expressao explicita para p(z,w).

Teorema 3.3.1. Se p ¢ a funcdo definida por p(z,w) = inf||y||, para z,w € H?, entdo

|z — 0| — |z —w|

. =1
i. p(z,w) Y P p—
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|2 — w]?

1. COS p(Z, w) + QIm[z]Im[w] ’

|z — wl .
2(Im|[z]Im[w])1/2’

iii. sinh [3p(z, w)] =

|z — 0| .
2(Im[2]Im[w])1/2’

w. cosh [$p(z,w)] =

Z—w
v. tanh[ip(z, w)] =
ol = [F22
Demonstracao. i. Dados dois pontos z,w € H?, seja L o tnico circulo euclidiano que os

contém e é ortogonal ao eixo real (ou o circulo no infinito). Temos que L intercepta o
eixo real em algum ponto finito a. Tomamos, entao, a transformagao
Bz —(1+ Ba)

9(z) =—(z—a) =,

para um 3 adequado, de maneira que g seja uma bijecao de L sobre o eixo imaginario. E
suficiente calcularmos p(z,w) no caso em que z e w pertencem ao eixo imaginario, pois,

ja vimos que ¢ preserva distancias.

Podemos, assim, assumir que z = pi e w = qi, com 0 < p < ¢, e considerarmos a curva

v :10,1] — H?, dada por

() = (1 —t)z+tw=1i(p+t(qg—p)),

e temos

el [t lilga—p)
= Imwt)]dt‘/o P tlg—p"

[ = (%)

Assim, p(z,w) = log (Z) e
p

p—al —le—wl| _ .\ lpitail—lpi—qil _, (p+a)—(p-0q) :bg(Q).

lo =10 - - - - =
Sle—w+ [z — vl & \pi + qil + |pi — qil (p+q)+®—q)
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Portanto,
|z —w| — |z — w|

plz,w) =log |z — 0| + |z — w|

ii. Considerando, z = pi e w = qi, como antes, tendo p(z,w) = log (g), por um lado vale
p

log 4 —log 4
GOgP+€ 08, p2+q2

cosh p(z,w) = coshlog <2) = 5 5
Pq

p

Por outro lado,

— w2 o )|2 2 2 2
PR ekl N ekl S (el VA il
2Im[z]Im[w] 2pq 2pq 2pq
Entao,
2 — w|?

h =14+ —

cosh p(z, w) N 2Im[z]Im[w]
Os itens #42, 1w e v sao verificados da mesma forma. O

Podemos, ainda, obter uma expressao para p(z,w) em termos da razao cruzada.

Se considerarmos z e w em HZ, seja L o circulo euclidiano que os contém e é ortogonal ao
circulo no infinito (R U {co0}). Tomemos, como na demonstra¢ao anterior, a transformacao de
Mobius g que aplica L bijetivamente sobre o eixo imaginario. O circulo L intercepta o circulo
no infinito em dois pontos z* e w*, possivelmente infinitos, que podemos nomear de forma que
2*, z,w e w* estejam nessa ordem.

Agora, como o g(L) ¢ o eixo imaginario, ou g(z*) = 0 ou g(2*) = o0, se g(z*) = oo, aplicando

a transformacao z — —2, podemos assumir que g ¢ tal que
z

9(z*) =0, g(z) =yi, glw)=vi e g(w")=o0,

onde y < v.

Entao, como a razao cruzada é invariante sob transformagcoes de Md&bius,
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g(w*) = o0

g
g(w) = vi ) ‘\

9(z) = yi

9(z") =0

n
g9

Figura 3.1: A métrica hiperbolica em termos da razao cruzada.

p(z,w) = p(g(z), g(w)) = p(iy, iv) = log (5) = log <ﬂ)

0 — vi
= log ( vz) = log|0, yi, vi, ]
00—y

= loglg™1(0), g7 (yi), g~ (vi), g~ *(c0)]

= log[z*, z, w, w*].

E temos, assim, uma expressao para a métrica p de H? em termos da razdao cruzada, como

queriamos.

3.4 As Geodésicas do Plano Hiperboélico

Iniciaremos esta secao definindo uma reta hiperbolica, ou h-reta, como sendo a interse¢ao do
plano hiperbélico com um circulo euclidiano ou uma reta que é ortogonal ao circulo no infinito.

Com essa definicao, temos, facilmente, os seguintes resultados:
Resultado 3.4.1. Para todo par de pontos no plano hiperbolico H? eziste uma tinica h-reta.

Demonstracao. Dados dois pontos z,w € H?, se a reta euclidiana que passa por z e w é
ortogonal ao circulo no infinito, entao essa é a h-reta passando por z e w.

Caso contrario, basta considerar a reta euclidiana que passa por z e w, tomar o ponto
médio M do segmento euclidiano zw e, por ele, tomar a reta Euclidiana r que é ortogonal a

reta euclidiana $16. Tome o circulo euclidiano de centro H e raio |Hz| (ou |[Hw|), onde H ¢é a
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intersecao de r com o circulo no infinito. A intersecdo desse circulo com o plano H? ¢ a h-reta

que contém z e w. ]

Figura 3.2: H-reta passando por dois pontos.

Resultado 3.4.2. Duas h-retas distintas se interceptam em, no mdrimo, um ponto no plano
hiperbalico.

Resultado 3.4.3. Dadas duas h-retas quaisquer Ly e Lo em H?, existe uma isometria g tal
que g(L1) = Ls.

Demonstracao. Basta construirmos uma transformagao g como na demonstragao do Teorema

3.3.1. 0

Dado qualquer ponto w € H?2, temos que

{z € B |z] = [w]}

¢ a tnica h-reta que contém w e que é ortogonal ao eixo imaginario positivo (que é uma h-reta).
Como a isometria do resultado 3.4.3 pode ser tomada como uma transformacao de Mobius,

obtemos:

Resultado 3.4.4. Dada qualquer h-reta L e qualquer ponto w em H?, existe uma unica h-reta

passando por w e ortogonal a L.

Um aspecto essencial da geometria axiomatica ¢ a no¢cao de um ponto “estar entre” outros
dois pontos em uma reta. No caso da geometria Hiperbolica, isso pode ser descrito em termos

da meétrica.
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Dados dois pontos z e w em uma h-reta L, o conjunto L — {z,w} tem trés componentes
conexas, onde exatamente uma tem o fecho compacto (relativamente ao plano hiperbolico).
Essa componente é o segmento aberto (z,w) e, dizemos que um ponto v esta entre z e w se, e
somente se, v € (z,w). O segmento fechado [z,w] e os segmentos [z, w), (z,w] sdo definidos de
maneira natural.

J& sabemos, pela construcao que foi feita na demonstragao do Teorema 3.3.1, que se a curva
7, que liga o ponto z ao ponto w, é um circulo euclidiano (ou uma reta) ortogonal ao circulo

no infinito, vale

171l = p(ip, iq).
Com isso, estabelecemos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.4.5. Sejam z e w dois pontos arbitrdrios no plano hiperbélico, H?. Uma curva

v ligando z a w satisfaz
Y[l = p(z,w)

se, e somente se, v é a parametrizacio do segmento [z, w] como uma curva simples, isto é, a

parametrizacdo de um circulo euclidiano (ou de uma reta) ortogonal ao circulo no infinito.

E por esse motivo que as h-retas sdo as geodésicas (as curvas que realizam a menor distancia)
no plano hiperbolico H?2.
Agora, consideremos trés pontos quaisquer z,w e v no plano hiperboélico. Se tivermos v

entre os pontos z e w, entao

p(z,w) = p(2,v) + p(v, w).

Por outro lado, se v nao esta entre z e w, entdo o caminho v contendo os segmentos [z,v] e

[v, w] satisfaz, pela proposicao 3.4.5,

17l > p(z,w).

E, temos a seguinte proposicao:
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Proposicao 3.4.6. Sejam z e w pontos distintos no plano hiperbdlico. Entao

p(z,w) = p(2,v) + p(v, w)

se, e somente se, v € [z, w|.

Finalizamos essa secao com mais algumas definicoes basicas. Os pontos 21, 23, ... do plano
hiperbélico sao colineares se eles pertencem a uma mesma geodésica. Cada geodésica tem dois
pontos finais, ambos no circulo no infinito, e podemos estender a notagao dos segmentos para
incluir as geodésicas, de maneira que («, §) denota a geodésica de pontos finais «a e 3.

Se Ly e Ly sao duas geodésicas distintas, dizemos que L, e Ly sao paralelas se, e somente se,
elas tem exatamente um ponto final em comum. Se L; e L, nao tem pontos finais em comum,
entdo elas podem se intersectar em um ponto ou podem ser disjuntas, caso L1 N Ly # & ou

LN Ly = &, respectivamente.

3.5 As Isometrias do Plano Hiperbélico

Nosso objetivo, nesta secio ¢ identificar todas as isometrias do plano hiperbélico H?. Sejam
z,w e v, pontos distintos em H?, com v entre z e w. Entao, p(z,w) = p(z,v) + p(v,w) e, para

qualquer isometria ¢ de H?, vale

p(p(2), p(w)) = p(p(2), p(v)) + ple(v), p(w)),

portanto, p(v) esté entre p(2) e p(w).
Com isso, temos que ¢ aplica o segmento [z, w] sobre o segmento [¢(2), p(w)], ou seja, ¢

leva h-retas em h-retas.
az+b
cz+d’

tal que a composicao g o ¢ mantém o eixo imaginéario, aqui denotado por L, invariante. De

Assim, dada qualquer isometria ¢, existe alguma isometria g(z) = com ad—bc > 0,

fato, basta tomarmos a isometria g que leva (L) sobre L.

Aplicando as isometrias z — kz, com k > 0, e z — —%, se necessario, podemos assumir que
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g o p fixa o ponto i, isto é, g o p(i) = i, e mantém invariantes os semieixos (0,7) e (i, 00).

Como, ainda pela construcao feita na demonstragao do teorema 3.3.1,

p
()‘7
p

e isso vale para quaisquer ip,iq em L, portanto, go ¢ fixa qualquer ponto do eixo imaginério L.

p(ip,iq) = log (%) = —log (g) = plip, iq) =

temos

p(e(ip), ¢(iq)) = p(ip,iq) =

Agora, tomando qualquer ponto z € H?, escrevendo z = x +iy e g o p(z) = u + iv. Para

todo t > 0,

p(z,it) = p(g o p(z), g0 p(it)) = p(u+ iv,it),

donde,

p(x + iy, it) = p(u + iv, it).

Pelo item 74, da proposicao 3.3.1, sinh [%p(z, w)] = 2(Im‘[z]1_mlfz|u])1/2 Entao
p(x+iy,it) = p(u+iv,it)
& sinh [p(z +iy,it)] = sinh [$p(u+ iv,it)]
|z +i(y — t)] B lu+i(v —t)]
2y/Im[z + iy|lm][it] 24/Im[u + iv]Im]it]
o lz+ily—t)]  |uti(v—1)
2\/yt 2v/vt
le+ily—t)>  Juti(v—1t)]
yt B vt
& vir?+ (y—1)? = yul+ (v—1t)?%.
Como isso vale para qualquer ¢t > 0, y = v e 2% = u?, entao, go ¢(z) =z ou go p(z) = — 2.

Pela continuidade das isometrias, concluimos que isso vale para qualquer z € H?, e isso nos
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fornece o seguinte teorema, que caracteriza as isometrias do plano hiperboélico, como queriamos.
Teorema 3.5.1. O grupo das isometrias de (H?, p) é o grupo de aplicagoes da forma

az+b a(—z)+b
ou z >

Z'—>cz+d’ c(—2)+d

onde a,b,c e d sao reais e ad — bc > 0.

Pela discussao feita na segio 3.1, temos que o grupo das isometrias de (H?, p) age transitiva-
mente sobre as triplas de pontos distintos de H?, ou seja, dadas duas triplas de pontos distintos
21, %9, 23 € Wi, W, ws em H2, existe uma transformacao de Mébius, portanto, uma isometria g

tal que g(z;) = w;, parai = 1,2,3.



Capitulo 4

Geometria Hiperbdlica Complexa

Existem vérios modelos para o plano hiperboélico complexo, apresentaremos, nas proximas

secoes, de maneira sucinta, alguns desses modelos.

4.1 O Modelo Projetivo

Apresentaremos inicialmente o modelo projetivo, que apresenta a vantagem de usar Algebra
Linear para resolver muitos problemas relacionados aos plano hiperbdlico complexo.

Consideremos o espago vetorial complexo C* munido da forma hermitiana (-, -) nao degene-
rada de assinatura (2,1):

(z, W) = 2100 + 20 — 233,

21 wq
ondez= | 2 | ew=| q, | estdo em C3.
<3 w3

Agora, considerando os subconjuntos de C?!:

Vo={z¢€ C>!. (z,2z) = 0};

V, ={z € C*;(z,2) > 0};

54
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V. ={z € C*;(z,2) <0},

que sao formados pelos vetores nulos, positivos e negativos, respectivamente, de C>1.

Seja P : C>"\{0} — CP? a projecdo natural sobre o plano projetivo complexo, onde
CP* = (C3\{0})/ ~, onde z ~ w se, e somente se, z = \w, para algum A € C*. O plano
hiperbdlico complexo HZ ¢ a variedade analitica complexa dada pela imagem de V_ pela projegio
P, isto é HZ = P(V_), munida da métrica Riemanniana induzida da forma (-,-). Essa métrica

induz uma funcao distancia p, chamada métrica de Bergman, que é dada por
1 Z, W) - (W,Z
cosh? (5 . p(z,w)) = M, onde z,w € HZ.

Os vetores z e w sao vetores negativos de C*!, que sdo projetados em z e w por P, respectiva-
mente. Dito de outra forma, os vetores z e w sao os levantamentos de z e w, respetivamente.

A fronteira do plano hiperbolico complexo, HZ, pode ser vista como o conjunto P(V;), no
plano projetivo complexo, e é denotada por JHZ. Mas falaremos mais detalhadamente sobre
ela na secao 4.3.

Denotamos por U(2,1) o grupo das aplicagoes lineares de C*! que preservam a forma
hermitiana, ou seja, se f € U(2,1), entdo f satisfaz (f(z), f(w)) = (z,w), para todos z
e w em C*»'. A cada transformagao linear unitaria f € U(2,1), associamos uma aplica¢ao
f : CP* — CP?, dada por f(z) = P(f(z)), onde z = P(z), f ¢ um biholomorfismo (holomorfismo
bijetivo) que mantém HZ invariante.

Como f preserva a norma hermitiana de C*!, temos que f é uma isometria de HZ. Por
outro lado, se f ¢ um biholomorfismo que mantém HZ invariante, existe uma aplicagdo unitéria
feU(2,1) tal que f(z) = P(f(z)), para todo z € C>1.

O conjunto P(U(2,1)) = PU(2,1) é o grupo de todos os biholomorfismos de HZ, onde
PU(2,1) é a projetivizagdo do grupo unitario U(2,1) e seus elementos sdo transformacoes

lineares projetivas.
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4.2 O Modelo da Bola Unitaria

Sejaz = | 2, |, um vetor em V_ C C*'. Como z é negativo, temos

zZ3

(z,2) = 2121 + 2220 — 23723 = |21’2 + ‘22’2 - |23‘3 <0,

portanto, z3 # 0. Dividindo, entdo, as coordenadas de z por z3, obtemos | 22 |, um vetor que

1
estd na reta negativa determinada por z.
2 2 2 2
’ ’ 1 . ’ ’ 21 Z9
Se escrevemos z; = 2 e z, = 2, 0 vetor satisfaz |z;| + |25 = |— —| =
Z3 z3 ’ 23 23
%2
2 2
217+ |22 R .
% < 1, uma vez que z € V_. Portanto, o vetor z’ pertence a bola unitaria B? de C2,
<3
sendo
2 v 2. 1.2 2
B* = e CHlzl*+ |yI" <1
Y
x
t 2
Por outro lado, se ¢ um vetor que pertence a B*, esse vetor define o vetor | ¢ |,
Y
1

que é um vetor negativo em C*!'. Com isso, obtemos uma identificacdo natural entre o plano

hiperbolico complexo HZ e a bola unitaria B* de C?, da seguinte forma:

H2 =P(V.) — B? B2 — H2=P(V.)
21 i
%) — z — Yy
23 Y
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4.2.1 Outra Expressao para o Produto Hermitiano

Consideremos o ponto ideal p,, = € 0B?, cujo levantamento em C*! é o ponto
—1
0
Poo = | —1 |. Vamos mudar da base canonica E = {ei, s, e3} de C*!, para uma base que
1

inclua o vetor p,, = e3 — es.

Considerando a base £ = {é1, 6,3}, de C3, dada por

é1:€1, é2:—€2+63 e €3 — .

A matriz de mudanca de base de E para E é dada por

1 0 0
D = 0 -1 % )
0 1 3

de modo que D [z]; = [z], onde [z] e [z], sdo as matrizes coluna que representam o vetor z
nas bases E e FE, respectivamente.
A forma hermitiana (z, w) = z1w; + 22wy — z3ws3 pode ser representada na base F através

da matriz

1 0 O
]2,1 =01 O ,
0 0 -1
por (z,w) = (W] - Iy - [z]p.

Para representa-la na base E, temos

(W) = (DIwlp) Loy~ (Dlel)
— [W]E -D*- I, -D-[z],
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1 0 0 1 0 0
Como D* = | 0 —1 1 |, temos D*-I;-D = [A271 =10 0 —=1/|. Com isso, a
0 % % 0 -1 0

representacdo da forma hermitiana (z, w), na base F, é dada por (z, w) = (W], - Iy - 2]

21 w1
Ou seja, se [z]p= | 2, | € [W]g= | wy |, temos que
23 w3
1 0 0 21
(z,w) = [wl Wy wg} 0 0 —1 |- |2
0 -1 0 23
<1
= [1171 —Ws —u72] 29
<3

= Z1W1 — 2W3 — 23Wa

é a expressao para a forma hermitiana na base F.

Essa mudanca de base serd ttil quando trabalharmos com a razao cruzada complexa, na

secao 4.5.

4.3 O Modelo do Parabolédide

4.3.1 A Transformacao de Cayley

Escolhendo um ponto ¢ € OHZ, onde OHZ = P(1}), como na segao 4.1, esse ponto corres-
ponde a um vetor na reta gerada por um vetor nulo () € C*>!. Existe um tinico C-hiperplano
H(q) tangente & OHZ em ¢, correspondendo ao hiperplano Q+ C C*!, onde Q* ¢ o hiperplano
formado pelos vetores de C*! ortogonais a ) com respeito a forma (-, ).

Entdo o plano hiperbolico HZ esta mergulhado no espago afim P(C*!)\ H como um dominio
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ilimitado.
Especificamente, vamos tomar () como o vetor em C*!, que é o levantamento do ponto ideal

Poo, dado por

Nesse caso, o C-hiperplano H(p.,) consiste de todos os pontos com coordenadas homogéneas

21

e considerando
B:C? — IP’((C2’1)\H(]500)

21

Z9

Com isso, HZ, que ¢ a projetivizagdo dos vetores negativos de C*!, P(V_), corresponde ao
dominio de Siegel

97 = {w € C% 2Refuws] — [uwy* > 0}

O dominio de Siegel e a bola unitaria, B? de C2, estdo relacionados pela transformacao de

Cayley da seguinte forma

z € B2 = wEH
2wy 21
z] = w; =
YT 1 2wy LR TR
1 — 2w, 1—2
Z2: w2:
1+2w2 2+2Z2
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De fato,

21
€B? «— ‘21|2 -+ ‘22‘2 <1
22

2
2’LU1

1—|—2U)2

= |

1—2’(1]2
1—|—2’LU2

< |2’(U1|2 + |1 — 2w2|2 < |1 + 2w2|2

— 4w + (Re[l — 2w,]) + (Im[1 — 2w,))? < (Re[l + 2ws])® + (Im[1 + 2w,])?

— 4w + (1 — 2Re[ws])? + (—2Im[wy))? < (1 4 2Refws])? + (2Im[w,])?

A 4|w1|2 — 4Re[w2} < 4Re[w2]

< 2Re[wy] — |w1|* >0

w1y
= € H2.
Wa

A caracterizacdo do plano hiperbolico em termos do dominio de Siegel, %, é conhecida

como o modelo do paraboldide para HZ.

4.3.2 A Fronteira do Plano Hiperbdlico Complexo

Pela transformacao de Cayley, a fronteira OHZ do plano hiperbolico corresponde ao conjunto
95° = {w € C*;2Re[ws] — |w:|* = 0}

junto com o ponto ideal p..
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Esse ponto p., corresponde ao ponto € OB2, cujo levantamento em C*! ¢ o ponto
-1

w1
Como w € OHZ, , satisfaz
w2

2
w
2Re[w2] — |w1\2 =0« ZRG[U)Q] = |w1|2 = Re[wg] = | 21| s
temos que ws é da forma wy = @ + it, para algum t € R. Com isso, dado qualquer ponto
) wy 2|2 )
z € C, temos que w pode ser visto como , onde wy = 2z e wy = - + it, para algum
Wa

te R

Desse modo, 952 pode ser visto como a compactificacio em um ponto de C x R.

Definicao 4.3.1. O grupo de Heisenberg é o conjunto H = C xR munido da seguinte operagao:
(Zl,tl) * (Zg,tg) = <21 + Zg,tl + t2 + QIm[zl . 2_2])
Da identificacao

z

() EH — w= € 0$%? |

1
— Fut

2
vemos que a fronteira do plano hiperboélico também pode ser vista como a compactificacao em

um ponto do grupo de Heisenberg.



CAPITULO 4. GEOMETRIA HIPERBOLICA COMPLEXA 62

4.4 Subvariedades Totalmente Geodésicas

4.4.1 Subvariedades Totalmente Geodésicas Holomorfas

Seja V um subespaco complexo de C*!, de dimensdo complexa m + 1, com m = 1,ou 2.
A intersecao da projetivizacao de V, descrita na secao 4.1, com o plano hiperbélico complexo,
HZ, produz uma copia de um espago hiperbolico complexo, nesse caso H{. ou HZ, mergulhado
em HZ, que é uma subvariedade totalmente geodésica, o que significa que o subespago Hf ou

HZ2 contém todas as geodésicas do plano HZ que sdo tangentes a si. O que temos é que

P(V\{0}) NHZ =2 H. ou P(V\{0})NHZ = HZ

¢ uma subvariedade totalmente geodésica que ¢ denominada subvariedade totalmente geodésica
. 1. 2
holomorfa do plano hiperboélico complexo, HZ.
Denominamos a fronteira ideal de uma subvariedade totalmente geodésica holomorfa como
uma C™-cadeia. No nosso caso, as C?-cadeias sao denominadas hiperplanos complexos e as

C!-cadeias sao denominadas apenas cadeias.

4.4.2 Subvariedades Totalmente Geodésicas Totalmente Reais

Seja, agora, V um subespaco real de C*! de dimensdo real m + 1, com m = 1,ou 2. A
projetivizagdo de V, descrita na secao 4.1, intersectada com o plano hiperbolico complexo, HZ,
produz uma cépia de um espago hiperbolico real, que denotaremos aqui H} ou H%, mergulhado

em HZ, que é uma subvariedade totalmente geodésica. Ou seja,

P(V\{0}) NH2Z = H, ou P(V\{0})NH2 =2

¢ uma subvariedade totalmente geodésica denominada subvariedade totalmente geodésica total-
mente real, ou R-planos, de HA. A fronteira ideal de um R-plano, 9H%, é um R-circulo.

Os subespagos HY sdo as geodésicas do plano hiperbolico complexo.
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4.4.3 Cadeias e R-circulos

Daremos uma breve descricao no grupo de Heisenberg das cadeias e R-circulos na fronteira
do plano hiperbolico complexo, OHZ.

As cadeias que contém o ponto ideal sao denominadas cadeias infinitas e as cadeias que nao
o contém sao cadeias finitas.

As cadeias infinitas sao retas euclidianas em C x R ortogonais ao plano C. As cadeias finitas
sao elipses cuja projecao em C é uma circunferéncia.

R

cadeia finita

cadeia infinita

-

Figura 4.1: Representacao de cadeias no grupo de Heisenberg.

C

De maneira analoga as cadeias, os R-circulos sao denominados infinitos ou finitos caso
contenham ou nao o ponto ideal, respectivamente.
Os R-circulos infinitos sao retas euclidianas nao ortogonais ao plano C. J& os R-circulos

finitos sao determinados pela equacao

2z
Re|——————| =0
¢ {1 - |z]2+it] ’

para os pontos (z,t) € H.

A projecao de um R-circulo finito no plano C é a Lemniscata de Bernoulli dada pela equagao

|2 + Re[2?] = 0,
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onde z € C.

NN

Figura 4.2: Projecao de um R-circulo finito no plano C.

4.5 A Razao Cruzada Complexa

Definimos a razao cruzada compleza de uma quadrupla ordenada de pontos (21, 29, 23, 24)

na fronteira do plano hiperbolico, OHZ, da seguinte maneira:

Definigao 4.5.1. Sejam (21, 29, 23, 24) € IHZ e consideremos os vetores nulos zp, za, zg € Z4 em
C?! correspondendo & z1, 22, 23 € 24, respectivamente. A razdo cruzada compleza da quadrupla

(21, 29, 23, 24) € dada por
(z3,21) - (24, 22)
(24,21) - (23, 22)

X{Zh 22, 23, 24} -

O conceito de razao cruzada complexa, que foi apresentado por Koranyi e Riemann (e
por isso, também é conhecida como razio cruzada compleza de Kordnyi-Riemann), é uma
generalizacao da razao cruzada de uma quadrupla de niimeros complexos, apresentada na se¢ao
2.4, e um importante invariante geométrico de uma quadrupla de pontos em OHZ.

A razao cruzada complexa satisfaz algumas propriedades interessantes. As apresentaremos

a seguir:

Propriedade 4.5.2. Se f é uma isometria do plano hiperbdlico complezo, isto €, f € PU(2,1),

entao

X{f(z1),f(29),f(23),£(24)} = X{21, 22, 23, 24}
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Demonstracao. Se f € PU(2,1), entao f esta identificada por uma aplicagdo linear unitéria

f € U(2,1), da seguinte maneira:

f(z;) = P(f(z)), onde z; = P(z), com z; € C*>!, parai=1,...,4.

Com isso,

X{f(21), f(22),£(23), £(24)} = ;

= X{Zla 225 235 24}-
0

Considerando a caracterizacao que fizemos para a fronteira do plano hiperboélico na subsecao
4.3.2, onde identificamos pontos no grupo de Heisenberg com pontos no dominio de Siegel da

seguinte maneira:

z
(z,t) eH <= w= |22 € 09H?
— +at
2
e, identificando o dominio de Siegel com a bola unitéria através da transformacao de Cayley,

temos as seguintes propriedades:

Propriedade 4.5.3. Se z1, 29, 23 € z4 pertencem a uma cadeia, entdo X{z1, 20, 23, 24} € R. Por

exemplo, dados quatro pontos com coordenadas de Heisenberg como a sequir, temos
X{00,(0,0),(0,1),(0,2)} = t.

Demonstracao. Considerando a base E, descrita na subsegao 4.2.1, obtemos os seguintes levan-

tamentos para os pontos 0o, (0,0),(0,1) e (0,t):
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0 0

© > Z1=[Polp=|11]; (0,00 — z2=1]0[;
0 1
0 [ 0
0,1) — 2z3= 1|4 |; (0,t) —> z4=| it
1 1

Com isso, e usando a expressao da forma hermitiana (-,-) na base F, que é dada por

(z, W) = 210 — 29W3 — Z3Ws, teMOS

(oo, (0000, 0.0} = ETEER — (I =

]

Propriedade 4.5.4. Se 21,29, 23 € z4 pertencem a um R-circulo, entdo X{z1, 29, 23, 24} > 0.

Por exemplo, dados quatro pontos com coordenadas de Heisenberg como a sequir, temos:
X{c0,(0,0),(0,1), (r,0)} =7

Demonstracao. Considerando novamente a base F obtemos os seguintes levantamentos para os

pontos oo, (0,0),(1,0) e (r,0):

0 0
0 +— Z1=[P)p=1|11]; (0,00 — zz=1|0|;
0 1
1 [ r
(1,0) — z3= aE (r,0) —— z4= g
1 L
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Com isso, e usando, novamente, a expressao da forma hermitiana (-,-) dada por (z, w) =

21W1 — 2oW3 — 23Wa, t€MOos

23,721) * \Z4,Z2 (- (-% 2
K{oo, (0,0),(1,0),(r,0)} = (22 usta] _ '< )

O
Temos ainda propriedades de Simetria e de Produtos Ciclicos da razao cruzada complexa.

Propriedade 4.5.5 (Propriedades de Simetria). A razdo cruzada complezxa satisfaz as sequintes

relagoes sob as permutacoes de Sy, preservando-se a particao {{1,2},{3,4}}:

X{Zl,Z2723,Z4} = X{227217’Z4723}

- X{Z3,Z4,21,ZQ}

= X{Z47 35 22, Zl}
- X{227217237Z4}_1

— X{Z1722724)Z3}_1

—1
- X{Z4,23,21722}

-1
= X{Z3724722721} .

Demonstracao. Vamos verificar apenas algumas das igualdades, pois a verificacao ¢ analoga

para as demais.

(23,21) - (24, Z2)
(Z4,721) - (Z3,22)

Como X{z1, 22, 23,24} = , e vale (z,w) = (w,z), pois (-,-) ¢ uma forma

hermitiana. Temos

<Z4,Z2> . <Z3,Z1> <Z37Z1> . <Z4,Z2>
X = = = X
{227’217 24, Z3} <Z37Z2> . <Z4,Z]_> <Z47Z1> . <Z3,Z2> {217227237 Z4}

X{Z37Z47 Zl; 22} - <<Z1’Z3> : <Z27Z4>> — <Z37Z1> : <Z4’Z2> - X{Zl7227237 Z4}

(z2,23) - (21,24) (23, 22) - (24,21)
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-1
X -1 _ (z3,22) - (24,21) _ (z3,21) - (24, Z2) _ X
{21722724,2:3} (<Z4,Z2> . <Z37Z1> <Z4,Z1> : <Z3,Z2> {21722,2:3,24}

—1

1 Z1,24) - (Z2,Z Z4,%2) - (23,2

e (70 ) B v e I (EE

O

Da mesma forma, temos as seguintes simetrias:

X{z1,23,22,24} = X{z3,21, 24,20} X{z2, 23, 21,24} = X{z3,22,24,21}
= X{z9,24, 21,23} = X{z,24, 22,23}
= X{z4, 29, 23,21} = X{z4, 21,23, 20}
= X{z3,21,22,24} " = X{23,29,21,24} !
= X{z1, 23,24, 22} " = X{29,23, 24,21} "
= X{z4,22,zl,23}71 = X{z4,21,z2723}71
= X{Z2,24,23,21}71 = X{Zl,24,Z3,ZQ}71.

Assim, vemos que as 24 razoes cruzadas possiveis, dependem apenas de 3 delas, a saber,
Xy =X{z1, 2, 23, 20}, Xoi=X{z21, 23,20, 24} e Xg:=X{2,23 21,2}
Propriedade 4.5.6 (Produtos Ciclicos). A razio cruzada compleza satisfaz as sequintes igual-

dades:

|X{ 21, 29, 23, 24} X{ 21, 24, 22, 23} X{ 21, 23, 24, 22}| =
|X{ 21, 29, 23, 24} X{ 24, 22, 21, 23} X{ 23, 20, 24, 21 }| =
|X{ 21, 29, 23, 24 } X{ 29, 24, 23, 21 } X{ 24, 21, 23, 22}| =
X{21, 22, 23, 24} X{20, 23, 21, 24} X{23, 21, 20, 24} = 1.
Demonstracao. Novamente, verificaremos apenas uma das igualdades, pois a verificacao das

demais é semelhante.
|X{Z17 29, 23, 24}X{217 24,y 22, Z3}X{217 23, 24, ZQ}|

(23,21) - (24,22) (22,%1) - (23,%4) (24,%1) - (22,23)
(24,21) - (23,22) (23,21) - (24,22) (22,%1) - (24,%3)
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(23, 24) - (22,723)
(z3,22) - (24,23)

(23, 22) - (Z4,23)
(23, 22) - (Z4,23)

(z3,724) - (22,23)
(23, 22) - (24,23)

(24, 23)
(24, 23)

(z3, 22)

=1.
<Z37Z2>

]

Observacao 4.5.7. Os produtos ciclicos funcionam da mesma forma para a razao cruzada

classica. De fato, para a razao cruzada usada no capitulo 3, por exemplo, temos

Z1 —R3R2 — 24 Rl —R2Z24 — R3 Rl — R4R3— X9

[Zla22723724][Z1724722723”2172372472:2] —
Z1 —RQR3 — R4 Rl —R4RQ —R3 Rl — R3 R4 — X9

22 T 24 24— R3 R3 X2

23 — 24 R9 T R3 R4 — R2

Z4 —R2 R3 T R4 R — 23

Z3 T R4 R2 T R3 24— 22
= —1.

Portanto,

|[217 29, 23, Z4} [217 24, 22, 23][217 23, %4, 22]‘ =L

4.6 O Invariante Angular de Cartan

Associado a uma tripla de pontos na fronteira do plano hiperboélico complexo, 9HZ, podemos
associar um invariante que nos fornece a informacao de que a tripla esta contida em uma cadeia
ou em um R-circulo.

Sejam z1, 2 € 23 uma tripla ordenada de pontos em JHZ, com levantamentos z1, z2 € zz em

C?!, respectivamente. O produto hermitiano triplo é dado por
(21,22,23) = (21,22)(22,23)(z3,21) € C.

A matriz de Gram é dada por
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(z1,21) (21,22) (21,23) 0 (z1,22) (2z1,23)
G = ((z,25)) = (22,21) (22,22) (Z2,23) | = | (22,21) 0 (z2,23) | >
(z3,21) (23,22) (z3,23) (z3,21) (23,Z2) 0

cujo determinante é

det G = (21, 22) (22, 23) (23, 21) + (21, 2Z2) - (22,23) - (z3,21) = 2Re[(z1, 22)(Z2, 23) (23, 21)].

Como a forma hermitiana (-, -) tem assinatura (2,1), temos Re[(z1, z2) (22, 2z3)(z3,2z1)] < 0.
Além disso, se substituirmos cada levantamento z; por outro representante z; =\;z;, com \; €

C*,1=1,2,3, o produto hermitiano triplo fica

<§1722,Z3> = \>\1)\2/\3|2 : <Z1722><Zz723><z3721>-

Definimos, entao, o invariante angular de Cartan por

A(z1, 22, 23) = arg(—(z1, 22, 23)),

que independe da escolha dos levantamentos e satisfaz

™

5 < A(z1, 29, 23) <

bo | 3

O invariante angular de Cartan ¢ o tnico invariante de uma tripla de pontos em OHZ, no

seguinte sentido:

Teorema 4.6.1. Sejam z1, 2, 23 € wy, wa, w3 duas triplas de pontos distintos em OHZ, tais que

A(21, 29, 23) = A(w1, wa, w3).

Entao, existe isometria f € PU(2,1) tal que £(z;) = w;, parai = 1,2,3. Além disso, se z1, 2o, 23
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e wy, Wy, W3 Nao pertencem a uma mesma cadeia, tal isometria € Unica.

Demonstracao. Tomando levantamentos z;, w; € C?! de z;,w;, para i = 1,2,3, respectiva-
mente. Suponhamos, inicialmente, que z1, 29,23 € Wi, wo, w3 NAO pertencam a uma mesma
cadeia, entdo seus levantamentos zq,zs,z3 sdo linearmente independentes e (z;,z;) # 0, se
i # j, da mesma forma, (w;, wj) # 0, se @ # j.

Podemos, entao, reescalar os levantamentos de uma maneira adequada para

<Z1,Z2> = <Z1,Z3> = <W1,W2> = <W1,W3> =1
<Z27Z3> = <W27W3> = 6107
onde 0 = A(zy, 22, 23) = A(wy, wq, w3).

Seja f uma aplicacao que associa z; — Wi, entao ¢ é unitéria, pois

(f(z), f(z5)) = (Wi, w;) = (24, 32;), para i = 1,2, 3,

e se estende a um automorfismo de C*'. A aplicagiao projetiva f € PU(2,1) associada ¢ a
isometria de HZ procurada.

Agora, se 21, 29, 23 € Wy, Wq, w3 pertencem a uma mesma cadeia em OHZ, existe uma isometria
entre os planos gerados por zi,zs,23 € Wy, W, W, mas ao estendermos essa isometria a C>1,

nao podemos garantir sua unicidade. O]
O invariante angular de Cartan também satisfaz:

Proposicao 4.6.2. Se f é uma isometria de HZ, isto é, f € PU(2,1), entdo

A(f(z1),£(22),f(23)) = A(21, 22, 23),

para toda tripla de pontos distintos em OHZ.
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Demonstracao. Se £ € PU(2,1), sabemos que f esta identificada por uma aplicacdo linear

unitaria f € U(2,1), da seguinte maneira:
f(z;) = P(f(z)), onde z; = P(z;), com z; € C*', parai=1,2,3.

Com isso,
A(f(21),f(22),f(23)) = arg(—(f(z1), f(2z2), f(z3)))
= arg(—(z1,22,23))
= A(z1, 29, 23).

]

Propriedade 4.6.3. Uma tripla de pontos distintos z1, z2, 23 em OHZ estd em uma cadeia se,

T
e somente se, A(z1, 22, 23) = :|:§.

Proposigao 4.6.4. Uma tripla de pontos distintos zy, 22, z3 em OHZ estd em um R-circulo se,

e somente se, A(z1, 29, 23) = 0.

O invariante angular de Cartan se relaciona com a razao cruzada complexa da seguinte

maneira:

Propriedade 4.6.5. Os produtos ciclicos da razao cruzada complexa estao relacionados com

o wnvariante angular de Cartan por:

X{Zb 22, 23, 24}X{Z17 24, %2, ZS}X{ZD 23, %4, 22} = eziA(227ZB’Z4)'

Demonstragdo. Se 21, 22, 23, z4 pertencem a uma cadeia em JHZ, pela propriedade 4.5.3, temos

que a razao cruzada desses pontos é um nimero real. Pela propriedade 4.5.6, temos que
X{Zh 294 %3, Z4}X{Zla 24y 22, Z3}X{Zla 23y R4, 22} — j:]-

T
e, como — < A(zy, 23, 24) < =, para todos zy, 23, 24 € OHZ, temos que

|

- S 2A(227 z3, 24) S T,
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2iA(22,23,24) —

com isso e —1, mostrando que

2iA(z2,23,2
X{21, 20, 23, 24} X{ 21, 24, 20, 23} X {21, 23, 24, 20} = €2A(27:79),
Agora, se 21, 29, 23, 24 ndo pertencem a uma mesma cadeia em OHZ, assim como na demons-
tracao do Teorema 4.6.1, podemos tomar levantamentos z; € C>! de z;, parai = 1,...,4, de

maneira que (zg,z3) = (z4,22) = 1 e (z3,274) = €, onde 0 = A(2y, 23, 24).

Assim,
<Zz, Z3> <Z37 Z4> e” 2i0
X X X pr— . pr— T p— g
{21722723724} {217Z47227Z3} {21,2372472’2} <Z3,Z2> <Z4,Z3> 67,“9 € )
portanto,

X{21, 29, 23, 24} X{ 21, 24, 20, 23} X{ 21, 23, 24, 22} = Zih(z2,23,20)

4.7 Uma Caracterizacao para Quadruplas de Pontos na

Fronteira do Plano Hiperbolico, 0H%

Consideremos z1, 2, 23, 24 uma quidrupla ordenada de pontos distintos em OHZ e sejam z;,
para i = 1,...,4, os seus respectivos levantamentos em C*!. Como esse vetores sao vetores
nulos em C*!'| temos que (z;,2z;) # 0, para i # j, entdo, podemos reescalar os levantamentos

de maneira que
(z1,22) = (22,23) = (23,24) =1 e [(z1,23)| = 1.

1
: = 5 1 = p 1
Para isso, se « = ———, basta tomarmos z,; = azq, Zs = 272, Z3 = (Z3 € Z4 = [Z4.

(21, 23)

Com isso, a matriz de Gram associada a z1, z2, Z3, z4 ¢ dada por
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0 1 <Z17 Z3> <Z1, Z4>
G — 1 0 1 <Z2, Z4> 7
<Z37 Z1> 1 0 1
<Z4, Z1> <Z4,Z2> 1 O

que é chamada de matriz de Gram normalizada.

Temos que se 21, 29, 23, 24 € W1, W, W3, Wy sa0 duas quadruplas ordenadas de pontos distintos
em OHZ e G e G’ sdo as respectivas matrizes de Gram normalizadas associadas, entdo existe
uma aplicagao f € PU(2,1) tal que f(z;) = w;, parai =1,...,4, se, e somente se, G = G'.

O determinante da matriz de Gram normalizada associado a uma quadrupla de pontos

distintos em OHZ é dado por

—2Re[(z1,24)] — 2Re[(z1, 23) (22, 24)] — 2Re[(z1, 23) (21, 24) (22, 24)] + |(Z2, 24) |* + |(z1, 24)|* + 1.

Considerando, ainda, a quadrupla ordenada de pontos distintos zy, 29, 23, 24 em JHZ, e a
matriz de Gram normalizada associada a essa quadrupla, temos as seguintes expressoes para o

invariante angular de Cartan das triplas

A(z1, 29, 23) = arg(—(21, 23)), A(z1, 29, 24) = arg(— (22, 24) (21, 24) ),

A(z1, 23, 24) = arg(—(z1, 23) (21, 24)), A(z, 23, 24) = arg(—(2z2, 24)).

As razoes cruzadas X; e Xy apresentadas na secao 4.5 que, lembramos, sdo dadas por

Xl — X{Zh 294 %3, Z4} € XQ - X{Zla 23, %2, 24}7

ao considerarmos a matriz de Gram normalizada, ficam

X, = <Z1,Z3> <Z27Z4> e X,= 1

(Z1,24) (zl,z4>'

Combinando as expressoes para o invariante angular de Cartan da tripla z1, 29 e z3 e para
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as razoes cruzadas, X; e Xy, obtemos

X ezA
€ <Z27Z4> = - 1— )

1
X Xo

<Z17Z3> = —¢ ) <Z17Z4> =

onde A = A(Zl, 29, 23)
Com isso, temos uma nova maneira de expressar a matriz de Gram normalizada associada
a quadrupla 21, 29, 23, 24, cujo determinante, pode escrito como

1 _
detG = W [—2R6[X1 + Xg] — 2R€[X1X2€_L2A] + |X1|2 + |X2|2 + 1] .
2

Com o desenvolvimento que foi feito até aqui, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 4.7.1. Os niumeros X;, Xo e A determinam uma inica classe de congruéncia
de quddruplas ordenadas de pontos distintos em OHZ em relagio a agao diagonal do grupo
PU(2,1), isto é, dadas duas quddruplas ordenadas de pontos distintos zy, za, 23, 24 € Wy, Wa, W3, Wy
em OHZ, existe uma transformacao £ € PU(2,1), tal que f(z;) = w;, para i = 1,...,4, se, e

somente se,

Xi(z1, 20, 23, 24) = Xy(wq,wq, w3, wy),
X2(21,22,Z3,Z4) = Xz(w1,w27w3,w4)7
A(21722723) = A(101,71127ll13,)~

Sabemos que o determinante da matriz de Gram é menor do que ou igual a zero. Como
estamos considerando quadruplas de pontos em OHZ, temos que quaisquer levantamentos
71,22, 73, Z4 Sa0 linearmente dependentes, isso implica que det G = 0, com isso, temos o seguinte

resultado:

Proposicao 4.7.2. Seja z1, 29,23, 24 wma quddrupla ordenada de pontos distintos em OHZ.

Entao,

. . . s
i. Os pontos z1, 29, 23 € z4 estao em uma cadeia se, e somente se, X;,Xy € R, A = j:§ e

(X; +X,+1)2=0.
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1. Os pontos z1, 29,23 € z4 estao em um R-circulo se, e somente se, X1, Xy € R, A =0c¢

(Xl - XQ)Q - Q(Xl + Xz) + 1= 0
Onde Xy = X(z1, 22, 23, 24), Xo = X(21.23, 22, 24) € A = A(2y, 29, 23).

Demonstracao. Suponhamos primeiro que a quadrupla de pontos zi, 29, 23, 24 esteja em uma

cadeia ou em um R-circulo. Como det G = 0 e, em ambos os casos, X; e Xy sao reais, temos

—2R6[X1 + Xg] - QRG[X1X2€_QA] -+ ’Xl‘Q -+ |X2|2 + 1=0
I
—Q(Xl + Xg) — 2(X1X2€7i2‘&) + X% + X% +1=0.

. - ) 7
Com isso, se os pontos estao em uma cadeia, A = j:§, e temos

4
(Xi+Xy+1)2=0.

Se os pontos estao em um R-circulo, temos A = 0, assim

—2(X1 +Xp) —2(XXp) + X2+ X2+1=0
4
(Xl - XQ)Q - 2(X1 + XQ) + 1= O

Por outro lado, se X;, X5 nao forem reais, os pontos 21, 22, 23, 24 Ndo pertencem nem a uma

cadeia, nem a um R-circulo.

Se A = ig, considerando

A(Zl, 22, 2’4) = arg(—(zz, Z4><Z1, Z4>),

1 Xy et ) T i
— € (22,24) = ————, concluimos que A(zy,29,24) = A = £—. Assim,
X2 Xy 2

pontos os z1, 29, 23 pertencem a uma cadeia e z1, 29, z4 também pertencem a uma cadeia. Mas,

como (z1,2z4) =
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por dois pontos distintos em JHZ passa uma tnica cadeia, portanto, z1, 29, 23, 24 pertencem a
uma mesma cadeia.

Agora, se A = 0, considerando

A(Zl, 23, Z4> = arg(—(zl, Z3><Z1, Z4>)7 [§] A(Zg, Z3, Z4) = arg(—(zz, Z4>).

Novamente, como (zy,z3) = —e *, (21,24) = — € (Za,24) = —
X Xy

, temos

A(Zh 22, 23) = A(Zh 22, 2’4) = A(Zh 23, 24) = A(Z% 23, 24) =0,

o que significa cada tripla estd em um R-circulo. Como o det G = 0, temos que zy, 23, 23, 24

estao num espaco tridimensional, estando todos, portanto, no mesmo R-circulo. O



Capitulo 5

Dinamica Unidimensional

5.1 A Razao Cruzada em Dinamica Unidimensional

Uma das principais questoes no campo de Sistemas Dinamicos ¢é avaliar quando dois sistemas
apresentam o mesmo comportamento. Uma maneira de se avaliar isso é através da equivaléncia
topoldgica. Duas apliagdes do f,g: N — N (ao longo deste capitulo consideramos sempre que
N é ou o intervalo [—1,1] ou o circulo S* = {(z,y) € R%2* +y* = 1} = {z € C;|z| = 1})
sao ditas topologicamente equivalentes, ou conjugadas, se existe um homeomorfismo h : N —
N tal que ho f = go h. Entretanto, em dinamica unidimensional, ¢ interessante estudar
primeiro uma nocao mais fraca de equivaléncia, a nocao de equivaléncia combinatoria. Dizer
que duas aplicacoes f,g : N — N sao combinatorialmente equivalentes, de maneira informal,
significa dizer que existe uma “aplicacdo” sobrejetiva h : N — N, que preserva a ordem, com
a propriedade que a imagem de um ponto ou é um tnico ponto ou um unico intervalo fechado
tal que hog = f o h. Essa “aplicacao” é um blow-up, que pode colapsar alguns intervalos em
pontos ou explodir alguns pontos em intervalos.

Poincaré (1880) mostrou que qualquer homeomorfismo do circulo, sem pontos periddicos,
¢ combinatorialmente equivalente a uma rotacao. Mais ainda, dois homeomorfismos sao com-

binatorialmente equivalentes se, e somente se, eles possuem o mesmo ndmero de rotacdo. O

78
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numero de rotacao de um homeomorfismo do circulo, f, que preserva a orientacao, é dado por

o(f) = lim T =T

n—o0 n

onde ' : R — R é um levantamento de f. Poincaré mostrou que esse limite sempre existe e

independe da escolha do ponto z.

[N

A dinamica de um homeomorfismo definido no circulo com namero de rotacao racional
simples, pois suas 6rbitas sao peridédicas ou assintdticas a orbitas periddicas. O interessante é
quando o nimero de rotacao é irracional, pois, nesse caso, o0 homeomorfismo nao possui pontos
periodicos e suas 6rbitas ou sao densas em S', ou estdo contidas em um conjunto de Cantor,
ou sao assintoticas a um conjunto de Cantor.

Denjoy (1932) provou que qualquer difeomorfismo do circulo de classe C?, sem pontos
periddicos, é topologicamente equivalente a uma rotagao. Se dois mapas sao combinatorialmente
equivalentes sob quais circunstancias eles serao topologicamente equivalentes? Essa questao
estd intimamente relacionada a existéncia de intervalos errantes. Um intervalo é dito errante
se todas as suas iteradas de ordem grande, sob uma aplica¢ao, sao disjuntas e essas iteradas
nao tendem a uma o6rbita periddica.

Apesar da nao existéncia de intervalos errantes ser uma propriedade topologica da aplicacao,
isso nao acontece para uma grande classe de aplicagoes suaves. Com isso, a atencgao é voltada
a aplicacoes com certa suavidade. O primeiro resultado nessa direcao foi feito por Denjoy
para difeomorfismos do circulo. O Teorema de Denjoy estabelece que, se f : St — S é um
difeomorfismo de classe C'! e sua derivada possui variacao limitada, entdo f ndo possui intervalos
errantes. O principal argumento usado por Denjoy para essa prova foi o controle da distorcao
na restricao de iteradas do difeomorfismo a alguns intervalos.

Se a aplicacao f possuir pontos criticos, a situacao se torna ainda mais delicada. Para
contornar esse problema, inicialmente, foi preciso assumir que f satisfazia a uma condigao

“mégica’

s
si=T 5| 5) <o
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conhecida como derivada de Schwarz negativa. No entanto, mais tarde foi provado que essa
suposicao era supérflua e nao tao misteriosa afinal.

A situacdo, agora, estd completamente compreendida: aplicacdoes unidimensionais, que sa-
tisfazem a algumas condicoes de suavidade e nao possuem pontos criticos planos, nao possuem
intervalos errantes (um ponto critico de f é plano se todas as derivadas de f se anulam nesse
ponto). Para provar isso, utiliza-se técnicas combinatorias e de distor¢ao. O objetivo de se usar
técnicas de distorcao é fornecer limites para as iteradas de ordem grande. Se a aplicagao pos-
sui pontos criticos, ela certamente nao se aproxima de um comportamento linear, mesmo sua
distorcao nao é limitada. Essas técnicas de distorcao fornecem distorcao limitada na auséncia
de pontos criticos e o Principio de Koebe, que delimita a distorcao “longe dos pontos criticos”.

E nesse contexto que a razao cruzada é utilizada em dinamica unidimensional.

5.2 A Razao Cruzada

A distorcao de uma aplicacdo diferenciavel f em um intervalo T C N pode ser obtida
pela razao maxima dos valores absolutos de sua derivada em dois pontos diferentes, com isso,

medimos a nao-linearidade de f. Outra maneira de obtermos essa distor¢cao é considerando

RU(L),f(R))

ROE onde

pares de intervalos adjacentes, L, R C T, e avaliar a razao R(f,L,R) =
R(L,R) = ‘l—é". A distor¢ao de uma aplicacao diferenciavel f é limitada em um intervalo 7" se, e
somente se, a razao R(f, L, R) é limitada para qualquer par de intervalos adjacentes L, R C T.

Quando a aplicacao f possui pontos criticos, nem sempre conseguimos considerar a razao
R de um par de intervalos adjacentes, com isso, nao conseguimos avaliar a sua nao-linearidade.
Assim, ao invés de considerarmos trés pontos consecutivos, vamos considerar quatro e medir

a sua posicao pela sua razao cruzada. E, entao, vamos avaliar como uma aplicacao distorce a

razao cruzada de tal configuracao de quatro pontos.

Definigao 5.2.1. Sejam J C T intervalos abertos e limitados em N tais que T\ J consiste dos
_ T

intervalos L e R. Definimos a razao cruzada desses intervalos como D(T, J) = m
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Observe que, se T' = [a,d] e J = [b, |, temos

B |d — al|c —b| B

D(T. J) = -
@) = alla=¢]

[a,b,c,d] — 1,

onde [a, b, ¢, d] denota a razao cruzada usada no capitulo 3.
A razdo cruzada D(J,T) esta relacionada com a métrica hiperbdlica. De fato, seja T um

intervalo aberto e limitado em N. Para x,y € T, temos

LUJ|[JUR
pT(x,y)=10g| |LHR| |=10g(1+D(T,J)),

onde J é o intervalo (z,y) C T. Falaremos um pouco mais sobre essa métrica na propriedade

5.3.2 a seguir.

Definicao 5.2.2. Se g : T' — N é continua e mondtona e J C T sao intervalos abertos e
limitados em N, entao nos definimos a distorcao da razao cruzada de g por

D(9(T), 9(J))

Blg, T, 7) = D(T, J)

Se J tem um ponto de fronteira em comum com 7', tomamos o limsup B(g, 7, J,,), onde
{Jn}nen € uma sequéncia de intervalos satisfazendo J, C J,11 C ... C J e lim, o J, = J.

Se f: 1 — 1 écontinuae f"|7, onde f"(z) = f(f(...(f(x)))), ¢ monttona, entao

/

~\~
n vezes

B(f*,T,J) = B(f,T.J) - B(f, f(T), f(J)) ... B(f. f" (1), [ 1(J)) = HB(f, FAT), (),

onde J C T sao intervalos abertos e limitados em 1.

Definicao 5.2.3. Seja g : T C R — R uma aplicacdo de classe C3. Definimos derivada de

Schwarz de g por

Sg(z) =

Dig(x) 3 (DQg(x))"’,

Dg(z) 2\ Dy(x)

se Dg(z) # 0.



CAPITULO 5. DINAMICA UNIDIMENSIONAL 82

A derivada de Schwarz satisfaz a seguinte Regra da Cadeia:

S(go f)=Sgo f-(Df)*+Sf.
De fato, como

D(go f)=Dgo f-(Df),
D*(go f)=D?go f-(Df)*+ Dgo f-(D*f)e
D¥*(go f)=D*go f-(Df)*+3D?go f-(Df)-(D*f)+ Dgo f-(D*f).

Temos

Sgof) = 2ol : (D%gof))Q

D(go f) D(go [)

Digo f-(Df)?+3D%go f-(Df)-(D*f)+ Dgo f-(D*f)
Dgo f-(Df)

3 (D2g<>f~(l?f)2+Dg<>f'(sz))2

2 Dgo f-(Df)

_ (DPgof 3 (D%of\’ , Df 3 (D*f\’
- (Dgof_ﬁ(Dgof>>(Df)+D—f_5(Df>

= Sgof-(Df)*+5f.

Vamos apresentar, agora, algumas propriedades do operador distorcao B, definido acima,
da derivada de Schwarz e do grupo das transformagoes de M&bius, que sabemos, sao aplicagoes

da forma
B ar +b
Ccr+d

¢(x)
onde a, b, c e d sao nlimeros reais tais que ad — bc # 0 e x € R.

Propriedade 5.2.4. A derivada de Schwarz de uma aplicagao g : T C R — R € identicamente
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nula se, e somente se, g € a restricao de uma transformacao de Mdbius a T.

Demonstracao. Suponhamos, primeiro, que g seja a restricao de uma transformacao de Mobius

a T, podendo assim, escrever g como

b
g(x) = axi—dy onde ad — be # 0.
cx
Como
ad — bc —2¢(ad — be) 6¢?(ad — be)
Dy(x) = D2g(x) = Dig(x) =
9(@) (cx +d)?’ 9(@) (cx +d)3 9(@) (cx+d)*
temos

Dg(x) 3 (DQg(iﬂ)

2\ Dy(x)

2
Sg(x) = Dyla) 2 > =0, para todo z € T.

Por outro lado, podemos escrever Sg da seguinte maneira

1
- D? — .
(\/ |Dg<x>|>
E, se Sg=0em T, temos que

1
D? ( > =0, para todo x € T

N =

Sg(x) = —2|Dg(x)|

[Dg(x)|
. 1 ) ar +b
Entao, podemos escrever ——— = cz + d, para ¢,d € R. E, com isso, g(z) = ——,
|Dg(x) | 2 cx+d
a,beR.
Logo, g é a restricao de uma transformacao de Mobius a T'. O]

5.3 Funcoes de Distor¢cao Constante

Propriedade 5.3.1. Seja g : T — R uma fun¢ao mondtona. Entio B(g,T*,J*) = 1, para
todos o0s pares de intervalos J* C T* C T, se, e somente se, g é uma restricao de uma

transformacao de Mébius a T
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Demonstracao. Se as componentes de T*\J* sdo os intervalos L e R, temos

. . l9(T*)llg(J")]
D(g(T*),g9(J*)) _ “la@lg@]

* T - T J*|
b

B(g, T, J") =

Suponhamos que T* = (a,d) e J* = (b, ¢), entao

l9(d)—g(a)]lg(c)—g(b)]
B(g.T", J*) = ls®@=s@lia@=g@l _ [9(a), g(b), g(c), g(d)] — 1
OTTEET T baedol

Com isso, B(g,T™*, J*) = 1 se, e somente se, [g(a), g(b), g(c), g(d)] = [a, b, c,d]. E, sabemos
que g preserva a razao cruzada se, e somente se, g é uma (restricdo de) transformacao de

Mébius. [
Propriedade 5.3.2. Seja T' C R, um intervalo aberto e limitado. Para x,y € T seja

ILUJ||JUR|
ILIIR|

pr(z,y) = log

onde J = (x,y) e T\J sdao os intervalos L e R.
Entao, pr é uma métrica em T e o grupo de isomelrias dessa mélrica é o grupo de todas
as transformagoes de Mdbius de T' sobre T'. Mais ainda, esse grupo de isometrias age transiti-

vamente sobre T', ou seja, dados x,y € T existe uma transformacao de Mdbius ¢ :' T — T, tal

que ¢(x) = y.
L
Demonstracao. Primeiro, vejamos que | UéH}JﬂU i =1+ D(T,J). De fato, como LNR = {),
[LUJIIJUR] (L4 [JDAI +IR) LI+ LR+ [J]1T] + ] R
|L||R| |L||R| |L||R|

_ IO+ IRD + ILUR] _ LU UIR]
IR IR

/1|7
P b1 =14 D(T, J).
LI R
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Agora, vamos verificar que pr é uma métrica:

i. Se x # y, entao

|LUJ||JUR
pr(z,y) = log >0
|L||R|

L||R
Se x = y, entdo |J| = 0, portanto pr(x,z) = log% =logl =0. E, se pr(z,y) =0,

entao

|L U J||JUR)|
= 1= [JI(J] + L[ +[R]) = 0

|LuﬂUuRy_O:
LI R| LI R|

log
com isso, ou |J| =0 ou |J| + |L| + |R| = |T| = 0, ambos os casos implicam z = y.

ii. pr(z,y) = pr(y,x), para todos z,y € T. De fato,

oy) = log LU URL _\IRUJITULL
pr(z,y) =1lo = = pr(y, x).
g |L||R| |R||L

iil. pr(z,z) < pr(z,y) + pr(y, z), para todos x,y,z € T. Com efeito, sejam T = (a,b),
L= (a,zx),J=(z,y), K=(y,2) e R=(z,b), entdo

(0.2) — log LU UEIT UK U R
P\, %) = )
| LI R]

ILUJ||JUK UR]
ILIKUR| 7

pr(z,y) = log

|LUJUK]||KUR)|
|L U J||R|

pr(y, z) = log

Com isso, podemos ver que

pr(r,2) = pr(z,y) + pr(y, 2).

Para ver que o grupo de isometrias de pr é o grupo das transformacgoes de Mdobius, basta

ver que pela propriedade 5.3.1, acima, se ¢ é uma transformacao de Mobius, temos que
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D(o(T),¢(J)) = D(T, J) e a reciproca vale. Com isso,

pr(z,y) = log(1 + D(T, J)) = log(1 + D(¢(T), 6(J))) = pr(d(x), 6(y)),

para todos x,y € R, se, e somente se, ¢ é uma transformacao de Mobius.

Por fim, se T" = (a,b), entdo, para quaisquer x,y € T, exite uma unica transformacao de
Mébius ¢ tal que ¢(a) = a, ¢p(b) = b e ¢(x) = y. Mostrando que ¢ age transitivamente sobre
T. O

Observagao 5.3.3. A formula definindo pr é exatamente a mesma férmula que fornece a dis-
tancia entre dois pontos no plano hiperbdlico real, por isso, chamamos pr de métrica hiperbélica

do intervalo T'.

Propriedade 5.3.4. Se g : T — R tem derivada de Schwarz negativa (respectivamente posi-
tiwa), em todos os pontos, e ¢, sao transformagoes de Mdbius, entdo go ¢ e o g também tem

derivada de Schwarz negativa (respectivamente positiva,).
Demonstracao. Como S¢ =0 e S =0 temos
S(¢pog)=Sgog¢-(Dgp)>+Sp=Sgog¢-(Dp)*> <0, se Sg<0 e
S(og)=Sgot (Dy)*+ Sy =Sgoi-(Dy)* <0, se Sg<0.
O

Propriedade 5.3.5. Se g : T — R ¢ uma aplicacdo de classe C* com derivada de Schwarz

negativa, entdo B(g, T*,J*) > 1, para todo par de intervalos J* C T* C T.

Demonstra¢ao. Primeiro, vamos mostrar que se Sg < 0, entdo a aplicagdo x — Dg(z) ndo tem
D’g(z)
Dg(x)

entdao D3¢g(x) < 0, portanto Dg(z) ¢ ponto de maximo local. Esse ¢ o Principio do Minimo,

minimo local positivo, pois, se Sg(z) < 0 e D?*g(z) = 0, temos que < 0. Se D3g(z) > 0,

que generalizaremos na proxima secao.
Agora, sejam T* = (xg,21), J* = (yo,71) € ¢ uma transformacdo de Mobius, tal que

¢ og(re) =g, pog(ry) =21 e dog(y) = yo. Afirmamos que ¢ o g(y1) > y1.
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De fato, se ¢pog(y;) < yi, teriamos, pelo Teorema do Valor Médio, que existem zy € [xg, Yo,

21 € [Yo,y1] € 22 € [y1, 1] tais que

):cbog(yo)—cbog(xo) _ Yo — %o

D(qbog)(zo
Yo — To Yo — o

=1,

D(¢og)(z) = $09(1) —9°9(y0) _ ¢091) ~ 4o Sl (N
Y1 — Yo Y1 — Yo Y1 — Yo
D(¢Og)(22): (bog(l’l)_(bOg(yl) _ $1—¢Og(y1) > T1 — WU _1

T1— Y1 T1— Y ST
o que contradiz o Principio do Minimo, uma vez que S(¢og) = Sg < 0. Portanto ¢pog(y;) > v,
como afirmamos.

Com isso, se L* = (x0,y0) € R* = (y1,21), como tomamos ¢ tal que ¢ o g(xg) = o,

pog(ri) =1z1e dog(yo) = yo, temos [p o g(T™)| = [T*[ e [¢p o g(L*)| = |L*|, e assim,

[pog(J*)]
. ey D60g(T"),609(J) _ |60 g(T)lI00g(J)| |L7IIR"| _ 55
B(pog, T, J") = = . = )
oot DT, J) 6o g(L)llgo g(R)| T[]~ el
Como ¢ o g(y1) > yi1, temos
oq(J* og(R*
|¢og(J*)|>|J*\:>W>1 e |¢og(R*)|<\R*|:>%<l.

Assim, B(¢og,T*, J*) > 1.
Mas,
B(¢og, T, J*) = B(¢,g(T"),g(J")) - B(g, T*,J*) > 1

e, como ¢ é uma transformagao de Mdobius, pela propriedade 5.3.1, B(¢,g(T™),g(J*)) = 1,

portanto B(g,T*, J*) > 1, como queriamos. O

5.4 O Principio da Expansao Minima

O seguinte resultado é um principio de expansao minima formulado em termos da distorcao.
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Teorema 5.4.1 (Principio da Expansao Minima). Sejam T = [a, 0] C N eg:T — g(T) C N,
um difeomorfismo de classe C', e x € [a,b]. Se, para qualquer par de intervalos abertos J* C
T C T, temos

B(g,T*,J") > Cy > 0,

entao

|Dg(x)| = C - min{|Dg(a)|, | Dg(b)[}.
Demonstracao. Seja T* = [a*, b*], um intervalo qualquer com 7% C T, e J* C T*. Entao

l9(T")llg ()]
il T+)|2 1

lim B(g,T",J*) = lim 1T 19

A, Blg, T%,.J7) = lim, SR |T[2 [Dg(a”)] - |Dg(b")]

onde L* e R* sdo as componentes de 7\ .J*.

Também, se x € T e T\{z} tem componentes L e R, temos

lg(D)|lg(S)] |Dg(a:)| g™

. L 1] 7]
lim B (9.1,J) = I o @ = pOE@
LIIR| IR

onde J — x significa que, se J = (zg,x1), temos xy — x pela esquerda e x; — x pela direita.

Definindo os operadores

lg(T)|
g(T%))2 1 [Dy()] - 57
B T* == . B T = —-—
e IR B e
Como L e R estao contidos em T, vale
L)]? 1 R)|? 1

L |Dg(a)| - |Dg()]’ R[> |Dg(x)| - [Dg(b)|’

e, por hipotese, B(g, T*, J*) > Cy > 0, para todos os intervalos J* C T™* em T, entao

BO(gv L) Z COa BO(Q, R) Z CO € Bl(g7T7 l’) Z CO-
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Isto é,

L[| R|

lg(D) 7
I

|g<LL>||%<R>| 2
WA@FZ%‘(T%TJ'

|Dg(x)] = Co -

com iSso

IT|
Suponhamos, sem perda de generalidade que g é crescente e seja x € T, qualquer. Conside-

rando, L e R as componentes de T\{z}, temos, pelo Teorema do Valor Médio,

T
|g( )‘ — Dg(y), para algum y € T.

T

Como y € L ou y € R, temos

Como ¢ é difeomorfismo, obtemos

e LRI NG

L 7Rl ) T T Ll 7 |R|
entao,
lg()]lg(R)]
1 1 [L|R| . lg(L)| [g(R)]
o) = ool | a2 Ll " |R|
IT] Max [ TIR] IT|
E, temos

|Dg(z)? > C5- (min{%,%})Q > Cg.mm{m’(LL’gP, |9|(§Z|2}

v

Co -min{Cy - [ Dg(a)| - [Dg ()], Co - [ Dg(x)| - [Dg(b)[}-
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Portanto,

|Dg(z)| = Cg - min{| Dg(a)l, |Dg(b)|} -

5.5 O Principio de Koebe

Nesta secao vamos apresentar um dos resultados mais fortes em dinamica unidimensional:
O Prinipio de Koebe. Para aplicacoes com derivada de Schwarz negativa uma versao desse
resultado foi provada e usada por Van Strien, em 1981, sendo, posteriormente, redescoberta
por Johnson e Guckenheimer, em 1987.

Depois, Van Strien estendeu o resultado para aplicacoes que nao possuem derivada de
Schwarz negativa. Esse principio estabelece que uma aplicacao que satisfaca uma limitagao
para a distorcao da razao cruzada tem nao-linearidade limitada ‘longe de seus pontos criticos’.

Sejam U C V dois intervalos, dizemos que V' é uma vizinhaca e-escalada de U se ambas as

componentes de V\U tem comprimento ¢ - |U]|.

Teorema 5.5.1 (Principio de Koebe). Sejam Cy € (0,1] e g : T — g(T'), um difeomorfismo de

classe C1. Assumindo que, para quaisquer intervalos J* e T* com J* C T* C T, tenhamos
B(g,T*,J*) > Cy > 0.

Suponhamos que J C T e que g(T) contenha uma vizinhanga T-escalada de g(J), entdo

1 _ Dyl@)
K(Co,7) ~ Dgl(y)

S K<0077—)7

(1+7)2
C§ - 12

e existe uma constante K que depende apenas de T, tal que

para todos x,y € J, onde K(Cy,T) = . Mais ainda, se Sg < 0, podemos tomar Cy =1

r—y
7]

‘ Dg(z)

~1/<K.
Dg(y) ‘
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Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que J = ¢g(J) = [0,1] e que g é

crescente. Sejam 7' = [a,b], onde a <0 <1< b, L =[a,0] e R=[1,b)].
_ lg(T)? 1

Usando o operador By, dado por By(g,T") = VR . Dot D]

, para o intervalo

J, temos
l9(J)[” 1 1
By(g,J) = . = |Dg(0)| - |Dg(1)| < —. 5.1
0(9 ) |J‘2 |Dg(0)] . \Dg(O)] ’ g( )‘ ’ g( )| — CO ( )
Dy(z)| - 445
Da mesma forma, usando o operador B;, dado por Bi(g,T,xz) = —'Tl, para o
lg(L)|lg(R)|
[J]IR|
intervalo L U J, temos
[Dg(0)] - 557! U7
Bi(g, LU J,0) = —pmpoyr 2 Co = [1D9(O)] = Co - oy
IL[[J] |LUJ|

o) ILUJl oD 7

pois [J| = [g(J)| = 1. Mas, ' - a
Il = lg(J)] 1Ll g(Lu )]~ lg(LU )] — 7+1

, ja que g(T) contém

vizinhanga 7-escalada de g(J).

Com isso,
-
Dg(0)| > Cy - i 5.2
IDg(0) = Co- —— (52
De maneira totalmente analoga, obtemos
Dg(1)] = Cy- — (5.3)
gl =0y '
Combinando 5.1 e 5.3, temos
Dg(0)] - [Dg(1)] < 2 = |Dg(0)]- Co- —— = |Da(0)] < ==
g T=1a g 0T T =z
com isso e 5.2, obtemos
T+1
Co - < |Dg(0)| < .
1 < [Dyg( )‘—ng
Da mesma forma, obtemos
T T4+1
Co - < |Dg(1)| < ——.
o0 7 < 1D < G
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Pelo Principio do Minimo,

[Dg(x)| = CF - min {|Dg(0)[.|Dg(1)|} = O - ——. paratodoz € 0.1 (5.4)
T
. _ _ , : l9(U)] "
Agora, sejam U = [0,z] e V = [z,1], como g é um difeomorfismo, se 0 < 1 entao
Vv U
|g|(V|)| > 1, e vice-versa. Suponhamos, entao, que |g|(U|)| < 1 e, usando o operador By para o
intervalo U, temos
l9(U)|? 1 1
By(g,U) = : = [Dg(0)] - |Dg(@)| < =,
[U[* [Dg(0)] - [Dg(x)] Co
de 5.2,
Co-T 1 T+1
-|D <|D -|Dg(0)| < — = |D < .
L |Dg(o)] < Dg(a)] - 1Dg(0)] < - = 1Dgla)] < T
De 5.4,
Co4 - 1
7_0+ 1T < |Dg(z)] < %, para todo x € J.
Como
|Dg(x)| < T+l = T+l < Dg(z) < Tl ara todo = € J.
x — = — ) < ——, par x
g —CioT C¢-t~ g _Cg-T’p ’
e
004 - T 004 - T
D > |D > = > , para todo y € J.
9W) 2 [1DgWl 2 —~ = = Do) P y
Temos
Dg(x) _ (T +1)?
Dy(y) < TR para todos x,y € J.

Da mesma forma, estabelecemos a outra desigualdade e obtemos

Dy(z)
< < K(Cy, 1),
K(Co.r) = Dyly) = (%7
1 2
para todos x,y € J, onde K(Cy, 7) = (C’:—T)Q' ]
0T

Observacao 5.5.2. K(Cy,7) — 1, quando Cy — 1 e 7 — oo. Portanto, a distor¢ao de g é
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muito pequena se o valor de Cjy é proximo de 1 e se considerarmos pontos x em um intervalo

J C T, tal que g(J) é extremamente pequeno e extremamente proximo da fronteira de (7).

Observacao 5.5.3. Se U C V sao dois intervalos, entao o comprimento de U em termos da

métrica hiperbolica de V' ¢ dado por

ILUU||UUR]
ILIIR] 7

ly(U) :=log

onde L e R sdo as componentes de V\U.

Se V' contém uma vizinhanca c-escalada de U, entao

by (U 1
exp[ Vé )} < ::6 < exp [26y (U)].
by (U 1
Se V' é uma vizinhanca e-escalada de U, entao exp [ Vé )] _ 1t g.
5
Como K(Cy, 1) = Cig (11“;)2 e, nas hipoteses do Principio de Koebe, temos que ¢(7") contém

uma vizinhanga 7-escalada de g(J), entao

C_g 1 eXp [gg(T)(g(’]))} < K(Cg, 7) < C’ig - eXp [Mg(T) (Q(J))]
1 Dyg(z)

< < K(C8, 1), temos
(CS.7) ~ Dgly) ~ (. 7)

C
omo, I

Dy(x) _ 1
< —exp [4lyry(g(J tod J
Daly) = g8 P [4un)(9())], para todos o,y €

Co - exp [~4Ly(r)(9())] <

Com isso, essa razao ¢ limitada, em um intervalo J, por uma constante que depende apenas de

Co e do comprimento de ¢g(J) na métrica hiperbolica de g(T').

O Principio de Koebe nos diz que um difeomorfismo g tem a distor¢ao limitada em um

determinado intervalo. Agora vamos apresentar duas outras versés do Principio de Koebe.
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Corolario 5.5.4 (Principio de Koebe - um lado). Para cada par C > 0 e > 0 exite um
K < oo com a seguinte propriedade. Sejam T = [a,b] e g : T — g(T), um difeomorfismo de

classe C*. Assumindo que, para quaisquer intervalos J* e T*, com J* C T* C T, seja vdlido
B(g, T*,J*) > C > 0.

Entao,

Dg()] > - [Dg(b)]

lg(z) —gla)l 8.
|9(T)]
Demonstra¢ao. Sejam L = [a,z] e J = [z,b], usando o operador By, dado por By(g,T") =
9(T) i
[T*[>  [Dg(a*)| - [Dg(b*)]

para cada x € [a,b], tal que

, para o intervalo .J, temos

lg(J)? 1
BO(.g?J): : ZC>O,
[J[> |Dg(x*)] - [Dg(b*)]
com isso
qg(J
B> e gt 1g) (5.)
Dy(a)] - 48
Agora, usando o operador Bj, dado por Bi(g,T,x) = Wg(}?)“ﬂ’ para o intervalo
|71 R]
JUL =T, temos
|Dg(x)| - 42
Bi(g, LU J7) = —pmpm 2 ¢ >0,
|71 R]
assim,
Dyt > €. 9@ lalhl 7]

Ll Tl

o que implica

o) — g(@)| Lo LU
Do)l = C- o T

5. 19l
C. B gt

v
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De 5.5,

|Dg(x)|V/? > C%%.53-|Dg(b)|"2.

Portanto,

|Dg(x)| > C*- 5% |Dg(b)].
0

Defini¢ao 5.5.5. Dizemos que uma aplicagao ¢ : J — R é a-Hélder (ou Holder com expoente

a) em um ponto y € J, se existe uma constante D tal que

6() ~ o) _

o —yl* T
para todo x € J, tal que |z —y| < 1.

Corolario 5.5.6 (Principio de Koebe C’H%). Para cada par D > 0 e 7 > 0 existe um
L(D,T) < oo satisfazendo & sequinte propriedade. Sejam J C T intervalos e g : T — g(7T)
um homeomorfismo, tal que g(T) € uma vizinhaca T-escalada de g(J). Assumindo que, para

quaisquer intervalos J* e T*, com J* C T* C T, tenhamos

77|
\B(g, T*,J*) —1| < D- 1.
T

. ) 1. )
Entao, g € de classe C'"z, isto ¢,

Dy(a) ‘ Px y|] v
— 1| < L(D,7) - , para todos x,y € J.
‘Dg(y) (D,7)

Em particular, log Dg é Hélder com expoente % no nterior de T

Demonstracao. Se considerarmos J C T intervalos tais que J, L ou R é degenerado em um

ponto, onde L e R sao as componentes de T'\J. Usando o operador B, que é dado por

Dy(z)]| - 47

7|
Bi(g.T.2) = —@mml
|71 R

, vemos que Dg existe para todo x € T, mais ainda, como

|B(g, T*,J") — 1| < D - |]T|” para quaisquer intervalos J* e T%, com J* C T* C T, temos
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que Dg é limitada em T'.

7]

Agora, sejam z,y € J e J = [z,y]. Se |J'| > 50 resultado segue do Principio de Koebe.

T

Entéo, supondo que |J'| < 5 sejam C7 > 0 e T" um intervalo, com J' C T" C T, tal que T" é

7| 1/2
vizinhanca C - {m] -escalada de J'. Temos

71142
T)<3-0- [H} AT <3y [T

Consequentemente,

"]

Gy LT
_p 3CelT
7] 7]

1B(g,T',J)—1| < D-

J 1/2
e 5]

Usando a notagao do corolario 5.5.4 (Principio de Koebe - um lado), de B(g,7",J') > C > 0,

temos
u'|] v

C =1 < |Bg, T, J)— 1] <3D-C; - {W

7]
|7

1/2
Aléem disso, se g(T") é uma vizinhanca C - [ 1 -escalada de g(.J'), pelo Principio de

. [T 1/2
Koebe, 7 > C] - [—] . E, também,

| /|

147 1 717"? NG
1= <Oy |2 —1]<Cy- |
cafim] e emusa[F]

Como,

1 EiEG jw —y|]"?
onde Cy = min {—,, 3D - Cl} e satisfaz C5 - { } < Oy - {—} . Temos, novamente
Ch T T

pelo Principio de Koebe,

D L2
‘ 9(x) — 1' < L(D,T) - Px yq , para todos x,y € J.
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Dy(x) _ Dy(x)
Por fim, como log < — 1, temos
Dg(y) — Dy(y)

)

L(D,t
| log Dg(x) —log Dg(y)| < ﬁ o=y

portanto, log Dg ¢ Holder com expoente % O

5.6 O Primeiro Principio de Expansao

O proximo resultado que apresentaremos afirma que sempre que um intervalo ¢ aplicado
de maneira mondétona sobre si e com uma expansao da razao cruzada, entao a aplicagao esta

realmente se expandindo em algum ponto.

Teorema 5.6.1 (Primeiro Principio de Expansao). Para todose >0 e 6 > 0 existe um o > 0
para o qual a sequinte propriedade € wvdlida. Sejam J C T intervalos em N, para os quais
g:T — g(T) C N é um difeomorfismo de classe C e, assumindo que, ambas as componentes

de T\J comprimento maior do que ou igual a - |T|. Se
B(g,T,J)>1+¢
e g(T) DT, entao exite x € T satisfazendo
Dg(xz) > 1+o0.

Demonstra¢ao. Sejam L e R, as componentes de T\ J, e seja £ > 0 suficientemente pequeno

1
para que (14+¢&)(1+&)* > 1+ & Temos dois casos a considerar:

L R
1° caso: Suponhamos que l9(L)] >1—-¢e l9(F) >1-¢.
| L] R
Entao,
\g(|TT)IIg(|J)\
Blg. T\ 7) = gy 21+

LI R



CAPITULO 5. DINAMICA UNIDIMENSIONAL 98

assim,

l9(T)| 1g(J)]
o 2

T J / 1
Entao, pelo menos um dos termos ’g|(T|)| , % ¢ menor do que ou igual a /1 + 58.

Pelo Teorema do Valor Médio, em qualquer um dos casos, obtemos que existe x € T tal

1
que Dg(z) > 4/1+ 3¢

L
2° caso: Supondo, agora, que % <1-¢&.

Como |L|, |R| > § - |T|, temos

g(JUR)| _ gD =l9(L)] _ [T]~lg(L)
/U R T =1L~ [Tl = L]
7| - (1 —9IL] §-|L]
> =14+ =
7| = |L] 7| = |L]
£-0
> 14—
175
L1 X £-0
Pelo Teorema do Valor Médio, existe x € J U R, tal que Dg(x) > 1+ 15
l9(R)] . ) . £-6
No caso em que 7] < 1—¢, de maneira anéloga ao 2° caso, obtemos Dg(x) > 1+ 15
para algum x € LU J.
Combinando
1 )
Dg(z) > 1—|—§€ e Dg(z) > 1+f—,
temos que existe x € T, tal que
Dg(x) > 1+ o,
onde o depende de ¢ e 0. O]

Observacgao 5.6.2. Supor que ambas as componentes de 7'\ J tem comprimento maior do que

ou igual a - [T'], ndo é o mesmo que supor que 7' contenha uma vizinhanga d-escalada de J.
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5.7 Alguns fatos sobre a Derivada de Schwarz

Nesta secao, faremos algumas observagoes sobre a derivada de Schwarz e sua relacao com
as transformacoes projetivas. Ja sabemos que se Sf = 0, entao f é uma transformacao de
Mébius, preservando, assim, a razao cruzada. Mais precisamente, a derivada de Schwarz tem a

seguinte relacao com a razao cruzada:

Lema 5.7.1. Seja f uma aplicacio de classe C®. Entdo existe uma tnica transformacao de

Mébius, ¢, tal que o limite
(G0N~

x—0 1’3

0
¢ finito. Esse limite € igual a ) Mais ainda, sejam J = [h,2h] e T' = [0, 3h], entdo

Da mesma forma,

DDLU 4
. 1+D(T,J
S(0) = —2 Jim —P)

Demonstra¢ao. Podemos assumir que Df(0) # 0. Como S(¢ o f) = Sf, quando ¢ é uma
transformacgao de Mdbius, podemos assumir também que f(z) = z + az® + o(|z|®), onde o(t) é
t
uma funcao tal que lim & = 0.
t—0 ¢
De fato, dados ag, a1, as € R, existe uma tnica transformagao de Mébius, ¢, tal que ¢(0) =
ag, Dé(0) = ay e D?¢(0) = ay. Pois, se
b
o(z) = @ +d’ como ad — be # 0, vale D¢(0) # 0,

cx +

e temos,

az(—w—i—al)-d, b=ay-d e c=—22 4

2@1

Portanto, existe uma tnica transformagao de Mobius, ¢, para a qual ¢o f(z) = z+ax®+o(|z]?).

T <D f(x)> ,de f(x) = o+ ax® + o(|x]?) &

2\ Df(x)

A derivada de Schwarz Sf(x) = Df) 2
T
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Sf(0) = 6a.
Como
L Bofw -
z—0 :L‘3
Portanto,

100

(x + az® + o(|z|?)

lim

z—) x3

Agora, se J = [h,2h] e T = [0, 3h], sejam L =

(0 )a) —x _ SF(0)

6

[0,h] ¢ R = [2h, 3R], temos

IF(T) = f(3h) — f(0) = 3h+27ah?
\f()] = f(@2h) = f(h) = h+Tah?
|f(L)] = h+ah®
|f(R)] = h+19ah3
com isso,
B(f,T,J) = LA™ b2+ 16ah! + 6302k
)= Gl = i 20ah + 1907
Entao,
4 h,2 h2
B(f,T,J)—1= . + o(h?), onde lim o(’)

assim,

. B(f,T,J)
R
Como Sf(0) = 6a,
3 ..
510y ==5

1+ D(f(T), f(J

" 14 20ah? + 19a2h*

h? "’

h—0

-1
= —A4a.

B(f7T7J)_1

h2

) 3ah? — 33ah*

De maneira analoga, temos 1+ D(T, ) — = =T 500 £ 190272 e
HDU(T)./() _
li 14+D(T,J) — —3q
h—0 h? ’
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portanto,

L)L) 4
SF(0) = —2 lim ——2TD)

h—0 h?

]

Exemplo 5.7.2. Se f é um polindémio de grau maior do que ou igual a 2, com coeficientes
reais e todos os zeros de D f sao reais, entao Sf < 0. De fato, suponhamos que o grau de f
sejan+1,n > 1, e que ay,...,a, € R sejam os zeros de Df. Podemos, entao, assumir que

Df(x) =A(x —ay) -+ (x — a,). Com isso,
D*f(x) = Al(xr —ag) - (x —ap)+-+(x—ar) (- an_1)]
D3f(z) =2A[(x —as) - (x —ap) +- -+ (x—a1) - (z — ap_2)].

Assim,

D) 3
SI = B ‘5<

o)

- [($—a1)1($—a2)+m+(m—an11)(913—%)] _;L_lalemjo_la” |

1 1

(x —a1)(z — ag) (x — ap_1)(x — ay)

Com isso, Sf < 0.

Consideremos, agora, um grupo de difeomorfismos locais na reta gerados por uma Algebra
de Lie £ de geradores infinitesimais.

Lembrando que uma algebra de Lie £ é um espaco vetorial, munido de uma multiplicagao
[-,:], que satisfaz

i. [-,] é bilinear;

ii. [x,z] =0, para todo x € L;
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iii. [z, [y, 2] = [z, y], 2] + [y, [z, 2]], para todos x,y,z € L.

A propriedade iii é conhecida como identidade de Jacobi e também pode ser dada por

[ZL‘, [yv ZH + [yv [Za :L'H + [Z, [x,y]] =0.

Se supormos que o grupo (de difeomorfismos locais na reta gerado por L) é transitivo, temos
que existe um elemento u € L, tal que u(0) # 0. Usando um sistema de coordenadas diferentes,

d
podemos assumir que L(z) = o Agora, assumindo que dim(£) = m e tomando v = f(x)— €
x

dx
L, entdo [u,v] = v/, onde v/ = f'(x)——. Da mesma forma, [u, v*] = v**! onde v* = DF f(z)—.
dx dx
Entao, como estamos supondo £ m-dimensional, v,...,v™ sao linearmente dependentes e,

portanto, as funcoes f,..., D™ f sao linearmente dependentes. Consequentemente, f satisfaz
uma equacao diferencial homogénea linear de ordem menor do que ou igual a m, com coeficientes
constantes, e, entao, f é analitica.

Agora, se f nao é um polindomio de grau menor do que ou igual a 2, entao a algebra de Lie

d . e
gerada por u = f— tem dimensao infinita, isto €,

dx

[, l, [u, [u, ul], fu, [u, [u]]], ...

gera um espaco de dimensao infinita.

Entao, os tinicos geradores de uma algebra de Lie de dimensao finita sao

le— LQZZL‘— e L3:fL’

d d ,d
dz dx x

Vejamos quais grupos sao gerados por tais geradores.

d
e A aplicagao de t por Li(x) = . é
x

r— x +t,

e, portanto, L; gera o grupo de translagoes.
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d
e A aplicagdo de t por Ly(z) = x— é

dx
T x-e
e gera as homotetias da reta.
e Para Ls(r) = * d é
T dr
x

Tr— ———,

—at +1

que so6 existe se ¢ for finito, e essas sdo as transformacoes de Mobius. A aplicagao hy(x) =

i1 satisfaz hy(0) = 0, Dhy(0) =1 e D*hy(0) = t.

Juntas, essas transformacoes geram todas as transformacoes de Mobius

ar +b
cr +d

Com isso, os tnicos invariantes diferenciais que correspondem a grupos de Lie de dimensao

finita sao

D(f)=f, N(f)= € S(f>:%3f_g<ll);ff)'

Esses operadores diferenciais sao a diferenciacao, o operados de nao-linearidade e a derivada

de Schwarz. FEles sao invariantes, pois

D(Lix f) = D(f)
N(Llatf) = N(L27tf) = N(f)
S(Ll»tf> = S(L27tf) = S(L37tf) = S(f);

para todo t. Em particular, ker(D) = {f;Df =0} é o grupo das transla¢oes, ker(N) =
{f; Nf =0} é o grupo das transformacoes afins e ker(S) = {f;Sf =0} é o grupo das trans-
formacoes de Mobius.

De fato,
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® D(Ly f) = D(f):

DX(f(x)-¢") _ ¢ D*f(x) _
D(f(x)-¢) ~ o Df(x)

N(La f)(z) = N(f(x) - ') =

® S(Liy f) = S(Low f) = S(Lss f) = S(f):

L DM(f(a)+1) 3 (DXflx)+1))

S(Laef)a) = S +0) = D S (TUE D)
_ DY) 8 (D@ _ .
- B 5 (Br) =St

t\ : 3 . 2
Lo f)lx) = SU(x)- €)= Frrs oy 3 (W)




Capitulo 6

Razao Cruzada - Uma Descricao Mais

Geral

J& vimos que a uma quadrupla de pontos distintos esta associado um invariante, a razao
cruzada projetiva, de maneira que duas quadruplas sao equivalentes sob uma transformacao se,
e somente se, elas possuem a mesma razao cruzada. A razdo cruzada projetiva fornece uma
caracterizacao geométrica da reta projetiva.

Considerando quatro pontos distintos ordenados (x,y, z,t) na reta projetiva, existe, essen-
cialmente, tnicas coordenadas de maneira que x é gerado por (1,0), y por (0,1), z por (1,1) e
t por (b,1). Entao, b := b(xz,y, z,t) é a razao cruzada desses quatro pontos. A razao cruzada
projetiva satisfaz a um conjuntos de relagoes algébricas. Destacamos a relagao de produto

ciclico (1), a relacdo aditiva (2), a relacao de simetria (3) e a rela¢do de normalizagao(4):

1) b(z,y,z,t) = b(z,w,zt)blw,y,z,t),

2) b(x,y,z,t) = 1—Db(t,y,z ),

3

4) b(x,y,z,t) = 1l xr=youz=t.

(1) b(
(2) b )

( ) b(x7 y? Z? t) = b<Z7t7 I?y)?

(4) b( )

Por outro lado, qualquer conjunto munido de uma funcao b, de quadruplas de pontos,

satisfazendo a essas relagoes, pode ser visto como um subconjunto da reta projetiva complexa

105
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onde b é uma restricao da razao cruzada projetiva. Essa elementar, porém notavel, afirmacao
estabelece que a razao cruzada projetiva caracteriza completamente a reta projetiva.

J& vimos, também, que podemos descrever o plano hiperbolico real, H?, como uma extensao
métrica da reta projetiva real, R U {co}. No modelo do disco de Poincaré, o plano hiperbolico
é o disco unitario A, cuja fronteira A = {z € C;|z| = 1} = {& + iy € C;2? + y* = 1} pode
ser identificada com uma reta projetiva real. As geodésicas, nesse modelo, sdo a intersecao
de circulos ortogonais a A com o plano hiperbolico. Dessa forma, um par de pontos na reta
projetiva real A determinam uma tnica geodésica. Vimos como a razao cruzada se relaciona
com a distancia no modelo do semiplano superior, agora, descreveremos como acontece essa
relacao no modelo do disco.

Um horociclo centrado em um ponto x da reta projetiva real é um circulo em A tangente a
OA no ponto z. Seja v a Gnica geodésica unindo dois pontos A e B no plano hiperboélico; sejam
x e y os pontos inicial e final da geodésica v no infinito; sejam C, e C, os horociclos centrados
em x e y e passando pelos pontos A e B, respectivamente; sejam, finalmente, z e t os centros
dos dois horociclos tangentes a C, e C,, respectivamente. Entao a distancia hiperbélica entre
os pontos A e B é o logaritmo da razao cruzada dos pontos z, ¥, z,t. Essa construcao permite
descrever a distancia hiperbolica em termos da razao cruzada, como foi feito no capitulo 3, e
vice-versa.

Por outro lado, a reta real projetiva apresenta-se como uma “fronteira no infinito” do plano
hiperbolico. No modelo do disco de Poincaré, duas geodésicas orientadas com mesmo ponto
final, isto é, se encontram a uma distancia finita uma da outra, em 0A sao ditas assintoticas.
Isso permite a extensao dessas ideias as superficies de Hadamard. Uma variedade Riemanniana
bidimensional M é uma superficie de Hadamard se é simplesmente conexa, completa e tem
curvatura seccional negativa. A fronteira no infinito d,,M de uma superficie de Hadamard,
M, é o conjunto de classes de equivaléncia de geodésicas orientadas assintoticas. Para o plano
hiperboélico, a fronteira no infinito é exatamente a reta real projetiva 0A.

Uma generalizacao para a razao cruzada em M foi dada por Otal fazendo o caminho in-

verso. Dados quatro pontos em 0., M ele considerou quatro horociclos e definiu a razao cruzada
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Figura 6.1: Relacao entre distancia e razao cruzada.

dos pontos z,y, z,t como a exponencial da distancia entre dois pontos A e B, convencionando
o sinal de maneira adequada. Em geral, a funcao correspondente cumpre as relagoes satisfeitas
pela razao cruzada, exceto a relagao aditiva (2). Usando essa construcao, Otal provou que
uma métrica com curvatura negativa em uma superficie é caracterizada pelo comprimento de
geodésicas fechadas. Bourdon usou um conceito de razao cruzada parecido para definir uma
geometria na fronteira no infinito de um espacgo métrico com curvatura negativa.

Falando um pouco sobre a razao cruzada em um contexto de dinamica e Teoria de Tei-
chmiiller. Consideremos M um recobrimento universal de uma superficie fechada S, a fronteira
no infinito de M, depende apenas do grupo fundamental de S, m1(S), por isso, a denotaremos
por Ouom(S). A fronteira no infinito é homeomorfa a um circulo e admite a acado de m(.5).
Assim, toda métrica com curvatura negativa em S fornece uma razao cruzada invariante sob a
acao de m(S) em Ouom(S).

Uma interpretacao dinamica pode ser dada a razao cruzada. Consideremos o quociente do
espaco de triplas ordenadas de pontos distintos em J,.m(.S) pela agao diagonal de m1(5). Esse
quociente, denotado por U S, é compacto. Uma razao cruzada gera um grupo de transformacoes
{¢:} em US, da seguinte forma ¢, (x,y,2) = (x,y,w), onde t = b(z,y,z,w). Da relacdo do

produto ciclico (1), temos que ¢yrs = ¢y 0 ¢ps. Essa construgao recupera o conceito de fluxo
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geodésico quando a razao cruzada vem de uma métrica com curvatura negativa. Em geral, ha
uma relagdo muito proxima entre a razao cruzada e dinamica.

Considerando, agora, o espaco de todas as razoes cruzadas em O,m1(S), que chamaremos
de Mg. O espaco de Fricke, de estruturas hiperboélicas em S, que é identificado com o espago
de Teichmiiller, 7(S) de estruturas complexas em S, pelo Teorema de Uniformizacao, é visto,
de maneira natural, em Mg como o subconjunto de razoes cruzadas projetivas. Cada razao
cruzada identifica a fronteira no infinito, 0, m(S), com a reta projetiva e, assim, define uma
representacao de m1(S) em PSL(2,R) e uma estrutura hiperbdlica em S. Da mesma forma, um
espaco de representagoes de m;(S) em PSL(n,R), conhecido como componente de Hitchin, é
identificado como o espaco de razoes cruzadas satisfazendo regras generalizando a relagao aditiva
(2). Por fim, Mg também contém o espaco de todas as métricas com curvatura negativa em S.

Acredita-se que o espaco Mg possui uma estrutura que generaliza a estrutura de Poisson
em componentes de Hitchin, descrita por Goldman. Uma estrutura de Poisson em um conjunto
Y é uma &lgebra de Lie em um conjunto de funcoes definidas em Y, tal que o colchete de Lie
satisfaz a uma regra de Leibniz com respeito a multiplicacao. Esse conceito surge em mecanica
classica e conduz a mecanica quantica. Por construgao, toda quadrupla de pontos (x,y, z,t) na
fronteira no infinito define uma fungdo em Mg por b — b(x,y, 2,t). Essas fun¢bes, quando
restritas ao espaco de Fricke, produzem uma classe de funcoes cujo colchete de Poisson tem
sido calculado por Wolpert e Penner. Essas funcoes foram representadas como operadores em
espacos de Hilbert por Chekhov, Fock e Penner.

Em outra direcao, as razoes cruzadas também tem sido usadas para generalizar muitas
propriedades da Teoria Classica de Teichmiiller, tais como identidades de McShane, para a
Teoria Superior de TeichMiiller- Thurston, que é o estudo de componentes de Hitchin.

A razdo cruzada projetiva (muito além do que vimos no capitulo 3) esta fortemente rela-
cionada com a geometria hiperbdlica tridimensional. Dois exemplos recentes sao o estudo de
Neumann do Terceiro Problema de Hilbert em Geometria Hiperbolica, e a Geometria Hiperbo-

lica Qudntica desenvolvida por Baseilhac, Bonahod, Benedetti, Kashaev, etc.
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