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Resumo

Esta dissertacdo trata-se da andlise de um estudo sobre um modelo epidemiolégico com taxa de
incidéncia ndao—linear geral, o qual temos o modelo SIR (Susceptivel-Infectado-Recuperado)
com uma generalizacdo. O estudo com o objetivo de estabelecer condi¢des para a quantidade e
estabilidade dos pontos de equilibrio serd feito, e esse nos levard ao comportamento de algumas

bifurcagdes mesmo tendo a doenga controlada.

Palavras-chave: modelos epidémicos. sistemas de equagdes diferenciais. pontos de equilibrio.

bifurcacdes de Hopf. de sela-n6 e de Bogdavov-Takens.



Abstract

This dissertation is about the analysis of a study on an epidemiological model with general
non-linear incidence rate, which we have the SIR model (Susceptible-Infected- Recovered)
with a generalization. The study with the objective of establishing conditions for the quantity
and stability of the balance points will be done, and this will lead us to the behavior of some

bifurcations even with the disease controlled.

Keywords: epidemic models. systems of differential equations. equilibrium points. Hopf,saddle-

node e Bogdavov-Takens bifurcations.
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1 Introducao

Motivados pela atual situagdo pandémica mundial, resolvemos estudar e aprofundar em
alguns modelos epidemiolégicos como o modelo SIR e suas generalizacdes tais como SIRS. O
modelo SIR é um modelo epidemiol6gico usado para descrever algumas doengas que produzem
uma imunidade permanente no individuo. Esse modelo € relativamente simples para descrever
alguns problemas reais, mas suas variacdes para um ambito mais complexo, como o modelo SIRS,
¢ algo que se aproxima mais da modelagem de algumas doencas, como a gripe e a Covid—19,
onde, com o passar do tempo, os individuos recuperados perdem a imunidade adquirida pela

infeccdo, e logo, podem se infectar novamente.

O modelo epidemioldgico estudado serda um modelo SIRS com uma taxa de incidéncia
ndo—linear geral, ou seja, a taxa que mede "o nimero de transmissdes por unidade de tempo"[11,
p.51] serd ndo—linear. A taxa de incidéncia, presente em modelos de epidemiologia classicos,
depende bi—linearmente tanto dos individuos que possam se infectar com a doenga quanto dos
individuos infectados [11, p.254]. Porém, essa dependéncia bilinear, ndo fornece informacdes
suficientes sobre a situacdo da doenga [1, p.1795]. Um estudo feito em [18], mostra que o uso
da taxa de incidéncia ndo—linear modela de uma forma mais precisa simulagdes para surtos de
sarampo. Dessa forma, ao considerarmos uma taxa de incidéncia sendo ndo—linear, essa nos
fornecerd informagdes mais reais, e possibilitard o estudo de bifurcagdes, dado que, "modelos
com taxa de incidéncia nao—linear podem exibir oscilagdes periddicas (...)"[1] e miltiplos pontos

de equilibrios.

O modelo SIRS, assim como o SIR, € um modelo compartimentado que recebe esse
nome devido ao fato da populacido ser dividida em compartimentos (ou classes), que indicam em
qual estado se encontra o individuo. As transi¢des entre as classes do modelo estudado em [1]

sd0 matematicamente expressas pelas seguintes equacoes:
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as 157

e H—5[1+f(I7V)]W_NS+5R7

dl 5P

L B 1) Ly
dR

em que p > 0; NV a populagdo total, sendo N = S + I + R a soma das classes, dadas a seguir

* Suscetiveis (S): o nimero de individuos sadios que estdo suscetiveis a contrair a doenca;

* Infectados (I): o nimero de individuos que contrairam a doenca e podem transmiti-la aos

individuos suscetiveis por transmissao direta;
* Removidos (R):0 nimero de individuos que foram infectados, mas ndo sdo mais portadores

da doencga, por motivo de isolamento, cura (adquirindo ou ndo imunidade) ou morte.

No sistema (1.1), o parametro 11 € a taxa de recrutamento de individuos (incluindo recém nascidos

e imigrantes) na classe suscetivel. Os demais parametros sao os seguintes:

1 € a taxa de mortalidade natural (ndo induzida pela doenca);

B é a probabilidade de infecc¢do por contato por unidade de tempo;

« € a taxa de recuperagdo;

0 é a taxa na qual os individuos recuperados perdem sua imunidade (adquirida pela

infec¢do).

A fungiio f(I,v) sera assumida de classe C3(R) para [ € v > 0 um parametro. Em
geral, f(I,r) é uma fungdo nao—linear que satisfaz algumas condig¢des especificas que serdo

abordadas na se¢do 3.2.

Ao apresentarmos os parametros de (1.1), temos que o modelo SIRS € uma extensdo do
modelo SIR, ou seja, do modelo epidemioldgico onde os individuos recuperados ndo voltam

para a classe suscetiveis (6 = 0).

O modelo SIRS classico pode ser obtido do modelo (1.1) quando a constante p = 1 e a

func¢do f for nula, sendo esse, dado como
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dS 15

dl 1S

al - gls I 1.2
o ﬁN (n+a)l, (1.2)
dR

@ - |

o al —(u+ )R

Contudo, temos que o objeto de estudo € o modelo (1.2) com uma alterag@o da taxa de incidéncia

(BIS)/N, para a seguinte taxa de incidéncia ndo—linear geral

ISP

onde condi¢des para a ocorréncia de pontos de equilibrios e bifurcacdes serdo estabelecidas
no modelo, conforme o estudo feito em [1]. Em [7] e [17], uma anélise do modelo SIRS com
uma taxa de incidéncia ndo—linear especifica foi usada para ilustrar o fato de que bifurcacdes

ocorrerao.

Para o estudo de bifurcacoes, alguns parametros que estdo associados ao modelo se-
rao perturbados, e as respectivas mudangas qualitativas sofridas no modelo, devida a essas
perturbacdes, serdo analisadas. Nessas mudancas qualitativas, podem ocorrer o surgimento
ou desaparecimento de drbitas periddicas, ou até mesmo o surgimento de pontos de equili-
brios. Assim, as perturbacoes nos parametros do modelo (1.1) geram bifurcacdes que serao os
topicos abordados nesta dissertacdo, dentre os quais, as bifurcagdes de Hopf, de Sela—No6 e

Bogdanov-Takens.

Mais precisamente, a bifurcacdo de Hopf estd associada a situacdo em que um ponto
critico de um sistema troca a sua estabilidade e faz surgir ou desaparecer uma Orbita periddica
em funcao da variacdo de um parametro. Essa troca da estabilidade ocorre quando os autovalores
da matriz jacobiana do sistema no ponto critico sdo complexos diferentes de zero e com parte
real nula. No caso especifico do sistema (1.1), isso ocorre quando o parametro v/, presente na
fungdo f, atinge um valor especifico. Para o estudo dessa bifurcacdo, trabalharemos com a forma
normal da bifurcacdo de Hopf, uma vez que a forma normal nos permite fazer um estudo local
da estrutura qualitativa do sistema ndo-linear (1.1). Outro ponto importante que estudaremos, € a
classificacdo dessa bifurcacdo, que pode ser supercritica ou subcritica dependendo do sinal de

um parametro definido como coeficiente cibico da forma normal do modelo.



Capitulo 1. Introducdo 14

Ja a bifurcagdo de Sela-No¢ esta relacionada com o surgimento ou desaparecimento de
pontos criticos ao variarmos apenas um parametro do modelo. Mais precisamente, tal situagao
ocorre quando a matriz jacobiano de um sistema em um ponto de critico possui exatamente um
autovalor ndo nulo. Dessa forma, o objetivo € encontrar as condi¢des necessdrias, no sistema,
para que tal situagcdo ocorra. Essa bifurcacdo serd encontrada usando o Teorema de Sotomayor
que classifica bifurcacdes de codimensio um em R? através da diferencial do campo e dos seus

autovalores.

Ao contrario das bifurcagdes tratadas anteriormente, a bifurcacdo de Bogdanov-Takens
somente pode ocorrer através da variacao de dois parametros. No caso bidimensional, um ponto
critico € chamado de Bogdanov-Takens se possui multiplicidade igual a dois e o jacobiano do

sistema no mesmo ponto possui autovalores nulos.

A justificativa bioldgica para estudarmos bifurcagdes em modelos epidemioldgicos, ou
seja, "compreender padrdes de periodicidade e identificar os fatores especificos posteriores a
esses surtos periddicos € de extrema relevancia para prever e controlar a propagacdo de doengas

infecciosas que ocorrem entre um individuo infeccioso e um suscetivel"[7, p.93].

Para o aprofundamento de tal estudo, trabalharemos com o artigo On Equilibria Stability
in an Epidemiological SIR Model with Recovery—Dependent Infection Rate [3], e como centro de
estudo, o artigo Bifurcation Analysis Of an Sirs Epidemic Model With Generalized Incidence [1].
Teremos como base para a fundamentagdo tedrica os livros Differential Equations and Dynamical
Systems [15] de Perko, An Introduction to Mathematical Epidemiology [11] de Maia e Equagdes
Diferenciais Ordindrias [16] de Sotomayor. Outras fontes para o estudo serdo mencionadas ao

longo do texto.

Para os proximos capitulos desta dissertacio, teremos a seguinte distribui¢do: no capitulo
2, apresentaremos alguns conceitos preliminares de equacdes diferenciais ordindrias. No capitulo
3, estabeleceremos alguns conceitos e modificacdes sobre o modelo (1.1) baseado em [1], e
também analisaremos seus pontos de equilibrio. No capitulo 4, traremos o conceito de bifurcagao,
juntamente com as condi¢des necessarias no modelo para o surgimento da bifurcagdao de Hopf,
Sela-N6, Homoclinica e de Bogdanov—Takens. No capitulo 5, faremos a andlise numérica do

modelo para uma funcéo f (I, v) especifica, e no capitulo 6, as consideragdes finais.



2 Preliminares

Antes de comegarmos nosso estudo em bifurca¢des do modelo epidemiolégico escolhido,
estabeleceremos alguns resultados e definicdes preliminares, tais como Campos Hiperbdlicos,

Teorema de Grobman-Hartman, Formas Normais, entre outros.

2.1 Alguns conceitos da teoria de EDO

Realizamos nosso estudo em sistemas de equacgdes diferenciais ndo-lineares que possuem

a seguinte forma

= F(z), z(0)=ux (2.1)
onde F' : A — R™ é uma fungdo continua, sendo A C R um conjunto aberto.

Obtermos a expressao explicita da solucdo do sistema ndo—linear (2.1) nem sempre
¢ possivel, mas podemos encontrar solu¢des aproximadas através de alguns métodos, tais
como: aproximagdes sucessivas, que também é conhecida como o método de Picard, métodos
numéricos como Runge—Kautta, entre outros. Os métodos numéricos, geralmente sdo usados para
formular algumas hipdteses ou obter resultados especificos de um problema. Como o objetivo da
dissertac@o € estudar e analisar os resultados gerais encontrados em [1], se faz necessario um
estudo qualitativo do referido sistema, sendo que esse estudo nos permite determinar propriedades
gerais de suas solucdes sem explicitamente calculd-las. Uma alternativa para o estudo qualitativo
do comportamento local das solu¢des de (2.1) se deu através do teorema de Grobman—Hartman
(2.1.1), onde esse garante que localmente o comportamento de um campo vetorial ndo—linear

hiperbdlico serd o mesmo que o de um sistema linear do tipo
T =Ax (2.2)

na vizinhanga da origem, onde A = D F(x() é a matriz jacobiana no ponto critico =, do sistema.

Dessa forma, tendo em vista que sabemos estudar a estrutura qualitativa dos sistemas
lineares com mais facilidade, as informagdes qualitativas a respeito do comportamento local das

solugdes do sistema nao-linear (2.1), podem ser estudas através do sistema linear (2.2).
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2.1.1 Teorema de Grobman—Hartman

Definicdo 2.1.1. Dizemos que a matriz A € L(R)™ é hiperbdlica se possui todos os autovalores

com parte real ndo nula.

Um ponto de equilibrio (ou singular) do campo vetorial F', ou seja, do sistema (2.1), é
um ponto o € A C R™ no qual F'(zy) =0, e um ponto regular, ¢ um ponto o € A C R™ tal

que F'(xg) # 0.

Definicao 2.1.2. Um ponto de equilibrio xo € A C R™ do sistema (2.1) é dito hiperbdlico se a
matriz jacobiana DF () € hiperbdlica, ou seja, todos os autovalores da matriz DF (z) tém

parte real ndo nula.

Definicao 2.1.3. Um ponto de equilibrio xo € A C R™ do sistema (2.1), na qual a matriz jaco-
biana DF (x() ndo tem autovalores nulos é chamado de ponto de equilibrio ndo—degenerado,

caso contrdrio, é chamado de ponto de equilibrio degenerado.

A seguir, enunciaremos o teorema de Grobman-Hartman. O teorema é de grande rele-
vancia para estudo da estrutura qualitativa dos sistemas nao—lineares, pois esse, garante que
topologicamente o comportamento local do sistema nao—linear (2.1) proximo a um ponto de
equilibrio hiperbdlico € tipicamente determinado pelo comportamento do sistema linear (2.2)

perto da origem.

Sem perda de generalidade, podemos supor que o ponto de equilibrio x foi transladado

para a origem.

Definicao 2.1.4. Dois sistemas autonomos de equagoes diferenciais, como (2.1) e (2.2) sdo ditos
topologicamente conjugados em uma vizinhanca da origem, ou seja, possuem a mesma estrutura
qualitativa proxima a origem, se existir um homeomorfismo H que mapeia abertos U e V', que
contenham as respectivas origens, e que leva trajetorias de (2.1) em U em trajetorias de (2.2)

em V e preserva sua orientacdo pelo parametro t.

Teorema 2.1.1. (Teorema de Grobman-Hartman) Sejam A um subconjunto aberto de R™
contendo a origem, F € C'(A) e ¢; o fluxo do sistema ndo-linear (2.1). Suponhamos que
F(0) = 0 e que a matrizA = DF(0) seja hiperbélica. Entdo, o sistema (2.1) é topologicamente

conjugado ao sistema linear 3y = Ay. Ou seja, existe um homeomorfismo H : U — V, com
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U C AeV CR™abertos em torno da origem tal que

H o pi(xg) = eAtH(xo);

e mapeia trajetorias de (2.1) contidas em U em trajetorias do sistema linear correspondente,

contidas em V' e preservando a orientacdo dada pelo parametro 1.

Dessa forma, conforme em [15], temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.2. Seja A um subconjunto aberto de R* contendo a origem e seja F' € C*(A).
Suponhamos que a origem é um ponto critico hiperbolico do sistema ndo—linear (2.1). Entdo,
a origem é um no estdvel (ou instdvel) para o sistema (2.1) se e somente se é um no estdvel
(ou instdvel) para o sistema (2.2) com A = DF(0). E a origem é um foco estdvel (ou instdvel)

para o sistema (2.1) se e somente se é um foco estdvel (ou instdvel) para o sistema (2.2) com

A = DF(0).

Demonstracdo. Consulte [15, p.143]. 0

Definicao 2.1.5. (Foco—centro) A origem do sistema (2.1) é chamada de foco—centro se existe
uma sequéncia de orbitas fechadas p,,, com p, 1 no interior de p,, tal que @, — 0 (origem)

quando n — oo e tal que toda trajetoria entre @, e p, 1 espiralam na dire¢do p,, para Y, 1

quando t — +oo.

Teorema 2.1.3. Seja A um subconjunto aberto de R? contendo a origem e seja ' € C'(A) com
F(0) = 0. Suponha que a origem é um centro para sistema linear (2.2) com A = DF(0). Entdo,

a origem é um centro, um foco—centro ou um foco para o sistema nao—Ilinear (2.1).
Demonstragdo. Consulte [15, p.144] U

Conforme [15, p.145], um foco—centro ndo pode ocorrer em um sistema analitico'.

Assim, teremos o seguinte coroldrio

Corolario 2.1.1. Seja A um subconjunto aberto de R? contendo a origem e seja F' uma fungdo
analitica com F(0) = 0. Suponha que a origem é um centro para sistema linear (2.2) com

A = DF(0). Entdo a origem é um centro ou um foco para o sistema ndo—linear (2.1).

' Sistema composto por funcdes analiticas, ou seja, funcdes que podem ser localmente expandidas em séries de

Taylor.
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2.1.2 Formas Normais

Uma das abordagens mais eficientes para andlise de sistemas dindmicos ndo-lineares se
trata da teoria da forma normal, onde um determinado sistema dindmico complexo descrito por
equacdes diferenciais pode ser simplificado, através de sucessivas transformacdes de coordenadas,
em uma expressao explicita que preserva a topologia do espaco de fases do sistema original, na

vizinhanca do ponto de equilibrio [6, p.138].

Sabemos que uma mudanga de coordenadas linear

r=Ty
transforma uma equagdo diferencial linear
T =Azx
na seguinte forma
= (T'AT)y

ondez.y € R™, A eT sdomatrizesn xn,e T énio degenerada. Entdo, sem mudar a estrutura
)

topoldgica das drbitas, podemos estudar o caso onde a matriz A estd na forma de Jordan.

Para os sistemas nao—lineares e ndo—hiperbdlicos temos um procedimento similar, ou
seja, conseguimos obter uma forma mais simples da equacdo via uma mudanga de coordenadas

usando a teoria de Formas Normais.

A teoria de Formas Normais seré util no estudo das bifurcacdes, uma vez que bifurca-
coes ocorrem somente em pontos ndo—hiperbdlicos de um sistema de equacgdes diferenciais
nao—lineares. Assim, a forma normal de cada bifurcacdo nos permitird fazer um estudo local da

estrutura qualitativa do sistema nesses pontos.

2.1.3 Teorema de Poincaré—Bendixson

Definicao 2.1.6. Sejam F : A C R™ — R™ um campo vetorial de classe C*, 1 < K < oo

definido no aberto A, e p,(t) = ¢(t,p) uma orbita de F passando por p , definida do seu
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intervalo mdximo I, = (w_(p),w4+(p)). Se w_(p) = —o0 e wi(p) = 400, definiremos os

conjuntos w—limite e a—limite de p por
w(p) ={q € A:3(t,) com t, = o0 e py(t,) = q, quando n — oo}

alp) ={¢e A:3(t,) com t, - —oc0 e ¢,(t,) = q, quando n — oo}.

Definicao 2.1.7. A semi—drbita positiva passando por p, denotada por ~;, é definida por

vF = A{elt,p)  t >0}
Teorema 2.1.4. O teorema de Poincaré— Bendixson

Seja p(t) = @(t,p) uma orbita de F definida para todo t > 0 tal que 7 esteja contida
em um compacto K C A C R2. Suponha que o campo F possui um niimero finito de pontos de
equilibrio em w(p). Entdo, tém-se as seguintes alternativas:

1. Se w(p) contém somente pontos regulares, entdo w(p) é uma orbita periddica;

2. Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo w(p) consiste de um conjunto de

orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — 400;

3. Se w(p) ndo contém pontos regulares, entdo w(p) é um ponto singular.

Demonstracdo. Consulte [16, p.134] [

Teorema 2.1.5. Aplicacdo do teorema de Poincaré— Bendixson

Seja F' um campo vetorial de classe C' num conjunto aberto A C R?. Se ~ é uma érbita

fechada de F tal que Int* v C A entdo existe um ponto singular de I contido em Inty.

Demonstragdo. Consulte [16, p.140] 0

2 Interior da 6rbita fechada .
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3 Termos epidemiologicos e pontos de

equilibrio

Neste capitulo, apresentaremos alguns termos da drea epidemiolégica que serdo necessa-
rios para o entendimento do nosso trabalho e, também, analisaremos condi¢des e teoremas para

a existéncia dos pontos de equilibrio do modelo (1.1), conforme [1].

3.1 O numero basico de reproducao (Ry)

O namero basico de reproducdo Ry € um termo matematico usado em epidemiologia
para indicar o qudo contagiosa ¢ uma doenca especifica. Como discutido em [4], o nlimero bésico
de reprodugio (Ry), € o niimero médio de casos secunddrios' produzidos, em uma populagio
completamente suscetivel, por um individuo infectado. Assim, o valor indica o nimero de outras
pessoas que uma unica pessoa infectada ird contagiar, assumindo que todas as outras pessoas
estdo suscetiveis a contrair a doenca. Por exemplo, sendo R = 4 significa que, no inicio de uma

epidemia, cada pessoa infectada ird contagiar outras quatro.

Dentro do campo da epidemiologia, os valores de R sdo usados para estimar a expansao

ou a erradica¢do de uma doencga, de forma que, como em [5], para alguns modelos

* Se Ry < 1, entdo, em média, um individuo infectado produz menos de um novo individuo

infectado ao longo de seu periodo infeccioso, e a infec¢do pode ndo se espalhar;

* Se Ry > 1, entdo, cada individuo infectado produz, em média, mais de uma nova infeccao,

dessa forma, a doenga pode-se propagar em uma populagio.

A defini¢do do R para diferentes tipos de modelos epidemioldgicos ainda levanta muita
discussao entre cientistas da drea epidemioldgica. Essa definicao depende de muitos termos que
fogem o objetivo deste trabalho. Dessa forma, ndo discutiremos a teoria por trds da defini¢do do
numero basico de reprodu¢do, mas para um leitor mais interessado, assim como em [13] e em

[11, p.104], 0 Ry que usaremos em nosso trabalho pode ser calculado como "o maior autovalor

' "Os casos secunddrios devem ser entendidos como uma infec¢io adquirida em um momento posterior ao do

caso primadrio, de um portador que, provavelmente, compde o grupo de contatos intimos."[2]
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positivo da matriz chamada de préxima geracao"[11, p.107]. Uma discussdo similar pode ser

encontrada em [14].

3.2 Consideragdes sobre a funcéao nao-linear geral f(I,v)

Como ja mencionado na introducdo desta dissertacao, as transi¢cdes entre as classes do

modelo estudado sdo matematicamente expressas pelas equacoes (1.1):

ds 157

dl 15P

— = 1 1 — = I
U g ) o,
dR

. = I —

= al — (p+90)R,

onde a fungdo f(I,v) € C*(R), para I > 0 e v > 0 um parAmetro, é ndo—linear e satisfaz as

seguintes hipoteses:

A1) f(0,v) = f(1,0) = 0;

Az)a—f > () para v > 0;
v

Ag)gj; > 0 para [ > 0;

62
6f§§0para[>0.

. A4)

De [1], temos da hipdtese A; que quando / e v assumem valores pequenos, a taxa de
incidéncia passa a ter o termo 5//N dominante, uma vez que f assumird valores positivos

préximos de zero, e para valores grandes de I e v, o termo dominante passa a ser f(I,v)I/N.

As hipéteses A, e As, indicam que a fungdo f cresce a medida que [ ou v crescem, ja
a suposicdo Ay, garante que f t€m sua concavidade voltada para baixo, o que, de certa forma,

implica em uma saturacio da taxa de crescimento da fungdo.

O fator S?, na taxa de incidéncia (1.3), é considerada por [1], como uma forma especifica
ao invés de considerar uma situacdo mais geral dada por uma fungdo ¢(S) que satisfaga as

condigdes ¥(0) = 0 e ¢'(S) > 0 para S > 0. Para maiores detalhes veja [12].
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Vale ressaltarmos que, uma complica¢do matematica, como o uso de uma funcio f ndo-
linear geral em um modelo SIRS, nao € algo criado para simplesmente estudarmos bifurcacoes.
Esses modelos existem, e a ndo linearidade da fun¢do f vem de vérios fatores que necessariamente
afetam a taxa de incidéncia como, por exemplo, o uso de méscaras de protecao por parte da

populacdo, a diminuicao da circulagdo de pessoas com o fechamento do comércio, entre outros.

3.3 Pontos de Equilibrio do Modelo

No modelo (1.1), sempre teremos um Unico ponto de equilibrio livre de doenga (ELD),
ou seja, onde o nimero de infectados é igual a zero, (I = 0). Poderemos ainda, ter outros pontos

de equilibrio, sendo esses, chamados de pontos de equilibrio endémico.

Para encontrarmos o equilibrio livre de doenga (ELD), basta encontrarmos os valores de

S e R tais que suas derivadas sejam nulas. Uma vez que, nesse caso I = 0 e f(0,v) = 0 (de A4y),

teremos
dsS
- 1
7 S (3.1
€
dR
7 (1+ )R, (3.2)

tendo como equilibrio S = I/ e R = 0 respectivamente. Assim, obtemos o ponto ELD
50 = (H/Mv 07 O)
Para encontrarmos os pontos de equilibrio endémico, somaremos as trés equagao do

modelo (1.1), onde

as dI dR

E+E+E = I-—puS+6R—(p+a)l+al —(p+90)R

= I —puS—pul —puR
= II—pu(S+R+1I),

e a populacdo total N = S + I + R obedecerd a seguinte equagio

AR NS (3.3)
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Ao resolvermos a equagdo (3.3), obtemos que N (t) = cie ™ + 11/u e que Jim N(t) =11/p.
Dessa forma, em qualquer equilibrio £§ = (S*, R*, [*), temos N* = S* + [*+ R* =11 /u, e

1|
Q:{(S,[,R):S,I,R20,5+I+R:u}

uma regido positivamente invariante para o modelo (1.1), isto €, dado um ponto g em (2, a érbita
do sistema de equagdes diferencidveis passando por ¢, ¢(t, ¢), permanecera em € para todo ¢
positivo. Daqui em diante, estudaremos a dinamica do modelo (1.1) no primeiro octante, ou seja,

na regido {2, e encontraremos os seus pontos de equilibrio endémico também em ().

Ao resolvermos, no ponto de equilibrio endémico, a segunda equagdo do sistema (1.1),

onde
P

B+ FU) o~ (uta)] = 0,

teremos a seguinte expressao para S?:

n+ o
FP=—"———=N (3.4)
B+ [, v)]
Como N = II/u, segue que (3.4) se reescreve da seguinte forma:
W+ II
P=m e —. (3.5
B+ fUL )l p

Da mesma forma, a partir da terceira equacgdo do sistema (1.1), no equilibrio endémico,

teremos
al — (p+d)R = 0,
ou seja, obteremos a seguinte expressao para [

ol
R = .
)

(3.6)

Ao substituirmos (3.5) e (3.6) na primeira equacgdo do sistema (1.1), para I em equilibrio,

teremos

‘ 1 I+« II al \
H—5[1+f(1,y)]ﬁ (w’“‘) —uS+5<M+5> =0,
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e ao usarmos N = I/, apés uma simplificagdo obteremos

ol
IT — I—uS+6l—— ] =0.
(1 + o) — pS+ <u+5>

Da equagdo (3.5), teremos que

- H—QE 1/p
S_<ﬁ[1+f(l,u)]u> ) 3.7)

logo, ao usarmos (3.7), segue que

1 e’ m\'/” al B
ORI C s I )

Assim, obteremos

(4 0)(u+a)l —d(al) TR | A B
o Qe ) -

) L+ f(Iv)p
Ap6s colocarmos [ em evidéncia e efetuarmos a distributiva, obteremos a seguinte equagao:

Cplptatd) p+a I 1/p_
== “(muf(f,u)m) =0 69

Ao isolarmos I na equacdo (3.9), teremos que

PO VR S VR < ot o H)””
plp+a+0)  plp+a+6) \BL+ f(L,v)]n

Usaremos o nimero bésico de reproducdo R, discutido na se¢do (3.1) e definido em [1] como

(3.10)

p—1
Ro 8 <H> , 3.11)
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e usarmos na equacgao (3.10), teremos

(1 +0)
p(p+a+9) |

__wrd) [ 1H”1”p]

B ,u(/H—aJré)_H M( o(ﬂ) [1+f(1,’/)]>

e (1 a1
B u(u+a+5)_n v <R0[1+f(I,V)]> ]

N m_l_ (Ro{l +1f(LV>]>1/p]'

Logo, as raizes de (3.9) s@o os pontos fixos da seguinte fun¢ao

1
Lv)=k(1- k 3.13
oy ( Ro/P 1L+ (1, u)}l/p> =" ¢

onde k = (u + O)II/[u(p + « + )], ou seja, queremos encontrar [* tal que ¢(I*,v) = I*.

Observemos que como

1| I
k<—=o(,v)<—, (3.14)
1 1

logo, os pontos fixos de ¢ estdo na regiao ().

Para prosseguirmos, calcularemos a primeira e a segunda derivada da funcao ¢:

—-1/p
96 0 [—/{:(Ro(l + f(1, 1/)) ]
ol ol

—1/p—1
= —kl—;<R0(1+f(Ivy)> ]ROfI(I’V)

= b Ra (0 10 >)/] i1, w)

kf[(], I/)
PRy[L+ f(Lv)]+e
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Como k e p sdo positivos, Ry > 0, e da condicdo A3 temos que f é crescente, segue que a

primeira derivada da funcao ¢ € positiva.

Ao calcularmos a segunda derivada da funcdo ¢, teremos

@ — ka(IvV)pRé/p[l+f(]77/)]1+1/p_fI(Ivy)pR(ll/p<1+1/p)[1+f(j>y)]l/pfl(j7y)
OI? pZ'R(Q)/p[l + f(U, V)]2+2/p

pRYPIL+ FUL )P\ frr(Lv)[L + F(Iv)] — (L+1/p) f3(1,v)
= k

PPRYPIL + f(I,v)]2+2/r

L)L+ fTLv)] = (L4 1/p)fLv)
PR+ f(1,v)|2+1p '

Dessa forma, da condigdo Ay, temos f7; < 0, 0 que implica que O¢/II? é negativa. Assim, para
determinarmos a quantidade de pontos de equilibrio endémico do modelo (1.1) nas condi¢des

emque Ry > 1, Rg = 1e Ry < 1, consideraremos algumas propriedades da funcio ¢:

1. po=0(0,v) =k (1 - Rg/p>;
26 _ kfi(1,v)
O PRI f(L )]

3 0 _ fnL )L+ fILv)] = (L 1p) 71 )
S or PRy [+ (I v+

< 0.

Por defini¢do, a fun¢do ¢ (3.13) € limitada superiormente uma vez que ¢ < k. Dessa

forma, ao ser ¢ uma funcao crescente (propriedade (2)) e limitada, teremos que o

Tim o(I,v) = u

existe e é finito.

A seguir, encontraremos a quantidade de pontos de equilibrio endémico. Ao considerar-

mos Kg > 1, teremos

1 1
RF
entao
=k|1 —1 0 3.15
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Assim, como ¢y > 0 e ¢ é crescente, além da existéncia e finitude de ¢, teremos ¢, positivo.
Da propriedade (3), temos que ¢ é concavo para baixo. Dessa forma, com todas essas considera-

¢Oes, existe um dnico I* > 0 tal que ¢(I*,v) = I* (cf.figura (1)).

Figura 1 — A existéncia de um unico [* se Ry > 1.

(OJFY
d=1
q)()
I
Fonte: Elaborado pela autora.
Sendo Ry = 1, temos
oo =k (1 b ) 0 (3.16)
0 = — = U. .
R(l)/P

Para calcularmos a quantidade de pontos de equilibrio endémico, precisaremos avaliar a derivada

da funcéo ¢ em I = 0. Ao considerarmos Ry = 1, e da condi¢do A; termos que, f(0,v) = 0,

segue que
8¢ kf[(oa V)
- =27 (3.17)
o, p
Logo,
oo ~ kf1(0,v) p
o1, = e > 1< f(0,v) > i (3.18)

Dessa forma, a equagéo ¢(I,r) = I tem uma unica raiz se f;(0,v) > p/k, ja que sua derivada
em I = 0 é maior que a derivada da reta ¢ = I no mesmo ponto (cf. figura (2)) e ndo possui raiz

caso contrdrio, ja que terd derivada menor que uma unidade (cf. figura (3)),
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Figura 2 — A existéncia de um tnico [* se Ry = 1 e f7(0,v) > p/k.

D s

A

Do

=y

A 4

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 3 — Nao existénciade [* se Ro = 1 e f;(0,v) < p/k.

P 2
d=1
< o I—
Fonte: Elaborado pela autora.
Finalmente, se Ry < 1, entdo
»(0,v) k(l ! ><0 (3.19)
V) = - .
R(l]/P
Neste caso, ao observarmos a funcio ¢:
o(I,v)=k (1 ! ) (3.20)
V) = - , .
Ro/P[1+ f(I,v)] 7

se limyoo f(I,V) = fouo(v) < 1/Rp — 1 entdo ¢, < 0 e, assim, nenhuma raiz positiva da

equagdo ¢(1,v) = I existira (cf. figura (4)).
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Figura 4 — Nao existéncia de pontos de equilibrios I* se Rp < le foo(v) < 1/Ry—1

D 4

Ld

A
\ 4

K—/I
S

v

Fonte: Elaborado pela autora.

Se fwo(v) > 1/Ro — 1, entdo dependendo da forma funcional da fun¢do ¢, a equagdo
o(I,v) = I pode ter nenhuma, uma ou duas raizes positivas. Portanto, como em [1], teremos o

seguinte teorema:

Teorema 3.3.1. (Quantidade de pontos de equilibrio endémico em fungdo do niimero bdsico de

reprodugdo R)

1. Se Ry > 1, entdo o modelo (1.1) tem um tinico ponto de equilibrio endémico ;

2. Se Ry = 1, entdo o modelo (1.1) tem um tinico ponto de equilibrio endémico se f;(0,v) >

p/k e nenhum equilibrio endémico se fr(0,v) < p/k;
3. Se Ry < 1, entdo:

a) o modelo (1.1) ndo tem ponto de equilibrio endémico sempre que fo(v) < 1/Ro—1;

b) o modelo (1.1) pode ter nenhum, um ou dois pontos de equilibrio endémicos se

Folv) >1/Ro—1.

Ao estabelecermos o teorema (3.3.1), temos que a existéncia de dois pontos de equilibrio
endémico s6 pode ocorrer se Ry < 1 e foo(v) > 1/Ry — 1. Dessa forma, tendo essas considera-
coes, mostraremos, a seguir, as condi¢des sob as quais o modelo exibe dois pontos de equilibrio

endémico.

Consideremos a funcdo
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G(I,v)=9¢(,v)—1. (3.21)

Suponhamos que f;(0,v) > p/k, como Ry < 1, logo

kfr(Il
% = M > 1. (3.22)
O,y pRé/p
Dessa forma, como
oG, _0o
or|,_, ol|,_,
de (3.22), teremos % > 0.
oI |,_,
Como ¢, existe e é finito, teremos
.09
Ilgr;(} T 0. (3.23)

oG
Assim, lim — = —1. Pela propriedade (3), segue que
I—o00 a]

PG 0%

oz o -0

Assim, 0G /01 é uma fungiio mondtona decrescente de 7, e portanto, como (0G/II)|;—o > 0 e

Ilim 0G/OI = —1, pelo teorema do Valor Intermediério, existe um tnico 7, o > 0 tal que

—00
oG
— =0. (3.24)
ol -1z

.. .. oG
A unicidade de [, vem da monotonicidade da fung¢do a Com esses dados, teremos que a
fungdo 0G/0I é positiva no intervalo (0, I;), nula em [} e negativa em (1, 00). Logo, G é uma
funcdo crescente no intervalo (0, /], decrescente em ([}, c0) com um valor maximo no ponto
I5.
Da equagdo (3.24), teremos que a func@o ¢(/, v) poderd assumir umas das trés formas a

seguir no ponto I:
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Figura 5 — (0G/0I)|1=r; = (0¢/0I)|1=r; — 1 = 0, mas sem ponto fixo.

31

b 4

L4

F N

i 4

()]

0
v

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 6 — (0G/0I)|1=1z = (0¢/0I)|1=rz — 1 = 0, com um ponto fixo

D 4

Ld

y N

i 4

0]

0
v

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 7 — (0G /OI)|1=1; = (0¢/0I)|1=1; — 1 = 0, com dois pontos fixos

L4

b 4
P =

d(Lv)

A

3]
i 4

()]

0

v

Fonte: Elaborado pela autora.

Ao calcularmos G(0, v) para R < 1, temos de (3.19) que,

G(0,v) = ¢(0,v) <0, (3.25)

e para Ry = 1, teremos de (3.16) que,

G(0,v) = ¢(0,v) =0. (3.26)

Por hipétese, a fungdo f € C3(R?), e portanto, 0 mesmo se aplicada para G. Dessa forma, por

.. ) ) oG
continuidade da derivada da GG, segue-se que existe um R*, com R* < 1, para o qual a7 tem

uma Unica raiz I com

9G )
W - G(‘[O) — 07

=1
ou seja, G(I5,v) = ¢(I5,v) — I; = 0. Assim, teremos um tnico ponto de equilibrio endémico
para Ry = R*, e para valores de Ry € (R*,1), G terd duas raizes I; e I; com I} < I3,

correspondendo a dois pontos de equilibrio endémico do modelo.

) .. ol
Mostrarmos a seguir a unicidade de R*. Para calcularmos <8R>’ teremos que

0

oI oI 9¢
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logo,

0¢ k N k < of )
0720 pR(l)/P+1D +f]1/P pR(l)/p[l +f([7 V)]H—l/p aRO

e
pR(l)/p—O—l[l_i_f]l/p pR(l)/P[1+f([’V)]1+l/p ol )\ OR,

L . K < 91 ) (3.28)
PR L SV pRYP[L A S )] \OR

B k +@ ol
O pRYPHL 4 e OI\ORo )

Logo,

or| o [ i L0001 }
IRy I=I} 9% I=I; pR(l)Jr%[l + f(]7y)]% I=I} R I=I}
_ ok oL
PRy P14 fI )3 1= IR0l

0
> 0, e termos em conta que —¢

ol

. I
Ao assumirmos ——

TR > 1, segue que

I=I} I=I
ol ol k n ol
. - = . .
Maliy; Ry (14 (L) limr; - TR0l
- ak N ol - ol
. il el
PRy [+ ()] =y ORoliy ORoli

I
com0 < o < — . Logo, temos uma contradigdo. Dessa forma, (01/0Ro)|r=1: < 0, e

a¢ I=I7

portanto, o nimero de individuos infectados, no ponto de equilibrio endémico menor, diminui

) ol
quando Ry aumenta. De forma andloga, ao assumirmos ——

ORo
o¢

ol

< 0, e termos em conta que
I=I3

< 1, segue que
I=I3
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ol ol k Lol
MRalis; D0pRy (1t f(Lv)p =ty TR0l
- k L ol - ol
PRy L+ ()] ey ORoly ORoli,

: I o .
uma contradi¢do. Logo, —— > (), portanto, o nimero de individuos infectados, no ponto

IRy I=I}
de equilibrio maior, aumenta quando R, aumenta. Portanto, a quantidade R* para o qual

(G /0l |1=r;) = G(I5) = 0, € dnica, e assim, teremos o seguinte teorema.

Teorema 3.3.2. Se f;(0,v) > p/k, entdo existe um vinico R* com R* < 1 tal que o modelo
(1.1) ndo tem ponto de equilibrio endémico se Ry < R*, um tinico ponto de equilibrio endémico

se Ry = R*, e dois pontos de equilibrio endémico se R* < Ry < 1.

Na préxima sec¢do, para estudarmos estabilidade dos pontos de equilibrio, iniciaremos

por reduzir o modelo (1.1).

3.4 Modelo Reduzido e dinamica do modelo

A regido () é positivamente invariante para o modelo (1.1), e conforme em [1], assu-
miremos que a populacdo atingiu o seu valor limiar, ou seja, N = II/u = S+ I + R, e ao
considerarmos R = 11/ — S — I na primeira equagdo do modelo (1.1), obtemos as equagdes

do modelo reduzido, dado a seguir:

5 _ - (“)ﬂ[uf]lsp—ww(g—S-[),

dt Il
a-_ (r BIL+ fl1SP = (u+ )l o
dt I1 a '

emque f = f([,v).
Ao calcularmos a matriz jacobiana do modelo (3.29) em um ponto genérico (.5, I),

teremos que, ela é dada por
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—pEBIST L S V)]~ (u+8)  —gBSTL+ [+ Ifi(L )] =6

S = Iz 1 f
pPLST L+ ] g f LA v)] = (p+ )

(3.30)

Como os pontos de equilibrio do modelo reduzido (3.29) correspondem aos do modelo

(1.1), o equilibrio livre de doencga de (3.29), dado por Ey = (II/u,0), tem a correspondente

matriz jacobiana
m\"
—(n+9) —ﬁ() -4
JO = 12
0 (1 +a)(Ro — 1)
Nio € dificil ver que os autovalores da matriz Jy sdo A\ = —(u + @) e Aa = (u+ «)(Ry — 1).

Entdo E), € localmente estavel assintoticamente se Ry < 1, sendo que nessa situacdo, ambos os
autovalores seriam negativos. E, caso contrdrio, Ej € instavel se /Ry, > 1, mais precisamente, £

seria um ponto de sela, uma vez que os autovalores teriam sinais contrarios.

A seguir, discutiremos como R se relaciona com a dindmica da doenca, conforme [1].
Suponhamos agora que Ry < 1. Se o modelo nao tem ponto de equilibrio endémico, entdo, da
aplicacdo (2.1.5) do teorema de Poincaré-Bendixson (2.1.4), nenhuma 6rbita periddica existe
na regido ). Ou seja, também ndo existem Orbitas periddicas atratoras. Assim, como {2 € uma
regido positivamente invariante, e o equilibrio livre de doenca Ej € o tnico equilibrio em (2,
a estabilidade local de E implica que toda solucdo iniciada em {2 se aproxima de Fj. Nessas

condi¢des, garantiremos a estabilidade global de .

Teorema 3.4.1. Suponhamos Ry < 1. Se o modelo ndo tem equilibrio endémico, entdo o

equilibrio livre de doenga é globalmente estdvel assintoticamente.

Do teorema (3.3.2), sabemos que se Ry < R*, entdo o modelo (3.29) ndo possui ponto
de equilibrio endémico. Assim, temos que o teorema (3.4.1) implica que Ej é globalmente

estavel assintoticamente sempre que Ry < R*.

Além disso, se temos as condi¢des (3.a) do teorema (3.3.1), ou seja, f(/, ) é limitada
e Ro < 1/[1 + fxo(v)], entdo ¢, < 0 e portanto, o0 modelo ndo tem equilibrio endémico (cf.
figura 4). Nessa condicdes, o equilibrio livre de doencas também € globalmente assintoticamente

estavel.



Capitulo 3. Termos epidemiologicos e pontos de equilibrio 36

Ao supormos que f7(0,v) > p/ke R* < Ry < 1, ou seja, condigdes para a existéncia
de dois pontos de equilibrio endémico do modelo (3.4) demostrada no teorema (3.3.2), teremos

o seguinte resultado

Teorema 3.4.2. Se R* < Ry < 1, entdo um dos pontos de equilibrio endémico é um ponto de

sela e o outro é atrator ou repulsor.

Demonstragcdo. Ao considerarmos R* < Ry < 1, o teorema (3.3.2) garante a existéncia de dois
pontos de equilibrio endémico no modelo reduzido (3.29). Consideremos esses dois pontos por

Ef = (S1,I7) e E5 = (S;, 1) com E tendo o menor nimero de infectados e £ o maior.

Ao calcularmos a matriz jacobina (3.30) em um ponto de equilibrio endémico E* =

(S*, I*), teremos

—a—(u+6) —b—4

J(v) =
a b—(u+a)
onde
0= p%ﬁ[l + (I, V)| IS, (3.31)
b= %5[1 (I V) + I (I, 1)) S (3.32)

Ao explicitarmos o det(Ay — J*(v)) = 0, em que I, é a matriz identidade, obtemos que

Mt XNa—b+put+a+pu+d)+alp+a+d)+(u+8)(—b+p+a). (3.33)

Sendo assim, os autovalores da matriz Jacobiana J*(v) sdo as raizes do polindmio

caracteristico

P\ =X +BX+C, (3.34)

com

B=a—-b+2n+a+4o (3.35)

C=alp+a+6)+(p+0)(=b+p+a). (3.36)
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Ao usarmos (3.32), (3.5), 3.11) e k = (u + O)IL/[pu(pe + e + 9)], obtemos que

(W+0)(=b+p+a) kfr(I,v) 09
= — = ——, (3.37)
a(p + a+9) pR(l]/P[l + f(I, )]+ 1/p oI
logo, C pode ser rescrito como
99
C = alp+a+9) —a(u+a+6)§
0 = (3.38)
— a(ﬂ+a+(5)<1—81121*>

0
Ao sabermos que ;[) > 1 em EY, segue que C|/— rr < 0, e, portanto, como C' € o produto das
raizes de P(\), teremos P()\) com duas raizes de sinais opostos, logo £} é um ponto de sela.
0
Notemos que como 8? < 1 em E3, segue de (3.38) que ;= r; > 0, entdo £5 ndo pode ser
um ponto de sela, ja que o produto das raizes sendo positivo, temos que as duas raizes serdao

negativas ou positivas. Portanto, £ € atrator ou repulsor.
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4 Bifurcacgoes

Neste capitulo, apresentaremos e discutiremos a respeito das bifurcacdes de Hopf, Sela-
N6 e Bogdanov-Takens. Além disso, faremos uma anélise da estabilidade dos pontos de equilibrio

para obtermos as formas normais de cada modelo de bifurcacdes estudada, quando for o caso.

4.1 Bifurcagbes em Pontos de Equilibrio Nao-Hiperbdlicos

Da teoria local dos sistemas de equacdes diferenciais, sabemos que podemos determinar

localmente a dindmica do sistema

i = F(z), (4.1)

onde z € R™e F = (Fy,..., F,), por meio do processo de lineariza¢do do sistema em uma
vizinhanca do ponto de equilibrio x, usando o teorema de Grobman-Hartman (2.1.1) desde que
nenhum dos autovalores da matriz jacobiana DF'(z() tenha parte real nula. Reescrevendo o

sistema acima como

T = F(z,p), (4.2)

em que p € R™ € um vetor de parametros e os pontos de equilibrio do sistema sdo dados por
F(z*,p) = 0, temos que, se perturbarmos o sistema (4.2), isto é, se variarmos continuamente o
parametro p, sabemos que sistemas vizinhos, obtidos da perturbagdo, t€m as mesmas propriedades
topoldgicas do sistema (4.2) nos pontos hiperbdlicos, uma vez que os autovalores da matriz
jacobiana variam continuamente em fun¢do do vetor de parametros. Desta forma, nossos estudos
em bifurcacdes se concentrardao em pontos criticos nao-hiperbdlicos. A seguir definiremos o

conceito de bifurcagio.

4.2 O que € uma bifurcacao?

Como sabemos, os sistemas de equacdes diferenciais que modelam, por exemplo, doencas

infeciosas, sao compostos por equagdes que possuem alguns pardmetros, onde definimos em (4.2)
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a cole¢do desses pardmetros como o vetor p € R™. Ao variarmos p, podem ocorrer mudancas na
estrutura qualitativa das solu¢des. Conforme em [8, p. 57],"ao considerarmos o retrato de fase
do sistema, a medida que os parametros variam, o retrato de fase também varia. Dessa forma,
existem duas opcoes: ou o sistema permanece topologicamente equivalente ao original, ou sua
topologia muda". Assim, essas mudancas no retrato de fase sdo chamadas de bifurcacgdes, e os
valores dos parametros, onde ocorrem essas mudancgas, sdo chamados de valores de bifurcagao.

[8, p.57]

A andlise de bifurcacdes para um quantidade expressiva de parametros € complexa e
as vezes dificil de solucionar. Existem métodos que ajudam a sanar essa dificuldade, dentre os
quais, pode-se destacar o uso de formas normais e o Teorema da Variedade central, que leva ao

teorema de Sotomayor.

Na medida do possivel, abordaremos ao longo de cada se¢ao seguinte, uma teoria que

descreve e permite a andlise das bifurcacdes tipicas que estudamos.

Antes de seguirmos a primeira aplicacio; uma busca pela bifurcacao de Hopf, definiremos

o conceito de ciclo limite.

4.3 Ciclo limite

No estudo de sistemas dindmicos com espago de fase bidimensional, um ciclo limite €
uma Orbita v fechada no espaco de fase onde Orbitas espirais se aproximam ou se afastam dele,
seja quando o tempo se aproxima do infinito ou quando o tempo se aproxima do infinito negativo.

Esse comportamento € uma caracteristica de sistemas nao—lineares.

Como em [16], segue a defini¢do de ciclo limite:

Definicao 4.3.1. Ciclo limite

Sejam A um aberto de R? e I : A — R? um campo vetorial de classe C'. Uma érbita
periodica v de F' chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanca V de v tal que v é a tinica

orbita fechada de F' que intercepta V.

Proposicao 4.3.1. Com as notacdes da defini¢cdo acima, existem apenas os seguintes tipos de

ciclos limites (diminuindo V' se necessdrio):
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1. Estdvel, quando lim;_,, d(¢(t,q)',v) = 0 para todo q € V;
2. Instdvel, quando limy_, _, d(p(t,q),~) = 0 para todo q € V;

3. Semi—estdvel, quando lim;_,. d(p(t,q),v) = 0 paratodo q € V N Ext* v; e
limy , o d(e(t,q),v) = 0 para todo q € V N Int~, ou o contrdrio.

onde d(.,.) € uma métrica.
Demonstracdo. Consulte [16, p.109] [

Na figura (8), teremos os trés tipos de ciclos limites.

Figura 8 — Ciclos limites

'S F S r' S
y y y convergente

> ~ . / o trajetorias /

e trajetorias i T g i
ciclo W~ _=" i ciclo T divergentes ciclo
limite convergentes limite limite

“.divergente

v \ 4 v

Estavel Instavel Semi-estavel

Fonte: Elaborado pela autora.

4.4 Bifurcagao de Hopf

O aparecimento ou o desaparecimento de uma 6rbita periddica através da variacao de um
parametro € conhecido como bifurca¢ao de Hopf. Mais precisamente, trata-se de uma bifurcacio
local na qual um ponto critico de um sistema dindmico ganha ou perde a estabilidade, a medida
que um par de autovalores conjugados complexos (da linearizagdo em torno do ponto fixo)

intersecta o eixo imagindrio do plano complexo .

Para ilustrarmos essa bifurcacio, segue o exemplo de um sistema planar onde ocorre

uma Bifurcagao de Hopf, conforme [15].

©(t) = ¢(t, p) uma 6rbita de F' passando por p, conforme na secéo (2.1.3)

2 Parte externa da érbita .
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Exemplo 4.4.1. Consideremos este sistema planar

P = —y+a(p—2*—y>
y+x(p y°) 43)
y = x4+yp—a®—y°).

O tnico ponto de equilibrio é a origem. Assim, a matriz jacobiana desse sistema na origem serd

—1
DFO,u) = | " , 4.4)

L p

onde seus respectivos autovalores serdo \y = p1+1 e \y = 1 — 1. Pelo teorema (2.1.2), é possivel
classificar a estabilidade do ponto de equilibrio, onde a origem do sistema ndo-linear planar

serd

* um foco estdvel se j. < 0, pois teremos a parte real dos autovalores sendo negativa;

* um foco instdavel se . > 0, pois teremos a parte real dos autovalores sendo positiva,
Para . = 0, DF(0,0) tem um par de autovalores imagindrios puros, e pelo coroldrio (2.1.1),

temos que a origem é um centro ou um foco para o sistema ndo—linear com p = 0. Na verdade, a

estrutura do retrato de fase torna-se visivel se escrevermos este sistema em coordenadas polares
(r,0), onde

x =1 cos(d), y=rsen(h).

i =17 cos(0) —rfsen(d), @ =17 sen(h) +r6 cos(h).
Ao substituirmos essas equacoes no sistema (4.3), obtemos

7 cos(f) — r?sen(&) = —rsen(f) +r cos(0)(u — r?) “.5)
7sen(0) + r0r cos(0) = r cos(f) + rsen(0)(u — r?).

Ao multiplicarmos a primeira equacdo de (4.5) por cos(0), a segunda por sen(0) e depois

somarmos, obteremos, em coordenadas polares

7’1:7’(“_7"2)7



Capitulo 4. Bifurcacoes 42

e ao multiplicarmos a primeira equagdo do mesmo sistema por —sen(0), a segunda por cos(0) e

depois somarmos, obteremos

0=1.

Assim o sistema (4.3) é reescrito da seguinte forma

=7 (pu—r?
| (b —r7) 6)
0=1.
Dado que a primeira equacgdo do sistema (4.6) é autbnoma, analisaremos a funcdo
fr)=r(u=17). 4.7

Por razoes fisicas apenas consideraremos v > 0, dessa forma, temos duas situagcoes para

considerarmos; |t < 0e > 0:

e Para p < 0, temos que f(r) =r (u—1r*) <0=17 = f(r) < 0. Logo a origem é um

ponto de equilibrio estdvel.

Figura 9 — Plano de fases para i < 0

Fonte: Elaborado pela autora.

e Para p > 0, temos que :

f(x) >0, se0<r<./u

f(x) <0, ser>. /i



Capitulo 4. Bifurcacoes 43

logo, a origem é um ponto de equilibrio instdvel, no caso, um foco.

Figura 10 — Plano de fases para pn > 0

SN N Ny S s s
SN N ) | [ Y Y S S S S
N NV A A G
U N | 'V 7/ 7 -~ 7~ - -
S~ N A \ | / A A
S N L Y [ e
~ N Nz _ —_- = = =
~ NN — N NN - = -
~ ~ N |f - VW s = —
-~ ~ N W7o =N /I NV N~ =
- N [ /] Jo|— N~ 2 —
- — =~ \ N~ - | NN~
- - - N = N N~
- - - SN NN
- - - S 0 VN NN

-~ 7 SV N NN

- ~ ! 1 \ % AN A

Fonte: Elaborado pela autora.

Vemos que a troca da estabilidade da origem, no sistema (4.3), ocorre quando i = 0,
provocando assim uma bifurcacdo de Hopf. Observe que, apos o pardametro | passar por
zero e se tornar positivo, ocorre o aparecimento de uma orbita periddica; um ciclo limite

estavel de raio \/1i, dado por

Yu(t) = /u(cos(t), sen(t))”.

De uma forma geral, como em [6, p.151], as condi¢des de existéncia da bifurcacio de

Hopf sdo dadas através do seguinte teorema :

Teorema 4.4.1. (Condigoes de existéncia de uma bifurcacdo de Hopf)

Suponhamos que o sistema dado pela equagdo (4.2) tenha um ponto de equilibrio (xg, po),

para o qual as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

* A matriz jacobiana D f,(xo, po) tem um simples par de autovalores imagindrios puros e
nenhum outro autovalor com parte real nula, o que implica na existéncia de uma curva

suave de pontos de equilibrio (x(p), p) com (x(py) = x¢). Os autovalores \(p) e \(p) de
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(4.2), os quais sdo imagindrios puros em p = pg, variam suavemente com a variacdo do

pardmetro p;

s Os autovalores \(p) = a(p) +1iB(p), \M(p) = a(p) — iB(p) devem intersectar o eixo

imagindrio com velocidade ndo nula, tal que

0

5,(@(0) #0; 4.8)

o que implica que existe uma variedade central tridimensional, passando através de

(w0, po)-

Para mais detalhes, consulte [6, p.151].

Ao considerarmos o conceito de bifurcagdo de Hopf, as discussdes da secdo (3.4),
Cliz, > 0e E} = (S5,1;) o segundo ponto de equilibrio endémico que, como ji demos-
trado pelo teorema (3.4.2), pode ser atrator ou repulsor, teremos que qualquer troca de esta-
bilidade de E; corresponderd a uma bifurcagio de Hopf, onde essa ocorre quando B|;—p;,
do polindmio caracteristico P())(3.34), for nulo. Suponhamos ainda que exista v tal que
B(v°) = Bli=r;(s) = 0 e dB/(dv)|,- # 0. Entdo, o modelo passa por uma bifurcagdo de Hopf
na qual as raizes do polindmio caracteristico P(\) intersectam o eixo imagindrio quando v atinge
v¢ tal que d(Re[A(v)])/(dv) = —(1/2)(dB/dv) # 0 em v°. Observemos que, o valor de B
representa a soma dos autovalores da matriz jacobiana no ponto de equilibrio endémico. Dessa
forma, a condi¢do de termos a derivada da parte real dos autovalores ndo—nula em relacdo ao
pardmetro v em v¢, € a maneira de garantirmos a troca de estabilidade do ponto de equilibrio (cf.

figura (11))
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Figura 11 —dB/(dv)|,. > 0

A

B

Ve v

v

Fonte: Elaborado pela autora.

Assim, se dB/(dv)|,. > 0, temos Re[A(v)] < 0 para v < v°, e Re[A(v)] > 0, caso contrdrio.

A seguir, definiremos os dois tipos de bifurca¢do de Hopf.

4.4.1 Bifurcacdes Hopf supercriticas e subcriticas

Sabemos que a bifurcacdo de Hopf do modelo (3.29) ocorre quando o pardmetro v

assumir o valor de v°. Para a bifurcacdo Hopf, existem dois tipos: a supercritica e a subcritica.

Uma bifurcacdo de Hopf leva ao aparecimento (ou desaparecimento) de um ciclo limite,
que pode ser atrator (estavel) ou repulsor (instdvel) quando v assume o valor critico de bifurcacao.
Caso o ciclo limite seja atrator, a bifurcacdo recebe o nome de supercritica e subcritica, caso

contrario, conforme [15, p.352].

O tipo de bifurcacao de Hopf serd determinado pelo sinal de uma constante (o) chamada
de coeficiente ctibico da forma normal do modelo (3.29) como em [6, p.152]. Em outras fontes,
como em [15, p.352], esse coeficiente € definido como Numero de Liapunov. Em caso dessa
constante ser negativa, teremos uma bifurcacdo de Hopf supercritica, caso contrario, teremos
uma bifurcacdo de Hopf subcritica. Essa relacdo € verificada no teorema (4.4.2), para o seguinte

sistema planar, conforme [15, p.352].
Considere o seguinte sistema analitico planar

&= px —y+pl,y) 49)

y=x+py+q(z,y)
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com as fun¢des analiticas

plx,y) = Z aijl'il/‘j = (a20x2 + anzry + a02y2)
i+j>0

+  (asor® + agi2®y + a1oxy® + aozy®) + ...
q(r,y) = Z bija'y! = (baox® + biizy + boay?)
i+j20
+  (b3ox® 4 barz*y + bioxy® + bosy®) + ...

€ com

21
o1 = 7[3(6030 + bos) + (@12 + ba1) — 2(a0ba0 — ao2boz) + a11(aoz + aso) — b11(boz2 + bao)],

teremos o seguinte teorema, conforme em [15, p.352]:

Teorema 4.4.2. (A bifurcacdo de Hopf) Se o1 # 0, entdo a bifurcacdo de Hopf ocorre na origem
do sistema analitico planar no valor de bifurcacdo i = 0; em particular, se o1 < 0, entdo um
tinico ciclo limite estdvel bifurca da origem do sistema planar quando | cresce a partir de zero,
e se o1 > 0, entdo um tinico ciclo limite instdvel bifurca da origem do sistema planar a medida
que v diminui de zero. Se o1 < 0, os retratos de fase do sistema planar serdo topologicamente
equivalentes aos mostrados na figura (9) e (10) e hd uma superficie de orbitas periddicas que
tem uma tangéncia quadrdtica com o plano (z,y) na origem em R* x R conforme a figura (12),

adaptada de [15, p.351].

Figura 12 — Diagrama de bifurcacdo do Hopf e a familia de ciclos limites v, resultantes da
bifurcacdo de Hopf

A
T

Fonte: Adaptado pela autora.
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Antes de apresentarmos o cédlculo da constante (o) conforme em [6], e usada em [1], se

faz necessdrio o estudo da forma normal do sistema (3.29).

4.4.2 Forma Normal da Bifurcacédo de Hopf

A forma normal de um sistema dinidmico é uma forma simplificada do sistema que
pode ser util para determinar o seu comportamento. No entanto, para obtermos tais forma
normais, em geral, utilizamos operacdes que envolvem cédlculos com grande custo computacional.
Dessa forma, ao pensarmos nos sistemas que sofrem uma bifurcagao de Hopf, se faz necessario
sistematizar um resultado onde sistemas pertencentes a uma determinada classe, no qual as
condi¢des de ocorréncia da bifurcacdo de Hopf sdo satisfeitas, possuam uma mesma forma

normal.

Sabemos, por [15], que se as condicdes do teorema (4.4.1) forem satisfeitas para os
autovalores \(p) = a(p) +iB(p), \(p) = a(p) — iB(p), segue que o sistema (4.2) , pode ser

escrito na seguinte forma normal,

i = alp)r—Bp)y+ (012 — o2y)(2® + 37
y = alp)y+B(p)r + (ory + oox)(2® + y?),

com o, e 0y constantes chamadas de coeficientes ctibicos da forma normal. Porém se a parte

(4.10)

linear do sistema dindmico estiver na forma candnica de Jordan, podemos expressar a Equagao

(4.10) como

z _ 0 —w x N f(z,y) . @10

Y w 0 y g(z,y)

onde f(0) = ¢(0) =0e Df(0) = Dg(0) = 0 e o coeficiente cuibico (1), que determina o tipo

de bifurcacdo de Hopf, conforme em [6, p.152], serd dado por

1 1
01 = E f:vxac + facyy +gac;ry +gyyy] + 167(&) [facy(f;rx + fyy)

(4.12)
— Gxy (gm& + gyy) - fxacgwx + fyygyy‘| .

Para mais detalhes, consulte [6, p.152].
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Nesse sentido, para determinarmos sob quais condi¢des ocorrem cada tipo de bifurcacao
de Hopf, do modelo epidemiolégico SIRS (3.29), transformaremos o sistema que o descreve

para a forma normal da bifurcagdo de Hopf (4.11).

Consideraremos a translacdo S = S* + z e I = [* 4+ y sobre um ponto de equilibrio
endémico genérico E* = (S*, [*), onde (C|;=7- > 0), corresponde a origem do novo sistema de

coordenadas (z,y). Dessa forma, o sistema (3.29) se reescreve como:

W (B8 A (S 2y — (S )
+6[ — (8" +2) — (I* + ), (4.13)
W (BY[4 FI ] 4 )"+ — (o)

onde f(L;v) = f(I*+y;v) = f(I5v) +yfi(I*v) + fo(y, [*;v) é a expansdo em série de
Taylor da fungdo f(I;v) em torno do ponto I = I* e f5(y, [*; v) denota termos de segunda e

demais ordens em y. Ao desenvolvermos o bindmio de Newton

(S*+ )P =S +pSP > b zk S PF, (4.14)

k=2 \ k
a partir das equacdes (3.5) e (3.6), juntamente com a expressdo de f([;v), o sistema (4.13) serd

transformado no sistema de equagdes

@

% = J*(v) + , (4.15)

dt
onde M = M (z,y;v) é dado por

M = (ﬁ)@{ [(1 + ST+ (L + f(I50) + (I V))y] fj Z A
k=2

p [1 ) + u>] oy§ P+ [(I* ) faly, I3 0) + 2 fo(T u)] -

[S*p + ﬂfpS*p_l—i— Z p xks*p—k:‘| }
k

k=2
Observacao 4.4.1. Apos cdlculos e vdrias verificagcoes, chegamos em uma expressdo de M

diferente da encontrada em [1].

Nao ¢ dificil percebermos que o traco (J*(v°)) = (—a +b —2u — a — §)(v°) =

—B(v°) = 0. Seja u um autovetor de J*(v°) correspondente ao autovalor iw,, i.e., (J*(v°))u =
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iweu, onde u = (ul,u?)T € C? e w. = /C(I*(v¢)). Com um simples célculo, obtemos que
u = (b+6, —b+p+a—iw.)’. Sejau = [Re(u)+ilm(u)] e ao definirmos Q = [Re(u), Im(u)]

segue que:

—1 7%/, ¢ _ 0 w
Q J(v)Q = . (4.16)

—w 0

Ao definirmos (¢,7)T = Q7 !(z,y)”, ou seja, ao escrevermos o sistema (4.41) na base dos

autovetores, o sistema se reescreve da seguinte maneira

é o 6 : 1 M ) 4.17
7 N —w 0 n _b—l—(s pta+s (577777/, 4.17)

onde M (g, m;v) = M((b+ 6)e, (—b + p + a)e — wen; v), uma vez que Q(e,1)” = (z,y)7.
Desde que

dB

:_E 7&07

v=v¢ v=v¢

dcf/trago(J*y))

temos que a fun¢do B(v) intersecta o eixo—v em v° crescendo ou decrescendo, e portanto,
segue que L* € localmente estavel assintoticamente para v < ¢ e instdvel para v > ¢ se
dB/dv|,—,. < 0, uma vez que o polindmio caracteristico terd duas raizes negativas se v < v/°
e duas raizes positivas se v > v°. De forma analoga, se dB/dv|,—,. > 0, teremos que E* serd
localmente assintoticamente estavel se v > v¢ e instavel se v < v¢, e entdo podemos concluir

que o modelo sofre uma bifurcacao de Hopf em v = v°.

Para o célculo do coeficiente ctibico da forma normal, oq, em (0,0, v°), usaremos a

equacdo (4.12), sendo, como feito em [1]

w+a+9d

We

2
_1 [1 _ <M> ]Mm(z\l& + M) (4.18)

16<b + 5)20'1 == —(b + 5) [Msse + Msnn + (MEEU + Mmm)

onde, como em [1]
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Masa(ov 0;v°) = {Q?lex + 3@%1Q21Mmy + 3@11Q§1Mxyy + leMyyy}
(0,0;v¢)

Mnnn(oa 0; Vc) = Q§2Myyy

Y

(0,0;0¢)

M.y(0,0;0°) = Qoo {Qu1Myy + Q21 My}

9

(0,0;0¢)

Menn(ga 0;v°) = Qg2 {QllMa:yy + QQlMyyy} ’ )
(0,0;v¢)

Mnn(07 0; VC) = Q%zMyy

)

(0,0;0°)

My (0,0;0°) = Qun {Q%lezy + 2Q11Q21 Myyy + Q%lM”yyy}

Y

(0,0;0¢)

M.(0,0;0°) = {Q3 My +2Q11Q21 M,y + Q3 My, }

Y

(0,0;0¢)

com Q1 = (b+0), Qa1 = (—b+ p+ a), e Q22 = (—w,), sendo as entradas da matriz Q. Ao

usarmos essas expressoes na equacao (4.18), nds teremos o seguinte teorema.

Teorema 4.4.3. Se 0, # 0, entdo a curva de solucdo periodica bifurca do ponto de equilibrio

endémico E* tal que

1. para o1 < 0, 0 modelo sofre uma bifurcacdo de Hopf supercritica se dB/(dv)|,—,c < 0 e

uma bifurcagdo de Hopf supercritica inversa se dB/(dv)|,=, > 0;

2. para o1 > 0, 0 modelo sofre uma bifurcacdo de Hopf subcritica se dB/(dv)|,=,c < 0 e

uma bifurcagdo de Hopf subcritica inversa se dB/(dv)|,=,. > 0.

Uma bifurcacdo de Hopf supercritica inversa ou subcritica inversa, leva ao desaparecimento do

ciclo limite quando v assumir o valor /.

4.5 Bifurcacao de Sela-No6

Na area da teoria de bifurcacdes, uma bifurcacdo de Sela-n6 € uma bifurcagao local em
que dois pontos de equilibrio de um sistema dindmico, uma sela (instdvel) e um no6 (estdvel) se
colidem. Essa bifurcacio estd associada ao aparecimento de um autovalor nulo A = 0. Dessa
forma, estamos interessados em encontrar um valor de bifurcacdo py que nos permitird verificar

a quantidade de pontos de equilibrio do sistema (4.2) para valores menores € maiores que pg,
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podendo existir nenhum, um ou dois pontos equilibrio. Vale aqui observamos que assim como a
bifurcacao de Hopf, a bifurcacio de Sela-N6 também € analisada ao estudarmos a variagcdo de

um unico parametro.

Um exemplo tipico de uma equagdo diferencial com uma bifurcacdo de Sela-N¢6 tendo

como parametro de bifurcacao é dado a seguir.

Exemplo 4.5.1.
&=y — a2’ (4.19)

* Se pu > 0 existem dois pontos de equilibrio, um ponto de equilibrio instavel em —. /[ e um

estdvel em /11, pois ao calcularmos a derivada da fungdo f temos Df(x, ) = —2x,
logo Df(— /i, 1) = +2/fi e Df (/i j1) = —2\/[i;

* Se ;v = 0 (o valor de bifurcacdo) hd exatamente um ponto de equilibrio em v = 0 ndo

hiperbdlico . Nesse caso, ele é chamado de ponto de equilibrio de Sela-No;

* Se 1w < 0 ndo hd pontos de equilibrio.

Todas as informagoes pertinentes sobre a bifurcagcdo que ocorre neste sistema em i = 0 é
capturada no diagrama de bifurcacdo (13), adaptado de [15, p.335]. A curva j — 2*> = 0
determina a posi¢cdo dos pontos criticos do sistema, uma curva solida é usada para indicam
uma familia de pontos criticos estdveis enquanto uma curva tracejada é usada para indicar uma

familia de pontos criticos instdveis. Este tipo de bifurcagdo é chamada de bifurcacdo sela-no.
Figura 13 — Diagrama de bifurcacio Sela-N6 do exemplo (4.5.1)

A
X

Fonte: Adaptado pela autora.
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Consideraremos que o sistema 4.2 tenha um ponto de equilibrio em p = py e z = z,
com um autovalor nulo, de forma, que esse autovalor seja um zero simples. Nessa situagdo, o
teorema da variedade central para fluxos permite reduzir o estudo deste tipo de problema de

bifurcacdo a um sistema onde = é unidimensional.

Teorema 4.5.1. (Teorema da Variedade central para fluxos) Seja f um campo vetorial C" no
R™ nulo na origem (f(0) = 0) e seja A = Df(0). Divida-se o espectro de A em trés partes,

O, O, Oy COM

<0, se X € oy,
Re()) =0, se \ € o,

>0, se A € gy,

sendo que \ representa os autovalores de A. Considere o espago gerado pelos autovetores de
0s,0. € 0, como E° E°e E", respectivamente. Entdo, existem variedades estdveis e instdveis
W, W de classe C" tangentes a E° e E* em 0, e uma variedade central W¢ de classe C™ !,
tangente a E° em 0. As variedades W*, W€ e W? sdo invariantes ao fluxo de f. As variedades

estdveis e instdveis sdo unicas, mas a variedade central ndo o é necessariamente.
Demonstracdo. Consulte [10] O

O teorema da variedade central permite formular propriedades que descrevem a estrutura
qualitativa das trajetérias que permanecem préximos de (zg, po). Em [6], demonstra-se que existe

uma variedade central W¢ C R"™ x R, passando através de (zg, po) tal que
1. O espago tangente de W ¢ em (¢, pg) € gerado por um autovetor de 0 para D f(xzq, po) €
um vetor paralelo ao eixo-p;
2. Para algum r finito, W€ é C" se restrito a uma pequena vizinhanga de (o, po) ;
3. o campo vetorial de 4.2 € tangente a IW¢;

4. Existe uma vizinhanga U de (¢, pp) em R" x R, tal que todas as trajetdrias do sistema

estdo contidas inteiramente em U para todo ¢.
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Restringindo (4.2) a W€, obtemos uma familia de equagdes de um pardmetro nas curvas
unidimensionais W7 em W* obtidas pela fixag¢ao de p. Essa familia de um pardmetro € a nossa

reducgdo do problema da bifurcacgdo.

Vamos agora formular condi¢des de transversalidade para um sistema (4.2), com n =
1, que produzam a bifurcacdo sela-né. Nés temos que (df /dz)|(zy,p) = 0, mas teremos
(Of/0p)|(z0,p0) 7 0 como condigdo de transversalidade. O teorema da fungdo implicita im-
plica que os pontos de equilibrio de (4.2) formam uma curva que serd tangente a linha p = py.
Uma condig@o adicional de transversalidade (d” f/da?)](z,,p) # 0 implica que a curva de equi-
librio tem uma tangéncia quadritica em p = p, e localmente se encontra de um lado dessa

linha.

Essa informacao ja € suficiente para implicar que os retratos de fase local desse sistema

sao topologicamente equivalentes aos de uma familia

i ==4(p—po) £ (v — ) (4.20)

No entanto, também podemos formular essas condi¢des de transversalidades para um sistema n-
dimensional sem usarmos o recurso de reducgdo para as equacdes diferenciais da variedade central.

Dessa forma, o seguinte teorema estabelece as condi¢des necessdrias para a transversalidade.

Para mostrarmos as condi¢des em que se ocorre uma bifurcacdo de Sela-N6 usaremos o

Teorema de Sotomayor [6, p.148], onde esse classifica bifurcagdes através de certas hipdteses.

Teorema 4.5.2. (Sotomayor) Seja & = f(x, p) um sistema de equacédes diferenciais em R™ que
depende de um uinico parametro u € R. Quando p = py, assuma que exista um equilibrio p
para o qual a matriz jacobiana A, «, = D.f(p, po) tenha um vinico autovalor nulo A\ = 0,
com autovetor correspondente v e AT possua um autovetor w correspondente ao autovalor
nulo. Além disso suponhamos que A possua k autovalores com parte real negativa e n — k — 1

autovalores com parte real positiva. Se ocorrer

(i) w” - ((8f(x,p)/0p)(p, o)) # 0;
(i1) w' - [D2f(p, po)(v,v)] # 0,

(4.21)

entdo a condi¢do (i) garante que existe uma curva suave de pontos de equilibrios de (4.2) em

R™ x R passando por (p, po) tangente ao hiperplano (R"™ x {po}). Em termos geométricos isso
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significa que a variedade de equilibrio (f(x*, p) = 0) intercepta a linha x = p transversalmente.
A condigdo (ii) implica que a variedade de equilibrio f(xj, p) = 0 permanece localmente de
um lado do hiperplano p = po. Dependendo do sinal das expressoes (4.21), ndo existem pontos
de equilibrio de (4.2) proximos de xy quando p < po (ou quando p > py) e existem dois pontos
de equilibrio de (4.2) proximos de xy quando p > pgy (ou quando p < py). Os dois pontos de
equilibrio proximos de x sdo hiperbolicos e possuem variedades estdaveis de dimensdo k e k + 1
respectivamente, i.e., o sistema (4.2) possui uma bifurcacdo Sela-No no ponto de equilibrio p,

em que o pardmetro p assume o valor de bifurcacdo p = py.

E importante realgarmos que esse teorema apenas formalmente expressa o fato de que a bifurca-

cdo de sela-n6 é qualitativamente como a familia de equagdes

& ==%(p— po) + (x — z5)?

na dire¢cdo do autovalor nulo, com comportamento hiperbdlico nas dire¢des complementares.
Conforme [6, p.148] "As hipoteses (4.21) sdo as condic¢des de transversalidade que controlam
a ndo degeneragao do comportamento em relagdo ao parametro e o efeito dominante do termo

quadratico nao—linear".

Para decidirmos sobre os sinais da equacao (4.20), basta lembrarmos de uma aplicagcao
do Teorema da Aplicacdo aberta; O Lema de Morse [9]. Esse lema nos diz que proximo a um
ponto de equilibrio ndo degenerado podemos encontrar coordenadas locais adequadas tais que
a funcdo f seja uma forma quadratica, ou seja, a forma da equacgio (4.20). Assim, se temos as
condigdes (i) > 0 e (i7) < 0, temos que a bifurcagio de sela-né serd qualitativamente como a

equagdo

= (p—po) — (x —ap)"

4.5.1 Bifurcacdo Sela—Né no modelo reduzido

Ao considerarmos o modelo (3.29), e R (3.11) como o pardmetro de bifurcacgdo, segue
do teorema (3.3.2) que em Ry = R* o modelo tem um tnico ponto de equilibrio endémico
E§ = (S, I}) para o qual a matriz jacobiana iR (E}) tem um autovalor simples nulo e outro

A = —Bgr-(E}), uma vez que d¢/0I|;=;: = 1, e portanto da expressdo de C, em (3.38), temos
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Cr+(E) = 0 e o polindmio caracteristico se torna P(\) = A\? + BA = A(\ + B). Sejam
V = (v1,2)" e W = (wy, w;)" autovetores direito e esquerdo de /., (L) respectivamente,

correspondente ao autovalor zero. Entao, um célculo simples resulta

V:[b+6a_a_(#+5)]T’ W:[aaa+:u+5]

Seja A = (hq, hs), onde hy e hy sdo, respectivamente, o lado direito do sistema (4.17).
Ao considerarmos o pardmetro 3 como uma func¢io de R, conforme a equacdo (3.11), e S¥

como em (3.5), teremos que

oA 1 ap ap
=W. — = W|| - =(1 1Ss? 1 1Ss?
b IR0 (Eg,R¥) [( H( +f> o 0720) <H< +f> o 0720)1 (E&,R*)
Iz ap
= (p+0)|=(1+ f)1SP— )
H( ) a7?'0 E*,'R*)
_ (pta)(p+0)Ig 95
B ORo
_ (pta)(p+0)g
= T >0
(4.22)
Ao usarmos (3.5), o parimetro Lo, é definido a seguir como,
0%hy 0%hy d*hy
= . [D? — 2 02
Ly = W [D(S,I)A(V7V)] . (wl )[832 + OI2 Ua +28581U102
0

= kD] plo = D+ AT 0o
— 2fiIg;v) + I fru(Ig:v)l(a + o+ 6)%Sp”
+ 2p[l+ f(I5v) + L f1(I5;v)](b40)(a+ p+ 6)Se"™ 1}

Entdo, desde que C+(E§) = 0, depois de algumas manipulagdes, segue da propriedade A4 que

SeLe = —(p+ 5){a(1 +p)(b+0)* — (Mﬁ>l*5*p+1fn(]§; v)(a+ p+ 5)2}

< —a(l+p)(u+06)(b+6)?<0

(4.23)
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Entdo, tendo em visto o teorema de Sotomayor (4.5.2), existe uma curva de pontos de equilibrio
em R? passando através de E, tangente a linha Ry = R*, conforme a figura 14, adaptada do
artigo [1, p.1802].

Figura 14 — Diagrama de bifurcacio Sela-No6

F 3

1

|

Fonte: Adaptada pela autora.

Ao termos que £; > 0 e Lo < 0, obteremos que o retrato de fase local do modelo (3.29) é
topologicamente equivalente ao da equagdo quadrdtica v = (Ro — R*) — (v — I3)?. Assim, nfo
existe um ponto de equilibrio perto de £ quando Ry < R* e existem dois pontos de equilibrio

quando Ry > R*. Portanto, temos o seguinte teorema

Teorema 4.5.3. Se f;(0,v) < p/k, entdo o modelo sofre uma bifurcacdo de Sela-Né6 em Ef

quando R passa através do valor de bifurcacdo R*.

Antes de estudarmos a bifurcacao de Bogdanov-Takens, apresentaremos a bifurcagao

homoclinica.

4.6 Bifurcacao Homoclinica

Nas se¢des anteriores apresentamos duas bifurcagdes locais."A teoria desenvolvida ali
dependia de transformacgdes coordenadas que trazem sistemas gerais para formas normais, das

quais a informac¢do dinamica pode ser deduzida da série de Taylor de um campo vetorial ou mapa
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em um Unico ponto."[6]. Nesta se¢do apresentaremos uma bifurcacdo global, ou seja, algumas

propriedades para o seu estudo ndo podem ser deduzidas de informacdes locais.

4.6.1 Orbita Homoclinica

Uma 6rbita homoclinica € uma trajetéria de um fluxo de um sistema dindmico que une
um ponto de equilibrio de sela a si mesmo. Mais precisamente, uma 6rbita homoclinica esta na
intersec¢do da variedade estavel e da variedade instdvel de um equilibrio. Formalmente, como em
[8, p-195], ao considerarmos o sistema (4.1) com z, sendo um ponto de equilibrio do sistema,

temos que

Definiciao 4.6.1. Uma orbita Iy comecando em um ponto v € R" é chamada homoclinica no

ponto de equilibrio x( do sistema (4.1) se sua trajetoria vai para xy quando t — +o0.

Para ilustrarmos, segue a figura (15) adaptada de [8, p.196]

Figura 15 - Orbita homoclinica no plano e 6rbita homoclinica no espaco tridimensional

Iy

Fonte: Adaptada pela autora.

4.6.2 Bifurcacdo Homoclinica

Uma bifurcagdo homoclinica € uma bifurcagdo global que ocorre quando uma orbita
periddica intersecta com um ponto de sela. Ao variarmos o parametro u, para valores suficien-
temente pequenos, do sistema (4.2), uma bifurcacdo homoclinica leva ao aparecimento (cf.fig(

16)) adaptada de [8, p.201]) ou desaparecimento (cf.fig.(17)) adaptada de [8, p.201]) de um ciclo
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limite.

Figura 16 — Aparecimento de um ciclo limite Lg

IDyeys

Fonte: Adaptada pela autora.

Na figura (17), temos que para p pequeno, hd um ponto de sela e um ciclo limite . A medida
que o parametro de bifurcacido p aumenta, o ciclo limite cresce até intersectar o ponto de sela,
produzindo uma 6rbita homoclinica. Quando p aumenta mais um pouco, o ciclo limite desaparece

completamente.
Figura 17 — Desaparecimento de um ciclo limite Lg

DL L

Fonte: Adaptada pela autora.

No estudo da bifurcacdo seguinte, teremos existéncia de uma bifurcagdo homoclinica.

4.7 Bifurcacao de Bogdanov-Takens

Na teoria da bifurcacdo, uma bifurcacao Bogdanov-Takens é um exemplo bem estudado
de uma bifurcacdo com codimensao dois, o que significa que dois parametros devem ser variados
para que a bifurcagdo ocorra. E nomeada por Rifkat Bogdanov e Floris Takens, que de forma

independente e simultanea descreveram essa bifurcacdo.
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Um sistema

i = F(,p), (4.24)

onde p € R™ é um vetor de pardmetros, z € R™ e F' = ([}, ..., F},), sofre uma bifurcagio de
Bogdanov—Takens se tem um ponto de equilibrio e a linearizacdo de F' em torno desse ponto tem
um autovalor duplo em zero (assumindo que algumas condi¢des técnicas de ndo degenerescéncia

sdo satisfeitas).

Trés bifurcacdes de codimensao um ocorrem nas proximidades: uma bifurcagdo sela-nd,
uma bifurcacio de Hopf e uma bifurcacdo homoclinica . Todas as curvas de bifurcacdo associadas

encontram-se na bifurcacdo Bogdanov-Takens.

4.7.1 Forma Normal da Bifurcacao de Bogdanov-Takens

Existem vdrias formas normais (equivalentes) para a bifurcacao de Bogdanov-Takens. A

forma normal

T o=y,
Y (4.25)
y = at+frt+a?Lay+0O( (z,9))°)
foi introduzida por Bogdanov, enquanto Takens obteve a forma normal equivalente
i = y+pr+22+0( (z, 3),
v+ (I (.9) 1% w6

gy = az2z®+0(| (z.9) )%

Vejamos um exemplo de um sistema em uma forma normal de Bogdanov sem os termos

O(ll (1, 22) [1)*):

Exemplo 4.7.1. Ao considerarmos o sistema

T = vy,

(4.27)
y = a+By+attay

o ponto de equilibrio de (4.27) ocorre em y = 0 e 2> + a = 0, ou seja, em (£+/—a,0). Ao

calcularmos a matriz jacobiana em (0,0), J;(0,0) = D f(0,0), teremos
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0 1 0 1
J¢(0,0) = =
20 4+2y B+x | 0o 0 p

Dessa forma, J;(0,0) tem como autovalores \; = 0 e \y = [3. Assim, uma bifurcagdo de
Bagdanov-Takens poderd ocorrer na origem somente para 3 = 0. Para a ocorréncia , precisa-
remos analisar os outros pontos de equilibrio proximos. A matriz jacobiana calculada em um

ponto de equilibrio (£+/—a, 0) serd dada por

0 1

TV 0) = +2v/=a B++—a

onde temos

tragco J;(+v/—a,0) = B £ v/—aq;

det J;(£v—a,0) = £2v/—a.

Logo, (+v/—a,0) é uma sela para o < 0 e V3, enquanto que (—+/—a, 0) é uma espiral instdvel
para {ﬁ > /—a,a < O} e uma espiral estdvel para {ﬁ <V—a,a< O}. Ao conferimos as
condigdes, temos que uma bifurcagdo de Hopf ocorre na curva 3 = \/—a, enquanto que uma
bifurcacdo de sela-né ocorre em o« = 0 e 3 # 0. As situacdes podem ser encontradas na figura

(18), adaptada de [6, p.367].
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Figura 18 — O conjunto de bifurcacio parcial e retratos de fase da equagao (4.27).

p="-a @ﬁ

Fonte: Adaptada pela autora.

Dessa forma, iremos transformar o modelo reduzido (3.29) em (4.25) para estudarmos a Bifurca-
cdo de Bogdanov—Takens. Antes de obtermos a forma normal, enunciaremos teoremas e lemas
que garantem a existéncia das trés curvas de bifurcacdes(Hopf, sela—nd e homoclinicas) em uma

bifurcacdo de Bogdanov—Takens, conforme em [8, p.323].

Teorema 4.7.1. Forma normal de Bogdanov—Takens

Qualquer sistema planar
i=F(z,p), z €R?% peR?

tendo em p = 0, um equilibrio que exibe uma bifurcacdo de Bogdanov—Takens, é localmente
topologicamente equivalente a alguma das seguintes formas normais proximo a e esse ponto de

equilibrio:

91 = 927

| (4.28)
Oy = [i+ Baby + 07 £ 0,05+ O(]] (61,62) |))?)
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Demonstragcdo. Consulte [8, p.322] [

Analisaremos o sistema (4.28) sem o termo O(|| (61, 65) ||)?) e com 0,0, negativo:

91 = 927

. (4.29)
Oy = [+ P20 + 9% — 010,

Qualquer equilibrio do sistema (4.29) estd localizado no eixo horizontal, 6, = 0, e

satisfaz a equagdo

07 + Bo01 + 51 = 0. (4.30)

A equag@o (4.30) pode ter entre zero e duas raizes reais. Ao termos o discriminante A = (), nessa

equagdo do segundo grau, teremos a curva de bifurcagdo de sela—no:

SN = {(B1.82) : 45, — B3 = 0}. 431)

Ao longo da curva SN, o sistema (4.29) tem um equilibrio com autovalor nulo. Se /3, # 0, entdo
a bifurcacdo sela—n6 € ndo degenerada e atravessa SN da direita para a esquerda implicando no
aparecimento de dois pontos de equilibrio. Denotaremos o ponto de equilibrio esquerdo por £ e

o direito por F5, onde:

_ 2 _
ELQ—( Pty 4ﬁ1,0). (4.32)

2
O ponto 3 = (1, B2) = (0,0) separa a curva SN em dois ramos:
1. T_, correspondendo a 32 < 0, na qual representa o surgimento de dois pontos de equilibrio,
com F; sendo um né estavel e £, uma sela, e
2. T, correspondendo a 35 > 0, na qual representa o surgimento de dois pontos de equilibrio,

com E; sendo um no instdvel e 5 uma sela, quando passarmos por 717, .

O eixo vertical 31 = 0 é uma reta na qual a lineariza¢do em torno do ponto de equilibrio

E| tem um par de autovalores com soma nula: \; + Ay = 0. A curva
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H = {(p1,52) : B1 =0, 5, <0} (4.33)

corresponde a uma bifurcagdo de Hopf com A; » = fiw.

O sistema (4.29) possui uma bifurcagdo homoclinica, conforme o seguinte lema:

Lema 4.7.1. Existe uma tinica curva suave P correspondendo a uma bifurcacdo homoclinica no

sistema (4.29) que é originado em (B1, 52) = (0,0) e tem a seguinte representacdo local:

P={(51.62) B =~ B+ 0l3R), 52 < 0. (434

Também, quando || B || € pequeno, o sistema (4.29) tem um ciclo hiperbdlico estdvel para valores
de parametros dentro da regido limitada pela curva da bifurcacdo de Hopf H e pela curva de

bifurcacdo homoclinica P, e ndo existem ciclos fora desta regido.
Demonstracdo. Consulte [8, p. 325]. [

A seguir, podemos ver as trés curvas de bifurcacdo no diagrama de bifurcagdo do sistema

(4.29) baseado em [8, p.324]:
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Figura 19 — Bifurcagdo de Bogdanov—Takens

Ogﬂﬁ

@ 0

' @
@< l4}4@ g

b

T,

Fonte: Adaptada pela autora

4.7.2 Bifurcacdo de Bogdanov-Takens no modelo (3.4)

Sejam R pr e vpr 0os parametros de bifurcagdo nos quais o modelo (3.29) sofre simul-
taneamente uma bifurcagcdo de Sela-No6 e uma bifurcacdo de Hopf. Consideramos agora, as
condi¢des para determinarmos R g7 € vpr. Usando as equacgdes (3.31) (3.32) e as igualdades

definidas na se¢do (3.3) teremos que

traco J*(v) = p(p+ a)(pp+0)(n — 1) (1 - g?), (4.35)
det J*(v) = p(p+ o) (1 — 1)2? — (+0) (1 + p(ﬂﬂiao)z(i; D) (4.36)

onde u = R [1+4 f(I,v)]"?. Um simples célculo produz que se o trago J*(v) = detJ*(v) =

0, entao
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(4.37)

Para o cdlculo de (u) (4.37), isolaremos p(p + «)(u — 1)(0¢/0I) da equagdo (4.35), e substi-

tuirmos na equagao (4.36).

Assim, segue de (3.13) que I = k(1 — 1/u). Ao observarmos que d¢/0I = 1 no ponto
de Bogdanov (Sg, I;;) e ao reescrevermos f, dada a propriedade (2) da se¢do (3.3), pode-se

concluir que

plu—Du”

4.38
Roor (4.38)

I5 fi(Ig,ver) =

Entdo, para cada forma funcional de f(,v), as equacdes (4.35) e (4.36) fornece condi¢des para

determinarmos Rt € vpr.

Continuaremos a andlise da Bifurcagdo Homoclinica pela derivada da forma normal no
ponto de Bogdanov. Neste ponto, como temos um zero duplo, entdo B = C' = 0. Logo, segue de

(3.35) e (3.36) que

aa = —a(p+0)+blu+0)— (u+ a)(n+9)
= (u+0)(—a+b—p—a) (4.39)
= (n+9)>

Como em [1], ao usarmos as transformacdes S = Sj +ce ] = Ij +n(em Ry =

Rpr,v = vgr), o modelo (3.29) se escreve como

€ € —M(e,n;v

n n M (e, n;vpr)

onde, por (4.39) e (3.35) ,

_ _ 2
(D) = 1 (p+06)(pn+a+0) (u+a+9) | 441)

@ (n+0)? (1 +0)(p+ o +0)

Desde que o J(E]) # 0, existem vetores reais linearmente independentes x; e X tais

J(E§)x1 = 0e J(E})x2 = x1. Esses vetores sdo dados por
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X1 = [—(,LL+04+5),M+5]T, X = [—1,1]T.

Similarmente, existem vetores y; € y» tal que [J(E})]|Ty: = 0e [J(ED)]Ty2 = x1.

Esses vetores podem SE€r EXPressos por

(07

y1= (;) +6pu+a+d’, y2= <1)[—1,—1]T.

E facil verificar que x1y2 = X2y1 = 1 € X2y2 = X1y1 = 0. Ao definirmos Q= [x1, X2, algum

(e,m)T pode ser unicamente representado por (¢,17)7 = Q(6,,0,)" para alguns 0,0, € R, a

partir do qual as novas coordenadas (6, 62) sdo obtidas como

_5+n

+9 +a+d
61: T, QQZM €+/11 n.

(0% (e

(4.42)

Consideraremos o sistema (4.41) para todo Ry e v com |Ro—Rpr| € |V — vpr| pequenos
(é importante lembrarmos que B = C = 0em Ry = Rpr e v = vgr), € ao expandirmos o lado

direito como série de Taylor em fungédo de 60, 6, em (0, 0) temos

Cift? — —C6, — Bb,
+ [r2dyy(I7, S%) — rsdia(I*, S*) + s2das(I*, S*)]62 (4.43)
+ [du(I*,5%) — dio(I*, S*) + dao(I*, S*)]62
+ [2rdiL(IF, S%) = (1 + 8)dia(I*, S*) + 2sdaa (I, S*)|0105
+ O(] (61,02) 1)%),

onder=pu+a+d,s=pu+9d,e

(87 = B - DLt fr s,

* * _ Mﬁ *, * *, *p—1
dio(I*,5%) = ﬁp[l—l—f(l sv)+ I fr (155 0)] S,
dos(I*, S*) = ;’if[zf,(z*;y)+1fn(z*;u)]s*p.

Por conveniéncia, definiu-se em [1, p.1804]
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]Cll = 7’2d11(I*,S*)—T’Sdu(I*,S*)+52d22<1*75*>7

’Clg == 27"d11([*, S*) - (’I“ + S)dlg(]*, S*) + QSdQQ(I*, S*)7
Koo = dii(I*,5%) — dia(I*,5*) + dao(I*, S¥)

Assim como em [1] ,usaremos que 12 # 0 no ponto de Bogdanov. Entdo, existe uma vizinhanga
de (Sg, I3; Rpr, vpr) na qual Ky2 # 0. Definindo ©; = 0; — x onde x = B/K;,, denotando
©; como 61, e usando uma reparametrizacdo do tempo dt = (1 — kg6 )dr, ndo € dificil verificar

que (4.43) se reescreve como

do,
L 1—
dT ( ]C2291)927
do; (4.44)
dr = (1 - /C2291) - X(C - KllX) - (C - 2,C11X)91 ’
+ ]C119% + /C229% + 1260162 + O(]| (01, 02) ||)5)}

introduzindo novas varidveis ©; = 6; ¢ Oy = (1 — K6, )60 e renomeando ©, ©5 como 6,6,

respectivamente. Entdo, como em [1, p.1805], (4.44) se reescreve como

do,

E = ‘927

df

d77'2 = —X(C = Kux) + [2x(C = K1x)Kas — (C = 2K11X)]01 + K126:105 (4.43)
— [X(C = Kux)K3, = 2(C = 2K11x) Koz — K11 |63 + O(]] (61,62) 1)?)

Seja J = x(C' — K11x)K2, — 2(C — 2K11X)Ka — Ki1. Desde que x — 0,C — 0, como

Ro — Rpr e v — vpr, segue da propriedade A4 que

1
lim J > (u+a+0)|(p+a+d)a+plu+d)(at+u+d)| >0

Ro—RpT ¢ v—=vBT 256‘

Entdo, como Koy # 0, fazendo a mudanga de varidveis ©1 = K2,0,/J, Oy = K02/ T,
et = J7/K12 em uma pequena vizinhanca da origem e renomeando O, ©, como 61,0,

respectivamente, nés temos que
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do,

E = 627

do

d—; = —KLx(C = Kiux)/T?+ KL[2x(C — Ki1x)Kae — (C = 2K11x)]01/ T?
— 07+ 010, 4 O(|| (61,62) 11)*).

(4.46)

Ou seja, o sistema (4.46) estd na forma normal (4.25). Entdo, do teorema (4.7.1), do lema (4.7.1)
e das equacgdes (4.31) e (4.33), assim como em [1, p.1805], temos o seguinte teorema para o

modelo reduzido (3.4), :

Teorema 4.7.2. Suponha K15 # 0 no ponto de Bogdanov. Entdo, o modelo reduzido (3.29) tem

o seguinte comportamento de bifurca¢do em uma pequena vizinhanga de E;:

1. Existe uma curva de bifurcacdo de sela-né

SN = {(RO, V) 4x(C — Kix)JT + [2x(C — K11x) Koz — (C — 2K 1)) = 0};

2. Existe uma curva de bifurcacdo de Hopf

H:{(RO,V):(Xzo(:)Bzo),C'>O};

3. Existe uma curva de bifurcacdo homoclinica

P = {( Ry 7V> : 2X(C — ’CllX)’CQQ <(C - 2]C11X,
25 X(C — KllX)j — 6[2X(C — ICHX)]CQQ — (C — 2]C11X)]2

O (Ro— Riprsv— ) n>2>}-

Dessa forma, temos a existéncia de trés curvas de bifurcacio na vizinhanga do ponto de

Bogdanov.
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5 Uma simulagao numeérica tendo f(I;v)

Neste capitulo, conforme em [1], detalharemos os resultados de uma anélise para uma
taxa de incidéncia especifica. Simulagdes numéricas usando o software MATLAB também serao

apresentadas para ilustrar esses resultados.

Seja f(I,v) = vI%(v > 0,0 < ¢ < 1). Ao considerarmos p = 1, teremos o seguinte

sistema

as - _ I — <“>5[1+yIQ}IS—uS+(S<S—S—I>,

dt i
a-_ (1 B1+vIIS = (n+ o)l oy
dt II ‘

Ao termos p = 1, e usarmos (3.5) para .S, teremos de (3.35), apds substitui¢des que, em

um equilibrio endémico positivo

_ M « M o raqe1| pHa 11
B = Hﬁ[1+f][ —H5[1+f+[ql 1]5[ Tl +2u+a+o
_ K LS B pta ll
= ol e (1 ) o e
5.2)
Ao usarmos (3.11) para 5, e k = (pu + )11/ [pu(pe + o + 9)], teremos
B (n+9) B 1
B = Ry ;H—a[l%—f] ot d) <1 Ro[l—kf})
(5.3)
_ l1+f+qf]([‘fj:jf])+2u+a+5.
1

Assim, apds colocarmos

em evidéncia e fazermos alguns calculos,
(itatd)dltf) £

teremos

1 ~
b= (u+a+5)(1+f)B’ >4)
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onde, como em [1]

B = (u+a)(u+5)720f2—|—{(u+5)[2(u+a)720+(5]—q(u—iroz)(u—i—oz—l—é)}f

+ (u+5)[(u+a}7€0+5].
(5.5)

¢ uma equagdo quadrdtica. Entdo, B(f) = 0 se e somente se B = 0. Dessa forma, B terd duas
raizes reais para f (incluindo o caso de multiplicidade 2) se e somente se o discriminante da

equacdo quadratica for A > 0, ou seja

A = {(u+5)[2(u+5)730+5] —q(u+a)(u+a+5)}

— 4p+a)(p+0)*Ro [(u +a)Ro+ 0| > 0;

se € somente se

(w4 0)20* —2(u+0)(n+ a+ 8)dg + ¢(u + a)*(u + a+ 6)?

Ro <
’= (i + 0)(p + )2 (1 + o+ 0)
ou seja
12
Ry < 0Dy (5.6)
421
onde
S(p+9) e
—= _ . 5.7
Pyt a)ptate) T8 7

Se zg < 1 teremos q(p + «)(p + o+ ) > §(p + 6). Assim, as raizes da equagdo (5.4)
serdo positivas se e somente se zy < 1, pois assim, o termo que acompanha f, na equacdo

quadrdtica (5.5), serd negativo. Sendo zy < 1, temos de forma equivalente

o(p +0)
(h+a)(p+a+d)

q> (5.8)

Ao supormos (5.6) e (5.8) validos, teremos que existem valores positivos vy, 5 tais que

B(v1) = B(vs) = 0. Diferenciando /5 com respeito a v em v 5 e usando a equagdo (3.13), temos
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1 b
(m+a+0)(1+f)dv| _,

d£
dv

Ci=1,2, (5.9)

V=V

, teremos

v=v;

onde, ao derivarmos T
v

dB

a
dv dv

- {2(ﬂ+a)(u+5)7€o(1+f)—Q(u+a)(u+a+5)+5(u+5)}

v=v; v=v;

- {2<u+a><u+6>7zo<1+f> glu @)t a o) +5(u+5)}1q

v=y;

_ 25(N+5)Z%Ro{f+l_1—zo}< Ro(L+ ) fI* )
20 221Ro ) \kv[Ro(1+ f)2 — (1 + f) — qf)

V=0,

Como em [1], ao considerarmos hg = (1 — 29)/(221Ro) —le g = Ro(1+ f)? — (1 + f) — qf.

Se Ry = 1, teremos

g = 1+2f+f—1—-f—fq

(5.10)
= fP+f(1-9q).
Assim, se Ry > 1, entdo g > f2+ (1 —q)f > 0, e entdo,
dB
sign(d > = sign(f — ho)|v=v,, i = 1,2, (5.11)
v,

pois os outros termos da derivada serdo positivos.

Seja f1 e fo (com f; < f5) as raizes positivas de (5.4) quando (5.6) e (5.8) sdo validos.

Entdo, se Ry < [y, segue que

1— (1 —20)2

B(ho) = (n+ o) (i +6) [1 _ (=) 421y

421R0

< (u+a)(u+5)[ 1:0 (5.12)

e, portanto f; < hg < fo. Assim, v; — hy < 0 e vy — hyg > 0, logo, de (5.11) teremos que
dB/dv < 0em vy e dB/dv > 0 em vy. Portanto, do teorema (4.4.3), temos que no ponto de
equilibrio endémico E; (onde C' > 0), o modelo sofre uma bifurcacdo de Hopf em 14 e uma

bifurcacdo Hopf inversa em 1. Dessa forma, teremos o seguinte teorema:
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Teorema 5.0.1. Suponha 1 < Ry < ly e 2y < 1. Entdo, o modelo sofre uma bifurcacdo de
Hopf em v, e uma bifurcacdo de Hopf inversa em v,. Essa bifurcacdo é supercritica se o < 0 e

subcritica se o > 0.

Suponhamos agora que Ry < 1, logo

g = Ro(Q+[f)P—(1+f)—qf
= Rof?+f(2Ro—1—¢q)+ (Ry—1),

(5.13)

¢ uma equagdo quadrdtica cujo o grafico tem concavidade voltada para cima, intersecta o eixo—g
na parte negativa e decrescendo. Dessa forma, ¢ terd uma tnica raiz positiva, nomeada como f,

talque g < Opara0 < f < foe g > Opara f > fy. Assim,

sien(G| ) = sien| 17~ ol

Ao termos a desigualdade (5.12) e analisarmos o sinal de g para0 < f < foe f > fj, temos o

i=1,2. (5.14)

v=v;

seguinte teorema

Teorema 5.0.2. Suponha R* < Ry < min(ly, 1) e zp < 1.

: : dB :
1. Se f; estiver no intervalo entre fy e hg, entdo T < 0, e 0o modelo sofre uma bifurcacdo
v

de Hopf supercritica (subcritica) se 0 < 0 (se o > 0).

. . dB )
2. Se f; ndo estiver no intervalo entre fy e hg, entdo o > (, e 0o modelo sofre uma bifurcagdo
v

de Hopf inversa supercritica (subcritica) se o < 0 (se o > 0).

Ao darmos sequéncia, encontraremos condicdes para que ocorra simultaneamente uma
bifurcagio sela-né e uma bifurcagido de Hopf no modelo. Ao derivarmos a nossa fungdof(1,v) =
vli(v > 0,0 < g <1),temos que I f;(I,vpr) = qf(I,vpr), e da defini¢do de u em (4.38), nos

temos que

q< o —1> =P 1, (5.15)

na qual,
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Up
Rpr = ;(p—i—q—pu). (5.16)

1
Entdo, de (3.13), usando a expressdo [ = k (1 — ) , encontramos
U

fll,v) 1 [ uP
I/BT:]_q:[q<RBT —1> (517)

Conforme [1], para ilustrarmos numericamente a anélise dos resultados dessa bifurcagao,
o modelo foi simulado com os pardmetros estimados para uma infec¢@o por sarampo dados a

seguir

II=1050, p=0,02, a=26, 6=0,1, ¢=0,05 p=1 Re=0,95.

Com esses dados, da equagdo (3.11), teremos 8 = Ro(p + o) = 24,719, e os valores

v =9,49167 x 1072 e 1 =17,14126 (5.18)

corresponderdo a dois pontos de bifurca¢do de Hopf. Através de calculos, temos que dB/dv <
0,0 <0emuwvy,edB/dv > 0,0 < 0em vy, para o qual a bifurcagdo de Hopf é supercritica em

vy € supercritica inversa em vs.

Vejamos os retratos de fase a seguir onde ilustrarmos o aparecimento de um ciclo limite

estavel.
Figura 20 — Retrato de fase do modelo numérico para v = 0.08 < v,

Time series

| | | | | ]
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
L

Equations: §'(1) = (IT) — ((#)/(I))(B)(1 + W)INLS — ...+ (0.)((IN)/ (p) = $ = 1) I'(t) = (()/A))(B)A + (NIDIS = (1) + (a))(I)

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 21 — Retrato de fase do modelo numérico parary < v =7 < 15

Time series
2e+03

1.5e+03

0 100 200 300 400 500
~  1e+03

5e+02r |

\\\\\\\\

600

0 = g I I I I I
1e+03 3.3e+03 5.5e+03 7.8e+03 1e+04 0 100 200 300 400 500
S t

Equations: §(t) = (I1) — ((1)/(I)(8)(1 + (INIS — ..+ O/ () ~ S~ 1) I'(t) = () AA)(B)A+ )IVIS — (1) + ()(Z)

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 22 — Retrato de fase do modelo numérico parav = 8 > 1,

600

600

Phase portrait Time series
SN s s R
Y, = 1000
|/ —~
1.1e+03 |- / 500
-
N R 0 L L L L 1
| 0 100 200 300 400 500
~ 7e+02':f =
I
| 8000
|
("
350402 | | | 6000
\ 4000
e —— == 2000 .
26403 3.56+03 56+03 6.56+03 8e+03 0 100 200 300 400 500
S t

Equations: 5'(t) = (I) — ((u)/(M)(B)(L + )I)IS — ...+ (0.)((IN)/ () =S = 1) I'(t) = () /(A))(B)A + (IS — (1) + (a))(I)

Fonte: Elaborado pela autora.

600

As figuras (20), (21) e (22) mostram os retratos de fase do modelo numérico para

vy = 0.08 < 11, na qual aparece um ponto de equilibrio estdvel, v; < v = 7 < v,, onde aparece

um ciclo limite estdvel, e para v = 8 > v, teremos novamente um ponto de equilibrio estavel. O

ciclo limite gerado pela bifurca¢do de Hopf em 1/, desaparece quando v intersectar v, conforme

o diagrama de bifurcacgdo (23), adaptado de [1, p.1809]. Tal fato também pode ser observado nas

figuras (20), (21) e (22).

Figura 23 — Diagrama de bifurcacdo de Hopf em 1 e 1

Fonte: Adaptado pela autora.
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A figura seguinte nos mostra o retrato de fase no ponto de Bogdanov-Takens; (Rpr, vpr) =

(0.9115413570,0.1015835081).
Figura 24 — Retrato de fase em um ponto de Bogdanov—Takens com (R g7, Vpr)

0.95)

as|

o i
o 82y s204  Saes Soee G227 Seaw &2 823 S2h gem

s i

Fonte: [1, p.1808]

Ao observarmos o retrato de fase (24), € nitido o aparecimento cuspides.

Para ilustrarmos a andlise tedrica do modelo numérico com um fungédo fungio f especi-
fica, curvas de bifurcacdes s@o mostradas na figura (25), adaptada de [1, p.1809], onde usamos

os mesmos valores de parametros.

Figura 25 — Curvas de bifurca¢do do modelo numérico

Curva de bifurcacao
de Hopf, RH(v]

\

2t
1.5F
L.
R 091157 ‘
BT :
0.57 \Curwl de bifurcaciio
: de sela-nd, R¥(v)
: 1 1
0 (LAY 0.5 1 1.5

BT

Vv

Fonte: Adaptado pela autora.
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Essa figura mostra as curvas de bifurca¢des de sela-né (R*(v)) e de Hopf (Ry(v)) para um
intervalo de valores do parametro de bifurcacao v, ao longo do qual bifurca¢des de sela—néd e

Hopf, respectivamente, ocorrem.
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6 Consideracoes finais

6.1 Consideracoes finais

Nesta dissertacdo, focamos na andlise de bifurcacdes de um modelo epidemioldgico
com incidéncia ndo— linear geral. O estudo da obtencdo e estabilidade dos pontos de equilibrio,
que nos levou ao comportamento das bifurcacdes, nos permitiu o aprendizado de teoremas e

resultados importantes da drea de sistemas dindmicos e da teoria de bifurcagdes.

A ocorréncia de bifurcacdes em modelos epidemioldgicos depende da taxa de incidéncia
(transmissao de uma doenca por unidade de tempo), e essa, depende intrinsecamente de acoes
governamentais, mudancas de comportamento da populacido, questdes sazonais, entre outros
fatores. Dessa forma, a ndo uniformidade da taxa de transmissdo pode ocasionar trocas da
estabilidade do sistema gerando bifurcagdes, ou seja picos no nimero de infectados. Logo, saber
encontrar os valores de bifurcacdes de um modelo epidemioldgico, se faz necessario para termos
o controle da doenga. Um fato relevante do nosso trabalho, é que mesmo sendo o nimero basico
de reproducdo (Ry) menor que uma unidade, surtos da doencga ainda podem aparecer, ou seja,

bifurcacdes poderdo ocorrer. E claro, isso se deve ao fato da taxa de incidéncia ser nao—linear.



(2]

[7]
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