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CAPITULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo estudaremos alguns conceitos preliminares como; funcdes de duas e trés
varidveis, derivadas parciais, derivadas direcionais e vetor gradiente.

1.1. Funcoes Reais de Duas Variaveis.

Definicio 1.1. Uma fungdo de duas varidveis, definida na regido D < R no plano, é
uma regra de correspondéncia f:D — R que associa a cada ponto (x, y) de D um
inico numero real, denotado por z = f(x, y).O conjunto D é chamado dominio da
Sfungdo.

Em geral, define-se uma fun¢do f de duas varidveis por uma relagdo que especifique
f(x, y) em termos de x e y. Caso o dominio D nio seja indicado explicitamente, toma-se
como D o conjunto de todos os pontos para os quais a férmula dada tenha sentido.

EXEMPLQ 1: Encontrar o dominio da fungdo f(x,y)=+/25—-x"—y".

A condicdo que deve satisfazer a (x, y) para os quais a relacao f{x, y) esteja bem definida
é que satisfaca 25—x” —y* > 0. A regido correspondente é limitada pela curva

25-x"—y* =0 x* +y* =25 que é a circunferéncia C centrada em (0, 0) e raio 5. Os

pontos (x, y) que satisfazem a desigualdade 25— x> — y> >0 < x* + y* <25 ,s30 0s

pontos (x, y) que pertencem ao interior do disco limitado pela circunferéncia C.
Ver fig. (1). y

Fig. (1)

Pag 5



EXEMPLQO 2: Ache o dominio da funcdo f(x,y)=

>

A=Y

Para que f{x, y) esteja definida devemos ter x—y>> 0 isto é, x > ¥ Logo o dominio de
f¢é o conjunto de pontos que estdo estritamente a direita da parabola x = y* . Ver fig. (2).

Fig. (2)

1.2. Grafico de Funcoes e Curvas de nivel.

No caso de uma funcdo de uma varidvel, o seu grafico € uma curva no plano, ji os
gréificos de funcdes de duas varidveis serdo superficies no espago, por exemplo, pedacos
de planos, cilindros ou superficies quddricas.

Definicdo 1.2. Se f: D c R*> = R é uma funcdo de duas varidveis, entdo o grdfico de f

é o conjunto de todos os pontos (x, v, z) em R° para os quais (x, y) é um ponto no
dominiodefe  z=f(x,y) Istoé:

Graf (f)={(x,y, f(x, ) (x,y)e Dc R} c R’
EXEMPLO 3: Esboce o grafico da funcao f(x, y) = 3.

Esta fungdo esta definida em todos os pontos do plano. O grdfico sdo todos os pontos
da forma (x, y, f(x, v)) = (x, y, 3). Isto é 7 = 3 para todo (x,y)e R*, esta funcdo é
chamada fungdo constante 7 = 3. Ver Fig. (3).
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Fig. (3)

Da mesma forma as fungdes constantes f(x, y) = k ou (z = k) k constante real. Seus
grdficos correspondem a planos paralelos ao plano xy interceptando o eixo 7 em k.

EXEMPLO 4: Esboce o grifico da fungdo z=f(x,y)=x"+y".

Observemos que o dominio de f é todo R*. O grdfico de f corresponde a pontos que
satisfazem a equagdo 7 = x* + y* .Para identificar o grdfico de f, vamos intercepta-lo
com diferentes planos da forma z = k, esse processo é conhecido como método de

fatias. A intersecdo do grdfico com o plano z = 0, obtemos x* +y* =0 que é a origem
(0, 0). A intersecdo do grdfico com o plano 7z = k com k > 0 corresponde aos pontos
x> +y®> =k que correspondem a uma circunferéncia centrada em (0, 0) e raio Jk

sobre plano 7 = k. Assim podemos notar que o grdfico de f é composto por uma familia
de circunferéncias, que a medida que k cresce o raio destas circunferéncias cresce.
Para ver a proporcdo de crescimento basta interceptar o grdfico de f pelo plano x = 0 e
y = 0. Estas intersecoes sdo as pardbolas 7 = Xez= yZ. Ver Fig. (4).

Fig. (4)
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1.3. Curvas de nivel

Como vimos no exemplo anterior, um método de analisar o grafico de uma funcéo é
fatiar este por diferentes planos de nivel z = k, projetando estas curvas sobre o plano xy
obtendo um mapa topografico (bidimensional). Isto € as curvas de diferentes niveis
decompdem o dominio. E claro que duas curvas de nivel diferentes nio se interceptam.

Definicdo 1.3. Seja f: D c R* — R uma funcdo de duas varidveis com dominio D.
Dado um niimero (nivel) k€ R, definimos a curva de nivel k como o conjunto

Ck={(x,y)e DC 9(2‘ f(x,y)=k}, isto é, o conjunto de todos os pontos do dominio de f
para os quais o valor da fungdo é k.
Notemos que, sendo f uma fun¢do, para cada ponto (x, y)e D a reta paralela ao eixo z

passando por (x, y) intercepta o grafico de f num tnico ponto. Logo (x, y) pertence a
uma Unica curva de nivel.

Cada ponto da curva de nivel corresponde a um tnico ponto da superficie, que esta k
unidades acima, se k for positivo, ou k unidades abaixo, se k for negativo. Considerando
diferentes valores para k, obtemos um conjunto de curvas de nivel chamado mapa de
contorno.

EXEMPLOQ 5 : Esboce o mapa de contorno ou a decomposi¢do em curvas de niveis

para funcio f(x,y)=+/25-x"—y>.

Primeiramente vamos encontrar o dominio:

Os pontos (x, y) do dominio devem satisfazer:

25—-x"—y*20=> x>+ y* <57 que é um disco limitado pela circunferéncia centrada em
(0, 0) e raio 5.

Notemos que o grdfico de f correspondente aos pontos que satisfazem a equacdo

1=425-x" -y’ =2 =25-x"—y* = x> +y’ + 2° =25 esta equagdo corresponde
aos pontos (x, y, z) que distam da origem (0, 0 0) em 5.. Colocando em evidéncia z desta

equagdo temos 7 =+425—x" -y’ e z=—/25—x" -y’ que corresponde a calotas

superior(acima do equador) e inferior. Assim o grdfico de f é a calota superior da
esfera em R’ centrada em (0, 0, 0) e raio 5.
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Notemos que a curva de nivel k geradas pela intersegcdo do plano z = k com o grdfico
def,é k=+25-x"—y> = x* +y* =25-k’. Isto é uma circunferéncia sobre o plano z

= k, centrado na origem e raio r =~\25—k* . Esta curva projetada no plano xy da lugar
a curva de nivel de f. Ver Fig. (5).

Fig. (5)

Assim as diferentes curvas de niveis Cy satisfazem a equagao:
J25-x* =y =k = x"+y*=25-k* =+/25—k” ,logo 0 mapa de contorno sio

circunferéncias centradas em (0, 0) e raio r =+/25—k>,0< k <5. Ver Fig. (6).

Fig. (6)
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1.4. Funcoes Reais de Trés Variaveis e Superficies de Niveis

Definicio 1.4. Uma fungdo de trés varidveis g:D c R> = R, definida no dominio D
do espaco, é uma regra de correspondéncia g que associa a cada ponto (x, y, z) em D
um niimero real w = g(x, y, z). Finalmente temos que:

Graf (g) ={(x,y,z,.8(x,¥));(x,y,z)€ D} c R*

Uma vez que o dominio de g é um subconjunto de R’ e o contradominio de g é R, o

grafico de g é um subconjunto de R* e, portanto, ele ndo pode ser desenhado em nosso
mundo tridimensional. Contudo, ainda é possivel analisar a representacdo geométrica de
g através do método de fatias. Primeiramente a fung¢do constante w = g(x, y, 7) = k

corresponde o hiperplano R* que intercepta o 4° eixo w em k.

Da mesma forma do caso bidimensional, vamos fatiar o grafico de uma func¢ao arbitréria
g(x, y, z) por hiperplanos w = k. A proje¢ao destes sobre o dominio ddo origem a
superficies de nivel k e satisfazem a equacao g(x, y, z) = k. Que denotamos por:

Sk={(x,y,2) € D R|g(x,3,2) =k}

EXEMPLO 6: Considere a funcdo de trés varidveis definida pela expressao

_ _ 2 2 2
w=f(xy.2) _\/9 roy T Identifique as superficies de nivel.

Os pontos do dominio satisfazem a desigualdade 9—x* —y* —z> >0, isto é,

¥ +y” +2 <9. Assim dominio de f ={(x,y,2)€ R|x*+y* +2° <9}

Notemos que o dominio de f é a bola cheia, limitada pela esfera de centro na origem (0,
0, 0) e raio 3

Dominio de f Contradominio de f

Fig. (7)
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A superficie de nivel k de f satisfaz
\/9 — X =y - =k=>x+y +7°=9-k> =(\N9—k*)*.Assim as superficies de nivel
sdo esferas com centro (0, 0, 0) e raio NCEI S

Como a fung¢do f{x, y, z) é sempre positivo, entdo k varia apenas entre zero e 3, que
corresponde a calota superior da esfera tridimensional x>+ y* +z° +w” =9.

EXEMPLOQ 7 : Considere a funcdo de trés varidveis definida pela expressao algébrica

w=g(x,y,2)=z—x"—y>. Esboce o mapa de contorno para superficie de nivel.

E ficil de ver que dominio de g é todo R’e que o contradominio de g é todoR .Vamos
determinar as superficies de nivel de g.

W:g(x’y’Z):ij_xZ_yz:k:Z:x2+y2+k’
onde k € uma constante real.

Para k = 0, temos z = x* + y2 do exemplo 4 temos que isto corresponde a um
paraboloide circular: Ver Fig. (8).

Fig. (8)
Parak =+ 2, temos z=x"+y° +2 que corresponde ao paraboloide anterior, deslocado
2 unidades acima: Ver Fig. (9).
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+2

Fig. (9)

Da mesma forma a superficie z= x>+ y*>+k corresponde a deslocar verticalmente a

superficie Sp em k unidades, € claro que sendo k > 0 a superficie Sy se desloca na
direcdo do eixo z positivo e para k < 0 na direcao do eixo z negativo.

Assim as superficies de niveis é uma familia de paraboloides. Ver Fig. (10).

—— e e e — e = e = - .= +2

e e —,——— 122

Dominio de f Fig. (10) Contradominio de f

1.5. Derivadas Parciais.

No estudo de funcdes de uma varidvel, o conceito de derivada, é muito ttil para o
estudo destas funcdes e pelas aplicacdes. Neste capitulo estudaremos a nogao de
derivada para func¢des de duas varidveis.
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Antes de prosseguirmos a nossa discussao, lembrando o caso em que f € uma fungao
de uma variavel. Sejaf: I — R, onde I é um intervalo aberto da reta. Seja xp um
ponto de /, entdo ao passarmos deste ponto para outro ponto x € /, a variacao de f'é

Af =f(x) — f (xo). Dividindo esta variacdo pelo acréscimo na varidvel independente
Ax =x—xp.

Obtemos o quociente de Newton

A _ fO)-f(%)
Ax Ax ’

Se o limite do quociente acima, quando Ax tender a O existir, ele € chamado de

derivada de f no ponto x, e serd denotado por f7(x,) ou Z—f (%) -
x

daf

_(XO):hm f(-x)_f(xo)
dx -

x>0 X=X,

fx)=

Voltando ao caso de fun¢des de duas varidveis, seja f : D < R*> — R, fixamos um ponto

P (a, b) no interior do dominio. Se fixarmos y = b, definimos a fun¢ao de uma varidvel
que denotamos por de g(x) = f(x, b) para x tal que (x,b)e D.

A derivada g'(a):

dg(@) _ . 8()=g(@) . fxb)-f(a.b)

dx X—a x _ a xX—a x —_ a

Supondo que este dltimo limite exista, corresponde a taxa de variacdo de f no ponto
(a, b) com y = b. Denotamos este limite por:

af(a7b) —1lim f(-x’b)_f(a’b)

X ¥—a x—a

E é chamada de derivada parcial de f em relacdo a x no ponto (a, b)

A idéia geométrica desta derivada decorre das seguintes observacdes, y = b ou (x, b),
s30 os pontos sobre a reta paralela ao eixo x cortando o eixo y em b. O gréafico de
g(x) = f{x, b) é a curva sobre o plano vertical ao plano xy contendo areta 'y = b.

Ver Fig. (11).
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Fig. (11)

of (a,b)
X
ponto (a, b, f(a, b)) = Py.

Assim concluimos que € o coeficiente angular da reta tangente a curva no

Analogamente consideremos a funcio A(y) = f{a, y) quando variamos y € mantemos x
constante e igual a a. Assim h’(b) é:

dhb) _ . RO =h®) _ . f (@)= f(ab)
dy y—b y—a y—b y— b

Se este limite existe denotamos por

Isto é: 9 (a,b) i L@ Y= f(a.b)
ay y—b y_b
ay no ponto (a, b).

, € chamamos de derivada parcial de f em relacdo

. . of (a,b . . .
A interpretagdo geométrica de % (semelhante acima), € o coeficiente angular da
y
reta tangente a curva sobre o plano vertical ao plano xy contendo reta x = a no ponto

(a, b, fla, b)). Ver Fig. (12)
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Fig. (12)

Uma forma equivalente de escrever € usar a mudanca de varidvel Ax = x —a , assim se

x—aentio Ax 50> df (a.b) = lim fla+Axb)- f(a,b) ,da mesma forma temos

ox Ax—0 Ax
que :

o @bh) _ . flab+Ay)-f(ab)

ay Ay—0 Ay
. e a_f a_f ) 2.3
EXEMPLQ 8 : Pela definicao calcular 3 e 5 para f(x,y)=x"+2xy =y .
X y

a_f: lim f(x"‘Ax,y)—f(x’J’)

ox A0 Ax
i ()C+A)c)2+2()c+A)c))72—y3—)c2—2xyz+y3
~ b Ax
i xz+2xAx+(Ax)2+2xy2+2Axy2—y3—xz—2xy2+y3
_Ax—>0 Ax
2 2 2
:gm()ZxAx+(Az))C +2Axy :M(2x+Ax+2y ):>2x+2y2
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I g LA = oy S A Y= y) L SOy +AY)
ay Ax—0 Ax Ay—0 Ay Ay—0 Ay
— 1 X+ 2x(y +2yAy + (AY)) = (Y +Ay)’ — x> = 2xy° +y°
N Aig%) Ay
— 1 X2+ 2xy +4xyAy +2x(Ay)’ — ¥’ =3y Ay =3 y(Ay)* —(Ay)’ —x* —2xy° + ¥’
a Aiir%) Ay
2 2

_ lim Ay(4xy+2xAy —3y° —3yAy —(Ay) = dxy—3y?

Ay—0 Ay

ad
Outras notagdes para a—f sdo D, f e f,, f.. Da mesma forma outras notagdes para
X

aisﬁo D,f, f,ouf, .
dy

of

Na pratica para calcular ™ € a derivada ordinaria de f quando f for considerada funcao
X

. C . 9
de uma varidvel x (isto €, considerando y constante). Para calcular a B_f (x,y), basta
y

calcular a derivada ordindria de f; quando f for considerada uma funcio de uma varidvel
y (isto €, mantendo x constante).

EXEMPLQ 9 : Calcule as derivadas parciais para f(x, y) = X +3xy —x*

9
Para calcular 8i como uma fungdo de x e manter y constante:

X
a—f=2)c+3y—4x3
ox

considerando f como uma funcdo de y e mantendo x constante, temos:

a—f =3x
dy
1.6. Derivadas Direcionais

N
Definicio 1.4. Seja f: R* — R uma funcdo de duas varidveis e seja u um vetor

unitdrio|u| =1, entdo a derivada direcional de f na direcdo de u , denotada por
ou ou "~ t
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Desde que este limite exista.

Vamos escrever as derivadas parciais na forma vetorial:

- -
Denotando por e; =(1,0)e e2> =(0,1) os vetores de base candnica de R*, vamos

af(a,b): . fla+t,b)- f(a,b)

comegar com —— =1lim
ax t—0 t

(a+t,b)=(a,b)+(t,0)=(a,b)+1t(1,0)=(a+1,b) = (a,b)+t(zl)

Assim a derivada parcial se escreve na forma vetorial:

U (@) _ . f(@b)+te)~f(ab) _df(a.b)

1—0 -
X t Y ¢

Que podemos interpretar como € a derivada direcional de f na direc¢do de e1.

De maneira andloga temos que a derivada parcial em relacdo a y € a derivada direcional
de fem direcdo de e,, assim:

I (@b) _ . fab)+ie)=f(ab) _df(ab)
ay t—0 t ae_;

of (a,b)
du

A derivada direcional , pode ser interpretada geometricamente de modo

N
andlogo as derivadas parciais. Para isto notemos que (a,b)+t.ucom te€ R , é a equacdo
de uma reta L que passa por (a, b) em ¢ = 0 e segue na dire¢ao do vetor u. Assim

df (a,b)

ou
xy contendo a reta L. Ver Fig.(13).

€ o coeficiente angular da reta tangente a curva sobre o plano vertical ao plano
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L

As defini¢des anteriores podem se estender a fungdes de trés ou mais varidveis, no caso
de uma funcao de 3 variaveis (g, x, y, z):

dg(a.b,c) . gla+ib,c)—g(a,b,c)

a_x t—0 t

dg(a,b,c) _ lim 8@btt,0)—glab,c)
ay t—0 t

dg(a,b,c) ~lim g(a,b,c+1)—g(a,b,c)
aZ t—0 t

Da mesma forma se u é um vetor unitdrio em R’a derivada direcional na direcdo do

_qim 8@t +tu)—g(a.b.c)

a " t—0 t

vetor u : 8g(a,_l)7,c)

EXEMPLO 10: Determine a derivada direcional de f (x, y) = x*y* — 4x, no ponto

-

(1,-1), na dire¢do do vetor v=2i+4j.

Note que ||v||=+20 = 2\/5 , logo, v ndo € unitério.

N
O vetor unitdrio na direcao e sentido de v é

|<i

2 2 12 2
i

2 -
=——i+
25 26’ 5 5

—
n=

< |

Pela definicao de derivada direcional temos:
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t 2t
o (—1) f(1+\/§, \/g) f1,=1)

-

ou

=lim

t—0 t

t 2t
Calculando o valor da fun¢do nos pontos (I,—1)e (1+—, -1 +—j :
J5 J5

= fL-D=D)* D)’ -41)=-3 2 2
= (HI IN ﬂ (1% ‘4(”%]

_4 36 At
585 5 5 25
Logo,
4r _ﬁ_ﬂ 4t _3
af(l;l)_ho 55 5 f 25 3
au =
4 _i_ﬂﬁf‘ 4’ _3i_£+47t3
af(l;—l):lirrol 505 5 5 25 :lmolts\/‘ 5 5 25
au (a4 t — t

_ 2
3 055 5 5 25

Definicao 1.5: (Mdximos e minimos) Considere uma funcdo de n varidveis em

particular (n =2 oun = 3)

f:D cR" - R definida em D.

a) Dizemos que P € D é um ponto de mdximo global de f em D se f(x)< f(P)

paratodo x€ D . Neste caso, o numero real f(P) é denominado valor mdximo de f.
b) Dizemos que P € D é um ponto de minimo global de f em D se f(x)2= f(P)

paratodo x€ D . Neste caso, o numero real f(P) é denominado valor minimo de f.
c) Dizemos que P € D é um ponto de mdximo local de f em D se existe uma bola aberta

B.(P) de centro em P e raio r >0 tal que f(x)< f(P)paratodo xe B.(P)ND.

d) Dizemos que P € D é um ponto de minimo local de f em D se existe uma bola aberta
B.(P) de centro em P e raio r >0 tal que f(x)= f(P)paratodo xe B.(P)ND.
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e) Dizemos que P € D é um extremo global de f em D se P é um ponto de mdximo global
ou um ponto de minimo global de f em D.

f) Dizemos que P D é um extremo local de f em D se P é um ponto de mdximo local ou
um ponto de minimo local de f em D.

Defini¢do: Dizemos que uma fungdo f:D, c R" — R é de classe C' no ponto Pe D,

se as suas derivadas parciais em P existem e sdo continuas.

1.7. O vetor gradiente

No que segue, definimos os conceitos para fungdes de trés varidveis, sendo que no caso
de fungdes de duas varidveis, basta apagar a terceira coordenada.

Definicao 1.6. (O VETOR GRADIENTE) Considere uma funcdo real
f:D R = Rde classe C' e um ponto P no interior de D. O vetor gradiente de f no
ponto P é o vetor

Af (P) If (P) af(P)]

\V/ -
f(P)(ax’ay’az

O campo gradiente de f é uma funcdo vetorial Vf :D c R’ — R’

P Vf(P):(af (P) ¥ (P) af(P)j

dx = dy = 0z

EXEMPLO 11: Calcular o gradiente de f(x,y,z) =+x*+y* +2°

af(x? Yy, Z) 1 2 2 2 - af(x? Y, Z) X
_— = + vy + 22 =

ox Z(X yaa) s ox VXY 47
af(x? Y, Z) 1 2 2 2 - af(x? Y, Z) Yy
———=—(x"+y +77) 2 2y> =

dy 2( ) dy \/)cz+yz+z2
af(x? Yy, Z) 1 2 2 2 - af(x? Yy, Z) Z
—=—(x"+y + 227> =

0z Z(X ) 0z Yy 42

Notemos que cada derivada parcial é uma funcdo continua em R* —{(0,0,0)} . Assim f é
de classe C'.
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Logo o vetor gradiente de f(x, y, z) é

x y z
Vf(x,y,2)= , , .
\/x2+y2+z2 \/x2+y2+22 \/x2+y2+22

TEOREMA 1: ( gradiente ortogonal a curva de nivel)

Seja g :R* — R uma funcdo de classe C' e C é uma curva de nivel ko para g(x, y),
entdo V g é ortogonal a Cy em todo ponto.

Demonstracdo:

Seja r(t) = (x(t), y(t))uma parametrizacdo da curva de nivel Cy. Entdo temos que:

g(x(1), y(1)) = k.

Derivando com relagdo a t ambos os membros da equagdo acima temos:

9g dx g dv_dk) _ [[9g(r(t) dg(r(t)) (@ @j o
ox dt dy dt dt ox 9y dt’ dt

r 1

g (r(1)) dg(r(1)) (ﬂ QJ 0
ox ~ ay J\dt dr

- ~ /) \ _J

< Vegr(it) , r@ > =0 como rt)éovetor tangente a
Cremr(t) o Vg(r(t)) L r(). c.qd
TEOREMA 2:

. ~ 1 . .. .
Suponha que f (x, y) seja uma fungdo de classe C' em uma regido cujo interior
contenha uma curva diferencidvel regular:

C:r(t) = (x(t), y(t)) ete (ab)

Se Py = r(t,) um ponto em C onde f atinge seu mdximo restrito a curva C,

entaoV f(P,) é ortogonal a C em P,.
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Demonstragdo:
ob w: (a,b) cR >R
A
W F{pa
y Flpa) rI(tO]l 1t
¢ t— f(r(t))
it/ B )
r(t)
> X

Os valores de f restrito a curva C sdo dados pela composta w(t)=f(x(t), y(t)).

Se Py =r(t9) = (x(tp), y(ty)) com ty € (a, b), € um ponto de mdximo ou minimo de f sobre
C ,entdo a funcdo w: (a, b) — R definida w(t) = f(x(t), y(t)), tem ponto critico em 1y,
logo:

dt dt  ox dt 9y dr \\ox ox )\ dt dt

calculando em t,

dw(t) _ <(af(1>o) af(Po)j [dx(t) dy(t)j>=0:><vf(P) () =0 VI L)
s dl 0/ 0 o 0 0

dt ox 9y dr’
c.qd

Os dois teoremas anteriores podem ser estendidos para funcdes de trés varidveis.

TEOREMA 3: Se S = {g(x, y, z) = k;} é uma superficie de nivel para a fun¢do
diferencidvel g: R > R, entdo V g (P) é ortogonal a S para todo P pertencente a S.

Demonstragdo:

Fig.(14)
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Fixado P € S ,mostrar que V g (P) é ortogonal a S, significa mostrar que V g (P) é
ortogonal a qualquer curva diferencidvel sobre S que passe por P.

Seja r(t) = (x(1),y(t),z(t)) uma curva regular sobre S passando por P. Entdo estando r
sobre S o que satisfaz a g(x(t),y(t),z(t)) = k;, e suponhamos r(ty) =P,

Derivando a equagdo g(x(t),y(t),z(t)) = k; em relacdo a t:

dg(r(t)) dx(t) + dg(r(t)) dy(t) 4 dg(r(1)) dz(t) _ d(k1)
ox dt dy dt 0z dt dt

Calculando em ty.

dt ~ dt dt

dg(P) dg(P) dg(P) (dx(to) dy(to) dz(to)j 0
ox 9y 9z ) ’

(VgP).rt)) =0 .. VgP) L r)

Assim V g(P) é ortogonal a todos os vetores tangentes a S no ponto P.

c.q.d

TEOREMA 4:

Suponha que w = f(x, y, z) seja uma fungdo diferencidvel numa regido cujo interior
contenha a superficie diferencidvel S .

Se Py é um ponto onde f atinge o seu mdximo ou minimo restrito aos valores de f sobre
S, entdo V f é ortogonal a S no ponto Py

r(t)

: 1t

Fig.(15) T b
Demonstracdo:
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Seja:
C: r(t) = (x(t), y(t), z(t)) com t € (a, b) curva sobre S.

Py = r(to), toE (a, b)

Se Py = r(ty) = (x(to),y(to),z(tp)) com ty pertencente ao intervalo(a, b).
h: (a,b) > R
h(t) = f(r(1)) = f(x(2),y(1),2(1))

Se Py =r(tg) = (x(t9), y(to), 2(to)) com ty € (a, b), é um ponto de mdximo ou minimo de f
dh(to) _0
dt

sobre S, entdo temos um ponto critico em ty, . Logo:

dh _Of dx of dy of dz
dt ox dt dy dt 0z dt

Calculando em t,

dht) _ /[ 9f(P) 9f(P) If(P.) (dx(t) dy(?) dz(t)j ~0
dt ox Ay 9z )\ dar  ar dt

dh(t)
dt

= (Vf(Po),r'(t)) = 0 .. V(P L r'(to)
c.q.d

O teorema abaixo garante que em um conjunto fechado, exemplo uma elipse, uma
fun¢do possui um valor maximo e minimo absolutos.

TEOREMA 5: (Teorema de Weierstrass ) Seja f uma func¢do continua sobre um

conjunto fechado e limitado D deR" , entdo f atinge um valor mdximo absoluto f(p;) e
um valor minimo absoluto f(pz) em alguns pontos p; e p2 de D.
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CAPITULO 2

MAXIMIZACAO COM RESTRICAO:
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Neste capitulo provaremos os resultados importantes deste trabalho, como o Teorema
de Lagrange para 2 ou 3 varidveis e finalizaremos com o teorema de Karush — Kuhn —
Tucker.

2.1. Caso de duas variaveis

TEOREMA 6: Multiplicadores de Lagrange

Sejam f, g: R 25 R fungoes diferencidveis, tais que suas derivadas parciais sejam
continuas numa regido no plano xy, na qual V g (x, y) # 0.

Se f tem um extremo local f(xo, yo) sujeito a uma restricdo g(x, y) = ko, entdo existe um
niimero real 1, chamado multiplicador de Lagrange, tal queV f (Xo,y0) = A .V g(X0,Y0)-

Demonstracdo:

Por hipétese temos que, f (X, y) e g(X, y) sdo de classe C' e que Py seja um ponto na
curvade C = {g(x, y) =ko}, onde f tem um valor maximo ou minimo restrito a um
ponto da curva C, pelo teorema 2, oV f(Py) é ortogonal a curva C, por outro lado pelo
teorema 1, o V g(Py) € ortogonal a curva C, portanto em PyoV f é um muiltiplo escalar
de Vg.

Concluimos entdo que V f(Py) € paralelo ao V g(Py), isto é existe um A € R tal que,
V f(Po) =L.V g(Po).

.V Flpa)

Vixy) L r't)

} EmPo

Fig.(16)
Ve (xy) L r(t)

Qixyl=c

c.qd

VX
Do teorema 3, temos uma condi¢do necessaria para um ponto Py = (xy, yp) ser ponto de
maximo ou minimo de f restrito a condi¢do C = {g(x, y) = ko}. Assim, os pontos
candidatos a extremos de f restritos a C sdo aqueles onde
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A —

Vixy)=2.Vgxy)

9(x,y) = ko
c.q.d

Este sistema pode ser estudado de modo classico, para isto definimos o lagrangeano,
L: ®*x R > R:

Lx,y, M) =f (X, y) - Mg(x, y) — ko]

Entdo procuramos os pontos criticos do lagrangeano L da maneira cléssica, isto é:

Pontos criticos de L:

[
Xy, A _f(xy) _; dgxy) _,
ox ox ox

‘:)Vf(x,J’):ﬂVg(x’)’)

OL(x,y,A) _of (x,y) _, dg(x,y) _

dy dy dy
OL(x,y,A) _ B N 3
T (8(x,y)—ky)=0 } & g(x,y) =k,

A hipétese de regularidade no teorema 3, isto é V g (x, y) # 0 é fundamental para
encontrarmos os pontos criticos. O exemplo a seguir mostra esta necessidade.

EXEMPLO 12: Maximizar f(x, y) = x.y, sujeito a restri¢do g(x, y)=2x" + y° = 3.

1) Verificar a condicdo de regularidade V g(x, y) # 0

Va(x, y) = (4x, 2y), segue-se V g(x, y) = 0 se e somente se (x, y) = (0, 0), como o ponto
(0, 0) ndo pertence a g(x, y) segue-se V g(x, y # 0.

2) Escrever o lagrangeano.

L(X’ Y, }‘) = f (X, Y) - X[g(X, Y)]
Lx,y,A) = x2.y - 7»[2)c2 + y2 - 3]
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1

3) Procurar os pontos criticos do lagrangeano candidatos a mdximo.

aL
Z=0=2xy-44x=0

ax T (1)
d—y—0:>x —2Ay=0 @)
aL

—=0=2x*+y*=3

JA X"ty (3)

De (1) temos que 2x(y -24)=0.Logox=0ouy=2A1.

Se x = 0 entdo, de (3), y2 =3,istoéy=—/3 ouy= +\/§ . Sendo assim, de (2), temos
A =0. Concluimos que: (0, —\/5 ,0) e (0, +\/§ , 0) s@o solugdes do sistema.
Sey=2A,entdo y* =4 A%e, de (2), x> =4 A2 Substituindo em (3) obtemos 8 12 +
4A%*-3=0,istoé, A% ="V4 Assim, A=-1/20u A=+1/2,entdo y =+1 e x* = 1, isto &,

x=%x1.Se A=-1/2,entaoy=-1e x*= 1, isto €, x = * 1. desta maneira, (-1, 1, ¥2), (1, 1,
), (-1,-1,-1/2) e (1, -1, -1/2) também sao solug¢des dos sistema.

Para encontra- los substituimos na func¢ao f{x, y) e selecionamos o de maior valor:

£(0,43)=0

£(0.—/3)=0

FLn =[]

Fan=[]

f(=1,-1)=-1

fa,-H=-1

Como 2x* +y2 = 3 é uma elipse, um conjunto fechado e limitado, pelo teorema 5

existem maximos e minimos globais, temos que (1, 1) e (-1, 1) sdo solucdes do
problema.

EXEMPLO 13: Maximizar f(x, y) = y, sujeito a restricdo g(x, y)=x" + y'= 0

1) Escrever o lagrangeano: L(x, y,A) = f(x,y)=A[g(x,y)—c]l=y—=A.(x* +°)

2) Procurar os pontos criticos do lagrangeano:
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( aL(-x’y’ﬂ’)ZO s

dx 2Ax=0 (1)
w=o = {1-30y’=0 ()
Yy 2 3
Ly ) _ SRR )
oA N

Ndo existe ponto (x, y, A) em R I que satisfaca o sistema. De fato: de (1) temos que
A=0ou x=0.SeA=0,de(2)temosquel-2.0.x=0,istoé, I =0, um absurdo.
Por outro lado, se x = 0, de (3) temos que y’ = 0, isto é, y = 0. Portanto, de (2), segue-
seque 1-340)=0=1=0, isto é, um absurdo.

Como o sistema associado as condicoes de primeira ordem ndo possui solucdo,
podemos entdo concluir que o problema de otimizacdo também ndo possui solucdo?

Isso vai depender da condicdo de regularidade!

Neste exemplo, o problema de otimizagdo possui solugdo! Para encontrd-la, basta
observar que

g(x,y):x2+y3=0<—>y=—\3/?

isto é, um ponto (x, y) satisfaz a restri¢do X+ y3 = 0 se, e somente se, x = —x" . Uma
vez que >0 para todo x € R, segue-se que todos os pontos (x, y) do conjunto
admissivel D = { (x, y) € R g(x, y)=x" +y’}

sao tais que y > 0. Como nossa funcao é f(x, y) =y, resolver problema de otimizagcdo
consiste em procurar o ponto do conjunto admissivel D com a maior ordenada . Desta
maneira ndo ¢ dificil ver que (0, 0) é a solucdo do problema de otimizagdo. Na figura
abaixo temos um desenho com as curvas de nivel de f e do conjunto admissivel. Os
vetores com seta branca indicam o gradiente de f enquanto que os vetores de seta preta
indicam o gradiente de g.
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1 % fixw)

N N

Fig. (17)

Com esta figura é fdcil visualizar porque o ponto (0, 0) é mdximo global de f(x, y) =y
no conjunto admissivel D formado pelos pontos que satisfazem a restricdo g(x, y)= X
+y° =0. Também é fdcil visualizar porque ndo existem pontos que satisfazem as
condigoes de primeira ordem: ndo existem pontos (x, y) na curva X+ y3 para os quais
V f(x, y) = 1.V g(x, y). Observe que, na origem (0, 0), V f(0, 0) = (0, 1) enquanto que
V¢(0, 0) = (0, 0). Desta maneira V f(0, 0) = (0, 1) #(0,0) = 1. (0,0) = 1. (0, 0), para
todo 1 € R.

O teorema de Lagrange garante que qualquer extremo P de uma fungdo f em um
conjunto admissivel formado por uma curva de nivel de uma funcdo g ird satisfazer as
condigoes de primeira ordem para algum 2 € R desde que P satisfagca a condicdo de
regularidade, isto é, desde que V g(P) # 0.

2.2. Caso de trés variaveis

Vamos estudar o problema de otimizac@o envolvendo uma fun¢do f(x, y, z) que esteja
sujeita a uma restricdo g(x, y, z) = kz,onde f e g sdo de classe C', e que V g #0.

TEOREMA 7: Multiplicadores de Lagrange para funcoes f (x, y, z) .

Sejam f, g: R P R, fungoes diferencidveis, tais que suas derivadas parciais de 1*
ordem sejam continuas numa regido no espaco, na qual V g (x, y, z) # 0.

Se f tem um extremo local f(xo, yo, Z0) Sujeito a uma restricdo g(x, y, z) = kp, entdo
existe um nimero real A, chamado multiplicador de Lagrange, tal que

V f(xo0, yo, z0) = 2.V g(xo, Yo, 20)

Demonstracdo:
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Supondo que f (x, v, z) e g(x, y, z) sejam diferencidveis definidas em R” e que P, seja
um ponto na superficie de S = {g(x, y, z) = kz2}, onde f tem um valor mdximo ou minimo
restrito a um ponto da curva C, pelo teorema 3, oV g(P,) é ortogonal a superficie S,
por outro lado pelo teorema 4, o V f(P,) é ortogonal a superficie S, portanto em P

oV f é um miiltiplo escalar de V g.

V(P

W &P

Fig.(18)

Concluimos entdo que V f(Py) é paralelo ao V g(Py), isto € existe um A € R tal que,
V f(Po) =L.V g(Po).

c.q.d

Do teorema 7, temos uma condig@o necesséria para um ponto Po = (Xo, j0,Zo) ser ponto de
maximo ou minimo de f restrito a condi¢do C = {g(x,y,z) =k, }. Assim, os pontos
candidatos a extremos de f restritos a C sdo aqueles onde

Vixyz)=2.Vgxvyz)

9gxy,z) =k

Se definirmos o lagrangeano; L(x, y, z, 1) = f (x, v, 2) —4[g(x, y, z) — k2]

Entdo procuramos os pontos criticos do lagrangeano da maneira cléssica, isto é:

Pontos criticos de L:
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[aL(x’y’Z’/i):af(x’y’Z)_l_ag(x’y’Z):O \
ox ox ox

IL(x.y,, A _of(%y,2) _, 08(xy.2) _
dy dy dy

0 > S Vix,v,2)=4-Vg(x,y,2)

aL(-x’ynZ’/i):af(x?y’z)_l'ag(-x?)az)zo j

az aZ aZ
oL(x,y,z, A
(x#”?(g(x,y,z)—kz):o } = g(x,y,2) =k,

EXEMPLQ14: Encontre o valor maximo de f(X, y, Z) = X - 2y + z sobre uma esfera de
equacao g(x, y, z) = X + y2 + 2% = 30.

1) Verificar a condicdo de regularidade V g(x, y) # 0

Vgx, v, 2)#(0,0,0)— Vg(x,y z) = (2x, 2y, 2z)

Va(x, v, z) = (0, 0, 0) se somente se (x, y, z) = (0, 0, 0) .Como g(0, 0, 0) =0 < 30 o
gradiente V g(x, y, z) # (0, 0, 0) para todo (x, y, z) € R

2) Escrever o lagrangeano.
Lx, y, 2 4) = f(xy, 2) = A[8(x, y, 2)]

L(x, y,2A) =x=2y +5z2 = A[X* +y* + 22 - 30]

3) Procurar os pontos criticos do lagrangeano candidatos a maximo.
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(a—L=0:>1—2x/1=0:>2xi=1:>x=i (D
ox 24
oL -1
5 - y =y 7 (2)
a_L:0:>5_2Z,1:0:>2z/1:5:>z=i (3)
0z 24
oL
—=0=>—-(*+y*+2°-30)=0 4
| a2 =>—-(x"+y +z ) S
= — 12+L2+ 252—30j=0
42° A7 44
1+4+25—12012j
= - 5 =0
44
30—12047
=-| =2 =0
4*

= -30+1204° =0=1204> =30=> A :i:lzi%

Substituindo A= t 1%, nas equacdes (1) e (2) e (3);

1 1
arad=1» (): x=—=x=———=2x=1
p 2 (1) 2

g

(2) y:%:;y:_lzy:—Z

[\

parai=-Y%
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(1)2X=—/1:z: ( lj:>x:—1
2_i
2
1 -1
(2)-y—7:>y—(_—lj:>y—2

Logo os candidatos a maximo sao: (1, -2, 5, 1/2) (-1, 2, -5, -1/2)

Agora substituimos na funcdo f(x, y, z) = x - 2y + z e selecionamos o de maior valor:

f(1,-2,5)=1-2(-2)+5=10
f(-1,2,-5)=-1-2(2)-5=-10

Como x* + y* +z° = 30 é uma esfera, um conjunto fechado e limitado, pelo teorema 5
existem maximos e minimos globais, temos que o ponto (1, -2, 5) é solugdo do
problema de maximizagdo.

2.3. Maximizando funcées sujeitas a duas restricoes.

Vimos anteriormente que no caso de uma restricdo em igualdade, temos que V g(P) #0.

No caso de duas restrigdes em igualdade, temos agora que o conjunto admissivel é
formado pela curva gerada pela intersecao entre as superficies g(x, y, z) =c; e

h(x, y, z) = c2. Assim, os dois planos ndo devem ser paralelos, mas se interceptando
transversalmente, isto € sdo linearmente independentes, para todo P, interse¢do de
g(x, y,z)=creh(xy, z) = c

g(x,y,z) = c1

h{x,y,z) = c2

Fig.(19)
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TEOREMA 8: Seja f : D c R’ — R, fungdo de 3 varidveis e seja Py um ponto de

mdximo ou minimo local de f no conjunto admissivel D={x € R’ /g(x) = c;,h(x) = c2).

Suponha que Pye D satisfaca a seguinte condigdo de regularidade: o posto da matriz
(niimero de linhas ndo nulas da matriz escalonada).

4 N O R

V g(Po) dg(P)  dg(P.)  dg(P)
ox dy 0z
V h(Py) oh(P))  Oh(P))  dh(Py)

o ZE TN A

é igual ao niimero de restri¢ées. Entdo existem niimeros reais A e A, (multiplicadores de

Lagrange) tais que

VF(P)=Ai-Vg(P)+A:-Vh(P,),

g(Poy) = ¢,

h(Py) = ¢;

isto é, o vetor gradiente V f(Py) é uma combinacdo linear dos vetores gradiente
V g(Po), V h(Py).

Demonstragdo:
Suponhamos uma curva C de interse¢do das superficies g e h que pode ser representada,

na vizinhanca de P, por uma curva r(t) = (x(t),y(t),z(t)). Seja ty o valor de ¢ tal que

r(ty) = Po.
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hixy,z} = c2

Fig.(20)

(a) Como r(t) esta sobre a superficie de nivel g(x, y, z) = ¢; entdo do teorema 3
temos:

Ve(r(®) Lri(r)

(b) Analogamente como r(t) esta sobre a superficie de nivel h(x, y, z) = ¢z entdo do
teorema 3 temos:

Vh(r(t)) Lr(t)

Se Py =r(tg) = (x(t9), Y(to), 2(t9)) com ty € (a, b), é um ponto de mdximo ou minimo de f
sobre C ,entdo a fun¢do w: (a, b) — R definida w(t) = f(x(t), y(t), z(t)), tem ponto
critico em ty logo:

dw(to) _
dt

0

dw _Oof dx_ of dy of dz
dt ox dt dy dt 9Jz dt

Calculando em t;

dwity) _ /[ ) ) ¥ (py) (ﬂ dy %j
i x  dy | oz dt’dt’ dt

dW(to)
dt

= (VfPo),r'(t)) = 0, logo Vf(r(t)) L r’(®) =0 (c)
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As equagdes (a), (b) e (c) implicam que todos os trés vetores gradientes sdo
perpendiculares a curva C em Py .

Mas o como V g(Py) e V h(Py) sdo transversais e assimV f(Py) é combinagdo linear de
V g(Py) e V h(Py).

VgiPy)
Fig.(21)

Vf(B)=A-Vg(B)+ A Vh(B,)

Entdo definimos o lagrangeano:

L(Py, A, A2 ) = f (Py) —/11[8(1)0) —c;] - A h(Py) — 5]

Entdo procuramos os pontos criticos do lagrangeano da maneira tradicional:

([ dL( O;;j A) afa(x 4. aga(x) A, ahgx) 0
aL(E)(—;j A) afgy ﬂ"aga(ypo)_’l?'aha(f)) ~0
aL(PO(—;? A) afgZ ﬂ"aga(f))_’l?'ah;f)) ~0
& ——g(B)-c)=0

| 370
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EXEMPLQI15: Maximizar f(x, y, z) = x.y. z, sujeito a restri¢cdo g(x, y, z) = X+ y2 —
I1=0eh(x,y,z7)=x+2z-1=0

1) Verificar a condi¢do de regularidade;

A condicdo de regularidade diz que o posto da matriz formada pelas derivadas parciais
de primeira ordem das funcées do conjunto admissivel, deve ser igual a 2(niimero de
restrigoes).

((9g(x,y,2) 9g(x,y,2) 9g(x,y,2) ) - ~
2x 2y 0
ox dy 0z
- 1 0 1
(_9h(x,y,2) Oh(x,y,2) Oh(x,y,2) ) L )

ox dy 0z

Se x = 0, entdo y° = 1, isto é, y = + 1. Neste caso a matriz

0 +2 0 /] 0 I\

1 0 1 \0 +2 OJ

tem posto 2. Se x # 0, subtraindo-se 2x vezes a linha 2 da linha 1 da matriz e
substituindo o resultado na linha 2, concluimos que

4 N )

2x 2y 0 2x 2y 0

1 0 i 0 2y 2x

N NG _/

também tem posto 2. Desta maneira, todos os pontos do conjunto admissivel satisfazem
a condicdo de regularidade.
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2) Escrever o lagrangeano;

L()C, 3 j~I’ /12) = f (X’ Y, Z) —ﬂ,][g(X, Y, Z)] - ﬂ,g[h(X, Y, Z)]

=x.y.z—iz(x2+y2—])—/12(x+z—])

3) Procurar os pontos criticos candidatos a mdximo,

( (1)

a—L:O:yz—Zx/?i—ﬂz:O
ox
a—L:O:xz—Zy/L:O:>/?1:K (2)
dy 2y
(3)
< g—L=0:>xy—/?z=0:>ﬂz=xy
Z
oL —
ﬁ:03(x2+y2—1):03y: 1—X2 (4)
a—L=0:>(x+z—1)=0:>z=1—x (5)
i
Substituindo y=~1—x> e z=1-x nas equacdes (2) e (3) , temos:
A= x(1—x)
2\1—x?
&:xxll—xz
Substituindo y =+/1-x°, z=1-x, 4 =M, A, = x7J1-x’ na equagdo (1), temos:
24/1—x*
\/l—xz.(l—x)_2x[x(1—x)]_x\/1—x2 ~0

1 2J1-x 1
2(1-x")(1-x)—2x"(1-x)=2x(1-x*)=0
2= x)(1+x)A=x)=2x*(1—x) = 2x(1-x)(1+x) =0
(1-x)[2(1-x")=2x" = 2x(1+x)] =0
:>1—x=0:>
=2(1-x*)-2x" =2x(1+x)=0
2-2x"=2x*—2x-2x>=0
—6x" —2x4+2=0=3x"-2x+2=0

, —1+413 ; —1-413
X = X =

6 6
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Para x =1, temos : (1, 0, 0, 0, 0).

Para x =

—l+\/E
6

, temos :

6 6 6 12 9

(—1+\/B V2242413 713 82-22413 _\/16—\/EJ

6 6 6 12 9

(—1+\/B V2242413 7-13 +\/82—22\/B +J16—\/§}

Para x =

, temos:

-1-V13 V2-2013 74413 V8242213 164413
6 6 6 12 9
-1-V13 V22-2V13 74413 V8242213 _J16+413
6 6 6 12 9

Desta maneira, os pontos candidatos a maximo da fun¢do f(x, y, z) = x. y. z sujeitos as
restricoes g(x, y, z) e h(x, y, z) estdo entre

(1,0,0)

~1+413 2242413 7—\/51
6 6 6

1413 2242413 7—\/51
6 6 6

-1-113  22-213 7+\/E]
6 6 6

_1-J13 J22-213 7+\/E}
6 6 6

Agora substituimos na funcdo f(x, y) = x. y. z e selecionamos o de maior valor:
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£(1,0,0) =0

; —1+V13 V2242413 713 |,
6 6 T6 T
; —1+413 V2242413 7-413 ol
6 6 T 6 T
—1-413 22-2J13 74413
f|l =t | 086

f{—l—\/ﬁ V222213 THVIB | o
6 6 e | T

Como a interse¢do do cilindro X2+ y2 =1 com o plano x + z = 1 € uma elipse, conjunto
fechado e limitado,pelo teorema 5 existem méaximos e minimos globais, logo o ponto

(—1—\/5 N22-2413 74413
6 6 6

¢ a solucdo do problema, isto € ele € ponto de maximo.
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Fig.(22)

O conjunto admissivel € a elipse resultante da interse¢do do cilindro x>+ y2 =1como
planox +z = 1.
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CAPITULO 3

MAXIMIZACAO COM UMA RESTRICAO EM
DESIGUALDADE (KARUSH - KUHN - TUCKER).

Estudaremos neste capitulo mecanismos que permitam resolver problemas de
maximizagao em que a restricao ¢ formada por uma desigualdade.

Maximizar uma funcao f(x, y) sujeito a uma restricao g(x, y) <b.

O estudo cldssico de médximo para uma funcdo f(x, y) de classe € restrito a uma regiao
g(x, y) <b, se faz em duas etapas.

(1) Encontrar o méximo de f{x, y) sujeito a uma restri¢ao g(x, y) = b. Aqui pode-
se usar o método de Lagrange.

(2) Encontrar o méximo de f{x, y) sujeito a uma restri¢ao g(x, y) < b. Para isto
calculamos os pontos criticos, € em seguida, classificamos como ponto de
minimo, maximo ou ponto de sela. Usando o critério abaixo:

If(P) If(P)

ox* oxdy 5 ) ) ) )
onde D°f(P) é o determinante da matriz hessiana de f
I’f(P) 9'f(P)
dyox dy’
no ponto P.

Denotemos por D = det(sz( P))

2
(@ D>0 e J ;(ZP) <0 temos um maximo local.
X
2
(b)y D>0 e J af(ZP) >0 temos um minimo local.
X
(c) D<O temos um ponto de sela.

Finalmente comparamos os mdximos de (1) e (2) e entdo encontramos 0 maximo
da funcdo.

Uma maneira de unificar os dois casos foi proposta por Karush - Kuhn - Tucker:

TEOREMA 9: Sejam f e g funcoes de classe C' de duas varidveis e seja P um ponto de
mdximo de f(x, y) sujeito a uma restricdo g(x, y) <b, com Vg(x,y)#(0,0). Entdo existe

um niimero real A* tal que :
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§
Vf(P)=A"Vg(P) (1)

A [g(P)-b]=0 (2)
A >0 (3)
kg(P) <b (4)
Demonstracdo:

1°caso: g(x, v)=b

Suponhamos que P seja solucdo do problema de otimizagdo, isto é, P é um ponto de
mdximo de f em cima da curva g(x, y) = b.

Neste caso, dizemos que a restri¢do esta ativa no ponto P. Geometricamente, isto
significa dizer que o ponto P esta em cima da curva g.

f=e3 Tf (F)
f=c2

f=c1 wa(F)

E=h

Fig.(23)

Note que o problema agora trata-se de otimizacdo com uma unica restricdo em
igualdade, desta maneira se P é ponto de mdximo, entdo vale o teorema dos
multiplicadores de Lagrange, isto ¢,V f(P) eV g(P) sdo paralelos:

Vf(P)=21*.Vg(P)

Se P é um ponto de mdximo de f em D, entdo as curvas de nivel de f em uma
vizinhanga de P devem ser: ¢; < ¢ < ¢3

Como o gradiente de uma fung¢do quando ndo nulo fornece a dire¢cdo de maior
crescimento da funcdo, o vetor gradiente de f em P deve apontar para fora do conjunto
admissivel. Por outro lado, o vetor gradiente de g em P também deverd apontar para
fora, jd que o valor da fungdo g(P) fora do conjunto admissivel é maior que b. Em
resumo: os vetores V f(P) e V g(P) tem a mesma dire¢cdo e o mesmo sentido, logo,

V f(P) = 2*. V g(P) com A* > 0. Lembrando que, no mesmo caso de uma restricdo em
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(A)

(B)

igualdade, devemos ter V g(P) # 0. Se P é um mdximo ou minimo local de f em D,
entdo ou g(P) = b, isto é, a restri¢cdo esta ativa no ponto P.

Vf(P)=.%.Vg(P)
2%>0

g(P)=">b

2°caso: g(x, v) <b

Neste caso, dizemos que a restri¢do esta ativa no interior do conjunto admissivel. Desta
forma, se P é um ponto de mdximo de f em D, entdo P deve satisfazer V f(P) = 0, isto
é, P é um ponto critico de f.

AFEG)

E=h

Fig.(24)

Logo, temos:

V f(P) =0,

g(P) < b.

Uma forma de verificar as equacdes (A) e (B) € a seguinte; cria-se a equacao

A" [g(P)—b]=0 (2) desta equacdo temos que: 1* = 0 ou [g(P) —b] = 0.Se 1¥ =0
entdoV f(P) = 0 ( 2° caso). Se 1* > 0 entdo g(P) = b (arestricdo g esta ativa em P),
portanto, valeV f(P) = A*.V g (P) com A* >0 (1° caso). Lembrando que como no caso
de restricdes em igualdade devemos ter que V g (P) # 0.

c.qd

O sistema de equacgdes (1), (2), (3) e (4) pode ser estudado de modo cldssico para isto
definimos o lagrangeano;
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L(x, y, A*) = f(x, y) = A*. [g(x, y) = D]

Calculamos os pontos criticos do lagrangeano:

aL(x’ y’ﬂ’*) :(]af(x7 y) _ﬂ*ag(x, y) —

0
0x ox ox (1)
IL(x,y,A) _of(x,y) - 9g6y) o (2)
ay  (2) gy © 9y

A*.[g(P)=b] =0  (3)

A*¥>0

(4)

g(P)<b (5)

substituimos na fun¢do f e selecionamos o de maior valor.

Note as diferencas e semelhancas entre o teorema acima e o teorema de Lagrange para
restricdo em igualdade.

1.

3.

4.

Os dois teoremas usam o mesmo Lagrangeano e os dois teoremas pedem que as
derivadas parciais de L com relac¢do a x e y sejam iguais a zero.

. . dL -
A condlgaoa7(x, v,A)=—{g(x,y)—k,] para o caso com uma restricdo em

igualdade, ndo vale mas quando consideramos a situa¢do de uma restricdo em
desigualdade, pois neste caso a restri¢ao nao precisa estar ativa no ponto de
maximo, neste caso usamos as duas condi¢des

oL
Alg(x,y)—bl= Oea(x,y,/i) =—{g(x,y)-b]20

sendo que esta segunda nada mais € do que a prépria restricao em desigualdade.

Os dois teoremas exigem uma condi¢ao de regularidade. Contudo, no caso de
uma restri¢do em desigualdade, s6 precisamos verifica-la para pontos onde a
restri¢do esta ativa

Nao existem restricdes para o sinal do multiplicador no caso de uma restricdo em
igualdade.Por outro lado em problemas de maximizag¢do em que a restri¢ao é
uma desigualdade do tipo g < b, o multiplicador deve ser nao-negativo.
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5. Para problemas de otimizac¢do com restricdes em igualdade, as condi¢des de
primeira ordem funcionam tanto para maximizacao como para minimizagao.Por
outro lado, o argumento de que os vetores Vf (P) e Vg(P) possuem a mesma

direcdo e sentido, s6 € valido para problemas de maximiza¢do com restri¢do em
desigualdade do tipo g <b. Se ,por exemplo, queremos minimizar uma funcao f

com uma restri¢ao do tipo g <b, entdo o Vf(P)eVg(P)possuem a mesma

direcdo mas com sentidos opostos em um ponto de minimo P que é regular e
esta na fronteira do conjunto admissivel.Fig.(24)

Problemas de minimizacao

O teorema de karush-kuhn-Tucker sé pode ser aplicado em problemas de maximizacao
onde a restricdo em desigualdade deve estar na forma g <b. Se a restricdo em

desigualdade for do tipo g = b pasta multiplicd-la por — 1 e teremos uma restricao na
forma g <b sem alterar o conjunto admissivel. Em problemas de minimizagdo se P for

um ponto de minimo de fem um conjunto admissivel ele € um ponto de maximo de —f
no mesmo conjunto admissivel. Assim, para resolver problemas de minimizacao, basta
resolver um problema de maximizagao trocando a fung¢ao f por .

EXEMPLO16; Maximizar f(x, y) = 4xy — 3x” — 4y” + 4x — 8y + 4 sujeito a restri¢do
gx,y) =x"+y <4

1) Verificar a condi¢cdo de regularidade;
Vg(P)#0 & (2x,2y) que é diferente de zero para todo (x, y) que satisfaz g(x, y) = 4.
2) Escrever o lagrangeano L(x, y, 1) = 4xy — 3x% - 4y2 +4x — 8y +4 — 4. (x> + y2 -4)

3) Procurar os pontos criticos candidatos a maximo

( a_L:0:>4y—6x+4—2xﬂ=0 (D
ox
a_L:():>4x—8y—8—2y/1=O 2)
$
A +y’ =4 =0 G)
A>0 4)
X +y <4 o)

\

De (4)temos A =0e A > 0, logo de (1) e (2) temos:
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4y -6x=-4

Sei=0 = (0,1
4x -8y =8

Se A > 0de (3) temos x* + y* = 4. Consequentemente x # 0.

Porque se x = 0 de (1) terfamos y = -1, portanto x> + y” seria igual a 1 e ndo igual a 4.

Se y=0de (2) temos x = 2, portanto x> + y° =4 = (2)* +(0)*> =4 =4 = 4 ok!

=(2,0)

Desta maneira, os pontos candidatos a maximo da funcdo f(x, y) = 4xy — 3x* — 4y* +4x
— 8y +4 sujeitos 2s restricdes g(x, y) = x* + y* < 4 estdo entre

0,1)e(2,0)

Agora substituimos na funcdo f(x, y) = 4xy — 3x% - 4y2 +4x — 8y +4 e selecionamos o
de maior valor;

£(0, 1) = 4xy — 3x” — 4y* +4x — 8y +4
= 4(0)(1) - 3(0)* - 4(1)” + 4(0) - 8(1) + 4
=-4-8+4

=-8

f2,0) =4xy - 3x* - 4y2 +4x — 8y +4
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=4(2)(0) - 3(2)* = 4(0)* + 4(2) - 8(0) + 4
=-12+8+4

=0

Logo o ponto (2, 0) é a solu¢do do problema.
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