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Introducao

Nesta monografia, estudamos curvas de preenchimento de espaco. Os
estudos de Cantor sobre cardinalidade de conjuntos infinitos levaram a questiona-
mentos sobre a no¢ao de dimensao. A dimensao nao era um conceito matemético
definido, mas uma ideia intuitiva. Acreditava-se que ela estivesse associada ao ta-
manho do espaco, isto ¢, um espacgo de dimensao maior deveria possuir mais pontos
que um espaco de dimensao menor. No entanto, o matematico russo George Can-
tor mostra que esta é uma ideia equivocada. Introduzindo uma nova teoria, Cantor
apresenta um resultado absolutamente surpreendente e contra-intuitivo: o de que o
quadrado unitario possui exatamente o mesmo nimero de pontos que um segmento
de reta de comprimento 1.

Esta prova é feita através da construcao de uma bijecao entre esses
dois conjuntos. Como esta bijecao nao era continua, tentou-se, entao, atribuir
a incoeréncia a falta de continuidade da funcao de Cantor. Isto também nao
foi possivel, uma vez que Peano exibe uma func¢ao continua que cobre toda uma
superficie plana. Surge, assim, a primeira curva de preenchimento de espago, que
foi dita um "monstro matematico", por apresentar uma ideia tao extravagante.

As curvas de preenchimento de espago possuem varias aplicagoes, prin-
cipalmente no ambito computacional e tecnolégico. Entre elas, podemos citar, por
exemplo, o melhoramento de imagens digitais, refinamento de malhas e armazena-
mento e recuperacao de dados.

Esta monografia esta organizada em 2 capitulos. No primeiro, faz-se
uma introducao dos conceitos basicos que serao necessarios ao longo deste traba-

lho, tais como normas, distancia e convergéncia de sequéncias de funcoes.



No segundo, faz-se um estudo detalhado das funcoes de Cantor e Pe-
ano, além de uma abordagem geométrica da curva de Peano. Por fim, sao apre-

sentados exemplos de outras curvas de preenchimento de espaco.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

1.1 Normas e distancia

Definigao:Uma norma em R™ é uma funcao || || : R — R que satisfaz as

seguintes condic¢oes:

1. ||z[ >0V 2z €R™Y

2. ||lz] =0 2=0€e R™

3. |az|| =la||jz]]| Vo eR"eV a € R;
4.V oy Rz +yl <l + yl.

Ezemplo 1.1

Norma euclidiana: Dado = = (z1,29,...,x,) € R",

Il @ R*"—=R

loll > /2?2
Vamos verificar que || || cumpre as condigoes 1. 2. 3. e 4.

1. decorre naturalmente da definicao de raiz quadrada dos reais.
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2. Val+ari+. +al=0n=mn=.=2,=01r=0 € R"

lazx|| = \/(Ole)2 + (az9)? + ... + (axy,)?

= \/ozzx% + a2z + ...+ aPx?

= \/oﬂ(x% + a2+ ..+ a2)
— \/oﬂ\/x% —|—x% + ..+ a?

= | \/x%—l—x%—f—....—i-x%

= laf[l«]

4. Dados x = (21,%9,....x,) € Y = (Y1,Y2,--,yn) € R™,

(lz+yl)?* = (@1 +yu 22+ y2, 20 + ) [)?

n

= Z(ZBZ +y,)?

=1

= Z o} + 25y +y;
i=1

= ixf —1-22%(% —i—iyf
i=1 i=1 i=1

2 2
= zl”+ 2=yl + [y
= (Il + llyl)?

Como temos valores positivos, podemos extrair a raiz quadrada e teremos

[z +yll < ll=l] + llyll
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Ezemplo 1.2

Norma da Soma: Dados = = (z1,%2,....2,),y = (y1,Y2,--,Yn) € R,

|l : R*"—=R

lz|| = Jza] + |z2] + oo+ |24

1. Como cada |z;| > 0, é claro que

21| + 22| + oo F |20 >0 = ||z|| >0V 2 € R™

2.
|lz]| =0 & |z1| = |22 = ... = |zn| =0 2=0 € R”
3.
|laz|| = |[(axi,az,,....;ax,)||
= |azy| + |axe| + ... + |z,
= |af|zi| + [af [za] + ... + |] 2]
= |af(Jo1] + |za| + .. + |z0])
= |af ||z
4.
lz+yll = [[(z1+y1, 22 + Yo n + ) ||
(1 +y1, 22 + Yo,ees@n + Un)|| = |21 +y1| + |22 + 12| + .. + |20 + Yl
|21 + |+ |22+ v + oo Fzn Fynl < @]+ |pa] + |z2] + ye| + oo 4 |20] + |yn]
[z1| + [ya] + |z2] + |2 + o+ znl + ynl = 2] + 22| + oo+ 2a] + 0] + 2] + o+ |yl
21| + 22| + o o] + ] + g2l + o+ gl = 2]l + [yl

Definimos a distancia entre x e y como o valor da norma do vetor
diferenca x — y.
Por exemplo, se z = (1,5,3) e y = (8,0,2), temos x —y = (1 — 85— 0,3 — 2) =

(—7,5,1). Entao, se a norma considerada ¢ a euclidiana, a distancia entre z e
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yéllz—yll = [[(=7,51)] = /(=7%) + 52+ 12 = 5\/3. Mas, se consideramos a
norma da soma, temos a distancia entre z e y igual a ||z —y|| = ||[(=7,5,1)| =
|=7| + [5] + [1] = 13.

1.2 Sequéncias de funcoes - Convergéncia Simples

e Uniforme

Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes f, : A C R — R. Dizemos que
essa sequéncia converge simplesmente ou pontualmente para uma funcao
f:A— R (e denotamos f, — f ou lim f, = f) se para qualquer z € A fixado
temos que a sequéncia numérica ( fn(:vr)L;zN converge para um valor f(z). Ou seja,
fn — fseVe>0epara x € A fixado, Ing € N (ng dependendo de x e de ¢€) tal
que n > ng = |fu(z) — f(z)| < e. Dizemos que f, converge uniformemente
para f se dado € > 0, Iny € N, que depende apenas de € e nao mais de x € A, tal
que n > ng = |fu(z) — f(x)] < e Vo € A. Isto é, encontramos ny uniforme para
todo = € A.

E claro que a convergéncia uniforme implica na convergéncia simples.

O contrario nao acontece, como mostra o exemplo abaixo.

Ezxemplo 1.5:
Seja f, : R = R; fu(z) = £. Temos que f, converge simplesmente
para a funcao f : R — R identicamente nula.

De fato, fixando zy em R, dado € > 0, basta tomar ng como o primeiro

natural tal que ng > %‘ Desse modo, teremos

Zo

|fn(l‘0)—f(5€0)’:‘%—0‘< <eVn>ng

N

o que implica que f, converge simplesmente para f.

Contudo, note que o fato de z ser fixo ¢ fundamental. Nao ¢ possivel
encontrar um ngy que dependa apenas de €, pois a propriedade arquimediana de R
nos diz que dado um nimero real qualquer sempre existe um natural maior que

ele. Em especial, dado ¢ > 0 e n € N, 3 x € N tal que |z| > ne o que implica que
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% > €= |fu(z) — 0| > €. Assim, f,, ndo pode convergir uniformemente.

Observagao: Quando o tipo de convergéncia nao for especificada ou quando
escrevermos apenas f, — f ou limf, = f, admite-se que estamos tratando da

convergéncia simples.

Nem sempre determinar o limite de uma sequéncia é tarefa facil. Quando
isso acontece, uma alternativa para verificar se uma determinada sequéncia con-
verge ou nao, é utilizar o Critério de Cauchy, que diz que se uma sequéncia é
convergente, entao, para indices arbitrariamente grandes, a distancia entre dois
termos da sequéncia torna-se tao pequena quanto se queira. Assim, é possivel
analisar a convergéncia sem que se conhega explicitamente o limite. O teorema
abaixo faz exatamente isso, caracteriza a convergéncia uniforme a partir apenas

dos termos da sequéncia.

Teorema 1 (Critério de Cauchy) Uma sequéncia (f,)neny de fun-
¢oes f, : A — R converge uniformemente para uma funcao f : A — R se, e
somente se, dado ¢ > 0, 3 ny € N tal que m,n > nyg = |fu(z) — f(x)] < €
Vxe A

Prova:

=) Suponha que f, converge uniformemente. Entdo, Ing tal que
n>ng=|fulz) — flz)| <eVzeA

Em especial, para m,n > ngy, podemos escrever
[fu(z) = f(@)] < €/2 ¢ |fmlz) — f2)] < €/2
E claro que |fn(2) = f(2)| = [f(2) = fm(2)|. Mas
[fu(@) = fm(@)] = |fulz) = f(2) + f(2) = f(2)]
)

—f
|fulz) = f(2) + f(2) = (@) < [fal2) = f(2)] + [f(@) = fin(@)]
[fu(@) = f(@)| + [ f(2) = fm(@)] < €/2+€/2=¢

8



Capitulo 1. Conceitos Bésicos 10

Portanto, |f,(z) — fm(z)| < eV z € A.

<) Suponha que dado € > 0, 3 ng € N tal que m,n > ny = |fu(z) — fiu(z)] < e
Fixemos = € A e vejamos o que acontece com a sequéncia numérica ( f,())nen-

Para e =1, 3 n1€ N tal que m,n > ny = |fi.(z) — fu(2)|
Para e = 1, 3 ny€ N tal que m,n > ny = |fin(x) — fu(2)]

(%)

1
1
2

IN A

(%) nos diz que existe um intervalo I; na reta, de comprimento 1 que
contém todos os termos da sequéncia a partir do termo f,, (z). Assim, tomando
€ = 1/a;a € N e fazendo a — o0, obtemos uma sequéncia de intervalos I, de
comprimento 1/a e que contém todos os termos da sequéncia f,(x) a partir do
termo f, (7).

Eclaro que Iy DI, D I3 D ... D I, D ... Assim, pelo teorema dos
intervalos encaixantes temos que 3f(x) € [N, N....N I, N ...

Mas, sabemos que dado € > 0, 3 ng € N tal que ng > 1/e. Dai 1/ny < €. Logo,
dado € > 0, 3 ng € N tal que n > ny = 1, C I,,. Mas, [,, contém todos os
termos da sequéncia a partir de f,,(z), f(z) € I,, e o comprimento de I,,, ¢ 1/ny.
Decorre, entao, que n > ng = | fu(z) — f(z)| < 1/ng <e.

Portanto, (f,(z)) converge para qualquer « fixado em A. Assim, como lim f,,,(z) =
f(z), fixando n > ng e fazendo m — oo, da desigualdade | f,(z) — fi.(2)| < €, ob-
temos | f,(x) — f(z)| <eVneNeVuze A

O que prova a convergéncia uniforme de f,, para f.

|

Pergunta: Seré que se tomarmos uma sequéncia convergente, com cada
fn continua, seu limite também sera uma fungao continua? A resposta é nao.
Considere, por exemplo, f, : [0,1] — R; f,(x) = 2”. Temos que f, — f, onde
f:[01]] -Re

f(x):{o se x#1

1 se z=1
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Isto &, temos uma sequéncia de fungoes continuas que converge para
uma fung¢ao nao continua. Porém, se a convergéncia é uniforme, a continuidade de

cada uma das f,, nos garante a continuidade do limite.

Teorema 2: Seja [ um intervalo da reta e (f,),eny uma sequéncia de
funcoes, f, : I — R que converge uniformemente para f : I — R. Se f,, é continua

V' n €N, entao f também é continua.

Prova:

Para provar que f é continua num ponto zy € I, devemos mostrar que V € > 0,
36 >0 tal que |z —xo| < = |f(x) — f(z0)| <e.

Assim, dado € > 0, tome ng € N tal que |f,,(z) — f(z)| < €¢/3V x € I (esse ng
existe, pois f,, converge uniformemente). Mas, f,, é continua por hipotese, o que
significa que é possivel obter 6 > 0 tal que |z — x| < 0 = |fn, () — [y (z0)] < €/3
para um dado zg € I.

Mas, [f(x) = f(zo)| = [f(x) = fao () + fro(€) = fuy(20) + fro(20) — f(20)| <
(2) = Faa @]+ | o (2) = Fag (0)] + fo (0) — F(0)| < &+ 5+ = € sempre que
|z — o] < 6.

Isso prova a continuidade de f em zy € I. Mas, como x( é arbitrario,

temos f continua em I.

Corolario: Se (f,,) € uma sequéncia de fungoes continuas que converge

para f nao continua, entao a convergéncia nao pode ser uniforme.
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Capitulo 2
Curvas de Preenchimento de Espaco

As curvas de preenchimento de espago sao o objeto principal de nosso
estudo. Neste capitulo, vamos entender como elas surgiram e por que levam esse
nome. Para isso, exibiremos duas formas de se fazer um mapeamento sobrejetivo
de um intervalo da reta sobre uma regiao do plano. O primeiro mapeamento (de
Cantor) é uma bije¢do, porém nao é continuo. O segundo, (de Peano) é uma

funcao sobrejetiva e continua.

2.1 Preenchimento do quadrado pelo intervalo

Definicao: Se A ¢ um conjunto, definimos a cardinalidade ou o cardinal

do conjunto A (e denotamos |A|) como o namero de elementos que constituem A.

Dado um conjunto A qualquer, defina S = A x A = {(a,b);a,b € A},
ou seja, S é o produto cartesiano de duas copias de A. Por exemplo, se A; =
{1,2}, entao S; = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}. Nesse caso, |A;| = 2 e |51| = 4.
Mais especificamente, para um conjunto finito, digamos, |A| = n > 1, entdo a
cardinalidade do produto cartesiano S = A x A é |S| = n%. Assim, o conjunto S
tem sempre mais elementos que A. Mas no caso do conjunto A ter cardinalidade
infinita sera que essa relagao continua valendo?

Intuitivamente podemos pensar que vale |S| > |A|. O que é muito

natural, uma vez que cada elemento a € A é cruzado com todos os infinitos termos
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de A e portanto dé origem a uma infinidade de elementos em S.

Por exemplo, se tomarmos A como o intervalo [0,1] C R, a nossa
intuigdo nos leva a crer que o quadrado S = [0,1] x [0, 1] possui mais pontos
que o segmento [0, 1]. Essa presungao parece ainda mais evidente e correta com a
ideia geométrica de que é preciso "varios" segmentos empilhados para se preencher

totalmente um quadrado (Figura 2.1).

~

Figura 2.1

No entanto, o trabalho de dois matematicos, no final do século XIX,
vem jogar por terra esta intuicao. O primeiro deles é Cantor, que surpreendeu e
chocou a comunidade matemética da época ao afirmar que, ao contrario do que
indica nosso senso légico-intuitivo, o quadrado nao possui mais e sim a mesma

quantidade de pontos que o segmento [0,1].

2.2 Cantor: preenchimento bijetivo de n-cubos

George Cantor é um matematico de origem russa, nascido em 1845 e uma
de suas principais contribuigoes a ciéncia foi a criagao da Teoria dos Conjuntos.
Nela, entre outras coisas, ele define uma forma de comparar a cardinalidade entre
conjuntos, sem que se utilize o processo de contagem, pois estamos interessados
em conjuntos infinitos. O conceito desse método ¢ muito simples. Dizemos que os
conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade se podemos criar uma bijecao entre
eles. Como ja sabemos, uma bijecao f : A — B é uma lei de correspondéncia que

associa a cada elemento de A um, e apenas um elemento de B.

E usando esta ideia tao simples quanto genial que Cantor prova o teo-

rema 3. Mas, antes, consideremos a seguinte notacao que utilizaremos na demons-
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tracao do teorema. Dado um nimero real 0 < z < 1, consideremos sua expansao
decimal com infinitas casas decimais significativas da seguinte forma: ela é clara
no caso de x ser irracional ou periédico; no caso de x ser um nimero racional com
um niumero finito de casas decimais nao-nulas, digamos = = 0,a1as....ax, entao po-
demos escrever equivalentemente z = 0,a;as...(ax — 1)999999..... Essa equivaléncia
vem do fato de que a dizima periddica = possui uma fragao geratriz do tipo a/b e
a divisao a : b resulta exatamente em x = 0,a;as....a;. Para que fique mais claro,

vejamos um exemplo numérico:
Se x = 0,145, por exemplo, podemos escrever x = (0,1449999.... De fato,

r = 0,1449999... = 10000z = 1449,999... e 1000z = 144.999.... Subtraindo a

1449,999...—144,999... __ 0.145
=0, .

segunda equacao da primeira obtemos z = 5500

Notagao: Um vetor (u,v) pertencente a [0,1] x [0,1] C R?, tal que u = 0,a1as...

e v = 0,b1bs... seré representado por (0.ajas...,0.b1bs...).

Teorema 3: O quadrado S = [0,1] x [0,1] C R? possui a mesma quan-

tidade de pontos que o segmento [0,1] C R.

Prova:

Pela definicao, basta exibir uma bijecao entre esses dois conjuntos.
Dado (z,y) € S = [0,1] x [0,1], consideremos a expansao decimal de = e y com
infinitas casas decimais como visto acima, assim = = 0,a1a2a3.... € y = 0,b1b2bs....,
definimos f : [0,1] x [0,1] — [0,1] tal que

B 0 se (z,y)=(0,0)
fra) = { 0,a1biazbrazbs... se (z,y) # (0,0)
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1p=mmmm e =

y=0bybyby . fm e e m o - i
0 x=0,a:a2a3 1 ;
Figura 2.2
E claro que f(x,y) = 0,a1b1a2bs...anb,.... = f(2',y") = 0,a\ b abbl...alll,.... <

ap,=a,eb,=b VneN&sz=2"ey=1y = [ injetiva.
Além disso, dado t € [0,1], ¢ = 0,c1¢9¢3...Cp... = f(0.c1¢3¢5...Con_1..., 0.CaC4C6...Cop...)
com n € N. Isto é, t = f(z,y) para algum (z,y) € [0,1] x [0,1] = f sobrejetiva.

Portanto, f é bijetiva, e isto prova que esses conjuntos tém a mesma

cardinalidade. ]

Proposicao 2.1: A funcao de Cantor nao é continua.

Prova:
Para provar que f nao é continua, basta exibir uma sequéncia z,, convergindo para
z € [0,1] x[0,1], tal que a sequéncia das imagens f(z,) ndo converge f(z). Assim,

considere a sequéncia x,,:

21 = (0.98999 - -+ ,0.0999 - - - ) = (0.99, 0.1),
25 = (0.908999 - - - ,0.00999 - - - ) = (0.909, 0.01),
23 = (0.9008999 - - - ,0.000999 - - - ) = (0.9009, 0.001),

x, = (0.9000---0008999---,0.000---000999---) = (0.900---009, 0.0---01)
——— ——

(n—1)—zeros n—zeros
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Se x = (0.9,0), usando a distancia induzida pela norma da soma, temos

[ — ]| = +

0.00---009
——

n—zeros

0.00---001
——

n—1—zeros

=0.00---0019
——

n—1—zeros

logo, =, — x. Mas, temos a sequéncia de imagens como segue:

g = fla1) = 0,909 = 0,908999 - - -,
Yo = f(x5) = 0,90009 = 0,90008999 - - -,
ys = f(zs) = 0,9000009 = 0,9000008999 - - - ,

Yn = f(z,) = 0,90000---0009 = 0,90000 - - - 0008999 - - -
—_——

2n—termos

E claro que y, — 0,9 # 0,80909090.... = f(x). Logo, f ndo é continua em

x = (0.9,0), e portanto, temos f nao continua no intervalo [0,1].
|
Note que se, no Teorema 3, ao invés do quadrado S = [0,1] x [0,1] C R?, tivéssemos
o cubo solido S3 = [0,1] x [0,1] x [0,1] C R?, entdo, para cada ponto (z,y,z) =
(0.a1azas...,0.b1b9bs...,0.c1¢9¢35...) poderiamos definir uma funcao f : S5 — [0,1] tal

que f(x,y,2) = 0,a1b1c1a9b90s...a,bycp ...

A

y=0.byb o, ..

v

Figura 2.3
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E facil verificar que f é bijecao. E da mesma forma, para

Sn=10,1] x [0,1] x ..... x [0,1] € R™, chamado de n-cubo, constréi-se de maneira
n ”I?GFZES
analoga, uma bijecao entre S, e [0,1], provando que |S,| = |[0,1]| ¥ n € N.

O mais surpreendente é que generalizando este argumento e aplicando
a transitividade da bijecao, Cantor demonstra que qualquer espago n-dimensional
possui exatamente o mesmo numero de pontos que um espago p-dimensional,
mesmo se n # p.

Este resultado causou espanto até mesmo ao autor da descoberta, que
chegou a declarar: "Vejo, mas nao acredito.”

E, com isto, Cantor for¢a a sociedade matemaética a repensar a nogao
de dimensao, que agora ja nao podia mais ser intuida da ideia de "tamanho"ou
nimero de pontos. Era necessario um conceito matematico que permitisse dar um
definicao clara e precisa de dimensao, mas que estivesse, contudo, de acordo com a
ideia intuitiva e geométrica do termo. Uma forma de querer "driblar"ou contornar
esta dificuldade foi justificar a falta da continuidade da func¢ao de Cantor, supondo,
assim, que a dimensao deveria ser preservada por aplicagoes continuas. No entanto,
como veremos na secao seguinte, esta situacao piorou com o exemplo apresentado

por Peano.

2.3 Peano: preenchimento continuo de n-cubos

O matemético italiano Giuseppe Peano exibe uma funcao continua que
sai de um segmento de reta e preenche todo o quadrado. Para definir tal funcao,
assim como Cantor, Peano também escreve os ntmeros reais entre 0 e 1 em sua
representacao com infinitos digitos. No entanto, ao invés do sistema decimal, ao
qual estamos acostumados, ele utiliza o sistema de base 3, isto é, aquele em que os

numeros sao escritos usando-se apenas 3 algarismos: 0, 1 e 2. Assim, se 0 < r <1,

ty ty .t
7’:0,751@153---:§1+3—22+3—?;+....: 3

com t; € {0,1,2}.
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A seguinte funcao seréd fundamental para definir a fungao de Peano.
Seja o : {0,1,2} — {0, 1,2} a fungdo permutagao que mantém fixo 1, e troca 0 e

2, isto ¢

o(l) =1
o(0) = 2
o2 =0

Observe que

cgocg(0) = o(c(0)=0(2)=0
cgoo(l) = o(o(1))=0(1) =1=1id(1)
g00(2) = o(o(2)) =0(0) =2

ou seja, o0 oo(a) =id(a) ¥V a € {1,2,3} = o ¢ igual a sua propria inversa. Uma

funcao que possui esta propriedade é chamada de involugao.

Denotamos por ¢! a composicao de o por o t vezes, ou seja, 0! =goco...o0. E
—_——

t vezes
claro que se o é uma involucao, entao o' também o é, pois para qualquer t € Z,
otoot =0 =0%00%0...00 =idoido....oid = id.
A ~~ > ~~ >
t vezes t vezes

As seguintes notagoes também serao utilizadas ao longo deste capitulo:

(1) O'(O,tltgtk) = (0,0(t1)0(t2)0’(tk))
(2) (O't2, O'tl) o) (0.0[10120(3...,O.ﬁlﬁgﬁg...> ==
= (0.(c"2a1) (02 as) (02 a3)...,0.(c" 1) (0" Ba) (611 B3)...)

Observagao importante: A partir deste momento, estaremos ado-

tando o sistema de numeracao de base 3.



19 2.3. Peano: preenchimento continuo de n-cubos

2.3.1 A funcao de Peano

A funcao de Peano seré denotada por Py e é definida da seguinte forma:
PE . [0,1] — [0,1])([0,1], tal que PE(T) = PE(O,tthtg) = (O.alazag....,O.blbgbg....),

onde

((llztl (blzo.tltz
t ;
as = 0%t3 by = ol1ttsg,
_ tottat. Aoy _
a, = ottt =Dy 4 bn _ Ut1+t3+ +lan Yon
\ \

Vamos verificar que esta funcao estéa bem definida, isto é, que cada ele-
mento do dominio [0,1], possui um e apenas um elemento imagem em [0,1] x [0,1].
Mas, para isto, precisaremos do resultado da proposicao abaixo, que apresenta

uma forma recursiva de calcular Pg(r).
Proposicao 2.2: Dado 0,t1tot3... € [0,1], temos

1
PE(Otthtg) = (O.th0.0'tth) + g[(O’tQ, O'tl) e} PE(0t3t4t5)]

Prova:
Para verificar a equagao, basta desenvolver seu segundo membro e

teremos:

(O.th0.0'tth) + %[(O'tg, O'tl) o PE(0t3t4t5)] =
= (0.t1,0.0%45) + L[(0%2, 0™1) 0 (0.(ts) (0%t5)... (o1 to+ 1200ty )

0.(013t) (05 15t)... (o35t tanm1g, ). )]

= (O.tl,O.Utltg) + %(0.(0’t2t3)(0t2 (O't4t5))....(0't2 (O't4+t6+"'t2(”_1)tzn_l))...,

0.(c" (c8ty)) (o™ (o 5¢tg))... (0" (ofeTTattan—1y )).0)

= (0.t1,0.0%5) + L(0.(0%t5) (02 5t5).... (o2t tatnty, ).

0. (0t1+t3t4) (Ut1+t3+t5t6)...(Ut1+t3+'“t2"*1t2n)...)
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= (O.th 0.0'tltg) + (0.0(0’t2t3)(O't2+t4t5)....(O't2+t4+"'t2(”_l)t2n_1)...,

0.0(ctittaty) (ot Hattsgg). . (ghttattamg, ) )

= (0 (tl) (O'tztg) (O’t2+t4t5) ....(O't2+t4+'”t2("_l)t2n_1)...,

0.(0"1 ) (011138, (T Hto T tan=1py ) )
= Pp(0.tytots...L,...) m

Lema 2.2: Pg ¢é uma fungao bem definida.

Prova:

Seja r € [0,1]. Se r é irracional ou periédico, r tem uma tnica ex-
pansao ternéria, e portanto, nao hé davida quanto a unicidade da imagem. Po-
rém, no caso de r ser um numero racional, ele possui duas representagoes, diga-
mos r = 0,t1tats...t; (com ¢ # 0), e sua forma equivalente r = 0,t1tots...(t; —
1)2222.... Portanto, devemos nos certificar de que a imagem de r seja tnica, isto é,
Pg(0,t1tots...ty) = Pg(0,t1tats...(tx — 1)2222...). Usando a expressao de recorréncia
enunciada na Proposi¢ao 2.2 para calcular a imagem de cada um desses elementos,

temos

PE(O,tthtg...tkOOO..) = (O.tl,O.Utltg) -+ %[(O'tZ, O'tl) o} PE(0t3t4tk000)]
P (0,t1tats... (8, —1)2222...) = (0.t1,0.0"t5) +5[(0"2, 0™ ) o Pp(0.t5t4... (¢, — 1)222...)]

logo

mas

Pp(0.t5ts...4,000...) = (0.t5,0.0t4) + £[(0", %) 0 Pg(0.t5tg...£,000...)]

Pg(0.tsty... (e —1)222...) = (0.t3,0.0%t4)+3[(0™, 0% ) 0 Pp(0.t5tg... (1, — 1)222...)]
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o que implica que

E assim, podemos continuar este processo repetidas vezes. Como as primeiras
k — 1 casas decimais sao idénticas nas duas representacoes de r, depois de um

certo namero de iteragoes, teremos que
PE<0,t1t2t3tk000) = PE<O,t1t2t3...(tk — 1)2222) =4

Como t; # 0, s6 ha duas possibilidades:

outy=1=1—-1=0

outp,=2=1t—1=1.

Ou seja, nosso problema, se resume a mostrar que Pg(0.1000...) = Pg(0.0222...)

(no caso de t, = 1), e Pg(0.2000...) = Pg(0.1222...) (no caso de t; = 2). Aplicando

Pg aos niimeros em questao, temos:

P5(0.1000...) = (0.1(¢°0)(¢°0)...,0.(c0)(c*90)...)
= (0.1(id0)(id0)...,0.(50)(50)...)
= (0.1000...,0.2222...)

Pg(0.0222...) = (0.0(0%2)...(6%"2)...,0.(¢°2)(c**?2)....)
= (0.0(0(02))...(c®"V(52))...,0.(id2)(c(52))...)
= (0.0(c0)(00)...,0.2(c0)....)
= (0.0222...,0.222...)

P5(0.2000...) = (0.2(c°0)(c!°*90)...,0.(c20)(c?*0)...)
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Pp(0.2000...) = (0.2(id0)(id0)...,0.(o(00))(c(c0))
= (0.2000...,0.(62)(02)....)
= (0.2000...,0.00000...)

P(0.1222...) = (0.1(c?2)(c*22)....,0.(c2)(c1P2)....)
= (0.1(c(02))(c?(02))...,0.(c2)(c?2)....)
= (0.1(c0)(¢?0)...,0.000....)
= (0.1222...,0.000...)

Pela ambiguidade da expansao ternaria, temos
Pr(0.1000...) = Pg(0.0222...) e Pg(0.2000...) = Pg(0.1222...). Portanto, Pg ¢ bem
definida.

Lema 2.3: Pg é sobrejetiva.
Prova:

Vamos mostrar que todo ponto (u,v) € [0,1]x[0,1] ¢ imagem de algum r € [0,1].
Entdo, considere (u,v) € [0,1] x [0,1]; (u,v) = (0.c1c2¢3...,0.d1dads...). Se existir
r = 0,t1tots... € [0,1] tal que Pg(r) = (u,v), devemos ter

cp, = o2ttt tlam-nt, e d, = ghtlstFlm-1¢,  paran=1,2,3....

Como ¢ é uma involugao, aplicando a permutacao a ambos os lados das equa-

¢oes anteriores, teremos:

0.t2+t4+---+t2(n,1)cn — O.t2+t4+-..+t2(n,1) o 0.t2+t4+...+t2(n,1)t2n
0't2+t4+'"+t2("71>0n = id t2n—1
t2n—1 O_t2+t4+m+t2(n71)cn
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O.t1+t3+...+t2n71dn — 0.t1+t3+...+t2n71 o 0.t1+t3+...+t2n71t2n
O.t1+t3+‘..+t2n71 dn = id th
t2n — O.t1+t3+m+t2nf1 dn

Tomando t1, ta,...,t,,... como especificados acima, teremos Pg(0,t1tot5...) =

(0.c1c9¢5..., 0.d1dads....), isto &, Pr(r) = (u,v) = Pg sobrejetiva.

Lema 2.4: Py nao é injetiva.

Prova:

Temos que Pg(0.010202020....) = (0.022...,0.122...) . Mas, no Lema 2.2, vimos
que Pp(0.02) = (0.022...,0.2000...). Como (0.0222...,0.2000...) = (0.022...,0.122...),
temos Pg(0.02) = Pg(0.010202020....) com 0.02 # 0.010202020.... = Pg nao é

injetiva.

Teorema principal: Py : [0,1] — [0,1]x[0,1] € uma fungao sobrejetiva

e continua.
Prova:

A sobrejetividade fica provada no Lema 2.3. Para provar a continuidade, va-
mos mostrar que, se uma sequéncia r, converge para r € [0,1], entao, a sequéncia
de imagens Pg(r,) deve convergir para Pg(r). Assim, considere uma sequéncia

rn, € [0,1], tal que r, = 0.rfriry.... e vy = r = 0.ryrers.... € [0,1].

r, — r implica que, a partir de um certo indice, a distancia entre os termos de
r, € r se torna tao pequena quanto se queira. Assim, para qualquer N, 3M € N
tal que m > M = ||r,, —r|| < 1/3V.

Seja 1, — 7 =5 = 0.57"sy's5"....Usando a norma da soma, temos
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|rm — 7] < 1/3N

|(0.s7"s5"s5"....)|| < 1/3N

s{* sy sy N

— 4+ =+ =+4+..]<1/3

3 32 33 /

syt sy sy N

— =4+ = 1+ 1 <1/3

3 + 32 + 33 * /
51 5" s3' N
— |+ |== L.<1/3
3 + 32 33 + /

5 ‘ # 0, com j > N, a desigualdade

37
seria falsa, isto ¢, terfamos ||r,, — || > 1/3", o que contradiziria a hipétese de 7,

E claro que se tivéssemos algum termo

convergir para r. Logo,

m
55

RY :OVJSN:ST:O:>TT:T]

para j = 1,2,....N

°)

Dado ¢ > 0, escolha N € N, tal que 3" > 1/3¢. Entao, 1/3V < 3e.

Sejam PE<Tm) = (O.alag....,O.blbg...), PE(T) = (0.0102....,0.d1d2...) (§
Pg(r,) — Pe(r) = (0.uus.....0.0105...).

Por defini¢ao de Pg, temos que ay, e by dependem exclusivamente de r{*,....r}",
assim como ¢, e dj dependem exclusivamente de ry,...,r,. Mas como 7}' = rj para
todo k = 1,2,....N, teremos ap = ¢ e by = di para k = 1,2,...,N, e consequente-

mente, ux = vy = 0 para k = 1,2,....N. Dali,
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1Pe(rn) = Pe(r)ll =

|(O uULuUy.. .,0.?]11)2...) ||
|

(O 00.. OUN+1UN+2 0-00'-'OUN+1UN+2---)H

U; V;

= [lo+o.. +0+»§: L1040+ 0+ 2:

Z

N wvezes i= N+1 N wvezes i= N+1
00 u 9] v
3! 3
i=N—+1 i=N+1

Mas como estamos escrevendo em base 3, teremos cada u;,v; < 2. Logo

> (v > v
7 7
o Sl o=
3 3
i=N+1 i=N+1

UN+1 UN+2
3N+1 3N+2

+m.+‘ +mw

UN+1 UN+2
3N+1 3N+2

UN+1 UN4-2
3N+1 3N+2 + ‘ +

2 2

3N+1 + 3N+2

b

2
3N+1 + 3N+2

+ |+

ool

_|_

3N+1 3N+2

2 2
+ e | T

2
3N+1

It st ot b+
3 32 3

2
v |l Ty T gt

1 1 1 ‘

Mas, 1+ % + 3% + 3% + .... ¢ a soma de uma P.G. infinita cujo primeiro termo ¢é 1

e a razao ¢é igual a 1/3. Logo,
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Dai,
|Pe(rn) — PE(r)| S s |1+ i+ +5+ .|+t |[l+3+3+ 3+
b (L4 3 ok oot ol e [+ ok ] S e+ e

2
3N+1

N

2
+ 3N+1

[\J[oY

3 2 2 21 1
<2§3N+1 :33N+1 :3§S_N <33_N <3

2

Isto é,
|Pg(rm) — Pe(r)|| <eVm>M = Pg(r,) — Pgr(r)

sempre que 1, — r. Portanto, Pg é continua em r. Da arbitrariedade de r,

conclui-se a continuidade de Pg.

A exemplo do que foi feito com a fungao de Cantor, o resultado do
teorema acima também pode ser generalizado, exibindo-se uma sobrejecao continua
entre R e R™.

Pg ser sobrejetiva significa que seu trago passa, a0 menos uma vez, por
cada ponto do quadrado e, portanto, fazendo ¢ percorrer todo o dominio, teremos
o quadrado inteiramente preenchido. Por esse motivo, ela é chamada de curva de
preenchimento de espago ou SFC (do inglés, space filling curve). As SFCs nos
oferecem uma maneira ordenada de visitar todos os pontos do quadrado apenas

variando t.

Dos Teoremas 3 e principal, concluimos que a bijegao e a continuidade,
quando consideradas isoladamente uma da outra, nao conseguem gerar uma defi-
nicao de dimensao que concorde com o nosso senso loégico-intuitivo. O que Cantor
demonstra (tal demonstragao sera omitida aqui), é que basta considera-las mutu-
amente para se chegar a um conceito satisfatorio de dimensao. Isto é, ele mostra
que nao pode existir uma bijecao continua entre dois espagos de dimensoes dife-

rentes. Tal maneira de caracterizar a dimensao de um espago, deu origem a uma
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das grandes areas da Matemaética: a Topologia. Se for possivel criar uma bijecao
continua entre dois espacos, dizemos que eles sao topologicamente equivalentes,
isto é, do ponto de vista topologico, sao indistinguiveis. Caso nao seja possivel,
esses espacos sao considerados distintos, ainda que tenham o mesmo ntmero de

pontos (como é o caso de R e R? ou R" e RP).

2.4 A ideia geométrica da fungao de Peano

O trabalho de Peano foi totalmente analitico. Mas, o matemaético alemao
David Hilbert, propoe uma representacao geométrica da curva de Peano. Essa
representacao ilustra e evidencia a ideia do preenchimento completo do quadrado.

O método é o seguinte:

1. Considere um quadrado inicial. Divida-o em quatro quadradinhos. Dé inicio
a curva tracando 3 segmentos consecutivos, paralelos aos lados do quadrado inicial

e com extremos nos pontos centrais dos 4 quadradinhos gerados.

—+
-

Figura 2.4

2. A cada quadradinho, aplique o passo 1.
3. Gire, no sentido anti-horario, o quadradinho do lado direito superior e, no
sentido horario, o quadradinho do lado direito inferior.

4. Tragando 3 segmentos, una as curvas como indicado na figura 2.5.
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Figura 2.5

Repetindo-se os passos desse algoritmo indefinidamente obtemos a SFC. Este
fato é provado por Hilbert, num artigo publicado em 1891, onde ele faz a contrugao
passo-a-passo de uma curva bidimensional, usando uma sequéncia infinita de curvas
finitas. Ele demonstra que a curva obtida é continua e passa por todos os pontos
do quadrado. Como esta curva foi descrita por Peano e geometrizada por Hilbert,
ela recebe o nome de Curva de Peano-Hilbert. A figura abaixo mostra a curva de

Peano-Hilbert para até 6 iteracoes.

- o
chesley R

Figura 2.6
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A demonstracao de Hilbert exige algumas definigoes além daquelas
que ja foram apresentadas. Alguns dos resultados utilizados a seguir nao foram
incluidos no capitulo de noc¢oes béasicas. Ainda assim, valeremos-nos deles para
que o leitor tenha ao menos uma ideia do que foi feito. Ou seja, abandonaremos o

rigor matematico e daremos apenas um esboc¢o do procedimento.



29 2.4. A ideia geométrica da funcao de Peano

Observe que, no algoritmo definido acima, cada iteracao faz o mape-
amento de alguns pontos do quadrado. Logo, podemos associar a cada iteragao
uma funcao, e assim com a repeticao do procedimento, obteremos uma sequéncia
de fungoes. A primeira dessas fungdes é f; : [0,1] — [0,1] x [0,1] cujo trago é a
curva representada na Figura 2.4. Sejam Iy, Io1, 119 € 111 0s quadradinhos obtidos
na primeira divisdo. Vemos que a funcao f; faz o mapeameto do intervalo [0, 1/4]
no quadrado Iy, do intervalo [1/4, 1/2] no quadrado Iy, do intervalo [1/2, 3/4]
em o e do intervalo [3/4, 1] no quadrado I;;. Mas, assumindo a existéncia de fi,
é bastante aceitavel que exista também uma funcao fs, tal que, quando dividirmos
o quadrado em 16 partes iguais, fard o mapeamento do primeiro intervalo [0, 1/16]
no primeiro quadradinho [0, 1/16] x [0, 1/16], do segundo intervalo [1/16, 2/16]
no segundo quadradinho [1/16, 2/16] x [1/16, 2/16].... e assim por diante. Induti-
vamente, obtemos uma sequéncia fi, fa, f3,.... € é claro que, por construcao, cada
fi € continua. Além disso, dado t € [0,1], temos que f,(t) e fni1(t) pertencem
ao quadradinho obtido no n-ésimo passo. Logo, a distancia entre f,(t) e fry1(t)
nao pode ser maior que a diagonal desse quadrado. Como a cada passo, cada
quadrado do estégio anterior é dividido em 4, temos que cada quadradinho obtido

no n-ésimo passo possui lado 1/2". Logo

| fara(8) = fu(®)]l < V2.1/2°

Assim, pela desigualdade triangular temos

[ frem (8) = (O] =
”fn-&-m(t) - fn-i—m—l(t) + fn-i—m—l(t) +... = fn-i—l(t) + fn+1(t) - fn(t)H

"fner(t) - fnerfl(t) + fn+mfl(t) + o= fn+1<t) + fn+1(t) - fn(t)H <
[ frim(t) = frarma (Ol + | form1(t) = farma@)[ + . | fura(t) — fu(?)]]

aner(t) - fn+mfl(t)H + "fnerfl(t) - fn+mf2(t)” +ot an+1(t) - fn(t)H <
< V2.1 2mtmel 20 2nt et g 4 y/2.1/20

V2

o (1+27'+ ...+ 2-m)

[ frtm () = fu(®)]] <
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temos a soma de uma P.G. e, portanto,

| fasm(8) = Fu(2)]] < 20/277

ou seja, a sequéncia fi, fa,...,fn,.. € de Cauchy, e portanto, convergente (pois
a reta ¢ um espago completo). Assim, f, converge para alguma f : [0,1] —
[0,1] x [0,1]. Mas, a desigualdade acima vale para qualquer valor de ¢, o que
implica que a convergéncia de f, é uniforme. Mas, se f, é uma sequéncia de
fungoes continuas que converge uniformemente para f, entao, pelo Teorema 2,
temos f continua.

Para entender a sobrejetividade, veja que, por construcao, f; assume
valores em todos os quadradinhos obtidos até a i-ésima divisao. Sejam y €
[0,1] x [0,1] e f(I) o conjunto imagem do intervalo I = [0,1]. Tome uma vizinhanca
de y, isto é, uma bola aberta By(¢) de centro y e raio e. E claro que podemos
construir um quadradinho ¢ inteiramente contido em B, (e) e de lados iguais a
1/2* e paralelos aos lados do quadrado unitério. Se necessario, podemos fazer uma
translacao de modo que este quadradinho ¢ coincida com um dos quadradinhos
obtidos na k-ésima divisdo e continue contido em B,(¢) . Assim, f assumiré
algum valor no interior de ¢. Ou seja, existe x € [0,1] tal que f(z) € ¢ C B,(e).
Portanto, B, () N f(I) # @. Mas, se toda vizinhanga de y intersecta f([), entdo,
y pertence ao fecho de f(I). Mas I = [0,1] é fechado e f é continua, logo f(I)
também é fechado e, portanto, é igual ao seu fecho. Ou seja, y pertence a f(I).

Dessa maneira, temos f sobrejetiva.
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Como vimos, apesar de Peano ter definido uma fun¢ao cuja imagem
estd em R?, ela pode ser facilmente generalizada de modo que sua imagem seja um
cubo sélido em R? ou mesmo um hipercubo em R"™. Abaixo, temos o desenho da

curva de Peano-Hilbert num espaco tridimensional.

Figura 2.7
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Figura 2.9
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2.5 Outros exemplos de SFCs

O modelo apresentado por Hilbert é apenas uma das formas de se atribuir
uma interpretacao geométrica a funcao de Peano. Existem inimeras outras ma-
neiras de se construir, por meio de processo iterativo, curvas de preenchimento de

espaco. Por exemplo, uma segunda forma de se obter a curva de Peano é a seguinte:

1. Considere um segmento de reta. Divida-o em 3 partes iguais.
2. Sobre o ter¢o médio, construa um retangulo bissectado pelo segmento,
formando 2 quadrados de lado igual ao ter¢o que lhes deu origem.

3. Em cada segmento da figura, repita os procedimentos anteriores.

(a) iteracao 1 (b) iteragao 2

(c) iteragao 4

Apos Hilbert, muitos outros matematicos, também desenvolveram SFCs.

A seguir, temos alguns exemplos:
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2.5. Outros exemplos de SFCs
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Figura 2.10: Curva de Moore

Figura 2.11: Curva de Sierpinski

Figura 2.12: Curva modificada de Sierpinski
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Figura 2.13: outra variacao da Curva de Sierpinski
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Por fim, vejamos também algumas SFCs bidimensionais com suas res-

pectivas correspondentes no espaco.

e ma T BEnt dﬁd‘ 4 5 ] Sesdses
:-4-.-'""'*- = E : B TE I Bt B { l,b__ ] ::: -Ir-u- --T [:
EhereE | * R 1 HEIHER
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@) Sweep (b) Scan (c) Peano (d) Gray (e) Hilbert

Figura 2.14

(c) Peano

(e) Hilbert

Figura 2.15
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