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Resumo

Existem pelo menos dois problemas em aberto na física de partículas elementares que

desaĄam nossa compreensão da composição e das interações fundamentais no universo.

A primeira é a evidência da existência de um tipo diferente de matéria, conhecida como

Matéria Escura, e a segunda é a discordância entre o valor experimental e teórico previsto

do momento magnético do múon, conhecido como anomalia do g − 2 do múon. Ambos os

problemas podem ser resolvidos considerando uma extensão do grupo de simetria de gauge

das interações eletrofracas do Modelo Padrão para a simetria SU(2)L⊗U(1)L⊗U(1)Lµ−Lτ
.

O ingrediente chave para resolver esses dois problemas é que o modelo considerado possui

uma partícula fermiônica neutra e estável, que produz uma abundância de relíquias de

matéria escura de acordo com os experimentos. Esta partícula acopla-se às partículas do

Modelo Padrão através de um bóson de gauge Z ′ que faz uma contribuição extra para

a anomalia do g − 2 do múon. Desta forma, ambos os problemas estão conectados neste

modelo. Nesta dissertação estudamos como os acoplamentos e as massas do modelo podem

ser Ąxados usando resultados experimentais recentes. Ao fazermos isso, concluímos que as

massas da matéria escura e do bóson Z ′ estão na faixa de 1− 50 MeV, o que nos dá uma

solução mínima para esses problemas intrigantes. Finalmente, o modelo também nos dá

uma contribuição para ∆Neff que pode aliviar a tensão na constante de Hubble.

Palavras-chave: Matéria Escura, Momento Magnético Anômalo do Múon, Física Além

do Modelo Padrão.



Abstract

There are at least two open problems in elementary particle physics that challenge our

understanding of the composition and fundamental interactions in the universe. The Ąrst

is evidence for the existence of a different type of matter, known as Dark Matter, and the

second is the disagreement between the experimental and theoretical predicted value of the

muonŠs magnetic moment, known as the g−2 muon anomaly. Both problems can be solved

by considering an extension of the gauge symmetry group of electroweak interactions of

the Standard Model to the symmetry SU(2)L⊗U(1)L⊗U(1)Lµ−Lτ
. The key ingredient to

solve these two problems is that the considered model has a neutral and stable fermionic

particle, which produces an abundance of dark matter relics according to the experiments.

This particle couples to the Standard Model particles through a gauge boson Z ′ that

makes an extra contribution to the muonŠs g − 2 anomaly. In this way, both problems are

connected in this model. In this thesis we study how couplings and model masses can be

Ąxed using recent experimental results. In doing so, we conclude that the masses of dark

matter and boson Z ′ are in the range of 1− 50 MeV, which gives us a minimal solution to

these puzzling problems. Finally, the model also gives us a contribution to ∆Neff that can

relieve the tension on the Hubble constant.

Keywords: Dark Matter, MuonŠs Anomalous Magnetic Moment, Physics Beyond the

Standard Model



Sumário

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 O PROBLEMA DA MATÉRIA ESCURA . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2 Evidências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.1 Evidências Clássicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.1.1 Zwicky e o Teorema do Virial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.1.2 Rubin e o Problema de Rotação das Galáxias . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.2 O Aglomerado Bala e Raios X de Halos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.3 Lentes Gravitacionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.4 Radiação Cósmica de Fundo e a Quantidade de Densidade de Matéria

Existente no Universo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2.5 Tempo para Formação de Estruturas Não Lineares . . . . . . . . . . . . . 24

2.3 Candidatos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3.1 Bárions Escuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.1.1 MACHOs (Massive Compact Halo Objects) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3.1.2 Buracos Negros Primordiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3.2 Matéria Escura como Partícula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3.2.1 Neutrino . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3.2.2 Supersimetria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3.2.3 Áxions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.3.2.4 WIMPs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.4 Detecção de Matéria Escura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4.1 Detecção Direta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4.2 Experimentos de Detecção Direta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.4.3 Detecção Indireta e seus Experimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 COSMOLOGIA E TERMODINÂMICA DO INÍCIO DO UNIVERSO 37

3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2 Cosmologia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2.1 A Métrica FLRW (FriedmannŰLemaîtreŰRobertsonŰWalker) . . . . . . . . 37

3.2.2 Equações de Einstein para a Métrica FLRW . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.3 Termodinâmica do Início do Universo . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3.1 Densidades de Partículas, de Energia e de Pressão . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3.2 Número Efetivo de Espécies Relativísticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3.3 Entropia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44



3.3.4 Desacoplamento Térmico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4 EQUAÇÃO DE BOLTZMANN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2 Equação de Boltzmann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.3 Média Térmica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5 A ANOMALIA DO MOMENTO MAGNÉTICO DO MÚON . . . . 57

5.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.2 O problema do g − 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.2.1 Valor de aµ de acordo com o Modelo Padrão . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.2.2 Colaboração E821 em Brookhaven . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.2.3 Colaboração do Fermilab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.3 Campos de Spin 1/2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.4 O Cálculo da Anomalia feito por Schwinger . . . . . . . . . . . . . . 63

5.4.1 O Valor de g para Dirac e a Maneira como a Anomalia é Calculada . . . . 63

5.4.2 O Resultado Obtido por Schwinger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

5.5 Cálculo da Anomalia Vinda do Bóson Z . . . . . . . . . . . . . . . . 68

6 MODELO U(1)Lµ−Lτ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.2 O Modelo Padrão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.3 O Modelo Padrão Envolvendo os Léptons . . . . . . . . . . . . . . . 77

6.4 Modelo U(1)Lµ−Lτ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

7 DENSIDADE DE RELÍQUIA E ANOMALIA DO MOMENTO MAG-

NÉTICO DO MÚON NO MODELO U(1)Lµ−Lτ
. . . . . . . . . . . 91

7.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

7.2 Contribuição do Bóson Z ′ para a Anomalia do Momento Magnético

do Múon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

7.3 Densidade de Relíquia de Matéria Escura . . . . . . . . . . . . . . . 93

7.4 O Número Efetivo de Espécies de Neutrino . . . . . . . . . . . . . . 103

8 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

APÊNDICE A Ű BASE PARA O CÁLCULO DO ACRÉSCIMO PARA

A ANOMALIA (∆aµ) GERADO PELO BÓSON Z 119

A.1 Denominador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

A.1.1 Primeiro Denominador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120



A.1.2 Segundo Denominador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

A.1.3 Terceiro Denominador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

A.1.4 Quarto Denominador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

A.2 Numerador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

A.2.1 Primeiro Numerador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

A.2.2 Segundo Numerador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

A.2.3 Terceiro Numerador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

A.2.4 Quarto Numerador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

A.3 Integrais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

A.3.1 Primeira Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

A.3.2 Segunda Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

A.3.3 Terceira Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

A.3.4 Quarta Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139



13

1 Introdução

O Modelo Padrão (MP) da física de partículas vem sendo desenvolvido desde o

início do século passado. Ele descreve com bastante sucesso quase toda fenomenologia

das interações forte, fracas e eletromagnéticas. Várias previsões feitas por ele foram

comprovadas em aceleradores mostrando um bom acordo entre experimento e teoria.

Porém existem algumas questões fundamentais, teóricas e experimentais, não respondidas

satisfatoriamente pelo Modelo Padrão. Essas questões incluem evidências experimentais

que apontam para neutrinos com massa, existência de um tipo de matéria que é nem

luminosa e nem bariônica, chamada de matéria escura, e para uma discordância no valor

do fator giro magnético do múon g, conhecido como anomalia no momento magnético do

múon. Existem também evidências teóricas como o chamado problema CP forte. Dentre

todas essa evidências duas delas nos chamam a atenção, o da matéria escura e da anomalia

do momento magnético do múon. Ambos problemas são atuais e motivam toda comunidade

cientíĄca tanto no contexto experimental como no teórico.

O problema da matéria escura surge quando pensamos em uma escala astrofísica

e cosmológica. Nesta escala temos a indicação da existência de uma forma de matéria

que foge daquela esperada pelo Modelo Padrão, ela não é nem luminosa e nem bariônica.

Observações cosmológicas como as da colaboração Planck [1] mostram uma relação em

que a quantidade dessa nova forma de matéria representa 25% da composição do Universo

e que ela é cinco vezes maior que a composição do Universo representada pela forma que

matéria que conhecemos, a bariônica. Então, ≈ 85% da matéria do Universo é feita de um

componente não luminoso e pouco interagente chamado de matéria escura.

O interesse por essa nova forma de matéria vem crescendo desde a década de 30

quando Fritz Zwicky [2] ao fazer observações no aglomerado de Coma percebeu que existia

ali uma forma de matéria extra que ele não tinha conhecimento, e que por não interagir

de maneira eletromagnética não exibia luminosidade. A partir daquele momento essa nova

forma de matéria recebeu o nome de matéria escura. Tal nome se popularizou no meio

acadêmico e se tornou o nome de um tópico em aberto e de grande destaque da física

atual.

Ao longo dos anos muitas outras evidências apareceram e foram dando forma ao

conhecimento sobre matéria escura. Uma das vertentes possíveis seria considerar a matéria

escura como uma nova partícula que pudesse explicar satisfatoriamente a natureza da

matéria escura. Muitos candidatos foram estudados e apresentados, tanto na forma de

partículas como também na forma de corpos massivos. Assim como o desenvolvimento

de experimentos capazes de fazer a detecção desses candidatos. Porém, um dos pontos
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centrais para o estudo da matéria escura é o do estudo de densidade de relíquia, ΩMEh
2,

que possui como apoio as observações da colaboração Planck, ΩMEh
2 = 0.1198± 0.0012 [1].

A matéria escura será o primeiro ponto desenvolvido nessa dissertação. Começando

com uma apresentação de evidências para sua existência, alguns candidatos possíveis e

formas de detecção. Em seguida, será tomado um foco na busca do estudo de densidade de

relíquias que primeiro precisará de um entendimento de conceitos chaves de cosmologia e

termodinâmica. Seguido do entendimento da equação de Boltzmann como forma de estudo

de relíquias.

O segundo tópico em aberto envolve certa discordância entre o esperado pelo

Modelo Padrão para o que é visto pelo experimento. O Modelo Padrão mostrou sucesso em

diversos pontos apresentando uma certa concordância entre teoria e experimento. Porém,

esse não é o caso do momento magnético. Quando pensamos no momento magnético de

uma partícula ele é relacionado ao seu spin e a um fator giro magnético g. A divergência

da teoria e experimento se encontra na medida do fator g. A diferença toma uma forma

∆a = aexp − amp, em que aµ = (g − 2)/2 é calculado para o Modelo Padrão (mp) e

experimentalmente (exp). Essa diferença é chamada de anomalia do momento magnético.

A anomalia do momento magnético vem sendo estudada desde o desenvolvimento

da teoria quântica de campos. Esse valor ao longo do tempo foi mudando de acordo com o

entendimento de interações entre algumas partículas com outras. Sempre mostrando uma

concordância com o valor experimental. Tais experimentos também foram evoluindo de

acordo com o desenvolvimento de técnicas experimentais. Hoje em dia essa anomalia está

em alta quando estudada para o múon. Ele se mostrou um ponto de partida interessante

para o estudo da anomalia pela facilidade do uso dele em experimentos. Como a anomalia

apresenta uma dependência da massa da partícula envolvida o uso do múon se mostrou

melhor do que a do elétron, já que a massa do múon é bem maior que a do elétron,

mµ ≈ 200me. Já por causa de seu tempo de vida ser bem maior que o do tau, ele também

se mostrou mais propício para a realização de experimentos.

A busca pelo entendimento da teoria teve um apoio experimental maior com dados

recentes vindos do Fermilab [3]. Ao estudarmos o valor encontrado para a anomalia pelo

Fermilab em conjunto com o valor encontrado por um experimento mais antigo feito

pela colaboração E821 do laboratório de Brookhaven [4], encontramos uma discordância

com o valor teórico. Sendo a combinação dos valores da anomalia encontrada pelos dois

experimentos ∆aµ = (251± 59)× 10−11. Esses experimentos mostraram uma discrepância

de 4.2σ que é um valor interessante para começar a busca por algo novo.

O estudo da anomalia do momento magnético do múon é o tópico da segunda parte

dessa dissertação. Primeiro veremos como o estudo da anomalia foi evoluindo. Passando

pelos experimentos já citados. Por último, fazendo o cálculo feito por Julian Schwinger e

Steven Weinberg com Roman Jackiw que mostram como o cálculo da contribuição para a
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anomalia é feito.

Uma maneira de conectar esses dois tópicos em aberto seria a abordagem de

uma extensão do Modelo Padrão que contasse com a existência de uma partícula de

matéria escura e a interação do múon com outras partículas que pudesse gerar a anomalia

esperada. A extensão escolhida envolve o estudo de um modelo U(1)Lµ−Lτ
[5] que contém

uma partícula candidata ao papel de matéria escura e também a existência de um

bóson Z ′ que ao interagir com o múon poderia ser responsável pela anomalia encontrada

experimentalmente.

Usando o modelo U(1)Lµ−Lτ
podemos desenvolver o cálculo para a anomalia do

momento magnético do múon e também o cálculo de densidade de relíquias. Esses valores

quando comparados com os da colaboração Planck [1] e do FermiLab [3] juntamente com

Brookhaven [4] irão limitar alguns parâmetros do modelo como as massas da matéria escura

e do bóson Z ′, assim como o valor de g. Isso permitirá uma construção mais detalhada do

modelo e um ponto de busca para o entendimento dos dois tópicos. Além de que pelo fato

da teoria ter poucos parâmetros, que podem ser limitados por dados experimentais, ela se

mostra com uma alta previsibilidade e interessante para o estudo.
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2 O Problema da Matéria Escura

2.1 Introdução

O estudo sobre a matéria escura pode ser feito observando a evolução do conceito

de uma maneira histórica [6]. Ao entendermos as evidências que deram base ao conceito

podemos entender melhor o surgimento de candidatos e também de experimentos para a

detecção.

Primeiro, precisamos entender algumas evidências que foram fundamentais para

justiĄcar o estudo da matéria escura. Temos desde evidências astrofísicas e cosmológicas

como também envolvendo o estudo da teoria gravitacional. Vamos desde o começo do

século passado, com algumas primeiras evidências astrofísicas como a de Fritz Zwicky [2]

em 1930, passaremos para outras evidências astrofísicas na segunda metade do século,

como a do grupo de Vera Rubin [7] em 1970, e iremos até observações cosmológicas mais

recentes como a da colaboração Planck [1].

Em seguida, iremos abordar alguns candidatos ao papel de matéria escura. Passa-

remos por candidatos bariônicos massivos, como MACHOs e buracos negros primordiais.

Abordaremos também candidatos na forma de partículas. Começando com alguns candida-

tos na forma de novas partículas como WIMPs, áxions e partículas da extensão do modelo

padrão na supersimetria, e também partículas já existentes como neutrinos. Ao estudarmos

esses candidatos poderemos ver como algumas das novas partículas são desenvolvidas

visando resolver outros problemas em aberto e acabam funcionando também para a questão

da matéria escura.

Por último, abordaremos alguns exemplos de técnicas de detecção da matéria escura.

Começaremos falando da detecção direta. Desde a base para essa técnica de detecção,

como também alguns experimentos e seus princípios. Falaremos brevemente também da

detecção indireta.

2.2 Evidências

Umas das principais motivações para o estudo da matéria escura é baseada em

evidências que foram surgindo desde o início do século passado até observações mais atuais.

Elas vão desde o uso da mecânica e astrofísica, passando por estudo de teoria gravitacional

e indo até observações cosmológicas. Essas evidências são importantes porque foram elas

que deram a entender a existência de um problema que viria a ser o da matéria escura, e

foram elas também que foram formulando melhor as características desse problema. Para
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o estudo dessas evidências usaremos de base o livro de Stefano Profumo [8].

2.2.1 Evidências Clássicas

Quando falamos em uma abordagem histórica da evolução do conceito de matéria

escura, é preciso partir do ponto de algumas evidências que chamaremos de clássicas

porque surgem com o uso da mecânica e astrofísica. Elas nos mostram como o conceito foi

surgindo na comunidade e também permitem entender melhor sobre a motivação para o

estudo da matéria escura.

2.2.1.1 Zwicky e o Teorema do Virial

Um dos primeiros acontecimentos que levaram à ideia da existência de matéria

escura envolve o estudo de Fritz Zwicky na década de 30 sobre o aglomerado de Coma [2].

O que ele fez foi aplicar o teorema do virial no movimento das galáxias no aglomerado

Coma para assim entender o movimento dentro do aglomerado e sua massa. Para isso

consideramos a galáxia i na posição r⃗i e de massa Mi. Se Ązermos o produto escalar da

segunda lei de Newton, F = ma, com r⃗i temos:

r⃗i

(

Mi
d2r⃗i

dt2
= F⃗i



. (2.1)

Em seguida fazemos a soma da expressão sob todas as galáxias no aglomerado (sob i)

teremos:
1

2

d2Θ

dt2
= Vir + 2K, (2.2)

em que Θ =
∑

i Mir
2
i é o momento de inércia polar, Vir=

∑

i r⃗i.F⃗i é o virial e K é a energia

cinética total.

Se o aglomerado for estacionário, o momento de inércia polar irá Ćutuar ao redor de

um valor constante, então a média temporal da derivada no tempo zerará. Então, teremos

o teorema do virial:

⟨Vir⟩t = −2⟨K⟩t. (2.3)

Em seguida podemos usar a lei de gravitação de Newton, escrita como

Vir = U = −
∑

i<j

GN

MiMj

rij

, (2.4)

em que GN é a constante gravitacional de Newton e rij = ♣r⃗j − r⃗i♣.

Se escrevermos o teorema do virial da seguinte maneira

−⟨U⟩t = 2⟨K⟩t = ⟨
∑

i

Miv
2
i ⟩t =

∑

i

Mi⟨v2
i ⟩t. (2.5)
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Se considerarmos também que a massa total Mtot é distribuída uniformemente em uma

esfera de raio Rtot, podemos calcular dU= −GNmdm/r, em que dm = ρ4πr2dr e ρ =

m/V = Mtot/(4πR
3
tot/3). Então, teremos:

dU =− GNmdm
r

=− GN

r

4

3
ρπr3(4πr2ρdr)

U =−GN

16

3
π2
∫ Rtot

0
ρ2r4dr

=−GN

16

3
π2ρ2 r

5

5

∣

∣

∣

∣

∣

Rtot

0

=−GN3

(

4

3
πR3

totρ

2
1

Rtot

U =−GN

3M2
tot

5Rtot

.

(2.6)

Ao tomarmos a média temporal e também a média da velocidade,

∑

i

Mi⟨v2
i ⟩t = Mtot⟨v2⟩t,v, (2.7)

teremos uma expressão para a massa total

Mtot =
5Rtot⟨v2⟩t,v

3GN

. (2.8)

O que Zwicky fez em seguida foi usar U = −5GNM
2
tot/Rtot para encontrar :

Mtot ≳
Rtot⟨v2⟩t,v

5GN

. (2.9)

Ao substituirmos valores como a média da velocidade quadrática observada (⟨v2
s⟩t,v ≈

5×1015 cm2s−2, em que ⟨v2
s⟩t,v = ⟨v2⟩t,v/3) temos Mtot > 9×1043Kg, ou aproximadamente

4.5 × 1013M⊙, em que M⊙ é a massa do Sol. Através de observações era esperado que

uma nébula possuísse 8.5× 107L⊙, Zwicky então ao relacionar a massa encontrada com a

luminosidade observada conseguiu estudar a razão entre massa e luminosidade. Ele fez isso

utilizando a relação Mencontrada/Lobservada = 1390hM⊙/L⊙ em que L⊙ é a luminosidade do

Sol e h = 0.70± 0.03. Ao substituir as massas em questão, ele concluiu que a razão da

massa para luz no aglomerado de Coma era em torno de 500. Foi assim que ele deixou o

termo matéria escura famoso para indicar a massa faltante do sistema.

2.2.1.2 Rubin e o Problema de Rotação das Galáxias

Uma outra evidência que contribuiu para o entendimento da matéria escura surge

na década de 70 com a observação da curva de rotação de galáxias realizado por Vera

Rubin e Kent Ford ao observar a galáxia de Andrômeda [7]. Uma técnica importante é



20 Capítulo 2. O Problema da Matéria Escura

a de poder medir a velocidade, como função do raio, de galáxias através de observações

astronômicas (normalmente feitas usando o efeito Doppler da transição hiperĄna 21cm do

hidrogênio neutro). A velocidade circular vc de uma galáxia simétrica nos eixos é esperada

para ser uma função da distância r do eixo dessa galáxia (medido usando a linha do desvio

para o vermelho ou para o azul) do tipo:

v2
c (r) =

GNM(r)

r
, (2.10)

em que M(r) é a massa total dentro de uma esfera de raio r. Logo, a velocidade circular é

uma ferramenta para calcular a massa total dentro da esfera. Certos potenciais gravitacio-

nais de alguns sistemas indicam que um comportamento assintótico é esperado para vc(r).

Usando o segundo teorema de Newton podemos considerar o problema como uma massa

pontual M

vc(r) =

√

GNM

r
, (2.11)

em que a relação vc ∼ r−1/2 é chamada de queda Kleperiana.

Agora, se considerarmos que a galáxia é uma esfera homogênea de raio R e que

possui uma densidade constante ρ (M(r) = 4πρr3/3, para r < R), a velocidade circular é

linear dentro da galáxia

vc(r) =

√

4πGNρ

3
r, (r ≤ R) (2.12)

e vc(r) ∼ r−1/2 para r > R.

A distribuição de matéria em uma galáxia a ser observada não é a mesma de uma

esfera homogênea, ela é de uma forma que apenas as aproximações feitas não são suĄcientes

para o estudo do comportamento da curva de rotação. Mas mesmo usando técnicas mais

rigorosas o que encontramos são duas propriedades interessantes: (1) uma subida linear

para r pequeno e (2) uma queda Kleperiana para raios grandes.

Observações de curvas de rotação realmente mostraram uma subida linear na

região interna, seguido por um raio onde vc(r) atinge seu máximo. Mas a relação seguinte

que seria a queda Kleperiana não foi observada. Foi a partir de 1970 com equipamento

aprimorado que foi possível determinar que em nenhum tipo de galáxia era observada tal

queda e que vc(r) exibia um comportamento plano ou com um decrescimento devagar para

r grande. A interpretação disso feita em 1970 por Freeman [9] foi pensar na existência de

uma massa faltante na forma de um halo galático escuro ao redor das galáxias espirais.

Isso pode ser observado na Fig.(1).

2.2.2 O Aglomerado Bala e Raios X de Halos

Grandes sistemas astrofísicos são compostos, em abundância, por matéria bariônica

que não brilha (ex: gás interestelar). Quando partículas carregadas interagem com o
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Figura 2 Ű Aglomerado Bala (1E 0657-558), o vermelho representa onde está a matéria
colisional observada em frequências de raios X; a região azul é a densidade de
massa reconstruída a partir do uso de lentes gravitacionais e de outras cores é
a parte visível.

Através da medição do ângulo de deĆexão é possível fazer uma relação com a massa do

corpo que está sendo destorcido pela lente gravitacional. Através da seguinte expressão:

α =
4GNM

c2b
(2.13)

em que b é um parâmetro de impacto. Existe também uma expressão para separação

angular, entre duas imagens da mesma fonte, envolvendo o ângulo de deĆexão:

∆θ = 2α
Dfl

Df

(2.14)

em que Dfl é a distância entre fonte e lente e Df a distância entre o observador e a fonte.

Sendo assim o uso das lentes gravitacionais é excelente para o entendimento do perĄl

de massa em corpos no cosmos. A parte em azul na Fig.(2) representa a matéria escura

no aglomerado Bala observada através do uso de lente gravitacional. Um dos primeiros

exemplos em que a ferramenta foi utilizada foi na observação do quasar Q0957 + 561. Com

resultados desse tipo de observação é possível trabalhar com um dos primeiros candidatos

para matéria escura, que será estudado mais a frente, os MACHOs (ŚMassive Compact

Halo ObjectsŠ).

Um dos maiores impactos do uso de lente gravitacionais, na questão de matéria

escura como partícula, vem da possibilidade de termos uma ferramenta para ajudar na
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exploração das propriedades de colisão da mesma, como por exemplo no aglomerado

de Bala visto na Fig.(2). No caso do uso das lentes ajuda a construir um perĄl para

a densidade de massa, que juntamente com raios X ajudam a entender melhor a sua

composição.

Usando dados de raios X para estudar colisões recentes entre aglomerados, junta-

mente com simulações hidrodinâmicas detalhadas, permitem limitar a seção de choque de

auto-interações de matéria escura σχχ pela massa de matéria escura Mχ [13] na ordem de

σχχ

Mχ

≲ 1cm2/g. (2.15)

Essas auto-interações podem afetar a forma do halo deixando-o mais arrendondado.

2.2.4 Radiação Cósmica de Fundo e a Quantidade de Densidade de Matéria

Existente no Universo

A densidade de matéria, do modelo padrão, é essencialmente em bárions (matéria

bariônica). Uma maneira de entender a existência da matéria escura é usando o valor que

sabemos de densidade de matéria total e o de densidade de matéria bariônica e fazer uma

subtração de um pelo outro.

A densidade de matéria bariônica é dada por:

Ωb =
ρb(hoje)

ρc

, (2.16)

em que ρc é a densidade crítica e será deĄnida no próximo capítulo. Ou quando considerado

o desvio para o vermelho, teremos:

ρb

ρc

= Ωba
−3. (2.17)

em que a é o fator de escala.

Podemos encontrar o resultado da densidade bariônica de quatro formas, como

feito no livro de Stefano Profumo [8]:

1. A maior parte dos bárions no universo se encontra na forma de gás em grupos de

galáxias. Através de raios X é possível medir quanto de gás há lá fora, o que nos leva

ao valor de Ωbh
2 ∼ 0.02 (em que h é a constante de Hubble em unidade de 100Km

s−1 Mpc−1, em prática h2 ≃ 0.5);

2. Bárions Ącam no caminho da luz emitida por fontes distantes (ex.quasares). A

observação de como a luz desses quasares é absorvida depende da quantidade de

bárions no caminho. Por mais que exista uma certa incerteza, o resultado também é

Ωbh
2 ∼ 0.02;
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3. Usando o espectro da RCF (Radiação Cósmica de Fundo), já que o tamanho relativo

dos picos pares e ímpares na anisotropia do espectro de potência (e também a

posição dos picos) depende de Ωb. Pelos resultados da colaboração Planck [1], temos

Ωbh
2 = 0.02233± 0.00015;

4. A abundância de bárions pode ser estimada através da comparação com previsões para

a abundância de elementos leves sintetizados na nucleossíntese do Big-Bang. Usando

medições da abundância de deutério, o resultado é Ωbh
2 = 0.0205± 0.0018 [14].

O que falta é encontrar o valor da densidade de matéria total Ωm = ρm/ρc. Que

também pode ser feito através de quatro maneiras:

1. Compilando medições da razão entre massa e luz. Essa razão é observada saturando

em um valor constante maior que a escala de tamanho de aglomerados (1 Mpc)

implicando Ωm ∼ 0.3 [15];

2. Observações de alta escala podem ser usadas para quantiĄcar o espectro de potência

de distribuição de galáxias. Esse espectro de potência depende de Ωmh, dados indicam

que Ωmh ∼ 0.2 [16]. O campo de velocidade cósmica em relação a distribuição de

galáxias também apontam para Ωm ∼ 0.3[ [17]];

3. A anisotropia na amplitude do espectro de potência da RCF em diferentes amplitudes

angulares também depende de Ωmh
2. Os dados da RCF indicam valores de Ωmh

2

consistentes com outras observações. Os resultados de Planck [1] indicam Ωm =

0.3147± 0.0074 (Ωmh
2 = 0.1428± 0.0011);

4. Também é possível encontrar esse valor de maneira menos direta, como olhando para

razão Ωb/Ωm. Por exemplo, usando a razão entre massa de gás em um aglomerado

para a massa total, isso sendo feito olhando para emissão de raios X vindo da distorção

da RCM induzida pelos elétrons aquecidos dentro do aglomerado, e assumindo que

essa razão seja próxima da entre bárions e massa total.

O resultado dessas observações é que a densidade bariônica é apenas 5% da

densidade crítica e que a densidade de matéria total seja 30%. Sendo assim, a diferença

diz que um quarto da densidade crítica do universo está na forma de matéria escura não

bariônica.

2.2.5 Tempo para Formação de Estruturas Não Lineares

É possível questionar se há necessidade da existência de matéria escura para explicar

fenômenos como os discutidos até então. Uma possibilidade é de que o problema poderia

ser resolvido com teorias gravitacionais modiĄcadas. Mas um bom argumento para Ąrmar
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a necessidade da existência de matéria escura, com a observação da RCF, é o de que é

quase impossível explicar o tempo de formação de estruturas não lineares no universo a

não ser que bárions caiam em um poço de potencial gravitacional pré-existente semeado

por matéria escura.

Dado um padrão inicial de perturbações de densidade, tal padrão deve ser compar-

tilhado entre bárions fortemente acoplados e Ćuidos de fótons desde o início do universo

até o seu desacoplamento mútuo, que acontece na recombinação, ou no desacoplamento

da RCF. É possível medir diretamente o tamanho dessas não homogeneidades medindo

anisotropias angulares nas Ćutuações de temperatura do céu da RCF (as Ćutuações de

densidade bariônica δρ/ρ na recombinação são calculadas para serem proporcionais às

Ćutuações de temperatura de fótons δT/T ). Essas Ćutuações de densidade possuem um

pico em 1/104 (δρ/ρ ≲ 10−4). Pela relatividade geral temos que para matéria em um

regime linear, as não homogeneidades crescem como δρ/ρ ∼ a, em que a é o fator de escala.

O fator de escala vem crescendo desde a recombinação com um fator igual ao desvio para

o vermelho na recombinação, zrec ∼ 1100. Se há apenas bárions, então não passou tempo

suĄciente para as estruturas observadas (δρ/ρ≫ 1) serem formadas.

Então, a RCF mostra que em um universo de apenas bárions não há tempo suĄciente

para estruturas entrarem no regime não linear, como ilustrado pela linha pontilhada na

Fig.(3). Estruturas têm tempo para chegarem no regime não linear apenas se tiver outro

tipo de partícula que desacopla do Ćuído bárion-fóton bem antes da recombinação, criando

sementes de não homogeneidade (que servem como poço de potencial gravitacional) bem

mais fundo que os bariônicos (i.e. (δρ/ρ)ME ≫ 10−4 na recombinação). Então para formação

de estrutura a tempo é necessário uma espécie de matéria escura que seja ao mesmo tempo

eletricamente neutra (escura) e não relativística (fria) o suĄciente para não se soltar do

poço de potencial gravitacional do início.

A necessidade do tempo para formação de estruturas exclui boa parte das versões

simples de teoria gravitacional modiĄcada. Na realidade, certas teorias como o modelo

Tensor-Vetor-Escalar (TeVeS) conseguem prever suĄcientemente as não homogeneidades,

Fig.(3), para que estruturas sejam formadas a tempo. Entretanto, tais modelos conseguem

prever oscilações acústicas bariônicas a mais e o espectro de potência de matéria previsto

por elas contradiz o esperado por dados observados.

2.3 Candidatos

Usando algumas dessas evidências como apoio, uma busca por um candidato viável

para representar a matéria escura começou. Iremos abordar desde a existência de partículas

já conhecidas e que poderiam servir como candidatos, até partículas novas que a existência

permitiria explicar a matéria escura. Começaremos com corpos massivos na forma de
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2.3.1.1 MACHOs (Massive Compact Halo Objects)

A melhor maneira de procurar por objetos massivos e compactos presentes em

halos, MACHOs, é através de um fenômeno chamado micro-lente gravitacional. A ideia é

observar o maior número de estrelas possíveis, por exemplo nas Nuvens de Magalhães, pelo

maior tempo possível, e tentar detectar uma pequena magniĄcação, usando micro-lente,

do brilho da estrela.

Se for monitorado um grande número de estrelas, na ordem de milhão, na Grande Nuvem

de Magalhães por um ano, seriam observados 5 eventos de micro-lente, se matéria escura

estiver na forma de MACHOs. Na realidade, as observações de OGLE-III [19] na Pequena

Nuvem de Magalhães incluíram quase 6 milhões de estrelas, com um total de tempo de

observação de 2870 dias. Acabaram observando três candidatos de evento de micro-lente.

Esse resultado indica que MACHOs de massa 1M⊙ podem providenciar apenas uma fração

≲ 10% da massa de matéria escura no halo.

2.3.1.2 Buracos Negros Primordiais

Um bom candidato para matéria escura, que poderia ser formado de matéria comum,

seria buracos negros formados no início do universo, conhecidos como buracos negros

primordiais (BNP). Se a massa dentro do horizonte excede a massa de Chandrasekhar

(1, 44M⊙), um buraco negro é formado. Na cosmologia basta uma intensiĄcação na

densidade de uma pequena porcentagem para formar um buraco negro, praticamente

em qualquer ponto da história do universo. Tais intensiĄcações são possíveis em diversos

cenários como: colisões de bolhas; certos cenários inĆacionários; transição de fase; etc.

Não há uma previsão clara para a massa do BNP, mas dependendo de quão leve

ele for, ele já teria evaporado através da emissão de radiação cósmica (5× 10−19M⊙, ou

6 × 1038 GeV). Já massas no intervalo de 6 × 1040 ≲ m/GeV≲ 6 × 1043 criariam um

padrão de interferência no espectro de rajada de raios gama chamado ŚfemtolensingŠ [20].

Já massas superiores a 6× 1048GeV são limitadas por observações de micro-lente.

Se BNP são capturados gravitacionalmente por estrelas de nêutrons, eles rapi-

damente agregam ou rompem a estrela. A existência de velhas estrelas de nêutrons na

região com grande densidade de matéria escura sugerem que BNP são componentes sub-

dominantes de matéria escura no intervalo entre 6×1040GeV e 6×1047GeV, em que limites

de micro-lente também atuam.

2.3.2 Matéria Escura como Partícula

Uma solução para a matéria escura seria olhar para ela como uma partícula, seja

na tentativa de usar as já existentes no Modelo Padrão ou desenvolver uma ideia nova.
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2.3.2.1 Neutrino

Uma primeira ideia quando falamos sobre uma partícula de matéria escura seria

usar os três neutrinos que temos no Modelo Padrão. O que geraria o interesse em relacionar

os neutrinos com a matéria escura seria a lista de propriedades em comum. Diferente de

outras partículas do Modelo Padrão, os neutrinos são estáveis e não interagem de maneira

eletromagnética ou forte.

Neutrinos também são matéria não bariônica e até poderiam ser candidatos a

fazer parte da densidade de matéria não bariônica. Mas isso implicaria um problema na

formação de estruturas. Se neutrinos contribuíssem em grande escala para a matéria escura

não bariônica, eles atrapalhariam a formação de halos e isso não condiz com o observado.

Também de acordo com a colaboração Planck [1], Ωνh
2 < 0.0027, o que essencialmente é

um valor irrelevante para ΩME. Eles seriam uma opção ideal caso os existentes no modelo

padrão não contribuíssem tão pouco para a quantidade de matéria escura observada. O

que acontece é que eles servem de base para a construção de outros candidatos, desde

partindo de algo semelhante até algo diferente, mas com uma base semelhante.

Por mais que neutrinos seriam leves demais para compor a quantidade de matéria

escura e quente demais para servir como relíquia térmica da maneira esperada para matéria

escura, não era excluída a possibilidade da existência de uma partícula parecida com o

neutrino. Em 1993, Scott Dodelson e Lawrence Widrow [21] propuseram uma espécie de

neutrino adicional, que diferentemente dos neutrinos do Modelo Padrão eles não fariam

parte de interações eletro-fracas, poderiam ser produzidos no início do universo e serviriam

como candidato a matéria escura. Essas partículas interagem gravitacionalmente e através

de um pequeno grau de mistura com os neutrinos do modelo padrão. Tais partículas

não estariam em equilíbrio térmico no início do universo e seriam produzidas através

de oscilações de outras espécies de neutrino. Esse neutrino estéril, dependendo de sua

massa, poderiam ser produzidos com um grande intervalo de temperatura, e poderia ser

um candidato a matéria escura tanto quente (mνs
∼ KeV) ou frio (mνs

≫KeV). Essa ideia

foi o suĄciente para gerar outros candidatos parecidos.

2.3.2.2 Supersimetria

Os neutrinos seriam as únicas opções dentro do Modelo Padrão que poderiam se

candidatar ao papel de matéria escura, mas visto que eles não se encaixam totalmente seria

necessário pensar em uma partícula nova. Então, uma ideia seria que a natureza possuiria

uma simetria de espaço-tempo relacionando férmions com bósons, a supersimetria [22].

Supersimetria requer que para cada férmion, um bóson deve existir com o mesmo número

quântico, assim como para cada bóson deve existir um férmion. Então ela prevê a existência

de várias novas partículas interagentes de maneira eletricamente neutra e não forte

(parceiros dos neutrinos, fótons, bóson Z, bóson de Higgs, e gráviton). Se algum desses
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parceiros forem estáveis, eles poderiam ser abundantes e servir para solucionar algumas

questões.

Uma teoria que surgiu baseada no conceito de supersimetria foi a de Modelo Padrão

Mínimo Supersimétrico (MPMS). Já existiam algumas considerações sobre o parceiro do

gráviton, o gravitino, como candidato a matéria escura. Mas com o MPMS, os parceiros

do fóton, do bóson Z, e dois bósons neutros escalares de Higgs se juntam para formar

quatro partículas conhecidas como neutralinos. Os neutralinos passaram a ser candidatos

a matéria escura, mas para isso precisaria ter algo que estabilizasse o neutralino mais leve,

para impedir que essas partículas decaíssem logo após criadas.

Em algumas extensões supersimétricas do modelo padrão, existem interações que

violam a conservação do número bariônico (B) e leptônico (L). Essas interações fariam o

próton decair em uma escala de tempo inaceitável. Isso poderia ser resolvido ao colocar uma

simetria conhecida como paridade R. Essa paridade faria com que parceiros só poderiam

ser criados ou destruídos em pares. Um parceiro pesado pode decair em um leve, junto

com outras partículas do modelo padrão, mas o parceiro leve não pode decair. Então, se o

parceiro do MPMS for um neutralino ou um sneutrino (parceiro do neutrino), a paridade

R irá estabilizar ele e gerar um candidato viável para matéria escura.

É importante ressaltar que esses tipos de teoria começam com a vontade de

desenvolver outras áreas da física de partículas mas acabam trazendo um olhar para o

problema de matéria escura.

2.3.2.3 Áxions

Um candidato interessante, que também surge do estudo de outros pontos da

física, é o áxion. A cromodinâmica quântica (CDQ) tem sido uma teoria que sempre

vem sendo incrementada e que descreve a força forte para os quarks e os glúons com

forte precisão. Mas a CDQ possui um problema conhecido como problema da violação

CP nas interações fortes. Ele surge pelo fato da Lagrangiana de CDQ possuir o termo

LCDQ ⊃ Θ g2

32π2G
αµνG̃αµν , em que Gαµν é o tensor de força do campo do glúon e Θ é uma

quantidade relacionada a fase do vácuo da CDQ. Se Θ for da ordem de uma unidade, esse

termo introduziria um grande efeito de violação de carga paridade (CP), fazendo com que

o momento de dipolo elétrico do nêutron seja ≈ 1010 vezes maior que o limite experimental.

Então, para que seja consistente com observação, a quantidade de Θ deve ser menor que

≈ 10−10. Isso gera uma indicação da necessidade de algo novo para explicar o motivo de

Θ ser tão pequeno. Uma primeira explicação seria a introdução de uma nova simetria

global U(1) que é quebrada espontaneamente e a quantidade de Θ é levada a quase zero.

Tal quebra de simetria implica a existência de um pseudo-bóson de Nambu-Goldstone

chamado áxion [23]. O áxion adquire massa como resultado da anomalia quiral da simetria

U(1), na ordem de ma ≈ λ2
CDQ/fPQ, em que fPQ é a escala em que a simetria é quebrada
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e λCDQ ≈ 200MeV é a escala da CDQ.

Um áxion leve e invisível pode ter consequências cosmológicas. Se ele for estável em

escala de tempo cosmológica, esses áxions produzidos no início do universo sobreviveriam

e poderiam ser suĄcientes para constituir a matéria escura.

Existem alguns mecanismos que podem ser considerados para a produção desses

áxions no início do universo. Eles podem ser produzidos termicamente, mas para áxions

leves a abundância de relíquia é muito pequena e só serviria para explicar uma pequena

fração da densidade de relíquia. Um outro mecanismo seria o envolvendo o campo de

Peccei-Quinn, conhecido como ŚmisalignmentŠ (ou desalinhamento). Nesse mecanismo a

quantidade Θ é levada a zero mas seu valor inicial é esperado ser um valor muito maior.

Enquanto a temperatura do universo é levada a abaixo de T ≈ λCDQ e o valor de Θ é levado

a zero, a energia armazenada no campo de Peccei-Quinn é transferida para a produção

de áxions não térmicos. Para condições iniciais típica, esse processo leva a produção de

densidade de áxion próxima a de matéria escura para massas da ordem ma ≈ 10−5eV, para

efeito de comparação a massa do elétron é me ≈ 0.5MeV.

Existem algumas formas de detecção de áxions [24] como a produção de áxions em

laboratório através de uma oscilação fóton-áxion, observação da abundância cosmológica

dos áxions e também através da observação de Ćuxo de áxions vindo do Sol.

2.3.2.4 WIMPs

Para que uma partícula passe pelo freeze-out do equilíbrio térmico no início do

universo e vire uma relíquia fria, ela não deve ser leve (maior que ≈ 1 − 100KeV). A

Ąm de que a abundância de relíquia térmica prevista se encaixe na densidade observada

de matéria escura, a partícula deve auto-aniquilar com uma seção de choque de ordem

σv ≈ 10−26 cm3/s (em que v é a velocidade relativa entre as partículas aniquiladas). É

um número similar com a seção de choque que surge com a força fraca. Isso aplica para

neutrinos e vários candidatos na escala eletro-fraca (incluindo partículas estáveis com

massas MeV-TeV e interações mediadas pela troca de partículas na escala eletro-fraca).

Juntando isso com argumentos favoráveis a existência de nova física na escala eletro-

fraca, levaram WIMPs (Śweakly interacting massive particlesŠ ou partículas massivas que

interagem fracamente) [25] a liderarem a classe de candidatos a matéria escura.

Os WIMPs motivaram a expansão de programas experimentais com advento do

LHC no CERN e outros experimentos astrofísicos. Tal evolução ajudaria deĄnir a utilidade

dos WIMPs como uma teoria para explicar a existência de matéria escura [26].
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2.4 Detecção de Matéria Escura

Um passo importante no estudo de matéria escura é poder trabalhar com a parte

experimental da física. Ter em mãos alguns exemplos de experimentos voltados para

detecção de matéria escura é importante para poder conĄrmar ou excluir algum modelo.

Assim como trazer melhorias para os modelos. Isso ocorre através do uso de limites impostos

por esses tipos de experimentos.Podemos trabalhar com algumas formas de detecção, como

a direta e indireta, usando WIMPs como base [27].

2.4.1 Detecção Direta

Um primeiro formato de detecção de matéria escura é através da detecção direta.

Por mais que WIMPs interajam apenas fracamente com bárions, eles podem espalhar

com núcleos atômicos, oferecendo assim um potencial para detecção. A ideia é medir a

energia de recuo de tais interações. No caso as interações podem ser classiĄcadas como

dependentes do spin ou independentes do spin.

No caso independente do spin o WIMP espalha com o núcleo inteiro levando a uma

seção de choque que depende do quadrado do número atômico do núcleo alvo. Já no caso

dependente do spin o WIMP acopla com o spin do núcleo alvo. Para saber qual tipo de

espalhamento irá ocorrer dependerá da forma de interação. Por enquanto focaremos no

caso independente do spin já que as restrições vindas de experimentos de detecção direta

são mais abundantes para esse tipo de espalhamento.

A seção de choque para o espalhamento elástico WIMP-núcleo independente do

spin é dada por:

σχN =
4

π

M2
χm

2
N

(Mχ +mN)2
[Zfp + (A− Z)fn]2, (2.18)

em que A é a massa atômica e Z o número atômico do núcleo alvo, e mN é a massa do

núcleon que é igual a mp ≃ 938.27 GeV para o próton e mn ≃ 939.57 GeV para o nêutron.

Já o acoplamento efetivo com prótons e nêutrons, fp,n, pode ser escrito em termos

do acoplamento dos WIMPs com quarks. No caso da interação escalar

fp,n =
∑

q=u,d,s

Gq√
2
f

(p,n)
Tq

mp,n

mq

+
2

27
f

(p,n)
TG

∑

q=c,b,t

Gq√
2

mp,n

mq

, (2.19)

em que Gq é o acoplamento da matéria escura com uma certa espécie de quark. O

primeiro termo é voltado para o espalhamento com quarks leves, enquanto o segundo para

interações com glúons através de um loop de quark pesado. Os valores de f (p,n)
Tq medidos

são: para o próton no primeiro termo fp
Tu = 0.020, fp

Td = 0.026, fp
Ts = 0.118 o que leva

a
∑

q=u,d,s

fp
Tq = 0.164 [28]; para o nêutron no primeiro termo fn

Tu = 0.014, fn
Td = 0.036,

fd
Ts = 0.118 o que leva a

∑

q=u,d,s

fn
Tq = 0.168 [28]; e para prótons e nêutrons no segundo
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termo fp
TG = 1 −

∑

q=u,d,s

fp
Tq = 0.836 e fn

TG = 1 −
∑

q=u,d,s

fn
Tq = 0.832 em que fp,n

TG está

relacionado aos glúons e é dado por f (p,n)
TG = 1−

∑

q=u,d,s

f
(p,n)
Tq , que é aproximadamente 0.84

e 0.83 para prótons e nêutrons respectivamente.

Podemos usar um acoplamento com quarks do tipo Gq = G0×mq, o que possibilita

simpliĄcar fp,n como

fp,n =
G0mp,n√

2

∑

q=u,d,s

f
(p,n)
Tq +

2

27
f

(p,n)
TG

G0mp,n√
2

∑

q=c,b,t

1

=
G0mp,n√

2





∑

q=u,d,s

f
(p,n)
Tq +

2

9
f

(p,n)
TG





=
G0mp,n√

2





∑

q=u,d,s

f
(p,n)
Tq +

2

9

(

1−
∑

q=u,d,s

f
(p,n)
Tq







=
G0mp,n√

2





(

1− 2

9



∑

q=u,d,s

f
(p,n)
Tq +

2

9





=
G0mp,n

9
√

2



2 + 7
∑

q=u,d,s

f
(p,n)
Tq



.

(2.20)

Como
∑

q=u,d,s

fp
Tq ≃

∑

q=u,d,s

fn
Tq, consequentemente fp ≃ fn, podemos escrever de uma

maneira aproximada:

σχN =
4

π

m2
NM

2
χ

(mN +Mχ)2
[(A− Z)fn + Zfp]2

≃ 4

π

m2
NM

2
χ

(mN +Mχ)2
A2f 2

p .

(2.21)

Podemos ainda deĄnir a seção de choque por núcleon como

σχ,p ≡
σχN

A2
=

4

π

m2
NM

2
χ

(mN +Mχ)2
f 2

p , (2.22)

em que

fp =
G0mp

9
√

2



2 + 7
∑

q=u,d,s

fp
Tq





fp ≃
938× 10−3

9
√

2
[2 + 7× 0.164]×G0

fp ≃ 0.23×G0 GeV−1.

(2.23)

Usando para 1pb= 10−36cm2 = 2.5681 × 10−9GeV−2 para converter em pb e

substituindo na expressão para seção de choque, encontramos

σχ,p ≃ 2.7× 107 m2
NM

2
χ

(mN +Mχ)2
G2

0 pb. (2.24)





34 Capítulo 2. O Problema da Matéria Escura

podem servir de ruído de fundo. Os detectores do SuperCDMS são feitos com função

primária de detectar fônons e ionização geradas dentro do cristal através de colisões

elásticas entre núcleo do detector e partículas de baixa energia de matéria escura

como mostrado na Fig.(5). A energia depositada no detector por uma matéria escura

interagente pode ser tão baixa quanto décimos de elétron volts (eV). Detecção de

um evento desses a um nível tão baixo de energia requer um aparato experimental

sensível. O requerimento então é que o detector seja mantido a uma temperatura

bem baixa para que seja possível distinguir a energia depositada da energia térmica

do núcleo do detector. O que pode ser feito usando um sistema criogênico. Os

detectores necessitam de tecnologia avançada de Ąlme supercondutor. Cada cristal

de germânio e silício (com 100m de diâmetro e 33mm de espessura) tem cerca de

1000 sensores depositados em ambas as faces do detector. O sensor de fônons consiste

de uma disposição de pequenos sensores supercondutores que consistem de tiras

microscópicas de tungstênio acoplado a alumínio para coletar a energia de fônon do

cristal. Alguns dos detectores também coletam sinais de ionização com uma pequena

voltagem aplicada através do cristal enquanto outros convertem a ionização para

fônons usando uma voltagem aplicada muito maior [32].

Figura 5 Ű Esquema da interação da matéria escura com um núcleo, mostrando a energia
que gera a ionização e os sinais de fônon [32].

3. PICO-60: Aqui é utilizado um detector super aquecido, que utiliza emissão acústica

de formação de bolha. Localizado no laboratório subterrâneo SNOLAB com uma

profundidade de 6000m abaixo do nível do mar, a câmara de bolha do PICO-60

é a maior do gênero procurando matéria escura. A câmara é imersa em um Ćuído

hidráulico e preenchido com CF3I. Para ter um escudo contra fontes externas de

radiação e ainda controlar a temperatura o aparato conta com um tanque de água,

que também contém um vaso de pressão. O tanque de água, o vaso de pressão, o

Ćuído hidráulico e a câmara de bolhas estão todos em contato térmico. Câmeras

CMOS são usadas para fotografar a câmara. As imagens das câmeras são usadas
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2.4.3 Detecção Indireta e seus Experimentos

A detecção indireta de matéria escura procura identiĄcar possíveis produtos visíveis

de interações envolvendo matéria escura, originando da matéria escura já presente no

cosmos. Em particular, buscas indiretas normalmente focam em procurar por partículas do

modelo padrão produzidas pelo decaimento ou aniquilação de matéria escura, ou seus efeitos

secundários. A detecção indireta se aproveita da grande quantidade de matéria escura que

existe no universo (com a densidade de energia cinco vezes a da matéria bariônica, sob um

volume cosmológico), e a existência de telescópios que provem sensibilidade para fontes

exóticas de partículas do modelo padrão. Entretanto, detecção indireta sofre com alguns

desaĄos já que a matéria escura interage apenas de forma fraca com partículas do modelo

padrão, então a taxa de produção de partículas é esperada para ser pequena, e muitos dos

canais para possível detecção sofrem de um potencial ruído de fundo vindo de produção

astrofísica de partículas. Mas a técnica possibilita ainda pensar em responder alguns pontos

como sobre a estabilidade da matéria escura e a explicação de sua abundância observada.

Esse tipo de detecção normalmente buscam sinais dessas aniquilações e decaimentos

através de observar elas em Ćuxos de raios cósmicos como: 1) neutrinos com a colaboração

ŚAntarctic Muon And Neutrino Detector ArrayŠ (AMANDA) [36]; 2) partículas carregadas

como elétrons e pósitrons com a colaboração ŚPayload for Antimatter Matter Exploration

and Light-nuclei AstrophysicsŠ (PAMELA) [37] feito com pósitrons; e 3) fótons em radiação

gama com a colaboração ŚFermi Large Area TelescopeŠ (Fermi-LAT) [38]. Colaborações

como Planck [1] também são dessa leva de detecção indireta já que ele aborda a observação

de eventos na radiação cósmica de fundo.
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3 Cosmologia e Termodinâmica do Início do

Universo

3.1 Introdução

Umas das maneiras de estudar a matéria escura é fazendo o uso de densidade

de relíquia térmica. Para esse estudo precisamos ter conhecimento sobre cosmologia,

termodinâmica e mecânica estatística. Antes de partirmos para o estudo de relíquias

iremos introduzir alguns conceitos importantes dos três ramos citados.

O primeiro passo será estudar um pouco de cosmologia. Começaremos estudando

a métrica FLRW e o uso da relatividade para o estudo dela. Com a métrica podemos

trabalhar com algumas relações envolvendo o fator de escala a(t), densidade de energia ρ

e a pressão P . Essas relações envolvendo a(t) podem nos dizer o comportamento dele em

alguns cenários de composição dominante no Universo.

Em seguida, usando de base a termodinâmica e a mecânica estatística é possível

estudar o equilíbrio termodinâmico no universo e as transições dos domínios de composição

do universo. Também podemos entender melhor como funciona a densidade de matéria, o

número efetivo de espécies de partículas, a entropia e processos de desacoplamento.

Os tópicos levantados nesse capítulo irão auxiliar no estudo da densidade de relíquia,

desde o desenvolvimento do mesmo até o uso dele para o estudo de uma partícula de

matéria escura.

3.2 Cosmologia

O primeiro passo será o estudo da cosmologia com a apresentação da métrica.

Passaremos para o uso da relatividade geral, com as equações de campo de Einstein, nessa

métrica, para então entendermos algumas relações envolvendo o fator de escala a(t), a

densidade de energia ρ e a pressão P . Terminando com o estudo de alguns cenários de

composição dominante para eras do Universo. Esse estudo será feito tendo como base o

livro de Bailin & Love [39].

3.2.1 A Métrica FLRW (FriedmannŰLemaîtreŰRobertsonŰWalker)

A descrição padrão do universo envolve considerá-lo em grande escala (100Mpc/h

[40]) como homogêneo (todos os pontos do espaço são equivalentes) e isotrópico (em

cada ponto do espaço, todas as direções são equivalentes). Essa descrição é feita atra-
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vés de uma métrica envolvendo um fator de escala a(t). A métrica apropriada é a de

FriedmannŰLemaîtreŰRobertsonŰWalker:

ds2 = dt2 − a2(t)

(

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2



, (3.1)

em que as coordenadas comóveis (t, r, θ, ϕ) são as coordenadas de um observador em queda

livre no campo gravitacional do universo. O parâmetro k está relacionado à curvatura

do universo podendo ser −1, 0,+1 (aberto, plano, fechado). De acordo com os dados da

colaboração Planck [1] podemos considerar que vivemos em um universo plano.

3.2.2 Equações de Einstein para a Métrica FLRW

Um próximo passo é o estudo das equações de campo de Einstein usando a métrica

FLRW. As equações de campo de Einstein estão reunidas na seguinte expressão:

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGNTµν + Λgµν , (3.2)

em que GN é a constante gravitacional de Newton, Tµν o tensor de energia-momento,

R = gµνRµν o escalar de curvatura. Com

Rµν = ∂kΓk
ij − ∂jΓ

k
ik + Γk

ijΓ
m
km − Γk

imΓm
jk, (3.3)

sendo o tensor de Ricci escrito em função dos símbolos de Christoffel que por sua vez são

escritos como:

Γk
ij =

1

2
gkm(∂jgmi + ∂igmj − ∂mgij), (3.4)

e Λ a constante cosmológica Λ = (4.24± 0.11)× 10−66 eV2 de acordo com a colaboração

Planck [1].

Para encontrarmos uma solução para as equações de campo é preciso usar a métrica e

achar os tensores referentes a ela. Para o tensor de Ricci, os únicos símbolos de Christoffel

diferentes de zero serão:

Γ0
ij = − ȧ

a
gij Γi

j0 =
ȧ

a
δij = Γi

0j

Γi
jk =

1

2
(∂kglj + ∂jglk − ∂lgjk) = Γ̃i

jk.
(3.5)

Deixando assim o tensor de Ricci com as seguintes componentes diferente de zero

R00 = −3
ä

a
e Rij = −



ä

a
+ 2

ȧ2

a2
+

2k

a2

]

gij, (3.6)

e o escalar de curvatura

R = −6



ä

a
+
ȧ2

a2
+
k

a2

]

. (3.7)

Por último é necessário o tensor de energia-momento. E para um Ćuido perfeito com

densidade de energia ρ e pressão P , as componentes diferentes de zero são

T00 = ρ e Tij = −Pδij (3.8)
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Com isso encontramos as seguintes resoluções para as equações de campo de Einstein.

Primeiro para a componente 00,
(

ȧ

a

)2

+
k

a2
=

8πGN

3
ρ+

Λ

3
(3.9)

também conhecida como equação de Friedmann. E para as componentes i− j

2
ä

a
+
(

ȧ

a

)2

+
k

a2
= −8πGNp+ Λ. (3.10)

Subtraindo a Eq.(3.9) da Eq.(3.10) teremos uma equação para ä

ä

a
= −4πGN

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
(3.11)

conhecida como equação de Raychaudhuri.

Já que o Universo pode ser considerado um universo plano (k = 0) e que constante

cosmológica, no início do universo em uma época que ela não era dominante, é bem

pequena quase igual a zero (Λ = 0). Nesse caso, a Eq.(3.9) é

ρ ≡ ρc =
3H2

8πGN

= 3M2
PlanckH

2, (3.12)

em que H ≡ ȧ/a é o parâmetro de Hubble e M2
Planck = 1/8πGN = m2

Planck/8π é a massa

reduzida de Planck, com mPlanck a massa de Planck (mPlanck ≃ 1.22× 1019GeV).

Assim como o parâmetro de Hubble varia com o tempo, ρc também varia. O parâmetro de

densidade Ω é deĄnido como

Ω ≡ ρ

ρc

. (3.13)

E a medida da densidade é a razão com a densidade crítica ρc.

Podemos também estudar a equação de conservação de energia usando o tensor de

energia-momento

DνT
µν = 0, (3.14)

em que

DλV
µ = ∂λV

µ + Γµ
λρV

ρ (3.15)

é a derivada covariante. A componente µ = 0 leva a equação de continuidade

ρ̇+ 3(ρ+ P )
ȧ

a
= 0. (3.16)

Podemos relacionar a densidade de energia ρ e o fator de escala a(t) se escrevermos:

P = wρ. (3.17)

Então a Eq.(3.16) leva a

ρ ∝ a−3(1+w). (3.18)

Com isso é possível estudar certos cenários e suas dominâncias:
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w = 0, P = 0, ρ ∝ a−3 matéria bariônica (poeira), matéria escura fria,

w = 1
3
, P = 1

3
ρ, ρ ∝ a−4 radiação (luz, matéria relativística),

w = −1, P = −ρ, ρ = cte constante cosmológica (energia escura).

Já usando a Eq.(3.12), com H ≡ ȧ/a, teremos a relação

a(t) ∝ t
2

3(1+w) . (3.19)

Nos cenários particulares já estudados, teremos:











a ∝ t2/3, H = 2
3
t−1 matéria bariônica (poeira), matéria escura fria,

a ∝ t1/2, H = 2
3
t−1 radiação (luz, matéria relativística).

Essas relações terão importância ao estudarmos a evolução do fator de escala na

conservação de entropia.

3.3 Termodinâmica do Início do Universo

Para continuarmos desenvolvendo as ferramentas para o estudo da densidade de

relíquia, é preciso um entendimento sobre a termodinâmica do início do Universo. Dessa

vez com base no livro de Oliver Piattella [41]. Nesse estudo iremos aplicar o que vimos até

então de cosmologia. Principalmente a consideração de que o Universo funciona como um

universo isotrópico e homogêneo caracterizado pela métrica FLRW.

Também faremos o uso da mecânica estatística para estudar Ćuidos em estado de

equilíbrio, bem no início. Para isso faremos o uso de funções de distribuição, f(x⃗, p⃗, t)

aplicadas nas considerações feitas sobre o Universo.

3.3.1 Densidades de Partículas, de Energia e de Pressão

Para podermos construir a densidade de partículas, de energia e de pressão precisa-

remos trabalhar com uma função de distribuição f(x⃗, p⃗, t) ∈ R. A densidade de partículas

é dada por:

n(x⃗, p⃗, t) = g
1

(2π)3
f(x⃗, p⃗, t), (3.20)

em que g é o fator de degenerescência da espécie partícula (por exemplo para os léptons

g = 2, para os bósons W± e Z g = 3 e para o fóton g = 2) .

É possível encontrar a densidade espacial de partículas integrando no momento:

n(x⃗, t) = g
∫ d3p⃗

(2π)3
f(x⃗, p⃗, t). (3.21)
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O número total de partículas vem quando integramos a densidade espacial nas variáveis

espaciais:

N(t) =
∫

d3x⃗ n(x⃗, t). (3.22)

Uma vez que que consideramos o universo como um universo isotrópico e homogêneo,

temos f(x⃗, p⃗, t) = f(p, t).

Podemos escrever também expressões para densidade de energia e de pressão. A

densidade de energia é dada por:

ρ(t) = g
∫ d3p⃗

(2π)3
f(p, t)E(p). (3.23)

Já a de pressão é dada por:

P = g
∫ d3p⃗

(2π)3
f(p, t)

p2

3E(p)
. (3.24)

Em que a expressão da energia depende se estamos no limite não relativístico ou relativístico,

e é dada por:

E(p) =











m+ p2

2m
não relativística.

√
p2 +m2 relativística.

(3.25)

Podemos considerar uma distribuição de um gás de partículas em equilíbrio cinético,

dada pela distribuição de Fermi-Dirac para férmions e Bose-Einstein para bósons:

fFD,BE(p, t) =
1

exp((E − µ)/T )± 1
, (3.26)

com +1 para férmions e −1 para bósons, e µ o potencial químico. Se as partículas

estiverem em equilíbrio químico encontramos uma situação em que os potenciais químicos

das partículas envolvidas em uma reação estão correlacionados.

1 + 2←→ 3 + 4,

µ1 + µ2 = µ3 + µ4,

Iremos considera um gás de partículas fracamente interagentes (µ = 0).

fFD,BE(p) =
1

exp(E/T )± 1
. (3.27)

Se usarmos o cenário relativístico E =
√
p2 +m2, teremos a função distribuição:

fFD,BE(p) =
1

exp
(

(
√
p2 +m2)/T

)

± 1
. (3.28)

Agora podemos calcular a densidade de partículas

n =
∫ d3p

(2π)3
gf(p) =

g

(2π)3

∫ ∞

0

p2dΩdp

exp
(

(
√
p2 +m2)/T

)

± 1

=
g

2π2

∫ ∞

0

p2dp

exp
(

(
√
p2 +m2)/T

)

± 1
.

(3.29)
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Aqui usamos d3p = p2dΩdp e dΩ = 4π.

Se Ązermos mudanças de variável, usando ξ = p/T , dξ =dp/T e x = m/T

n =
gT 3

2π2

∫ ∞

0

ξ2dξ

exp
(√

ξ2 + x2
)

± 1
. (3.30)

Podemos usar alguns resultados já conhecidos para resolver a integral:

∫ ∞

0

ξn

eξ − 1
dξ = ζ(n+ 1)Γ(n+ 1),

∫ ∞

0
ξne−ξ2

dξ =
1

2
Γ[(n+ 1)/2].

(3.31)

Em que Γ e ζ as funções gamma e zeta respectivamente.

Então podemos resolver para o caso no limite ultrarrelativístico e no limite não

relativístico:

1) No limite ultrarrelativístico, p≫ m⇒ ξ ≫ x:

a)bósons:

n =
gT 3

2π2

∫ ∞

0

ξ2

eξ − 1
dξ =

gT 3

2π2
ζ(3)Γ(3). (3.32)

b)férmions:

n =
gT 3

2π2

∫ ∞

0

ξ2

eξ + 1
dξ =

gT 3

2π2

∫ ∞

0
ξ2

(

1

eξ − 1
− 2

e2ξ − 1



dξ =
3

4

gT 3

2π2
ζ(3)Γ(3). (3.33)

2) No limite não relativístico, m≫ T ⇒ x≫ 1

n =
gT 3

2π2

∫ ∞

0

ξ2

exp
(√

ξ2 + x2
)dξ ≃ gT 3

2π2

∫ ∞

0

ξ2

exp
(

x+ ξ2

2x

)dξ

=
gT 3

2π2
e−x

∫ ∞

0
ξ2exp

(

− ξ
2

2x



dξ =
gT 3

2π2
(2x)

3
2 e−x 1

2
Γ

(

3

2



= g

(

mT

2π


3
2

e
−m

T .

(3.34)

Com uma expressão para a densidade de partículas, podemos calcular a densidade de

energia e de pressão. Usamos as expressões dadas anteriormente Eq.(3.23) e Eq.(3.24),

substituindo a energia por E =
√
p2 +m2. Resolvemos da mesma maneira que acabamos

de resolver.

Primeiro fazemos para a densidade de energia.

ρ =
∫ d3p⃗

(2π)3
gf(p)

√

p2 +m2 =
g

(2π2)

∫ ∞

0

p2
√
p2 +m2

exp
(√

p2 +m2/T
)

± 1
dp

=
gT 4

2π2

∫ ∞

0

ξ2
√
ξ2 + x2

exp
(√

ξ2 + x2
)

± 1
dξ.

(3.35)
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Seguido para a pressão.

P =
∫ d3p⃗

(2π)3
gf(p)

p2

3
√
p2 +m2

=
1

3

g

(2π2)

∫ ∞

0

p4/
√
p2 +m2

exp
(√

p2 +m2)/T
)

± 1
dp

=
1

3

gT 4

2π2

∫ ∞

0

ξ4/
√
ξ2 + x2

exp
(√

ξ2 + x2
)

± 1
dξ.

(3.36)

Mais uma vez para resolvermos as integrais utilizamos os resultados prontos e fazemos os

limites ultrarrelativístico e não relativístico.

1)Ultrarrelativístico:

ρ =
gT 4π2

30
∗











1 bósons,
7
8

férmions,

P =
ρ

3
.

(3.37)

2)Não relativístico:

ρ = mn,

P = nT ≪ ρ.
(3.38)

3.3.2 Número Efetivo de Espécies Relativísticas

A densidade de energia total em forma de radiação pode ser escrita para uma

mistura de partículas i da seguinte forma:

ρr =
∑

ρi =
π2T 4

30
g∗(T ), (3.39)

em que g∗(T ) é o número efetivo de espécies relativística e T a temperatura dos fótons.

Existem duas situações para g∗(T ):

1) Partículas em equilíbrio térmico com os fótons:

g∗(T ) =
∑

bósons

gi +
7

8

∑

férmions

gi. (3.40)

2) Partículas com temperatura Ti, já desacopladas do banho térmico de fótons:

g∗(T ) =
∑

bósons

gi

(

Ti

T

4

+
7

8

∑

férmions

gi

(

Ti

T

4

. (3.41)

Para as partículas do Modelo Padrão em equilíbrio térmico teremos para os bósons os

valores de g como 8× 2 = 16 para os glúons, 3 para os bósons W± e Z, 2 para o fótons e

1 para o bóson de Higgs, então g∗bósons = 16 + 3 + 3 + 3 + 2 + 1 = 28. Já para os férmions

teremos g como 2×2×3 = 12 para as duplas de quarks t e t, b e b, c e c, s e s, d e d e u e u,

2×2 = 4 para as duplas de léptons e e e, µ e µ e τ e τ e 2×1 = 2 para as duplas de neutrinos



44 Capítulo 3. Cosmologia e Termodinâmica do Início do Universo

νe e νe, νµ e νµ e ντ e ντ , então g∗férmions = 12+12+12+12+12+12+4+4+4+2+2+2 = 90.

Substituindo em Eq.(3.40), teremos:

g∗ = 28 +
7

8
90 = 106.75. (3.42)

O número efetivo de espécies será útil mais a frente quando formos estudar ele com base

nos neutrinos.

3.3.3 Entropia

Podemos trabalhar também com a entropia de uma distribuição térmica e a

conservação de sua densidade. Um passo importante para entender algumas evoluções de

partículas e o estudo de alguns processos. Podemos fazer partindo de resultados já obtidos,

com o uso de argumentos termodinâmicos. Usando a primeira lei da termodinâmica e

considerando U = ρV , teremos:

TdS = dU + PdV = V dρ+ (P + ρ)dV

= V
dρ
dT

dT + (P + ρ)dV

dS =
V

T

dρ

dT
dT +

P + ρ

T
dV.

(3.43)

Escrevendo dS como:

dS =

(

∂S

∂T



V

dT +

(

∂S

∂V



T

dV, (3.44)

e comparando ela com a Eq.(3.43), teremos:
(

∂S

∂T



V

=
V

T

dρ

dT
,

(

∂S

∂V



T

=
P + ρ

T
.

(3.45)

Uma condição imposta a S para que dS seja um diferencial exato é que as suas

segundas derivadas sejam iguais, ou seja,

∂2S

∂V ∂T
=

∂2S

∂T∂V
. (3.46)

Escrevendo as segundas derivadas da entropia:

∂2S

∂V ∂T
=

∂

∂V

(

V

T

dρ
dT



=
1

T

dρ
dT

,

∂2S

∂T∂V
=

∂

∂T

(

P + ρ

T

)

= −(P + ρ)

T 2
+

1

T

dP
dT

+
1

T

dρ
dT

.

(3.47)

Podemos igualar as duas e obter:

∂P

∂T
=
P + ρ

T
. (3.48)
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Com esse resultado podemos expressar a variação da entropia como:

dS =
1

T
[d[(P + ρ)V ]− V dP ]

=
1

T
d[(P + ρ)V ]− V

T 2
(P + ρ)dT = d

[

P + ρ

T
V
]

.
(3.49)

O que nos deixa com a seguinte expressão para a densidade de entropia:

s =
S

V
=
P + ρ

T
. (3.50)

Podemos ainda veriĄcar que a expressão obtida para a densidade de entropia de

fato leva à conservação da mesma em um volume comóvel constante, a3s = cte.

d
dt

(sa3) =
d
dt

[

ρ+ P

T
a3
]

=
a3

T

[

ρ̇+ Ṗ − ρ+ P

T
Ṫ + 3H(ρ+ P )

]

=
a3

T



ρ̇+

(

dP
dT
− ρ+ P

T



Ṫ + 3H(ρ+ P )

]

.

(3.51)

Utilizando a equação da continuidade Eq.(3.16) e que dP
dT

= ρ+P
T

teremos:

d
dt

(sa3) = 0. (3.52)

Esse resultado também será importante para quando estudarmos o número efetivo

de espécies de neutrinos já que a conservação da densidade de entropia será usada para

estudarmos a mudança de temperatura antes e depois de processos chaves.

3.3.4 Desacoplamento Térmico

Ao considerarmos um Ćuido com densidade de partículas n. A taxa de interações é

deĄnida como:

Γ = nσv, (3.53)

em que σ a seção de choque e v a velocidade média das partículas.

O tempo médio entre colisões em um universo estático associado a Γ é tv = 1
Γ
.

Existe também uma escala de tempo associada à taxa de expansão H que é tH = 1
H

. Para

o equilíbrio ocorrer, as interações devem ocorrer a uma taxa superior à da expansão do

universo Γ≫ H ⇔ tv ≪ tH . Com a expansão do universo, Γ, diminui e diferentes tipos de

partículas desacoplam do banho térmico quando:

Γ ∼ H. (3.54)

As interações dos neutrinos com outras partículas são medidas com a força fraca.

Para as interações fracas σ ∼ G2
FT

2, em que GF = 1.1663787× 10−5GeV−2 é a constante

de Fermi. Então, Γ ∼ nνσ ∼ G2
FT

5 já que nν ∼ T 3.
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Quando comparamos com a taxa de expansão do universo (H2 ∼ ρ/m2
Planck ∼

T 4/m2
Planck) vemos que Γ

H
∼ mPlanckG

2
FT

3 → ( T
1Mev

)3 ∼ 1010K. Então, quando T ∼ 1Mev

os neutrinos se desacoplam do banho térmico.

Mais uma vez temos um ponto importante para o estudo que faremos do número

efetivo de espécies de neutrinos já que no cenário que estudaremos precisaremos considerar

processos que ocorrem após o desacoplamento dos neutrinos.
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4 Equação De Boltzmann

4.1 Introdução

Um ponto importante no estudo de matéria escura é o estudo de densidade de

relíquia, pois ao estudá-la podemos relacionar seu valor com dados obtidos por observações

como a da colaboração Planck [1]. Seu estudo pode ser feito através da equação de

Boltzmann e do uso do conteúdo apresentado no Cap.(3).

Nosso estudo começará com a dedução da equação de Boltzmann que pode ser feita

com base nos livros de Oliver Piattella [41] e de Kolb & Turner [42]. Mas para trabalharmos

com a essa equação precisamos fazer um estudo dos itens importantes que usaremos para

o cálculo da mesma. O primeiro passo é usar a densidade do número de partículas em

equilíbrio neq que é encontrada como feito na Seção.(3.3). Seguido da seção de choque, σ,

junto com a média térmica da seção de choque vezes a velocidade relativa, ⟨σ♣v♣⟩ [43].

4.2 Equação de Boltzmann

Uma importante ferramenta matemática para lidar com relíquias térmicas é a

equação de Boltzmann. Podemos escrever ela de uma maneira genérica da seguinte

maneira:

L̂[f ] = Ĉ[f ], (4.1)

em que f = f(p⃗, x⃗, t) é a função de distribuição, L̂ é o operador de Liouville que descreve

a mudança no tempo da função distribuição, e Ĉ é o operador de colisão que descreve o

número de partículas perdido, ou ganhado, por unidade de tempo no sistema.

Primeiro vamos cuidar do operador de Liouville que é escrito na sua forma covariante

usando o fato de que escrevendo o operador como uma derivada total em função de um

parâmetro aĄm λ, temos

L̂cov =
∂

∂xα

dxα

dλ
+

∂

∂pµ

dpµ

dλ
(4.2)

ao longo da geodésica xα(λ). Temos λ de modo que pα = dxα/dλ, então podemos pegar a

equação da geodésica

d2xα

dλ2
+ Γα

βδ

dxβ

dλ
dxδ

dλ
= 0, (4.3)

e escrever como
dpα

dλ
+ Γα

βδp
βpδ = 0 → dpα

dλ
= −Γα

βδp
βpδ. (4.4)
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Voltando na expressão para L̂ em Eq.(4.2) e substituindo Ącamos com a forma covariante

igual a

L̂cov = pα ∂

∂xα
− Γα

βδp
βpδ ∂

∂pα
. (4.5)

Essa expressão na sua forma não relativística é:

L̂NR =
∂

∂t
+

dx⃗
dt
∇⃗x +

dv⃗
dt
∇⃗v, (4.6)

que é a derivada temporal total.

Em um universo homogêneo e isotrópico, podemos escrever

f(x⃗, p⃗, t)→ f(♣p⃗♣, t) ou f(E, t). (4.7)

Substituindo em L̂cov na Eq.(4.5) com xα = (t, x, y, z), pα = (E, ♣P⃗ ♣) e Γ0
ij = (ȧ/a)gij

(símbolo de Christoffel dado em Eq.(3.5) para a métrica FRLW), e considerando um

cenário sem colisões (Ĉ[f ] = 0, mas como L̂[f ] = Ĉ[f ] teremos L̂[f ] = 0), temos

L̂[f ] = E
∂f

∂t
− ȧ

a
p2 ∂f

∂E
. (4.8)

Como o interesse aqui é relacionado a densidade do número de partículas, é

interessante usar (como vimos na Seção.(3.3))

n(t) = g
∫ d3p

(2π)3
f(E, t). (4.9)

Para fazermos o cálculo envolvendo L̂, temos

∫

L̂[f ]g
d3p

(2π)3
= E

∫

(∂f

∂t
− ȧ

a
p2 1

E

∂f

∂E

)

g
d3p

(2π)3

= E
∫

(∂f

∂t
− ȧ

a
p2 1

E

∂f

∂p

∂p

∂E

)

g
d3p

(2π)3
.

(4.10)

Nesse momento usaremos

p =
√
E2 −m2,

∂p

∂E
=

1

2
2E

1√
E2 −m2

=
E

p
.

(4.11)

Substituindo, temos

∫

L̂[f ]g
d3p

(2π)3
= E

∫

(∂f

∂t
− ȧ

a
p2 1

E

∂f

∂p

E

p

)

g
d3p

(2π)3
= E

∫

(∂f

∂t
− ȧ

a
p
∂f

∂p

)

g
d3p

(2π)3
. (4.12)

Agora basta resolvermos a integral. O primeiro termo é

∂

∂t



g
∫ d3p

(2π)3
f(E, t)



 =
∂n

∂t
= ṅ. (4.13)
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Já o segundo termo é preciso primeiro substituir d3p = p2dΩdp = 4πp2dp e fazer uma

integração por partes

g
∫ dp 4πp2

(2π)3

ȧ

a
p
∂f

∂p
=
ȧ

a
g

1

2π2

∫

dp p3∂f

∂p
= − ȧ

a
g

1

2π2

∫

3p2dp f

= −3
ȧ

a
g
∫ d3p

(2π)3
f(E, t) = −3

ȧ

a
n.

(4.14)

Aqui na integração por partes nós só colocamos o segundo termo pois o primeiro vai para

zero nos limites de integração utilizados. Juntando tudo e usando H = ȧ/a, temos

E(ṅ+ 3Hn) = 0. (4.15)

Note que podemos ainda escrever o lado direito de outra forma

1

a3

d(na3)

dt
= ṅ+ 3Hn = 0. (4.16)

No próximo passo iremos preocupar com o lado da expressão envolvendo o operador

de colisão. Iremos considerar uma interação do tipo

1 + 2↔ 3 + 4. (4.17)

Iremos continuar a dedução da equação de Boltzmann usando uma das partículas

como ponto de partida, a partícula 1. Podemos escrever:

∂f1

∂t
−Hp1

∂f1

∂p1

=
1

p0
1

Ĉ[f ], (4.18)

e poderemos usar o resultado da Eq.(4.16) para o lado envolvendo L̂. Então, teremos:

1

a3

d(n1a
3)

dt
=
∫

Ĉ[f ]g
1

E1

d3p1

(2π)3
(4.19)

O operador de colisão tem uma expressão geral que nos permite escrever a equação

da seguinte maneira

1

a3

d(n1a
3)

dt
=
∫ d3p1

(2π)32E1

∫ d3p2

(2π)32E2

∫ d3p3

(2π)32E3

∫ d3p4

(2π)32E4

× (2π)4δ(3)(p1 + p2 − p3 − p4)δ(E1 + E2 − E3 − E4)♣M♣2

× [f3f4(1± f1)(1± f2)− f1f2(1± f3)(1± f4)],

(4.20)

Sumimos com g porque agora incorporamos ele nas funções de distribuição. A integração

é feita nos momentos das partículas e também temos as funções deltas de Dirac por causa

da conservação do quadrimomento. A parte fundamental da interação está representada

pela amplitude do processo, ♣M♣2. Por Ąm temos f3f4 − f1f2 representando um balanço,

aqui como referência a partícula 1, já que quanto mais partículas 3 e 4 nós temos, mais
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elas reagem e produzem partículas 1 e 2 e o mesmo vale para o inverso. As contribuições

do tipo 1 + f e 1− f são relacionados a função de distribuição dependendo das partículas

envolvidas e representam o fato de que é mais fácil produzir um bóson que um férmion,

por causa do princípio de exclusão de Pauli.

O próximo passo é tentar simpliĄcar nossa expressão. Podemos assumir equilíbrio

térmico e temperaturas suĄcientemente pequenas de maneira que E − µ≫ kBT para que

possamos usar as funções de distribuição Fermi-Dirac e Bose-Einstein como uma versão

simpliĄcada (a distribuição de Maxwell-Boltzmann)

f ≈ e−E/(kBT )eµ/kBT (4.21)

Usando essa distribuição, lembrando que E3 + E4 = E1 + E2 e ignorando as partes

envolvendo 1 + f e 1− f . Podemos reescrever o termo Ąnal da nossa expressão como

f3f4(1± f1)(1± f2)− f1f2(1± f3)(1± f4)

≈ e−(E1+E2)/(kBT )[e(µ3+µ4)/(kBT ) − e(µ1+µ2)/(kBT )].
(4.22)

Com a aproximação da função de distribuição podemos dar uma nova cara para a

densidade do número de partículas

n = g
∫ d3p

(2π)3
f ≈ geµ/(kBT )

∫ d3p

(2π)3
e−E/(kBT ), (4.23)

em que foi possível colocar o potencial químico para fora da integral uma vez que ele

não depende do momento da partícula mas sim da temperatura do banho térmico. Ainda

podemos deĄnir uma situação de equilíbrio µ = 0 como

neq = g
∫ d3p

(2π)3
e−E/(kBT ). (4.24)

Antes de aplicarmos tudo isso na nossa expressão para a equação de Boltzmann,

podemos fazer uma última consideração. Podemos deĄnir a média térmica do produto da

seção de choque com a velocidade relativa como

⟨σvrel⟩ ≡
1

neq
1 n

eq
2

∫ d3p1

(2π)32E1

∫ d3p2

(2π)32E2

∫ d3p3

(2π)32E3

∫ d3p4

(2π)32E4

× (2π)4δ(3)(p1 + p2 − p3 − p4)δ(E1 + E2 − E3 − E4)♣M♣2e−(E1+E2)/(kBT ).

(4.25)

Juntando tudo isso na Eq.(4.20), Ącamos com a seguinte equação de Boltzmann:

ṅ1 + 3Hn1 = neq
1 n

eq
2 ⟨σvrel⟩





n3n4

neq
3 n

eq
4

− n1n2

neq
1 n

eq
2



. (4.26)

Na situação de relíquias térmicas consideramos que as partículas 3 e 4 se encontram

em equilíbrio térmico, o que nos permite assumir n3 = neq
3 e n4 = neq

4 . Nos deixando com

a equação de Boltzmann escrita como:

ṅ1 + 3Hn1 = ⟨σvrel⟩(neq
1 n

eq
2 − n1n2). (4.27)
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Temos que n1 e n2 representam uma partícula de matéria escura e sua anti-partícula.

O que nos permite escrever n1 = n2 = nχ e neq
1 = neq

2 = neq
χ . O que nos deixa com a versão

Ąnal da equação de Boltzmann como

ṅχ + 3Hnχ = ⟨σvrel⟩[n2
χeq
− n2

χ]. (4.28)

A realidade é que o uso da velocidade relativa na média da seção de choque com essa

velocidade não é tão preciso para partículas relativísticas. Isso foi mostrado por Gondolo e

Gelmini [43]. O jeito para deixarmos a expressão propícia para partículas relativísticas é

através do uso da velocidade de Møller para o termo de seção de choque como veremos a

seguir.

Escrevendo o termo envolvendo a seção de choque para um processo 1 + 2→ 3 + 4

como

∑

spins

∫

♣M12→34♣2(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4)
d3p3

(2π)32E3

d3p4

(2π)32E4

= 4Fg1g2σ12→34, (4.29)

em que F = [(p1.p2)2 −m2
1m

2
2]1/2 e g1 e g2 são fatores do spin que aparecem da média dos

spins iniciais.

Para incluir todos os canais Ąnais acessíveis basta substituir σ12→34 com a seção de

choque de aniquilação total: σ =
∑

todos f

σ12→f . Com isso é possível escrever:

g1

∫

C[f1]
d3p1

(2π)3
= −

∫

σvMøl(dn1dn2 − dneq
1 dneq

2 ). (4.30)

Aqui, escrevemos

vMøl =
F

E1E2

, (4.31)

ou considerando v1 = p1/E1 e v2 = p2/E2 temos

vMøl = [♣v1 − v2♣2 − ♣v1 × v2♣2]1/2, (4.32)

note que essa expressão é a raiz da velocidade relativa v1 − v2 ao quadrado menos um

segundo fator ao quadrado. A velocidade de Møller é deĄnida desse jeito que possibilita a

multiplicação dela com as densidades de número de partícula (vMøln1n2) seja invariante

sob uma transformação de Lorentz e igual ao produto da velocidade relativa vrel com as

densidade n1 e n2 no referencial de repouso de uma dessa partículas.

Fazendo os mesmos tipos de abordagem feitos anteriormente, concluímos que

g1

∫

C[f1]
d3p1

(2π)3
= −⟨σvMøl⟩[n2 − n2

eq]. (4.33)

Sendo a média térmica do produto da seção de choque com a velocidade de Møller deĄnida

como
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⟨σvMøl⟩ =

∫

σvMøldn
eq
1 dneq

2
∫

dneq
1 dneq

2

. (4.34)

Nos deixando com a seguinte forma para a equação de Boltzmann

ṅ+ 3Hn = ⟨σvMøl⟩[n2
eq − n2] (4.35)

Para resolver essa equação são necessários alguns itens. Primeiro iremos precisar

da densidade do número de partículas em equilíbrio. Para isso basta usarmos o resultado

encontrado na Seção.(3.3). O que vai nos importar aqui será o caso E−µ≫ kBT , portanto

a nossa densidade do número de partículas em equilíbrio será

neq = g

(

mT

2π





3
2

exp





−m
T



. (4.36)

Precisaremos também da média térmica da seção de choque vezes a velocidade. É

isso que faremos a seguir na próxima seção.

4.3 Média Térmica

Um item importante para resolver a equação de Boltzmann é a média térmica do

produto seção de choque com a velocidade de Møller ⟨σvMøl⟩. Ela é deĄnida como,

⟨σvMøl⟩ =

∫

σvMøle
−E1/T e−E2/T d3p1d3p2

∫

e−E1/T e−E2/T d3p1d3p2

, (4.37)

em que E1 e E2 são as energias das partículas que estão colidindo e p⃗1 e p⃗2 seus trimomentos.

É possível escrever o elemento de volume de momento como

d3p1d3p2 = 4πp1dE14πp2dE2
1
2
d cos θ, (4.38)

em que θ é o ângulo entre p⃗1 e p⃗2, p1 = ♣p⃗1♣, p2 = ♣p⃗2♣, e foi usada a relação pdp = EdE.

Em seguida fazemos uma mudança de variável do tipo

E+ = E1 + E2;

E− = E1 − E2;

s = 2m2 + 2E1E2 − 2p1p2 cos θ.

(4.39)

Para fazer a modiĄcação do elemento de volume, é preciso calcular o Jacobiano dessa

transformação. Isso é feito da seguinte forma

J =













∂E1

∂E+

∂E1

∂E−

∂E1

∂s

∂E2

∂E+

∂E2

∂E−

∂E2

∂s

∂ cos θ
∂E+

∂ cos θ
∂E−

∂ cos θ
∂s













=













1
2

1
2

0

1
2

−1
2

0

∂ cos θ
∂E+

∂ cos θ
∂E−

− 1
2p1p2













=
1

4p1p2

. (4.40)
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Assim é possível reescrever o elemento de volume em função das novas variáveis:

d3p1d3p2 = 4πp1dE14πp2dE2
1
2
d cos θ

= 8π2p1p2E1E2





1

4p1p2

dE+dE−ds





= 2π2E1E2dE+dE−ds.

(4.41)

Mas antes de resolver as integrais, é necessário montar os novos limites de integração.

Como já existe uma expressão para s é conveniente começar pelos limites da variável s.

Usando as expressões E1 =
√

p2
1 +m2 e E2 =

√

p2
2 +m2, podemos reescrever s da seguinte

forma:

s =(p1 + p2)
2 = (E1 + E2)

2 − (p⃗1 + p⃗2)
2 ≥ (E1 + E2)

2 − (p1 + p2)
2

(E1 + E2)
2 − (p1 + p2)

2 =

(

√

p2
1 +m2 +

√

p2
2 +m2

2

− (p1 + p2)
2

= 2m2 + 2
√

p2
1 +m2

√

p2
2 +m2 − 2p1p2

= 4m2 + 2
√

p2
1 +m2

√

p2
2 +m2 − 2p1p2 − 2m2.

(4.42)

Um bom exercício para estabelecer um limite Ąnal para s é trabalhar com a parte Ąnal da

expressão 2
√

p2
1 +m2

√

p2
2 +m2 − 2p1p2 − 2m2 já que é possível mostrar que ela é maior

ou igual a zero.

2
√

p2
1 +m2

√

p2
2 +m2 − 2p1p2 − 2m2 ≥ 0

√

p2
1 +m2

√

p2
2 +m2 ≥ p1p2 +m2.

(Elevando os dois lados ao quadrado)

(p2
1 +m2)(p2

2 +m2) ≥ p2
1p

2
2 +m4 + 2m2p1p2

(p2
1 + p2

2)m
2 + p2

1p
2
2 +m4 ≥ p2

1p
2
2 +m4 + 2m2p1p2

(p2
1 + p2

2)m
2 − 2m2p2

1p
2
2 ≥ 0

(♣p⃗1♣+ ♣p⃗2♣)2m2 ≥ 0.

(4.43)

Com isso teremos o seguinte limite para s

s ≥ 4m2. (4.44)

Continuando com a expressão para s é fácil encontrar um limite para E+. Lembrando que

E+ = E1 + E2, é possível escrever

s = (E1 + E2)
2 − (p⃗1 + p⃗2)

2 = E2
+ − (p⃗1 + p⃗2)

2

E2
+ = s+ (p⃗1 + p⃗2)

2

Como (p⃗1 + p⃗2)
2 ≥ 0, então

E2
+ ≥
√
s.

(4.45)
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Resta agora encontrarmos o limite para E−. Isso pode ser feito trabalhando mais uma vez

com a expressão de s. Como E− = E1 − E2, teremos

s = 2m2 + 2E1E2 − 2p1p2 cos θ

s = 2m2 +
1

2
(E2

+ − E2
−)− 2p1p2 cos θ

s− 2m2 − 1

2
(E2

+ − E2
−) = −2p1p2 cos θ.

(4.46)

Considerando que cos θ encontra-se dentro de um limite +1 ≥ cos θ ≥ −1. Podemos

escrever a expressão anterior dentro do seguinte limite

s− 2m2 − 1

2
(E2

+ − E2
−) ≥ −2p1p2,

s− 2m2 − 1

2
(E2

+ − E2
−) ≤ 2p1p2.

(4.47)

Como p1 =
√

E2
1 −m2 e p2 =

√

E2
2 −m2, podemos escrever p1p2 como

p1p2 =
√

E2
1 −m2

√

E2
2 −m2 =

√

(E+ + E−)2

4
−m2

√

(E+ − E−)2

4
−m2. (4.48)

Usando esse resultados e aplicando para resolver as desigualdade, chegamos aos seguintes

limites

−
√

1− 4m2

s

√

E2
+ − s ≤ E− ≤ +

√

1− 4m2

s

√

E2
+ − s (4.49)

Com os limites bem estabelecidos podemos resolver as integrais e chegar no resul-

tado.

Começaremos com o numerador da expressão para ⟨σvMøl⟩:
∫

σvMøle
−E1/T e−E2/T d3p1d3p2 = 2π2

∫

dE+

∫

ds
∫

dE− σvMølE1E2e
−E+/T

= 2π2
∫

dE+

∫

ds



2

√

1− 4m2

s

√

E2
+ − s

]

σvMølE1E2e
−E+/T

= 4π2
∫

ds σvMølE1E2

√

1− 4m2

s

∫

dE+e
−E+/T

√

E2
+ − s.

(4.50)

Agora precisamos usar as seguintes relações:

F = vMølE1E2,

F = ((p1.p2)
2 −m2

1m
2
2)

1/2.
(4.51)

Mas a expressão para F ainda pode ser reescrita em função de s o que vai possibilitar a

resolução da integral.

F =
1

2

√

s(s− 4m2). (4.52)
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Agora Ąca mais fácil de resolver a expressão para o numerador

∫

σvMøle
−E1/T e−E2/T d3p1d3p2 = 4π2

∫

ds σF

√

1− 4m2

s

∫

dE+e
−E+/T

√

E2
+ − s

= 2π2
∫

ds σ(s− 4m2)
∫

dE+e
−E+/T

√

E2
+ − s

= 2π2
∫

ds σ(s− 4m2)

√
sTK1

(√
s

T

]

= 2π2T
∫

ds σ(s− 4m2)
√
sK1

(√
s

T



,

(4.53)

em que K1 é uma função de Bessel modiĄcada de segunda espécie, Kn, com n = 1.

Ainda precisamos fazer a mesma coisa para o denominador. Mas para ele não será necessário

realizar as mudanças de variáveis. Podemos usar d3p1d3p2 = (4π)2p1E1dE1p2E2dE2. Então,

precisamos resolver
∫

e−E1/T e−E2/T d3p1d3p2 = (4π)2
∫

e−E1/T e−E2/Tp1E1dE1p2E2dE2

= (4π)2
∫

e−E1/T e−E2/T
√

E2
1 −m2E1dE1

√

E2
2 −m2E2dE2

= (4π)2



∫ ∞

m
dx e−x/Tx

√
x2 −m2

]2

= (4π)2



m2TK2

(

m

T

]2

=



4πm2TK2

(

m

T

]2

.

(4.54)

Em que mais uma vez foi utilizada uma função de Bessel modiĄcada de segunda espécie,

mas dessa vez com n = 2.

Com isso a expressão para a média térmica Ąca

⟨σvMøl⟩ =
2π2T

∫∞
4m2 ds σ(s− 4m2)

√
sK1(

√
s

T
)

[4πm2TK2(
m
T

)]2
,

⟨σvMøl⟩ =
1

8m4T [K2(
m
T

)]2

∫ ∞

4m2
ds σ(s− 4m2)

√
sK1

(√
s

T



.

(4.55)
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5 A Anomalia do Momento Magnético do

Múon

5.1 Introdução

Um próximo problema que iremos abordar é o da anomalia do momento magnético

do múon. É um tópico que vem tomando cada vez mais espaço na física de partículas com

a evolução dos aparatos experimentais na medida da mesma.

Quando o valor da anomalia é medido experimentalmente encontra-se uma certa

discrepância para o valor dado pelo Modelo Padrão. A cada desenvolvimento do estudo

de interações entre partículas do modelo padrão, no nosso caso com múon, o valor da

anomalia, a, dado pela teoria vai mudando, mas experimentalmente ainda não há uma boa

concordância entre os valores. Essa diferença pode ser compreendida no estudo da interação

do múon com uma nova partícula e que poderia ser responsável por essa anomalia.

Iremos começar com uma abordagem histórico sobre a mudança do valor de a [44],

onde falaremos também sobre experimentos e os valores atuais tanto experimentais quanto

do modelo padrão [45]. Falaremos também sobre os experimentos da colaboração E821 em

Brookhaven [4] e FermiLab [3]. Então passaremos para o estudo de ferramentas básicas

para o entendimento de cálculos envolvendo a, com uma abordagem semelhante à feita

no livro de Matthew Schwartz [46]. Em seguida, faremos o cálculo que gera o resultado

encontrado por Julian Schwinger [47] da eletrodinâmica quântica, seguido do resultado de

Steven Weinberg e Roman Jackiw [48] com a contribuição do bóson Z e que será útil para

o modelo que estudaremos mais a frente.

5.2 O problema do g − 2

O momento magnético anômalo é um tópico discutido por muito tempo na física, e

que vem tomando cada vez mais espaço com os avanços tecnológicos dos experimentos.

Por isso é interessante fazer uma abordagem histórica [44]. Ele teve seu primeiro momento

de estudo com o experimento de Stern & Gerlach [49] por volta de 1922. Eles foram os

primeiros a terem uma medida do g do elétron, mas até então, sem o conhecimento sobre

spin e sem o ainda por vir desenvolvimento da mecânica quântica, não era possível ter

um total entendimento do que aquilo representava. Foi graças a Dirac [50] em 1928 com

seu artigo introduzindo a equação de onda relativística que foi possível ter um vislumbre

melhor do problema. Foi assim que se teve um entendimento de que o magneton de Bohr
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medido por Stern-Gerlach era o momento magnético de um elétron atômico na prata:

µ⃗ = g





Qe

2me



S⃗e, (5.1)

em que Q = ±1, e > 0 e g = 2 previsto pela teoria de Dirac.

Em 1948, Julian Schwinger, movido pelo fato de que as medições da estrutura

hiperĄna do hidrogênio serem maiores que a esperada pela teoria de Dirac, mostrou que

essas diferenças podem ser oriundas de um pequeno aumento do momento magnético

do elétron associado ao spin do elétron e com um valor de α/(2π) ≃ 0.001162 [47]. Esse

cálculo foi o primeiro na ordem de 1-loop na teoria quântica de campos.

Uma boa maneira de escrever o momento magnético é:

µ = (1 + a)
eℏ

2m
, (5.2)

com

a =
(g − 2)

2
. (5.3)

Sendo o primeiro termo em unidades do magneton eℏ/2m e o segundo seria o momento

magnético anômalo, em que a quantidade adimensional a é a chamada anomalia. No caso

de Schwinger a = α/(2π).

Toda essa temática sobre momento magnético anômalo vai tomando uma forma

mais atual ainda quando o múon é colocado na mesa. Por causa de seu tempo de vida

relativamente longo de ≃ 2.2µs é possível medir com precisão sua meia vida, seu momento

magnético e modos de decaimento. Um tipo de medição relacionada ao momento magnético

é a junção da produção de múons polarizados por decaimento fraco π− → µ−νµ com o

decaimento fraco de três corpos µ− → e−νµνe, que gera informação sobre a direção do spin

do múon no momento do decaimento. Um dos primeiros experimentos com esse foco, no

caso envolvendo rotação de spin, foi no cíclotron de Nevis [51] que observou uma violação

de paridade no decaimento do múon e também que g era consistente com o g = 2 de

Dirac. Já com alguns experimentos após, não só em Nevis [52] mas também no CERN [53],

mostraram que aµ ≈ α/(2π), implicando que em questão de momento magnético, o múon

tinha o comportamento de um elétron mais pesado. Após foi preciso que contribuições de

ordem mais alta da eletrodinâmica quântica, assim como contribuições de hádrons virtuais,

fossem incluídas na teoria para que tivesse um melhor acordo entre teoria e experimento.

O que viria a seguir seriam experimentos mais modernos e atuais que ao medir aµ

mostrariam uma certa diferença entre experimento e teoria. Isso daria forma a problemática

do g− 2 da maneira que queremos abordar. Para entender melhor tudo isso nós precisamos

juntar três pontos importantes: 1) o entendimento do valor de aµ dado pelo Modelo Padrão;

2) o experimento da colaboração E821 feito em Brookhaven [4] e sua discrepância com o

valor do Modelo Padrão; e também 3) o experimento da colaboração do FermiLab [3] e
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sua também discrepância com o Modelo Padrão. Com tudo isso em mente é possível ter

um apelo maior para o estudo e entendimento de g − 2 e seu lugar como nova física.

5.2.1 Valor de aµ de acordo com o Modelo Padrão

Para o valor do Modelo Padrão teremos três tipos de contribuições vindas de

processos radiativos: o de loops da QED contendo fótons e léptons (e,µ,τ); loops hadrônicos

(Had) contendo hádrons em loops de polarização do vácuo; e loops de interação fraca

(Weak) envolvendo os bósons W ,Z e de Higgs. A anomalia no modelo padrão é dada pela

expressão

aMP
µ = aQED

µ + aHad
µ + aWeak

µ . (5.4)

A contribuição da QED é dada pela junção de loops até ordem O(α5) e tem o valor

igual a:

aQED
µ = (116584718.931± .104)× 10−11. (5.5)

Já contribuição eletro-fraca é na ordem de 2-loops e tem valor igual a:

aWeak
µ = (153.6± 1.0)× 10−11. (5.6)

A contribuição do setor hadrônico é um pouco mais complicada e envolve a somas de diversos

itens e abordagens diferentes. Mas ela vem principalmente de duas formas (Śhadronic

vaccum polarizationŠ HVP e Śhadronic light by light scatteringŠ HLbL) e possui os seguintes

valores:

aHVP,LO
µ + aHVP,NLO

µ + aHVP,NNLO
µ = (6845± 40)× 10−11,

aHLbL
µ + aHLbL,NLO

µ = (92± 18)× 10−11.
(5.7)

em que LO signiĄca Śleading order Š, NLO Śnext to leading order Š e NNLO Śnext to next to

leading order Š.

O que nos leva ao valor do Modelo Padrão [45], calculado pela soma de todas essas

contribuições, como:

aMP
µ = (116591810± 43)× 10−11. (5.8)

A partir de agora a ideia é comparar os valores vindos de experimentos com esse

valor do modelo padrão.

5.2.2 Colaboração E821 em Brookhaven

O primeiro experimento que devemos levar em conta é a colaboração E821 [4] feita

no ŚBrookhaven National LaboratoryŠ (BNL). O experimento faz o uso de múons sendo

injetados em um anel com um campo magnético uniforme dentro. A ideia é centrada em

estudar frequências de precessão da partícula. No caso, para um múon movendo em um
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plano horizontal do campo magnético armazenado no anel possui frequências de ciclotron

ωc e da precessão do spin ωs, elas são dadas por:

ω⃗c = − qB⃗

mµγ
, ω⃗s = −g qB⃗

2mµ

− (1− γ)
qB⃗

γmµ

, (5.9)

em que γ é o fator de Lorentz.

Agora com essas duas expressões em mente é possível tirar uma frequência de precessão

anômala ωa que é calculada através da diferença entre as frequências

ω⃗a = ω⃗s − ω⃗c = −
(

g − 2

2



qB⃗

mµ

= −aµ
qB⃗

mµ

. (5.10)

O resultado de E821 para a anomalia é de

aE821
µ = (116592080± 63)× 10−11. (5.11)

Quando comparado ao nosso valor para o modelo padrão Eq.(5.8), temos

∆aµ = aE821
µ − aMP

µ = (270± 76)× 10−11. (5.12)

com uma discrepância de 2.2− 2.7σ [4].

5.2.3 Colaboração do Fermilab

Nosso próximo experimento é mais recente e foi realizado no ŚFermi National

Accelerator LaboratoryŠ (FNAL) [3]. Ele foi realizado de uma maneira bem semelhante

com o feito na colaboração E821, sendo baseado no estudo da precessão anômala do múon

dentro de um anel com campo magnético. Sendo assim ele usa os mesmos tipos de equação

e montagem. Os resultados dele são bem próximos daquele encontrado pelo E821.

Foi encontrado uma anomalia de

aFNAL
µ = (116592040± 54)× 10−11. (5.13)

Quando comparado ao valor para o modelo padrão Eq.(5.8), temos

∆aµ = aFNAL
µ − aMP

µ = (230± 69)× 10−11. (5.14)

Ao se fazer uma média dos resultados encontrados pelas duas colaborações é

encontrado um valor para discrepância entre experimento e teoria igual a:

∆aµ = (251± 59)× 10−11. (5.15)

que constitui uma discrepância de 4.2σ [5]. Esse valor dá certa conĄança para o experimento

realizado e no caso do valor encontrado é uma conĄança relativamente alta.



5.3. Campos de Spin 1/2 61

5.3 Campos de Spin 1/2

Um primeiro passo para se entender melhor os cálculos feito por Schwinger é

entender um pouco sobre o trabalho de Dirac envolvendo campos de spin 1/2. Faremos

isso tendo de base o já citado livro de Schwartz [46].

É possível ainda escrever na forma de um espinor de Dirac que é um objeto de

quatro componentes que combina dois campos, um destro e um canhoto, nele:

ψ =





ψL

ψR



 . (5.16)

Com

ψ =
(

ψ†
R ψ†

L

)

. (5.17)

Se pegarmos as matrizes de Dirac ou matrizes γ:

γµ =





σµ

σµ



 . (5.18)

em que σµ = (1, σi) e σµ = (1,−σi), com σi escrito em função das matrizes de Pauli:

σ1 =





0 1

1 0



 , σ2 =





0 −i
i 0



 , σ3 =





1 0

0 −1



 . (5.19)

Tendo tudo isso em mão Ącamos com a seguinte Lagrangiana de Dirac:

L = ψ(iγµ∂µ −m)ψ. (5.20)

Dela ainda temos a equação de movimento conhecida como equação de Dirac:

(iγµ∂µ −m)ψ = 0. (5.21)

Sob uma transformação de gauge, ψ transforma da mesma forma de um campo

escalar. Para um spinor com carga Q = −1 como o elétron,

ψ → e−iαψ. (5.22)

Então é possível usar a mesma derivada covariante de um escalar ∂µ + ieAµ. O que nos

deixa com:

Dµψ = (∂µ + ieAµ)ψ. (5.23)

Deixando a equação de Dirac da seguinte forma:

(i/∂ − e /A−m)ψ = 0. (5.24)
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em que /∂ ≡ γµ∂µ assim como /A ≡ γµAµ.

A ideia agora é multiplicar ambos os lados da equação por (i/∂ − e /A+m) dando

0 = (i/∂ − e /A+m)(i/∂ − e /A−m)ψ

= [(i∂µ − eAµ)(i∂ν − eAν)γµγν −m2]ψ

=





1

4
¶i∂µ − eAµ, i∂ν − eAν♢¶γµ, γν♢+

1

4
[i∂µ − eAµ, i∂ν − eAν ][γµ, γν ]−m2



.

(5.25)

Em que ¶a, b♢ = ab+ ba é o anticomutador e [a, b] = ab− ba é o comutador.

Na primeira parte nós podemos usar a seguinte relação:

¶γµ, γν♢ = 2gµν . (5.26)

O que nos deixa com:

1

4
¶i∂µ − eAµ, i∂ν − eAν♢¶γµ, γν♢ = (i∂µ − eAµ)2. (5.27)

Já na segunda, usando a seguinte relação:

σµν =
i

2
[γµ, γν ], (5.28)

nós podemos escrever como:

1

4
[i∂µ − eAµ, i∂ν − eAν ][γµ, γν ] = −ei[∂µAν − ∂νAµ]

2

i
σµν = −e

2
Fµνσ

µν , (5.29)

em que Fµν é o tensor de força dos campos.

Então temos:


(i∂µ − eAµ)2 − e

2
Fµνσ

µν −m2



ψ = 0. (5.30)

E isso pode ser colocado em uma identidade útil:

/D
2

= D2
µ +

e

2
Fµνσ

µν . (5.31)

que mostra a diferença entre uma derivada covariante atuando em um campo escalar e em

spinores.

Se pegarmos a Eq.(5.30) e compararmos com a expressão para um campo escalar

[((∂µ − eAµ)2 − m2)ϕ = 0], vemos a existência de um termo extra para a versão dos

spinores,Sµν = 1
2
σµν , que na representação de Weyl é:

Sij =
1

2
εijk





σk

σk



 , S0j = − i
2





σi

−σi,



 , (5.32)

em que εijk é o símbolo de Levi-Civita e é: 1 se (i, j, k) for (1, 2, 3) ou (2, 3, 1) ou (3, 1, 2),

−1 se (i, j, k) for (3, 2, 1) ou (1, 3, 2) ou (2, 1, 3) e 0 se i = j ou i = k ou j = k. Como

F0i = Ei e Fij = −εijkBk, nós temos:


(∂µ + ieAµ)2 +m2 − e




(B⃗ + iE⃗).σ⃗

(B⃗ − iE⃗).σ⃗,







ψ = 0. (5.33)
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Ele corresponde ao momento de dipolo magnético. O tamanho do momento magnético é

µB = e
2me

. Mas experimentalmente, o momento é 1.002µB. Esse 0.002 será calculado mais

tarde.

5.4 O Cálculo da Anomalia feito por Schwinger

5.4.1 O Valor de g para Dirac e a Maneira como a Anomalia é Calculada

Usando a equação de Dirac na forma (i /D −m)ψ = 0 e multiplicando ambos os

lados por (i /D +m) podemos então deixar a equação de Dirac com a derivada covariante

dada por Eq.(5.31) como ( /D
2

+m2)ψ = 0. A equação então é escrita como:

(D2
µ +m2 +

e

2
Fµνσ

µν)ψ = 0. (5.34)

Já sabemos que e
2
Fµνσ

µν é a diferença para o caso escalar, sendo dada na representação

de Weyl como
e

2
Fµνσ

µν = −e




(B⃗ + iE⃗).σ⃗

(B⃗ − iE⃗).σ⃗



 . (5.35)

Se formos para o espaço de momento, ( /D
2

+m2)ψ = 0 implica

(H − eA0)
2

2m
ψ =





m

2
+

(p⃗− eA⃗)2

2m
− 2

e

2m
B⃗.S⃗ ± i e

m
E⃗.S⃗



ψ. (5.36)

Se pegarmos essa expressão e compararmos a Hamiltoniana produzida pela equação de

Dirac na presença de um campo magnético externo:

H =
p⃗2

2m
+ V (r) +

e

2m
B⃗.(L⃗+ gS⃗), (5.37)

podemos pegar g da interação do dipolo magnético geB⃗.S⃗. Como S⃗ = σ⃗
2

para spin 1
2
,

chegamos a g = 2. Isso acontece porque temos −µ⃗.B⃗ como energia de interação envolvendo

o dipolo magnético, e temos µ⃗ = g e
2m
S⃗. Então, uma maneira de encontrar as correções

para g é olhar para loops que tenham o mesmo efeito que o de um termo adicional Fµνσ
µν .

Uma ideia seria pensarmos na interação entre fótons e spinores. Um processo a ser

analisado é e−(q1)Aµ(p)→ e−(q2), com vetor de polarização εµ(p) e dois estados de spinor

u(q2) e u(q1). No nível árvore, o elemento de matriz é apenas εµMµ
0 , em que

�p

q1

q2
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iMµ
0 = −ieu(q2)γ

µu(q1), (5.38)

com a seta contínua representando férmions e a ondulada representando fótons, e com

pµ = qµ
2 −qµ

1 por causa da conservação de momento. Esperamos um termo extra equivalente

ao termo Fµνσ
µν , que deveria parecer com u(q2)pνσ

µνu(q1). Para encontrarmos esse termo

podemos manipular o que temos utilizando a identidade de Gordon:

u(q2)(q
µ
1 + qµ

2 )u(q1) = 2mu(q2)γ
µu(q1) + iu(q2)σ

µν(qν
1 − qν

2 )u(q1). (5.39)

Isso nos deixa com

Mµ
0 = −e





qµ
1 + qµ

2

2m



u(q2)u(q1)−
e

2m
iu(q2)pνσ

µνu(q1) (5.40)

O primeiro termo é um termo de interação assim como no caso escalar. O fóton se acopla

ao momento do campo. Já o segundo termo é dependente de spin e do momento magnético.

Já é possível identiĄcar g como 4m
e

vezes o coeĄciente de ipνuσ
µνu. Por isso para calcular

g é preciso ver como esse coeĄciente muda no nível de loop.

Essas correções para o momento magnético podem ser generalizadas no seguinte

diagrama para o envolvimento entre um fóton e elétrons:

�p

q1 q2

iMµ = u(q2)(f1γ
µ + f2p

µ + f3q
µ
1 + f4q

µ
2 )u(q1), (5.41)

em que fi são os coeĄcientes dos possíveis termos que poderiam aparecer na expressão, e

eles não são totalmente independentes. Eles podem depender de contrações de momentos,

como p.q ou p2, assim como contrações com matrizes γ, como /p. Se usarmos a conservação

de momento pµ = qµ
2 − qµ

1 , então f2 = 0 pois podemos juntar ele em f3 e f4, e livramos

de toda dependência em pµ. A dependência de fi com /q1 ou /q2 pode ser resolvida usando

equação de Dirac da forma /q1u(q1) = mu(q1) e u(q2) /q2 = mu(q2). Então, é possível aĄrmar

que fi são funções reais que podem depender apenas de q1.q2 e m, mais convenientemente

p2 = 2m2 − 2q1.q2 e m2. Deixamos a dependência de fi como função de p2

m2 .

Em seguida usamos a identidade de Ward:

pµMµ(p) = 0. (5.42)
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Então podemos escrever:

0 = pµu(f1γ
µ + f3q

µ
1 + f4q

µ
2 )u

= f1u/pu+ (p.q1)f3uu+ (p.q2)f4uu

= f1u( /q2 − /q1)u+ (p.q1)f3uu+ (p.q2)f4uu

= f1u(m−m)u+ (p.q1)f3uu+ (p.q2)f4uu

= (p.q1)f3uu+ (p.q2)f4uu.

(5.43)

Fazendo o uso de que p.q1 = q2.q1 −m2 = −p.q2 temos f3 = f4. Então, a Eq.(5.41)

Ąca com apenas dois termos:

iMµ = u(q2)[f1γ
µ + f3(q

µ
1 + qµ

2 )]u(q1). (5.44)

Se usarmos a identidade de Gordon como Ązemos anteriormente, Ącamos com

iMµ = (−ie)u(q2)



F1





p2

m2



γµ +
iσµν

2m
pνF2





p2

m2







u(q1). (5.45)

Nessa nossa expressão Ąnal podemos pensar em F1 como um fator que modiĄca o

acoplamento original eAµψγ
µψ e serve para renormalizar a carga. Já F2 realmente tem

a estrutura de momento magnético. Como a Eq.(5.45) sem F2 da g = 2 concluímos que

F2(
p2

m2 ) modiĄca o momento, g → 2 + 2F2(
p2

m2 ). Já que o momento magnético é medido

com energias não relativísticas com ♣p⃗♣ ≪ m o momento comparado aos dados medidos é

g = 2 + 2F2(0). (5.46)

Então a questão é calcular F2(0).

5.4.2 O Resultado Obtido por Schwinger

Existem quatro possibilidades de diagramas a 1-loop que podem contribuir para

Mµ. Sendo que três deles só apresentam contribuições com termos proporcionais a γµ e

por isso contribuem apenas a F1, sem efeito no momento magnético. Isso ocorre porque

esses diagramas só possuem correção para os propagadores das respectivas partículas.

Esses três diagramas estão representados a seguir:

���
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O quarto diagrama será o único de interesse para g − 2. Aplicando as regras de Feynman

e considerando pµ = qµ
2 − qµ

1 , ele será dado por

�
p

q1

p+ k

k − q1

k

q2

iMµ
2 =(−ie)3

∫ d4k

(2π)4

−igνα

(k − q1)2 + iε
u(q2)γ

ν
i(/p+ /k +m)

(p+ k)2 −m2 + iε

× γµ i(/k +m)

k2 −m2 + iε
γαu(q1)

=− e3u(q2)
∫ d4k

(2π)4

γν(/p+ /k +m)γµ(/k +m)γν

[(k − q1)2 + iε][(p+ k)2 −m2 + iε][k2 −m2 + iε]
u(q1).

(5.47)

Aqui já fazendo uma contração com gναγ
α. Mas ainda é possível simpliĄcar mais a expressão.

Primeiro usando a seguinte identidade:

1

ABC
= 2

∫ 1

0
dxdydzδ(x+ y + z − 1)

1

[xA+ yB + zC]3
. (5.48)

No caso da nossa expressão temos: A = k2−m2+iε,B = (p+k)2−m2+iε e C = (k−q1)2+iε.

O denominador Ąca como:

xA+ yB + zC =(x+ y + z)k2 + 2k(yp− zq1) + yp2 + zq2
1

− (x+ y)m2 + (x+ y + z)iε

=(kµ + ypµ − zqµ
1 )2 −∆ + iε

(5.49)

Usando δ(x+y+z−1) para fazer x+y+z = 1, junto com as relações p = q2−q1 → q1 = q2−p
e p2 = −2q1q2 + 2m2 → q1q2 = −p2

2
+ m2 e também que q2

1 = m2 podemos reduzir o

denominador para uma expressão mais simples. Escrevendo ∆ = −xyp2 + (1− z)2m2 e

fazendo a mudança kµ−ypµ +zqµ
1 → lµ terminamos com o denominador como (l2−∆+iε)3.

Agora precisamos tratar do numerador da Eq.(5.47) que é:

Nµ = u(q2)γ
ν(/p+ /k +m)γµ(/k +m)γνu(q1)

= −2u(q2)[/kγ
µ
/p+ /kγµ/k +m2γµ − 2m(2kµ + pµ)]u(q1)

(5.50)

Aqui tendo usado as seguintes propriedades de multiplicação de matrizes γ: γνγµγν = −2γµ

e γνγµγργν = 4gµρ.

Ainda é preciso fazer a transformação citada anteriormente lµ → kµ − ypµ + zqµ
1

−1

2
Nµ =u(q2)[(/k − y/p+ z /q1)γ

µ
/p+ (/k − y/p+ z /q1)γ

µ(/k − y/p+ z /q1)]u(q1)

+ u(q2)[m
2γµ − 2m(2kµ − 2ypµ + 2zqµ

1 + pµ)]u(q1)
(5.51)
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A primeira coisa que podemos fazer é isolar os termos envolvendo l (especiĄcamente

k → l + yp− zq1) em uma expressão só, fazemos isso utilizando a relação lµlν = 1
4
gµνl2 e

ainda tendo em mente as relações envolvendo as matrizes γ. Isso nos deixa com

−1

2
Nµ =u(q2)[−

1

2
γµl2 + (−y/p+ z /q1)γ

µ((1− y)/p+ z /q1)

+m2γµ − 2m((1− 2y)pµ + 2zqµ
1 )]u(q1)

=u(q2)[−
1

2
γµl2 − y(1− y)/pγ

µ
/p− yz/pγµ

/q1 + z(1− y) /q1γ
µ
/p+ z2

/q1γ
µ
/q1

+m2γµ − 2m((1− 2y)pµ + 2zqµ
1 )]u(q1).

(5.52)

A partir daqui é necessário fazer o uso de uma série de relações para assim podermos

reduzir o nosso numerador a uma expressão com termos mais simples e necessários. Essas

relações são:

p = q2 − q1 → /p = /q2 − /q1,

/p/p = p2,

/q1u(q1) = mu(q1) e u(q2) /q2 = u(q2)m,

u(q2)/pu(q1) = 0,

γµ
/q2 = 2qµ

2 − /q2γ
µ,

/q1γ
µ = 2qµ

1 − γµ
/q1,

/q1 /q2 = 2qµ
1 q2µ − /q2 /q1.

(5.53)

Usando todas elas e juntando novamente ao fato de que x+ y + x = 1 e também a útil

identidade de Gordon dada pela Eq.(5.39), podemos deixar o nosso numerador com o

seguinte formato:

−1

2
Nµ =



− 1

2
l2 + (1− x)(1− y)p2 + (1− 4z + z2)m2



u(q2)γ
µu(q1)

+ imz(1− z)pνu(q2)σ
µνu(q1) +m(z − 2)(x− y)pµu(q2)u(q1).

(5.54)

Como o único termo que será importante para o calculo do momento magnético é o termo

com σµν . Então, temos:

iMµ
2 =pνu(q2)σ

µνu(q1)



4ie3m
∫ 1

0
dxdydzδ(x+ y + z − 1)

×
∫ d4l

(2π)4

z(1− z)
(l2 −∆ + iε)3



+ ...

(5.55)

O que queremos é F2(p
2) que é o coeĄciente desse operador, normalizado por 2m

e
, então

temos

F2(p
2) =

2m

e
(4ie3m)

∫ 1

0
dxdydzδ(x+ y + z − 1)

∫ d4l

(2π)4

z(1− z)
(l2 −∆ + iε)3

+O(e4). (5.56)
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Usando a rotação de Wick podemos resolver a ultima integral
∫ d4l

(2π)4

1

(l2 −∆ + iε)3
= i

∫ d4LE

(2π)4

1

(−L2
E −∆)3

= (−1)3 i

8π2

∫ ∞

0
dLE

L3
E

(L2
E + ∆)3

=
−i

32π2∆
.

(5.57)

em que LE é a representação no plano euclidiano. Ficamos com

F2(p
2) =

e2

4π2
m2

∫ 1

0
dxdydzδ(x+ y + z − 1)

∫ d4l

(2π)4

z(1− z)
(1− z)2m2 − xyp2

. (5.58)

Fazendo α = e2

4π
e p2 = 0, teremos

F2(0) =
α

π

∫ 1

0
dz
∫ 1

0
dy
∫ 1

0
dxδ(x+ y + z − 1)

z

(1− z)

=
α

π

∫ 1

0
dz
∫ 1−z

0
dy

z

(1− z) =
α

2π
.

(5.59)

Colocando nosso resultado na Eq.(5.46), teremos

g = 2 +
α

π
= 2.00232, (5.60)

com a próxima correção de ordem α2.

Esse foi o resultado obtido por Schwinger em 1948 [47]. Ao mesmo tempo tanto

Feynman e Tomonaga Ązeram os mesmos cálculos e ao juntar os três trabalhos que foi

possível chegar nessa correção Ąnal como a correção ao nível de 1-loop.

5.5 Cálculo da Anomalia Vinda do Bóson Z

A ideia é fazer algo muito parecido com a seção anterior, mas envolvendo o bóson

Z, uma correção eletro-fraca. Essa será a anomalia que importará para nós. Diferentemente

do cálculo anterior, dessa vez não poderemos fazer ele no gauge unitário considerando

apenas um diagrama envolvendo o bóson Z. O gauge unitário não é próprio para esse

cálculo a 1-loop por causa de divergências que irá acarretar no resultado Ąnal. Por isso

faremos o uso do gauge Rξ que nos trará um diagrama extra envolvendo um bóson de

Nambu-Goldstone que será responsável por nos levar a um resultado Ąnito. Então, para

fazer esse cálculo iremos considerar os seguintes diagramas:

�µ : p1

γ : q

µ : l + p1 + p2

µ : l

Z : l + p1

µ : p2

�µ : p1

γ : q

µ : l + p1 + p2

µ : l

G0 : l + p1

µ : p2
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O primeiro representando o bóson Z e o segundo representando o bóson de Nambu-

Goldstone G0. Todo processo ocorre envolvendo, além dos bósons, múons e fóton com

q = p2 − p1.

Primeiro vamos escrever nossas amplitudes para cada um dos diagramas. Sendo para o

primeiro diagrama:

iMµ
1 =u(p2)

∫ d4l

(2π)4
i(V γσ − Aγσγ5)

i(−/l − /p1 − /p2 +mµ)

(l + p1 + p2)2 −m2
µ + iε

× (ieγµ)
i(−/l +mµ)

l2 −m2
µ + iε

i(V γρ − Aγργ5) (5.61)

×




i(−gρσ + (lρ+p1ρ)(lσ+p1σ)

(l+p1)2 )

(l + p1)2 −M2
Z + iε

−
iξ (lρ+p1ρ)(lσ+p1σ)

(l+p1)2 )

(l + p1)2 − ξM2
Z + iε



u(p1),

em que A e V são o acoplamento vetorial e axial da interação, e ξ um parâmetro arbitrário

vindo do gauge Rξ. No Modelo Padrão eles são dados por V = g(1 − 4 sin2 θ)/4 cos θ e

A = g/4 cos θ. Deixaremos a substituição para o resultado Ąnal.

Agora para o segundo:

iMµ
2 =u(p2)

∫ d4l

(2π)4
C
mµ

MZ

γ5
i(−/l − /p1 − /p2 +mµ)

(l + p1 + p2)2 −m2
µ + iε

(ieγµ)

× i(−/l +mµ)

l2 −m2
µ + iε

C
mµ

MZ

γ5 i

(l + p1)2 − ξM2
Z + iε

u(p1),

(5.62)

em que C também é um acoplamento e que no Modelo Padrão é dado por C = g/2 cos θ.

Também deixaremos a substituição para o resultado Ąnal.

As contas dessa vez são muito mais longas e complexas que no cálculo feito por

Schwinger. Por isso colocamos a simpliĄcação de cada parte do denominador e do numerador

da amplitudes, assim como a simpliĄcações das partes das integrais da amplitude, no

Apêndice A. Dentro dessas expressões ao todo temos o envolvimento de quatro partes e

integrais diferentes que podemos resolver uma de cada vez.

As quatro integrais após a simpliĄcação dos numeradores e denominadores nos

permite retirar apenas a parte que usamos para o cálculo da anomalia, as partes que dão

alguma contribuição para o momento magnético. Serão quatro partes que usaremos para o

resultado Ąnal, sendo três referentes ao diagrama envolvendo Z (I1
Z , I2

Z e I3
Z) e uma parte
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envolvendo o bóson de Nambu-Goldstone (IG). Essa partes são:

I1
Z =− 1

4π2





g

4 cos θ





2
∫ 1

0

∫ 1−x2

0

m2
µ((1− 4 sin2 θ)2(x2

2 − x2) + (x2
2 + 3x2))

((x2 − 1)2m2
µ + x2M2

Z)
dx2dx1,

I2
Z =− 1

4π2





g

4 cos θ





2



∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m2
µ(−2 + 3x1 + 3x3)

(x1 + x3)2m2
µ + x2M2

Z

−
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m4
µ2(x1 + x3)

3

((x1 + x3)2m2
µ + x2M2

Z)2



dx3dx2dx1, (5.63)

I3
Z =ξ

1

4π2





g

4 cos θ





2



∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m2
µ(−2 + 3x1 + 3x3)

(x1 + x3)2m2
µ + x2ξM2

Z

−
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m4
µ2(x1 + x3)

3

((x1 + x3)2m2
µ + x2ξM2

Z)2



dx3dx2dx1,

IG =− 1

32π2

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

g2m4
µ(x2 − 1)2

M2
Z cos2 θ((x2 − 1)2m2

µ + ξx2M2
z )

dx2dx1.

Para ver um pouco mais detalhado como é feito cada uma das simpliĄcações até chegar

nos resultados apresentados na Eq.(5.63), recomendo uma leitura do Apêndice A. Lá cada

passo está detalhado assim como os resultados da Eq.(5.63) estão bem explicados. Nós

chegamos a eles fazendo de forma muito similar a feita para Schwinger mas com um pouco

mais de trabalho matemático.

O resultado Ąnal que gera um acréscimo para anomalia é dado por F2(0) que é

dado pela soma dessas quatro partes citadas anteriormente, temos

F2(0) = I1
Z + I2

Z + I3
Z + IG. (5.64)

Olhando para as integrais podemos notar que duas partes do resultado possuem

uma dependência aparente de ξ, as partes I3
Z e IG dadas pela Eq.(5.64). Podemos então

estudar essa dependência aparente a fundo antes de chegarmos a um acréscimo Ąnal para

a anomalia, precisamos ver o que a variável ξ irá acarretar em nosso resultado. Então

vamos resumir a dependência em I(ξ) = I3
Z + IG e estudar ela resolvendo as integrais:

I(ξ) =ξ
1

4π2





g

4 cos θ





2



∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m2
µ(−2 + 3x1 + 3x3)

(x1 + x3)2m2
µ + x2ξM2

Z

−
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m4
µ2(x1 + x3)

3

((x1 + x3)2m2
µ + x2ξM2

Z)2



dx3dx2dx1

− 1

32π2

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

g2m4
µ(x2 − 1)2

M2
Z cos2 θ(x2 − 1)2m2

µ + ξx2M2
Z

dx2dx1.

(5.65)
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O primeiro passo será integrar em x3:

I(ξ) =
g2

128 cos2 θMZπ2

∫ 1

0

∫ 1−x1

0





1√
x2



4mµ

√

ξ arctan

(

mµx1/MZ

√

x2

√

ξ



− 3MZξ log
(

m2
µx

2
1 +M2

Zx2ξ
)√

x2 −
√

ξ(−4mµ arctan

(

mµ(1− x2)

MZ
√
x2

√
ξ



−
√

ξ(3MZ

√
x2

√

ξ log
(

m2
µ(−1 + x2)

2 +MZx2ξ
)

)





− ξMZ

(

M2
Zx2ξ

m2
µx

2
1 +M2

Zx2ξ
+ log

(

m2
µx

2
1 +M2

Zx2ξ
)

− M2
Zx2ξ

m2
µ(−1 + x2)2 +M2

Zx2ξ
+ log

(

m2
µ(−1 + x2)

2 +M2
Zx2ξ

)





dx2dx1

− 1

32π2

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

g2m4
µ(x2 − 1)2

M2
Z cos2 θ(x2 − 1)2m2

µ + ξx2M2
z

dx2dx1.

(5.66)

Agora iremos fazer a integral em x1:

I(ξ) =
∫ 1

0





g2ξ log(M2
z x2ξ)

64 cos2 θπ2
+

g2

128 cos2 θπ2

(

4(1− x2)ξ

− 4m4
µ(1− x3)(−1 + x2)

2

M2
Z(m2

µ(−1 + x2)2 +M2
Zx2ξ)

−
3MZ

√
x2ξ

3
2 arctan

(

mµ(1−x2)

MZ
√

x2

√
ξ

)

mµ

(5.67)

− 2ξ log
(

m2
µ(1− x2)

2 +M2
Zx2ξ

)

− (1− x2)ξ
M2

Zx2ξ

m2
µ(−1 + x2)2 +M2

Zx2ξ





dx2.

E para terminar basta integrarmos em x2:

I(ξ) = − g2m2
µ

64 cos2 θM2
Zπ

2
(5.68)

Podemos então perceber que o resultado Ąnal não depende de ξ, o que é esperado

já que o parâmetro ξ era um parâmetro matemático e não físico. Por isso deveríamos

esperar que nosso resultado Ąnal seria independente dele. Esse resultado vai nos permitir

atribuir qualquer valor para o parâmetro matemático ξ.
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Para termos a anomalia total basta calcularmos F2(0):

F2(0) =− 1

4π2





g

4 cos θ





2
∫ 1

0

∫ 1−x2

0

m2
µ((1− 4 sin2 θ)2(x2

2 − x2) + (x2
2 + 3x2))

((x2 − 1)2m2
µ + x2M2

Z)
dx2dx1

− 1

4π2





g

4 cos θ





2



∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m2
µ(−2 + 3x1 + 3x3)

(x1 + x3)2m2
µ + x2M2

Z

−
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m4
µ2(x1 + x3)

3

((x1 + x3)2m2
µ + x2M2

Z)2



dx3dx2dx1

+ ξ
1

4π2





g

4 cos θ





2



∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m2
µ(−2 + 3x1 + 3x3)

(x1 + x3)2m2
µ + x2ξM2

Z

−
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m4
µ2(x1 + x3)

3

((x1 + x3)2m2
µ + x2ξM2

Z)2



dx3dx2dx1

− 1

32π2

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

g2m4
µ(x2 − 1)2

M2
Z cos2 θ((x2 − 1)2m2

µ + ξx2M2
z )

dx2dx1.

(5.69)

Uma vez que vimos que as integrais são independentes de ξ faremos ele igual a

1 por conveniência já que uma parte do resultado é multiplicado por (ξ − 1), ao fazer

ξ = 1 estaremos zerando essa parte e facilitando nosso cálculo. Podemos também fazer

a mudança de variável do tipo x1 = y e x2 = 1 − x. Então podemos fazer o cálculo do

acréscimo para a anomalia dado por ∆aµ = F2(0). Então, teremos:

∆aµ =− 1

4π2





g

4 cos θ





2
∫ 1

0

∫ x

0

m2
µ((1− 4 sin2 θ)2(x2 − x) + (x2 − 5x+ 4))

(x2m2
µ + (1− x)M2

Z)
dxdy

− 1

32π2

∫ 1

0

∫ x

0

g2m4
µx

2

M2
Z cos2 θ(x2m2

µ + (1− x)M2
Z)

dxdy

=
m2

µg
2

64π2 cos2 θ

∫ 1

0

∫ x

0

((1− 4 sin2 θ)2(x2 − x) + (x2 − 5x+ 4))− 2
m2

µ

M2
Z

x2

(x2m2
µ + (1− x)M2

Z)
dxdy

(5.70)

Esse foi o resultado encontrado por Weinberg e Jackiw em [48].

Esse resultado será de extrema importância para nós no momento em que calcular-

mos o acréscimo para a anomalia dado por um novo bóson Z ′. O cálculo será o mesmo

mas com a mudança das massas e dos acoplamentos A, V e C.
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6 Modelo U(1)Lµ−Lτ

6.1 Introdução

Uma solução para o problema de matéria escura e da anomalia do momento

magnético do múon seria pensar em uma extensão do Modelo Padrão da física de partículas.

Podemos fazer a construção dessa extensão com o ideal de ser plausível obter dela

ferramentas para a solução dos problemas. Porém primeiro é importante fazermos uma

revisão do Modelo Padrão de partículas. Para depois entrarmos na extensão.

Começaremos revisando o que o Modelo Padrão oferece no campo das partículas

existentes e suas interações. Em seguida, passaremos a estudar a base matemática do

Modelo Padrão com foco em sua parte leptônica. Faremos isso porque nossa extensão

é baseada em número leptônico e na interação de certos léptons. Por último, faremos a

construção da extensão.

6.2 O Modelo Padrão

O modelo U(1)Lµ−Lτ
irá funcionar como uma extensão do Modelo Padrão de

partículas. Para isso, um breve estudo do Modelo Padrão será bem vindo. O Modelo

Padrão vem sendo aprimorado desde o início do século passado. Ele descreve a existência

das partículas e suas interações.

Aos poucos foi desenvolvido o conhecimento sobre a existência de partículas ele-

mentares como os férmions envolvendo os léptons (e, µ e τ e seus neutrinos), os quarks

(u, d, c, s, b e t), assim como também suas anti-partículas. Foi necessário também o

desenvolvimento do estudo das forças, fora a gravitacional, que regem a natureza e a

existência de bósons para servirem de partículas que irão intermediar diferentes tipos

de interação. Temos a força eletromagnética intermediada pelo fóton (γ), a força fraca

intermediada pelos bósons fracos (W+, W− e Z0) e também a força forte intermediada

pelos glúons (g). Além disso também tivemos o desenvolvimento de um mecanismo que

é responsável por gerar massa para as partículas e para os bósons fracos, o mecanismo

de Higgs, e com isso a existência de um bóson escalar que seria o responsável por isso

acontecer, o bóson de Higgs (H). Toda essa gama de partículas está resumida na Fig.(8).

O conteúdo sobre as partículas e suas interações se encontra no formato da seguinte

lagrangiana (uma lagrangiana simpliĄcada do modelo padrão mas útil para se ter uma

ideia de como ela funciona):

LMP = −1

4
FµνF

µν + iψ /Dψ + ψiyijψjϕ+ ♣Dµϕ♣2 − V (ϕ). (6.1)
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e temos como tensor de campo para o campo de gauge SU(2)L:

F l
µν = ∂νb

l
µ − ∂µb

l
ν + gϵjklb

j
µb

k
ν , (6.6)

em que εi,jk é o símbolo de Levi-Civita. Já o tensor de campo para o campo de gauge

U(1)Y é:

fµν = ∂νAµ − ∂µAν , (6.7)

O termo de matéria é

Lléptons = Riγµ

(

∂µ +
ig′

2
AµY



R + Liγµ

(

∂µ +
ig′

2
AµY +

ig

2
σ⃗.⃗bµ



L. (6.8)

O acoplamento do grupo de isospin fraco SU(2)L é chamado de g, assim como na teoria

de Yang-Mills, e a constante de acoplamento do grupo de hipercarga fraca é g′

2
(o fator 1

2

é para facilitar a simpliĄcação).

Existem dois motivos para a teoria até então não ser satisfatória. Ela contém quatro

bósons sem massa (b1
µ, b

2
µ, b

3
µ, Aµ), enquanto na natureza só há um, o fóton. Também a

expressão para a lagrangiana representa um elétron sem massa, falta o termo meee da

lagrangiana tradicional de QED. Um termo de massa de férmions liga as componentes

canhota e destra (ee = 1
2
e(1 − γ5)e + 1

2
e(1 + γ5)e = eReL + eLeR). Essas componentes

transformam de maneira diferente sob SU(2)L e U(1)Y , então um termo explícito desses

iria quebrar a invariância de gauge SU(2)L⊗U(1)Y da teoria, por isso um termo de massa é

proibido. A tarefa é modiĄcar a teoria para que exista apenas uma quantidade conservada

(a carga elétrica) correspondente a um bóson de gauge sem massa (o fóton), e o elétron

obtenha massa.

Para isso, é interessante introduzir um dubleto complexo de campos escalares,

ϕ =





ϕ+

ϕ0



 , (6.9)

que transforma como um dubleto de SU(2)L e portanto deve ter a hipercarga fraca Yϕ = +1,

por causa da relação de Gell-Mann-Nishijima. Então é acrescentado a lagrangiana o seguinte

termo

Lescalar = (Dµϕ)†(Dµϕ)− V (ϕ†ϕ), (6.10)

em que a derivada covariante de gauge é

Dµ = ∂µ +
ig′

2
AµY +

ig

2
σ⃗.⃗bµ, (6.11)

e o potencial é

V (ϕ†ϕ) = µ2(ϕ†ϕ) + ♣λ♣(ϕ†ϕ)2. (6.12)

Também é possível acrescentar um termo de interação, que envolve o acoplamento de

Yukawa de escalares e férmions,

LYukawa = −ζe[R(ϕ†L) + (Lϕ)R], (6.13)
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que é um escalar de Lorentz simétrico sob rotações locais de SU(2)L⊗U(1)Y .

Quando procuramos um mínimo para o potencial (sendo µ2 < 0) percebemos

que esse mínimo é diferente de zero e temos uma quebra espontânea de simetria. Então

escolhemos como valor no vácuo do campo escalar:

(ϕ)0 =





0

ν/
√

2



 , (6.14)

em que ν =
√

−µ2/♣λ♣, que quebra ambas simetrias de SU(2)L e U(1)Y mas preserva uma

invariância sob a simetria U(1)EM gerada pelo operador de carga elétrica.

O vácuo é deixado invariante pelo gerador G se eiαG(ϕ)0 = (ϕ)0. Para uma transformação

inĄnitesimal isso vira (1 + iαG)(ϕ)0 = (ϕ)0, então a condição para G deixar o vácuo

invariante é G(ϕ)0 = 0.

É simples observar que

σ1(ϕ)0 =





0 1

1 0









0

ν/
√

2



 =





ν/
√

2

0



 ̸= 0, Quebra!

σ2(ϕ)0 =





0 −i
i 0









0

ν/
√

2



 =





−iν/
√

2

0



 ̸= 0, Quebra!

σ3(ϕ)0 =





1 0

0 −1









0

ν/
√

2



 =





0

−ν/
√

2



 ̸= 0, Quebra!

Y (ϕ)0 = Yϕ(ϕ)0 = +1(ϕ)0 =





0

ν/
√

2



 ̸= 0, Quebra!

(6.15)

Entretanto, se analisarmos o efeito do operador de carga elétrica, Q, no estado de vácuo

(eletricamente neutro), percebemos que:

Q(ϕ)0 =
1

2
(σ3 + Y )(ϕ)0 =

1

2





Yϕ + 1 0

0 Yϕ − 1



 (ϕ)0

=





1 0

0 0









0

ν/
√

2



 =





0

0



 , Não Quebra!

(6.16)

Com isso conseguimos perceber que todos os quatro geradores quebram, mas a combinação

linear correspondente a carga elétrica não. Isso signiĄca que conseguiremos fazer com que

o fóton permaneça sem massa, enquanto os outros três bósons irão adquirir.

O próximo passo é expandir a Lagrangiana pelo potencial de Higgs V mínimo,

escrevendo

ϕ = exp

(

iζσ

2ν







0

(ν +H)/
√

2



 , (6.17)

e transformar de vez para gauge U: ϕ → ϕ′ = exp
(

−i iζσ
2ν

)

ϕ =





0

(ν +H)/
√

2



, σ⃗.⃗bµ →

σ⃗.⃗b′
µ, Aµ → Aµ, R → R e L → L′ = exp

(

−i iζσ
2ν

)

L Então, a Lagrangiana pode ser
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reescrita em termos dos campos de gauge U e as consequências da quebra de simetria

espontânea podem ser estudadas.

O termo escalar na Lagrangiana Ąca como

Lescalar =
ν2

8
[g2♣b1

µ − ib2
µ♣2 + (g′Aµ − gb3

µ)2] +
1

2
[(∂µH)(∂µH)− 2µ2H2] + ... (6.18)

mais os termos de interação.

Se deĄnirmos os campos carregados de gauge como

W±
µ ≡

b1
µ ∓ ib2

µ√
2

, (6.19)

temos o termo proporcional a g2ν2 como um termo de massa para os bósons vetoriais

carregados:
g2ν2

4
(♣W+

µ ♣2 + ♣W−
µ ♣2), (6.20)

que corresponde às massas dos bósons intermediários carregados

MW ± =
gν

2
. (6.21)

Se deĄnirmos a combinação ortogonal

Zµ =
−g′Aµ + gb3

µ
√

g2 + g′2
, (6.22)

e

Aµ =
gAµ + g′b3

µ
√

g2 + g′2
, (6.23)

conseguimos ver que o bóson intermediário neutro, Z0, adquire massa

MZ0 =
√

g2 + g′2ν/2 = MW

√

1 + g′2/g2, (6.24)

e que o campo Aµ continua sendo um bóson de gauge sem massa.

Se examinarmos a segunda parte da lagrangiana que envolve o campo H é possível

ver que ele adquiriu uma (massa)2,

M2
H = −2µ2 > 0; (6.25)

ele é o bóson de Higgs físico.

O termo de Yukawa da Lagrangiana vira

LYukawa = −ζe
(ν +H)√

2
(eReL + eLeR) = −ζeν√

2
ee− ζeH√

2
ee, (6.26)

então o elétron adquire massa

me =
ζeν√

2
. (6.27)
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O elétron e outros férmions adquirem massa da sua interação com o campo η.

As interações entre bósons de gauge e léptons são lidas da Lléptons. Para o bóson

de gauge carregado, W , temos:

LW :l = − g√
2

(νLγ
µeLW

+
µ + eLγ

µνLW
−
µ )

= − g

2
√

2
[νγµ(1− γ5)eW

+
µ + eγµ(1− γ5)νW

−
µ ].

(6.28)

De maneira similar, o acoplamento do bóson de gauge neutro, Z, com os léptons é

dado por

LZ0:l =
gg′

√
g2 + g′2 eγ

µeAµ −
√
g2 + g′2

2
νLγ

µνLZµ

+
1√

g2 + g′2



−g′2eRγ
µeR +

(g2 − g′2)

2
eLγ

µeL

]

Zµ.

(6.29)

A partir dessas lagrangianas de interação é possível retirar algumas regras de

Feynman para os possíveis diagramas de interação. Essa regras podem ser vistas a seguir:

	ee Aµ
−iqγµ = ieγµ


νν Zµ
−ig

4 cos θW
γµ(1− γ5) = −i√

2

(

GFM2
Z√

2

1/2

γµ(1− γ5)

�ee Zµ
−ig

4 cos θW
γµ[(Le, Re)(1∓ γ5)] = −i√

2

(

GFM2
Z√

2

1/2

γµ[(Le, Re)(1∓ γ5)]

�eν W+
−ig

2
√

2
γµ(1− γ5) = −i

(

GFM2
W√

2

1/2

γµ(1− γ5)

em que (Le = 2 sin2 θW − 1;Re = 2 sin2 θW ).
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Então de fato é possível identiĄcarmos o Aµ como o fóton, contanto que seja

estabelecido
gg′

√
g2 + g′2 = Qe. (6.30)

É conveniente introduzirmos um ângulo de mistura fraco θW para parametrizar a

combinação de bósons de gauge. DeĄnimos

g′ = g tan θW , (6.31)

sendo
√

g2 + g′2 =
g

cos θW

, (6.32)

e assim as expressões para Zµ e Aµ serão

Zµ = −Aµ sin θW + b3
µ cos θW ,

Aµ = Zµ cos θW + b3
µ sin θW ,

(6.33)

que pode ser invertido para Ącar

Aµ = Aµ cos θW − Zµ sin θW ,

b3
µ = Aµ sin θW + Zµ cos θW .

(6.34)

Agora as constantes de acoplamento dos grupos de gauge SU(2)L e U(1)Y podem ser

escritas como

g =
e

sin θW

≥ e,

g′ =
e

cos θW

≥ e,
(6.35)

fazendo com que as interações fracas e eletromagnéticas estejam relacionadas por um único

parâmetro. E ainda Ącamos com a relação M2
Z =

M2
W

cos2 θW
≥M2

W . Os valores atuais medidos

para as massas e para o ângulo de mistura cinético são: MW = (80.379± 0.012)GeV/c2,

MZ = (91.1876±0.0021)GeV/c2 e sin2(θW ) = 0.231 21±4. Dados provenientes do PDG [57].

A razão das interações fracas em baixa energia terem esse nome é então relacionada

a grande massa dos bósons intermediários e não a uma constante de acoplamento pequena

intrínseca.

6.4 Modelo U(1)Lµ−Lτ

O modelo U(1)Lµ−Lτ
[5] tem como base o fato de que a lagrangiana do Modelo

Padrão (MP) é invariante sob as três simetrias globais da família do número leptônico:

U(1)Le
, U(1)Lµ

e U(1)Lτ
. Podemos ver isso olhando para a parte da lagrangiana que
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envolve os léptons. A mesma que já usamos anteriormente na Eq.(6.8) mas dessa vez não

a deixaremos escrita apenas para o elétron e sim envolvendo as três gerações de léptons:

Lléptons =
3
∑

m

Rmiγ
µ

(

∂µ +
ig′

2
AµY



Rm + Lmiγ
µ

(

∂µ +
ig′

2
AµY +

ig

2
σ⃗.⃗bµ



Lm. (6.36)

Se Ązermos uma transformação do tipo Li → L′
m = UmnLn e Rm → R′

m = VmnRn, sendo

Umn e Vmn matrizes unitárias 3× 3, na lagrangiana, Ącaremos com a seguinte forma:

Lléptons =
3
∑

m,n,l

VmnR
′†
n γ

0iγµ

(

∂µ +
ig′

2
AµY



V †
lmR

′
l

+ UmnL
′†
nγ

0iγµ

(

∂µ +
ig′

2
AµY +

ig

2
σ⃗.⃗bµ



U †
lmLl

=
3
∑

m,n,l

R
′†
n γ

0iγµ

(

∂µ +
ig′

2
AµY



VmnV
†

lmR
′
l

+ L
′†
nγ

0iγµ

(

∂µ +
ig′

2
AµY +

ig

2
σ⃗.⃗bµ



UmnU
†
lmLl

=
3
∑

n,l

R
′†
n γ

0iγµ

(

∂µ +
ig′

2
AµY



δnlR
′
l

+ L
′†
nγ

0iγµ

(

∂µ +
ig′

2
AµY +

ig

2
σ⃗.⃗bµ



δnlLl

=
3
∑

n

R′
niγ

µ

(

∂µ +
ig′

2
AµY



R′
n + L′

niγ
µ

(

∂µ +
ig′

2
AµY +

ig

2
σ⃗.⃗bµ



L′
n.

(6.37)

Percebemos que a lagrangiana permanece invariante. Isso é verdade para as três gerações

de família leptônica. Mas podemos ver ainda como essa transformação afeta outras partes

da lagrangiana, como a de interação de Yukawa que já escrevemos anteriormente em

função apenas do elétron na Eq.(6.26), mas agora escrevemos de forma geral para as três

gerações de léptons.

LYukawa = −
3
∑

m

[ζ [e]
mnRm(ϕ†Lm) + (ζ [e]

mn)†(Lmϕ)Rm]. (6.38)

Em que ζij é o acoplamento de Yukawa no formato de uma matriz complexa. Sem perda

de generalidade nós podemos escrever uma matriz como o produto de uma matriz unitária

vezes uma matriz diagonal real vezes outra matriz unitária. Podemos fazer isso com a

matriz de Yukawa: ζ [e] = V †
e M

[e]Ue em que M e é uma matriz diagonal real e Ue e Ve

são matrizes unitárias (com a propriedade de VeV
†

e = UeU
†
e = 1). Se aplicarmos essas

mudanças Ącamos com:

LYukawa = −
3
∑

m

[V †
e M

[e]UeR
†
mγ

0(ϕ†Lm) + U †
eM

[e]Ve(L
†
mγ

0ϕ)Rm]. (6.39)

Podemos unir as matrizes unitárias Ue e Ve com os campos fazendo a seguinte redeĄnição

L′ = UeL e R′ = VeR sem afetar o restante das lagrangianas escalar e de Yukawa. Então,
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Um conceito interessante, que é necessário abordarmos antes de pensarmos na

estrutura do modelo U(1)Lµ−Lτ
, é o da questão de simetrias globais e locais. Simetrias

globais possuem a propriedade que campos em pontos bem distantes de espaço-tempo

são transformados pela mesma quantidade. Enquanto simetrias locais, por outro lado,

permitem que mudanças no campo variem com as coordenadas de espaço-tempo, e então o

subconjunto das possíveis transformações de simetria local estejam de acordo com noções

intuitivas de localidade. Essas deĄnições nos permitem ter uma noção de que simetrias

locais seriam mais fundamentais que as globais. Isso nos permite postular que toda simetria

global deveria em última instância estar contida em uma simetria local, e então todas as

correntes de simetria deveriam acoplar a campos de gauge associados.

Então, a ideia seguinte é pensar sobre a possibilidade das correntes de simetria da

invariância do número leptônico de família serem acopladas a campos de gauge. Teorias de

gauge só são viáveis se elas forem livres de anomalias de gauge, isso implica no espectro

de férmions da teoria. Continuando com a ideia de que simetrias globais estão contidas em

simetrias locais, podemos considerar que o subconjunto dessas simetrias globais, que são

livres de anomalia dado um espectro de férmions pré-existente, deveria ser possível fazer

um gauge com ele. Não podemos fazer um gauge com as simetrias globais restantes, que

são anômalas em respeito aos férmions existentes, sem estender o espectro de férmions.

As simetrias de uma teoria são de extrema importância para o entendimento da

estrutura da teoria. Na maioria dos casos, uma simetria de uma teoria clássica é também

uma simetria da teoria quântica baseada na mesma lagrangiana. Mas quando isso não

acontece, encontramos uma simetria anômala. Uma simetria desse formato também é de

extrema importância para o estudo da estrutura da teoria.

Através do teorema de Noether sabemos que simetrias contínuas globais implicam

em correntes conservadas. Mas isso não acontece quando estamos trabalhando com uma

simetria anômala, a conservação da corrente não ocorre. Esse fato desenvolve consequências

para teorias como a QED e de Yang-Mills, pois envolvem um acoplamento entre corrente

e uma partícula não massiva de spin 1. Se essa corrente não é conservada, algumas

consequências acontecem, como: a violação da identidade de Ward, produção de polarização

longitudinal não física e a violação da propriedade unitária. Por isso, em uma teoria quântica

unitária, simetrias com gauge devem ser livres de anomalia.

Essas anomalias de simetria quando associadas a bósons de gauge são chamadas

de anomalia de gauge. Quando falamos de livre de anomalia o enfoque é em anomalias de

gauge e não anomalias globais.

Uma maneira de entender anomalias é fazendo um estudo através de diagramas de

Feynman. Famosos diagramas triangulares que geram o entendimento matemático para

essa teoria. Isso está bem desenvolvido no livro de Schwartz [46] e no nosso caso iremos

direto ao resultado que terá implicação na teoria.
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1)[SU(3)]2U(1)χ: Nesse cenário nós não teríamos contribuição por parte dos léptons,

pois a soma é feita com base em cor que é uma propriedade dos quarks. Por isso em relação

ao número leptônico seguiríamos com 0.

2)[SU(2)L]2U(1)χ: Agora nós temos um cenário em que dependemos apenas das

partículas de campo canhoto:
(

∑

canhoto

χ



= αLe + βLµ + γLτ . (6.48)

Desse cenário nós tiramos a seguinte expressão:

αLe + βLµ + γLτ = 0. (6.49)

3)[U(1)Y ]2U(1)χ: Agora teremos uma mistura da hipercarga Y e o número leptônico

dado por:
(

∑

canhoto

Y 2
l χl −

∑

destro

Y 2
r χr



= Y 2
e αLe + Y 2

µ βLµ + Y 2
τ γLτ = αLe + βLµ + γLτ . (6.50)

No último passo Ązemos o uso de Ye = Yµ = Yτ = −1. Com isso teremos a expressão:

αLe + βLµ + γLτ = 0. (6.51)

4)[U(1)χ]3: Essa última será totalmente em relação a nossa combinação linear envolvendo

os números leptônicos e será dada por:
(

∑

canhoto

χ3
l −

∑

destro

χ3
r



= α3L3
e + β3L3

µ + γ3L3
τ . (6.52)

Isso nos rende uma última expressão para construirmos a teoria. Ela é da seguinte forma:

α3L3
e + β3L3

µ + γ3L3
τ = 0. (6.53)

Agora podemos juntar as três expressões e ver como podemos construir a teoria.

Expressão 1 : E1 : αLe + βLµ + γLτ ,

Expressão 2 : E2 : αLe + βLµ + γLτ , (6.54)

Expressão 3 : E3 : α3L3
e + β3L3

µ + γ3L3
τ .

Considerando que Le = Lµ = Lτ = 1 o que podemos variar é o valor de α, β e γ. É

interessante passarmos por diferentes cenários, mesmo alguns funcionando e outros não.

Esse cenários estão resumidos na seguinte tabela:

Conseguimos tirar algumas considerações interessantes da Tab.(1). A primeira é que

o MP não permite que qualquer simetria de número leptônico dada por L = Le + Lµ + Lτ
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Possibilidades de teorias
Teoria α β γ Hipóteses
Le 1 0 0 E1 : 1,E2 : 1, E3 : 1
Lµ 0 1 0 E1 : 1,E2 : 1, E3 : 1
Lτ 0 0 1 E1 : 1,E2 : 1, E3 : 1

Le + Lµ + Lτ 1 1 1 E1 : 3,E2 : 3, E3 : 3
Le + Lµ 1 1 0 E1 : 2,E2 : 2, E3 : 2
Le + Lτ 1 0 1 E1 : 2,E2 : 2, E3 : 2
Lµ + Lτ 0 1 1 E1 : 2,E2 : 2, E3 : 2
Le − Lµ 1 -1 0 E1 : 0,E2 : 0, E3 : 0
Le − Lτ 1 0 -1 E1 : 0,E2 : 0, E3 : 0
Lµ − Lτ 0 1 -1 E1 : 0,E2 : 0, E3 : 0

Tabela 1 Ű Possibilidades de teorias.

ou por L = Le, L = Lµ e L = Lτ seja feito um gauge, devido a anomalias não nulas. Mas

existem três simetrias livres de anomalia no MP geradas por

L1 = Le − Lµ L2 = Le − Lτ e L3 = Lµ − Lτ ,

em que é possível fazer um gauge. Mas não é possível fazer um em duas delas simulta-

neamente, já que anomalias do tipo L2
iLj(i, j = 1, 2, 3 e i ≠ j) não são necessariamente

nulas.

Então podemos desenvolver a teoria com base nesses modelos que são livres de

anomalias e não possuem a necessidade de mudança no espectro de férmions do MP.

Usando de base o grupo de gauge GMP⊗U(1)L1,2,3 , em que GMP é dado por

GMP =SU(3)C⊗SU(2)L⊗U(1)Y , chegamos a três teorias diferentes deĄnidas por ele, em

que a maior consequência dessa extensão é um segundo bóson de gauge neutro (Z ′
1, Z

′
2 ou

Z ′
3). Vimos que um dos pontos positivos do modelo é que não existe necessidade de outros

férmions, fora os do MP com três gerações, para a existência do bóson Z ′. Que é algo que

não acontece em outros modelos envolvendo Z ′.

Podemos notar que na realidade estamos trabalhando com 3 modelos diferentes

já que nenhum deles pode acontecer simultaneamente. Os dois primeiros modelos, com

envolvimento da primeira geração de léptons (Le) e com a existência de Z ′
1 ou Z ′

2, são

bastante interessantes para experimentos em aceleradores, já que acoplam com elétrons.

Mas o nosso foco será para o terceiro modelo com a existência de Z ′
3. Como ele não acopla

com partículas de primeira geração não possui a mesma gama de experimentos para gerar

limites a teoria. Porém, ele é de extrema utilidade para o estudo de g − 2 como veremos

posteriormente.

A simetria local de U(1)Lµ−Lτ
é quebrada espontaneamente, e o bóson Z ′ se torna

massivo através do mecanismo de Higgs. Isso acontece com a introdução do campo escalar

de Higgs S neutro sob SU(3)C⊗SU(2)L⊗U(1)Y mas não sob U(1)Lµ−Lτ
local. Um valor
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esperado de vácuo diferente de zero para S quebra U(1)Lµ−Lτ
local e gera massa para

Z ′ dada por MZ′ = g′⟨S⟩. É importante notar que ⟨S⟩ ≠ 0 quebra U(1)Lµ−Lτ
local (que

atua nos léptons e em S) para a simetria global usual e U(1)Lµ−Lτ
(que atua em apenas

léptons). Então a conservação do número leptônico continua como um princípio mesmo na

presença do bóson massivo Z ′. Esse mecanismo de quebra de simetria não induz a mistura

entre Z ′ e o bóson Z do Modelo Padrão.

A lagrangiana de interação entre o bóson Z ′ com partículas de segunda e terceira

geração do modelo padrão e partículas de matéria escura é dada por:

Lint = g′Z ′
µ(Jµ

MP + Jµ
ME), (6.55)

em que g′ será o acoplamento universal de gauge e Z ′ o bóson de gauge Z ′
3 do modelo

envolvendo Lµ − Lτ . As correntes do modelo padrão (MP) e de matéria escura (ME) são

dadas por:

Jν
MP = µγνµ+ νµγ

νPLνµ − τγντ − ντγ
νPLντ , (6.56)

Jν
ME = χγνχ.

Em que PL é o projetor quiral canhoto já visto anteriormente como L e a partícula de

matéria escura χ é considerada um férmion de Dirac.
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7 Densidade de Relíquia e Anomalia do Mo-

mento Magnético do Múon no Modelo

U(1)Lµ−Lτ

7.1 Introdução

No capítulo anterior vimos a possibilidade de realizarmos uma extensão do Modelo

Padrão baseada no número leptônico do múon menos o do tau. Usando a lagrangiana de

interação como base, podemos realizar o cálculo do acréscimo para a anomalia do momento

magnético do múon, vinda do bóson Z ′, e o cálculo da densidade de relíquia da partícula

de matéria escura envolvida no modelo. Esses cálculos serão possíveis graças ao fato de

que lagrangiana de interação contém termos envolvendo a interação entre partícula de

matéria escura, os léptons múon e tau e o novo bóson Z ′.

O primeiro passo que iremos dar será utilizar a parte da lagrangiana envolvendo a

interação entre o bóson Z ′ com o múon para calcularmos a contribuição dessa interação

para a anomalia do momento magnético. Em seguida, utilizaremos a parte envolvendo

a interação do bóson Z ′ com o múon (sua antipartícula, seus neutrinos), o tau (sua

antipartícula, seus neutrinos) e com a partícula de matéria escura (sua antipartícula) para

calcularmos a expressão para o decaimento do bóson nos férmions. Esse cálculo será útil

para o passo seguinte, que será o desenvolvimento da seção de choque de interações da

partícula de matéria escura com os léptons da família do múon e da do tau. Obtendo a

seção de choque poderemos realizar o cálculo da densidade de relíquia de matéria escura e

comparamos com o observado pela colaboração Planck [1]. Por último, faremos um estudo

do número efetivo de espécies de neutrino e a contribuição que esse valor recebe do bóson

Z ′ e da partícula de matéria escura.

7.2 Contribuição do Bóson Z ′ para a Anomalia do Momento Mag-

nético do Múon

O primeiro cálculo que iremos realizar é envolvendo a contribuição do bóson Z ′

para a anomalia do momento magnético do múon. Ele será bastante semelhante ao feito

envolvendo o bóson Z do Modelo Padrão, feito na Seção.(5.5). O resultado é da seguinte

forma:
−e

2mµ

F2(0) =
4emµ

32π2

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

(V 2(x2
2 − x2) + A2(x2

2 + 3x2))

((x2 − 1)2m2
µ + x2M2

Z′)
dx2dx1
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+ (1− ξ)6emµ

96π2

∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0
A2





2(−2 + 3x1 + 3x3)

(x1 + x3)2m2
µ + x2M2

Z′

− m2
µ2(x1 + x3)

3

((x1 + x3)2m2
µ + x2M2

Z′)2



dx3dx2dx1

+



C
mµ

MZ′





2
2emµ

32π2

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

(x2 − 1)2

(x2 − 1)2m2
µ + ξx2M2

Z′

dx2dx1

=
4emµ

32π2

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

g′2(x2
2 − x2)

((x2 − 1)2m2
µ + x2M2

Z′)
dx2dx1. (7.1)

Aqui Ązemos a substituição dos parâmetros de acoplamento V → g′, A → 0 e C → 0

pelos valores do modelo U(1)Lµ−Lτ
.

O valor da contribuição para a anomalia é ∆aµ = F2(0), então ainda precisamos

isolar F2(0) no resultado anterior. Assim teremos a contribuição, e também fazer a

substituição das variáveis x1 = y e x2 = x. Então temos:

F2(0) = − g′2

4π2

∫ 1

0

∫ 1−x

0

m2
µx(x− 1)

(x− 1)2m2
µ + xM2

Z′

dxdy

= − g′2

4π2

∫ 1

0

m2
µx(x− 1)(1− x)

(x− 1)2m2
µ + xM2

Z′

dx. (7.2)

Então o acréscimo na anomalia, ∆aµ, será:

∆aµ =
g′2

4π2

∫ 1

0

m2
µx(1− x)2

(1− x)2m2
µ + xM2

Z′

dx. (7.3)

Podemos expandir essa expressão para um cenário em que a massa do bóson Z ′

seja bem menor que a do múon (MZ′ ≪ mµ). Então temos:

∆aµ =
g′2

4π2

∫ 1

0

m2
µx(1− x)2

m2
µ((1− x)2 + x(MZ′

mµ
)2)

dx. (7.4)

Fazendo ε = MZ′

mµ
e expandindo em função de ε, teremos:

∆aµ =
g′2

4π2

∫ 1

0

x(1− x)2

((1− x)2 + x(ε)2)
dx

=
g′2

4π2

∫ 1

0

(

x− x2ε2

(x− 1)2
+O(ε3)



dx (7.5)

=
g′2

4π2

∫ 1

0
xdx+O(ε2).

O que nos leva a uma expressão Ąnal da forma:

∆aµ =
g′2

8π2
. (7.6)
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Podemos fazer o cálculo da seção de choque do processo χχ→ ff que ocorre pelo

seguinte diagrama:

χ f

χ

Z ′

f

Para o cálculo da seção de choque iremos começar designando momentos para as

partículas envolvidas e estudar a cinemática do problema. Isso pode ser feito utilizando a

Fig.(19) com o esboço da cinemática do problema feito no referencial do centro de massa

(cm).

Figura 19 Ű Cinemática do problema no referencial do centro de massa.

Partindo da Fig.(19) podemos denotar os quadrimomentos das partículas envolvidas

no processo da seguinte forma:






































χ : p1,

χ : p2,

f : q1,

f : q2.

No referencial do centro de massa, o quadrimomento pode ser convenientemente escrito em

termos da energia de centro de massa e as massas da partícula. Levando em consideração

que Ecm = Eχ +Eχ = Ef +Ef . Mas como Eχ = Eχ e Ef = Ef , então temos Ecm = 2Eχ =

2Ef → Eχ = Ef = Ecm/2. Ainda podemos rescrever essa energia do centro de massa em

função da variável de Mandelstam, s. Basta considerarmos s = (p1 + p2)2 = E2
cm → Ecm =

√
s.
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Então podemos escrever os quadrimomento como






































pµ
1 = (

√
s

2
, 0, 0, 1

2

√

s− 4M2
χ),

pµ
2 = (

√
s

2
, 0, 0,−1

2

√

s− 4M2
χ),

qµ
1 = (

√
s

2
, 1

2

√

s− 4m2
f sin θ, 0, 1

2

√

s− 4m2
f cos θ),

qµ
2 = (

√
s

2
,−1

2

√

s− 4m2
f sin θ, 0,−1

2

√

s− 4m2
f cos θ),

Em seguida precisamos da amplitude de espalhamento:

M = g′vχ(p2)γ
µuχ(p1)

gµν − PµPν

MZ′

s−M2
Z′ + iMZ′ΓZ′

g′uf (q2)γ
νvf (q1), (7.9)

em que P µ = pµ
1 + pµ

2 .

O propagador foi escrito dessa maneira envolvendo ΓZ′ pelo fato de estarmos

estudando um processo que envolve partículas instáveis que podem decair. Em que

ΓZ′ = ΓZ′→χχ +
∑

f ΓZ′→ff com f = µ, τ, νµ,τ será a largura do decaimento, que iremos

calcular no Ąnal.

O que queremos é ♣M♣2 =M†M. Para esse caso temos

♣M♣2 = g′vf (q1)γ
αuf (q2)

gαβ − PαPβ

MZ′

s−M2
Z′ + iMZ′ΓZ′

g′uχ(p1)γ
βvχ(p2)

× g′vχ(p2)γ
µuχ(p1)

gµν − PµPν

MZ′

s−M2
Z′ + iMZ′ΓZ′

g′uf (q2)γ
νvf (q1)

=
g′4

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′

×


vf (q1)γ
αuf (q2)uχ(p1)γαvχ(p2)× vχ(p2)γ

µuχ(p1)uf (q2)γµvf (q1) (7.10)

− 1

MZ′



vf (q1)γ
αuf (q2)uχ(p1)γαvχ(p2)× vχ(p2)γ

µuχ(p1)PµPνuf (q2)γ
νvf (q1)

+ vf (q1)γ
αuf (q2)PαPβuχ(p1)γ

βvχ(p2)× vχ(p2)γ
µuχ(p1)uf (q2)γµvf (q1)





+
1

M2
Z′

vf (q1)γ
αuf (q2)PαPβuχ(p1)γ

βvχ(p2)× vχ(p2)γ
µuχ(p1)PµPνuf (q2)γ

νvf (q1)



.

Em seguida precisamos realizar a soma sobre os spins das partículas. Primeiro

temos a soma sobre os spins iniciais. Essa soma será envolvendo χ e χ. Essa soma é escrita

com as seguintes expressões:

∑

sχ,sχ

uχ(p1)γ
αvχ(p2)vχ(p2)γ

µuχ(p1),

∑

sχ,sχ

uχ(p1)γ
βvχ(p2)vχ(p2)γ

µuχ(p1). (7.11)
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Usando as relações:

∑

sχ

uχ(p)uχ(p) = (/p+Mχ1),

∑

sχ

vχ(p)vχ(p) = (/p−Mχ1), (7.12)

Então podemos realizar a soma sob spins. Primeiro consideramos a partícula de

momento p2. Então, temos:

∑

χ

usχ
(p1)Oi

1

{

∑

sχ

vχ(p2)vχ(p2)
}

O2uχ(p1) =
∑

sχ

uχ(p1)Oi
1( /p2 −Mχ1)O2uχ(p1)

=
∑

sχ

uχ(p1)Quχ(p1) , Q = Oi
1( /p1 −Mχ1)O2 , Oi

1 = (γα, γβ) , O2 = γµ. (7.13)

Agora nos resta calcular o mesmo para a partícula de momento p1:

∑

sχ

uχ(p1)Quχ(p1). (7.14)

Escrevendo a multiplicação matricial explicitamente (i e j são somados de 1 a 4):

∑

sχ

uχ(p1)Quχ(p1) =
{

∑

sχ

uχ(p1)uχ(p1)
}

ji
Qij

= ( /p1 +MχId)jiQij = Tr
(

( /p1 +Mχ)Q
)

, (7.15)

juntando com o resultado de Q, temos

Tr
[

( /p1 +Mχ)γα( /p2 −Mχ)γµ
]

, (7.16)

Tr
[

( /p1 +Mχ)γβ( /p2 −Mχ)γµ
]

.

Agora fazemos o mesmo para a soma sobre os spins Ąnais, dessa vez envolvendo f

e f . Ficamos com as seguintes expressões:

∑

sf ,s
f

vf (q1)γ
αuf (q2)uf (q2)γ

µvf (q1),

PµPν

∑

sf ,s
f

vf (q1)γ
αuf (q2)uf (q2)γ

νvf (q1), (7.17)

PαPβ

∑

sf ,s
f

vf (q1)γ
αuf (q2)uf (q2)γ

µvf (q1),

PαPβPµPν

∑

sf ,s
f

vf (q1)γ
αuf (q2)uf (q2)γ

νvf (q1),

usando as mesmas relações que utilizamos anteriormente, mas agora com mf , obtemos

Tr
[

( /q2 +mf )γα( /q1 −mf )γµ
]

,

PµPν Tr
[

( /q2 +mf )γα( /q1 −mf )γν
]

, (7.18)
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PαPβ Tr
[

( /q2 +mf )γα( /q1 −mf )γµ
]

,

PαPβPµPν Tr
[

( /q2 +mf )γα( /q1 −mf )γν
]

.

Usando as Eq.(7.16) e Eq.(7.18), podemos calcular os traços e voltarmos para a

amplitude

Tr
[

p1δp2ζγ
δγαγζγµ −M2

χγ
αγµ

]

= 4(pα
1p

µ
2 − p2.p1g

αµ + pµ
1p

α
2 −M2

χg
αµ),

Tr
[

p1δp2ζγ
δγβγζγµ −M2

χγ
βγµ

]

= 4(pβ
1p

µ
2 − p2.p1g

βµ + pµ
1p

β
2 −M2

χg
βµ),

Tr
[

q2δq1ζγ
δγαγζγµ −m2

fγ
αγµ

]

= 4(qα
2 q

µ
1 − q2.q1g

αµ + qµ
2 q

α
1 −m2

fg
αµ),

PµPν Tr
[

q2δq1ζγ
δγαγζγν −m2

fγ
αγν

]

(7.19)

= 4PµPν(qα
2 q

ν
1 − q2.q1g

αν + qν
2q

α
1 −m2

fg
αν),

PαPβ Tr
[

q2δq1ζγ
δγαγζγµ −m2

fγ
αγµ

]

= 4PαPβ(qα
2 q

µ
1 − q2.q1g

αµ + qµ
2 q

α
1 −m2

fg
αµ),

PαPβPµPν Tr
[

q2δq1ζγ
δγαγζγν −m2

fγ
αγν

]

= 4PαPβPµPν(qα
2 q

ν
1 − q2.q1g

αν + qν
2q

α
1 −m2

fg
αν).

Para esse resultado foram usadas propriedades do traço como Tr[γνγµ] = 4gνµ e

Tr
[

γαγνγβγµ
]

= 4(gανgβµ − gαβgνµ + gαµgνβ).

Voltamos agora para calcular ♣M♣2:

♣M♣2 =
16g′4

M2
Z′((s−M2

Z′)2 +M2
Z′Γ2

Z′)



M2
Z′(pα

1p
µ
2 − p2.p1g

αµ + pµ
1p

α
2 −M2

χg
αµ)

× (qα
2 q

µ
1 − q2.q1g

αµ + qµ
2 q

α
1 −m2

fg
αµ)

−MZ′



(pα
1p2.P − p2.p1P

α + p1.Pp
α
2 −M2

χP
α)

× (qα
2 q1.P − q2.q1P

α + q2.P q
α
1 −m2

fP
α)

+ (p1.Pp
µ
2 − p2.p1P

µ + pµ
1p2.P −M2

χP
µ)(q2.P q

µ
1 − q2.q1P

µ + qµ
2 q1.P −m2

fP
µ)





+ (p1.Pp2.P − p2.p1P.P + p1.Pp2.P −M2
χP.P )

× (q2.P q1.P − q2.q1P.P + q2.P q1.P −m2
fP.P )



 (7.20)

=
16g′4

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′



2(p1.q2p2.q1 + p1.q1p2.q2 + p1.p2m
2
f + q2.q1M

2
χ + 2M2

χm
2
f )
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− 2

MZ′

(q2.p1p2.P q1.P − 2q2.q1P.p1p2.P + q2.P q1.p1p2.P − 2m2
fP.p1p2.P

− 2p2.p1P.q2q1.P + q2.q1p2.p1P.P +m2
fp2.p1P.P + p1.Pp2.q2q1.P + q2.Pp1.Pp2.q1

− 2M2
χP.q2q1.P + q2.q1M

2
χP.P +m2

fM
2
χP.P )

+
1

M2
Z′

(2p1.Pp2.P − p2.p1P.P −M2
χP.P )(2q2.P q1.P − q2.q1P.P −m2

fP.P )



.

Nessa etapa já deixamos calculadas as contrações.

Depois temos que fazer a média das possíveis conĄgurações de spins iniciais e juntar

com soma sob spins de ♣M♣2 para completar o truque de Casimir. Temos então

♣M♣2 =
1

4
♣M♣2. (7.21)

Isso nos deixa com

♣M♣2 =
4g′4

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′



2(p1.q2p2.q1 + p1.q1p2.q2 + p1.p2m
2
f + q2.q1M

2
χ + 2M2

χm
2
f )

− 2

MZ′

(q2.p1p2.P q1.P − 2q2.q1P.p1p2.P + q2.P q1.p1p2.P − 2m2
fP.p1p2.P (7.22)

− 2p2.p1P.q2q1.P + q2.q1p2.p1P.P +m2
fp2.p1P.P + p1.Pp2.q2q1.P + q2.Pp1.Pp2.q1

− 2M2
χP.q2q1.P + q2.q1M

2
χP.P +m2

fM
2
χP.P )

+
1

M2
Z′

(2p1.Pp2.P − p2.p1P.P −M2
χP.P )(2q2.P q1.P − q2.q1P.P −m2

fP.P )



.

Para resolvermos só falta fazermos os produtos dos quadrimomentos:










































































































































p1.q1 = p2.q2 = s
4
− 1

4
[(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f )]1/2 cos θ,

p1.q2 = p2.q1 = s
4

+ 1
4
[(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f )]1/2 cos θ,

p1.p2 = s
2
−M2

χ,

q1.q2 = s
2
−m2

f ,

p1.p1 = p2.p2 = M2
χ,

q1.q1 = q2.q2 = m2
f ,

P.P = (p1 + p2).(p1 + p2) = p1.p1 + 2p1.p2 + p2.p2 = s,

P.p1 = (p1 + p2).p1 = p1.p1 + p1.p2 = s
2
,

P.p2 = (p1 + p2).p2 = p1.p2 + p2.p2 = s
2
,

P.q1 = (p1 + p2).q1 = q1.p1 + q1.p2 = s
2
,

P.q2 = (p1 + p2).q2 = p1.q2 + p2.q2 = s
2
.

Substituindo esses produtos na Eq.(7.22), temos

♣M♣2 =
8g′4

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′

( s2

16
+

1

16
(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f ) cos2 θ
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+
s

8
[(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f )]1/2 cos θ +

s2

16
+

1

16
(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f ) cos2 θ

− s

8
[(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f )]1/2 cos θ +

s

2
m2

f −M2
χm

2
f +

s

2
M2

χ −M2
χm

2
f + 2M2

χm
2
f

)

− 1

MZ′

(
s3

16
+
s2

16
[(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f )]1/2 cos θ − s3

4
+
s2

2
m2

f

+
s3

16
− s2

16
[(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f )]1/2 cos θ −m2

f

s2

2
− s3

4
+
s2

2
M2

χ +
s3

4
− s2

2
M2

χ

− s2

2
m2

f +M2
χm

2
fs+m2

f

s2

2
−m2

fM
2
χs+

s3

16
− s2

16
[(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f )]1/2 cos θ

+
s3

16
+
s2

16
[(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f )]1/2 cos θ −M2

χ

s2

2
+M2

χ

s2

2
−m2

fM
2
χs+m2

fM
2
χs)

+
1

2M2
Z′

(
s2

2
− s2

2
+M2

χs−M2
χs)(

s2

2
− s2

2
+m2

fs−m2
fs)

=
g′4

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′

(

s2 + (s− 4M2
χ)(s− 4m2

f ) cos2 θ + 4sM2
χ + 4sm2

f

)

. (7.23)

Então aplicamos esse resultado na seguinte expressão da seção de choque diferencial para

o referencial de centro de massa:

dσ
dΩcm

=
♣p⃗f ♣
♣p⃗i♣
♣M♣2
64π2s

. (7.24)

Usando que Ei = Eχ, s = (Eχ +Eχ)2, com Eχ = Eχ então s = 4E2
i → E2

i = s/4. Também

que Ef = Ef , s = (Ef +Ef )2, com Ef = Ef então s = 4E2
f → E2

f = s/4. Podemos escrever

♣p⃗i♣ =
√

E2
i −M2

χ =

√

s

4
−M2

χ =
1

2

√

s− 4M2
χ,

♣p⃗f ♣ =
√

E2
f −m2

f =

√

s

4
−m2

f =
1

2

√

s− 4m2
f .

(7.25)

Voltando e substituindo na Eq.(7.24), temos

dσ
dΩcm

=

√

√

√

√

s− 4m2
f

s− 4M2
χ

♣M♣2
64π2s

. (7.26)

O próximo passo é usar a amplitude dada pela Eq.(7.23) na expressão e realizar sua

integral.

dσ
dΩcm

=

√

√

√

√

s− 4m2
f

s− 4M2
χ

g′4

64π2s

1

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′

×
(

s2 + (s− 4M2
χ)(s− 4m2

f ) cos2 θ + 4sM2
χ + 4sm2

f

)

dσ =

√

√

√

√

s− 4m2
f

s− 4M2
χ

g′4

64π2s

1

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′

(7.27)

×
(

s2 + (s− 4M2
χ)(s− 4m2

f ) cos2 θ + 4sM2
χ + 4sm2

f

)

dΩcm.

Usando dΩcm = 2π dcos θ, teremos:

σ =

√

√

√

√

s− 4m2
f

s− 4M2
χ

g′4

32πs

1

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′
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∫ 1

−1
d cos θ

(

s2 + (s− 4M2
χ)(s− 4m2

f ) cos2 θ + 4sM2
χ + 4sm2

f

)

=

√

√

√

√

s− 4m2
f

s− 4M2
χ

g′4

16πs

1

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′

(

s2 +
(s− 4M2

χ)(s− 4m2
f )

3
+ 4sM2

χ + 4sm2
f

)

=

√

√

√

√

s− 4m2
f

s− 4M2
χ

g′4

16πs

1

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′

(4(s+ 2M2
χ)(s+ 2m2

f )

3

)

σ =

√

√

√

√

s− 4m2
f

s− 4M2
χ

g′4

12π

1

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′

((s+ 2M2
χ)(s+ 2m2

f )

s

)

. (7.28)

Podemos deixar nossa expressão mais geral para as diferentes partículas existentes no

modelo, colocando um somatório em f em que f = µ, τ, νµ, ντ e adicionando um fator que

depende do lépton envolvido, kf , sendo 1 para µ, τ e 1/2 para νµ, ντ . Assim Ącamos com

σ(s) =
∑

f

kfg
′4

12πs

√

√

√

√

s− 4m2
f

s− 4M2
χ

(s+ 2M2
χ)(s+ 2m2

f )

(s−M2
Z′)2 +M2

Z′Γ2
Z′

. (7.29)

Ainda precisamos fazer o cálculo da largura de decaimento ΓZ′. Ela pode ser

calculada considerando o processo Z ′ → ff . Esse processo é representado pelo seguinte

diagrama:

�Z ′

f

f

Podemos fazer a conta da taxa de decaimento de uma partícula em outras duas

partículas α→ (1, 2) ≡ β, como:

dΓβα

dΩcm

=
♣Mβα♣2
64π2

S12

m3
α

S. (7.30)

Em queMβα é a amplitude do processo, S é um valor relacionado ao número de partículas

idênticas no estado Ąnal S =
∏

k

1

nk!
e S12 é dado por:

S12 = [m2
α − (m1 +m2)

2]1/2[m2
α − (m1 −m2)

2]1/2. (7.31)

Se quisermos escrever em função do decaimento proposto, basta considerarmos α = Z ′,

β = (f, f) e as massas m1 = m2 = mf . Então teremos:

dΓZ′→ff

dΩcm

=
♣MZ′→ff ♣2

64π2

[M2
Z′ − (mf +mf )2]1/2[M2

Z′ − (mf −mf )2]1/2

M3
Z′
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=
♣MZ′→ff ♣2

64π2

[M2
Z′ − 4m2

f ]1/2MZ′

M3
Z′

(7.32)

=
♣MZ′→ff ♣2
64π2MZ′

√

√

√

√1− 4m2
f

M2
Z′

.

O próximo passo é calcularmos a amplitude do processo. Fazemos isso olhando

para a lagrangiana de interação, escrita da seguinte forma:

Lint = g′Z ′
µfγ

µf, (7.33)

em que f = µ, νµ, τ, ντ , χ.

Podemos escrever nossa amplitude da seguinte maneira:

M = g′ϵµuf (p)γµvf (q), (7.34)

em que ϵµ é o vetor de polarização do bóson.

O que queremos é calcular ♣M♣2 =M†M. Para nosso caso teremos:

♣M♣2 = g′2vf (q)γνuf (p)ϵ∗
ν × ϵµuf (p)γµvf (q). (7.35)

O próximo passo é realizar a soma sobre os spins Ąnais:

∑

sf ,s
f

vf (q)γνuf (p)ϵ∗
νϵµuf (p)γµvf (q), (7.36)

usando as relações

∑

sf

uf (p)uf (p) = (/p+mf1),

∑

sf

vf (q)vf (q) = (/q −mf1).
(7.37)

Quando aplicamos essas relações chegamos a seguinte expressão a ser calculada

Tr
[

(/q −mf )ϵ∗
νγ

ν(/p+mf )ϵµγ
µ
]

. (7.38)

Usando algumas propriedades do traço como: Tr[γνγµ] = 4gνµ e Tr
[

γαγνγβγµ
]

= 4(gανgβµ−
gαβgνµ + gαµgνβ), conseguimos resolver a expressão da seguinte forma:

Tr
[

qαpβγ
αγνγβγµϵ∗

νϵµ −m2
fγ

νγµϵ∗
νϵµ

]

= 4[qαpβ(gανgβµ − gαβgνµ + gαµgνβ)ϵ∗
νϵµ −m2

fg
νµϵ∗

νϵµ]

= 4[qαpβϵ∗
αϵβ − q.pϵ∗.ϵ+ qαpβϵ∗

βϵα −m2
fϵ

∗.ϵ]

= 4[q.ϵ∗p.ϵ− q.pϵ∗.ϵ+ q.ϵp.ϵ∗ −m2
fϵ

∗.ϵ]. (7.39)

Em seguida, precisamos entender os momentos das partículas e a polarização do bóson,

para assim conseguirmos substituir os produtos e chegarmos a uma resolução Ąnal para a
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nossa amplitude do processo.

Podemos escrever os quadrimomentos das nossas partículas do estado Ąnal usando de base

a Fig.(20):

p = (
MZ′

2
,
1

2

√

M2
Z′ − 4m2

f cos θ, 0,
1

2

√

M2
Z′ − 4m2

f sin θ),

q = (
MZ′

2
,−1

2

√

M2
Z′ − 4m2

f cos θ, 0,−1

2

√

M2
Z′ − 4m2

f sin θ). (7.40)

A largura do decaimento deve ser independente da polarização da partícula que decai, por

Figura 20 Ű Cinemática do problema no referencial do centro de massa.

isso podemos escolher uma polarização mais simples como a longitudinal com helicidade

zero da forma:

ϵµ = (0, 0, 0, 1) = ϵ∗µ. (7.41)

Agora que temos os momentos das partículas e a polarização podemos calcular os produtos

envolvendo elas. Lembrando que aqui teremos uma multiplicação da forma v.w = v0.w0 −
v1.w1−v2.w2−v3.w3 já que a multiplicação entre dois quadrivetores é V µgµνW

ν e estamos

trabalhando com uma métrica do tipo (+ - - -). Então, nossos produtos são:

ϵ∗.ϵ = −1,

p.q =
M2

Z′

4
+

1

4
(M2

Z′ − 4m2
f )(sin2 θ + cos2 θ) =

M2
Z′

2
−m2

f , (7.42)

q.ϵ = q.ϵ∗ =
1

2

√

M2
Z′ − 4m2

f sin θ,

p.ϵ = p.ϵ∗ = −1

2

√

M2
Z′ − 4m2

f sin θ,

Voltamos agora para calcular ♣M♣2:

♣M♣2 = 4g′2(−1

4
(M2

Z′ − 4m2
f ) sin2 θ +

M2
Z′

2
−m2

f −
1

4
(M2

Z′ − 4m2
f ) sin2 θ +m2

f )

= 4g′2(−1

2
(M2

Z′ − 4m2
f ) sin2 θ +

M2
Z′

2
) (7.43)

= 4g′2(2m2
f (1− cos2 θ) +

M2
Z′

2
cos2 θ).
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Agora que temos a amplitude do nosso processo calculada podemos substituir na

nossa expressão para a taxa de decaimento e chegar a um resultado Ąnal:

dΓ

dΩcm

=
♣M♣2

64π2MZ′

√

√

√

√1− 4m2
f

M2
Z′

=
g′2

16π2MZ′

√

√

√

√1− 4m2
f

M2
Z′

(2m2
f (1− cos2 θ) +

M2
Z′

2
cos2 θ).

(7.44)

Como próximo passo basta resolvermos a integral substituindo dΩcm = 2π dcos θ:

ΓZ′→ff =
2πg′2

16π2MZ′

√

√

√

√1− 4m2
f

M2
Z′

∫ 1

−1
(2m2

f (1− cos2 θ) +
M2

Z′

2
cos2 θ)d cos θ

=
g′2

8πMZ′

√

√

√

√1− 4m2
f

M2
Z′

(2m2
f (cos θ − cos3 θ

3
) +

M2
Z′

2

cos3 θ

3
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

−1

=
g′2

4πMZ′

√

√

√

√1− 4m2
f

M2
Z′

(2m2
f (1− 2

3
) +

M2
Z′

2

2

3
)

=
g′2

4πMZ′

√

√

√

√1− 4m2
f

M2
Z′

(
M2

Z′

3
+

2m2
f

3
) =

g′2

12πMZ′

√

1− 4mf

M2
Z′

(M2
Z′ + 2m2

f ). (7.45)

Como último passo, precisamos deixar expressão um fator que indique quais as partículas

fermiônicas envolvidas no processo. Fazemos isso colocando o fator kf , sendo kf = 1

para f = µ, τ, χ e kf = 1/2 para f = νµ, ντ . Podemos ainda simpliĄcar um pouco nossa

expressão para chegarmos a taxa de decaimento da forma:

ΓZ′→ff =
kfg

′2mZ′

12π



1 +
2m2

f

M2
Z′





√

√

√

√1− 4m2
f

M2
Z′

. (7.46)

Agora temos tudo que é necessário para usarmos a expressão da seção de choque.

Podemos utilizar essa expressão para calcularmos a densidade de relíquia ΩMEh
2. Faremos

isso utilizando o programa DRAKE [61]. Utilizando os valores gerados pelo programa

podemos fazer um gráĄco, Fig.(21), relacionando a densidade de relíquia e relação entre a

massa do bóson Z ′, MZ′ , a massa de matéria escura, Mχ.

Podemos notar que para um valor de Mχ Ąxo temos dois valores de MZ′ que dão

um valor de relíquia satisfatório para o observado pela colaboração Planck [1]. Isso pode

ser melhor observado na Fig.(22). Nesse gráĄco podemos ver a relação entre a massa de

matéria escura, Mχ, e a razão das massas, MZ′/Mχ. Para cada valor de Mχ temos dois

valores de MZ′ que dão a densidade de relíquia com g′ satisfatório para resolver a anomalia

∆aµ.

7.4 O Número Efetivo de Espécies de Neutrino

Uma consequência cosmológica que o modelo U(1)Lµ−Lτ
irá acarretar é envolvendo

o número efetivo de espécies de neutrino. Antes de pensarmos no que o modelo irá implicar

nesse ponto precisamos entender um pouco melhor sobre esse número.
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peratura muda pode ser vista usando a conservação da entropia Eq.(3.52) e a equação de

Friedmann Eq.(3.9) (com Λ = 0 e k = 0).

ds
dt
a3 + 3

1

a

da
dt
a3s = 0⇒1

a

da
dt

= − 1

3s

ds
dT

dT
dt

=

√

8πG

3
ρ

dt = − s′(T )

s
√

24πGρ(T )
dT

t = −
∫ s′(T )

s(T )
√

24πGρ(T )
dT.

(7.47)

Utilizando do fato que:

ρ =
π2

30
T 4g∗ e P =

ρ

3
. (7.48)

E utilizando Eq.(3.50), teremos

s =
2π2

45
T 3g∗ ⇒ s′ =

ds
dT

=
3

T
s. (7.49)

Se colocarmos que g∗ é constante, chegaremos a:

t = −
∫ 3/T
√

24πGπ2

30
T 4g∗

⇒ t =
1

T 2

√

45

16π3Gg∗
+ cte. (7.50)

Fixando tBig Bang = 0 e observando que T →∞ no Big Bang, é possível fazer cte= 0. Em

um universo dominado por radiação, a ∝ t
1
2 , teremos:

T ∝ 1

a
. (7.51)

Utilizando essas relações como base, podemos estudar o número efetivo de neutrinos.

Neutrinos e fótons não interagem, mas podemos pensar sobre a relação entre o banho

térmico de um com o outro. Quando a temperatura do banho térmico do fóton é alta o

suĄciente, processos como aniquilação pósitron-elétron e produção de pares pósitron-elétron

são reações balançadas:

γ + γ → e+ + e− produção de pares,

e+ + e− → γ + γ aniquilação de pares.
(7.52)

Para o processo de produção de pares os fótons precisam ter uma temperatura de

ordem 1MeV (já que temos me ≈ 0.5MeV e precisamos ter conservação de energia). Então,

quando a temperatura do banho térmico de fótons está abaixo dessa valor as reações

deixam de ser balanceadas e mais fótons são injetados no banho térmico, porque temos

mais aniquilação de pares acontecendo que produção. Podemos estudar as mudanças que

ocorrem referentes a esses processos usando a conservação de sa3.
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Como temos as seguintes relações:

ρ =
gT 4π2

30
∗











1 bósons,
7
8

férmions,

P =
ρ

3
,

s =
ρ+ P

T
.

(7.53)

Poderemos escrever uma expressão para entropia do fóton (bóson), do neutrino (férmion)

e do elétron com o pósitron (férmion):

sbóson =
4ρbóson

3T
=
g4T 4π2

90T
= g

2π2

45
T 3,

sférmion =
4ρférmion

3T
=

7

8

g4T 4π2

90T
=

7

8
g

2π2

45
T 3.

em que g é especíĄco para cada partícula. Antes de acontecer a aniquilação e− + e+, para

um fator de escala ai, teremos a densidade de entropia:

s(ai) =
2π2

45
T 3

i



2 +
7

8
(2 + 2) +

7

8
Nν(gν + gν)



, (7.54)

em que usamos gγ = ge+ = ge− = 2 e Nνgν que Nν é o número de famílias dos neutrinos, e

Ti foi usada como a mesma temperatura para todas as partículas pois ela vem do banho

térmico original do Big-Bang.

Já após a aniquilação, com um fator de escala af , a densidade de entropia é:

s(af ) =
2π2

45



2T 3
γ + +

7

8
Nν(gν + gν)T 3

ν



. (7.55)

Usando o fato da conservação da entropia por volume comóvel s(ai)a
3
i = s(af )a3

f ,

teremos

(aiTi)
3



2 +
7

4
(Nνgν + 2)



 = (afTν)3



2

(

Tγ

Tν

3

+
7

4
Nνgν



. (7.56)

Já que a temperatura dos neutrinos continua com um comportamento ∝ 1/a teremos

(aiTi)
3 = (afTν)3, o que nos leva a seguinte relação:

Tν

Tγ

=





4

11





1
3

. (7.57)

Usando essa relação juntamente com as expressões:

ργ =
2π2

30
T 4

γ ,

ρν =
7

8

Nνgνπ
2

30
T 4

ν ,

(7.58)
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poderemos mostrar a seguinte expressão:

ρν

ργ

=
7

8

Nνgν

2

(

Tν

Tγ





4

=
7

8

Nνgν

2

(

4

11





4
3

→ ρν =
7

8

Nνgν

2

(

4

11





4
3

ργ, (7.59)

em que gν é o grau de liberdade do neutrino e Nν o número de famílias do neutrino.

Podemos escrever esses valores como Neff = gνNν , o número efetivo de espécies de neutrino.

Então, temos a seguinte relação:

ρν = ρν =
7

8

Neff

2

(

4

11





4
3

ργ. (7.60)

Podemos escrever a densidade de energia radiativa total como

ρr = ργ + ρν + ρν =



1 +
7

8
Neff

(

4

11





4
3


ργ. (7.61)

A contribuição do modelo U(1)Lµ−Lτ
atua com a junção de dois processos:

χχ→ νν,

Z ′ → νν.

Podemos reescrever a densidade de energia total utilizando a conservação de

entropia, teremos a seguinte expressão:

4

3T 4
des

ρtot =
4

3T 4
des

[ρν + ρν + ρχ + ρχ + ρZ′ ], (7.62)

em que estamos considerando as partículas de neutrinos que vieram dos processos ante-

riormente e as duas conservações de energia nos processos que são ρν + ρν = ρχ + ρχ e

ρν + ρν = ρZ′ .

Podemos escrever o número efetivo de espécies de neutrino inicial como aquele

que tínhamos antes da introdução das novas partículas, com apenas neutrinos do modelo

padrão e sem os gerados pelo bóson Z ′ e partículas de matéria escura χ. Escrevemos da

seguinte maneira:

N i
eff =

8

7

(

11

4





4
3
ρtot

ργ

. (7.63)

Em seguida, podemos escrever uma versão Ąnal envolvendo as novas partículas da extensão:

N f
eff =

8

7

(

11

4





4
3
(2ρν + ρχ + ρχ + ρZ′)

ργ

.
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Subtraindo o número efetivo de espécies de neutrino inicial do Ąnal iremos obter o

aumento desse número de acordo com as novas adições.

∆Neff = N f
eff −N i

eff =
8

7

(

11

4





4
3
(2ρν + ρχ + ρχ + ρZ′)

ργ

− 8

7

(

11

4





4
3
2ρν

ργ

=
8

7

(

11

4





4
3
(ρχ + ρχ + ρZ′)

ργ

.

(7.64)

O que falta é escrevermos expressões para as densidades de energia da partícula de

matéria escura (férmion) e da partícula Z ′(bóson). Teremos:

ρχ = ρχ = 2
∫ d3p⃗χ

(2π)3

Eχ

exp
(

Eχ

Tdes

)

+ 1
,

ρZ′ = 3
∫ d3p⃗Z′

(2π)3

EZ′

exp
(

EZ′

Tdes

)

− 1
.

(7.65)

Então o incremento de Neff será dado por:

δρ = ρχ + ρχ + ρZ′ =
∫ d3p⃗χ

(2π)3

4Eχ

exp
(

Eχ

Tdes

)

+ 1
+
∫ d3p⃗Z′

(2π)3

EZ′

exp
(

3EZ′

Tdes

)

− 1
. (7.66)

E teremos:

∆Neff =
8

7

(

11

4





4
3
δρ

ργ

. (7.67)

Com os dados da colaboração Planck [1] temos um limite ∆Neff ≲ 0.3. O Neff esperado

pelo Modelo Padrão seria 3 por causa das três famílias de neutrinos. Então, esse ≈ 0.3

seria a mais que 3 e daria o ∆Neff.

Esse valor de ∆Neff pode gerar uma contribuição para a tensão envolvendo a

constante de Hubble H0. Ela é uma tensão entre o valor medido no início do universo

(considerando apenas as suposições do modelo cosmológico) e o medido recentemente

por observações, a colaboração Planck [1] coloca uma valor para a constante de Hubble

igual a H0 = (69.32± 0.97) Km s−1Mpc−1. A contribuição de ∆Neff vem porque com o

aumento de Neff estamos considerando um valor extra de radiação que vai mudar o valor no

momento da recombinação na história do universo e irá afetar o valor de H0 que é medido

por observações. A colaboração Planck [1] juntamente com os dados de R18 de Riess [62]

coloca de contribuição como Neff = 3.27±0.15, o que coloca um limite de ∆Neff ≈ 0.1−0.4.

Então, podemos colocar como limite ∆Neff ≲ 0.5 e no intervalo ∆Neff = 0.2− 0.5 existe

um potencial cenário para aliviar a tensão envolvendo H0.

Na Fig.(23) podemos ver uma relação entre a massa da matéria escura, Mχ, e a

massa do bóson Z ′. Temos as linhas verde e azul para relação das massas que dão certo

com a densidade de relíquia e com a anomalia. Também temos sombreado as regiões com

contribuição para Neff que no caso tem a contribuição para H0 com a região laranja e a

parte que não gera contribuição para Neff com a cinza em que Neff > 0.5 .
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8 Conclusão

O estudo da física além do Modelo Padrão se mostrou cada vez mais interessante

quando pensamos na evolução da tecnologia empregada por experimentos e observações.

Dois problemas que estão nesse escopo chamam a atenção por estarem em alta e terem

um bom embasamento experimental e observacional. O primeiro tópico é o da matéria

escura como matéria desconhecida do Universo. O segundo é o da anomalia no momento

magnético do múon. Ambos os problemas podem ser estudados através do entendimento

de interações entre partículas.

Existem várias evidências que contribuíram para a construção da busca por matéria

escura como vimos no Cap.(2). O estudo dela na forma de partícula gera alguns bons

candidatos e é uma abordagem interessante de se fazer. Uma boa maneira de realizar seu

estudo é através de densidade de relíquia, que pode ser feito com o uso da equação de

Boltzmann como vimos no Cap.(4) e é feita com base na cosmologia e termodinâmica

apresentadas no Cap.(3). Ao calcularmos a densidade de relíquia podemos comparar seu

valor com o observado pela colaboração Planck [1].

Já o estudo da anomalia do momento magnético do múon começamos o entendi-

mento dele ao estudarmos os experimentos que servem de norte para a busca de uma

contribuição para a anomalia, o do E821 [4] e o do Fermilab [3]. Vimos como esse cálculo

pode ser feito desde uma contribuição simples até uma mais complexa como a contribuição

dada pela interação com o bóson Z. Então a contribuição para a anomalia pode ser

calculada ao estudar um processo interação do múon com outra partícula. Esse foi o

conteúdo visto no Cap.(5).

Tanto a densidade de relíquia quanto a contribuição para a anomalia podem ser

estudadas usando como base um modelo que sirva de extensão para o Modelo Padrão. O

modelo U(1)Lµ−Lτ
inclui, além da família do múon e a do tau, uma partícula de matéria

escura χ, e um bóson Z ′. Esse foi o modelo escolhido para ser o ponto de partida do estudo

dos tópicos abordados. A apresentação e o desenvolvimento do modelo estão feitos no

Cap.(6).

Ao estudarmos a interação entre o múon e o bóson Z ′ podemos encontrar uma

contribuição para a anomalia do momento magnético do múon. Já fazendo o estudo de

processos envolvendo partículas da matéria escura podemos encontrar a seção de choque

do processo e com ela resolver a equação de Boltzmann para obter a densidade de relíquia.

O estudo da contribuição para a anomalia do momento magnético do múon foi

feito com base na interação com o bóson Z ′. Ao comparar o resultado com os dados dos

experimentos do Fermilab [3] e da colaboração E821 [4] é possível limitar o acoplamento
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g′ da teoria de uma forma que o valor experimental seja obtido. O resultado foi que g′

possui um valor próximo de 4.5× 10−4.

Já o estudo da densidade de relíquia foi feito estudando processos envolvendo a

partícula de matéria escura e as outras partículas do modelo. Com a seção de choque foi

possível resolver a equação de Boltzmann e achar um valor para a densidade de relíquia.

Isso feito com g′ tomando um valor que resolva a anomalia. Ao observar o resultado da

densidade de relíquia com um valor de massa da partícula de matéria escura Ąxo pudemos

ver que para dois valores de massa do bóson Z ′ encontrávamos um valor da densidade

igual àquele encontrado em observações da colaboração Planck [1]. Então observamos para

diferentes valores de massa da partícula de matéria escura que a razão entre massa do

bóson Z ′ e da partícula de matéria escura era MZ′ = 1.9Mχ e MZ′ = 2.7Mχ para que o

valor de densidade de relíquia encontrado por Planck fosse alcançado.

Por último vimos que o modelo ainda trazia uma contribuição para um problema

cosmológico envolvendo a medição de H0. Pudemos fazer isso ao estudar o número efetivo

de espécies de neutrinos Neff que possui um aumento graças a processos envolvendo Z ′, χ

e neutrinos. De acordo com a colaboração Planck [1] juntamente com os dados de R18 de

Riess [62] temos Neff = 3.27± 0.15, o que coloca um limite de ∆Neff ∼ 0.1− 0.4. Então,

temos o limite ∆Neff ≲ 0.5 e no intervalo ∆Neff = 0.2− 0.5 existe um potencial cenário

para aliviar a tensão envolvendo H0. Vemos que ao colocar a razão entre massa de matéria

escura e massa do bóson Z ′ vemos uma preferência de massas entre 1−50MeV para valores

parecidos com o da colaboração Planck [1].

Então, vimos que graças a valores experimentais e observacionais podemos colocar

limites no acoplamento da teoria, g′, assim como nas massas da partícula de matéria

escura, Mχ, e na massa do bóson Z ′, MZ′ . Isso faz com que o modelo Ąque simples e direto

no ponto de busca. Um passo interessante para o futuro e que poderia limitar mais ainda

a teoria é olhar limites experimentais de detecção e como eles podem limitar mais ainda o

modelo e deixar com intervalos propícios para busca. Por causa do jeito com que os atuais

experimentos conseguem limitar o modelo nos seus poucos parâmetros, nós acabamos

deparando com um modelo simples e de fácil previsibilidade. No sentido de que temos bons

intervalos limitados para facilitar na busca. É nesse sentido que os limites de experimentos

ajudariam a estabelecer melhor os cenários em que o modelo funcionaria.
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APÊNDICE A Ű Base para o Cálculo do

Acréscimo para a Anomalia (∆aµ) Gerado pelo

Bóson Z

Nesse apêndice estão reunidos os cálculos feitos para a contribuição do bóson Z

para o problema da anomalia do momento magnético do múon. Temos separados em partes

cada um dos quatro denominadores e numeradores envolvidos nas duas amplitudes uma

envolvendo Z e outra o bóson de Nambu-Goldstone. Em seguida também deixaremos as

integrais prontas para poder aplicar no acréscimo da anomalia. Os resultados Ąnais geram

as contribuições necessárias dadas pelas amplitudes dadas pelas Eq.(5.61) e Eq.(5.62).

A.1 Denominador

Teremos três denominadores dados pela amplitude da Eq.(5.61) (D1
Z , D2

Z e D3
Z) e

um da amplitude dada pela Eq.(5.62) (DG). Eles possuem a seguinte forma:

D1
Z =

1

((l + p1 + p2)2 −m2
µ + iε)(l2 −m2

µ + iε)((l + p1)2 −M2
Z + iε)

,

D2
Z =

1

((l + p1 + p2)2 −m2
µ + iε)(l2 −m2

µ + iε)((l + p1)2 −M2
Z + iε)((l + p1)2)

,

D3
Z =

1

((l + p1 + p2)2 −m2
µ + iε)(l2 −m2

µ + iε)((l + p1)2 − ξM2
Z + iε)((l + p1)2)

,

DG =
1

((l + p1 + p2)2 −m2
µ + iε)(l2 −m2

µ + iε)((l + p1)2 − ξM2
Z + iε)

.

(A.1)

Para podermos simpliĄcar esses denominadores, nós usaremos a parametrização de Feyn-

man. No caso teremos ela de duas formas:

1

ABC
= 2

∫ 1

0
dx1dx2dx3δ(x1 + x2 + x3 − 1)

1

[x1A+ x2B + x3C]3

= 2
∫ 1

0

∫ 1−x2

0

dx2dx1

[C + x1(A− C) + x2(B − C)]3
,

1

ABCD
= 6

∫ 1

0
dx1dx2dx3dx4δ(x1 +2 +x3 + x4 − 1)

1

[x1A+ x2B + x3C + x4D]4

= 6
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

dx3dx2dx1

[D + (A−D)x1 + (B −D)x2 + (C −D)x3]4
.

(A.2)
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A.1.1 Primeiro Denominador

Vamos começar trabalhando com o primeiro denominador D1
Z em Eq.(A.1). Preci-

samos escrever ele da forma:

D1
Z = C + x1(A− C) + x2(B − C). (A.3)

Em que:
A = l2 −m2

µ + iε,

B = (l + p1)
2 −M2

Z + iε,

C = (l + p1 + p2)
2 −m2

µ + iε.

(A.4)

Então temos o denominador escrito como:

D1
Z =(l + p1 + p2)

2 −m2
µ + iε+ (l2 −m2

µ + iε− (l + p1 + p2)
2 +m2

µ − iε)x1

+ ((l + p1)
2 −M2

Z + iε− (l + p1 + p2)
2 +m2

µ − iε)x2

=l2 + 2l((1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2) + (1− x1 − x2)(p1 + p2)
2

+ x2p
2
1 + (x2 − 1)m2

µ − x2M
2
Z + iε.

(A.5)

Podemos notar que nosso denominador está escrito de uma forma parecida com αl2+2βl+γ,

sendo α = 1,β = ((1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2) e γ = +(1− x1 − x2)(p1 + p2)
2 + x2p

2
1 +

(x2 − 1)m2
µ − x2M

2
Z + iε. Isso nos permite escrever completando quadrado da forma

(l + β)2 − β2 + γ. Assim o nosso denominador toma a seguinte forma:

D1
Z =(l + (1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2)

2 − ((1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2)
2

+ (1− x1 − x2)(p1 + p2)
2 + x2p

2
1 + (x2 − 1)m2

µ − x2M
2
Z + iε

=(l + (1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2)
2 + [(1− x1 − x2) + x2 − (1− x1)

2]p2
1

+ 2[(1− x1 − x2)− (1− x1)(1− x1 − x2)]p1p2

+ [(1− x1 − x2)− (1− x1 − x2)
2]p2

2 + (x2 − 1)m2
µ − x2M

2
Z + iε

=(l + (1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2)
2 + x1(1− x1)p

2
1 + 2x1(1− x1 − x2)p1p2

+ (x1 + x2)(1− x1 − x2)p
2
2 + (x2 − 1)m2

µ − x2M
2
Z + iε.

(A.6)

O que precisaremos fazer é utilizar das seguintes relações: p2
1 = m2

µ, p2
2 = m2

µ e p1.p2 = −m2
µ.

Também usando uma mudança de variável do tipo k → (l + (1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2).

Isso nos permite manipular mais um pouco nosso denominador e deixar ele da seguinte

forma:

D1
Z =(l + (1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2)

2 + x1(1− x1)m
2
µ − 2x1(1− x1 − x2)m

2
µ

+ (x1 + x2)(1− x1 − x2)m
2
µ + (x2 − 1)m2

µ − x2M
2
Z + iε

=k2 + [x1(1− x1)− 2x1(1− x1 − x2) + (x1 + x2)(1− x1 − x2)

+ (x2 − 1)]m2
µ − x2M

2
Z + iε

=k2 + (x2(2− x2)− 1)m2
µ − x2M

2
Z + iε.

(A.7)

Se escrevermos ∆2 = −(x2(2− x2)− 1)m2
µ + x2M

2
Z , então nosso denominador Ąnal Ąca:

D1
Z = k2 −∆2 + iε. (A.8)
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A.1.2 Segundo Denominador

De forma similar, vamos agora para o segundo denominador D2
Z na Eq.(A.1).

Precisamos escrever ele da forma:

D2
Z = D + (A−D)x1 + (B −D)x2 + (C −D)x3. (A.9)

Em que:
A =l2 −m2

µ + iε,

B =(l + p1)
2 −M2

Z + iε,

C =(l + p1 + p2)
2 −m2

µ + iε,

D =(l + p1)
2 + iε.

(A.10)

Então temos o denominador escrito como:

D2
Z =(l + p1)

2 + iε+ x1(l
2 −m2

µ + iε− (l + p1)
2 − iε)

+ x2((l + p1)
2 −M2

Z + iε− (l + p1)
2 − iε)

+ x3((l + p1 + p2)
2 −m2

µ + iε− (l + p1)
2 − iε)

=l2 + 2lp1 + p2
1 + iε− x1(2lp1 + p2

1 +m2
µ)− x2M

2
Z

+ x3(2lp2 + 2p1p2 + p2
2 −m2

µ)

=l2 + 2l((1− x1)p1 + x3p2) + (1− x1)p
2
1 + x3p

2
2

+ 2x3p1p2 − (x1 + x3)m
2
µ − x2M

2
Z + iε.

(A.11)

Dessa vez ao completar quadrado termos β = ((1− x1)p1 + x3p2). Então escrevemos da

forma (l + β)2 − β2 + γ. Assim o nosso denominador Ąca:

D2
Z =(l + (1− x1)p1 + x3p2)

2 − ((1− x1)p1 + x3p2)
2 + (1− x1)p

2
1

+ x3p
2
2 + 2x3p1p2 − (x1 + x3)m

2
µ − x2M

2
Z + iε

=(l + (1− x1)p1 + x3p2)
2 − (1− x1)

2p2
1 − 2x3(1− x1)p1p2 − x2

3p
2
2

+ (1− x1)p
2
1 + x3p

2
2 + 2x3p1p2 − (x1 + x3)m

2
µ − x2M

2
Z + iε.

(A.12)

Agora o que precisaremos fazer é utilizar as relações envolvendo p1 e p2 já utilizadas

anteriormente e também uma mudança de variável do tipo k → (l + (1− x1)p1 + x3p2).

Podemos manipular mais um pouco nosso denominador e deixar ele da seguinte forma:

D2
Z =(l + (1− x1)p1 + x3p2)

2 − (1− x1)
2m2

µ + 2x3(1− x1)m
2
µ − x2

3m
2
µ

+ (1− x1)m
2
µ + x3m

2
µ − 2x3m

2
µ − (x1 + x3)m

2
µ − x2M

2
Z + iε

=k2 + (−x2 − y2 − 2xy)m2
µ − zM2

Z + (1− w)iε

=k2 + (2x3(1− x1)− (1− x1)
2 − x2

3 + (1− x1) + x3

− 2x3 − (x1 + x3))m
2
µ − x2M

2
Z + iε

=k2 − (x1 + x3)
2m2

µ − x2M
2
Z + iε.

(A.13)

Se escrevermos ∆2 = (x1 + x3)
2m2

µ + x2M
2
Z , então nosso denominador Ąnal Ąca:

D2
Z = k2 −∆2 + iε. (A.14)
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A.1.3 Terceiro Denominador

Fazendo o uso do procedimento feito anteriormente passaremos para o terceiro

denominador D3
Z na Eq.(A.1). Precisamos escrever ele da forma:

D3
Z = D + (A−D)x1 + (B −D)x2 + (C −D)x3. (A.15)

Em que:
A = l2 −m2

µ + iε,

B = (l + p1)
2 − ξM2

Z + iε,

C = (l + p1 + p2)
2 −m2

µ + iε,

D = (l + p1)
2 + iε.

(A.16)

Então temos o denominador escrito como:

D3
Z =(l + p1)

2 + iε+ x1(l
2 −m2

µ + iε− (l + p1)
2 − iε)

+ x2((l + p1)
2 − ξM2

Z + iε− (l + p1)
2 − iε)

+ x3((l + p1 + p2)
2 −m2

µ + iε− (l + p1)
2 − iε)

=l2 + 2lp1 + p2
1 + iε− x1(2lp1 + p2

1 +m2
µ)− x2ξM

2
Z

+ x3(2lp2 + 2p1p2 + p2
2 −m2

µ)

=l2 + 2l((1− x1)p1 + x3p2) + (1− x1)p
2
1 + x3p

2
2 + 2x3p1p2

− (x1 + x3)m
2
µ − x2ξM

2
Z + iε.

(A.17)

Teremos β = ((1− x1)p1 + x3p2) para escrever completando quadrado da forma (l+ β)2 −
β2 + γ. Assim o nosso denominador Ąca:

D3
Z =(l + (1− x1)p1 + x3p2)

2 − ((1− x1)p1 + x3p2)
2 + (1− x1)p

2
1

+ x3p
2
2 + 2x3p1p2 − (x1 + x3)m

2
µ − x2ξM

2
Z + iε

=(l + (1− x1)p1 + x3p2)
2 − (1− x1)

2p2
1 − 2x3(1− x1)p1p2 − x2

3p
2
2

+ (1− x1)p
2
1 + x3p

2
2 + 2x3p1p2 − (x1 + x3)m

2
µ − x2ξM

2
Z + iε.

(A.18)

Agora o que precisaremos fazer é utilizar as relações envolvendo p1 e p2 já utilizadas

anteriormente. Juntamente com k → (l + (1− x1)p1 + x3p2). Isso nos permite manipular

mais um pouco nosso denominador e deixar ele da seguinte forma:

D3
Z =(l + (1− x1)p1 + x3p2)

2 − (1− x1)
2m2

µ + 2x3(1− x1)m
2
µ − x2

3m
2
µ

+ (1− x1)m
2
µ + x3m

2
µ − 2x3m

2
µ − (x1 + x3)m

2
µ − x2ξM

2
Z + iε

=k2 + (2x3(1− x1)− (1− x1)
2 − x2

3 + (1− x1) + x3

− 2x3 − (x1 + x3))m
2
µ − x2ξM

2
Z + iε

=k2 − (x1 + x3)
2m2

µ − x2ξM
2
Z + iε.

(A.19)

Se escrevermos ∆2 = (x1 + x3)
2m2

µ + x2ξM
2
Z , então nosso denominador Ąnal Ąca:

D3
Z = k2 −∆2 + iε. (A.20)
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A.1.4 Quarto Denominador

Vamos agora para o quarto e último denominador DG na Eq.(A.1). Mais uma vez

precisaremos seguir o procedimento anterior. Começando escrevendo ele da forma:

DG = C + x1(A− C) + x2(B − C). (A.21)

Em que:
A = l2 −m2

µ + iε,

B = (l + p1)
2 − ξM2

Z + iε,

C = (l + p1 + p2)
2 −m2

µ + iε.

(A.22)

Então temos o denominador escrito como:

DG =(l + p1 + p2)
2 −m2

µ + iε+ (l2 −m2
µ + iε− (l + p1 + p2)

2 +m2
µ − iε)x1

+ ((l + p1)
2 − ξM2

Z + iε− (l + p1 + p2)
2 +m2

µ − iε)x2

=l2 + 2l((1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2) + (1− x1 − x2)(p1 + p2)
2

+ x2p
2
1 + (x2 − 1)m2

µ − ξx2M
2
Z + iε.

(A.23)

Usando β = ((1 − x1)p1 + (1 − x1 − x2)p2) podemos completar quadrado da forma

(l + β)2 − β2 + γ, ele Ącará:

DG =(l + (1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2)
2 − ((1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2)

2

+ (1− x1 − x2)(p1 + p2)
2 + x2p

2
1 + (x2 − 1)m2

µ − ξx2M
2
Z + iε

=(l + (1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2)
2 + [(1− x1 − x2) + x2 − (1− x1)

2]p2
1

+ 2[(1− x1 − x2)− (1− x1)(1− x1 − x2)]p1p2

+ [(1− x1 − x2)− (1− x1 − x2)
2]p2

2 + (x2 − 1)m2
µ − ξx2M

2
Z + iε

=(l + (1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2)
2 + x1(1− x1)p

2
1 + 2x1(1− x1 − x2)p1p2

+ (x1 + x2)(1− x1 − x2)p
2
2 + (x2 − 1)m2

µ − ξx2M
2
Z + iε.

(A.24)

Utilizando novamente as relações envolvendo p1 e p2 já utilizadas anteriormente. Com

k → (l + (1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2). Deixamos ele da seguinte forma:

DG =(l + (1− x1)p1 + (1− x1 − x2)p2)
2 + x1(1− x1)m

2
µ

− 2x1(1− x1 − x2)m
2
µ + (x1 + x2)(1− x1 − x2)m

2
µ

+ (x2 − 1)m2
µ − ξx2M

2
Z + iε

=k2 + [x1(1− x1)− 2x1(1− x1 − x2) + (x1 + x2)(1− x1 − x2)

+ (x2 − 1)]m2
µ − ξx2M

2
Z + iε

=k2 + (x2(2− x2)− 1)m2
µ − ξx2M

2
Z + iε.

(A.25)

Se escrevermos ∆2 = −(x2(2− x2)− 1)m2
µ + ξx2M

2
Z , então nosso denominador Ąnal Ąca:

DG = k2 −∆2 + iε. (A.26)
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A.2 Numerador

Agora estudaremos os numeradores de maneira semelhante com a que Ązemos para

os denominadores. Teremos três numeradores dados pela amplitude da Eq.(5.61) (N1
Z , N2

Z

e N3
Z) e um da amplitude dada pela Eq.(5.62) (NG). Os numeradores inicialmente são:

N1
Z =u(p2)[(V γ

σ − Aγσγ5)(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)

× (V γρ − Aγργ5)gρσ]u(p1),

N2
Z =− u(p2)[(V γ

σ − Aγσγ5)(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)(V γρ − Aγργ5),

× (lρ + p1ρ)(lσ + p1σ)]u(p1) (A.27)

N3
Z =u(p2)[(V γ

σ − Aγσγ5)(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)(V γρ − Aγργ5),

× ξ(lρ + p1ρ)(lσ + p1σ)]u(p1)

NG =u(p2)[γ
5(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)γ5]u(p1).

Lembrando que A e V são os acoplamentos vetorial e axial da interação e serão substituídos

ao Ąnal dos cálculos.

A.2.1 Primeiro Numerador

Vamos trabalhar com um numerador de cada vez, começando pelo primeiro N1
Z em

(A.27).

N1
Z =u(p2)[(V γ

σ − Aγσγ5)(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)

× (V γρ − Aγργ5)gρσ]u(p1)

=u(p2)[(V γ
σ − Aγσγ5)(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)

× (V γσ − Aγσγ
5)]u(p1)

=u(p2)[V γ
σ(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)V γσ]u(p1)

− u(p2)[V γ
σ(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)Aγσγ

5]u(p1) (A.28)

− u(p2)[Aγ
σγ5(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)V γσ]u(p1)

+ u(p2)[Aγ
σγ5(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)Aγσγ

5]u(p1)

=V 2u(p2)[γ
σ(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)γρ]u(p1)

− V Au(p2)[γ
σ(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)γσγ

5]u(p1)

− AV u(p2)[γ
σγ5(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)γσ]u(p1)

+ A2u(p2)[γ
σγ5(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)γσγ

5]u(p1).

Podemos agora fazer o uso de algumas relações como: γνγµγν = −2γµ, γνγµγργν = 4gµρ,

γµγν = −γνγµ, γµγ5 = −γ5γµ e γ5γ5 = 1. E por último vamos escrever o termo envolvendo

γ5 como O(γ5) pois ele não será importante para o nosso cálculo.

N1
Z =− 2V 2u(p2)[(/l + /p1 + /p2)γ

µ/l +m2
µγ

µ + 2mµ(2lµ + pµ
1 + pµ

2)]u(p1)
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+ 2V Au(p2)[(/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ + 2mµ(2lµ + pµ

1 + pµ
2)]γ5u(p1)

− 2V Au(p2)[(/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ − 2mµ(2lµ + pµ

1 + pµ
2)]γ5u(p1) (A.29)

− 2A2u(p2)[(/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ − 2mµ(2lµ + pµ

1 + pµ
2)]γ5γ5u(p1)

=− 2(V 2 + A2)u(p2)[(/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ]u(p1)

− 2(V 2 − A2)u(p2)[2mµ(2lµ + pµ
1 + pµ

2)]u(p1) +O(γ5).

E também faremos a seguinte mudança de variável: /p1 → /p, p1 → p, /p2 → −/p′ e p2 → −p′.

Vamos isolar os termos envolvendo k, O(k) (usando l→ k− (1−x1)p+(1−x1−x2)p′) em

uma expressão só, fazemos isso utilizando as relações: γµ/k = 2kµ − /kγµ e kµkν = 1
4
gµνk2,

e ainda tendo em mente as relações envolvendo as matrizes γ. Isso nos deixa com

N1
Z =− 2(V 2 + A2)u(p′)[/kkµ − /k/kγµ +O(k) +m2

µγ
µ + (−(1− x1)/p

+ (1− x1 − x2)/p
′ + /p− /p′)γµ(−(1− x1)/p+ (1− x1 − x2)/p

′)]u(p)

− 2(V 2 − A2)u(p′)[2mµ(−2(1− x1)p+ 2(1− x1 − x2)p
′ + pµ − p′µ)]u(p1) +O(γ5)

=O(γ5) +O(k)− 2(V 2 + A2)u(p′)[2kµkνγν − γµk2 + ((x1 − 1)/p

+ (1− x1 − x2)/p
′)γµ(x1/p− (x1 + x2)/p

′)]u(p)

− 2V 2u(p′)[m2
µγ

µ + 2mµ((2x1 − 1)pµ + (1− 2x1 − 2x2)p
′µ)]u(p)

− 2A2u(p′)[m2
µγ

µ − 2mµ((2x1 − 1)pµ + (1− 2x1 − 2x2)p
′µ)]u(p) (A.30)

=− 2(V 2 + A2)u(p′)[
2

4
gµνγνk

2 − γµk2 + x1(x1 − 1)/pγ
µ
/p− (x1 − 1)(x1 + x2)/pγ

µ /p′

+ x1(1− x1 − x2)/p
′γµ
/p− (1− x1 − x2)(x1 + x2)/p

′γµ /p′]u(p)

− 2V 2u(p′)[m2
µγ

µ + 2mµ((2x1 − 1)pµ + (1− 2x1 − 2x2)p
′µ)]u(p)

− 2A2u(p′)[m2
µγ

µ − 2mµ((2x1 − 1)pµ + (1− 2x1 − 2x2)p
′µ)]u(p) +O(γ5) +O(k).

Aqui foi usado o fato que /a/a = a2. Em seguida, usaremos as relações /pu(p) = mµu(p) e

u(p′)/p′ = u(p′)mµ, que γµ /p′ = 2p′µ− /p′γµ ou /pγµ = 2pµ−γµ/p e também que /p/p′ = 2m2
µ− /p′/p,

escrevemos:

N1
Z =− 2(V 2 + A2)u(p′)[−1

2
γµk2 + 2x1(x1 − 1)pµ

/p− x1(x1 − 1)γµ
/p/p

− 2(x1 − 1)(x1 + x2)/pp
′µ + (x1 − 1)(x1 + x2)/p/p

′γµ + x1(1− x1 − x2)m
2
µγ

µ

− 2(1− x1 − x2)(x1 + x2)p
′µ /p′ + (1− x1 − x2)(x1 + x2)γ

µ /p′ /p′]u(p)

− 2V 2u(p′)[m2
µγ

µ + 2mµ((2x1 − 1)pµ + (1− 2x1 − 2x2)p
′µ)]u(p)

− 2A2u(p′)[m2
µγ

µ − 2mµ((2x1 − 1)pµ + (1− 2x1 − 2x2)p
′µ)]u(p)

+O(γ5) +O(k)

=− 2(V 2 + A2)u(p′)[−1

2
γµk2 + 2mµx1(x1 − 1)pµ − x1(x1 − 1)m2

µγ
µ

− 2mµ(x1 − 1)(x1 + x2)p
′µ + (x1 − 1)(x1 + x2)/p/p

′γµ

+ x1(1− x1 − x2)m
2
µγ

µ
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− 2mµ(1− x1 − x2)(x1 + x2)p
′µ + (1− x1 − x2)(x1 + x2)m

2
µγ

µ]u(p)

− 2V 2u(p′)[m2
µγ

µ + 2mµ((2x1 − 1)pµ + (1− 2x1 − 2x2)p
′µ)]u(p)

− 2A2u(p′)[m2
µγ

µ − 2mµ((2x1 − 1)pµ + (1− 2x1 − 2x2)p
′µ)]u(p)

+O(γ5) +O(k)

=− 2(V 2 + A2)u(p′)[−1

2
γµk2 + (1− x1(x1 − 1) + x1(1− x1 − x2)

+ (1− x1 − x2)(x1 + x2))m
2
µγ

µ

+ 2(x1 − 1)(x1 + x2)m
2
µγ

µ − (x1 − 1)(x1 + x2)/p
′
/pγ

µ]u(p)

− 2u(p′)[2mµ(V 2(2x1 − 1 + x1(x1 − 1))pµ − A2(2x1 − 1

− x1(x1 − 1))pµ)]u(p)

− 2u(p′)[2mµ(V 2(1− 2x1 − 2x2 − (x1 − 1)

− (1− x1 − x2)(x1 + x2))p
′µ)

− A2(1− 2x1 − 2x2 + (x1 − 1)(x1 + x2) + (1− x1 − x2)(x1 + x2))p
′µ)]u(p) (A.31)

+O(γ5) +O(k)

=− 2(V 2 + A2)u(p′)[−1

2
γµk2 − 2(x1 − 1)(x1 + x2)/p

′pµ

+ (x1 − 1)(x1 + x2)/p
′γµ
/p

+ (1− 3x2
1 + 3x1 − 3x1x2 + x2 − x2

2 + 2(x1 − 1)(x1 + x2))m
2
µγ

µ]u(p)

− 2u(p′)[2mµ(V 2(x2
1 + x1 − 1)pµ − A2(3x1 − x2

1 − 1)pµ)]u(p)

− 2u(p′)[2mµ(V 2(1− 2x1 − 2x2 + x2
2 + x1x2)p

′µ

− A2(1− 2x1 − x2
2 − 2x2 − x1x2)p

′µ)]u(p) +O(γ5) +O(k)

=− 2(V 2 + A2)u(p′)[−1

2
γµk2 + (1− x2

1 + x1 − x1x2 − x2 − x2
2

+ (x1 − 1)(x1 + x2))m
2
µγ

µ]u(p)− 2u(p′)[2mµ(V 2(x2
1 + x1 − 1

− (x1 − 1)(x1 + x2))p
µ

− A2(3x1 − x2
1 − 1 + (x1 − 1)(x1 + x2))p

µ)]u(p)

− 2u(p′)[2mµ(V 2(1− 2x1 − 2x2 + x2
2 + x1x2)p

′µ

− A2(1− 2x1 − x2
2 − 2x2 − x1x2)p

′µ)]u(p) +O(γ5) +O(k)

=− 2(V 2 + A2)u(p′)[−1

2
γµk2 + (1− 2x2 − x2

2)m
2
µγ

µ]u(p)

− 2u(p′)[2mµ(V 2(2x1 + x2 − 1− x1x2)p
µ

− A2(2x1 − 1− x2 + x1x2)p
µ)]u(p)

− 2u(p′)[2mµ(V 2(1− 2x1 − 2x2 + x2
2 + x1x2)p

′µ

− A2(1− 2x1 − x2
2 − 2x2 − x1x2)p

′µ)]u(p) +O(γ5) +O(k).
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Para deixarmos de uma forma melhor nós podemos fazer a seguinte mudança p →
(p+ − p−)/2 e p′ → (p+ + p−)/2, em que p+ = p′ + p e p− = p′ − p = q:

N1
Z =− 2(V 2 + A2)u(p′)[−1

2
γµk2 + (1− 2x2 − x2

2)m
2
µγ

µ]u(p)

− 2u(p′)[2mµ(V 2(2x1 + x2 − 1− x1x2)
(p+ − p−)

2

µ

− A2(2x1 − 1− x2 + x1x2)
(p+ − p−)

2

µ

)]u(p)

− 2u(p′)[2mµ(V 2(1− 2x1 − 2x2 + x2
2 + x1x2)

(p+ + p−)

2

µ

− A2(1− 2x1 − x2
2 − 2x2 − x1x2)

(p+ + p−)

2

µ

)]u(p) +O(γ5) +O(k)

=− 2(V 2 + A2)u(p′)[−1

2
γµk2 + (1− 2x2 − x2

2)m
2
µγ

µ]u(p)

− 2V 2u(p′)[2mµ(
1

2
(2x1 + x2 − 1− x1x2 + 1− 2x1 − 2x2 + x2

2 + x1x2)p+

+
1

2
(1− 2x1 − 2x2 + x2

2 + x1x2 − 2x1 − x2 + 1 + x1x2)p−)]u(p) (A.32)

+ 2A2u(p′)[2mµ(
1

2
(2x1 − 1− x2 + x1x2 + 1− 2x1 − x2

2 − 2x2 − x1x2)p+

+
1

2
(1− 2x1 − x2

2 − 2x2 − x1x2 − 2x1 + 1 + x2 − x1x2)p−)]u(p)

+O(γ5) +O(k)

=− 2(V 2 + A2)u(p′)[−1

2
γµk2 + (1− 2x2 − x2

2)m
2
µγ

µ]u(p)

− 2V 2u(p′)[2mµ(
1

2
(x2

2 − x2)p+ +
1

2
(2− 4x1 − 3x2 + 2x1x2 + x2

2)p−)]u(p)

+ 2A2u(p′)[2mµ[−1

2
(3x2 + x2

2)p+ +
1

2
(2− 4x1 − x2 − 2x1x2 − x2

2)p−)]u(p)

+O(γ5) +O(k).

Para Ąnalizar vamos voltar com qµ = p′µ − pµ = p− e usar a identidade de Gordon

u(p′)(pµ + p′µ)u(p) = u(p′)p+u(p) = 2mu(p′)γµu(p)− iu(p′)σµνqνu(p). Assim temos:

N1
Z =− 2u(p′)[(V 2(1− 4x2 + x2

2) + A2(1 + 4x2 + x2
2))m

2
µγ

µ]u(p)

+ 2u(p′)[mµ(V 2i(x2
2 − x2)σ

µνqν + iA2(x2
2 + 3x2)σ

µνqν)]u(p)

− 2u(p′)[2mµ(V 2 1

2
(2− 4x1 − 3x2 + 2x1x2 + x2

2)q
µ (A.33)

− A2 1

2
(2− 4x1 − x2 − 2x1x2 − x2

2)q
µ)− 2(V 2 + A2)u(p′)[−1

2
γµk2]u(p)

+O(γ5) +O(k).

Então chegamos a expressão Ąnal igual a:

N1
Z = + 2u(p′)[mµ(V 2i(x2

2 − x2)σ
µνqν + iA2(x2

2 + 3x2)σ
µνqν)]u(p)

+O(γ5) +O(k) +O(γµ) +O(q).
(A.34)
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O que vai nos importar a seguir é o termo envolvendo qνu(p′)σµνu(p), então nosso numerador

Ąnal é:

N1
Z = i2mµ(V 2(x2

2 − x2) + A2(x2
2 + 3x2)) (A.35)

Deixaremos a substituição de A e V para quando formos juntar denominador e

numerador e montar a integral.

A.2.2 Segundo Numerador

Vamos trabalhar com o segundo numerador agora de forma similar,N2
Z na Eq.(A.27):

N2
Z =− u(p2)[(V γ

σ − Aγσγ5)(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)(V γρ − Aγργ5)

× (lρ + p1ρ)(lσ + p1σ)]u(p1)

=− u(p2)[(V + Aγ5)(/l + /p1)(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)

× (/l + /p1)(V − Aγ5)]u(p1)

=− u(p2)[(V + Aγ5)(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ

−mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)(V − Aγ5)]u(p1)

=− V 2u(p2)[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ

−mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)]u(p1)

+ V Au(p2)[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ

−mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)]γ
5u(p1)

− V Au(p2)γ
5[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ

µ/l +m2
µγ

µ

−mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)]u(p1)

+ A2u(p2)γ
5[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ

µ/l +m2
µγ

µ

−mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)]γ
5u(p1)

=− V 2u(p2)[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ

−mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)]u(p1)

+ V Au(p2)[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ

−mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)]γ
5u(p1)

+ V Au(p2)[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ

+mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)]γ
5u(p1)

− A2u(p2)γ
5γ5[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ

µ/l +m2
µγ

µ

+mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)]u(p1)

=− V 2u(p2)[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ

−mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)]u(p1)

+ 2V Au(p2)[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ)(/l + /p1)]γ

5u(p1)

− A2u(p2)[(/l + /p1)((/l + /p1 + /p2)γ
µ/l +m2

µγ
µ
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+mµ(/lγµ + γµ/l + /p1γ
µ + /p2γ

µ))(/l + /p1)]u(p1)

=− V 2u(p′)[(/l + /p)((/l + /p− /p′)γµ/l +m2
µγ

µ − 2mµl
µ

−mµ(/pγ
µ − /p′γµ))(/l + /p)]u(p)

− A2u(p′)[(/l + /p)((/l + /p− /p′)γµ/l +m2
µγ

µ + 2mµl
µ (A.36)

+mµ(/pγ
µ − /p′γµ))(/l + /p)]u(p) +O(γ5).

Aqui Ązemos o uso das mesmas relações: γµγ5 = −γ5γµ, γ5γ5 = 1 e γµ/l = 2lµ − /lγµ.

Realizamos uma mudança de variável do tipo: /p1 → /p, p1 → p, /p2 → −/p′ e p2 → −p′ e

ainda isolamos os fatores envolvendo um γ5 sozinho no termo O(γ5).

Realizando as multiplicações Ącamos com:

N2
Z =− V 2u(p′)[(/l + /p)(/lγ

µ/l + /pγ
µ/l − /p′γµ/l +m2

µγ
µ − 2mµl

µ −mµ/pγ
µ

+mµ /p
′γµ)(/l + /p)]u(p)

− A2u(p′)[(/l + /p)(/lγ
µ/l + /pγ

µ/l − /p′γµ/l +m2
µγ

µ + 2mµl
µ +mµ/pγ

µ

−mµ /p
′γµ)(/l + /p)]u(p) +O(γ5)

=− V 2u(p′)[/l/lγµ/l/l + /l/pγ
µ/l/l − /l /p′γµ/l/l +m2

µ
/lγµ/l − 2mµl

µ/l/l −mµ/l/pγ
µ/l

+mµ/l /p
′γµ/l + /l/lγµ/l/p+ /l/pγ

µ/l/p− /l /p′γµ/l/p+m2
µ
/lγµ

/p− 2mµl
µ/l/p

−mµ/l/pγ
µ
/p+mµ/l /p

′γµ
/p+ /p/lγ

µ/l/l + /p/pγ
µ/l/l − /p/p′γµ/l/l +m2

µ/pγ
µ/l

− 2mµl
µ
/p/l −mµ/p/pγ

µ/l +mµ/p/p
′γµ/l + /p/lγ

µ/l/p

+ /p/pγ
µ/l/p− /p/p′γµ/l/p+m2

µ/pγ
µ
/p− 2mµl

µ
/p/p−mµ/p/pγ

µ
/p+mµ/p/p

′γµ
/p]u(p)

− A2u(p′)[/l/lγµ/l/l + /l/pγ
µ/l/l − /l /p′γµ/l/l +m2

µ
/lγµ/l + 2mµl

µ/l/l +mµ/l/pγ
µ/l (A.37)

−mµ/l /p
′γµ/l + /l/lγµ/l/p+ /l/pγ

µ/l/p− /l /p′γµ/l/p+m2
µ
/lγµ

/p+ 2mµl
µ/l/p+mµ/l/pγ

µ
/p

−mµ/l /p
′γµ
/p+ /p/lγ

µ/l/l + /p/pγ
µ/l/l − /p/p′γµ/l/l +m2

µ/pγ
µ/l + 2mµl

µ
/p/l +mµ/p/pγ

µ/l

−mµ/p/p
′γµ/l + /p/lγ

µ/l/p+ /p/pγ
µ/l/p− /p/p′γµ/l/p+m2

µ/pγ
µ
/p+ 2mµl

µ
/p/p

+mµ/p/pγ
µ
/p−mµ/p/p

′γµ
/p]u(p) +O(γ5).

Agora vamos fazer o uso de algumas relações para poder simpliĄcar nossa expressão.

Primeiro o fato de que /a/a = a2 e as relações do tipo: /pu(p) = mµu(p), u(p′)/p′ = u(p′)mµ,

γµ /p′ = 2p′µ− /p′γµ ou /pγµ = 2pµ− γµ/p, /p/p′ = 2m2
µ− /p′/p, γµ/l = 2lµ− /lγµ, /l /p′ = 2l.p′− /p′/l

e /p/l = 2l.p− /l/p.

N2
Z =− V 2u(p′)[l4γµ + /l/pγ

µl2 − /l /p′γµl2 +m2
µ
/lγµ/l − 2mµl

µl2 −mµ/l/pγ
µ/l

+mµ/l /p
′γµ/l +mµl

2γµ/l +mµ/l/pγ
µ/l −mµ/l /p

′γµ/l +m3
µ
/lγµ − 2m2

µl
µ/l

−m2
µ
/l/pγ

µ +m2
µ
/l /p′γµ + /p/lγ

µl2 +m2
µγ

µl2 − /p/p′γµl2 +m2
µ/pγ

µ/l − 2mµl
µ
/p/l

−m3
µγ

µ/l +mµ/p/p
′γµ/l +mµ/p/lγ

µ/l +m3
µγ

µ/l −mµ/p/p
′γµ/l +m3

µ/pγ
µ
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− 2m3
µl

µ −m4
µγ

µ +m2
µ/p/p

′γµ]u(p)

− A2u(p′)[l4γµ + /l/pγ
µl2 − /l /p′γµl2 +m2

µ
/lγµ/l + 2mµl

µl2 +mµ/l/pγ
µ/l

−mµ/l /p
′γµ/l +mµl

2γµ/l +mµ/l/pγ
µ/l −mµ/l /p

′γµ/l +m3
µ
/lγµ + 2m2

µl
µ/l

+m2
µ
/l/pγ

µ −m2
µ
/l /p′γµ + /p/lγ

µl2 +m2
µγ

µl2 − /p/p′γµl2 +m2
µ/pγ

µ/l + 2mµl
µ
/p/l

+m3
µγ

µ/l −mµ/p/p
′γµ/l +mµ/p/lγ

µ/l +m3
µγ

µ/l −mµ/p/p
′γµ/l +m3

µ/pγ
µ + 2m3

µl
µ

+m4
µγ

µ −m2
µ/p/p

′γµ]u(p) +O(γ5)

=− V 2u(p′)[l4γµ + 2l2pµ/l −mµl
2/lγµ − 2l.p′l2γµ +mµl

2/lγµ + 2m2
µl

µ/l

−m2
µl

2γµ − 2mµl
µl2 − 2mµl

2pµ +mµ/lγ
µ
/p/l + 2mµl.p

′γµ/l −m2
µ
/lγµ/l

+mµl
2γµ/l + 2mµl

2pµ −mµ/lγ
µ
/p/l − 2mµl.p

′γµ/l +m2
µ
/lγµ/l +m3

µ
/lγµ

− 2m2
µl

µ/l − 2m2
µp

µ/l +m3
µ
/lγµ + 2m2

µl.p
′γµ −m3

µ
/lγµ

+ 2l2l.pγµ − /l/pγµl2 + l2m2
µγ

µ − 2m2
µl

2γµ +mµl
2
/pγ

µ + 2m2
µp

µ/l −m2
µγ

µ
/p/l

− 4mµl
µl.p+ 2m2

µl
µ/l −m3

µγ
µ/l + 2m3

µγ
µ/l −m2

µ/pγ
µ/l

+ 2mµl
µ
/p/l −mµl

2
/pγ

µ +m3
µγ

µ/l − 2m3
µγ

µ/l +m2
µ/pγ

µ/l + 2m3
µp

µ −m4
µγ

µ

− 2m3
µl

µ −m4
µγ

µ + 2m4
µγ

µ −m3
µ/pγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[l4γµ + 2l2pµ/l −mµl
2/lγµ − 2l.p′l2γµ +mµl

2/lγµ + 2m2
µl

µ/l

−m2
µl

2γµ + 2mµl
µl2 + 2mµl

2pµ −mµ/lγ
µ
/p/l − 2mµl.p

′γµ/l +m2
µ
/lγµ/l

+mµl
2γµ/l + 2mµl

2pµ −mµ/lγ
µ
/p/l − 2mµl.p

′γµ/l +m2
µ
/lγµ/l +m3

µ
/lγµ

+ 2m2
µl

µ/l + 2m2
µp

µ/l −m3
µ
/lγµ − 2m2

µl.p
′γµ +m3

µ
/lγµ

+ 2l2l.pγµ − /l/pγµl2 + l2m2
µγ

µ − 2m2
µl

2γµ +mµl
2
/pγ

µ + 2m2
µp

µ/l −m2
µγ

µ
/p/l

+ 4mµl
µl.p− 2m2

µl
µ/l +m3

µγ
µ/l − 2m3

µγ
µ/l +m2

µ/pγ
µ/l

+ 2mµl
µ
/p/l −mµl

2
/pγ

µ +m3
µγ

µ/l − 2m3
µγ

µ/l +m2
µ/pγ

µ/l + 2m3
µp

µ −m4
µγ

µ

+ 2m3
µl

µ +m4
µγ

µ − 2m4
µγ

µ +m3
µ/pγ

µ]u(p) +O(γ5)

=− V 2u(p′)[l4γµ + 2l2pµ/l − 2l.p′l2γµ + 2m2
µl

µ/l −m2
µl

2γµ

− 2mµl
µl2 − 2mµl

2pµ + 2mµl.p/lγ
µ + 2mµl.p

′γµ/l − 2m2
µ
/lγµ/l

+mµl
2γµ/l + 2mµl

2pµ − 2mµl.p/lγ
µ − 2mµl.p

′γµ/l + 2m2
µ
/lγµ/l +m3

µ
/lγµ

− 2m2
µl

µ/l − 2m2
µp

µ/l + 2m2
µl.p

′γµ

+ 2l2l.pγµ − 2/lpµl2 +mµ/lγ
µl2 − 2m2

µl
2γµ + 2mµl

2pµ + 2m2
µp

µ/l − 2l.pm2
µγ

µ

+m3
µγ

µ/l − 4mµl
µl.p+ 2m2

µl
µ/l −m3

µγ
µ/l + 2m3

µγ
µ/l − 2m2

µp
µ/l + 2l.pm2

µγ
µ

−m3
µγ

µ/l + 4mµl.pl
µ − 2m2

µl
µ/l − 2mµl

2pµ +m2
µl

2γµ + 2m3
µγ

µ/l

− 2m3
µγ

µ/l + 2m2
µp

µ/l − 2m2
µl.pγ

µ + 2m3
µp

µ −m4
µγ

µ

− 2m3
µl

µ −m4
µγ

µ + 2m4
µγ

µ − 2m3
µp

µ +m4
µγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[l4γµ + 2l2pµ/l − 2l.p′l2γµ + 2m2
µl

µ/l −m2
µl

2γµ

+ 2mµl
µl2 + 2mµl

2pµ − 2mµl.p/lγ
µ − 2mµl.p

′γµ/l + 2m2
µ
/lγµ/l

+mµl
2γµ/l + 2mµl

2pµ − 2mµl.p/lγ
µ − 2mµl.p

′γµ/l + 2m2
µ
/lγµ/l +m3

µ
/lγµ
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+ 2m2
µl

µ/l + 2m2
µp

µ/l − 2m2
µl.p

′γµ

+ 2l2l.pγµ − 2/lpµl2 +mµ/lγ
µl2 − 2m2

µl
2γµ + 2mµl

2pµ + 2m2
µp

µ/l − 2l.pm2
µγ

µ

+m3
µγ

µ/l + 4mµl
µl.p− 2m2

µl
µ/l +m3

µγ
µ/l − 2m3

µγ
µ/l + 2m2

µp
µ/l − 2l.pm2

µγ
µ

+m3
µγ

µ/l + 4mµl.pl
µ − 2m2

µl
µ/l − 2mµl

2pµ +m2
µl

2γµ + 2m3
µγ

µ/l

− 2m3
µγ

µ/l + 2m2
µp

µ/l − 2m2
µl.pγ

µ + 2m3
µp

µ −m4
µγ

µ

+ 2m3
µl

µ +m4
µγ

µ − 2m4
µγ

µ + 2m3
µp

µ −m4
µγ

µ]u(p) +O(γ5)

=− V 2u(p′)[l4γµ − 2l.p′l2γµ + 2m2
µl.p

′γµ + 2l2l.pγµ

− 2m2
µl

2γµ − 2m2
µl.pγ

µ +m4
µγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[l4γµ − 2l.p′l2γµ − 6m2
µl

2γµ + 4mµl
µl2 + 4mµl.pγ

µ/l − 4mµl.p
′γµ/l

+ 8m2
µ
/l lµ + 8m2

µp
µ/l − 2m2

µl.p
′γµ + 2l2l.pγµ − 6l.pm2

µγ
µ + 4m3

µp
µ + 4m3

µl
µ

+ 4mµl
2pµ − 3m4

µγ
µ]u(p) +O(γ5)

=− V 2u(p′)[l4γµ − 2(l.p′ − l.p)l2γµ + 2m2
µ(l.p′ − l.p)γµ

− 2m2
µl

2γµ +m4
µγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[l4γµ − 2(l.p′ − lp)l2γµ − 6m2
µl

2γµ + 4mµ(l.p− l.p′)γµ/l (A.38)

+ 4mµl
µl2 + 8m2

µ
/l lµ + 8m2

µp
µ/l − 2m2

µl.p
′γµ − 6l.pm2

µγ
µ

+ 4m3
µp

µ + 4m3
µl

µ + 4mµl
2pµ − 3m4

µγ
µ]u(p) +O(γ5).

Para concluirmos o numerador é preciso fazer a seguinte transformação: lµ →
kµ − (1− x1)p

µ + x3p
′µ (/l → /k − (1− x1)/p+ x3 /p

′). Isso nos da as seguintes relações:

u(p′)[/l ]u(p) =u(p′)[/k − (1− x1)/p+ x3 /p
′]u(p)

=u(p′)[/k − (1− x1)mµ + x3mµ]u(p)

=u(p′)[/k + (x1 + x3 − 1)mµ]u(p)

u(p′)[γµ/l ]u(p) =u(p′)[γµ/k − (1− x1)γ
µ
/p+ x3γ

µ /p′]u(p)

=u(p′)[γµ/k − (1− x1)mµγ
µ + 2x3p

′µ − x3mµγ
µ]u(p)

=u(p′)[γµ/k − (1− x1 + x3)mµγ
µ + 2x3p

′µ]u(p)

lµ/l =(kµ − (1− x1)p
µ + x3p

′µ)(/k − (1− x1 − x3)mµ)

=
1

4
k2γµ − (1− x1 − x3)mµk

µ − (1− x1)p
µ/k

+ x3p
′µ/k + (1− x1)(1− x1 − x3)mµp

µ − x3(1− x1 − x3)mµp
′µ

l2 =(kµ − (1− x1)p
µ + x3p

′µ)(kµ − (1− x1)pµ + x3p
′
µ)

=k2 − (1− x1)k.p+ x3k.p
′ − (1− x1)k.p+ (1− x1)

2p2

− x3(1− x1)p.p
′ + x3k.p

′ − x3(1− x1)p.p
′ + x2

3p
′2

=k2 − 2(1− x1)k.p+ 2x3k.p
′ + (x1 + x3 − 1)2m2

µ

lµl2 =(kµ − (1− x1)p
µ + x3p

′µ)(k2 − 2(1− x1)k.p+ 2x3k.p
′

+ (x1 + x3 − 1)2m2
µ)
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=kµk2 − 2(1− x1)k
µk.p+ 2x3k

µk.p′ + (x1 + x3 − 1)2m2
µk

µ

− (1− x1)k
2pµ + 2(1− x1)

2k.ppµ − 2x3(1− x1)k.p
′pµ

− (1− x1)(x1 + x3 − 1)2m2
µp

µ

+ x3k
2p′µ − 2x3(1− x1)k.pp

′µ + 2x2
3k.p

′p′µ + x3(x1 + x3 − 1)2m2
µp

′µ

l4 =(k2 − 2(1− x1)k.p+ 2x3k.p
′ + (x1 + x3 − 1)2m2

µ)2

=k4 − 2(1− x1)k
3p+ 2x3k

3p′ + (x1 + x3 − 1)2m2
µk

2

− 2(1− x1)k
3p+ 4(1− x1)

2m2
µk

2 − 4x3(1− x1)m
2
µk

2

− 2(1− x1)(x1 + x3 − 1)2m2
µk.p

+ 2x3k
3p′ − 4x3(1− x1)m

2
µk

2 + 4x2
3k

2m2
µ + 2x3(x1 + x3 − 1)2m2

µk.p
′

+ (x1 + x3 − 1)2m2
µk

2 − 2(1− x1)(x1 + x3 − 1)2m2
µk.p

+ 2x3(x1 + x3 − 1)2m2
µk.p

′ + (x1 + x3 − 1)4m4
µ

=k4 − 4(1− x1)k
3p+ 4x3k

3p′ + 6(x1 + x3 − 1)2m2
µk

2

− 2(1− x1)(x1 + x3 − 1)2m2
µk.p+ 2x3(x1 + x3 − 1)2m2

µk.p
′

+ (x1 + x3 − 1)4m4
µ

l.p =(kα − (1− x1)p
α + x3p

′α).pα = k.p+ (x1 + x3 − 1)m2
µ

l.p′ =(kα − (1− x1)p
α + x3p

′α).p′α = k.p′ + (x1 + x3 − 1)m2
µ.

Mas antes de aplicarmos essas relações no nosso numerador, podemos excluir os

termos que envolvem k com um expoente ímpar. Isso por causa do formato de nossa

integral. Então, nossa relações Ącam da seguinte forma:

u(p′)[/l ]u(p) =u(p′)[(x1 + x3 − 1)mµ]u(p)

u(p′)[γµ/l ]u(p) =u(p′)[γµ/k − (1− x1 + x3)mµγ
µ + x3p

′µ]u(p)

lµ/l =
1

4
k2γµ + (1− x1)(1− x1 − x3)mµp

µ − x3(1− x1 − x3)mµp
′µ

l2 =k2 + (x1 + x3 − 1)2m2
µ

lµl2 =− 2(1− x1)k
µk.p+ 2x3k

µk.p′ − (1− x1)k
2pµ

− (1− x1)(x1 + x3 − 1)2m2
µp

µ + x3k
2p′µ + x3(x1 + x3 − 1)2m2

µp
′µ

l4 =k4 + 6(x1 + x3 − 1)2m2
µk

2 + (x1 + x3 − 1)4m4
µ (A.39)

l.p =(x1 + x3 − 1)m2
µ

l.p′ =(x1 + x3 − 1)m2
µ

(k.p)(k.p) =(k.p′)(k.p′) = (k.p)(k.p′) =
1

4
k2m2

µ

(k.p)/k =
1

4
k2
/p

(k.p′)/k =
1

4
k2 /p′

kµk.p =
1

4
k2pµ
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kµk.p′ =
1

4
k2p′µ.

Podemos fazer as substituições dessas relações no nosso numerador:

N2
Z =− V 2u(p′)[(k4 + 6(x1 + x3 − 1)2m2

µk
2 + (x1 + x3 − 1)4m4

µ)γµ

+ 2(2(1− x1 + x3)(k.p)(k.p
′)− 2x3(k.p

′)(k.p′)− 2(1− x1)(k.p)(k.p))γ
µ

− 2m2
µ(k2 + (x1 + x3 − 1)2m2

µ)γµ +m4
µγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[(k4 + 6(x1 + x3 − 1)2m2
µk

2 + (x1 + x3 − 1)4m4
µ)γµ

+ 2(2(1− x1 + x3)(k.p)(k.p
′)− 2x3(k.p

′)(k.p′)− 2(1− x1)(k.p)(k.p))γ
µ

− 6m2
µ(k2 + (x1 + x3 − 1)2m2

µ)γµ + 4mµ(−3

2
(1− x1)k

2pµ +
3

2
x3k

2p′µ

− (1− x1)(x1 + x3 − 1)2m2
µp

µ + x3(x1 + x3 − 1)2m2
µp

′µ)

+ 4mµ(k.p− k.p′)(γµ/k) + 8m2
µ(

1

4
k2γµ + (1− x1)(1− x1 − x3)mµp

µ

− x3(1− x1 − x3)mµp
′µ) + 8m2

µp
µ((x1 + x3 − 1)mµ)− 8m4

µ(x1 + x3 − 1)γµ

+ 4m3
µp

µ − 4m3
µ((1− x1)p

µ − x3p
′µ) + 4mµ(k2 + (x1 + x3 − 1)2m2

µ)pµ

− 3m4
µγ

µ]u(p) +O(γ5)

=− V 2u(p′)[k4γµ + 6(x1 + x3 − 1)2m2
µk

2γµ + (x1 + x3 − 1)4m4
µγ

µ

− 2m2
µk

2γµ − 2(x1 + x3 − 1)2m4
µγ

µ +m4
µγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[k4γµ + 6(x1 + x3 − 1)2m2
µk

2γµ + (x1 + x3 − 1)4m4
µγ

µ

− 6m2
µk

2γµ − 6(x1 + x3 − 1)2m4
µγ

µ − 6mµ(1− x1)k
2pµ + 6mµx3k

2p′µ

− 4(1− x1)(x1 + x3 − 1)2m3
µp

µ + 4x3(x1 + x3 − 1)2m3
µp

′µ

+ 2m2
µk

2γµ − 2mµk
2p′µ + 2m2

µk
2γµ + 8m3

µ(1− x1)(1− x1 − x3)p
µ

− 8m3
µx3(1− x1 − x3)p

′µ + 8m3
µp

µ(x1 + x3 − 1)− 8m4
µ(x1 + x3 − 1)γµ

+ 4m3
µp

µ − 4m3
µ(1− x1)p

µ + 4m3
µx3p

′µ + 4mµk
2pµ + 4(x1 + x3 − 1)2m3

µp
µ

− 3m4
µγ

µ]u(p) +O(γ5)

=− V 2u(p′)[k4γµ + (6(x1 + x3 − 1)2 − 2)m2
µk

2γµ + ((x1 + x3 − 1)4

− 2(x1 + x3 − 1)2 + 1)m4
µγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[k4γµ + (6(x1 + x3 − 1)2 − 2)m2
µk

2γµ + ((x1 + x3 − 1)4

− 6(x1 + x3 − 1)2 − 8(x1 + x3 − 1)− 3)m4
µγ

µ + (4− 6(1− x1))mµk
2pµ

+ (4(x1 + x3 − 1)2 + 8(x1 + x3 − 1)− 8(1− x1)(x1 + x3 − 1)− 4(1− x1)

− 4(1− x1)(x1 + x3 − 1)2 + 4)m3
µp

µ + (+6x3 − 2)mµk
2p′µ +m3

µp
′µ(4x3

+ 8x3(x1 + x3 − 1) + 4x3(x1 + x3 − 1)2)]u(p) +O(γ5) +O(k, k3)

=− V 2u(p′)[k4γµ + (6(x1 + x3 − 1)2 − 2)m2
µk

2γµ + ((x1 + x3 − 1)4

− 2(x1 + x3 − 1)2 + 1)m4
µγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[k4γµ + (6(x1 + x3 − 1)2 − 2)m2
µk

2γµ + ((x1 + x3 − 1)4 (A.40)
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− 6(x1 + x3 − 1)2 − 8(x1 + x3 − 1)− 3)m4
µγ

µ + (−2 + 6x1))mµk
2pµ

+ 4x1(x1 + x3)
2m3

µp
µ + (6x3 − 2)mµk

2p′µ + 4x3(x1 + x3)
2m3

µp
′µ]u(p)

+O(γ5) +O(k, k3).

Em seguida, nós podemos fazer a seguinte mudança p→ (p+ − p−)/2 e p′ → (p+ + p−)/2,

em que p+ = p′ + p e p− = p′ − p = q::

N2
Z =− V 2u(p′)[k4γµ + (6(x1 + x3 − 1)2 − 2)m2

µk
2γµ

+ ((x1 + x3 − 1)4 − 2(x1 + x3 − 1)2 + 1)m4
µγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[k4γµ + (6(x1 + x3 − 1)2 − 2)m2
µk

2γµ + ((x1 + x3 − 1)4

− 6(x1 + x3 − 1)2 − 8(x1 + x3 − 1)− 3)m4
µγ

µ + (−2 + 6x1))mµk
2 (p+ − p−)

2

+ 4x1(x1 + x3)
2m3

µ

(p+ − p−)

2
+ (6x3 − 2)mµk

2 (p+ + p−)

2

+ 4x3(x1 + x3)
2m3

µ

(p+ + p−)

2
]u(p) +O(γ5) +O(k, k3)

=− V 2u(p′)[k4γµ + (6(x1 + x3 − 1)2 − 2)m2
µk

2γµ + ((x1 + x3 − 1)4

− 2(x1 + x3 − 1)2 + 1)m4
µγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[k4γµ + (6(x1 + x3 − 1)2 − 2)m2
µk

2γµ + ((x1 + x3 − 1)4 (A.41)

− 6(x1 + x3 − 1)2 − 8(x1 + x3 − 1)− 3)m4
µγ

µ +mµk
2(−2 + 3x1 + 3x2)p+

+mµk
2(−3x1 + 3x2)p− + 2m3

µ(x1 + x3)
3p+

+ 2m3
µ(x3 − x1)(x1 + x3)

2p−]u(p) +O(γ5) +O(k, k3).

Para Ąnalizar vamos voltar com qµ = p′µ − p e usar a identidade de Gordon u(p′)(pµ +

p′µ)u(p) = 2mu(p′)γµu(p)− iu(p′)σµνqνu(p). Assim temos:

N2
1 =− V 2u(p′)[k4γµ + (6(x1 + x3 − 1)2 − 2)m2

µk
2γµ

+ ((x1 + x3 − 1)4 − 2(x1 + x3 − 1)2 + 1)m4
µγ

µ]u(p)

− A2u(p′)[k4γµ + (6(x1 + x3 − 1)2 − 6 + 6x1 + 6x2)m
2
µk

2γµ

+ ((x1 + x3 − 1)4 + 4(x1 + x3)
3 − 6(x1 + x3 − 1)2

− 8(x1 + x3 − 1)− 3)m4
µγ

µ − imµk
2(−2 + 3x1 + 3x2)σ

µνqν

+mµk
2(−3x1 + 3x2)q

µ − i2m3
µ(x1 + x3)

3σµνqν

+ 2m3
µ(x3 − x1)(x1 + x3)

2qµ]u(p) +O(γ5) +O(k, k3).

(A.42)

Então chegamos a expressão Ąnal igual a:

N2
Z =− V 2[k4 + (6(x1 + x3 − 1)2 − 2)m2

µk
2

+ ((x1 + x3 − 2)2(x1 + x3)
2)m4

µ]u(p′)γµu(p)

− A2[k4 + 6(x1 + x3 − 1)(x1 + x3)m
2
µk

2 + (x1 + x3)
4m4

µ]u(p′)γµu(p) (A.43)

− imµk
2(−2 + 3x1 + 3x2)q

νu(p′)σµνu(p)− i2m3
µ(x1 + x3)

3qνu(p′)σµνu(p)
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+mµk
2(−3x1 + 3x2)u(p′)u(p) + 2m3

µ(x3 − x1)(x1 + x3)
2qµu(p′)u(p)

+O(γ5) +O(k, k3).

O que vai nos importar a seguir é o termo envolvendo qνu(p′)σµνu(p), então nosso

numerador Ąnal é:

N2
Z = imµk

2A2(−2 + 3x1 + 3x3) + 2iA2m3
µ(x1 + x3)

3. (A.44)

O valor de A será substituído na montagem da integral.

A.2.3 Terceiro Numerador

O nosso terceiro denominador N3
Z em (A.27), é dado por:

N3
Z =u(p2)[(V γ

σ − Aγσγ5)(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)(V γρ − Aγργ5)

× ξ(lρ + p1ρ)(lσ + p1σ)]u(p1).
(A.45)

Mas podemos notar que ele é igual ao nosso segundo denominador, sendo a única diferença

que agora ele é multiplicado por −ξ, ou seja:

N3
Z = −ξN2

Z . (A.46)

Por isso não precisaremos repetir as contas, Ącando com o seguinte resultado:

N3
Z = −iξmµk

2A2(−2 + 3x1 + 3x3)− 2iξm3
µA

2(x1 + x3)
3. (A.47)

A.2.4 Quarto Numerador

Vamos trabalhar com nosso último numerador, o quarto numerador, NG na

Eq.(A.27).

NG =u(p2)[γ
5(−/l − /p1 − /p2 +mµ)γµ(−/l +mµ)γ5]u(p1)

=− u(p2)[γ
5γ5(/l + /p1 + /p2 +mµ)γµ(/l +mµ)]u(p1)

=− u(p2)[(/l + /p1 + /p2 +mµ)γµ(/l +mµ)]u(p1)

=− u(p′)[(/l + /p− /p′)γµ/l +m2
µγ

µ +mµ(/lγµ + γµ/l + /pγ
µ − /p′γµ)]u(p)

=− u(p′)[(/l + /p− /p′)γµ/l +m2
µγ

µ +mµ(/lγµ − /lγµ + 2lµ + /pγ
µ − /p′γµ)]u(p)

=− u(p′)[(/l + /p− /p′)γµ/l +m2
µγ

µ + 2mµ(lµ) +mµ(/pγ
µ − /p′γµ)]u(p).

(A.48)

Mais uma vez Ązemos o uso das relações γµγ5 = −γ5γµ, γ5γ5 = 1 e γµ/l = 2lµ − /lγµ.

Realizamos também uma mudança de variável do tipo: /p1 → /p, p1 → p, /p2 → −/p′ e

p2 → −p′.

A primeira coisa que podemos fazer é isolar os termos envolvendo l (especiĄcamente

l→ k− (1−x1)p+ (1−x1−x2)p′) em uma expressão só, fazemos isso utilizando a relação



136 APÊNDICE A. Base para o Cálculo do Acréscimo para a Anomalia (∆aµ) Gerado pelo Bóson Z

lµlν = 1
4
gµνl2 e ainda tendo em mente as relações envolvendo as matrizes γ. Isso nos deixa

com

NG =− u(p′)[(/k − (1− x1)/p+ (1− x1 − x2)/p
′ + /p− /p′)γµ(/k − (1− x1)/p

+ (1− x1 − x2)/p
′) +m2

µγ
µ + 2mµ(kµ − (1− x1)p

µ + (1− x1 − x2)p
′µ)

+mµ(/pγ
µ − /p′γµ)]u(p)

=− u(p′)[−1

2
γµk2 + (x1/p− (x1 + x2)/p

′)γµ((x1 − 1)/p− (x1 + x2 − 1)/p′)

+m2
µγ

µ + 2mµ((x1 − 1)pµ + (1− x1 − x2)p
′µ)

+mµ(/pγ
µ − /p′γµ)]u(p) +O(k).

(A.49)

Usando o fato que /a/a = a2, as relações /pu(p) = mµu(p) e u(p′)/p′ = u(p′)mµ, que

γµ /p′ = 2p′µ − /p′γµ ou /pγµ = 2pµ − γµ/p e também que /p/p′ = 2m2
µ − /p′/p, escrevemos:

NG =− u(p′)[−1

2
γµk2 + x1(x1 − 1)/pγ

µ
/p− x1(x1 + x2 − 1)/pγ

µ /p′

− (x1 − 1)(x1 + x2)/p
′γµ
/p+ (x1 + x2)(x1 + x2 − 1)/p′γµ /p′ +m2

µγ
µ

+ 2mµ((x1 − 1)pµ + (1− x1 − x2)p
′µ) +mµ/pγ

µ −m2
µγ

µ]u(p) +O(k)

=− u(p′)[−1

2
γµk2 + 2x1(x1 − 1)pµ

/p− x1(x1 − 1)γµ
/p/p− 2x1(x1 + x2 − 1)p′µ

/p

+ x1(x1 + x2 − 1)/p/p
′γµ − (x1 − 1)(x1 + x2)m

2
µγ

µ + 2mµp
µ −mµγ

µ
/p

+ 2(x1 + x2)(x1 + x2 − 1)/p′p′µ − (x1 + x2)(x1 + x2 − 1)/p′ /p′γµ

+ 2mµ((x1 − 1)pµ + (1− x1 − x2)p
′µ)]u(p) +O(k)

= +O(k)− u(p′)[−1

2
γµk2 + (−1− x1(x1 − 1)− (x1 − 1)(x1 + x2)

− (x1 + x2)(x1 + x2 − 1))m2
µγ

µ + 2x1(x1 + x2 − 1)m2
µγ

µ

− x1(x1 + x2 − 1)/p′
/pγ

µ + 2mµ(((x1 − 1) + x1(x1 − 1) + 1)pµ

− ((x1 + x2 − 1) + x1(x1 + x2 − 1)− (x1 + x2)(x1 + x2 − 1))p′µ]u(p)

= +O(k)− u(p′)[−1

2
γµk2 + (−1 + 3x1 − 3x2

1 − 3x1x2 − x2
2 + 2x2

+ 2x1(x1 + x2 − 1))m2
µγ

µ − 2x1(x1 + x2 − 1)/p′pµ + x1(x1 + x2 − 1)/p′γµ
/p

+ 2mµ((x2
1)p

µ + (x2
2 + x1x2 − 2x2 − x1 + 1)p′µ]u(p)

= +O(k)− u(p′)[−1

2
γµk2 + (−1 + 3x1 − 3x2

1 − 3x1x2 − x2
2 + 2x2

+ 3x1(x1 + x2 − 1))m2
µγ

µ + 2mµ((x2
1 − x1(x1 + x2 − 1))pµ

+ (x2
2 + x1x2 − 2x2 − x1 + 1)p′µ]u(p)

= +O(k)− u(p′)[−1

2
γµk2 − (x2 − 1)2m2

µγ
µ (A.50)

+ 2mµ((x1 − x1x2)p
µ + (x2

2 + x1x2 − 2x2 − x1 + 1)p′µ)]u(p).

Partes envolvendo apenas k possuem a integral da forma que queremos igual a zero, por

isso iremos excluir a partir de agora o termo O(k).
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Para Ącar com uma cara melhor nós podemos fazer as mudanças p → (p+ − p−)/2 e

p′ → (p+ + p−)/2, em que p+ = p′ + p e p− = p′ − p = q:

NG =− u(p′)[−1

2
γµk2 − (x2 − 1)2m2

µγ
µ + 2mµ((x1 − x1x2)

1

2
(p+ − p−)µ

+ (x2
2 + x1x2 − 2x2 − x1 + 1)

1

2
(p+ + p−)µ)]u(p)

=− u(p′)[−1

2
γµk2 − (x2 − 1)2m2

µγ
µ +mµ((x1 − x1x2 + x2

2 + x1x2

− 2x2 − x1 + 1)p+ + (x2
2 + x1x2 − 2x2 − x1 + 1− x1 + x1x2)p−)]u(p)

=− u(p′)[−1

2
γµk2 − (x2 − 1)2m2

µγ
µ

+mµ((x2
2 − 2x2 + 1)p+ + (x2

2 + 2x1x2 − 2x2 − 2x1 + 1)p−)]u(p).

(A.51)

Para Ąnalizar vamos voltar com qµ = p′µ − p e usar a identidade de Gordon u(p′)(pµ +

p′µ)u(p) = 2mu(p′)γµu(p)− iu(p′)σµνqνu(p). Assim temos:

NG =− u(p′)[−1

2
γµk2 + (x2 − 1)2m2

µγ
µ −mµ(x2 − 1)2iσµνqν

+mµ(x2 − 1)(x2 + 2x1 − 1)qµ]u(p).
(A.52)

Então chegamos a expressão Ąnal igual a:

NG =[
1

2
k2 − (x2 − 1)2m2

µ]u(p′)γµu(p) + imµ(x2 − 1)2qνu(p′)σµνu(p)

+mµ(x2 − 1)(x2 + 2x1 − 1)qµu(p′)u(p).
(A.53)

O que vai nos importar a seguir é o termo envolvendo qνu(p′)σµνu(p), então nosso numerador

Ąnal é:

NG = imµ(x2 − 1)2. (A.54)

A.3 Integrais

A última parte que precisamos trabalhar é envolvendo as integrais. Teremos três

integrais dadas pela amplitude da Eq.(5.61) (I1
Z , I2

Z e I3
Z) e uma da amplitude dada pela

Eq.(5.62) (IG). As quatro serão dadas por:

I1
Z =e

∫ d4l

(2π)4
2
∫ 1

0

∫ 1−x2

0



C
mµ

MZ





2
N1

1

[D1
1]3

dx2dx1,

I2
Z =e

∫ d4l

(2π)4
6
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

N2
1

[D2
1]4

dx3dx2dx1,

I3
Z =e

∫ d4l

(2π)4
6
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

N3
1

[D3
1]4

dx3dx2dx1,

IG =e
∫ d4l

(2π)4
2
∫ 1

0

∫ 1−x2

0



C
mµ

MZ





2
N2

[D2]3
dx2dx1.

(A.55)
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Em que D1
Z ,D2

Z ,D3
Z e DG serão dados por Eq.(A.8), Eq.(A.14), Eq.(A.20) e Eq.(A.26)

respectivamente. Já N1
Z ,N2

Z ,N3
Z e NG serão dados por Eq.(A.35), Eq.(A.44), Eq.(A.47) e

Eq.(A.54) respectivamente.

No Ąnal o valor importante para o acréscimo na anomalia será dado por:

F2(0) = I1
Z + I2

Z + I3
Z + IG. (A.56)

Então vamos fazer cada item de uma vez.

A.3.1 Primeira Integral

Começamos a trabalhar com nossa primeira integral, que é:

I1
Z = 4iemµ

∫ d4l

(2π)4

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

(V 2(x2
2 − x2) + A2(x2

2 + 3x2))

[l2 −∆2 + iε]3
dx2dx1. (A.57)

Usando a rotação de Wick:
∫ d4l

(2π)4

1

(l2 −∆2 + iε)3
=i
∫ d4LE

(2π)4

1

(−L2
E −∆2)3

=(−1)3 i

8π2

∫ ∞

0
dLE

L3
E

(L2
E + ∆2)3

=
−i

32π2∆2
.

(A.58)

podemos resolver a parte envolvendo l. Nossa integral Ąca como:

I1
Z =

4emµ

32π2

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

(V 2(x2
2 − x2) + A2(x2

2 + 3x2))

((x2 − 1)2m2
µ + x2M2

Z)
dx2dx1. (A.59)

Faremos a substituição de V e A do Modelo Padrão dados por V = g(1− 4 sin2 θ)/4 cos θ

e A = g/4 cos θ. Nosso resultado também precisa ser normalizado por −2m
e

. Então temos:

I1
Z = − 1

4π2





g

4 cos θ





2
∫ 1

0

∫ 1−x2

0

m2
µ((1− 4 sin2 θ)2(x2

2 − x2) + (x2
2 + 3x2))

((x2 − 1)2m2
µ + x2M2

Z)
dx2dx1.

(A.60)

A.3.2 Segunda Integral

Agora passaremos para a segunda integral, que é:

I2
Z =ie

∫ d4l

(2π)4
6
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

× A2mµl
2(−2 + 3x1 + 3x3) + 2m3

µ(x1 + x3)
3

(l2 −∆2 + iε)4
dx3dx2dx1.

(A.61)

Mais uma vez usaremos a rotação de Wick, mas dessa vez ela será um pouco diferente.

Usando ela podemos resolver a parte envolvendo l, tanto com e sem l2, ela é:
∫ d4l

(2π)4

1

(l2 −∆2 + iε)4
=

i

96π2∆4
,

∫ d4l

(2π)4

l2

(l2 −∆2 + iε)4
=

−i
48π2∆2

.

(A.62)
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Nossa integral Ąca como:

I2
Z =

6emµ

96π2

∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0
A2





2(−2 + 3x1 + 3x3)

(x1 + x3)2m2
µ + x2M2

Z

− m2
µ2(x1 + x3)

3

((x1 + x3)2m2
µ + x2M2

Z)2



dx3dx2dx1.

(A.63)

Nosso resultado também precisa ser normalizado por −2m
e

, juntamente com a substituição

de A do Modelo Padrão que é A = g/4 cos θ. Então, temos:

I2
Z =− 1

4π2





g

4 cos θ





2



∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m2
µ(−2 + 3x1 + 3x3)

(x1 + x3)2m2
µ + x2M2

Z

−
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m4
µ2(x1 + x3)

3

((x1 + x3)2m2
µ + x2M2

Z)2



dx3dx2dx1.

(A.64)

A.3.3 Terceira Integral

Nossa terceira integral é dada por:

I3
Z =− ξie

∫ d4l

(2π)4
6
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

× A2mµl
2(−2 + 3x1 + 3x3) + 2m3

µ(x1 + x3)
3

(l2 −∆2 + iε)4
dx3dx2dx1.

(A.65)

Usando Eq.(A.62) nossa integral Ąca como:

I3
Z =− ξ 6emµ

96π2

∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0
A2





2(−2 + 3x1 + 3x3)

(x1 + x3)2m2
µ + x2ξM2

Z

− m2
µ2(x1 + x3)

3

((x1 + x3)2m2
µ + x2ξM2

Z)2



dx3dx2dx1.

(A.66)

Normalizamos nosso resultado por −2m
e

e usando A = g/4 cos θ, teremos:

I3
Z =ξ

1

4π2





g

4 cos θ





2



∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m2
µ(−2 + 3x1 + 3x3)

(x1 + x3)2m2
µ + x2ξM2

Z

−
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

m4
µ2(x1 + x3)

3

((x1 + x3)2m2
µ + x2ξM2

Z)2



dx3dx2dx1.

(A.67)

A.3.4 Quarta Integral

Agora iremos trabalhar com nossa última integral, que é dada:

IG = i2emµ



C
mµ

MZ





2
∫ d4l

(2π)4

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

(x2 − 1)2

[l2 −∆2 + iε]3
dx2dx1. (A.68)
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Usando Eq.(A.58) nossa integral Ąca como:

IG =



C
mµ

MZ





2
2emµ

32π2

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

(x2 − 1)2

(x2 − 1)2m2
µ + ξx2m2

z

dx2dx1. (A.69)

Normalizando por −2m
e

junto com a substituição de C do modelo padrão que é C =

g/2 cos θ, temos:

IG = − 1

32π2

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

g2m4
µ(x2 − 1)2

M2
Z cos2 θ((x2 − 1)2m2

µ + ξx2M2
z )

dx2dx1. (A.70)
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