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Resumo

Existem pelo menos dois problemas em aberto na fisica de particulas elementares que
desafiam nossa compreensao da composicao e das interagoes fundamentais no universo.
A primeira é a evidéncia da existéncia de um tipo diferente de matéria, conhecida como
Matéria Escura, e a segunda ¢é a discordancia entre o valor experimental e tedrico previsto
do momento magnético do mution, conhecido como anomalia do ¢ — 2 do mton. Ambos os
problemas podem ser resolvidos considerando uma extensao do grupo de simetria de gauge
das interagoes eletrofracas do Modelo Padrao para a simetria SU(2),®U(1),®@U(1)z, -z,
O ingrediente chave para resolver esses dois problemas é que o modelo considerado possui
uma particula fermionica neutra e estavel, que produz uma abundancia de reliquias de
matéria escura de acordo com os experimentos. Esta particula acopla-se as particulas do
Modelo Padrao através de um boéson de gauge Z' que faz uma contribuicao extra para
a anomalia do g — 2 do muion. Desta forma, ambos os problemas estao conectados neste
modelo. Nesta dissertacao estudamos como os acoplamentos e as massas do modelo podem
ser fixados usando resultados experimentais recentes. Ao fazermos isso, concluimos que as
massas da matéria escura e do béson Z’ estao na faixa de 1 — 50 MeV, o que nos dé uma
solucao minima para esses problemas intrigantes. Finalmente, o modelo também nos da

uma contribuicao para AN.g que pode aliviar a tensdao na constante de Hubble.

Palavras-chave: Matéria Escura, Momento Magnético Anémalo do Muon, Fisica Além
do Modelo Padrao.



Abstract

There are at least two open problems in elementary particle physics that challenge our
understanding of the composition and fundamental interactions in the universe. The first
is evidence for the existence of a different type of matter, known as Dark Matter, and the
second is the disagreement between the experimental and theoretical predicted value of the
muon’s magnetic moment, known as the g — 2 muon anomaly. Both problems can be solved
by considering an extension of the gauge symmetry group of electroweak interactions of
the Standard Model to the symmetry SU(2),®@U(1),®U(1)r,—r,. The key ingredient to
solve these two problems is that the considered model has a neutral and stable fermionic
particle, which produces an abundance of dark matter relics according to the experiments.
This particle couples to the Standard Model particles through a gauge boson Z’ that
makes an extra contribution to the muon’s g — 2 anomaly. In this way, both problems are
connected in this model. In this thesis we study how couplings and model masses can be
fixed using recent experimental results. In doing so, we conclude that the masses of dark
matter and boson Z" are in the range of 1 — 50 MeV, which gives us a minimal solution to
these puzzling problems. Finally, the model also gives us a contribution to A Ng that can

relieve the tension on the Hubble constant.

Keywords: Dark Matter, Muon’s Anomalous Magnetic Moment, Physics Beyond the
Standard Model
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1 Introducao

O Modelo Padrao (MP) da fisica de particulas vem sendo desenvolvido desde o
inicio do século passado. Ele descreve com bastante sucesso quase toda fenomenologia
das interagoes forte, fracas e eletromagnéticas. Varias previsoes feitas por ele foram
comprovadas em aceleradores mostrando um bom acordo entre experimento e teoria.
Porém existem algumas questdes fundamentais, tedricas e experimentais, nao respondidas
satisfatoriamente pelo Modelo Padrao. Essas questoes incluem evidéncias experimentais
que apontam para neutrinos com massa, existéncia de um tipo de matéria que é nem
luminosa e nem barionica, chamada de matéria escura, e para uma discordancia no valor
do fator giro magnético do muon g, conhecido como anomalia no momento magnético do
muon. Existem também evidéncias tedricas como o chamado problema CP forte. Dentre
todas essa evidéncias duas delas nos chamam a atencao, o da matéria escura e da anomalia
do momento magnético do miion. Ambos problemas sdo atuais e motivam toda comunidade

cientifica tanto no contexto experimental como no teérico.

O problema da matéria escura surge quando pensamos em uma escala astrofisica
e cosmolégica. Nesta escala temos a indicacao da existéncia de uma forma de matéria
que foge daquela esperada pelo Modelo Padrao, ela ndo é nem luminosa e nem barionica.
Observagoes cosmoldgicas como as da colaboragao Planck [1] mostram uma relagdo em
que a quantidade dessa nova forma de matéria representa 25% da composicao do Universo
e que ela é cinco vezes maior que a composicao do Universo representada pela forma que
matéria que conhecemos, a barionica. Entao, ~ 85% da matéria do Universo é feita de um

componente nao luminoso e pouco interagente chamado de matéria escura.

O interesse por essa nova forma de matéria vem crescendo desde a década de 30
quando Fritz Zwicky [2] ao fazer observagdes no aglomerado de Coma percebeu que existia
ali uma forma de matéria extra que ele nao tinha conhecimento, e que por nao interagir
de maneira eletromagnética nao exibia luminosidade. A partir daquele momento essa nova
forma de matéria recebeu o nome de matéria escura. Tal nome se popularizou no meio
académico e se tornou o nome de um tépico em aberto e de grande destaque da fisica

atual.

Ao longo dos anos muitas outras evidéncias apareceram e foram dando forma ao
conhecimento sobre matéria escura. Uma das vertentes possiveis seria considerar a matéria
escura como uma nova particula que pudesse explicar satisfatoriamente a natureza da
matéria escura. Muitos candidatos foram estudados e apresentados, tanto na forma de
particulas como também na forma de corpos massivos. Assim como o desenvolvimento

de experimentos capazes de fazer a deteccao desses candidatos. Porém, um dos pontos
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centrais para o estudo da matéria escura é o do estudo de densidade de reliquia, Qugh?,

que possui como apoio as observagoes da colaboracao Planck, Qygeh? = 0.1198 £ 0.0012 [1].

A matéria escura serd o primeiro ponto desenvolvido nessa dissertagao. Comecando
com uma apresentacao de evidéncias para sua existéncia, alguns candidatos possiveis e
formas de deteccao. Em seguida, sera tomado um foco na busca do estudo de densidade de
reliquias que primeiro precisara de um entendimento de conceitos chaves de cosmologia e
termodinamica. Seguido do entendimento da equacao de Boltzmann como forma de estudo

de reliquias.

O segundo tépico em aberto envolve certa discordancia entre o esperado pelo
Modelo Padrao para o que ¢ visto pelo experimento. O Modelo Padrao mostrou sucesso em
diversos pontos apresentando uma certa concordancia entre teoria e experimento. Porém,
esse nao € o caso do momento magnético. Quando pensamos no momento magnético de
uma particula ele é relacionado ao seu spin e a um fator giro magnético g. A divergéncia
da teoria e experimento se encontra na medida do fator g. A diferenca toma uma forma
Aa = a®® — a™, em que a, = (g — 2)/2 é calculado para o Modelo Padrao (mp) e

experimentalmente (exp). Essa diferenca é chamada de anomalia do momento magnético.

A anomalia do momento magnético vem sendo estudada desde o desenvolvimento
da teoria quantica de campos. Esse valor ao longo do tempo foi mudando de acordo com o
entendimento de interagdes entre algumas particulas com outras. Sempre mostrando uma
concordancia com o valor experimental. Tais experimentos também foram evoluindo de
acordo com o desenvolvimento de técnicas experimentais. Hoje em dia essa anomalia esta
em alta quando estudada para o muon. Ele se mostrou um ponto de partida interessante
para o estudo da anomalia pela facilidade do uso dele em experimentos. Como a anomalia
apresenta uma dependéncia da massa da particula envolvida o uso do mion se mostrou
melhor do que a do elétron, ja que a massa do muion é bem maior que a do elétron,
m,, ~ 200m.. J& por causa de seu tempo de vida ser bem maior que o do tau, ele também

se mostrou mais propicio para a realizacdo de experimentos.

A busca pelo entendimento da teoria teve um apoio experimental maior com dados
recentes vindos do Fermilab [3]. Ao estudarmos o valor encontrado para a anomalia pelo
Fermilab em conjunto com o valor encontrado por um experimento mais antigo feito
pela colaboragao E821 do laboratério de Brookhaven [4], encontramos uma discordancia
com o valor tedrico. Sendo a combinacao dos valores da anomalia encontrada pelos dois
experimentos Aa,, = (251 £ 59) x 107!, Esses experimentos mostraram uma discrepancia

de 4.20 que é um valor interessante para comecar a busca por algo novo.

O estudo da anomalia do momento magnético do muion ¢ o tépico da segunda parte
dessa dissertacao. Primeiro veremos como o estudo da anomalia foi evoluindo. Passando
pelos experimentos ja citados. Por ultimo, fazendo o cédlculo feito por Julian Schwinger e

Steven Weinberg com Roman Jackiw que mostram como o calculo da contribuicdao para a
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anomalia é feito.

Uma maneira de conectar esses dois topicos em aberto seria a abordagem de
uma extensao do Modelo Padrao que contasse com a existéncia de uma particula de
matéria escura e a interacao do muon com outras particulas que pudesse gerar a anomalia
esperada. A extensao escolhida envolve o estudo de um modelo U(1)z, -, [5] que contém
uma particula candidata ao papel de matéria escura e também a existéncia de um
béson Z' que ao interagir com o muion poderia ser responsavel pela anomalia encontrada

experimentalmente.

Usando o modelo U(1)z,—z, podemos desenvolver o cilculo para a anomalia do
momento magnético do mion e também o cédlculo de densidade de reliquias. Esses valores
quando comparados com os da colaborac¢ao Planck [1] e do FermiLab [3] juntamente com
Brookhaven [4] irdo limitar alguns pardmetros do modelo como as massas da matéria escura
e do béson Z’, assim como o valor de g. Isso permitird uma construgao mais detalhada do
modelo e um ponto de busca para o entendimento dos dois topicos. Além de que pelo fato
da teoria ter poucos parametros, que podem ser limitados por dados experimentais, ela se

mostra com uma alta previsibilidade e interessante para o estudo.
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2 O Problema da Matéria Escura

2.1 Introducao

O estudo sobre a matéria escura pode ser feito observando a evolucao do conceito
de uma maneira histérica [6]. Ao entendermos as evidéncias que deram base ao conceito
podemos entender melhor o surgimento de candidatos e também de experimentos para a

detecgao.

Primeiro, precisamos entender algumas evidéncias que foram fundamentais para
justificar o estudo da matéria escura. Temos desde evidéncias astrofisicas e cosmoldgicas
como também envolvendo o estudo da teoria gravitacional. Vamos desde o comeco do
século passado, com algumas primeiras evidéncias astrofisicas como a de Fritz Zwicky [2]
em 1930, passaremos para outras evidéncias astrofisicas na segunda metade do século,
como a do grupo de Vera Rubin [7] em 1970, e iremos até observacoes cosmoldgicas mais

recentes como a da colaboragao Planck [1].

Em seguida, iremos abordar alguns candidatos ao papel de matéria escura. Passa-
remos por candidatos barionicos massivos, como MACHOs e buracos negros primordiais.
Abordaremos também candidatos na forma de particulas. Comeg¢ando com alguns candida-
tos na forma de novas particulas como WIMPs, axions e particulas da extensao do modelo
padrao na supersimetria, e também particulas ja existentes como neutrinos. Ao estudarmos
esses candidatos poderemos ver como algumas das novas particulas sao desenvolvidas
visando resolver outros problemas em aberto e acabam funcionando também para a questao

da matéria escura.

Por tltimo, abordaremos alguns exemplos de técnicas de deteccao da matéria escura.
Comecaremos falando da deteccdo direta. Desde a base para essa técnica de detecgao,
como também alguns experimentos e seus principios. Falaremos brevemente também da

detecgao indireta.

2.2 FEvidéncias

Umas das principais motivagoes para o estudo da matéria escura é baseada em
evidéncias que foram surgindo desde o inicio do século passado até observagoes mais atuais.
Elas vao desde o uso da mecanica e astrofisica, passando por estudo de teoria gravitacional
e indo até observagoes cosmoldgicas. Essas evidéncias sao importantes porque foram elas
que deram a entender a existéncia de um problema que viria a ser o da matéria escura, e

foram elas também que foram formulando melhor as caracteristicas desse problema. Para
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o estudo dessas evidéncias usaremos de base o livro de Stefano Profumo [§].

2.2.1 Evidéncias Classicas

Quando falamos em uma abordagem historica da evolugao do conceito de matéria
escura, € preciso partir do ponto de algumas evidéncias que chamaremos de classicas
porque surgem com o uso da mecanica e astrofisica. Elas nos mostram como o conceito foi
surgindo na comunidade e também permitem entender melhor sobre a motivagao para o

estudo da matéria escura.

2.2.1.1 Zwicky e o Teorema do Virial

Um dos primeiros acontecimentos que levaram a ideia da existéncia de matéria
escura envolve o estudo de Fritz Zwicky na década de 30 sobre o aglomerado de Coma [2].
O que ele fez foi aplicar o teorema do virial no movimento das galaxias no aglomerado
Coma para assim entender o movimento dentro do aglomerado e sua massa. Para isso
consideramos a galaxia ¢ na posi¢ao 7; e de massa M;. Se fizermos o produto escalar da

segunda lei de Newton, F' = ma, com 7; temos:
4’
i (M = 7) 2.1)

Em seguida fazemos a soma da expressao sob todas as galaxias no aglomerado (sob i)
teremos: )
1d°© .

em que © = Y, M;r? é o momento de inércia polar, Vir= 3, 7. F; é o virial e K é a energia

cinética total.

Se o aglomerado for estacionario, o momento de inércia polar ira flutuar ao redor de
um valor constante, entao a média temporal da derivada no tempo zerara. Entao, teremos

o teorema do virial:

(Vir)e = —2(K):. (2.3)

Em seguida podemos usar a lei de gravitagao de Newton, escrita como

M, M,
o (2.4)

Tij

Vir:U:—ZGN

i<j

em que Gy ¢ a constante gravitacional de Newton e r;; = |7 — 73]

Se escrevermos o teorema do virial da seguinte maneira

~(U) = 24K = (X M) = 3 MiloP). (25)
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Se considerarmos também que a massa total M é distribuida uniformemente em uma
esfera de raio Ry, podemos calcular dU= —Gyxmdm/r, em que dm = pdrridr e p =
m/V = M/ (47 R3.,/3). Entao, teremos:

dU — — Gxmdm
r
Gn 4
=— —ngﬂr?’(élm“der)
,
1 Riot
U=-— GN67T2/ pPridr
3 0
16, o) (2.6)
=GNy .
4 ‘1
=—GnN3| =R 0| ——
N (37T totp> Rtot
3M?
U=—Gy——-"2
¥ 5Rtot

Ao tomarmos a média temporal e também a média da velocidade,
Z Mi<Uz’2>t = Mtot<’02>t7v> (2.7)

teremos uma expressao para a massa total

5 Ryt <U2>t v
Mgy = ————. 2.8
= 2 28)
O que Zwicky fez em seguida foi usar U = —5GN M2,/ Ry para encontrar :
Riot <U2>t v
Mgy > —— 10V 2.9
tot Ao 5GN ( )

Ao substituirmos valores como a média da velocidade quadrdtica observada ((v2);, ~
5x10% ecm?s72, em que (v2);, = (v%)1/3) temos Mo > 9 x 10*3Kg, ou aproximadamente
4.5 x 108 My, em que My é a massa do Sol. Através de observacoes era esperado que
uma nébula possuisse 8.5 x 107 L, Zwicky entdo ao relacionar a massa encontrada com a
luminosidade observada conseguiu estudar a razao entre massa e luminosidade. Ele fez isso
utilizando a relagdo Mepcontrada/ Lobservada = 1390h M /Le em que Lg, é a luminosidade do
Sol e h = 0.70 + 0.03. Ao substituir as massas em questao, ele concluiu que a razao da
massa para luz no aglomerado de Coma era em torno de 500. Foi assim que ele deixou o

termo matéria escura famoso para indicar a massa faltante do sistema.

2.2.1.2 Rubin e o Problema de Rotacdo das Galaxias

Uma outra evidéncia que contribuiu para o entendimento da matéria escura surge
na década de 70 com a observagao da curva de rotacao de galdxias realizado por Vera

Rubin e Kent Ford ao observar a galdxia de Andromeda [7]. Uma técnica importante é
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a de poder medir a velocidade, como funcao do raio, de galaxias através de observagoes
astronémicas (normalmente feitas usando o efeito Doppler da transigao hiperfina 21cm do
hidrogénio neutro). A velocidade circular v, de uma galdxia simétrica nos eixos é esperada
para ser uma fungao da distancia r do eixo dessa galdxia (medido usando a linha do desvio

para o vermelho ou para o azul) do tipo:

2(r) = M), (2.10)

r

em que M(r) é a massa total dentro de uma esfera de raio r. Logo, a velocidade circular é
uma ferramenta para calcular a massa total dentro da esfera. Certos potenciais gravitacio-
nais de alguns sistemas indicam que um comportamento assintético é esperado para v.(r).

Usando o segundo teorema de Newton podemos considerar o problema como uma massa

ve(r) = ,/GjM, (2.11)

em que a relacdo v, ~ r~ /2 é chamada de queda Kleperiana.

pontual M

Agora, se considerarmos que a galaxia é uma esfera homogénea de raio R e que

possui uma densidade constante p (M (r) = 4mpr?/3, para r < R), a velocidade circular ¢

ve(r) =4/ 47T§N'07’, (r<R) (2.12)

A distribuicdo de matéria em uma galaxia a ser observada nao é a mesma de uma

linear dentro da galaxia

e ve(r) ~ r~Y2 parar > R.

esfera homogénea, ela é de uma forma que apenas as aproximacoes feitas nao sao suficientes
para o estudo do comportamento da curva de rotagdo. Mas mesmo usando técnicas mais
rigorosas o que encontramos sao duas propriedades interessantes: (1) uma subida linear

para r pequeno e (2) uma queda Kleperiana para raios grandes.

Observagoes de curvas de rotagao realmente mostraram uma subida linear na
regido interna, seguido por um raio onde v.(r) atinge seu maximo. Mas a relagdo seguinte
que seria a queda Kleperiana nao foi observada. Foi a partir de 1970 com equipamento
aprimorado que foi possivel determinar que em nenhum tipo de galédxia era observada tal
queda e que v (r) exibia um comportamento plano ou com um decrescimento devagar para
r grande. A interpretacao disso feita em 1970 por Freeman [9] foi pensar na existéncia de
uma massa faltante na forma de um halo galatico escuro ao redor das galaxias espirais.

Isso pode ser observado na Fig.(1).

2.2.2 O Aglomerado Bala e Raios X de Halos

Grandes sistemas astrofisicos sdo compostos, em abundancia, por matéria barionica

que nao brilha (ex: gas interestelar). Quando particulas carregadas interagem com o
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Figura 1 — Velocidade de rota¢ao na galdxia Andromeda (M31), em funcao da distancia
para o centro [6]. Os dados sao de artigos como de Rubin e Ford [7], Babcock [10],
Roberts e Whitehurst [11], Carignan [12] e Freeman [9].

campo elétrico de nicleos de niimero atémico elevado ou com a eletrosfera, elas reduzem a
energia cinética, mudam de dire¢do e emitem a diferenga de energia sob a forma de ondas
eletromagnéticas, denominadas de raios X de freamento ou ‘bremsstrahlung’. Se esse gas
for quente ele emite fétons de ‘bremsstrahlung’ térmico na frequéncia de raios X e podem
ser detectados. Para o lado de matéria escura esses raios X sao interessantes pois ajudam

a distinguir gas que nao emite luz de matéria escura barionica.

Raios X s@o opticamente finos, por isso a densidade da luminosidade é proporcional
ao quadrado da densidade fisica. Com boas observacoes de raios X é possivel determinar a
temperatura através da forma do espectro continuo de raios X, ou da largura das linhas

de raios X, e também a partir da densidade do gés.

Com essa técnica foi possivel fazer as primeiras determinacoes da distribuicao de
massa ao redor de galaxias elipticas (ex. M87), e para a localizagdo de matéria colisional
em sistemas como o aglomerado Bala (‘Bullet cluster’ ou 1E 0657-558). Isso pode ser visto
na Fig.(2).

2.2.3 Lentes Gravitacionais

Uma nova forma de observar corpos celestes se desenvolveu gragas ao surgimento da
relatividade geral. Baseada no fato de que massa distorce a trajetéria da luz, curvando-a.
Varios corpos no espago, como galaxias e aglomerados, podem ser usados como lentes
gravitacionais. Isso ¢ uma ferramenta 1til para se observar melhor fontes de luz distantes ao
fundo (ex. Galaxias). Podendo produzir varias imagens da mesma fonte (lente gravitacional

forte) ou distorcer a imagem da fonte (lente gravitacional fraca).
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Figura 2 — Aglomerado Bala (1E 0657-558), o vermelho representa onde estd a matéria
colisional observada em frequéncias de raios X; a regiao azul é a densidade de
massa reconstruida a partir do uso de lentes gravitacionais e de outras cores é
a parte visivel.

Através da medicao do angulo de deflexao é possivel fazer uma relacado com a massa do
corpo que estd sendo destorcido pela lente gravitacional. Através da seguinte expressao:
_AGNM
)

em que b é um parametro de impacto. Existe também uma expressao para separacao

a (2.13)

angular, entre duas imagens da mesma fonte, envolvendo o angulo de deflexao:

Dy

AG = 2an; (2.14)
em que Dy; é a distancia entre fonte e lente e Dy a distancia entre o observador e a fonte.
Sendo assim o uso das lentes gravitacionais é excelente para o entendimento do perfil
de massa em corpos no cosmos. A parte em azul na Fig.(2) representa a matéria escura
no aglomerado Bala observada através do uso de lente gravitacional. Um dos primeiros
exemplos em que a ferramenta foi utilizada foi na observacao do quasar Q0957 + 561. Com
resultados desse tipo de observagao é possivel trabalhar com um dos primeiros candidatos

para matéria escura, que serd estudado mais a frente, os MACHOs (‘Massive Compact
Halo Objects’).

Um dos maiores impactos do uso de lente gravitacionais, na questao de matéria

escura como particula, vem da possibilidade de termos uma ferramenta para ajudar na
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exploragao das propriedades de colisao da mesma, como por exemplo no aglomerado
de Bala visto na Fig.(2). No caso do uso das lentes ajuda a construir um perfil para
a densidade de massa, que juntamente com raios X ajudam a entender melhor a sua

cOmposicao.

Usando dados de raios X para estudar colisoes recentes entre aglomerados, junta-
mente com simulacoes hidrodinamicas detalhadas, permitem limitar a se¢ao de choque de
auto-interacoes de matéria escura o, pela massa de matéria escura M, [13] na ordem de

OAX < lem?/g. (2.15)

Essas auto-interacoes podem afetar a forma do halo deixando-o mais arrendondado.

2.2.4 Radiacdo Césmica de Fundo e a Quantidade de Densidade de Matéria

Existente no Universo

A densidade de matéria, do modelo padrao, é essencialmente em barions (matéria
bariénica). Uma maneira de entender a existéncia da matéria escura ¢ usando o valor que
sabemos de densidade de matéria total e o de densidade de matéria barionica e fazer uma

subtracao de um pelo outro.

A densidade de matéria barionica é dada por:

.
q, = Pe(hoie) (2.16)

Pc

em que p. ¢ a densidade critica e sera definida no préximo capitulo. Ou quando considerado

o desvio para o vermelho, teremos:

P _ a3, (2.17)
Pe

em que a é o fator de escala.

Podemos encontrar o resultado da densidade bariénica de quatro formas, como

feito no livro de Stefano Profumo [8]:

1. A maior parte dos barions no universo se encontra na forma de gas em grupos de
galaxias. Através de raios X é possivel medir quanto de gas ha 14 fora, o que nos leva
ao valor de Q,h? ~ 0.02 (em que h é a constante de Hubble em unidade de 100Km
s7t Mpc™!, em prética h? ~ 0.5);

2. Bérions ficam no caminho da luz emitida por fontes distantes (ex.quasares). A
observacao de como a luz desses quasares é absorvida depende da quantidade de

barions no caminho. Por mais que exista uma certa incerteza, o resultado também é

Qph? ~ 0.02;
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3. Usando o espectro da RCF (Radiagao Césmica de Fundo), j& que o tamanho relativo

dos picos pares e impares na anisotropia do espectro de poténcia (e também a
posigao dos picos) depende de Q. Pelos resultados da colaboracao Planck [1], temos
Q,h? = 0.02233 £ 0.00015;

4. A abundancia de barions pode ser estimada através da comparacao com previsoes para

a abundancia de elementos leves sintetizados na nucleossintese do Big-Bang. Usando
medigoes da abundancia de deutério, o resultado é Q,h% = 0.0205 + 0.0018 [14].

O que falta é encontrar o valor da densidade de matéria total Q,, = pn/p.. Que

também pode ser feito através de quatro maneiras:

1. Compilando medigoes da razao entre massa e luz. Essa razao é observada saturando

em um valor constante maior que a escala de tamanho de aglomerados (1 Mpc)
implicando €, ~ 0.3 [15];

. Observagoes de alta escala podem ser usadas para quantificar o espectro de poténcia

de distribuicao de galdxias. Esse espectro de poténcia depende de 2, h, dados indicam
que Q,h ~ 0.2 [16]. O campo de velocidade césmica em relagdo a distribuigao de

galaxias também apontam para 2, ~ 0.3[ [17]];

3. A anisotropia na amplitude do espectro de poténcia da RCF em diferentes amplitudes

angulares também depende de Q,,h?. Os dados da RCF indicam valores de Q,h?
consistentes com outras observacoes. Os resultados de Planck [1] indicam €, =
0.3147 + 0.0074 (Q2,h* = 0.1428 £ 0.0011);

4. Também é possivel encontrar esse valor de maneira menos direta, como olhando para

razao /. Por exemplo, usando a razao entre massa de gds em um aglomerado
para a massa total, isso sendo feito olhando para emissao de raios X vindo da distorcao
da RCM induzida pelos elétrons aquecidos dentro do aglomerado, e assumindo que

essa razao seja proxima da entre barions e massa total.

O resultado dessas observacoes é que a densidade baridnica é apenas 5% da

densidade critica e que a densidade de matéria total seja 30%. Sendo assim, a diferenca

diz que um quarto da densidade critica do universo esta na forma de matéria escura nao

barionica.

2.2.5 Tempo para Formacao de Estruturas Nao Lineares

E possivel questionar se ha necessidade da existéncia de matéria escura para explicar

fendomenos como os discutidos até entao. Uma possibilidade é de que o problema poderia

ser resolvido com teorias gravitacionais modificadas. Mas um bom argumento para firmar
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a necessidade da existéncia de matéria escura, com a observacao da RCF, é o de que é
quase impossivel explicar o tempo de formagao de estruturas nao lineares no universo a
nao ser que barions caiam em um pocgo de potencial gravitacional pré-existente semeado

por matéria escura.

Dado um padrao inicial de perturbacoes de densidade, tal padrao deve ser compar-
tilhado entre barions fortemente acoplados e fluidos de fétons desde o inicio do universo
até o seu desacoplamento mutuo, que acontece na recombinag¢ao, ou no desacoplamento
da RCF. E possivel medir diretamente o tamanho dessas ndo homogeneidades medindo
anisotropias angulares nas flutuagoes de temperatura do céu da RCF (as flutuagoes de
densidade bariénica dp/p na recombinacao sao calculadas para serem proporcionais as
flutuagdes de temperatura de fétons 67'/T). Essas flutuacoes de densidade possuem um
pico em 1/10* (6p/p < 107%). Pela relatividade geral temos que para matéria em um
regime linear, as nao homogeneidades crescem como dp/p ~ a, em que a é o fator de escala.
O fator de escala vem crescendo desde a recombinacao com um fator igual ao desvio para
o vermelho na recombinacao, z... ~ 1100. Se hd apenas barions, entdo nao passou tempo

suficiente para as estruturas observadas (dp/p > 1) serem formadas.

Entao, a RCF mostra que em um universo de apenas barions nao ha tempo suficiente
para estruturas entrarem no regime nao linear, como ilustrado pela linha pontilhada na
Fig.(3). Estruturas tém tempo para chegarem no regime nao linear apenas se tiver outro
tipo de particula que desacopla do fluido barion-féton bem antes da recombinagcao, criando
sementes de ndo homogeneidade (que servem como pogo de potencial gravitacional) bem
mais fundo que os barionicos (i.e. (p/p)ume > 10™* na recombinagdo). Entdo para formagao
de estrutura a tempo ¢é necessario uma espécie de matéria escura que seja a0 mesmo tempo
eletricamente neutra (escura) e nao relativistica (fria) o suficiente para nao se soltar do

poco de potencial gravitacional do inicio.

A necessidade do tempo para formacao de estruturas exclui boa parte das versoes
simples de teoria gravitacional modificada. Na realidade, certas teorias como o modelo
Tensor-Vetor-Escalar (TeVeS) conseguem prever suficientemente as ndo homogeneidades,
Fig.(3), para que estruturas sejam formadas a tempo. Entretanto, tais modelos conseguem
prever oscilagoes actsticas barionicas a mais e o espectro de poténcia de matéria previsto

por elas contradiz o esperado por dados observados.

2.3 Candidatos

Usando algumas dessas evidéncias como apoio, uma busca por um candidato viavel
para representar a matéria escura comegou. Iremos abordar desde a existéncia de particulas
j& conhecidas e que poderiam servir como candidatos, até particulas novas que a existéncia

permitiria explicar a matéria escura. Comecaremos com corpos massivos na forma de



26 Capitulo 2. O Problema da Matéria Escura

1 =
o C
e C
<
o - i
« - L
< _ i
| [ |A| N
0.01 3 lll‘||l!ll‘l|i
- I YL RTANYL
I | T |III|I|I|F
TR P TR TR TN AL |

Figura 3 — Espectro de poténcia de flutuagoes de densidade de matéria [18]; os pontos, com
barra de erro, sao de Sloan Digital Sky Survey, a linha preta é a previsao para
um modelo cosmoldgico com matéria escura fria mais constante cosmoldgica; a
linha pontilhada corresponde a um modelo sem matéria escura, com toda a
densidade de matéria (20% da densidade critica) em bérions. A linha continua
¢ uma tentativa de formulagao covariante de gravidade modificada (MOND)
conhecida como modelo Tensor-Vetor-Escalar (TeVeS): a amplitude pode atingir
1, mas o espectro, com grandes oscilagoes acusticas barionicas, é bem diferente
de dados.

barions escuros, passaremos pelos neutrinos e suas modificagoes, e terminaremos com

algumas particulas novas.

2.3.1 Barions Escuros

Existe a possibilidade de um candidato a matéria escura ser os chamados bari-
ons escuros, no caso seriam corpos que nao brilham. Por mais que existam candidatos
interessantes, o impacto deles na quantidade total de matéria escura existente é baixo e

indiferente.

Até entao ja foi visto que a nucleossintese do Big-Bang limita a densidade cosmolo-
gica de barions em uma fragao da densidade de matéria e ndo é interessante pensar que
os barions faltantes tenham aparecido mais tarde. Além disso, como visto na Fig.(3), a
formacao de estrutura nao funciona com apenas barions. A questao do barion escuro entra

ao tentar entender a possibilidade de halos escuros serem formados por corpos massivos.
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2.3.1.1 MACHOs (Massive Compact Halo Objects)

A melhor maneira de procurar por objetos massivos e compactos presentes em
halos, MACHOs, é através de um fenomeno chamado micro-lente gravitacional. A ideia é
observar o maior nimero de estrelas possiveis, por exemplo nas Nuvens de Magalhaes, pelo
maior tempo possivel, e tentar detectar uma pequena magnificagao, usando micro-lente,
do brilho da estrela.
Se for monitorado um grande niimero de estrelas, na ordem de milhao, na Grande Nuvem
de Magalhaes por um ano, seriam observados 5 eventos de micro-lente, se matéria escura
estiver na forma de MACHOs. Na realidade, as observac¢oes de OGLE-III [19] na Pequena
Nuvem de Magalhaes incluiram quase 6 milhoes de estrelas, com um total de tempo de
observagao de 2870 dias. Acabaram observando trés candidatos de evento de micro-lente.
Esse resultado indica que MACHOs de massa 1M podem providenciar apenas uma fragao

< 10% da massa de matéria escura no halo.

2.3.1.2 Buracos Negros Primordiais

Um bom candidato para matéria escura, que poderia ser formado de matéria comum,
seria buracos negros formados no inicio do universo, conhecidos como buracos negros
primordiais (BNP). Se a massa dentro do horizonte excede a massa de Chandrasekhar
(1,44 M), um buraco negro é formado. Na cosmologia basta uma intensificacdo na
densidade de uma pequena porcentagem para formar um buraco negro, praticamente
em qualquer ponto da histéria do universo. Tais intensificacoes sao possiveis em diversos

cenarios como: colisoes de bolhas; certos cenarios inflacionarios; transicao de fase; etc.

Nao ha uma previsao clara para a massa do BNP, mas dependendo de quao leve
ele for, ele j4 teria evaporado através da emissao de radiacdo cosmica (5 x 1079 M, ou
6 x 103 GeV). J4 massas no intervalo de 6 x 10 < m/GeV< 6 x 10% criariam um

padrao de interferéncia no espectro de rajada de raios gama chamado ‘femtolensing’ [20].

J4 massas superiores a 6 x 10*¥GeV sdo limitadas por observacoes de micro-lente.

Se BNP sao capturados gravitacionalmente por estrelas de néutrons, eles rapi-
damente agregam ou rompem a estrela. A existéncia de velhas estrelas de néutrons na
regiao com grande densidade de matéria escura sugerem que BNP sdo componentes sub-
dominantes de matéria escura no intervalo entre 6 x 10*°GeV e 6 x 1047GeV, em que limites

de micro-lente também atuam.

2.3.2 Matéria Escura como Particula

Uma solugao para a matéria escura seria olhar para ela como uma particula, seja

na tentativa de usar as ja existentes no Modelo Padrao ou desenvolver uma ideia nova.
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2.3.2.1 Neutrino

Uma primeira ideia quando falamos sobre uma particula de matéria escura seria
usar os trés neutrinos que temos no Modelo Padrao. O que geraria o interesse em relacionar
os neutrinos com a matéria escura seria a lista de propriedades em comum. Diferente de
outras particulas do Modelo Padrao, os neutrinos sao estaveis e nao interagem de maneira

eletromagnética ou forte.

Neutrinos também sao matéria nao barionica e até poderiam ser candidatos a
fazer parte da densidade de matéria nao baridonica. Mas isso implicaria um problema na
formacao de estruturas. Se neutrinos contribuissem em grande escala para a matéria escura
nao baridnica, eles atrapalhariam a formacao de halos e isso nao condiz com o observado.
Também de acordo com a colaboracdo Planck [1], ©,h% < 0.0027, o que essencialmente é
um valor irrelevante para Q. Eles seriam uma opcao ideal caso os existentes no modelo
padrao nao contribuissem tao pouco para a quantidade de matéria escura observada. O
que acontece é que eles servem de base para a construgao de outros candidatos, desde

partindo de algo semelhante até algo diferente, mas com uma base semelhante.

Por mais que neutrinos seriam leves demais para compor a quantidade de matéria
escura e quente demais para servir como reliquia térmica da maneira esperada para matéria
escura, nao era excluida a possibilidade da existéncia de uma particula parecida com o
neutrino. Em 1993, Scott Dodelson e Lawrence Widrow [21] propuseram uma espécie de
neutrino adicional, que diferentemente dos neutrinos do Modelo Padrao eles nao fariam
parte de interacoes eletro-fracas, poderiam ser produzidos no inicio do universo e serviriam
como candidato a matéria escura. Essas particulas interagem gravitacionalmente e através
de um pequeno grau de mistura com os neutrinos do modelo padrao. Tais particulas
nao estariam em equilibrio térmico no inicio do universo e seriam produzidas através
de oscilagdes de outras espécies de neutrino. Esse neutrino estéril, dependendo de sua
massa, poderiam ser produzidos com um grande intervalo de temperatura, e poderia ser
um candidato a matéria escura tanto quente (m,, ~ KeV) ou frio (m,, >KeV). Essa ideia

foi o suficiente para gerar outros candidatos parecidos.

2.3.2.2 Supersimetria

Os neutrinos seriam as tnicas op¢oes dentro do Modelo Padrao que poderiam se
candidatar ao papel de matéria escura, mas visto que eles nao se encaixam totalmente seria
necessario pensar em uma particula nova. Entdo, uma ideia seria que a natureza possuiria
uma simetria de espago-tempo relacionando férmions com bdsons, a supersimetria [22].
Supersimetria requer que para cada férmion, um bdson deve existir com o mesmo niimero
quantico, assim como para cada bdson deve existir um férmion. Entao ela prevé a existéncia
de varias novas particulas interagentes de maneira eletricamente neutra e nao forte

(parceiros dos neutrinos, fétons, béson Z, béson de Higgs, e graviton). Se algum desses
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parceiros forem estaveis, eles poderiam ser abundantes e servir para solucionar algumas

questoes.

Uma teoria que surgiu baseada no conceito de supersimetria foi a de Modelo Padrao
Minimo Supersimétrico (MPMS). J4 existiam algumas consideragoes sobre o parceiro do
graviton, o gravitino, como candidato a matéria escura. Mas com o MPMS, os parceiros
do féton, do béson Z, e dois bdsons neutros escalares de Higgs se juntam para formar
quatro particulas conhecidas como neutralinos. Os neutralinos passaram a ser candidatos
a matéria escura, mas para isso precisaria ter algo que estabilizasse o neutralino mais leve,

para impedir que essas particulas decaissem logo apos criadas.

Em algumas extensoes supersimétricas do modelo padrao, existem interagoes que
violam a conservac¢ao do nimero barionico (B) e leptonico (L). Essas interagoes fariam o
proton decair em uma escala de tempo inaceitével. Isso poderia ser resolvido ao colocar uma
simetria conhecida como paridade R. Essa paridade faria com que parceiros s6 poderiam
ser criados ou destruidos em pares. Um parceiro pesado pode decair em um leve, junto
com outras particulas do modelo padrao, mas o parceiro leve nao pode decair. Entao, se o
parceiro do MPMS for um neutralino ou um sneutrino (parceiro do neutrino), a paridade

R iré estabilizar ele e gerar um candidato vidvel para matéria escura.

E importante ressaltar que esses tipos de teoria comecam com a vontade de
desenvolver outras areas da fisica de particulas mas acabam trazendo um olhar para o

problema de matéria escura.

2.3.2.3 Axions

Um candidato interessante, que também surge do estudo de outros pontos da
fisica, é o dxion. A cromodindmica quantica (CDQ) tem sido uma teoria que sempre
vem sendo incrementada e que descreve a forga forte para os quarks e os gliions com
forte precisdo. Mas a CD(Q possui um problema conhecido como problema da violacao

CP nas interagoes fortes. Ele surge pelo fato da Lagrangiana de CD() possuir o termo

Lcpg D @sg; GO‘WC;’W,,, em que G** é o tensor de for¢ca do campo do gliion e © é uma
quantidade relacionada a fase do vacuo da CDQ. Se © for da ordem de uma unidade, esse
termo introduziria um grande efeito de violagao de carga paridade (CP), fazendo com que
o momento de dipolo elétrico do néutron seja ~ 10'° vezes maior que o limite experimental.
Entao, para que seja consistente com observacao, a quantidade de © deve ser menor que
~ 10719, Isso gera uma indicacao da necessidade de algo novo para explicar o motivo de
O ser tao pequeno. Uma primeira explicacao seria a introducao de uma nova simetria
global U(1) que é quebrada espontaneamente e a quantidade de © é levada a quase zero.
Tal quebra de simetria implica a existéncia de um pseudo-béson de Nambu-Goldstone
chamado dxion [23]. O 4xion adquire massa como resultado da anomalia quiral da simetria

U(1), na ordem de m, ~ )\%DQ /frq, em que fpq ¢ a escala em que a simetria é quebrada
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e Acpq ~ 200MeV ¢ a escala da CDQ.

Um axion leve e invisivel pode ter consequéncias cosmoldgicas. Se ele for estavel em
escala de tempo cosmologica, esses axions produzidos no inicio do universo sobreviveriam

e poderiam ser suficientes para constituir a matéria escura.

Existem alguns mecanismos que podem ser considerados para a producao desses
axions no inicio do universo. Eles podem ser produzidos termicamente, mas para axions
leves a abundancia de reliquia é muito pequena e s6 serviria para explicar uma pequena
fracao da densidade de reliquia. Um outro mecanismo seria o envolvendo o campo de
Peccei-Quinn, conhecido como ‘misalignment’ (ou desalinhamento). Nesse mecanismo a
quantidade © é levada a zero mas seu valor inicial é esperado ser um valor muito maior.
Enquanto a temperatura do universo é levada a abaixo de T = Acpq € o valor de © é levado
a zero, a energia armazenada no campo de Peccei-Quinn é transferida para a producao
de axions nao térmicos. Para condigoes iniciais tipica, esse processo leva a producao de
densidade de dxion préxima a de matéria escura para massas da ordem m, ~ 10~%eV, para

efeito de comparacao a massa do elétron é me ~ 0.5MeV.

Existem algumas formas de detec¢ao de dxions [24] como a producdo de dxions em
laboratério através de uma oscilagao féton-dxion, observagao da abundancia cosmologica

dos 4xions e também através da observagao de fluxo de axions vindo do Sol.

2.3.2.4 WIMPs

Para que uma particula passe pelo freeze-out do equilibrio térmico no inicio do
universo e vire uma reliquia fria, ela nao deve ser leve (maior que ~ 1 — 100KeV). A
fim de que a abundancia de reliquia térmica prevista se encaixe na densidade observada
de matéria escura, a particula deve auto-aniquilar com uma se¢ao de choque de ordem
ov & 10720 cm®/s (em que v é a velocidade relativa entre as particulas aniquiladas). E
um nimero similar com a se¢ao de choque que surge com a forca fraca. Isso aplica para
neutrinos e varios candidatos na escala eletro-fraca (incluindo particulas estaveis com
massas MeV-TeV e interagdes mediadas pela troca de particulas na escala eletro-fraca).
Juntando isso com argumentos favoraveis a existéncia de nova fisica na escala eletro-
fraca, levaram WIMPs (‘weakly interacting massive particles’ ou particulas massivas que

interagem fracamente) [25] a liderarem a classe de candidatos a matéria escura.

Os WIMPs motivaram a expansao de programas experimentais com advento do
LHC no CERN e outros experimentos astrofisicos. Tal evolucao ajudaria definir a utilidade

dos WIMPs como uma teoria para explicar a existéncia de matéria escura [26].
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2.4 Deteccao de Matéria Escura

Um passo importante no estudo de matéria escura é poder trabalhar com a parte
experimental da fisica. Ter em maos alguns exemplos de experimentos voltados para
deteccao de matéria escura é importante para poder confirmar ou excluir algum modelo.
Assim como trazer melhorias para os modelos. Isso ocorre através do uso de limites impostos
por esses tipos de experimentos.Podemos trabalhar com algumas formas de detec¢ao, como

a direta e indireta, usando WIMPs como base [27].

2.4.1 Deteccao Direta

Um primeiro formato de deteccao de matéria escura é através da deteccao direta.
Por mais que WIMPs interajam apenas fracamente com bérions, eles podem espalhar
com nucleos atdémicos, oferecendo assim um potencial para deteccao. A ideia é medir a
energia de recuo de tais interacoes. No caso as interagoes podem ser classificadas como

dependentes do spin ou independentes do spin.

No caso independente do spin o WIMP espalha com o ntcleo inteiro levando a uma
secao de choque que depende do quadrado do niimero atomico do ntucleo alvo. Ja no caso
dependente do spin o WIMP acopla com o spin do niicleo alvo. Para saber qual tipo de
espalhamento ird ocorrer dependera da forma de interacao. Por enquanto focaremos no
caso independente do spin ja que as restricoes vindas de experimentos de deteccao direta

sao mais abundantes para esse tipo de espalhamento.

A secao de choque para o espalhamento eldstico WIMP-niicleo independente do
spin é dada por:

O'XN

4 M?mi
= }m[zfp+(A_Z)fn]2’ (2.18)

em que A é a massa atdmica e Z o nimero atémico do nicleo alvo, e my é a massa do

nucleon que ¢ igual a m, ~ 938.27 GeV para o préton e m, ~ 939.57 GeV para o néutron.

Ja o acoplamento efetivo com prétons e néutrons, f;, ,, pode ser escrito em termos

do acoplamento dos WIMPs com quarks. No caso da interacao escalar

- G
fon= 2 7

em que G, é o acoplamento da matéria escura com uma certa espécie de quark. O

Mpn

(p;n) 2 (o) Gq Mpn
T I Y (219)

primeiro termo ¢é voltado para o espalhamento com quarks leves, enquanto o segundo para
interagoes com glions através de um loop de quark pesado. Os valores de f%il’n) medidos
sdo: para o préton no primeiro termo fp, = 0.020, fp; = 0.026, fi, = 0.118 o que leva
a Y ffqy = 0.164 [28]; para o néutron no primeiro termo f§, = 0.014, fi; = 0.036,

q=u,d,s
& = 0.118 o que leva a Z J1q = 0.168 [28]; e para prétons e néutrons no segundo
q=u,d,s
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termo fig =1— > ff, = 0836 e figc =1— > fi, = 0.832 em que f{g estd

q=u,d,s q=u,d,s
relacionado aos glions e é dado por fra (bn) — 1 — Z fé‘;n), que é aproximadamente (.84
q=u,d,s

e 0.83 para protons e néutrons respectivamente.

Podemos usar um acoplamento com quarks do tipo G4 = Gy X mq, 0 que possibilita

simplificar f,, , como

Ggm n 2 ( Gom n
f, b, Z Py P Z 1
o \/§ q u,d,s q=c,b,t

G()mp,n (p n 2 )

:GO\%PJ‘ S (1—qz )] (2.20)

| a=u,d,s u,d,s
Gompn'< ) 2
— 297y 2
GOmpn
= 247 .
s |17 2 0 }

Como Z frq = Z J1q consequentemente f, =~ f,, podemos escrever de uma
q=u,d,s q=u,d,s
maneira aproximadaz

4 miM?
_ 2 A— DV + 2
OxN T (mN + MX) [( ).f + fp]
Ny (2.21)
LA TN e
m(mn + M2 P
Podemos ainda definir a secado de choque por niicleon como
2 A f2
_ow _ 4 mgMy 2
= = — 2.22
Top = Y2 7 (mx + M,)? Jo: ( )
em que
Ggm
fo = L1247 > R
b 9\/§ q=u,d,s ¢
938 x 1073 (2.23)
~ —— 24+ 7x0.164] x G
fp 9\/§ [ ] 0

fo =023 x GoGeV ™.

Usando para 1pb= 107%6cm? = 2.5681 x 107?GeV 2 para converter em pb e
substituindo na expressao para se¢ao de choque, encontramos
my

2
~27x 107 —MX
Top (mN -+ MX>2

G? pb. (2.24)
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Com isso, no fim temos uma se¢ao de choque por ntcleon dependente do acopla-
mento Gy, que por sua vez ird depender do acoplamento de cada tipo de interacao. Entao
os experimentos de deteccao direta irao restringir o acoplamento de uma maneira que a

secao de choque por ntcleon ird ficar abaixo dos limites impostos por eles.

2.4.2 Experimentos de Deteccdo Direta

A ideia é usar essa teoria de deteccao direta e aplicar como limite para a construgao
do modelo, ¢é interessante olharmos para experimentos do género que ja existem na fisica

experimental. Alguns exemplos interessantes de experimentos, sao:

1. XENONI1T: Esse é um tipo de experimento que faz o uso xenoénio liquido (LXe)
em uma camara de projecao do tempo (TPC), subterrdnea para reduzir ruido de
fundo induzido por raios césmicos. O XENONIT é uma TPC com xenoénio de duas
fases (liquida e gasosa) a uma profundidade de 3600m abaixo do nivel do mar no
INFN Laboratori Nazionali del Gran Sasso in L’Aquila na Italia. A TPC usa a
combinagao de campos elétricos e magnéticos que juntamente com o gas e liquido
dentro conseguem reconstituir a trajetéria de uma particula. Com o uso de tubos
fotomultiplicadores (PMT) nas extremidades da cdmara é possivel detectar a luz
criada pelas interagoes da particula de matéria escura com um nticleon. A disposicao
da montagem da TPC pode ser visto na Fig.(4). Outros experimentos do género sdo:
LUX [29] e PandaX-II [30].

Levelmeter (long)

Top TPC electrodes
Copper field
shaping electrodes
PTFE reflector
Cable tray

PTFE pillars
PTFE HV screen

Bottom PMT array:

Cathode

Cu/PTFE PMT support
o
0 10 20 30 40 50cm

Figura 4 — Montagem da Camara de Projegao do Tempo (TPC) [31].

2. SuperCDMS (Super Cryogenic Dark Matter Search): O SuperCDMS é uma
colaboracao que faz experimentos com intuito de realizar uma deteccao direta de
matéria escura e entender sua natureza. O CDMS ¢ realizado no subterraneo para

que se tenha um escudo contra particulas de alta energia da radiacao césmica que
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podem servir de ruido de fundo. Os detectores do SuperCDMS sao feitos com funcao
priméria de detectar fonons e ionizacao geradas dentro do cristal através de colisoes
elasticas entre nicleo do detector e particulas de baixa energia de matéria escura
como mostrado na Fig.(5). A energia depositada no detector por uma matéria escura
interagente pode ser tao baixa quanto décimos de elétron volts (eV). Deteccao de
um evento desses a um nivel tdo baixo de energia requer um aparato experimental
sensivel. O requerimento entao é que o detector seja mantido a uma temperatura
bem baixa para que seja possivel distinguir a energia depositada da energia térmica
do nicleo do detector. O que pode ser feito usando um sistema criogénico. Os
detectores necessitam de tecnologia avancada de filme supercondutor. Cada cristal
de germaénio e silicio (com 100m de didmetro e 33mm de espessura) tem cerca de
1000 sensores depositados em ambas as faces do detector. O sensor de fonons consiste
de uma disposicao de pequenos sensores supercondutores que consistem de tiras
microscépicas de tungsténio acoplado a aluminio para coletar a energia de fonon do
cristal. Alguns dos detectores também coletam sinais de ioniza¢ao com uma pequena
voltagem aplicada através do cristal enquanto outros convertem a ionizacao para

fonons usando uma voltagem aplicada muito maior [32].

b Dark Matter
(mass ~ GeV - TeV)

Germanium

Aoil energy
E~3V P (tens of keV)

phonons

Figura 5 — Esquema da interacao da matéria escura com um nticleo, mostrando a energia

que gera a ionizagao e os sinais de fénon [32].

3. PICO-60: Aqui é utilizado um detector super aquecido, que utiliza emissdao acistica

de formacao de bolha. Localizado no laboratorio subterraneo SNOLAB com uma
profundidade de 6000m abaixo do nivel do mar, a cAmara de bolha do PICO-60
é a maior do género procurando matéria escura. A cdmara ¢é imersa em um fluido
hidraulico e preenchido com CF3I. Para ter um escudo contra fontes externas de
radiacao e ainda controlar a temperatura o aparato conta com um tanque de agua,
que também contém um vaso de pressdao. O tanque de agua, o vaso de pressao, o
fluido hidraulico e a cdmara de bolhas estao todos em contato térmico. Cameras

CMOS sao usadas para fotografar a camara. As imagens das cameras sao usadas
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para identificar as bolhas e fazer a reconstrugao de suas coordenadas espaciais dentro

da cAmara [33]. A montagem do experimento pode ser visto na Fig.(6).

Water (Buffer) Acoustic Sensors

C3F8 (Target)

Synthetic quartz
inner vessel

Propylene Glycol
(hydraulie fluid)

Figura 6 — Detector do Pico-60 que utiliza C5Fg [33].

Um exemplo da maneira como as restrigoes que tais experimentos podem proporci-
onar estd na Fig.(7). No grafico conseguimos ver limites impostos pelos experimentos que
citamos anteriormente assim como uma leva de outros experimentos que também fazem

busca de forma similar.
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Figura 7 — Limites vindos de experimentos como XENONIT [34], LUX [29], SuperCDMS
[32], PandaX-II [30] e PICO-60 [33] ja citados anteriormente, além de outros
experimentos [35].
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2.4.3 Deteccao Indireta e seus Experimentos

A detecgao indireta de matéria escura procura identificar possiveis produtos visiveis
de interagoes envolvendo matéria escura, originando da matéria escura ja presente no
cosmos. Em particular, buscas indiretas normalmente focam em procurar por particulas do
modelo padrao produzidas pelo decaimento ou aniquilagao de matéria escura, ou seus efeitos
secundarios. A deteccao indireta se aproveita da grande quantidade de matéria escura que
existe no universo (com a densidade de energia cinco vezes a da matéria baridnica, sob um
volume cosmolégico), e a existéncia de telescdpios que provem sensibilidade para fontes
exoticas de particulas do modelo padrao. Entretanto, deteccao indireta sofre com alguns
desafios ja que a matéria escura interage apenas de forma fraca com particulas do modelo
padrao, entao a taxa de producao de particulas é esperada para ser pequena, e muitos dos
canais para possivel detecgao sofrem de um potencial ruido de fundo vindo de produgao
astrofisica de particulas. Mas a técnica possibilita ainda pensar em responder alguns pontos

como sobre a estabilidade da matéria escura e a explicagao de sua abundancia observada.

Esse tipo de detec¢ao normalmente buscam sinais dessas aniquilagoes e decaimentos
através de observar elas em fluxos de raios cdsmicos como: 1) neutrinos com a colaboragao
‘Antarctic Muon And Neutrino Detector Array’ (AMANDA) [36]; 2) particulas carregadas
como elétrons e positrons com a colaboracgao ‘Payload for Antimatter Matter Exploration
and Light-nuclei Astrophysics’ (PAMELA) [37] feito com pésitrons; e 3) fotons em radiagao
gama com a colaboracao ‘Fermi Large Area Telescope’ (Fermi-LAT) [38]. Colaboragdes
como Planck [1] também sdo dessa leva de detecgio indireta ja que ele aborda a observacao

de eventos na radiacdo césmica de fundo.



37

3 Cosmologia e Termodinamica do Inicio do

Universo

3.1 Introducao

Umas das maneiras de estudar a matéria escura é fazendo o uso de densidade
de reliquia térmica. Para esse estudo precisamos ter conhecimento sobre cosmologia,
termodindmica e mecanica estatistica. Antes de partirmos para o estudo de reliquias

iremos introduzir alguns conceitos importantes dos trés ramos citados.

O primeiro passo sera estudar um pouco de cosmologia. Comegaremos estudando
a métrica FLRW e o uso da relatividade para o estudo dela. Com a métrica podemos
trabalhar com algumas relagdes envolvendo o fator de escala a(t), densidade de energia p
e a pressao P. Essas relacgoes envolvendo a(t) podem nos dizer o comportamento dele em

alguns cenérios de composi¢do dominante no Universo.

Em seguida, usando de base a termodinamica e a mecénica estatistica é possivel
estudar o equilibrio termodinamico no universo e as transi¢oes dos dominios de composi¢ao
do universo. Também podemos entender melhor como funciona a densidade de matéria, o

numero efetivo de espécies de particulas, a entropia e processos de desacoplamento.

Os topicos levantados nesse capitulo irao auxiliar no estudo da densidade de reliquia,
desde o desenvolvimento do mesmo até o uso dele para o estudo de uma particula de

matéria escura.

3.2 Cosmologia

O primeiro passo serda o estudo da cosmologia com a apresentacao da métrica.
Passaremos para o uso da relatividade geral, com as equagoes de campo de Einstein, nessa
métrica, para entdo entendermos algumas relagoes envolvendo o fator de escala a(t), a
densidade de energia p e a pressao P. Terminando com o estudo de alguns cendrios de
composicao dominante para eras do Universo. Esse estudo sera feito tendo como base o
livro de Bailin & Love [39].

3.2.1 A Métrica FLRW (Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker)

A descricao padrao do universo envolve considera-lo em grande escala (100Mpc/h
[40]) como homogéneo (todos os pontos do espago sao equivalentes) e isotrépico (em

cada ponto do espaco, todas as dire¢oes sao equivalentes). Essa descri¢ao é feita atra-
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vés de uma métrica envolvendo um fator de escala a(t). A métrica apropriada é a de

Friedmann-Lemaitre-Robertson—Walker:
dr?

1 — kr?

ds? = dt? — a?(t) < + r2d6? + r? sin® 0d¢2> : (3.1)
em que as coordenadas coméveis (t, 7, 0, ¢) sdo as coordenadas de um observador em queda
livre no campo gravitacional do universo. O parametro k estd relacionado a curvatura
do universo podendo ser —1,0,+1 (aberto, plano, fechado). De acordo com os dados da

colaboragao Planck [1] podemos considerar que vivemos em um universo plano.

3.2.2 Equacoes de Einstein para a Métrica FLRW

Um proximo passo é o estudo das equagoes de campo de Einstein usando a métrica

FLRW. As equagoes de campo de Einstein estdo reunidas na seguinte expressao:
1
R, — §Rg,w =87GNT . + Aguw, (3.2)

em que Gy ¢ a constante gravitacional de Newton, 7}, o tensor de energia-momento,

R = g" R, o escalar de curvatura. Com

Ry, = OpLf — 0,05 + TETp —Th T (3.3)

im= jk»
sendo o tensor de Ricci escrito em fungdo dos simbolos de Christoffel que por sua vez sao

escritos como:

1

e A a constante cosmoldgica A = (4.24 £ 0.11) x 107% eV? de acordo com a colaboracio
Planck [1].

Para encontrarmos uma solugdo para as equacoes de campo é preciso usar a métrica e
achar os tensores referentes a ela. Para o tensor de Ricci, os tinicos simbolos de Christoffel

diferentes de zero serao:

Ty = =gy Tjo= 0y =Ty a5
o (35)
k= 5(8kgzj + 091 — 8lgjk) = ij-
Deixando assim o tensor de Ricci com as seguintes componentes diferente de zero
i a a® 2k
ROO = —35 € Rij = — [CL + 2? + ? Gij, (36)
e o escalar de curvatura ) o i
a a
R=—-6|-+"2 4+ 2|, 3.7
[a * a? * aZ] (37)

Por 1ltimo é necessario o tensor de energia-momento. E para um fluido perfeito com

densidade de energia p e pressao P, as componentes diferentes de zero sao

TOO =p € T;'j = —P(SU (38)
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Com isso encontramos as seguintes resolugoes para as equagoes de campo de Einstein.

Primeiro para a componente 00,

02 3 p+ g (39)

também conhecida como equagao de Friedmann. E para as componentes ¢ — j

<a>2+k_ 8GN A

a

. . 2 ki
2% 4 (a) + = = —87Gnp + A. (3.10)
a a a

Subtraindo a Eq.(3.9) da Eq.(3.10) teremos uma equagao para d
a 47TGN

a 3

conhecida como equagao de Raychaudhuri.

(p+ 3p) +/3\ (3.11)

J& que o Universo pode ser considerado um universo plano (k = 0) e que constante
cosmologica, no inicio do universo em uma época que ela nao era dominante, é bem
pequena quase igual a zero (A = 0). Nesse caso, a Eq.(3.9) é

3H?
8 GN

P = pe = 3M3,,aH?, (3.12)

lanc

em que H = a/a é o parametro de Hubble e M3, .. = 1/87Gy = m3,,../87 é a massa
reduzida de Planck, com mpa,ac & massa de Planck (mpranec =~ 1.22 X 1019Ge\/).

Assim como o pardametro de Hubble varia com o tempo, p. também varia. O parametro de
densidade €2 é definido como

p
. 3.13
Pe (3.13)

E a medida da densidade ¢é a razao com a densidade critica p,.

Q

Podemos também estudar a equagdo de conservacao de energia usando o tensor de

energia-momento
D, TH =0, (3.14)

em que

DA\V# = 8\VF 4+ T VP (3.15)

¢é a derivada covariante. A componente p = 0 leva a equacao de continuidade
a

Podemos relacionar a densidade de energia p e o fator de escala a(t) se escrevermos:
P = wp. (3.17)

Entao a Eq.(3.16) leva a
p ox a3+, (3.18)

Com isso é possivel estudar certos cendrios e suas dominancias:
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w=0, P=0, poxa? matéria barionica (poeira), matéria escura fria,
w = %, P = %,0, poca? radiagao (luz, matéria relativistica),
w=—-1, P=—p, p=cte constante cosmoldgica (energia escura).

Ja usando a Eq.(3.12), com H = a/a, teremos a relagao
alt) o t30w (3.19)

Nos cenarios particulares ja estudados, teremos:

aoxt?3 H= %til matéria barionica (poeira), matéria escura fria,

aocct'V? H=2t"'  radiagio (luz, matéria relativistica).

Essas relagoes terao importancia ao estudarmos a evolucao do fator de escala na

conservagao de entropia.

3.3 Termodinamica do Inicio do Universo

Para continuarmos desenvolvendo as ferramentas para o estudo da densidade de
reliquia, é preciso um entendimento sobre a termodinamica do inicio do Universo. Dessa
vez com base no livro de Oliver Piattella [41]. Nesse estudo iremos aplicar o que vimos até
entdo de cosmologia. Principalmente a consideracao de que o Universo funciona como um

universo isotropico e homogéneo caracterizado pela métrica FLRW.

Também faremos o uso da mecanica estatistica para estudar fluidos em estado de
equilibrio, bem no inicio. Para isso faremos o uso de fungoes de distribuicao, f(Z,p,t)

aplicadas nas consideracoes feitas sobre o Universo.

3.3.1 Densidades de Particulas, de Energia e de Pressao

Para podermos construir a densidade de particulas, de energia e de pressao precisa-
remos trabalhar com uma fungao de distribuigao f(Z,p,t) € R. A densidade de particulas

¢é dada por:
1
T, p,t) = g—=f(Z,p,t), 3.20
n(7, p,t) (%)3]"( p,t) (3.20)
em que g é o fator de degenerescéncia da espécie particula (por exemplo para os léptons
g = 2, para os bésons W* e Z g = 3 e para o féton g = 2) .

E possivel encontrar a densidade espacial de particulas integrando no momento:

n@t) =g | @ 7). (321)
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O numero total de particulas vem quando integramos a densidade espacial nas variaveis
espaciais:
N@y3/&fmaw. (3.22)
Uma vez que que consideramos o universo como um universo isotropico e homogéneo,
temos f(7,7,) = f(p,1).
Podemos escrever também expressoes para densidade de energia e de pressao. A

densidade de energia é dada por:

d*p
p(t) =g / (Zﬁligf(p, t)E(p). (3.23)
Ja a de pressao é dada por:
@ p’

Em que a expressao da energia depende se estamos no limite nao relativistico ou relativistico,
e é dada por:

m + % nao relativistica.
Ep) = (3.25)
VD? + m? relativistica.

Podemos considerar uma distribuicao de um géas de particulas em equilibrio cinético,
dada pela distribuicdo de Fermi-Dirac para férmions e Bose-Einstein para bosons:

1

(B — /T £ 1 (3.26)

froBe(D,t) =

com +1 para férmions e —1 para bodsons, e u o potencial quimico. Se as particulas
estiverem em equilibrio quimico encontramos uma situacao em que os potenciais quimicos

das particulas envolvidas em uma reagao estao correlacionados.
1+2+—3+4,
M1+ flo = 3+ fla,

Iremos considera um gas de particulas fracamente interagentes (p = 0).

1

= 3.27
feoe(P) = oy T (3.27)
Se usarmos o cenario relativistico £ = y/p? + m?2, teremos a funcao distribuicao:
1
fFD,BE(p> = . (3.28)
eXp((\/p2 + m2)/T> +1
Agora podemos calcular a densidade de particulas
d’p g [™ p?dQdp
n= / 59/(0) = o3 /
B (O B,
g [* p*dp '

" 27 Jo exp((Vp? +m?)/T) £ 1
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Aqui usamos d®p = p?dQdp e dQ = 4r.
Se fizermos mudancas de varidvel, usando £ = p/T, d§ =dp/T e x = m/T

_gT® e £2dg
"o /0 exp(\/§2 + xQ) +1 (3.50)

Podemos usar alguns resultados ja conhecidos para resolver a integral:

/000 efj -d€ = ((n+1)T(n +1),

LT (3.31)
/O gre g = STl(n+1)/2]

Em que I' e { as func¢bes gamma e zeta respectivamente.

Entao podemos resolver para o caso no limite ultrarrelativistico e no limite nao
relativistico:

1) No limite ultrarrelativistico, p > m = & > x:

a)bésons:
g7 /OO £2 gT3
= d€ = 55 CBTB). 32
n=57) w18 =5200BI6) (3.32)
b)férmions:
gT3 /oo 62 gT3 /oo ) 1 ) 3gT3
- ¢ = - de =2 C(3)0(3). (3.
" 272 Jo €S +1 ¢ 212 Jo ¢ ef—1 2 _1 § 4 972 (3)I'(3) (3.33)

2) No limite nao relativistico, m > T = = > 1

g1 ¢ gI® o &
" o /0 exp(\/§2 —i—xQ) . 2m2 /0 exp(m + %) ¢

N ﬁe 2z o2

m1 %%
=qg|l— ] eT.
g 2

Com uma expressao para a densidade de particulas, podemos calcular a densidade de
energia e de pressao. Usamos as expressoes dadas anteriormente Eq.(3.23) e Eq.(3.24),
substituindo a energia por ' = /p? + m?. Resolvemos da mesma maneira que acabamos

de resolver.

Primeiro fazemos para a densidade de energia.

3

B d’p 2 1 m2 — 9 > PP+ m?
p‘/(2w)3gf(p>\/ﬁ_ (W)/O exp(\/m/T)ildp

_ 9T /°° EVE +a?
272 Jo exp(x/m) +1

(3.35)
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Seguido para a pressao.

d*p p
P = / (2ﬂ)39f(p)3\/m ~ 3 (272)

_1gT4/°° & /VE + a?
S 320 o exp(VET T a?) £1

Mais uma vez para resolvermos as integrais utilizamos os resultados prontos e fazemos os

” 1y /°° PIVETT
0 exp(y/p? +m?)/T) £ 1 5.36)

limites ultrarrelativistico e ndo relativistico.

1)Ultrarrelativistico:

gT7? 1 bésons,
77730 ")t tm
g férmions, (3.37)
p="
3
2)Nao relativistico:
= mn,
’ (3.38)
P=nT < p.

3.3.2 Nudmero Efetivo de Espécies Relativisticas

A densidade de energia total em forma de radiagdo pode ser escrita para uma
mistura de particulas ¢ da seguinte forma:
24
b= =g (D), (3.30)
em que g.(7") é o ntmero efetivo de espécies relativistica e T a temperatura dos fotons.
Existem duas situagoes para g.(7'):

1) Particulas em equilibrio térmico com os f6tons:

o= g+: > o (3.40)

bésons férmions

2) Particulas com temperatura T}, j& desacopladas do banho térmico de fétons:

9(T)= > g(?) +; > g(?) : (3.41)

bésons férmions

Para as particulas do Modelo Padrao em equilibrio térmico teremos para os bdsons os
valores de g como 8 x 2 = 16 para os glions, 3 para os bésons W e Z, 2 para o fétons e
1 para o bdéson de Higgs, entdo gipesons = 16 +3 +3 + 3+ 2+ 1 = 28. J& para os férmions
teremos g como 2x 2 x 3 = 12 para as duplas de quarks t e f, beb, ce¢, ses, dedeueT,

2x2 = 4 para as duplas de léptonseee, pefieTeTe2x1 = 2 para as duplas de neutrinos
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Ve 0Tz, Uy €Ty € Uy € Uy, eNtA0 Gugtrmions = 124124124124 124 12+ 4+4+4+2+2+2 = 90.
Substituindo em Eq.(3.40), teremos:

7
g = 28+ 290 = 106.75. (3.42)

O numero efetivo de espécies sera util mais a frente quando formos estudar ele com base

nos neutrinos.

3.3.3 Entropia

Podemos trabalhar também com a entropia de uma distribuicao térmica e a
conservacao de sua densidade. Um passo importante para entender algumas evolucoes de
particulas e o estudo de alguns processos. Podemos fazer partindo de resultados ja obtidos,
com o uso de argumentos termodinamicos. Usando a primeira lei da termodinamica e
considerando U = pV, teremos:

TdS =dU + PAV =Vdp+ (P + p)dV
dp
= VﬁdT + (P + p)dV (3.43)

P+p
- TdT T dv.

S a5
= (22 ar+ (=2 44
ds (8T>Vd +<av>TdV’ (3.44)

e comparando ela com a Eq.(3.43), teremos:

(25) _va
or ), ~ TdT’
95y _ Py
ov), T

Uma condi¢ao imposta a S para que dS seja um diferencial exato é que as suas

Escrevendo dS como:

(3.45)

segundas derivadas sejam iguais, ou seja,

0%S 0%S
ovor  oTov (3.46)
Escrevendo as segundas derivadas da entropia:
#S _ 0 (Vo) _1dp
ovor —ov \TdT) TdT’ (3.47)
28 _a<P+p)__(P+p) 1dP 1dp ‘
orov.—or\ T )  T? Tdr - TdT
Podemos igualar as duas e obter:
o°P P
@t (3.48)

or T
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Com esse resultado podemos expressar a variacdo da entropia como:

ds = ;[d[(P + o)V = VdP]

3.49)
1 V P+p (
= —d[(P ——(P T=d|—V|.
FA(P+ V] = (P 4+ p)dT = d [ =2V
O que nos deixa com a seguinte expressao para a densidade de entropia:
S P+p

Podemos ainda verificar que a expressao obtida para a densidade de entropia de
3

fato leva a conservacao da mesma em um volume comoével constante, a’s = cte.
d, 5 dpt+P ;4
TSRl a]
3 -
L + P,
=Lt T+3H(p+P)] (3.51)
B[ (AP p+ P\ .
=— |/ — ———|T+3H P)|.
w o (G - ) st )

8 ~ Lo dP _ p+P )
Utilizando a equacao da continuidade Eq.(3.16) e que §& = 2~ teremos:

d 3

—(sa”) = 0. 3.52

= (sa?) (352)
Esse resultado também sera importante para quando estudarmos o ntimero efetivo

de espécies de neutrinos ja que a conservacao da densidade de entropia sera usada para

estudarmos a mudanca de temperatura antes e depois de processos chaves.

3.3.4 Desacoplamento Térmico

Ao considerarmos um fluido com densidade de particulas n. A taxa de interacgoes é
definida como:
' = now, (3.53)

em que o a secao de choque e v a velocidade média das particulas.

O tempo médio entre colisdes em um universo estatico associado a I' é t, = %
Existe também uma escala de tempo associada a taxa de expansao H que é ty = % Para
o equilibrio ocorrer, as interacoes devem ocorrer a uma taxa superior a da expansao do
universo I' > H < t, < ty. Com a expansao do universo, I'; diminui e diferentes tipos de

particulas desacoplam do banho térmico quando:
'~ H. (3.54)
As interacoes dos neutrinos com outras particulas sdo medidas com a forca fraca.

Para as interacoes fracas 0 ~ G&T?, em que Gp = 1.1663787 x 1075GeV 2 é a constante

de Fermi. Entao, T' ~ n,0 ~ GZT° j& que n, ~ T°.
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Quando comparamos com a taxa de expansao do universo (H 2~ p/m%lanck ~
47,2 r 23 T \3 10 ~
T /Mpjana) vemos que 5 ~ MplanckGET” — (732)° ~ 10K, Entao, quando T ~ 1Mev

os neutrinos se desacoplam do banho térmico.

Mais uma vez temos um ponto importante para o estudo que faremos do niimero
efetivo de espécies de neutrinos ja que no cenario que estudaremos precisaremos considerar

processos que ocorrem apos o desacoplamento dos neutrinos.
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4 Equacao De Boltzmann

4.1 Introducao

Um ponto importante no estudo de matéria escura é o estudo de densidade de
reliquia, pois ao estuda-la podemos relacionar seu valor com dados obtidos por observagoes
como a da colaboracao Planck [1]. Seu estudo pode ser feito através da equagao de

Boltzmann e do uso do contetido apresentado no Cap.(3).

Nosso estudo comecard com a deducgao da equacao de Boltzmann que pode ser feita
com base nos livros de Oliver Piattella [41] e de Kolb & Turner [42]. Mas para trabalharmos
com a essa equagao precisamos fazer um estudo dos itens importantes que usaremos para
o calculo da mesma. O primeiro passo é usar a densidade do niimero de particulas em
equilibrio n® que é encontrada como feito na Secao.(3.3). Seguido da segao de choque, o,

junto com a média térmica da se¢do de choque vezes a velocidade relativa, (o|v|) [43].

4.2 Equacao de Boltzmann

Uma importante ferramenta matematica para lidar com reliquias térmicas é a
equacgao de Boltzmann. Podemos escrever ela de uma maneira genérica da seguinte

maneira:

A A

L{f] = C[f], (4.1)

em que f = f(p,Z,t) é a fungao de distribuigao, L é o operador de Liouville que descreve
a mudanca no tempo da funcao distribuigao, e Céo operador de colisao que descreve o

numero de particulas perdido, ou ganhado, por unidade de tempo no sistema.

Primeiro vamos cuidar do operador de Liouville que é escrito na sua forma covariante
usando o fato de que escrevendo o operador como uma derivada total em fung¢ao de um

parametro afim A, temos
. a o
P — 0 dx n 0 dp
oxre d\  Opt dA

(4.2)

ao longo da geodésica x®(\). Temos A de modo que p* = dz®/d\, entdo podemos pegar a

equacao da geodésica

d*ze ., dz? da?
€ escrever como
dp® e dp® «
ay PO =0 = e = T (44)
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Voltando na expressao para L em Eq.(4.2) e substituindo ficamos com a forma covariante

igual a
A 0 0
Leow = p*=— — T%pp° —. 4.5
p Gy gsP P ap° (4.5)

Essa expressao na sua forma nao relativistica é:

N 0 dZs dv =
Lng = — T +va d—V (4.6)

que é a derivada temporal total.

Em um universo homogéneo e isotropico, podemos escrever

f(@,pit) — f(Ipl t) ou f(E,1). (4.7)

Substituindo em Leoy na Eq.(4.5) com 2® = (t,2,y,2), p* = (E,|P|) e Iy = (a/a)gs;
(simbolo de Christoffel dado em Eq.(3.5) para a métrica FRLW), e considerando um

cendrio sem colisdes (C[f] = 0, mas como L[f] = C[f] teremos L[f] = 0), temos

s SOf  a ,0f
L[f] = Ea - 7p28E (4.8)

Como o interesse aqui ¢ relacionado a densidade do nimero de particulas, ¢é

interessante usar (como vimos na Segdo.(3.3))

d*p
t) = ——f(E,t). 4.9
nt)=g [ G (B (19)
Para fazermos o calculo envolvendo [:7 temos

dp a21af dp
/L *E/ o a E8E>g( o) (410

E/ of _a 2lg@) d’p

B E 0p OF ( )3

Nesse momento usaremos
p E? — m27
) 1 4.11
o _Lyp L _F (4.11)
OE 2 E2—m? p

Substituindo, temos

3 3 . 3
it [ (-t Byl = ] (- 520

Agora basta resolvermos a integral. O primeiro termo é

gt[ /(dﬂ)gf(Ej)] 887; . (4.13)
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J4 o segundo termo é preciso primeiro substituir d3p = p?dQdp = 47p?dp e fazer uma

integracao por partes

dp 4mp? g g a ] 9
g/ (27)3 a 8]) a 2#2/ pp B /3p v

3
= — fg/ d'p f(Et) = 3an.
a

Aqui na integragdo por partes nds so6 colocamos o segundo termo pois o primeiro vai para

(4.14)

zero nos limites de integragao utilizados. Juntando tudo e usando H = a/a, temos
E(n+3Hn)=0. (4.15)

Note que podemos ainda escrever o lado direito de outra forma

1 d(na®)
ad dt

— 4 3Hn = 0. (4.16)

No préoximo passo iremos preocupar com o lado da expressao envolvendo o operador

de colisdo. Iremos considerar uma interagao do tipo

142+ 3+4, (4.17)

Iremos continuar a dedugao da equacgao de Boltzmann usando uma das particulas

como ponto de partida, a particula 1. Podemos escrever:

- —Hpig— = é[f], (4.18)

e poderemos usar o resultado da Eq.(4.16) para o lado envolvendo L. Entao, teremos:

1L d(ma®) A 1 d*py
a3 dt ’_/CV]Emz) (4.19)

O operador de colisdo tem uma expressao geral que nos permite escrever a equacao

da seguinte maneira

1 d(na®) d*p d®p, d’ps d’py

@ dt _I/(2wynfht/(2wﬁ2fgu/(2wﬁ2£gk/(2wﬁ2£a
x (2m)46®) (py + pa — ps — pa)d(Ey + Ey — B3 — Ey)|M|?
X [fsfa(L £ f1)(1 £ fo) = fifoa(1 £ f3)(1 £ fa)],

Sumimos com g porque agora incorporamos ele nas fungoes de distribuigdo. A integragao

(4.20)

é feita nos momentos das particulas e também temos as func¢oes deltas de Dirac por causa
da conservacao do quadrimomento. A parte fundamental da interacdo estd representada
pela amplitude do processo, |[M|?. Por fim temos f5f; — fifo representando um balanco,

aqui como referéncia a particula 1, ja que quanto mais particulas 3 e 4 nés temos, mais
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elas reagem e produzem particulas 1 e 2 e o mesmo vale para o inverso. As contribui¢oes
do tipo 1+ f e 1 — f sdo relacionados a fun¢ao de distribuicao dependendo das particulas
envolvidas e representam o fato de que é mais facil produzir um béson que um férmion,

por causa do principio de exclusao de Pauli.

O préximo passo € tentar simplificar nossa expressao. Podemos assumir equilibrio
térmico e temperaturas suficientemente pequenas de maneira que E — u > kg'T' para que
possamos usar as fungoes de distribuicdo Fermi-Dirac e Bose-Einstein como uma versao

simplificada (a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann)

Usando essa distribuicao, lembrando que FE5 + Ey = F; + Fs e ignorando as partes

envolvendo 1+ f e 1 — f. Podemos reescrever o termo final da nossa expressao como

fafa(L £ fi)(1 £ f2) = fifa(L £ f3)(1 £ fa)

(4.22)
e~ (B1+E2)/(ksT) [6(u3+u4)/(kBT) _ e(#1+u2)/(kBT)]_

Com a aproximacao da funcdo de distribuicdo podemos dar uma nova cara para a

densidade do ntimero de particulas

d3
get! tT) / (2;)’3 ¢~ B/ (kT). (4.23)

em que foi possivel colocar o poten(nal quimico para fora da integral uma vez que ele

nao depende do momento da particula mas sim da temperatura do banho térmico. Ainda

podemos definir uma situagao de equilibrio u = 0 como

=g / ¢ B/(knT), (4.24)

Antes de aplicarmos tudo isso na nossa expressao para a equacao de Boltzmann,
podemos fazer uma tultima consideracao. Podemos definir a média térmica do produto da

secao de choque com a velocidade relativa como

(ot) = 1 / d*py / d®p, / d®ps / d*py
OVrel) = —eo—
V= s | 2B, | eny2E, | @n)2E, | @n)R2E, (4.25)
X (27T)45 )(pl + Do — p3 — pa)d(EL + By — B3 — E,)|M|%e” (Er+E2)/(kpT)

Juntando tudo isso na Eq.(4.20), ficamos com a seguinte equagao de Boltzmann:

. n3ng ninog
_ €4, eq
1y + 3Hny = ni*ng (o) o eq o eq (4.26)
Ng Ny ny No

Na situacao de reliquias térmicas consideramos que as particulas 3 e 4 se encontram
em equilibrio térmico, o que nos permite assumir nz = n5* e ng = ny’. Nos deixando com

a equacao de Boltzmann escrita como:

n1 + 3Hny = (ovwe) (ni'n5t — ning). (4.27)
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Temos que nq e ny representam uma particula de matéria escura e sua anti-particula.
O que nos permite escrever ny = ng = n, e n* =ny! = nit. O que nos deixa com a versao
final da equacao de Boltzmann como
. _ 2 2
Moy + 3Hny = (ova) [0y, — Nyl (4.28)
A realidade é que o uso da velocidade relativa na média da se¢ao de choque com essa
velocidade nao ¢ tao preciso para particulas relativisticas. Isso foi mostrado por Gondolo e
Gelmini [43]. O jeito para deixarmos a expressao propicia para particulas relativisticas é
através do uso da velocidade de Mgller para o termo de secao de choque como veremos a

seguir.

Escrevendo o termo envolvendo a se¢ao de choque para um processo 1 +2 — 3+ 4

como

d3p3 d3P4
(27’(‘)32E3 (27T)32E4

Z / |M12—>34|2(27T)454(p1 + P2 — P3 — Da) = 4F 192012534, (4.29)

spins

1/2 ¢ g, e gy sio fatores do spin que aparecem da média dos

_ 2 2,2
em que F' = [(p1.p2)° — mims]
spins iniciais.

Para incluir todos os canais finais acessiveis basta substituir 15,34 com a se¢ao de

choque de aniquilagao total: o = Z o12-f. Com isso é possivel escrever:

todos f
d3p1 eq 1,.eq
g1 /C[fl] 2m)? = — /UUM¢1(dn1dn2 — dn{?dny?). (4.30)
Aqui, escrevemos
F
VMol = ——, 4.31
o = (131)

ou considerando vy = p1/E; e vy = po/Ey temos

gl = [Jor — vaf® — for X 0[], (4.32)
note que essa expressao € a raiz da velocidade relativa v; — vy ao quadrado menos um
segundo fator ao quadrado. A velocidade de Mgller é definida desse jeito que possibilita a
multiplicacdo dela com as densidades de niimero de particula (vygnin9) seja invariante
sob uma transformacao de Lorentz e igual ao produto da velocidade relativa v, com as

densidade n; e ny no referencial de repouso de uma dessa particulas.

Fazendo os mesmos tipos de abordagem feitos anteriormente, concluimos que

9 / Clfi] o) = —(ovma) [n° — nd ). (4.33)

Sendo a média térmica do produto da se¢ao de choque com a velocidade de Mgller definida

como
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J ooy dny?dny’
= . 4.34
<O-UM¢1> fdn‘fqdngq ( )

Nos deixando com a seguinte forma para a equagao de Boltzmann

i+ 3Hn = (ovng) [ne, — n’] (4.35)

Para resolver essa equacao sao necessarios alguns itens. Primeiro iremos precisar
da densidade do nuimero de particulas em equilibrio. Para isso basta usarmos o resultado
encontrado na Se¢ao.(3.3). O que vai nos importar aqui serd o caso E — p > kgT', portanto

a nossa densidade do niimero de particulas em equilibrio sera

n = g(?f) exp (—Tm> : (4.36)

Precisaremos também da média térmica da secao de choque vezes a velocidade. E

isso que faremos a seguir na préxima secao.

4.3 Meédia Térmica

Um item importante para resolver a equacao de Boltzmann ¢é a média térmica do

produto se¢ao de choque com a velocidade de Mgller (oupg). Ela é definida como,

[ ovmge B/ Te= B/ T @ p, d%py
J e BT e B/ Tdp, d py

(oUMa1) = (4.37)

em que F, e E5 s@o as energias das particulas que estao colidindo e pj e p3 seus trimomentos.

E possivel escrever o elemento de volume de momento como
dpidip, = 47Tp1dE147rp2dE2%d cos b, (4.38)

em que 6 é o angulo entre p; e p3, p1 = |pi|, p2 = |p3], e foi usada a relagdo pdp = EdE.
Em seguida fazemos uma mudanca de variavel do tipo
E, = Ey + Ey;
E_ = E1 — E27 (439)
s = 2m2 + 2E1E2 - 2])1]?2 cos 6.

Para fazer a modificacdo do elemento de volume, é preciso calcular o Jacobiano dessa

transformacao. Isso é feito da seguinte forma

B, 0B 0B 1 1 0
OF4 OFE_ ds 2 2 1
_ OE> OFE> OFs _ 1 1 _
J = 0FL OF_ ds - 2 2 - 4p1p2‘ (4‘40)
dcosf Ocosf Ocosb dcosf  Ocosb 1

OE, OE_ ds dE, dE_  2pipa



4.8. Média Térmica 53

Assim é possivel reescrever o elemento de volume em funcdo das novas variaveis:

d3p1d3p, = 4npdE 1 4mpad Estd cos @
2

P1P2

1
= 87T2p1p2E1E2 (4dE+dEd8) (441)

= 21? By Eyd B dE_ds.

Mas antes de resolver as integrais, ¢ necessario montar os novos limites de integracao.

Como ja existe uma expressao para s ¢ conveniente comecar pelos limites da variavel s.

Usando as expressoes Ey = /p? +m?2 e Ey = \/p3 + m?2, podemos reescrever s da seguinte

forma:
s=(p1 +p2)® = (B + E2)? — (p1 + 12)* > (Ey + E2)? — (p1 + p2)?

2
(By + E2)” = (p1 +p2)* = <\/P% +m? + \/p% + m2> — (p1 + p2)?

(4.42)

= 2m* + 2\/19% + mQ\/pg +m? — 2pips
= 4m? + 2\/p% - mQ\/pg +m2 — 2pipy — 2m2.

Um bom exercicio para estabelecer um limite final para s é trabalhar com a parte final da

expressao 2\/ pr+ mQ\/ p3 +m?2 — 2p1ps — 2m? j4 que é possivel mostrar que ela é maior

ou igual a zero.

2\/]0% + mQ\/p% +m?2 —2p1py — 2m* >0

VPR +m2\/ 03+ m? > pipy +m?.

Elevando os dois lados ao quadrado)

p; +m?)(ps +m*) > pips +m* + 2m*pips (4.43)

(
(pi
(p? + p3)m” + pips + m* > pips +m* 4+ 2m*pips
(pi + p3)m* — 2m’pips > 0

(Ipi| + [p3])*m* > 0.

Com isso teremos o seguinte limite para s
s > 4m?. (4.44)

Continuando com a expressao para s € facil encontrar um limite para F,. Lembrando que

E, = F| + E,, é possivel escrever

S = (E1 +E2)

(p1 +p2)? = B — (p1 + 13)°
E2 = s+ (p1 + p2)?
>

(4.45)

Como (p; +p2)* >0, entdo

E2 > /s
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Resta agora encontrarmos o limite para E_. Isso pode ser feito trabalhando mais uma vez

com a expressao de s. Como E_ = E; — Ej, teremos

s =2m? + 2E; Ey — 2pypy cos

1

s =2m? + §(Ei — E?) — 2p1p; cos (4.46)
1

s —2m? — §<Ei — E?) = —2pp, cosb.

Considerando que cos# encontra-se dentro de um limite +1 > cosf > —1. Podemos

escrever a expressao anterior dentro do seguinte limite

1
s —2m? — §(EJ2r — E?) > —2pip,,
(4.47)

1

Como p; = /E? —m? e py, = \/E2 — m?2, podemos escrever p;p, como

E E_)? E,—F )
p1p2:\/E12—m2\/E22—m2:\/( +—Z ) —mQ\/M—mZ. (4.48)

Usando esse resultados e aplicando para resolver as desigualdade, chegamos aos seguintes

/ 4m? / 4Am?
—|1— —/E? —s<E_< 1— —/E2 — 4.49
s +F 5= <+ S T — ( )

Com os limites bem estabelecidos podemos resolver as integrais e chegar no resul-

limites

tado.

Comegaremos com o numerador da expressao para (CUMg):

/avMQle_El/Te_E2/Td3p1d3p2 = 27?2/dE+/ds/dE_ O"UM¢1E1E2€_E+/T

4 2
= or? / 4B, / ds [2,/1 - %\/Ei - s] TN By Bae™ B4/ T (4.50)
4m? B
- 47?2/d5 U Er B [1 - = /dE+e NG

Agora precisamos usar as seguintes relacgoes:

F = o\ By Ey,

2 2 2\1/2 (4'51)
F = ((p1.p2)” —mym3) /"

Mas a expressao para F ainda pode ser reescrita em funcao de s o que vai possibilitar a

resolucao da integral.

F = ; s(s —4m?2). (4.52)
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Agora fica mais facil de resolver a expressao para o numerador

_ _ 4m? _
/O‘UM@le BT o= B2 T g3, d3py = 47r2/ds UF\/:/dE+e Ed/T B2 — s
= 27r2/d3 o(s —4m?) /dE+e_E+/T\/Ei -5
— 27r2/d3 o(s — 4m?) [\/ETKl (fﬂ

- 27T2T/ds o(s — 4m?) /5K, (f)

(4.53)

em que K é uma funcao de Bessel modificada de segunda espécie, K,,, com n = 1.
Ainda precisamos fazer a mesma coisa para o denominador. Mas para ele nao serd necessario
realizar as mudancas de variaveis. Podemos usar d3p1d3p2 = (47)*p, E1d B ps E5d Es. Entdo,

precisamos resolver
/e_El/TG_EQ/ngpldgpz = (47T)2/e_El/Te_EQ/TZhE1dE1p2E2dE2

— (47)? / e BT =BT [F2 2 dE B — m2EydE,
2 2
= (47)? l/ dz e/ Tgy/22 — m21 = (47)? lmQTKg (mﬂ

[ (5] T

Em que mais uma vez foi utilizada uma func¢ao de Bessel modificada de segunda espécie,

(4.54)

mas dessa vez com n = 2.

Com isso a expressao para a média térmica fica

_ 20T 35 ds o5 — dm?) SR (F)
<UUM¢1> - [47Tm2TK2(%)]2 ,
Vs

1 > 2
ST June ¥ 10 471V L <T>

(4.55)

(oUMgl) =
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5 A Anomalia do Momento Magnético do

Muon

5.1 Introducao

Um préximo problema que iremos abordar é o da anomalia do momento magnético
do muon. E um tépico que vem tomando cada vez mais espaco na fisica de particulas com

a evolucao dos aparatos experimentais na medida da mesma.

Quando o valor da anomalia é medido experimentalmente encontra-se uma certa
discrepancia para o valor dado pelo Modelo Padrao. A cada desenvolvimento do estudo
de interacoes entre particulas do modelo padrao, no nosso caso com mion, o valor da
anomalia, a, dado pela teoria vai mudando, mas experimentalmente ainda nao ha uma boa
concordancia entre os valores. Essa diferenca pode ser compreendida no estudo da interagao

do mion com uma nova particula e que poderia ser responsavel por essa anomalia.

Iremos comegar com uma abordagem histérico sobre a mudanca do valor de a [44],
onde falaremos também sobre experimentos e os valores atuais tanto experimentais quanto
do modelo padrao [45]. Falaremos também sobre os experimentos da colaboragao E821 em
Brookhaven [4] e FermiLab [3]. Entao passaremos para o estudo de ferramentas béasicas
para o entendimento de calculos envolvendo a, com uma abordagem semelhante a feita
no livro de Matthew Schwartz [46]. Em seguida, faremos o célculo que gera o resultado
encontrado por Julian Schwinger [47] da eletrodindmica quantica, seguido do resultado de
Steven Weinberg e Roman Jackiw [48] com a contribuigao do béson Z e que sera ttil para

o modelo que estudaremos mais a frente.

5.2 O problema do g — 2

O momento magnético anémalo ¢ um tépico discutido por muito tempo na fisica, e
que vem tomando cada vez mais espaco com os avancgos tecnolégicos dos experimentos.
Por isso ¢ interessante fazer uma abordagem histérica [44]. Ele teve seu primeiro momento
de estudo com o experimento de Stern & Gerlach [49] por volta de 1922. Eles foram os
primeiros a terem uma medida do ¢ do elétron, mas até entao, sem o conhecimento sobre
spin e sem o ainda por vir desenvolvimento da mecéanica quantica, nao era possivel ter
um total entendimento do que aquilo representava. Foi gracas a Dirac [50] em 1928 com
seu artigo introduzindo a equagao de onda relativistica que foi possivel ter um vislumbre

melhor do problema. Foi assim que se teve um entendimento de que o magneton de Bohr
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medido por Stern-Gerlach era o momento magnético de um elétron atéomico na prata:

. Qe \ 7
uw=4g % Se, (51)

em que Q = *+1, e > 0 e g = 2 previsto pela teoria de Dirac.

Em 1948, Julian Schwinger, movido pelo fato de que as medigoes da estrutura
hiperfina do hidrogénio serem maiores que a esperada pela teoria de Dirac, mostrou que
essas diferencas podem ser oriundas de um pequeno aumento do momento magnético
do elétron associado ao spin do elétron e com um valor de a/(27) ~ 0.001162 [47]. Esse

calculo foi o primeiro na ordem de 1-loop na teoria quantica de campos.

Uma boa maneira de escrever o momento magnético é:

eh
=(1 — 5.2
com (-2
g —_—
] 5.3
- (53)
Sendo o primeiro termo em unidades do magneton efi/2m e o segundo seria 0 momento

a =

magnético andémalo, em que a quantidade adimensional a ¢ a chamada anomalia. No caso

de Schwinger a = a/(27).

Toda essa teméatica sobre momento magnético anoémalo vai tomando uma forma
mais atual ainda quando o mton é colocado na mesa. Por causa de seu tempo de vida
relativamente longo de ~ 2.2us é possivel medir com precisao sua meia vida, seu momento
magnético e modos de decaimento. Um tipo de medicao relacionada ao momento magnético
¢ a juncao da producao de muons polarizados por decaimento fraco 7= — =7, com o
decaimento fraco de trés corpos u~ — e~ v, V., que gera informacao sobre a dire¢ao do spin
do muton no momento do decaimento. Um dos primeiros experimentos com esse foco, no
caso envolvendo rotagao de spin, foi no ciclotron de Nevis [51] que observou uma violagao
de paridade no decaimento do miion e também que g era consistente com o g = 2 de
Dirac. J& com alguns experimentos ap6s, nao sé em Nevis [52] mas também no CERN [53],
mostraram que a, ~ «/(2m), implicando que em questdo de momento magnético, o mion
tinha o comportamento de um elétron mais pesado. Apds foi preciso que contribuigoes de
ordem mais alta da eletrodinamica quéntica, assim como contribui¢des de hadrons virtuais,

fossem incluidas na teoria para que tivesse um melhor acordo entre teoria e experimento.

O que viria a seguir seriam experimentos mais modernos e atuais que ao medir a,
mostrariam uma certa diferenca entre experimento e teoria. Isso daria forma a probleméatica
do g — 2 da maneira que queremos abordar. Para entender melhor tudo isso nds precisamos
juntar trés pontos importantes: 1) o entendimento do valor de a,, dado pelo Modelo Padrao;
2) o experimento da colaboragao E821 feito em Brookhaven [4] e sua discrepancia com o

valor do Modelo Padrao; e também 3) o experimento da colaboragao do FermiLab [3] e
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sua também discrepancia com o Modelo Padrao. Com tudo isso em mente é possivel ter

um apelo maior para o estudo e entendimento de g — 2 e seu lugar como nova fisica.

5.2.1 Valor de a,, de acordo com o Modelo Padrao

Para o valor do Modelo Padrao teremos trés tipos de contribuigoes vindas de
processos radiativos: o de loops da QED contendo f6tons e léptons (e,u,7); loops hadronicos
(Had) contendo hadrons em loops de polarizagao do vacuo; e loops de interacao fraca
(Weak) envolvendo os bosons W,Z e de Higgs. A anomalia no modelo padrao é dada pela

expressao

MP _ QED , Had , _Weak
a, =a; " +a," +a,; (5.4)

A contribuigdo da QED ¢ dada pela juncio de loops até ordem O(a?) e tem o valor
igual a:
a?™P = (116584718.931 £ .104) x 107", (5.5)

J& contribuicao eletro-fraca é na ordem de 2-loops e tem valor igual a:

a,)** = (153.6 +1.0) x 107", (5.6)

A contribui¢ao do setor hadronico é um pouco mais complicada e envolve a somas de diversos
itens e abordagens diferentes. Mas ela vem principalmente de duas formas (‘hadronic
vaccum polarization’ HVP e ‘hadronic light by light scattering’ HLbL) e possui os seguintes

valores:

aHVP,LO + alI—LIVP,NLO + aEVP,NNLO — (6845 :i: 40) X 10—117

o
CL,I:ILbL + aELbL’NLO _ (92 + 18) X 10_11.

(5.7)

em que LO significa ‘leading order’, NLO ‘next to leading order’ e NNLO ‘next to next to

leading order’.

O que nos leva ao valor do Modelo Padrao [45], calculado pela soma de todas essas

contribuigoes, como:
ay” = (116591810 + 43) x 107" (5.8)

A partir de agora a ideia é comparar os valores vindos de experimentos com esse

valor do modelo padrao.

5.2.2 Colaboracdo E821 em Brookhaven

O primeiro experimento que devemos levar em conta é a colaboracao E821 [4] feita
no ‘Brookhaven National Laboratory’ (BNL). O experimento faz o uso de muons sendo
injetados em um anel com um campo magnético uniforme dentro. A ideia é centrada em

estudar frequéncias de precessao da particula. No caso, para um muon movendo em um
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plano horizontal do campo magnético armazenado no anel possui frequéncias de ciclotron
w, e da precessao do spin ws, elas sao dadas por:

. ¢B ¢B 3
We = — , Ws=—g — (1= ; 2.9
" (1-7) (5.9)

em que -y é o fator de Lorentz.
Agora com essas duas expressoes em mente é possivel tirar uma frequéncia de precessao

andémala w, que é calculada através da diferenca entre as frequéncias

— 2\ ¢B B
wa:a?s—@:—(g)q:—auq- (5.10)
2 my, my,

O resultado de E821 para a anomalia ¢ de

a;®*! = (116592080 + 63) x 107" (5.11)

Quando comparado ao nosso valor para o modelo padrao Eq.(5.8), temos

Aa, = a — oM = (270 £ 76) x 107, (5.12)

3 jz

com uma discrepancia de 2.2 — 2.70 [4].

5.2.3 Colaboracdo do Fermilab

Nosso proximo experimento é mais recente e foi realizado no ‘Fermi National
Accelerator Laboratory’ (FNAL) [3]. Ele foi realizado de uma maneira bem semelhante
com o feito na colaboragao E821, sendo baseado no estudo da precessao andémala do mion
dentro de um anel com campo magnético. Sendo assim ele usa os mesmos tipos de equagao

e montagem. Os resultados dele sao bem préximos daquele encontrado pelo E821.

Foi encontrado uma anomalia de

a, A = (116592040 + 54) x 107" (5.13)

Quando comparado ao valor para o modelo padrao Eq.(5.8), temos

Aa, = ai™ — oM = (230 4 69) x 107 (5.14)

jz 3

Ao se fazer uma média dos resultados encontrados pelas duas colaboragoes é

encontrado um valor para discrepancia entre experimento e teoria igual a:
Aa, = (251 £59) x 107 (5.15)

que constitui uma discrepancia de 4.20 [5]. Esse valor d4 certa confianca para o experimento

realizado e no caso do valor encontrado é uma confianca relativamente alta.
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5.3 Campos de Spin 1/2

Um primeiro passo para se entender melhor os calculos feito por Schwinger é
entender um pouco sobre o trabalho de Dirac envolvendo campos de spin 1/2. Faremos

isso tendo de base o ja citado livro de Schwartz [46].

E possivel ainda escrever na forma de um espinor de Dirac que é um objeto de

quatro componentes que combina dois campos, um destro e um canhoto, nele:

(Yo
W = (wR) : (5.16)

b= (vh vi). (5.17)

Se pegarmos as matrizes de Dirac ou matrizes ~:

= (M U“) . (5.18)

em que o* = (1,0") e 0" = (1, —0'), com o' escrito em funcao das matrizes de Pauli:

(0 1) (0 —@') (1 0 )
g1 = , 092 = . , 03 = . (519)
10 i 0 0 -1

Tendo tudo isso em mao ficamos com a seguinte Lagrangiana de Dirac:

Com

L =P(iy"d, —m)p. (5.20)
Dela ainda temos a equacao de movimento conhecida como equacao de Dirac:

(iv*0, —m)y = 0. (5.21)

Sob uma transformacao de gauge, ¥ transforma da mesma forma de um campo

escalar. Para um spinor com carga () = —1 como o elétron,
P — e Y. (5.22)

Entao é possivel usar a mesma derivada covariante de um escalar 9, +ieA,. O que nos

deixa com:

Db = (8, + ieA, ). (5.23)

Deixando a equacao de Dirac da seguinte forma:

(i — eA —m)y = 0. (5.24)
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em que @ = "0, assim como A =yrAr,

A ideia agora ¢ multiplicar ambos os lados da equacdo por (i@ — eA + m) dando

0= (i@ —ed +m)(id — eA —m)y
= [(i0, — eA)(i0, — e A )YH~" — m?>
[(i0, ) My Jo (5.25)
1 1
— (4{1’(‘3“ —eA,, 10, — e A HY" Y} + Z[iau —eA,, 10, — eA V", 7] — m2> .
Em que {a,b} = ab + ba é o anticomutador e [a,b] = ab — ba é o comutador.
Na primeira parte nés podemos usar a seguinte relacao:
{7} = 29" (5.26)
O que nos deixa com:
1
Z{w“ —eA,,i0, — eA A", v} = (0, — eA,)?. (5.27)
Ja na segunda, usando a seguinte relacao:
o = 2" ) (5.28)
noés podemos escrever como:
1 2
1[@'8“ —eA,, 10, — eA ][y, V"] = —ei[0, A, — &,A#];U‘“’ = —gFWJ“”, (5.29)
em que F),,, ¢ o tensor de forca dos campos.
Entao temos:
((@'au —eA,)? - gFWU”" - m2) b =0. (5.30)
E isso pode ser colocado em uma identidade tutil:
e
lDQ = Di + §F,u1/0-wj- (531)

que mostra a diferenca entre uma derivada covariante atuando em um campo escalar e em

spinores.

Se pegarmos a Eq.(5.30) e compararmos com a expressao para um campo escalar
0, —eA,)? —m?)o = 0], vemos a existéncia de um termo extra para a versio dos
[(( n i ) p

spinores, S* = %a’“’, que na representacao de Weyl é:

1 Ok v [0y
Sz'j = §€ijk ( Uk) ) SOj = _5 ( . ) ) (5‘32)

em que €;; ¢ o simbolo de Levi-Civita e é: 1 se (4, j, k) for (1,2,3) ou (2,3,1) ou (3,1,2),
—1 se (i,7,k) for (3,2,1) ou (1,3,2) ou (2,1,3) e0sei=joui=kouj=k Como

Foi = E; e F;; = —¢;j1 By, nés temos:

(8, +ied,)? +m? —e (<B TiE).o _iB) ) }w = 0. (5.33)
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Ele corresponde ao momento de dipolo magnético. O tamanho do momento magnético é

pUB = 5—. Mas experimentalmente, o momento ¢ 1.002up. Esse 0.002 serd calculado mais

tarde.

e

5.4 O Calculo da Anomalia feito por Schwinger

5.4.1 O Valor de g para Dirac e a Maneira como a Anomalia é Calculada

Usando a equacdo de Dirac na forma (i) — m)y = 0 e multiplicando ambos os
lados por (il) + m) podemos entdo deixar a equagio de Dirac com a derivada covariante

dada por Eq.(5.31) como (lZ)Q +m?)Y = 0. A equacio entao é escrita como:

(D% +m? + SF,0" ) = 0. (5.34)

’ 2
Ja sabemos que §F),, 0" ¢ a diferenca para o caso escalar, sendo dada na representagao

de Weyl como

B +iE).¢
Cpon — o (BTG ) (5.35)
2 (B—1iFE).0
Se formos para o espaco de momento, (lDQ +m?)y = 0 implica
(760)1#: ﬂ—l—w—QiB.Sﬂ:igE.S w (536)
2m 2 2m 2m m

Se pegarmos essa expressao e compararmos a Hamiltoniana produzida pela equacao de

Dirac na presenga de um campo magnético externo:

H=2"4v@)+-=B.(L+49), (5.37)

podemos pegar g da interacao do dipolo magnético geé.g . Como S = g para spin %,

chegamos a g = 2. Isso acontece porque temos —ji. B como energia de interacao envolvendo
o dipolo magnético, e temos (i = g5~S. Entdo, uma maneira de encontrar as corregoes

para g ¢ olhar para loops que tenham o mesmo efeito que o de um termo adicional F),,o"".

Uma ideia seria pensarmos na interacao entre fétons e spinores. Um processo a ser
analisado é e~ (¢1)A,(p) = € (g2), com vetor de polarizagao ¢,(p) e dois estados de spinor

U(g2) e u(gr1). No nivel arvore, o elemento de matriz é apenas €,M(, em que

q2
q1
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iMy = —ieu(qg) v u(q), (5.38)

com a seta continua representando férmions e a ondulada representando fétons, e com
p* = ¢4 — ¢! por causa da conservacdo de momento. Esperamos um termo extra equivalente
ao termo F,, 0", que deveria parecer com %(gs)p, 0" u(q;). Para encontrarmos esse termo

podemos manipular o que temos utilizando a identidade de Gordon:

(q) (¢ + ¢5)ulqr) = 2ma(qe)y u(qr) + 7u(g2) 0" (¢7 — q5)u(qr)- (5.39)

Isso nos deixa com

B gt ‘
Mi = —e<ql2mq? )u<q2>u<q1> ~ 5 i(@)p.o u(a) (5.40)

O primeiro termo é um termo de interacao assim como no caso escalar. O foton se acopla
ao momento do campo. Ja o segundo termo é dependente de spin e do momento magnético.
J& é possivel identificar g como 477” vezes o coeficiente de ip,uc*”u. Por isso para calcular

g é preciso ver como esse coeficiente muda no nivel de loop.

Essas correcoes para o momento magnético podem ser generalizadas no seguinte

diagrama para o envolvimento entre um féton e elétrons:

q1 q2

IMP =(q) (fiy" + for" + fadh + fagy)u(qr), (5.41)

em que f; sao os coeficientes dos possiveis termos que poderiam aparecer na expressao, e
eles nao sao totalmente independentes. Eles podem depender de contragoes de momentos,
como p.q ou p?, assim como contracdes com matrizes 7, como - Se usarmos a conservagao
de momento p* = ¢§ — ¢f', entao fo = 0 pois podemos juntar ele em f3 e f4, e livramos
de toda dependéncia em p”. A dependéncia de f; com g ou ¢4 pode ser resolvida usando
equacio de Dirac da forma giu(q1) = mu(q1) e u(gz2)gh = mi(qz). Entdo, é possivel afirmar
que f; sao fungoes reais que podem depender apenas de ¢;.g2 € m, mais convenientemente

p? = 2m? — 2q,.¢q> e m?. Deixamos a dependéncia de f; como funcao de 7%22.

Em seguida usamos a identidade de Ward:

puM*(p) = 0. (5.42)
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Entao podemos escrever:

0 =pa(fiv" + f3ai + fagh)u
= fitpu + (p.q1) fsuu + (p.qo) fauu
= fitlgh — qi)u + (p-q1) f3uu + (p.qa) faiu (5.43)
= fiu(m —m)u + (p.q1) fsuu + (p.q2) fatiu
= (p-q1) fsuu + (p.g2) fauu.

Fazendo o uso de que p.q; = ¢2.q1 — m? = —p.qz temos f3 = f4. Entdo, a Eq.(5.41)

fica com apenas dois termos:

IMP =a(q)[fiv" + f3(d + &)]ul(q). (5.44)

Se usarmos a identidade de Gordon como fizemos anteriormente, ficamos com

2 2 2
P o p
Fl (mQ) 7# + 2m pl/F2 (mz)] u(Ql) (545)

Nessa nossa expressao final podemos pensar em F; como um fator que modifica o

iM! = (—ie)u(qe)

acoplamento original eA, )71 e serve para renormalizar a carga. Ja Fy realmente tem
a estrutura de momento magnético. Como a Eq.(5.45) sem F, da g = 2 concluimos que
FQ(%) modifica o momento, g — 2 + 2F2(f,’1—22). J& que o momento magnético é medido

com energias nao relativisticas com |p] < m o momento comparado aos dados medidos é
g =2+ 2F5(0). (5.46)

Entao a questao é calcular F5(0).

5.4.2 O Resultado Obtido por Schwinger

Existem quatro possibilidades de diagramas a 1-loop que podem contribuir para
M*HP. Sendo que trés deles s6 apresentam contribuigoes com termos proporcionais a y* e
por isso contribuem apenas a F}, sem efeito no momento magnético. Isso ocorre porque
esses diagramas sé possuem correcdo para os propagadores das respectivas particulas.

Esses trés diagramas estao representados a seguir:



66 Capitulo 5. A Anomalia do Momento Magnético do Mion

O quarto diagrama sera o unico de interesse para g — 2. Aplicando as regras de Feynman

e considerando p* = ¢4 — ¢, ele serda dado por

oo [ AR g (P KA m)
M= | G 7 G+ 2
X V“IM’YQU(%) (5.47)

— ') [ L VPt kA m A+ m)
)@ (k= q)? +ie][(p + k)2 — m? + ie] [k2 — m2 + ig]

Aqui ja fazendo uma contracao com g,,7%. Mas ainda é possivel simplificar mais a expressao.

u(qy).

Primeiro usando a seguinte identidade:

1 1

1

[tA+yB+ zCJ? (5.48)

No caso da nossa expressao temos: A = k?—m?+ie, B = (p+k)*—m*+ice C = (k—q;)?+ie.
O denominador fica como:
A+ yB+ 20 =(x +y + 2)k* + 2k(yp — zq1) + yp* + 24}
—(z+y)m* + (x +y + 2)ic (5.49)
=(K" + yp" — zqf)* — A +ie
Usando 6(x+y+2z—1) para fazer x+y+2z = 1, junto com as relagdes p = ga—q1 — ¢1 = @2—p

e p? = —2q1q2 + 2m?* = qiqp = —% +m? e também que ¢7 = m? podemos reduzir o
denominador para uma expressao mais simples. Escrevendo A = —ayp? + (1 — 2)?*m? e
fazendo a mudanca k* —yp*+z¢}' — I* terminamos com o denominador como (I — A +ig)3.

Agora precisamos tratar do numerador da Eq.(5.47) que é:

N* = (@) (p + §+ m)y"(k +m)vu(q)

(5.50)
= —2u(qo)[ky"p + k" F + mPy* — 2m(2K" + p")]u(qr)
Aqui tendo usado as seguintes propriedades de multiplicacao de matrizes v: y/y#~, = —2+*
e Yy, = 49",
Ainda é preciso fazer a transformacao citada anteriormente I* — k* — yp* + zqf
1
—5 V" =0(q2) [(F — yp + zq0)v"p + (F — yp + 2q)v" (F — yp + 2q0)u(q) (5.51)

+ u(g2) [m*y* — 2m(2k" — 2yp* + 2z¢) + p")|u(q1)
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A primeira coisa que podemos fazer é isolar os termos envolvendo [ (especificamente
k — 4+ yp — zq1) em uma expressao s0, fazemos isso utilizando a relagao [*]¥ = i gl e

ainda tendo em mente as relagoes envolvendo as matrizes 7. Isso nos deixa com

— SN (@)~ 7 + (—yp+ 2 (L~ )+ =h)

+m?y" —2m((1 = 2y)p" + 22¢])]u(q)
Zu(qg)[—;v“ﬁ —y(L—y)py"p — yzpy"gp + 2(1 — y) gy p + 2" ¢

+ m*y* = 2m((1 — 2y)p" + 2z¢1)|u(q).

(5.52)

A partir daqui é necessario fazer o uso de uma série de relagoes para assim podermos
reduzir o nosso numerador a uma expressao com termos mais simples e necessarios. Essas

relagoes sao:

P=@Q—q =>P=q¢ — ¢,
pp ="
qgiu(qr) = mu(q1) e u(q2)gh = u(ga)m,
u(g2)pu(q) = 0, (5.53)
Yah = 2¢5 — gp",
" =291 — g,
Ghep = 241 qop — i
Usando todas elas e juntando novamente ao fato de que x +y + z = 1 e também a 1util

identidade de Gordon dada pela Eq.(5.39), podemos deixar o nosso numerador com o

seguinte formato:

-3 =| - ilz +(1—2)1—y)p*+ (1 —dz+ z2>m2] a(ga)y"ul(gr)

2 (5.54)

+imz(1 — 2)p,u(ge)o" u(qr) + m(z — 2)(z — y)p"u(ge)u(q).

Como o tnico termo que serd importante para o calculo do momento magnético é o termo

com o*”. Entao, temos:

1
iME =p,u(g2)0" u(qr) | 4ie’m / dzdydz6(z +y + 2 — 1)
0

(5.55)

" / (d4l 2(1—2z)

2m)A (12— A+ ic)?

O que queremos é Fy(p?) que é o coeficiente desse operador, normalizado por 277”, entao
temos

d*l 2(1—2)
(2m)4 (12 — A + i)

2 1
B(p?) = == (4ic*m) /0 dadydz6(z +y + 2 — 1)/

e

+ O(e*). (5.56)
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Usando a rotacao de Wick podemos resolver a ultima integral

d*l 1 . rd'Lg 1
/ (@m)* (2 - A+ie) i/ <2w>4 (—L3 — A

5.57
= (-1 / dL L _ ( |
B 87r2 L2+ AP~ 3212A°
em que Lg ¢ a representa(;éo no plano euclidiano. Ficamos com
d*l 2(1—2)
Ry / dzdydzo oyl . (558
2(r7) = 47r2m rdydz0(e +y+2—1) (2m)* (1 — 2)2m? — zyp? (5.58)
Fazendo a = % e p? = 0, teremos
a [l 1 1 p
Fy(0) = —/ dz/ dy/ ded(x+y+2—-1)
m Jo 0 0 (1-2)
_ (5.59)
= — z - =
mJo 0 y(l —z) 27
Colocando nosso resultado na Eq.(5.46), teremos
g=2+2 =2.00232, (5.60)
T

com a préxima correcao de ordem a?.

Esse foi o resultado obtido por Schwinger em 1948 [47]. Ao mesmo tempo tanto
Feynman e Tomonaga fizeram os mesmos célculos e ao juntar os trés trabalhos que foi

possivel chegar nessa correcao final como a corre¢ao ao nivel de 1-loop.

5.5 Calculo da Anomalia Vinda do Bdson 7

A ideia é fazer algo muito parecido com a sec¢ao anterior, mas envolvendo o bdson
Z, uma corre¢ao eletro-fraca. Essa serd a anomalia que importara para nés. Diferentemente
do calculo anterior, dessa vez nao poderemos fazer ele no gauge unitario considerando
apenas um diagrama envolvendo o béson Z. O gauge unitario nao é proprio para esse
calculo a 1-loop por causa de divergéncias que ird acarretar no resultado final. Por isso
faremos o uso do gauge R¢ que nos trard um diagrama extra envolvendo um boéson de
Nambu-Goldstone que sera responsavel por nos levar a um resultado finito. Entao, para

fazer esse calculo iremos considerar os seguintes diagramas:

‘P2 )

w4+ pr+po
viq

pl+pr+po

71q
Zil+p1
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O primeiro representando o béson Z e o segundo representando o boéson de Nambu-
Goldstone G°. Todo processo ocorre envolvendo, além dos bésons, mions e féton com
q=PpP2—P1-

Primeiro vamos escrever nossas amplitudes para cada um dos diagramas. Sendo para o

primeiro diagrama:

M =ps) [ (VAT Ay) i) g — g+ my)

(2m)4 (I +p1+p2)? —m2 +ie
‘ i(—] +my)
X (“W“)WZ(VWP — AyP4°) (5.61)
m
: Lp4p1,) (o +pio o0l lo+p1o
(g + thses)) | igtethgisea) )
(I+p1)?— Mz +ic (L +p1)? = EMG + e ’

em que A e V sdo o acoplamento vetorial e axial da interacao, e £ um parametro arbitrario
vindo do gauge R¢. No Modelo Padrao eles sao dados por V = g(1 — 4sin?6)/4cosf e

A = g/4cosf. Deixaremos a substituicao para o resultado final.

Agora para o segundo:

g — ' my, 5 (=l —ph—pptm)
iMs _“(pz)/ @)t M, (I+p1+p2) —m2 + iz ") 562)
i(—=1+myu) ,m, i () .

2—m2+4ic Mz ' (I+mp)?—EMG A ie

em que C' também é um acoplamento e que no Modelo Padrao é dado por C' = g/2 cos 6.

Também deixaremos a substituicao para o resultado final.

As contas dessa vez sdo muito mais longas e complexas que no calculo feito por
Schwinger. Por isso colocamos a simplificacao de cada parte do denominador e do numerador
da amplitudes, assim como a simplificacdes das partes das integrais da amplitude, no
Apéndice A. Dentro dessas expressoes ao todo temos o envolvimento de quatro partes e

integrais diferentes que podemos resolver uma de cada vez.

As quatro integrais apds a simplificacdo dos numeradores e denominadores nos
permite retirar apenas a parte que usamos para o calculo da anomalia, as partes que dao
alguma contribui¢ao para o momento magnético. Serao quatro partes que usaremos para o

resultado final, sendo trés referentes ao diagrama envolvendo Z (I}, I% e I}) e uma parte
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envolvendo o béson de Nambu-Goldstone (). Essa partes sao:

) / /1 22 m?2 ((1 — 4sin® 0)* (x5 — x2) + (23 + 312))
dl’gdl‘h

I, =—
z 472 (4 cosf ((z2 — 1)27712 + w9 M%)

27 4p2 4(3080 (21 + x3)2m2 + wo M2
B /1 /1—901 /1—901—:02 mﬁ?(l‘l + IL‘3)
0o Jo 0 ((z1 + 23)*m2 + $2M2)2
[3 o 1 / /1 1 /1 T1—T2 -2+ 31’1 + 31,3)
Z 7S Y2 4(:080 (21 + x3)2m2 + 296 M2

1 rl-z1 pl-z1—22 m42(x1 + xg)
_ K drsdzeday,
/0 /o /0 (w1 + wg)2m2 + @€ MZ)2 | 20200

- / /1 ) g mple 1) dzodx
le 327‘[‘2 M3 cos? 0((wy — 1)?m2 + Exy M2) R

d[lfgdl’gdﬂfl, (563)

Para ver um pouco mais detalhado como é feito cada uma das simplificagoes até chegar
nos resultados apresentados na Eq.(5.63), recomendo uma leitura do Apéndice A. La cada
passo esta detalhado assim como os resultados da Eq.(5.63) estao bem explicados. Nos
chegamos a eles fazendo de forma muito similar a feita para Schwinger mas com um pouco

mais de trabalho matematico.

O resultado final que gera um acréscimo para anomalia é dado por F5(0) que é

dado pela soma dessas quatro partes citadas anteriormente, temos
F(0)=1,+ 15+ 1+ Ig. (5.64)

Olhando para as integrais podemos notar que duas partes do resultado possuem
uma dependéncia aparente de &, as partes Iy e I dadas pela Eq.(5.64). Podemos entao
estudar essa dependéncia aparente a fundo antes de chegarmos a um acréscimo final para
a anomalia, precisamos ver o que a variavel ¢ ird acarretar em nosso resultado. Entao

vamos resumir a dependéncia em I(£) = I3 + I e estudar ela resolvendo as integrais:

() =¢- - //1 T S
42 40089 x1+x3)2m2~|—$2§M2

1 pl—z pl—x1—2 42 +
0 JO 0

(1 + x3)2m2 + 226 M3)

//lx2 g7my (@ — 1) dxoda
322 M7 cos? 0(xy — 1)*m2 + Exa M e
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O primeiro passo serd integrar em x3:

2 1 pl-ay 1
1) = 128 COSZ OM g2 /0 /0 [\/x_? (4mu\/€amtan (m,ﬂh/Mz\m)

1 _
— 3Mz€ log(m r]+ szgf)\/_ \[ (—4m,, arctan(ﬁ;mg\gjg>

_\[3MZ\/_\/E10g< (=14 x2)? +M2952€)))
(5.66)

M Mzes€ ), (m2a? + MZwst)
Z mix%—i—M%xg& & ! z72

M2
_ ZIQg —|—10g( ( 1-'-.772) —|—M§£L‘2§)>]d$2d$1

m2(—1 + 22)% + MZxo€

/ /1 T2 g2m4 (xQ - ].)2 dx2dx1

M3 cos? 0(xo — 1)*m2 + {wy M2

3272

Agora iremos fazer a integral em x:

| g€ log(MZ2x5¢) g9
I = 4(1 —
(&) /0 [ 64 cos? 02 + 128 cos? O72 ( 72)¢

3 mu(1=22)
- 4mi(1 — 23) (=1 + 29)? - 3Mz\/x2§ arctan(MZm\/g)
Mz (mZ (=1 + x2)* + MZ156) m

(5.67)

“w

_ 201 _ 2 2 1 M%léﬁ
2510g(mu(1 Tg) —i—MZwa) (1 :CQ)fmi(—l—i—xg)Q—i—M%xZé dz,.

E para terminar basta integrarmos em xs:

2,2
g'm,

1) = —
(&) 64 cos? O M 272

(5.68)

Podemos entao perceber que o resultado final ndo depende de £, o que é esperado
ja que o parametro £ era um parametro matematico e nao fisico. Por isso deveriamos
esperar que nosso resultado final seria independente dele. Esse resultado vai nos permitir

atribuir qualquer valor para o parametro matematico &.
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Para termos a anomalia total basta calcularmos F5(0):

L=z m? (1 — 4sin® 0)? (23 — 22) + (23 + 312))
/ / dl‘gdﬂ?l

F5(0) =
2(0) 4n? (4 cos 6 ((wg — 1)*m2 + 2w, M3)

1 / /1 T /1 T1—T2 m 2+3$1—|—3$3)
42 4(}089 $1+x3)2m2 M2
_/1 /1“”1 /1:’31”2 my2(xy + x3)°
b b Gy
+&5 //1 m/l mome_my (224 31, + 31y
4772 4(:059 1‘1+$3)2m2+12§MZ
1 pl—x1 pl—z1—22 m42(x1+x3>
N - dasdr,d
/O /0 /0 ((m1+x3)2m3+m2§M%)2 T3AT2dT

_//1x2 g*mi(zg — 1) Ao
3272 Jo Jo M2 cos? 0((xo — 1)2mi+£x2Mz2) o

dxgdl'zd.fl?l

(5.69)

Uma vez que vimos que as integrais sao independentes de £ faremos ele igual a
1 por conveniéncia ja que uma parte do resultado é multiplicado por (£ — 1), ao fazer
¢ = 1 estaremos zerando essa parte e facilitando nosso calculo. Podemos também fazer
a mudanca de variavel do tipo 1 = y e x5 = 1 — x. Entao podemos fazer o calculo do

acréscimo para a anomalia dado por Aa, = F5(0). Entao, teremos:

2((1—4sin®0)*(2* — x) + (2% — 52+ 4))
B =" 1 // 2m2 2 dzdy
4m 4(3059 (22m2 + (1 — 2)M3)
g*mya?
dzd _
32%2/ / M2 00829xm2 + (1 — z)M3) ray (5.70)
(1 —4sin?0)*(2? — x) + (2% — br +4)) — 2M2I
/ / Z—dxdy
647?2 00520 (@?m2 + (1 — z) M3)

Esse foi o resultado encontrado por Weinberg e Jackiw em [48].

Esse resultado sera de extrema importancia para nés no momento em que calcular-
mos o acréscimo para a anomalia dado por um novo béson Z’. O calculo serd o mesmo

mas com a mudanca das massas e dos acoplamentos A, V e C.
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6 Modelo U(l)LM_L

T

6.1 Introducao

Uma solugao para o problema de matéria escura e da anomalia do momento
magnético do muon seria pensar em uma extensao do Modelo Padréao da fisica de particulas.
Podemos fazer a construcao dessa extensao com o ideal de ser plausivel obter dela
ferramentas para a solugao dos problemas. Porém primeiro é importante fazermos uma

revisao do Modelo Padrao de particulas. Para depois entrarmos na extensao.

Comegaremos revisando o que o Modelo Padrao oferece no campo das particulas
existentes e suas interagoes. Em seguida, passaremos a estudar a base matematica do
Modelo Padrao com foco em sua parte leptonica. Faremos isso porque nossa extensao
¢é baseada em numero leptonico e na interagao de certos 1éptons. Por ultimo, faremos a

construcao da extensao.

6.2 O Modelo Padrao

O modelo U(1)z,_, ird funcionar como uma extensdao do Modelo Padrao de
particulas. Para isso, um breve estudo do Modelo Padrao serda bem vindo. O Modelo
Padrao vem sendo aprimorado desde o inicio do século passado. Ele descreve a existéncia

das particulas e suas interagoes.

Aos poucos foi desenvolvido o conhecimento sobre a existéncia de particulas ele-
mentares como os férmions envolvendo os léptons (e, p e T e seus neutrinos), os quarks
(u, d, ¢, s, b et), assim como também suas anti-particulas. Foi necessirio também o
desenvolvimento do estudo das forgas, fora a gravitacional, que regem a natureza e a
existéncia de bdsons para servirem de particulas que irao intermediar diferentes tipos
de interacao. Temos a forga eletromagnética intermediada pelo foton (), a forca fraca
intermediada pelos bésons fracos (WT, W~ e Z°) e também a forga forte intermediada
pelos glions (g). Além disso também tivemos o desenvolvimento de um mecanismo que
¢é responsavel por gerar massa para as particulas e para os bésons fracos, o mecanismo
de Higgs, e com isso a existéncia de um bodson escalar que seria o responsavel por isso

acontecer, o boson de Higgs (H). Toda essa gama de particulas estd resumida na Fig.(8).

O contetdo sobre as particulas e suas interagoes se encontra no formato da seguinte
lagrangiana (uma lagrangiana simplificada do modelo padrao mas 1til para se ter uma

ideia de como ela funciona):

1 _
Lyp = —ZFWFW + i P + iy ;0 + |Du¢|2 —V(g). (6.1)
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Modelo Padrao das Particulas Elementares

trés geracoes da matéria i coes [ particulas g
(férmions) (bdsons)
| Il 1]
massa | =2.2 MeV/c2 =1.28 GeV/c2 =173.1 GeV/c? 0 =124.97 GeV/c?
carga | % % % 0 0

win [ v & R | 1 9 . H
up j charm_J top | ' glion higgs
0

=47 MeV/c? =96 MeV/c? =418 GeV/c?

¥ -¥5 -¥5 0

. @ » . 0 "
down_J stranij bottoD féton

=0511 MeV/c? =105.66 MeV/c? =17768 GeVic? =91.19 GeVic?
-1 =il =il

- @ I'® '@ ||| @

elétron muon tau béson Z

>

BOSONS VETORIAIS

<1.0 eVic? <0.17 MeV/c? <18.2 MeVi/c? =80.39 GeVi/c?
0 0 0

O |IF® (|-® [ @

neutrino do | neutrino do | neutrino do
elétron muon tau

LEPTONS

béson W

BOSONS DE GAUGE

Figura 8 - Modelo Padrao de particulas elementares: Particulas que compoem o modelo
padrao. Separadas em quarks, léptons, bosons de gauge e o béson escalar (b6son
de Higgs) [54].

Essa lagrangiana ainda conta com os conjugados hermitianos de seus termos para
que ela seja uma fungao real. Também para que contemple nao sé interagoes de particulas

mas também de suas antiparticulas.

O estudo de cada termo dessa lagrangiana pode ser feito de uma maneira simples
como em [55]. Cada termo na lagrangiana ¢é responsavel por agrupar a matematica

necessaria para entendermos cada tipo de interagao envolvendo as particulas, sendo eles:

1) _iFqu #: esse termo utiliza o tensor, F},, (sendo os indices de Lorentz e
v os representantes das componentes de espago-tempo), para descrever a existéncia e a
forma de como interagem os bdsons que mediam interagdes, menos o béson de Higgs.
O conteudo dessa parte muda dependendo das propriedades das particulas de interagao.
Foétons nao interagem entre eles por nao possuirem carga elétrica e por isso a contribuicao
da interacao eletromagnética consiste de apenas um termo cinético. Ja o glion e os bédsons
fracos possuem termos de interagao em adi¢do ao termo cinético. Glions possuem ainda

cor o que permite que interajam entre eles. Todas essa interacoes estao representadas na
Fig.(9);

2) i1 IPpr: é responsdvel para descrever a interacdo entre as particulas de interacio
com as de matéria. Sendo os férmions representados por 1 e as particulas de interacao, fora

o béson de Higss, estdao representados na derivada covariante I). Dessa vez ndo contamos
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Figura 9 — Exemplos de diagramas de Feynman inclusos no termo (1): interagao glion-
glion (g) (vértices de 3 glions e de 4 glions), interagdo bdson fraco-bdson
fraco (Z, W+ e W™), e interagao béson fraco-féton (Z, W+, W~ e v) [55].

com interacgoes entre particulas de interacao. Nesse termo estao representados os trés tipos
de interacao, ja que contém descri¢ao da interagao eletromagnética, fraca e forte. Alguns
exemplos de cada uma dessas interagoes estao representados na Fig.(10): Comecamos
com a interacao eletromagnética, no primeiro quadro da Fig.(10).(a) temos a aniquilac¢ao
de um elétron e um poésitron, o quadro em seguida representa uma producao de pares,
o terceiro a absorcao de um féton por um elétron e o dltimo um diagrama de emissao
de fétons (‘Bremsstrahlung’). Passando agora para a interagao forte, no primeiro quadro
Fig.(10).(b) temos um antiquark e seu quark correspondente transformando em um glion
em um processo de aniquilagao, ja no seguinte temos uma criagao de pares com um glion
transformando em quark e seu antiquark correspondente, o terceiro temos uma absorcao
de glion e o dltimo uma emissao de glion. Por fim temos a interacao fraca representada
pelos quadros da Fig.(10).(c), ela se difere das interagoes eletromagnética e forte no fato
de transformar uma particula de matéria em outra. Entdo na Fig.(10).(c) temos processos
envolvendo o elétron e e o antineutrino do elétron 7, no primeiro quadro num tipo de
aniquilagao e criacao de pares e no segundo quadro o elétron e e o neutrino do elétron v,

em tipos de absorcao e emissao;

et e Y v Y
(5
L, ﬁ
b,
AN Y ¥ AAVAAA - ° e e -
- .

€ €

(a)

(b)

7 q g <8
?)9’?;} &
&
e ¢ i q 20 q q TN q
q 7

(c)

Vl‘ e | [/

: v,

L
=

e

Figura 10 — Vértices da interacao eletromagnética (a), interagao forte (b). e interagao fraca
(c). Da esquerda para a direita: exemplos de aniquilagao, produgao de pares,
absor¢ao, e emissao [55].
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3) Yiyij1i¢ : € o termo que descreve como particulas de matéria interagem com o
campo de Higgs, ¢, e é como essas particulas obtém sua massa. As entradas da matriz
de Yukawa y;; representam os parametros de acoplamento com o campo de Higgs e estao
relacionadas a massa da particula em questao. O béson de Higgs se transforma em pares
de particula e antiparticula em aproximadamente 107?%s. Dependendo de sua massa (seu
pardmetro de acoplamento no caso) certos pares de particulas e antiparticulas sdo mais
provaveis de serem observados que outros. Isso é por causa do parametro de acoplamento,
que descreve o acoplamento com o béson de Higgs, é simplesmente a massa da prépria
particula. Por isso o boson de Higgs ¢ mais provavel de transformar em pares de particula

e antiparticula mais massivos como é o exemplo da Fig.(11) com o béson de Higgs e o tau;

Figura 11 — Um béson de Higgs se transforma em um par de tau e antitau [55].

4) |D,¢|*: esse termo descreve como as particulas de interagdo interagem com o
campo de Higgs. No caso apenas bdsons de interacao fraca que ganham massa através dessa
interacao. Fotons nao obtém massa pelo mecanismo de Higgs e gliions nao possuem massa
ja que nao acoplam com o campo de Higgs. Na Fig.(12) podemos ver a transformagao do

boson de Higgs em pares de boésons fracos W~ e W

Figura 12 — Um béson de Higgs se transformando em um par de bésons W~ e W~ [55].

5) —V(¢): esse termo envolve a funcao do potencial do campo de Higgs. Esse
potencial nao possui um tnico minimo em 0 e leva a uma quebra espontanea de simetria.
Ele descreve também como o bdson de Higgs interage com outro boson de Higgs como

pode ser visto na Fig.(13).

Nessa secao fizemos um estudo mais geral sobre o Modelo Padrao, porém como
o modelo que iremos abordar no final do capitulo tem como base os léptons, daremos
um enfoque maior para essa area do Modelo Padrao. Usaremos de base o livro de Chris

Quigg [56] para dar esse enfoque extra a parte do Modelo Padrao que envolve os léptons.
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- H H ,H

Figura 13 — Diagramas de interacao de um bdéson de Higgs com outros bésons de Higgs
(vértices de 3 Higgs e de 4 Higgs) [55].

6.3 O Modelo Padrdo Envolvendo os Léptons

Temos trés geragoes de 1éptons: o elétron, o miion e o tau. Cada uma dessas geragoes
englobam particula, anti-particula, neutrino e anti-neutrino. Sua representacao é dada

pelos dubletos de isospin-fraco:

o) () ).
€ L p L T L <62)

Ry = eg, Ry = pg, Rs = 1R.

Em que L e R sao as representacoes canhotas e destras com 1, 2 e 3 representando cada

geragao.

Por hora basta focarmos no dubleto do elétron. Seus estados canhotos sao dados
por: L, = v, = 3(1 —5)v e L. = e, = 3(1 — y5)e. O estado destro ¢ dado por apenas

R.=ep= %(1 + 75 )e, pois aqui consideramos o neutrino como um particula sem massa.

Para a teoria incluir o eletromagnetismo ¢ necesséario definir um parametro Y que
¢ a hipercarga fraca. Esse pardmetro pode ser relacionado a carga elétrica com a relacao
de Gell-Mann-Nishijima dada por: Q) = I3 + %Y. Para satisfazer essa relagao é necessario
termos Y, = —1 e Yp = —2. A projecao do isospin fraco I3 com a hipercarga fraca Y sao

observaveis que comutam ([/3,Y] = 0).

E interessante utilizar o grupo das transformacdes geradas por I e Y para ser
o grupo de gauge SU(2),®U(1)y da teoria. Para construir a teoria sdo introduzidos os

bésons de gauge

blll, bi, bi para SU(2),

(6.3)
A, para U(1l)y.
A lagrangiana do sistema pode ser escrita como
L= Egauge + Eléptonsa (64)

em que o termo cinético para os campos de gauge é

]' v 1 v
Lange = _ZF[WFW -3 fun ™ (6.5)
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e temos como tensor de campo para o campo de gauge SU(2):
Ffw = 0VbL — 9,b), + gejklbibl,f, (6.6)

em que €; i ¢ o simbolo de Levi-Civita. J& o tensor de campo para o campo de gauge
U(l)y é:
fuw = 0,A, — 0, A, (6.7)

O termo de matéria é

B ig' T ig’ g _, -
'Cléptons = R27 8# + 714#}/ R+ LZ’Y 8# + TA'MY + 50’. M L. (68)

O acoplamento do grupo de isospin fraco SU(2),, é chamado de g, assim como na teoria
de Yang-Mills, e a constante de acoplamento do grupo de hipercarga fraca é %/ (o fator %

é para facilitar a simplificagao).

Existem dois motivos para a teoria até entao nao ser satisfatéria. Ela contém quatro
bésons sem massa (b, b7, b3, A,), enquanto na natureza s6 ha um, o féton. Também a
expressao para a lagrangiana representa um elétron sem massa, falta o termo m.ée da
lagrangiana tradicional de QED. Um termo de massa de férmions liga as componentes
canhota e destra (ee = 3e(1 — ys)e + 5€(1 + v5)e = €ger, + €reg). Essas componentes
transformam de maneira diferente sob SU(2);, e U(1)y, entdo um termo explicito desses
iria quebrar a invaridncia de gauge SU(2),®U(1)y da teoria, por isso um termo de massa é
proibido. A tarefa é modificar a teoria para que exista apenas uma quantidade conservada
(a carga elétrica) correspondente a um bdson de gauge sem massa (o féton), e o elétron

obtenha massa.

Para isso, é interessante introduzir um dubleto complexo de campos escalares,

_ (e

que transforma como um dubleto de SU(2), e portanto deve ter a hipercarga fraca Y, = +1,
por causa da relacao de Gell-Mann-Nishijima. Entao é acrescentado a lagrangiana o seguinte

termo
Lescatar = (D"0) (Dyo) = V(¢'9), (6.10)
em que a derivada covariante de gauge ¢é

g

D, =0, + %AHY + 25, (6.11)
e o potencial é
V(lp) = 12(¢'0) + |\(67¢). (6.12)

Também é possivel acrescentar um termo de interagao, que envolve o acoplamento de

Yukawa de escalares e férmions,

EYukawa = _Ce[§<¢TL> + (Z¢>R]7 (613)
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que é um escalar de Lorentz simétrico sob rotacoes locais de SU(2),®@U(1)y.

Quando procuramos um minimo para o potencial (sendo p? < 0) percebemos
que esse minimo é diferente de zero e temos uma quebra espontanea de simetria. Entao

escolhemos como valor no vacuo do campo escalar:

0
= ) 6.14
(@) ( / ﬂ) (6,14
em que v = /—u?/|A|, que quebra ambas simetrias de SU(2)., e U(1)y mas preserva uma

invaridncia sob a simetria U(1)gy gerada pelo operador de carga elétrica.
O vacuo ¢ deixado invariante pelo gerador G se €'9(¢)o = (¢)o. Para uma transformacio
infinitesimal isso vira (1 + iaG)(¢)o = (¢)o, entdo a condigdo para G deixar o vacuo

invariante é G(¢)y = 0.

E simples observar que

(01 0 B v/vV?2
o1(¢)o = 1 0) (V/ﬂ) —( 0 )7&0, Quebra

[0 = 0\ (—-iw/Vv2
o2(¢)o = ; O) (u/ﬂ) —( 0 )7&0, Quebra!

1 0 0 0
o3(d)o = 0 _1> (V/\/E) = (—y/\/ﬁ) # 0, Quebra!

Y (¢)o = Ys(h)o = +1(¢)o = (

(6.15)

0
0, Quebral
BARD
Entretanto, se analisarmos o efeito do operador de carga elétrica, Q, no estado de vacuo

(eletricamente neutro), percebemos que:

Q60 = (03 +Y)()o = & (Y¢ - 1) (@)

10 0 0 -
= (O O) (y/ﬂ) = (O) , Nao Quebral

Com isso conseguimos perceber que todos os quatro geradores quebram, mas a combinagao

(6.16)

linear correspondente a carga elétrica nao. Isso significa que conseguiremos fazer com que

o féton permaneca sem massa, enquanto os outros trés bosons irao adquirir.

O proximo passo é expandir a Lagrangiana pelo potencial de Higgs V' minimo,

¢ = exp (fj) ((y + J(L)I)/\/E) ’ (6.17)

0 )
,0.b, —
V+H)/\/§) 7o

E.EL, A, = A, R—- Re L — L =exp (—2124—;’) L Entao, a Lagrangiana pode ser

escrevendo

e transformar de vez para gauge U: ¢ — ¢ = exp (—2124—5) ¢ = ((
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reescrita em termos dos campos de gauge U e as consequéncias da quebra de simetria

espontanea podem ser estudadas.

O termo escalar na Lagrangiana fica como

2 , , 1
Lescalar = g[g2|bt - zbi|2 +(g'A, — gbi)z] + 5[(8“H)(8MH) —2uH?| + ... (6.18)

mais os termos de interacao.
Se definirmos os campos carregados de gauge como

I V2

temos o termo proporcional a ¢?r? como um termo de massa para os bdsons vetoriais

(6.19)

carregados:
927/2 +12 —2
CE (WP + W), (6:20)

que corresponde as massas dos bdsons intermediarios carregados

qv

My+ = > (6.21)
Se definirmos a combinagao ortogonal

—g' Ay + gt
Z,= M) (6.22)

V9 +9?

‘ A 3

_|_

A, = 92 T 9O (6.23)

conseguimos ver que o béson intermediirio neutro, Z°, adquire massa

My = \/g? + ¢%v/2 = My/1 + g2/ g2, (6.24)

e que o campo A, continua sendo um béson de gauge sem massa.

Se examinarmos a segunda parte da lagrangiana que envolve o campo H é possivel

ver que ele adquiriu uma (massa)?,
M3 = —2u% > 0; (6.25)

ele é o boson de Higgs fisico.

O termo de Yukawa da Lagrangiana vira

Lvukawa = _Ce(y_l—\/iH)(eReL +erer) = —f;gee — c\e/gjee, (6.26)

entao o elétron adquire massa

CeV

. (6.27)

me =

S
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O elétron e outros férmions adquirem massa da sua interacdo com o campo 1.

As interacoes entre bdésons de gauge e 1éptons sao lidas da Ligptons- Para o béson
de gauge carregado, W, temos:
vtet W, + ey v W)

__9
Ly = \/5(

9

2v2

De maneira similar, o acoplamento do béson de gauge neutro, Z, com os léptons é

(6.28)

[y (1 — 75)6W: +ey (1 —ys)v W, |

dado por
99" _ Vg*+9”
Lo, = We’y“aﬁl# — fl/Lfy“yLZﬂ
1 (92 _ 9/2) (6'29)

éL’}/“eL ZH'

= | %M A s
+\/W g €rvy er + 9

A partir dessas lagrangianas de interacao é possivel retirar algumas regras de

Feynman para os possiveis diagramas de interacao. Essa regras podem ser vistas a seguir:

—1qY, = 1€,

1/2
—i —i [ GpM2
4COSZW7M<1 - 75) = \/§< li/§z> 711(1 - 75)

1/2
—i _i [ GpM2
m%[@ev R6)<1 + 75)] = ﬁ ( Tﬁz) ")/#[(Le, Re)(l + 75)]

W+

2

1/2
—3 .| GpM
S - 30) = —i( 98} -

em que (L, = 2sin? Oy — 1; R, = 2sin? Oyy).



82 Capitulo 6. Modelo U(1)r, L,

Entao de fato é possivel identificarmos o A, como o féton, contanto que seja

estabelecido
99’

W = Q.. (6.30)

E conveniente introduzirmos um angulo de mistura fraco 6y, para parametrizar a

combinacgao de bosons de gauge. Definimos
g = gtan by, (6.31)

sendo

Ji+g7 =2 (6.32)

cos Oy’

e assim as expressoes para Z, e A, serao

Z, = —A, sin Oy + b3 cos Oy,
g pEEIT R (6.33)
A, =7, cosby + bfb sin Oy,
que pode ser invertido para ficar
A, = A, cosby — Z,sin Oy,
po e A (6.34)

bz = A, sinfy + Z, cos Oy .

Agora as constantes de acoplamento dos grupos de gauge SU(2);, e U(1)y podem ser

escritas como

€ >
== - = (&
sin Oy ’

, e
g = >e,

cos Oy

(6.35)

fazendo com que as interagoes fracas e eletromagnéticas estejam relacionadas por um tinico

M2 . .
2 > M. Os valores atuais medidos
cos? Oy

pardmetro. E ainda ficamos com a relagio M2 =
para as massas e para o angulo de mistura cinético sao: My, = (80.379 + 0.012)GeV /c?,
Mz = (91.187640.0021)GeV /c? e sin?(fy) = 0.231 21+4. Dados provenientes do PDG [57].

A razao das interacoes fracas em baixa energia terem esse nome é entao relacionada
a grande massa dos bésons intermediarios e nao a uma constante de acoplamento pequena

intrinseca.

6.4 Modelo U(1)r, 1

T

O modelo U(1)z,—z, [5] tem como base o fato de que a lagrangiana do Modelo
Padrao (MP) é invariante sob as trés simetrias globais da familia do ntimero lepténico:

U(1)r,., U(1)z, e U(1)z,. Podemos ver isso olhando para a parte da lagrangiana que
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envolve os 1éptons. A mesma que ji usamos anteriormente na Eq.(6.8) mas dessa vez nao

a deixaremos escrita apenas para o elétron e sim envolvendo as trés geragoes de 1éptons:
> D Al Zg, T AN Zg/ /lg —
‘Cléptons = Z RmZ")/ (% + TAMY Rm -+ LmZ")/ GM + ?AHY + = b Lm (636)

Se fizermos uma transformacao do tipo L; — L, = ULy € Ry, — R, = Vi R, sendo

Upnn © Vi matrizes unitarias 3 x 3, na lagrangiana, ficaremos com a seguinte forma:

3 s !
Lléptons = Z v R T'y 7'/7 (au + ZgAMY> V;rrnR;

m,n,l

+ U L1 iy" (8 + 2AY Eg I;)UleLl

—ZRHW ( + 2AY>vmanR’

m,n,l

P!
+ L0y <au + %AMY + % b ) UpinUl Ly (6.37)

R~y (8 + A Y) SR,

+ LTA0i (aﬂ + %AuY +95b ) S Ly

3 - ! .
— 7 ] 1 -
=Y Ry (a + g —A Y) R, + L yin" (8,1 + %AHY + 296.1)”> L.

n
Percebemos que a lagrangiana permanece invariante. Isso é verdade para as trés geracoes
de familia leptonica. Mas podemos ver ainda como essa transformagao afeta outras partes
da lagrangiana, como a de interacao de Yukawa que ja escrevemos anteriormente em
fungao apenas do elétron na Eq.(6.26), mas agora escrevemos de forma geral para as trés

geragoes de léptons.

Lyukawa = — Z[CHR (&' Lin) + () (L) R (6.38)

Em que (;; ¢ o acoplamento de Yukawa no formato de uma matriz complexa. Sem perda
de generalidade nés podemos escrever uma matriz como o produto de uma matriz unitaria
vezes uma matriz diagonal real vezes outra matriz unitaria. Podemos fazer isso com a
matriz de Yukawa: ( ] — VJM €U, em que M¢ é uma matriz diagonal real e U, e V,
sa0 matrizes unitarias (com a propriedade de V.V, = U,U! = 1). Se aplicarmos essas

mudangas ficamos com:
‘CYukavva = Z[VTM[e U RT ’}/ (¢TL ) + UTMe]V (LT v (b) ] (639)

Podemos unir as matrizes unitarias U, e V, com os campos fazendo a seguinte redefini¢ao

L'=U.L e R =V_R sem afetar o restante das lagrangianas escalar e de Yukawa. Entao,
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ficamos com uma nova expressao para lagrangiana de Yukawa com a seguinte forma:

3
EYukawa - - Z[mmmﬁm<¢TLm) + mmm(zm¢)Rm] (640)

m
Note que agora temos uma expressao em funcao de m,,,,, que sao os elementos da diagonal
da matriz M,,, e isso quebra a simetria global leptonica para trés mudancas de fase do
tipo:
Ly = €™ Ly, Ry — €7 R,,,. (6.41)
interpretados como trés nimeros leptonicos, um para cada tipo de familia (elétron, muon,

e tau).

Houve um certo esforco para se encontrar experimentalmente processos que envol-
vessem a violagao da conservacgao do nimero leptonico de familia. Por exemplo, os processos
W — e yepu — e e et possuem um limite superior em sua razao de ramificacao de
4.2 x 1071 e 1072 respectivamente. Dados oriundos do experimento MEG [58] para o
caso de p~ — e~ e da colaboragdo SINDRUM [59] para = — e"e~et. O que gera um

apoio experimental para a conservagao do niimero leptonico de familia.

No6s podemos também ver como esse processo é visto pela teoria. O estudo do
processo i~ — e~y no ponto de vista do Modelo Padrao é um exemplo interessante de
calculo a um loop feito usando o gauge de R. De uma forma relativamente parecida
com o que fizemos anteriormente no calculo de g — 2, no Cap.(5), envolvendo célculo de
diagramas e o uso de bdsons de Goldstone. O processo é descrito por um diagrama de

forma semelhante ao da Fig.(14).

P P-q

Figura 14 — Esbocgo do tipo de diagrama da interacao u~ — e~ 7.

Sabemos que esse é um tipo de interacdo que viola a conservacao do nimero
leptonico de familia. A maneira para resolver isso é estudar o processo considerando
neutrinos massivos e que - — e~ 7 seja mediado pela mistura e oscilagao desses neutrinos.
Isso pode ser visto na Fig.(15), onde os diagramas a serem estudados estao representados.
Quando estudamos a amplitude do processo chegamos a conclusao que a amplitude possui
uma expressao relacionada a um termo magnético. Entao no mesmo formato de abordagem
feito para g — 2 precisamos procurar termos que podem ser reduzidos ao termo magnético
e podemos descartar o restante. Isso nos permite descartar o diagrama da Fig.(15).(e) e
focar nos representados nos quadros de Fig.(15).(a)-(d). Neles podemos ver o envolvimento

de neutrinos e boéson de Goldstone gerado pelo nosso conhecimento do Modelo Padrao.
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(e)

Figura 15 — Os varios tipos de diagramas que representam a interacao pu~ — e~ 7.

Ao estabelecermos os momentos para os diagramas da Fig.(15)(a)-(d) no formato
da Fig.(16), basta calcularmos as integrais de uma maneira bastante semelhante ao que

fizemos anteriormente para o calculo de g — 2.

Figura 16 — Diagrama com momentos designados para a interacao u~ — e™ 7.

Todo esse procedimento para o calculo esta bem desenvolvido no livro de Ta-Pei
Cheng & Ling-Fong Li [60]. Seguindo todas as etapas do calculo conseguimos escrever
expressoes para a taxa de decaimento I'(u~ — e ) e I'(u~ — e vw). Assim podemos
chegar a uma expressao para a razao de ramificacao, dada por:
Mp~ — e 3
F(if— — e—:ﬁ)) B 327r637 (6.42)

B(p~ —ey) =

em que « é a constante de estrutura fina e 6, = 3; U5U,;(m7/M?) (sendo este termo um
valor relacionado a mistura dos neutrinos envolvidos no processo e com M sendo a massa
do boson intermediario). Tal resultado foi encontrado e desenvolvido por Cheng & Li em
1977. Quando estudamos um cenario em que a massa dos neutrinos ultrapassa limites

cosmolégicas Y _m,, > 0.12eV [1], nés chegamos a um limite de B(p~ — e™v) < 107.

Como ja vimos anteriormente temos através de dados experimentais um valor para o limite
superior dessa expressao que esta dentro da teoria e restringe bastante a existéncia de tal

Processo.
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Um conceito interessante, que é necessario abordarmos antes de pensarmos na

¢ o da questao de simetrias globais e locais. Simetrias

T

estrutura do modelo U(1)z,_r
globais possuem a propriedade que campos em pontos bem distantes de espago-tempo
sao transformados pela mesma quantidade. Enquanto simetrias locais, por outro lado,
permitem que mudangas no campo variem com as coordenadas de espago-tempo, e entao o
subconjunto das possiveis transformacoes de simetria local estejam de acordo com nocoes
intuitivas de localidade. Essas defini¢des nos permitem ter uma noc¢ao de que simetrias
locais seriam mais fundamentais que as globais. Isso nos permite postular que toda simetria
global deveria em tltima instancia estar contida em uma simetria local, e entao todas as

correntes de simetria deveriam acoplar a campos de gauge associados.

Entao, a ideia seguinte é pensar sobre a possibilidade das correntes de simetria da
invariancia do nimero leptonico de familia serem acopladas a campos de gauge. Teorias de
gauge s6 sao viaveis se elas forem livres de anomalias de gauge, isso implica no espectro
de férmions da teoria. Continuando com a ideia de que simetrias globais estao contidas em
simetrias locais, podemos considerar que o subconjunto dessas simetrias globais, que sao
livres de anomalia dado um espectro de férmions pré-existente, deveria ser possivel fazer
um gauge com ele. Nao podemos fazer um gauge com as simetrias globais restantes, que

sao anomalas em respeito aos férmions existentes, sem estender o espectro de férmions.

As simetrias de uma teoria sao de extrema importancia para o entendimento da
estrutura da teoria. Na maioria dos casos, uma simetria de uma teoria classica é também
uma simetria da teoria quantica baseada na mesma lagrangiana. Mas quando isso nao
acontece, encontramos uma simetria anémala. Uma simetria desse formato também é de

extrema importancia para o estudo da estrutura da teoria.

Através do teorema de Noether sabemos que simetrias continuas globais implicam
em correntes conservadas. Mas isso nao acontece quando estamos trabalhando com uma
simetria anomala, a conservagao da corrente nao ocorre. Esse fato desenvolve consequéncias
para teorias como a QED e de Yang-Mills, pois envolvem um acoplamento entre corrente
e uma particula nao massiva de spin 1. Se essa corrente nao é conservada, algumas
consequéncias acontecem, como: a violagao da identidade de Ward, producao de polarizagao
longitudinal nao fisica e a violagdo da propriedade unitaria. Por isso, em uma teoria quantica

unitaria, simetrias com gauge devem ser livres de anomalia.

Essas anomalias de simetria quando associadas a bésons de gauge sao chamadas
de anomalia de gauge. Quando falamos de livre de anomalia o enfoque é em anomalias de

gauge e nao anomalias globais.

Uma maneira de entender anomalias ¢ fazendo um estudo através de diagramas de
Feynman. Famosos diagramas triangulares que geram o entendimento mateméatico para
essa teoria. Isso estd bem desenvolvido no livro de Schwartz [46] e no nosso caso iremos

direto ao resultado que tera implicacao na teoria.
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A corrente associada a um campo de gauge é escrita da seguinte maneira:
= DTy, (6.43)
P

em que T}; sdo os geradores do grupo que podem ser escritos em qualquer representagao
arbitraria. Os diagramas triangulo geram fatores de 7 nos vértices. Dois deles representados

na Fig.(17). Podemos escrever o grupo de tragos como a soma de tensores simétricos e

Figura 17 — Diagramas Triangulo e sua contribuicao

antissimétricos como

1

= 5Tlr[[Ta,Tb]Tc} + !

Tr[T°T"T"] 5 Tr {1, 1"}7°) = %TR Fobe id;g?c, (6.44)

em que % é a constante de estrutura, Ty gerador do grupo com R sendo o indice da
representagao. A parte que queremos é a envolvendo d%¢, ji que a parte com f%¢ que
da a diferenca entre os dois loops, é removida através da renormalizacao sem violar a

invariancia de gauge. Ja d%¢ é um tensor simétrico dado por:
dse = 2 Te[TR{T}, Tp}|. (6.45)
Podemos escrever
Te|[Tp{Th T} = A(R) Tx|[T*{T", T°}| = A(R)d", (6.46)
em que A(R) é o coeficiente de anomalia e d*¢ (sem o subindice) é definido usando a

representagao fundamental (A(fund) = 1).

A contribuicdo proporcional a constante de anomalia d*° soma os dois diagramas

triangulares. Entao, ficamos com uma expressao para a conservacao da corrente do tipo:

aajg:< S AR)— Y AR ) g’ - — e o Fls, (6.47)

2
canhoto destro 1287

em que a soma canhota é sob as particulas canhotas, com A(R,;) sendo o coeficiente de

anomalia associado com a representacao R;, da mesma forma temos o lado destro.

Usando essa teoria toda como base conseguimos agora estudar melhor a forma que
a corrente pode ser conservada para alguns grupos diferentes. Para isso iremos estabelecer
a combinagao linear dos nimeros leptonicos escrita como x = aL. + SL, + vL,. Vamos

fazer um cenério por vez:
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1)[SU(3)J*U(1),: Nesse cendrio nds nio terfamos contribuigao por parte dos léptons,
pois a soma ¢ feita com base em cor que é uma propriedade dos quarks. Por isso em relacao

ao nimero leptonico seguiriamos com 0.

2)[SU(2).]*U(1),: Agora nds temos um cendrio em que dependemos apenas das

particulas de campo canhoto:
( Z X) =al.+ BL;L + rYLT' (648)
canhoto

Desse cenério nés tiramos a seguinte expressao:

aL.+ BL, +~vL; =0. (6.49)

3)[U(1)y]*U(1),: Agora teremos uma mistura da hipercarga Y e o ntimero leptonico

dado por:
( PIIREDY for> =Yl aLe +Y;BL, + Y2 Ly = aLe+ Ly + L. (6.50)
canhoto destro

No ultimo passo fizemos o uso de Y, =Y, = Y, = —1. Com isso teremos a expressao:
alLe+ BL,+~vL, =0. (6.51)

4)[U(1),J3: Essa tltima sera totalmente em relagio a nossa combinagao linear envolvendo

os numeros leptonicos e serd dada por:
( POESEDS x?) = ®L}+ B°LY, +°L2. (6.52)
canhoto destro

Isso nos rende uma tultima expressao para construirmos a teoria. Ela é da seguinte forma:

o’ L+ L% ++°L2 = 0. (6.53)

Agora podemos juntar as trés expressoes e ver como podemos construir a teoria.

Expressao 1: Fy:ale + 8L, + L,
Expressao 2: Ey: oL, + L, + vL;, (6.54)
Expressdao 3: Es:a’L? + 63L2 +~2L2.
Considerando que L, = L, = L; = 1 o que podemos variar ¢ o valor de a, 3 e . E
interessante passarmos por diferentes cenarios, mesmo alguns funcionando e outros nao.

Esse cenarios estao resumidos na seguinte tabela:

Conseguimos tirar algumas consideragoes interessantes da Tab.(1). A primeira é que

o MP nao permite que qualquer simetria de nimero leptonico dada por L = L. + L, + L,
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Possibilidades de teorias

Teoria al B |y Hipdéteses
Le 1 0 0 Elll,Egll,Egi]_
L, 0| 1|0 |E:1,Ey:1,E3:1
L, 0|0 |1 |E:1,Ey:1,E3:1
Le+L,+L; | 1| 1|1 ]| FE :3E:3 FE5:3
L.+ L, 11110 | FE:2FEy:2 FE3:2
L.+ L, 110 |1 | FE:2FEy:2, Ey:2
L,+L; 0|1 |1 |E:2FE:2 FE3:2
Le_L,u 1]-1 0 Ele,EQ:O, E3IO
L.— L, 110 ]-1]E;:0,E:0, E5:0
L,—-L; 0|1 |-1|FE:0,E5:0,FE3:0

Tabela 1 — Possibilidades de teorias.

oupor L =L, L=L,eL =L, seja feito um gauge, devido a anomalias nao nulas. Mas

existem trés simetrias livres de anomalia no MP geradas por
Iy=L—-L, Lyo=L.—L;elLs=1L,— L,

em que é possivel fazer um gauge. Mas nao ¢é possivel fazer um em duas delas simulta-
neamente, ja que anomalias do tipo L?Lj (i,j = 1,2,3 e i # j) ndo sdo necessariamente

nulas.

Entao podemos desenvolver a teoria com base nesses modelos que sao livres de

anomalias e nao possuem a necessidade de mudanca no espectro de férmions do MP.

Usando de base o grupo de gauge Gyp®U(1)z,,,, em que Gyp é dado por
Gup =SU(3)c®@SU(2),®U(1)y, chegamos a trés teorias diferentes definidas por ele, em
que a maior consequéncia dessa extensao é um segundo bdson de gauge neutro (71, Z, ou
Z4). Vimos que um dos pontos positivos do modelo é que nao existe necessidade de outros
férmions, fora os do MP com trés geracoes, para a existéncia do bdéson Z’. Que é algo que

nao acontece em outros modelos envolvendo 7.

Podemos notar que na realidade estamos trabalhando com 3 modelos diferentes
ja que nenhum deles pode acontecer simultaneamente. Os dois primeiros modelos, com
envolvimento da primeira geragao de léptons (L) e com a existéncia de Z] ou Z}, sdo
bastante interessantes para experimentos em aceleradores, ja que acoplam com elétrons.
Mas o nosso foco serd para o terceiro modelo com a existéncia de Z5. Como ele nao acopla
com particulas de primeira geracao nao possui a mesma gama de experimentos para gerar
limites a teoria. Porém, ele é de extrema utilidade para o estudo de g — 2 como veremos

posteriormente.

A simetria local de U(1),_r, é quebrada espontaneamente, e o béson Z’ se torna
massivo através do mecanismo de Higgs. Isso acontece com a introducao do campo escalar
de Higgs S neutro sob SU(3)c®SU(2),®U(1)y mas nao sob U(1)z,—y, local. Um valor
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esperado de vacuo diferente de zero para S quebra U(1)g,_z, local e gera massa para
7' dada por My = ¢'(S). E importante notar que (S) # 0 quebra U(1)z,-r, local (que
atua nos léptons e em S) para a simetria global usual e U(1)z,—r. (que atua em apenas
léptons). Entao a conservagao do ntimero leptdnico continua como um principio mesmo na
presenca do bdson massivo Z’. Esse mecanismo de quebra de simetria ndo induz a mistura
entre Z' e o0 béson Z do Modelo Padrao.

A lagrangiana de interacdo entre o béson Z’ com particulas de segunda e terceira

geracao do modelo padrao e particulas de matéria escura é dada por:

Ling = QIZZL(J&P + ‘]1<L/IE)7 (6‘55)

em que ¢’ serd o acoplamento universal de gauge e Z' o bdéson de gauge Z} do modelo
envolvendo L, — L,. As correntes do modelo padrao (MP) e de matéria escura (ME) sao

dadas por:

Nip = BV 1+, Prvy — 791 — U Py, (6.56)
Jie = X77X-

Em que P;, é o projetor quiral canhoto ja visto anteriormente como L e a particula de

matéria escura x é considerada um férmion de Dirac.
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7 Densidade de Reliquia e Anomalia do Mo-

mento Magnético do Mdon no Modelo
UL, —L,

7.1 Introducao

No capitulo anterior vimos a possibilidade de realizarmos uma extensao do Modelo
Padrao baseada no niimero lepténico do miion menos o do tau. Usando a lagrangiana de
interacao como base, podemos realizar o calculo do acréscimo para a anomalia do momento
magnético do muon, vinda do béson Z’, e o calculo da densidade de reliquia da particula
de matéria escura envolvida no modelo. Esses célculos serao possiveis gracas ao fato de
que lagrangiana de interagao contém termos envolvendo a interacao entre particula de

matéria escura, os léptons muion e tau e o novo béson Z'.

O primeiro passo que iremos dar serd utilizar a parte da lagrangiana envolvendo a
interacao entre o béson Z’' com o mion para calcularmos a contribuicao dessa interacao
para a anomalia do momento magnético. Em seguida, utilizaremos a parte envolvendo
a interacao do bdson Z’ com o muon (sua antiparticula, seus neutrinos), o tau (sua
antiparticula, seus neutrinos) e com a particula de matéria escura (sua antiparticula) para
calcularmos a expressao para o decaimento do béson nos férmions. Esse calculo serd util
para o passo seguinte, que serda o desenvolvimento da sec¢ao de choque de interacoes da
particula de matéria escura com os léptons da familia do mion e da do tau. Obtendo a
secao de choque poderemos realizar o calculo da densidade de reliquia de matéria escura e
comparamos com o observado pela colaborac¢ao Planck [1]. Por tltimo, faremos um estudo
do numero efetivo de espécies de neutrino e a contribuicao que esse valor recebe do boson

7' e da particula de matéria escura.

7.2 Contribuicdo do Béson Z’ para a Anomalia do Momento Mag-

nético do Mon

O primeiro célculo que iremos realizar é envolvendo a contribuicao do béson 7’
para a anomalia do momento magnético do mion. Ele serd bastante semelhante ao feito
envolvendo o béson Z do Modelo Padrao, feito na Segao.(5.5). O resultado é da seguinte

forma:
—e 46m,l / /1 2 V2 x2 — x9) + A%(23 + 3x3))
ZmH 3272 ((wg = 1)>m2 + 2, M3,)

dfﬂgdl‘l
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66mu 1—x1 1—z1— :Ez
ra-ogem [

m22(z; + x3)?
— K’ dasdasd
((x1 +x3)2m2 + xoM2,)? S

2em,, 1, (22 — 1)
dxzod
+ ( MZ’) 3272 / / £l72 — 1 Zml% + €$2M2/ 200

4em,, 1-22 2(a3 — @2)
= dxodx;. 7.1
3272 / / ((xy — 1 ’m3 + w9 M%) T2 (7.1)

2(—2 4+ 3z1 + 3x3)
(21 4 23)*m2 + wo M,

Aqui fizemos a substituicdo dos pardmetros de acoplamento V— ¢, A - 0e C — 0

pelos valores do modelo U(1)z,—z. .

O valor da contribui¢do para a anomalia é Aa, = F5(0), entao ainda precisamos
isolar F»(0) no resultado anterior. Assim teremos a contribui¢do, e também fazer a

substituicao das variaveis x1 = y e x5 = z. Entao temos:

1-z (e —1)
0=~ [ G g e

g% tmia(r—1)(1 —x)

=— 7.2
4n2 Jo (x —1)?m2 + M3, ! (7.2)
Entao o acréscimo na anomalia, Aa,,, sera:
m2z(1 — x)?
Aa, = 2 ld=af (7.3)

4n2 Jo (1 —x)?m2 + x M3,

Podemos expandir essa expressao para um cenario em que a massa do béson Z’

seja bem menor que a do muon (My < m,). Entao temos:

g% 1 m2x(l — x)?

A o (1= )+ o ()

mu

Aa, = dz. (7.4)

M . .
Fazendo € = -4 e expandindo em funcdo de ¢, teremos:
"

_ gt w(l-a)?
A= 05 Jy 0= 207

g x2e? 5
=13, (m BCESIE + O(e ))dx (7.5)

g/2 1
= zdz + O(e?).
0

472

dx

O que nos leva a uma expressao final da forma:

12

82’

Aa, =
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Se deixarmos esse resultado em fungao do valor da anomalia encontrado experimentalmente
em Eq.(5.15), teremos Aa, = 251 x 1071 = ¢//87% — ¢ = /872251 x 10~ = 4.5 x 107,

Entdo um g ~ 4.5 x 10™* seria interessante para termos a contribuicdo necesséria para a

abundancia.

Usando a Eq.(7.4) podemos fazer um grafico de valores de ¢’ e Mz que dao o valor
de Aa,, experimental dentro do intervalo da incerteza (£59), Fig.(18). Podemos notar que

o intervalo de ¢ estd dentro de 10~ como vimos anteriormente.

Valores de Mz e g' que resolvem a anomalia Aa,

- Mz[MeV]

Figura 18 — Gréfico feito usando a Eq.(7.4) relacionando a massa do béson Z’; My, com
o acoplamento ¢'. A faixa em roxo é a regido em que a anomalia, Aa,, é
coerente com o valor experimental.

7.3 Densidade de Reliquia de Matéria Escura

O célculo da densidade de reliquia pode ser feito através da equagao de Boltzmann,
como visto no Cap.(4). Ele é feito utilizando a segdo de choque que pode ser calculada
ao estudar um processo de interagao entre particulas. A base para esses célculos é a
lagrangiana de interagao dada pelas Eq.(6.55) e Eq.(6.56). J& vimos anteriormente que
no universo primordial a densidade de nimero de particulas de matéria escura total

(n = n, + ng) é dado pela equacdo de Boltzmann, que em sua forma simplificada é:

d 1
d—? + 3Hn = S(ova) (n, — ), (7.7)

em que H ¢ a taxa de Hubble e neq ¢ a densidade do nimero de particulas em equilibrio. A
média térmica do produto da secao de choque de aniquilagdo com a velocidade de Mgller,

como também ja visto, é dado por:

(ovMa) =

! " dso /s (s — AM2)K, (LE) (7.8)

8m§<TK22(%) AM2 T

em que K, sao fungoes de Bessel modificadas de segundo tipo.
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Podemos fazer o célculo da secdo de choque do processo xX¥ — ff que ocorre pelo

seguinte diagrama:

|
—

Z/

=<
il

Para o calculo da se¢ao de choque iremos comegar designando momentos para as
particulas envolvidas e estudar a cinematica do problema. Isso pode ser feito utilizando a
Fig.(19) com o esbogo da cinematica do problema feito no referencial do centro de massa

(cm).

Pl P2

q2

Figura 19 — Cinematica do problema no referencial do centro de massa.

Partindo da Fig.(19) podemos denotar os quadrimomentos das particulas envolvidas

no processo da seguinte formas:

=

- b1,

=

- P2,

il

- q1,

g

No referencial do centro de massa, o quadrimomento pode ser convenientemente escrito em
termos da energia de centro de massa e as massas da particula. Levando em consideracao
que Eo, = By + By = Ey —|—E?. Mas como E, = Ey e Ey = E?, entao temos Egp, = 2K, =
2E; — E, = E;y = E.,/2. Ainda podemos rescrever essa energia do centro de massa em

fun¢ao da variavel de Mandelstam, s. Basta considerarmos s = (p; + p2)? = B2, — Eew =

/.
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Entao podemos escrever os quadrimomento como

P =(%,0,0,3,/s — 4M32),

Py = (4,0,0,—5 /s —4M3),

qr (28,%\/ 4m% sin 0, 0,2mc089

@ = 28, %Wsm@ 0, — \/70039

Em seguida precisamos da amplitude de espalhamento:

PP,

I — 1y, _
=g 2 z / v 7.9
M = gop2)y " p) -5 5 +Z.MZ,FZ,9Uf(CI2)7 vr(aq), (7.9)

em que P* = pi' + ph.

O propagador foi escrito dessa maneira envolvendo I'z pelo fato de estarmos
estudando um processo que envolve particulas instaveis que podem decair. Em que
Uzr =Tzx+ 2Tz 57 com f = u, 7,1, serd a largura do decaimento, que iremos

calcular no final.

O que queremos é |[M|?> = MT M. Para esse caso temos
que q

PoPs
_ o 9o — a1, _
IMP = g0 (@) -y 9T ) ()
PP,

_ T v _ Y
< g P (P1) sy AT, 9y (g2)7" vs(an)
A ! !

g/4

(s — M2)2+ M2T2%,

X (Uf(Ch)Vauf<Q2)“x<p1)7aUx(p2) X Uy (p2) V" uy (p1)Tg (q2)vuvs(q1) (7.10)

1

"M, (Uf(ChW s (G2) Uy (P1)VaVx (P2) X Uy (p2)7" uy (p1) PuPtip(q2)7" vs(q1)

+ 07 (q1)7y s (q2) Po Patis (p1)7 vy (p2) X vx(pa)v“ux(pl)w(qg)ww(q1)>

1

+M2/

Ur(q1)7 g (g2) Pa Pyt (p1)7 vy (p2) X Ux(p2>7uux(p1)Pupvuf(QQ)’YVUf<QI))‘
Em seguida precisamos realizar a soma sobre os spins das particulas. Primeiro
temos a soma sobre os spins iniciais. Essa soma serd envolvendo x e Y. Essa soma é escrita

com as seguintes expressoes:

3 Ty (1) vy (p2)T (p2) 7y (p1),

SX78¥

> T ()Y 0 (92) T (p2)7 1 (1) (7.11)

SX7SY
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Usando as relagoes:
Z Uy (p = (p + M, 1),
va = (p — M1), (7.12)

Entao podemos realizar a soma sob spins. Primeiro consideramos a particula de

momento py. Entao, temos:
ZX:USX (p1)O {ZUX P2 vx(p2)}(’)2ux P1) ZUX p1)O1 (0 — M, 1)Oauy (p1)
= > T (p1)Quy(p1) . Q =O5(ph — M1)Os , OF = (v*,7%) , Oy =7 (7.13)
Agora nos resta calcular o mesmo para a particula de momento p;:
> Uy (1) Quy(p1)- (7.14)
Escrevendo a multiplicagdo matricial explicitamente (i e j sdo somados de 1 a 4):
Z“x pl QUX(Pl {ZUX b1 Ux(pl)}inij
= (ph + My 1a);iQij = Tr((zh + M,)Q). (7.15)
juntando com o resultado de (), temos

e[ (g + M)y (g — My)n"], (7.16)
Tr[(ﬁl + MX)VB(]% - MX)VH]

Agora fazemos o mesmo para a soma sobre os spins finais, dessa vez envolvendo f

e f. Ficamos com as seguintes expressoes:

> Tlq)y up ()i (g2)v vs (@),

5f:5F

PP, > vp(qu)y up(q2)up(g2)7 vp(q), (7.17)
Sfs5F

PoPs Y Up(qr)y up(qe)ts(g2)y vs(qr),
Sf,S?

P.P3P,P, Y vp(q) v us(ge)ur(g2)7 vi(qn),

5fs5F
usando as mesmas relagoes que utilizamos anteriormente, mas agora com my, obtemos

Tf[(qé +myp )y (g — mf)V”},
PP, Tr[(gh + mp)y®(gh — ms)y'] (7.18)
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PaPs T | (g + mp)y* (gh — mp)n"].
PoP3P,P, Tr| (s +ms)y* (g — mp)y”].

Usando as Eq.(7.16) e Eq.(7.18), podemos calcular os tragos e voltarmos para a

amplitude

Tr [prspacy™ v 7" = Myy*r"]
= 4(p{ph — p2.prg™ + plivs — Mig™),
Tr[propacy’y 79" — My 4]
= A(piph — p2.prg™ + plips — M2g™),
T

—

—

-

@iy VA = miyy

= 4B — @-qg™ + dhqf — mig™),

PP, Tr|gosqicy’ v — miv*y] (7.19)
= 4P, P (¢3¢} — 2-119™ + dyaf — m3g™),
PoPs Tr [ ga5q1c7 "7y — mir©y"|

= 4P, Ps(qS i — qo-ng™ + @5 a5 — mGg™*),
PoP3P,P, Tr|gasq1c7" 7"y — miy*y]

= 4P, P3P, P,(45¢7 — ¢2-019™ + g5q — m3g™").
Para esse resultado foram usadas propriedades do trago como Tr[y"4*] = 4¢"* e
Tr[79" 7 9] = (g™ g™ — g™ g™ + g+ g*").
Voltamos agora para calcular | M |*:
169/4

|‘/\/l|2 = M2 ((S _ M2 )2 + M2 I—\2 ) M%/(p(lxpg _p2'plgau _’_plfpg - Migau)

x (¢3¢t — @2.qg™ + dhqi — m3g**)

— My ((p?pQ.P — p2.p1 P + p1.Pps — Mipa)

X (@3q1-P — qa.q1 P* + 2. Pgy — m?pa)

+ (pr.Pphy — pa.pr P + pi{pa. P — M{P")(q2.Pqi — qo-q1 P* + ¢5q1. P — mch“))
+ (p1.Pp2.P — po.pr P.P + p1.Ppy.P — M2P.P)

X (¢2.Pq1.P — qo.q1 P.P + q3.Pqy.P — m}P.P) (7.20)

164"
= J (2(171-6]2172-611 + P1-g1p2-G2 + 1 ~p2mfc + C]2-Q1M§ + 2M§m%)

(S - M%/)2 + M2/F2zl
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2
- F(Qz D1p2.Pq1.P = 2qo.qi P.p1pa. P + q2. Pq1.p1p2. P — Zm?P.plpz.P
z

— 2p2.p1 P.goqi. P + q2.q1p2-pr P.P + m3py.py P.P + p1.Pps.g2qi - P + q2. Ppy. Ppa.g
— 2M:P.qoq1.P + q2.qu M. P.P +m} M. P.P)

1

M2 (2p1.Ppy.P — po.py P.P — ]\/[2P P)(2¢2.Pqy.P — qo.q1 P.P — m?P.P)) :
Z/

Nessa etapa ja deixamos calculadas as contracoes.

Depois temos que fazer a média das possiveis configuragoes de spins iniciais e juntar

com soma sob spins de |M|? para completar o truque de Casimir. Temos entao

1
M = S IMP, (721)

Isso nos deixa com

49/4

(M2 = (s — MZ)? + MLTZ, (2(p1-Q2p2-Q1 + D1-q1D2-q2 +p1.p2mfc + Q2-CJ1M§ + 2M§m?)
2
_ MimZ p1p2.Pq.P — 2q2.q1 P.p1p2. P + q2.Pqi.p1ps. P — 2m?P.p1p2.P (7.22)
z

— 2p2.p1 P.goq1. P + q2.q1p2-pr P-P + m3pa.py P.P + p1.Pps.g2q1 - P + q2. Ppy. Ppa.u
— 2M:P.qoq1.P + q2.qu M. P.P + m} M. P.P)
1
+ 1 (2p1.Pp2.P — pa.pr1 P.P — M?P.P)(2q2.Pq;.P — qo.q1 P.P — m?P.P)) .
Z/

Para resolvermos s6 falta fazermos os produtos dos quadrimomentos:

prqn =p2ge =3 — 1[(s — 4M2)(s — 4m3)]"/? cos b,
prge = p2q =5+ 5l(s — 4M2) (s — 4m3)]"/2 cos 0,
prpe =5 — M,
G2 =35 —m7,

pi1-pr =p2.p2 = Mi;
q1-q1 = q42.92 = mfa
PP = (pi+p2).(p1+Dp2) =p1.p1 + 2p1.p2 + pa.p2 = s,
P.py
P.p,

= (P1+ P2 =p1-p1+P1-p2 =

= (P1 + P2 = P1.P2 + P2.p2 =

( )-p1 2
( )-p2 2
Pq = (p1+p2)q=q.pi+aq.p=3,
( )-G2 3

Pgqg = (p1+pe =Pp1-q2 +P2.q2 =

Substituindo esses produtos na Eq.(7.22), temos

8g't 52

(s — MZ,)? +M2,F2Z,(16 160

M2 = s —4M?)(s — 4m%) cos® §
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1
+ g[(s — AMZ)(s — )]1/2 cos 6 + 1—6 + 16(8 — AM?)(s — 4m7F) cos® 0

s s s

— §[<S — 4]\/[2)( )]1/2 cos 0 + §mf — M2m? + 5]\/[2 — Mimfc + 2M§mfc>
1 2 2
- sz(f6 f6[(s—4M2)( — 4m2)]"2 cos ) — ° = +S2 m?

B g2 ) — N
+T6 16[(3—4M )(s 4mf)]/ COSQ_me_Z+EMX+Z_§MX
- $—2m2 + M?m?s +m2$—2 —miMls + — s i — (s —4M)(s — 4m?2)]Y? cos 6

9 " x"f f9 ! 16 16 f

S g2 2
+ 1 + 16[(8 —AM?)(s — 4m )]1/2 cosf — MQE + M2§ —miMZs +miMs)

1 2 &2 2 2
+ W<% - % + M;S - M;S)(% - % + m?s - mfcs)
Z/

14
~ (s — M2 )gg VT (82 + (s — 4M3)(s — 4m3) cos® 0 + 4s M + 4sm§). (7.23)
- VA VAN AL

Entao aplicamos esse resultado na seguinte expressao da secao de choque diferencial para

o referencial de centro de massa:
do_ |py| IMP
dQem  |pi| 6472s
Usando que E; = E,, s = (E, + Ex)?, com E, = Ex entdo s = 4E? — E? = s/4. Também
que By = Fy, s = (Ef+ F5)?, com Ey = Ef entdo s = 4E} — E} = s/4. Podemos escrever

‘ﬁi|:\/mz Z_Mz m’

(7.24)

(7.25)
. S
|pf|:\/E]20—m?c: ——mj = \/S—4mf
Voltando e substituindo na Eq.(7.24), temos
d s — 4m? 2
7 - s M| (7.26)

A \ s — 4M? 64725

O préximo passo é usar a amplitude dada pela Eq.(7.23) na expressao e realizar sua

do |s— 4m§c g™ 1
A\ s — 4M2 64725 (s — MZ)? + MZT%,

X (52 + (s —4AM?)(s — 4m7) cos® 0 + 4s M + 45m?)

5 — 4m? g 1
do — 1 9 S S— (7.27)
s — AM2 64r2s (s — M2 + METS,

X (32 + (s — 4M§)(s — 4mfc) cos? 6 + 43M§ + 48m3e)d9cm

integral.

Usando dQ2., = 27 dcosf, teremos:

| s—4dm; g1 1
7T\ s — 4M2327s (s — MZ,)? + MZ T,
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1
[1 dcos@(s2 + (s — 4M)(s — 4m73) cos®  + 4s M + 4smfc)

s —4m? g4 1 (s —4M?)(s — 4m?)
;9 2 X f 2 2
= 4sM?2 + 4
s — 4AM2 167s (s — MZ,)* + MZ T, (s 3 + 4 M + s
| s—4m} g¢* 1 (4(3 +2M?)(s + Zm?c))
~ \[ s —4M2 167s (s — MZ,)? + M2,I'%, 3
s —4mj g 1 <(5 + 2M?2) (s + Qm?)) (7.28)
o= : :
s —4AM2 121 (s — M3,)? + MZT%, s

Podemos deixar nossa expressao mais geral para as diferentes particulas existentes no
modelo, colocando um somatério em f em que f = u, 7,v,, v, e adicionando um fator que

depende do 1épton envolvido, ks, sendo 1 para p, 7 e 1/2 para v, v,. Assim ficamos com

kea™ | s —4Am2 (s +2M3?)(s + 2m>
o(s) =Y 22 i 2")( S fQ) . (7.29)
12778 S — 4M§ (8 — MZ’>2 + M /FZ/

f

Ainda precisamos fazer o calculo da largura de decaimento I'z.. Ela pode ser
calculada considerando o processo Z' — ff. Esse processo é representado pelo seguinte

diagrama:

Podemos fazer a conta da taxa de decaimento de uma particula em outras duas

particulas a — (1,2) = 3, como:

dl'sq _ |Mﬂa|2 &

dQe, 6472 m3 (7.30)

Em que Mg, é a amplitude do processo, S é um valor relacionado ao niimero de particulas

idénticas no estado final S = H — e S12 € dado por:
k .-

512 = [mi — (m1 + mg)Q]l/Q[mi — (m1 — m2)2]1/2. (731)

Se quisermos escrever em funcao do decaimento proposto, basta considerarmos o = 7,

B = (f,f) e as massas m; = my = my. Entdo teremos:

AUy gz My gl (MG — (mg +mp)?) P [MG, — (my —my)*]
dgcm 64772 M%/
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_ |MZ/‘>f?|2 [M2/ - 4m?]1/2le

(7.32)
6472 M3,
_ |MZ/—>f?‘2 . 4m%
6472 M 4. M2,

O proximo passo ¢é calcularmos a amplitude do processo. Fazemos isso olhando

para a lagrangiana de interagao, escrita da seguinte forma:
Liw = ¢'Z, fA" f, (7.33)

€1 que f = MV, T, Vs X

Podemos escrever nossa amplitude da seguinte maneira:

M = g'e, i (p)rv" vy (q), (7.34)

em que € é o vetor de polarizagdo do bdson.

O que queremos é calcular |[M|*> = MTM. Para nosso caso teremos:

IM[* = g0 (a)y"us(p)ey x ety (p)r vy (q)- (7.35)

O proximo passo ¢é realizar a soma sobre os spins finais:

> (@) up(p)esenty(p)ros(q), (7.36)

5f:5F

usando as relagoes

> up(p)us(p) = (p+ myl),

(7.37)
> _vi(a)vs(q) = (¢ — myl).
sf
Quando aplicamos essas relagoes chegamos a seguinte expressao a ser calculada
Tr[(¢ — myp)esy” (p + mp)en]. (7.38)

Usando algumas propriedades do trago como: Tr[y*4#] = 4g"* e Tr [fyo‘fy”fyﬁ fy“} = 4(gvgPr—

gl gt + g g¥P), conseguimos resolver a expressao da seguinte forma:

Tr[gapsy ™)V 1" €)en — M3 A e
[4aps(9°" 9™ — ¥ g™ + ™97 )es e — mig e,

4
Alg*petes — q.pete + ¢*p ehea — miet.e]
4

[q.€'p.€ — q.pe*.€ + q.ep.€” — m?e*.e]. (7.39)

Em seguida, precisamos entender os momentos das particulas e a polarizagao do bdson,

para assim conseguirmos substituir os produtos e chegarmos a uma resolugao final para a
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nossa amplitude do processo.
Podemos escrever os quadrimomentos das nossas particulas do estado final usando de base

a Fig.(20):

My 1 1
p=( 2Z,§MCOSH,O,§\/MSin9),
My

1 1
q=( 5 ,—;/M%, — 4m7 cos 0,0, —;/M%, — 4m7sin ). (7.40)

A largura do decaimento deve ser independente da polarizacao da particula que decai, por

Figura 20 — Cinemaética do problema no referencial do centro de massa.

isso podemos escolher uma polarizagao mais simples como a longitudinal com helicidade
zero da forma:

¢ =(0,0,0,1) = ™, (7.41)

Agora que temos os momentos das particulas e a polarizacao podemos calcular os produtos
envolvendo elas. Lembrando que aqui teremos uma multiplicacao da forma v.w = vy.wy —
V1w — V2.W2 — U3.w3 j& que a multiplicagao entre dois quadrivetores é V*#g,, W e estamos

trabalhando com uma métrica do tipo (+---). Entao, nossos produtos sao:

€.e=—1,
M2/ 1 2 2 . 2 2 M2/ 2
pa=— + Z<MZ/ — 4m7)(sin” 0 + cos”™ 0) = 5 M (7.42)
1
g.€c = q.€ = 51/M2, — 4m30 sin 6,
1
p.€ =p.e = _§’/M%’ — 4mfc sin 6,
Voltamos agora para calcular | M |*:
2 e Loy 2\ qini2 M o Lo 2\ qinn2 2
M| =4g (_Z(M , —4m7) sin® 6 + 5 T Z(M , —4m7)sin® 0 + m3)
1 MZ,
= 49/2(—2(M2, — 4m7) sin® 0 + 22 ) (7.43)

M2,
= 4¢”(2m3(1 — cos® ) + 2Z cos? 0).
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Agora que temos a amplitude do nosso processo calculada podemos substituir na

nossa expressao para a taxa de decaimento e chegar a um resultado final:

dl’ M]? 4mj g* 4mi 2 M
= — = — 2m%(1 — cos® ) + —Z cos? 0).
AQenm  6472My M2, T 1672My ag, (my(1 = cos™0) & == cos”6)

(7.44)

Como proximo passo basta resolvermos a integral substituindo d€).,, = 27 dcos 6:

2mg"? 4m3 1 MZ,
Uy = 620, 1— 7, /_1(2mfc(1 — cos? 0) + 5 cos? )d cos 0
1
2

9 dmi cos®0.  MZ cos® 0
= 1——=(2 0 —
87TMZ/ M%, ( mf(COS 3 ) + 2 3 ) )
9" am3 o, 2. M32
= 1-— 2 1-Z= zZ
iy \ g G T )
gl2 TT”/Q MZ/ 2m2 g/2 4m
CanMp \T T AR i 12rMz \ "~ 2 (M +2m5). - (7.45)

Como ultimo passo, precisamos deixar expressao um fator que indique quais as particulas
fermionicas envolvidas no processo. Fazemos isso colocando o fator k¢, sendo ky = 1
para f = pu,7,x e kyf = 1/2 para f = v,,v,. Podemos ainda simplificar um pouco nossa

expressao para chegarmos a taxa de decaimento da forma:

krg?my 2m3 4m3

Agora temos tudo que é necessario para usarmos a expressao da se¢do de choque.

Podemos utilizar essa expressao para calcularmos a densidade de reliquia Qygh?. Faremos
isso utilizando o programa DRAKE [61]. Utilizando os valores gerados pelo programa
podemos fazer um gréfico, Fig.(21), relacionando a densidade de reliquia e relagao entre a

massa do bdoson Z’, My, a massa de matéria escura, M, .

Podemos notar que para um valor de M, fixo temos dois valores de Mz que dao
um valor de reliquia satisfatério para o observado pela colaboragao Planck [1]. Isso pode
ser melhor observado na Fig.(22). Nesse grafico podemos ver a relagdo entre a massa de
matéria escura, M,, e a razao das massas, My /M,. Para cada valor de M, temos dois
valores de Mz que dao a densidade de reliquia com ¢ satisfatério para resolver a anomalia
Aay,.

7.4 O Niamero Efetivo de Espécies de Neutrino

Uma consequéncia cosmoldgica que o modelo U(1),_r, ird acarretar é envolvendo
o numero efetivo de espécies de neutrino. Antes de pensarmos no que o modelo ird implicar

nesse ponto precisamos entender um pouco melhor sobre esse niimero.
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Densidade de Reliquia para M,=50MeV

MziM,

Figura 21 - Densidade de reliquia em funcao da relacdo My /M, , para um valor fixo
de M, = 50MeV e com valores de ¢’ que dao um resultado satisfatério para
Aa,,. A faixa em azul ¢ a de densidade de reliquia prevista pela colaboracao
Planck [1].

Razéo de massa Mz/M,

Mz M,

My[GeV]

Figura 22 — Relagao entre a massa de matéria escura, M,, e a razao das massas, My /M,.
Para cada valor de M, temos dois valores de My que dao a densidade de
reliquia com ¢’ satisfatorio para resolver a anomalia Aa,,.

Ao estudarmos a termodindmica do universo no capitulo 3, nés vimos que temos
a conservacdo da entropia em um volume comével (3 (sa®) =0 — s o ). Podemos ver
também que se a espécie é relativistica, sua temperatura é proporcional ao inverso do fator

deescalaToc%—>so<T3.

Considerando uma evolucao aproximadamente adiabatica, a maneira como a tem-
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peratura muda pode ser vista usando a conservagao da entropia Eq.(3.52) e a equagao de
Friedmann Eq.(3.9) (com A=0e k =0).

ds lda 5 lda

_lda _ 1dsdT _ /81G
dt adt adt ~ 3sardat V37

—a*+3-—a’s=0
/
T
dt = €l

_stmeTfﬂj (747)

t—-/ g,
s(T)y/24nGp(T)

Utilizando do fato que:
2
0

Ty ep=" 7.48
p=gglg-e P =3 (7.48)
E utilizando Eq.(3.50), teremos
272 ds 3
s= g =8 = gn =58 (7.49)

Se colocarmos que g, é constante, chegaremos a:

3/T 1/ 45
t:—/ /2 =t=S\/7734 T cte (7.50)
241G T T, T?\ 16m3Gg,

Fixando tgig Bang = 0 € observando que 7' — oo no Big Bang, ¢ possivel fazer cte= 0. Em

: . o 1
um universo dominado por radiacao, a < t2, teremos:

T 1 (7.51)

a
Utilizando essas relagoes como base, podemos estudar o niimero efetivo de neutrinos.
Neutrinos e fétons nao interagem, mas podemos pensar sobre a relacao entre o banho
térmico de um com o outro. Quando a temperatura do banho térmico do féton é alta o
suficiente, processos como aniquilagdo positron-elétron e producao de pares positron-elétron

sao reacoes balancadas:

v+ — et 4+ e producdo de pares, (7.52)
e 4+ e~ — v+ aniquilacio de pares. ‘

Para o processo de producao de pares os fétons precisam ter uma temperatura de
ordem 1MeV (j& que temos m, ~ 0.5MeV e precisamos ter conservacao de energia). Entao,
quando a temperatura do banho térmico de fotons esta abaixo dessa valor as reagoes
deixam de ser balanceadas e mais fétons sao injetados no banho térmico, porque temos
mais aniquilacao de pares acontecendo que producao. Podemos estudar as mudancas que

ocorrem referentes a esses processos usando a conservacao de sa®.
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Como temos as seguintes relagoes:

gT7? 1 bésons,
p= *
30 % férmions,
p_P (7.53)
3 Y
S_p+P
=

Poderemos escrever uma expressao para entropia do féton (béson), do neutrino (férmion)

e do elétron com o pésitron (férmion):

s _ 4pbéson _ g4T47T2 _ g27ﬂ'2T3
béson 3T 90T 45

_ Apremmion _ TgAT T 27

S , . f— = =
fermion = "3 T8 00T 87 45
em que g é especifico para cada particula. Antes de acontecer a aniquilacdo e~ + e™, para

um fator de escala a;, teremos a densidade de entropia:

272 7 7
D="=T2124+-(24+2)+=N,(g, + 3.) |, 7.54
sa) = TP 24 224 2) + LN, (g + ) (7.54)
em que Usamos gy = get+ = ge- = 2 € N, g, que IV, ¢ o nimero de familias dos neutrinos, e

T; foi usada como a mesma temperatura para todas as particulas pois ela vem do banho

térmico original do Big-Bang.

Ja ap6s a aniquilagao, com um fator de escala as, a densidade de entropia é:

272

slay) = ——

7
273 —N,(g, + g,)T3|.

. (7.55)

Usando o fato da conservacao da entropia por volume comével s(a;)a; = s(ag)a?,

2<T7> + 7Nyg,,] | (7.56)

teremos

7
(a;T3)% |2 + Z(Nygy +2)| = (asT))*

T, 4

Ja que a temperatura dos neutrinos continua com um comportamento o 1/a teremos

(a;T;)® = (asT,)3, o que nos leva a seguinte relagio:

T, 4\°
v

Usando essa relacao juntamente com as expressoes:

22
p"/:iT47
30 7 7.58
7 N,g,m* (7.58)
P, = - vy T4

8 30



7.4. O Numero Efetivo de Espécies de Neutrino 107

poderemos mostrar a seguinte expressao:

4 4 4
oy TNyg, (T, TN,g, [ 4\° TN,g, [ 4\°
pe _ T Ly _7 4 e ) 7.5
p, 8 2 (7;) s 2 \11) T8 2 \u)” (7.59)

em que g, ¢ o grau de liberdade do neutrino e N, o nimero de familias do neutrino.

Podemos escrever esses valores como Nog = g, IV, o niimero efetivo de espécies de neutrino.

Entao, temos a seguinte relacgao:

4
TN ([ 4\’
Pv = Pr = D) <11> Pr- (7.60)

Podemos escrever a densidade de energia radiativa total como

Pr = Pyt pvt py=

4

7 4\°
1+ =Neg| — . .61
+8 H<11> ]Pw (76)

A contribuigao do modelo U(1)z,—, atua com a juncao de dois processos:
XX — Vv,
7' — .

Podemos reescrever a densidade de energia total utilizando a conservacao de

entropia, teremos a seguinte expressao:

4 4
3T7C41;esptot = 3T7§QS[PV + p7 + px + px + Pzl (7.62)

em que estamos considerando as particulas de neutrinos que vieram dos processos ante-
riormente e as duas conservagoes de energia nos processos que sao p, + py = py + px €
pv+ Py = pzr-

Podemos escrever o nimero efetivo de espécies de neutrino inicial como aquele

que tinhamos antes da introdugao das novas particulas, com apenas neutrinos do modelo

padrao e sem os gerados pelo béson Z’ e particulas de matéria escura y. Escrevemos da

4
‘ 11\ po
éﬁ=§<4> Poot (7.63)

seguinte maneira:

p'y.

Em seguida, podemos escrever uma versao final envolvendo as novas particulas da extensao:

IS

4

Ngff =5 Px

8<U> (2py + px + P+ p27)
7
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Subtraindo o nimero efetivo de espécies de neutrino inicial do final iremos obter o

aumento desse nimero de acordo com as novas adigoes.

4

811\ (2p, D) 8(11\°2p,
ANeH:NgH_ ot = o (20 +,0X+Py+[)z)_7 — P
7\ 4 P 7\ 4 P

(7.64)

ol

_ 811\ " (px + px + pz)
7\ 4 Pry ‘

O que falta é escrevermos expressoes para as densidades de energia da particula de

matéria escura (férmion) e da particula Z’(bdson). Teremos:

d>py, E,
Px = Px =2 / :
) exp(%) +1

(7.65)
Pz = 3/ pZ’ A
% exp EZ’) -1
Entao o incremento de Nyg sera dado por:
dgp_‘ 4F dgp}/ EZ’
5 = ot ety = / X X / . 7.66
p=Px T PxT Pz (27)? exp( EX)+1 (27)3 exp(3EZ')—1 ( )
E teremos:
8(11\° 46,
ANeg = = 7.67
=3 4) 2. (7.67)

Com os dados da colaboragao Planck [1] temos um limite ANyg < 0.3. O Neg esperado
pelo Modelo Padrao seria 3 por causa das trés familias de neutrinos. Entao, esse ~ 0.3

seria a mais que 3 e daria 0 AN.g.

Esse valor de AN.s pode gerar uma contribuicdo para a tensao envolvendo a
constante de Hubble Hy. Ela é uma tensdo entre o valor medido no inicio do universo
(considerando apenas as suposi¢oes do modelo cosmoldgico) e o medido recentemente
por observagoes, a colabora¢ao Planck [1] coloca uma valor para a constante de Hubble
igual a Hy = (69.32 £0.97) Km s~ 'Mpc ™. A contribuicdo de AN vem porque com o
aumento de Nqg estamos considerando um valor extra de radiagdo que vai mudar o valor no
momento da recombinacao na historia do universo e ira afetar o valor de Hy que é medido
por observagoes. A colaboracao Planck [1] juntamente com os dados de R18 de Riess [62]
coloca de contribui¢do como Neg = 3.2740.15, o que coloca um limite de ANyg ~ 0.1 —0.4.
Entao, podemos colocar como limite ANqg < 0.5 e no intervalo ANz = 0.2 — 0.5 existe

um potencial cenario para aliviar a tensdo envolvendo H,.

Na Fig.(23) podemos ver uma relacdo entre a massa da matéria escura, M,, e a
massa do béson Z’. Temos as linhas verde e azul para relacdo das massas que dao certo
com a densidade de reliquia e com a anomalia. Também temos sombreado as regides com
contribuicao para N.g que no caso tem a contribuicao para Hy com a regiao laranja e a

parte que nao gera contribuicao para Neg com a cinza em que Neg > 0.5 .
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Densidade de Reliquia de matéria escura com g' que resolve Aa,,
-

/

Mz(MeV)

My (MeV)

Figura 23 — Nas linhas verde e azul temos a relagao entre as massas M, e Mz que dao
certo com os dados de reliquia Qyph? = 0.1198 4 0.0012 [1], para valores de ¢’
que resolvem g — 2. Sendo a linha azul My = 1.9M, e a verde My = 2.7M,.
Nas regides sombreadas temos: 1) Na cinza valores para AN.s > 0.5 e que
estdo fora do intervalo; 2) Na laranja com valores 0.2 < AN < 0.5 que

contribuem para H,.
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8 Conclusao

O estudo da fisica além do Modelo Padrao se mostrou cada vez mais interessante
quando pensamos na evolucao da tecnologia empregada por experimentos e observagoes.
Dois problemas que estao nesse escopo chamam a atengao por estarem em alta e terem
um bom embasamento experimental e observacional. O primeiro topico é o da matéria
escura como matéria desconhecida do Universo. O segundo é o da anomalia no momento
magnético do mion. Ambos os problemas podem ser estudados através do entendimento

de interacoes entre particulas.

Existem varias evidéncias que contribuiram para a construcao da busca por matéria
escura como vimos no Cap.(2). O estudo dela na forma de particula gera alguns bons
candidatos e é uma abordagem interessante de se fazer. Uma boa maneira de realizar seu
estudo é através de densidade de reliquia, que pode ser feito com o uso da equagao de
Boltzmann como vimos no Cap.(4) e é feita com base na cosmologia e termodindmica
apresentadas no Cap.(3). Ao calcularmos a densidade de reliquia podemos comparar seu

valor com o observado pela colaboracao Planck [1].

Ja o estudo da anomalia do momento magnético do miion comegamos o entendi-
mento dele ao estudarmos os experimentos que servem de norte para a busca de uma
contribuigdo para a anomalia, o do E821 [4] e o do Fermilab [3]. Vimos como esse calculo
pode ser feito desde uma contribuicao simples até uma mais complexa como a contribuicao
dada pela interagao com o boéson Z. Entao a contribuicao para a anomalia pode ser
calculada ao estudar um processo interagao do mion com outra particula. Esse foi o

contetido visto no Cap.(5).

Tanto a densidade de reliquia quanto a contribui¢ao para a anomalia podem ser
estudadas usando como base um modelo que sirva de extensao para o Modelo Padrao. O
modelo U(1)z,—r, inclui, além da familia do miion e a do tau, uma particula de matéria
escura , e um bdson Z’. Esse foi o modelo escolhido para ser o ponto de partida do estudo

dos topicos abordados. A apresentacao e o desenvolvimento do modelo estao feitos no
Cap.(6).

Ao estudarmos a interagao entre o muon e o béson Z’' podemos encontrar uma
contribuicao para a anomalia do momento magnético do mion. Ja fazendo o estudo de

processos envolvendo particulas da matéria escura podemos encontrar a se¢do de choque

do processo e com ela resolver a equacao de Boltzmann para obter a densidade de reliquia.

O estudo da contribuicdao para a anomalia do momento magnético do muon foi
feito com base na interacdo com o béson Z’. Ao comparar o resultado com os dados dos

experimentos do Fermilab [3] e da colaboracao E821 [4] é possivel limitar o acoplamento
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¢’ da teoria de uma forma que o valor experimental seja obtido. O resultado foi que ¢’

possui um valor préximo de 4.5 x 1074

Ja o estudo da densidade de reliquia foi feito estudando processos envolvendo a
particula de matéria escura e as outras particulas do modelo. Com a se¢do de choque foi
possivel resolver a equacao de Boltzmann e achar um valor para a densidade de reliquia.
Isso feito com ¢’ tomando um valor que resolva a anomalia. Ao observar o resultado da
densidade de reliquia com um valor de massa da particula de matéria escura fixo pudemos
ver que para dois valores de massa do bdson Z’ encontrdvamos um valor da densidade
igual aquele encontrado em observagoes da colaboragao Planck [1]. Entao observamos para
diferentes valores de massa da particula de matéria escura que a razao entre massa do
béson Z' e da particula de matéria escura era My = 1.9M, e My = 2.7M, para que o

valor de densidade de reliquia encontrado por Planck fosse alcancgado.

Por ultimo vimos que o modelo ainda trazia uma contribuicao para um problema
cosmologico envolvendo a medicao de Hy. Pudemos fazer isso ao estudar o nimero efetivo
de espécies de neutrinos N.g que possui um aumento gracas a processos envolvendo Z’/, x
e neutrinos. De acordo com a colaboragao Planck [1] juntamente com os dados de R18 de
Riess [62] temos Neg = 3.27 + 0.15, o que coloca um limite de ANz ~ 0.1 — 0.4. Entao,
temos o limite AN < 0.5 e no intervalo ANg = 0.2 — 0.5 existe um potencial cenario
para aliviar a tensao envolvendo Hy. Vemos que ao colocar a razao entre massa de matéria
escura e massa do bdson Z’ vemos uma preferéncia de massas entre 1 —50MeV para valores

parecidos com o da colaboragao Planck [1].

Entao, vimos que gracas a valores experimentais e observacionais podemos colocar
limites no acoplamento da teoria, ¢’, assim como nas massas da particula de matéria
escura, M, ., e na massa do béson Z’, M. Isso faz com que o modelo fique simples e direto
no ponto de busca. Um passo interessante para o futuro e que poderia limitar mais ainda
a teoria é olhar limites experimentais de deteccao e como eles podem limitar mais ainda o
modelo e deixar com intervalos propicios para busca. Por causa do jeito com que os atuais
experimentos conseguem limitar o modelo nos seus poucos parametros, nés acabamos
deparando com um modelo simples e de facil previsibilidade. No sentido de que temos bons
intervalos limitados para facilitar na busca. E nesse sentido que os limites de experimentos

ajudariam a estabelecer melhor os cenarios em que o modelo funcionaria.
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APENDICE A - Base para o Céalculo do
Acréscimo para a Anomalia (Aay,) Gerado pelo

Bdson 7

Nesse apéndice estdo reunidos os calculos feitos para a contribuicdo do béson Z
para o problema da anomalia do momento magnético do muion. Temos separados em partes
cada um dos quatro denominadores e numeradores envolvidos nas duas amplitudes uma
envolvendo Z e outra o béson de Nambu-Goldstone. Em seguida também deixaremos as
integrais prontas para poder aplicar no acréscimo da anomalia. Os resultados finais geram

as contribui¢oes necessarias dadas pelas amplitudes dadas pelas Eq.(5.61) e Eq.(5.62).

A.1 Denominador

Teremos trés denominadores dados pela amplitude da Eq.(5.61) (D}, D% e D3) e
um da amplitude dada pela Eq.(5.62) (D). Eles possuem a seguinte forma:

1
Dy = :
2 (L4 pu+p2)? — m2 +ie) (12 — m2 +ie)(( + p1)? — M3 + ic)
D} = !
2 (I +pL+p)?— m2 +ie)(12 = m?2 +ie) (I + p1)? — M3 +ie)((I +p1)?)’ (A1)
! .
Dy = :
2 (I +pL+p2)?— m2 +ie)(12 = m?2 +ie)((I + p1)* — EMZ +ie)((I + p1)?)
1
De =

((l + D1 +p2)2 — mﬁ + ié)(lQ — mi —+ zg)((l +p1)2 _ fM% + ZE)'

Para podermos simplificar esses denominadores, nds usaremos a parametrizacao de Feyn-

man. No caso teremos ela de duas formas:

1 1 1

=2 -1

ABC /0 d$1d$2d$35($1 + 29 + 23 )[x1A+sz+ng]3
- 2/1 /19”2 dzodzy
- 0 Jo [C+LU1(A—C)+$2(B—C)]3’

X ) X (A.2)
=6 [ dridesdagdasd -1
ABCD 0 PTG (xl T2t Ty T ) [.Z’lA + JIQB + 1330 + $4D]4

B 6/1 /1_11 /1_931_$2 dl‘gd[L‘le‘l
o Jo 0 [D+ (A—D)xy+ (B — D)xs+ (C — D)xs)*
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A.1.1 Primeiro Denominador

Vamos comegar trabalhando com o primeiro denominador D} em Eq.(A.1). Preci-

samos escrever ele da forma:
D}, =C+x1(A—C)+ay(B—C). (A.3)
Em que:
A=1>— mi + 1€,
B=(+m)*— M +ie, (A.4)
C=(l+p1+p)?—m +ie.
Entao temos o denominador escrito como:
DL =(+p +p2)2—mi—|—i5—|—(l2—mi—l—z'5— (l+m —I—pg)Q—I—mi—is)xl
+ (L +p1)? = M +ic — (I+p1+ p2)* + m, — i€)xs
=+ 20((1 —2)p1 + (1 — 21 — 22)p2) + (1 — 21 — 22) (p1 + p2)?
+ 2op? + (22 — 1)mi, — 2o M7 4 ic.

(A.5)

Podemos notar que nosso denominador est4 escrito de uma forma parecida com al? 4231+,
sendo = 1,8 = (1 —z)p1 + (1 — 21 — 22)p2) e vy = +(1 — 71 — 22)(p1 + p2)* + 22p7 +
(22 — 1)m2 — 2, M + ie. Isso nos permite escrever completando quadrado da forma
(I + 8)? — 32 + 7. Assim o nosso denominador toma a seguinte forma:
Dy =(l4+ (1 —x1)p1 + (1 — 21 — 22)p2)* = (1 — 21)pr + (1 — 21 — 22)p2)?
+ (1 — 21 — 2)(p1 + p2)* + @2p] + (22 — 1)mi — 2o M7 + ic
=+ (1 =z)p+ (1 =21 —22)pa)* + [(1 = 21 — @) + 25 — (1 — 21)* |}
+2[(1 =21 —23) — (1 — 1) (1 — 1 — x2)]|p1p2 (A.6)
+[(1 =2y —20) — (1 — 21 — 22)°]p3 + (w2 — 1)m, — 2. M} + ic
=(l+ (L= z)p + (1 — 21 — 22)p2)® + 21(1 — 21)pT + 221 (1 — 21 — 22)p1po

+ (21 + 22) (1 — 21 — 22)p3 + (29 — 1)mi — o M2 + ic.

2
i
Também usando uma mudanca de varidvel do tipo k — (I 4+ (1 — x1)p1 + (1 — 21 — 22)p2).

: 4 il : S 2 a2 22 02 _
O que precisaremos fazer ¢ utilizar das seguintes relagoes: py = my,, p; = m;, e p1.ps = —m

Isso nos permite manipular mais um pouco nosso denominador e deixar ele da seguinte

forma:
Dy, =+ (1—z)p1+ (1 — 21 —29)p2)* + 21(1 — xl)mi —221(1 — 2y — xg)mi
+ (21 +x2)(1 — 21 — xg)mi + (zg — 1)mi — M3 + i
=k* + [21(1 — 1) — 221 (1 — 21 — 22) + (21 + 22) (1 — 21 — 2) (A.7)
+ (2 — 1)]m, — 2. Mj + ic
=k + (29(2 — x3) — 1)mi — 2o M3 + ic.
Se escrevermos A? = —(x2(2 — 22) — 1)m?, + 2o M7, entdo nosso denominador final fica:

D}, = k* — A? +ie. (A.8)
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A.1.2 Segundo Denominador

De forma similar, vamos agora para o segundo denominador D% na Eq.(A.1).

Precisamos escrever ele da forma:

D} =D+ (A— D)z; + (B — D)xy + (C — D)xs. (A.9)
Em que:
A=*— mi + i€,
B =(l+p)* — M} +ie, (A.10)
C=(+p+p)* — mi + i,
D =(l+p1)* +ie.
Entao temos o denominador escrito como:
DY =(l+p1)* +ic + a1 (I = m2 +ic — (I + p1)® — ie)
+ 29 ((1 +p1)? — M3 +ie — (L +p1)* — ic)
+ a3((l+p1+p2)? —m +ie — (L4 p1)* — ie)
=1 4+ 2p, + p? +ic — x1(2Ip, + PP + mi) — wy M3 (A.11)
+ 23(2lps + 2p1ps + P — mi)

=12+ 21((1 — x1)p1 + w3p2) + (1 — 21)pT + w3ps
+ 223p1p2 — (21 + xg)mi — ngg + €.
Dessa vez ao completar quadrado termos = ((1 — z1)p1 + x3p2). Entao escrevemos da
forma (I 4+ 3)? — % + . Assim o nosso denominador fica:
Dy =1+ (1 — 21)p1 + x3p2)* — (1 — 21)p1 + 23p2)* + (1 — z1)p7
+ 23p; + 2x3p1ps — (21 + )Ml — xa M + e (A12)
=+ (1 — 21)p1 + x3p2)® — (1 — 21)°pi — 223(1 — z1)p1p2 — 235
+ (1 — 21)p? + 23p% + 2w3p1py — (71 + xg)mi — zo M3 + ic.
Agora o que precisaremos fazer é utilizar as relacdes envolvendo p; e po ja utilizadas
anteriormente e também uma mudanga de variavel do tipo k — (I + (1 — x1)p1 + z3p2).
Podemos manipular mais um pouco nosso denominador e deixar ele da seguinte forma:
D2 =(1+ (1 — 2y)py + x3p2)* — (1 — xl)zmi + 2x3(1 — xl)mi - x%mi
+(1— xl)mi + wgmi — 2x3mi — (z1 + l‘g)mi — 2y M3 + i
=k + (—2® — y? = 2zy)ym, — My + (1 — w)ie (A13)
=K+ 2z3(1 —21) — (1 —21)* — 23 + (1 — 11) + 23
— 25 — (21 + x3))m;, — 2o My + ic
=k* — (21 + x3)*m? — 2o M} + ic.

Se escrevermos A? = (x1 4 23)*m?, + 22 M, entdo nosso denominador final fica:

D% = k* — A% +ie. (A.14)
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A.1.3 Terceiro Denominador

Fazendo o uso do procedimento feito anteriormente passaremos para o terceiro

denominador D} na Eq.(A.1). Precisamos escrever ele da forma:

Em que:
A= —m’ +ie,
B=(4p1)?—EM2E +ie,
(+p) 522 ) (A.16)
C=(l+p1+p2)° —my, +ic,

D= (l+pi)*+ic.
Entao temos o denominador escrito como:
Dy =(l+p1)* +ie + 21 (1> — m, +ie — (I + p1)* — ie)
+2a((L+p1)* — EMZ +ie — (L +p1)* — ie)
+as((l+p1+p2)? —m +ie — (L4 p1)* — ic)
=1+ 2lpy + p} + ie — 21 (2Ups + P + M) — 226 M (A.17)
+ 23(2lps + 2p1pa2 + 5 — mi)
=1% + 21((1 — z1)p1 + x3p2) + (1 — 1)t + x3p5 + 223p1p2
— (1 + xg)mi — 296 M3 + ie.
Teremos 3 = ((1 — z1)p1 + z3p2) para escrever completando quadrado da forma (I + 3)? —

(3% 4+ ~. Assim o nosso denominador fica:

D} =1+ (1 — z1)py + x3p2)? — (1 — 21)p1 + 23p2)? 4 (1 — 21)p°

+ 23p; + 2x3p1ps — (@1 + x3)mi, — 2oE MG + e (A18)

=1+ (1 — z1)p1 + w3p2)® — (1 — 21)°pi — 223(1 — 1) p1p2 — 235

+ (1 — 21)p} + a3p3 + 2x3p1p2 — (1 + 23)m), — 26 M7 + ic.
Agora o que precisaremos fazer é utilizar as relacdes envolvendo p; e po ja utilizadas
anteriormente. Juntamente com k — (I + (1 — z1)p1 + x3p2). Isso nos permite manipular
mais um pouco nosso denominador e deixar ele da seguinte forma:

Dy =(I+ (1 — z1)p1 + 23p2)® — (1 — 21)°m?, + 223(1 — 21)m?, — a3m,

+ (1 — z1)m;, + x3m? — 2xsmi, — (x1 + x3)m), — 22{ M + ie

=K+ 2x3(1 —21) — (1 —21)* — 23 + (1 — 11) + 23 (A.19)
—2x3 — (71 + x3 )mi — 29E M3 + ic

—k* — (z; + $3)2mi — TEME + ie.

Se escrevermos A? = (xy + x3)*m; + 226 M7, entao nosso denominador final fica:

D} = k* — A? +ie. (A.20)
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A.1.4 Quarto Denominador

Vamos agora para o quarto e ultimo denominador Dg na Eq.(A.1). Mais uma vez

precisaremos seguir o procedimento anterior. Comecando escrevendo ele da forma:
Dg=CH+x1(A—-C)+zo(B—C). (A.21)
Em que:
A=1[]— mi + 1€,
B = (l+p1)* — EMG + e, (A.22)
C=(l4p1+p2)* —m; +ic.
Entao temos o denominador escrito como:
Dg =1+ py +p2)2—mi+z’5+(l2—mi+ie— (l+p1 +p2)2+mi—z’e)x1
+((I+p1)? —EMZ +ie — (L+p1+p2)* + mz —ig)xy
=1+ 20((1 = z)p1 + (1 — 21 — @2)p2) + (1 — 21 — 22)(p1 + p2)°

+ 2opt + (22 — 1)mi — Exo M3 + ic.

(A.23)

Usando f = ((1 — z1)p1 + (1 — &1 — 22)p2) podemos completar quadrado da forma
(14 B)* — B? + v, ele ficara:

Dg =(1+ (1 —21)p1 + (1 — 21 — 22)p2)® — (1 — @1)p1 + (1 — 21 — 22)p2)?

+ (1 — 21 — @) (p1 + p2)° + @2pi + (22 — V)ym, — Exa M + ie

=(I+ (1 —z)pr + (1 — 21 = 22)p2)? + [(1 — 21 — x2) + @5 — (1 — 21)*]p?
+2[(1 — 21 —x2) — (1 — 1) (1 — 1 — x2)]|p1p2 (A.24)
+[(1 =2y —22) — (1 — 21 — 22)%]p3 + (2 — L)m, — Exa M + ic

=+ (1 —2)p+ (1 — 21 —29)p2)* + 21(1 — 21)pF + 221 (1 — 21 — 22) 12
+ (21 + 22) (1 — 21 — 22)p3 + (22 — 1)mi — Exa M7 + ie.

Utilizando novamente as relagoes envolvendo p; e py ja utilizadas anteriormente. Com

k— (I4+(1—xz1)p1 + (1 — 21 — x2)ps). Deixamos ele da seguinte forma:

Dg =1+ (1 —a)p1 + (1 — 21 — 29)p2)* + 21(1 — xl)mi
—221(1 — 21 — 2)m} + (21 4 22)(1 — 21 — x2)m,

+ (22 — 1)m — Exo M7 + ic

\ (A.25)
:k’ + [171(]_ — [El) — 21’1(1 — T — IQ) + (Z)’Jl + .132)(1 — T — J]Q)
+ (32 — 1)]m, — Exa M7 + ie
=k + (29(2 — x2) — 1)mi — oy ME + e,
Se escrevermos A? = —(19(2 — x3) — 1)m2, 4 Exo M7, entdo nosso denominador final fica:

Dg =k — A% + ic. (A.26)
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A.2 Numerador

Agora estudaremos os numeradores de maneira semelhante com a que fizemos para
os denominadores. Teremos trés numeradores dados pela amplitude da Eq.(5.61) (N}, N2

e N3) e um da amplitude dada pela Eq.(5.62) (Ng). Os numeradores inicialmente sao:

Ny =u(p) (VA7 — A°) (=1 — g — o + mu )V (=] + my.)
X (V4P = Ay"5°)gpolu(pr),
Nz == u(p)[(VAT = A7) (=1 —ph — o + mu )y (=] + mu) (VAP — AyyP),
X (lp + p1o)(lo + p1o)u(pr) (A.27)
Ny =u(pa) (VY7 — Ay (=] = ph — g+ mu)y" (=1 4+ myu) (VAP — AyPy°),
x £y + p1p) (o + p1o)Julpr)
Ne =u(pa) V(=] = g = pp + mu)y* (=1 + m)yTu(py).

Lembrando que A e V' sao os acoplamentos vetorial e axial da interacao e serao substituidos

ao final dos calculos.

A.2.1 Primeiro Numerador

Vamos trabalhar com um numerador de cada vez, comegando pelo primeiro N em
(A.27).

Ny =u(p) (VY = Ay P°) (=] = — o +m)y" (=] +my)
X (VAP = Av*Y°)gpolu(p1)
=u(p2) (VAT — AV°) (=1 = — o + mu) " (=] 4+ my)
X (Ve — Avey”)Ju(pr)
=1 (py) [V (=] — h—p+ mu )V (=1 4+ m)VAslu(pr)
—a(p2) (VA (=] = ph — ph + m )" (=] + my) AvoyJu(pr) (A.28)
— u(pa) [AV7° (=] — ph — ph + M)y (=1 + M) Vs Ju(pr)
+(p2) [AY Y (=] = ph — g + )V (=] + my) AvoryJu(pr)
=V2u(p2) [y (=1 — ph — o + m )V (=1 + myu) 7, u(pr)
— VAUp) [ (=] = ph — g + mu)V (=1 + mu)7e7y°Ju
— AVu(pa) Vv (=1 = — o + mu)V (=1 + mu)ve]u(py
+ A%a(pa) [ (] = ph — o + )V (=T A+ m) e Tulpr).

(p1)
(p1)

Podemos agora fazer o uso de algumas relagoes como: y/y#vy, = —29#, Y¥yH~Py, = 49,
AHAY = =Vt S = —~PyH e 45~% = 1. E por tltimo vamos escrever o termo envolvendo

7> como O(~°) pois ele ndo serd importante para o nosso calculo.

Ny == 2V3u(po)[(/ + g + )]+ miy + 2my, (21 + plf + pb)]u(pr)
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+ 2VAu(p)[(] + ph + o)V ] + mi™ + 2my, (21 + pif + ph) |7 u(pr)
—2VAT(p) (] + h + o)1 + miy" = 2m, (21 + pi + p) ul(p)  (A.29)
— 2A4%(pa) (1 + o + o)™ + miy* — 2my, (1% + plf + pb)]y 7 ulpy)

= —2(V2+ A%a(po)[(] + ph + )T + miy*u(pr)
—2(V? — A%)u(po)[2m,, (21" + P + p)Ju(pr) + O(7°)

E também faremos a seguinte mudanca de varidvel: ph — p, p1 — p, po — — epy — —p.
Vamos isolar os termos envolvendo k, O(k) (usando | — k— (1 —z1)p+ (1 — 2z —22)p’) em
uma expressao so, fazemos isso utilizando as relacoes: Y[ = 2k — fy* e kHkY = i g k2,

e ainda tendo em mente as relagoes envolvendo as matrizes 7. Isso nos deixa com

Ny == 2(V2+ Aa(p') [fk* — ffr* + O(k) + min* + (=(1 — z1)p

+ (=2 —a)f +p— PV (=1 = 2)p + (1 — 21 — 22))f ) Ju(p)

—2(V2 = A%)a(p)[2m,(—2(1 — 21)p + 2(1 — 21 — @o)p’ + p* — p™)]u(pr) + O(7°)
=0(7°) + O(k) = 2(V? + A%Yu(p') 2Kk v, — 7K + (21 — 1)p

+ (1 =21 — 22)p )y (21§ — (21 + 22)9)]u(p)

= 2V2u(p") [m " + 2my (201 — 1)p" + (1 = 221 — 22)p™)]u(p)

— 2A%(p") [mpy" — 2my, (221 — 1)p" + (1 = 221 — 222)p™)]u(p) (A.30)
=—2(V*+ 142)u(p’)[ig"”%k2 — Mk A+ w (w1 = Dpy'p — (21— 1) (21 + )"y

+ o1 (1 — 21 — D) yMp — (1 — 21 — o) (w1 + w2)f v |u(p)

—2V2u(p")[m " + 2my, (201 — 1)p* + (1 — 221 — 22)p™)]u(p)

—2A%(p)[mpy" — 2m, (221 — )p* + (1 = 221 — 222)p™)]u(p) + O(7°) + O(k).

Aqui foi usado o fato que ¢¢ = a*. Em seguida, usaremos as relagoes pu(p) = myuu(p) e
a(p')y = u(p')my, que vy = 2p" — 4" ou gyt = 2p* =44 e também que gy = 2my; —'p,
escrevemos:

N} == 2(V? 4 A~ 1R + 2a(r — Dpp— 2 — Doy
— 20wy = 1)1 + 22)pp™ + (21 — V(@1 + ) v* + 21(1 — 21 — p)mily"
—2(1 — 21 — z2) (21 + 22)P"Y + (1 — 21 — m2) (21 + 22)7"W W Julp)
—2V2u(p")[m " + 2my, (221 — 1)p* + (1 — 221 — 229)p™)Ju(p)
—2A%(p) [mpy* — 2m, (221 — )" + (1 — 221 — 22)p™)]u(p)
+0(7°) + O(k)

=—2(V*+ AQ)u(p’)[—;fy“k2 + 2myxy (2 — D)p — 21 (21 — 1)mi’y“

= 2my (21 — 1) (21 + 22)p™ + (x1 — 1) (21 + 22)ppf "

+x(1 — 2 — :@)mi*y“
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—2my (1 — oy — 22) (21 + 22)p™ + (1 — 21 — 22) (21 + z2)my*Ju(p)
—2V2u(p) [miy" + 2my, (221 — 1)p + (1 — 221 — 222)p™)]u(p)
— 2A%(p) [mpy* — 2m, (221 — )" + (1 = 221 — 22)p™)]u(p)
+0(7") + O(k)

=—2(V* + AQ)U(P')[_;’V“’€2 + (= — 1) +2(1 -2 — )

+ (1 — 21 — @) (21 + @2) )M

+2(21 — D) (21 + @2)min” — (21— 1)(21 + z2)p " Ju(p)
—2u(p)[2m,(V?(221 — 1 + zy (21 — 1))p" — A*(221 — 1

— z1(z1 — 1))p")]u(p)

—2u(p)[2m,(V*(1 — 221 — 229 — (1 — 1)

— (L= 21— @) (21 + 22))p")

— A%(1 =22 — 229 + (21 — 1) (21 + 22) + (1 — 21 — ) (21 + 22))p™)]u(p) (A.31)
+O(°) + O(k)

2V 4 A S — 2y — V(s + 2

+ (z1 = 1) (21 + 22)py"p

+ (1 =323 4 321 — 3w1@y + w0 — x5 + 2(21 — 1) (21 + 22) )iy Ju(p)
= 2a(p)[2m, (V2 (2} + a1 = 1)p" — A2y — 2f = 1)p")]u(p)
—2u(p))[2m, (V*(1 — 22y — 239 + 23 + 2129)p™

— A%(1 = 2wy — 2 — 225 — maa)p™)u(p) + O(7°) + O(k)

—2(V? + A2)u(p')[—;'y“k2 + (1 —2? + 2, — 2129 — 9 — 75

+ (21 = 1)(21 + z2))ymin u(p) — 2a(p')[2m, (VA (2] + 21 — 1
(z1 = 1)(21 + 22))p"

— A*(Bwy — 27 — 1+ (21— 1)(21 + 22))p")Ju(p)

—2a(p))[2m,(V*(1 — 221 — 239 + 25 + z129)p™

— A%(1 — 221 — 23 — 239 — 2129)p")]u(p) + O(Y°) + O(k)

(V2 + AN ) R o+ (1~ 20 — aD)minu(p)

—2u(p)[2m, (V221 + 75 — 1 — zy29)p"

— A%(221 — 1 — 29 + 2120)p")u(p)

—2u(p')[2m,(V*(1 — 221 — 239 + 25 + T129)p™

— A%(1 — 221 — 25 — 219 — 2120)p")]u(p) + O(Y°) + O(k).
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Para deixarmos de uma forma melhor nés podemos fazer a seguinte mudanca p —

(p+ —p-)/2ep = (py +p-)/2,emquep, =p' +pep_=p —p=g¢

— 2ﬂ(p’)[2m“(V2(2x1 + 29— 1 — 2129

0

— A2<25L’1 -1 To + Jllxz)w )]u(p)

(ps +p)*
9

)u(p) + O(°) + O(k)

—2u(p)[2m,(V*(1 — 221 — 229 + 25 + 2173)

(p+ +p)"
2

1
=—2(V?+ A%u(p )[—57’%2 + (1 = 2z — 23)m2y*Ju(p)

— A*(1 — 221 — 25 — 239 — T175)

— 2V2u(p')[2mu(;(2x1 + 2y — 1 — 2wy + 1 — 20y — 229 + 23 + 1129 py
+ ;(1 — 211 — 2%y + X5 + 2179 — 271 — Ty + 1 + 2129)p_ ) u(p) (A.32)
+ 2A2u(p')[2mu(;(2x1 —1 =2y +x129+ 1 — 20 — 25 — 209 — 2129y
+ ;(1 — 22y — x5 — 229 — 11Ty — 221 + 1 4+ 2y — 2129)p_)|u(p)
+O0(y°) + O(k)
=~ (V2 AT [ 57K + (1~ 25 — ) up)
- 2V2u(p')[2m“(;(x§ — To)py + ;(2 —4a1 — 3wy + 21175 + 23)p_)|u(p)
+ 2A2u(p’)[2mu[—;(3x2 +23)py + ;(2 — 4xy — 29 — 27179 — 23)p_)]u(p)
+O(°) + O(k).
Para finalizar vamos voltar com ¢" = p* — p* = p_ e usar a identidade de Gordon
a(p) (P + p")ulp) = u(p’)p+ulp) = 2ma(p’)y*u(p) — w(p')o" ¢ u(p). Assim temos:
Ny = —2u(p)[(V*(1 — 4oy + 23) + A%(1 + 4ay + x%))miy“]u(p)
+2a(p) [, (Vi3 — w2)0" " + i A% () + 3w2)0"” ") ]u(p)
- Qu(p’)[Qmu(VQ;(Q — 431 — 33y + 20170 + 73)q" (A.33)
- A2;(2 —4x) — 19 — 22129 — 13)q") — 2(VZ + AQ)u(p')[—;W“k‘?]u(p)

+O(°) + O(k).
Entao chegamos a expressao final igual a:

N, =+ QH(p')[m#(VQi(xg — 19)0" " + i A% (23 + 332)0" ¢")]u(p)

(A.34)
+0(°) + O(k) + O(") + O(q).
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O que vai nos importar a seguir é o termo envolvendo ¢"@(p’)o* u(p), entao nosso numerador

final é:

Ny =i2m,(V?(z5 — 29) + A*(25 + 322)) (A.35)

Deixaremos a substituicdo de A e V' para quando formos juntar denominador e

numerador e montar a integral.

A.2.2 Segundo Numerador

Vamos trabalhar com o segundo numerador agora de forma similar, NZ na Eq.(A.27):

Nz = —a(p2)[(Vy" = A7) (=] — i — o + m)y* (=] +my) (VAP — AyPy°)
X (lp + p1p)(ls + P1o)]u(pr)
= =) [(V + AP) I + ) (=] = ph — o + mu)y" (=] +my)
X (L +p)(V = A9 u(p)
= —a(p2)[(V + A°) (I + ) (] + 11 + )" ] + min”
—mu (I + 9]+ oy + ™)+ 90 (V = AY°)u(pr)
== V2u(p)[(] + ) (L +ph + o)™ + min”
—mu, (I + ]+ o™ + o) (L + p1)]u(py)
+ VAu(po)[(] + p0) (I + o + o)™ ] + mA"
— mu (7" + A1+ iy + ™) (L + )] u(pr)
— VAu(p2)Y[( + ph) (L + 1 + o) ] + mioy™
— mu (V" + "1+ iy + ™)+ 1) u(pr)
+ A%a(p2) (T + ) (1 +1h + )]+ min”
—mu (I + ]+ " + o) (L4 )]y ulpr)
= = V2u(po)[(1 + ) (( + 1 + )] + min®
—m, ([ + "1 +m* +l/27“))(l + p1)]u(pr)
+ VAUu(p:) (L 4 ) (] + mh + o)V ] + miA”
— my (V" + "+ gy + poy™)) (1 + )]y ulpr)
+ VAUu(p) (L + ) ([ + ph + )] + miy”
+ mu (V" + 1+ oy + pey™) (L + gy u(p)
— A2u(p)V° Y [(T + ) (T + mp + g™+ miAy”
+ mu (I + 1+ v + ey")) (L + )]u(pr)
= —V2u(p)[(/ + 1) (] + g + o)™ + min"
— mu (V" + A"+ " + ") (1 + h)u(pr)
+ 2V AU(pa)[(] + ) (L + o + p )™+ miy™) (] + ph)7 u(p)
— A%u(pa)[(L + ) (] + ph + o)V ] + miA"
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+ mu (I + 1+ " + py™) (L + ph)Ju(pr)
= = V2 + p)((L+p— )"+ miAt —2m,l»
—mu(py" — ¥y + p)lulp)
— A% [(] + ([ +p— "]+ m2" + 2m 1" (A.36)
+m(py" = P+ p)lulp) + O().
Aqui fizemos o uso das mesmas relacoes: Y4y° = —yH Oy = 1 e y#] = 20* — [y
Realizamos uma mudanga de variavel do tipo: g — p,p1 — p, pp — = e pa — —p' e

ainda isolamos os fatores envolvendo um +° sozinho no termo O(7°).

Realizando as multiplicagoes ficamos com:

Nz = =V2u@) (I +p)(Iv" ]+ py"] — P+ mint — 2myl" — mypy"
+mf ") (1 + p)lu(p)
— A2u()[(] + p) IV + "] — P+ min™ + 2my 0t + mypy”
—muf Y ) (L + Plulp) + O()
== V2a@ Iy I+ gy L] = TPy 1T+ me ]y = 2mud L] — my, [py*]
+ mu gL+ LI g+ Ipy T — TPy Lp + me " p — 2mylP [ p
— muIpytp + mu g+ pI L+ LT — AT+ et ]
— 2m Ml — muppy 1 + AL+ plyt Iy
+ PPy I — PP+ gy — 2m U pp — myppyp + ¥ pludp)
— A2a I+ Iy 1T = TP L+ ml Iy L+ 2m M L]+ m [yl (A37)
— mu YT IV + Iyt Tp = TPy I+ mi " p + 2md g + my [yt
—mu Pt p+ Iy L+ ppy L — pp L+ iyt ]+ 2m gl + mppy ]
— mypf VL pIy Iy + gy Iy — gt p + mpyp + 2myl M pp
+ muppyp — mup A Plulp) + O().

Agora vamos fazer o uso de algumas relagoes para poder simplificar nossa expressao.
Primeiro o fato de que d¢g = a® e as relagoes do tipo: pu(p) = myu(p), w(p')y = u(p)my,
VY = 2P — Pt oyt = 2pt =ty = 2mi — g, ] =200 = [yt Ty =20p — ]
e pl =2lp—]p.

N2 VG & L I B ]
+ mu P+ mu Pyl + mp gyl — mu P+ ml e — 2mi]
—m [y + m [P+ I+ miA P — g+ me gyt ] — 2my ]
— mA ]+ mpf Y+ mplyt L+ ot — mpf AT+ me
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— 2mil“ — mfﬂ“ + mipﬁ’y”]u(p)
— A% [ + [y = Iy + mo ]+ 2m P+ my [yt ]
= mu Y+ m Py g [y | = my [P+ iy 2mil]
+mi Iyt — me [P+ I+ miAt P — g+ mlpyt ]+ 2my ]
+ o] — mpp L+ mupl L+ miAr ] — mypf AL+ ml gyt 4 2mi
+m, " = mpp " u(p) + O(1°)

= — V2@ ) [y + 2" | — m P Iy = 200 A" + mu P+ 2me v ]
— mil27“ — 2m, M — 2m, IPp" + m“lv“pl + 2my, L. py*] — milfy“l
+ mu Py ]+ 2m, Ppt — my [y gl — 2mulp' ]+ ml ]+ m [
- Qle“l - Qmip“l + milv“ + 2mil.p'7“ - mil’y“
+ 2% pyH — lp’y"ZQ + lzmify“ — 2mil2’y" + mMZQp'y“ + 2mip“l — mi'y“pl
— 4m,"l.p + Zmil“l - mi’y’“‘l + Qmi’y“l - mip’y“l
+ 2multpl — m Pyt + miat ] = 2mPA ]+ iyt ]+ 2mipt — mo At
—2m " — muyt + 2ma Ayt — mo gy u(p)
— A%a(p)[I*y* + 282p"] — m, Pl — 200" PP + m, P [4* + Qmil“l
- milgyu + 2m, 1M1 + 2m, IPp* — my Il — 2mulp'y ] + milv“l
+ mu Py ]+ 2m, Ppt — my [y gl — 2mulp' ]+ ml ]+ m [
+ Qmil“l + Qmip“l — milv“ — Qle.p”y“ + mzl'y“
+ 21 .py* — lp’y“ZQ + lzmi’y“ — 2mil2’y“ + mMZQp’y“ + Zmip“l — mi'y“pl
+ dmy"lp — 2m2 ] + oA ] = 2mo At ]+ ml gyt ]
+ 2m#l“pl - mulzpv“ + mf’ﬂ“l — Qmiv“l + mipv“l + Qmip“ - mfﬁ“
+2mp 1" + mt = 2mayt + mlpyu(p) + O(7°)

= — V2u(p)[I*y" + 20%p"] — 21.p'1P* + Qmil“l - mil27"
—2mIM 1% — 2m, Pp* + 2mypl Ayt + 2mylp' P — Zlew”l
+ mu P+ 2m Ppt — 2mylpl " — 2mlp'yt ] + Qle’y“l + mil’y“
- Qmil“l - 2m3p“l + Zmil.p"y“
+ 202L.py" — 20" + my AP — 2mil27“ + 2m,,I*p" + 2mip”l — 21.pmiy“
+ miy"l —4dm,"l.p + Qmil“l — mf’ﬁ“l + 2mfﬁ“l — 2mip“l + 2l.pmiy“
— mf’ﬂ“l + 4m,l.pl" — Qmil“l — 2m,,IPp" + mil%“ + 277127“[
— Qmiv“l + QmZp“l — Qmil.pvu + szp“ — mf‘ﬂ“
- mell“ — mf‘ﬂ“ + Zmi”y“ — 2m2p“ + m;‘;’y“]u(p)
— A%u(p')[I*y" + 2%p" ] = 20p' Py 4 2ml 1M | — m2 Pyt
+ 2m, M1 + 2m, Pp" — 2m Lpl v — 2m L p ] + Qmilfy“l
+ mu Py L+ 2m Ppt — 2mylply* — 2mLp'yt ] + Qmilv“l + milv“
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+ meLl“l + 2mip"l - 2mil.p'7“
+ 20L.py* — 2[p" 1 + m [P — 2mil27“ + 2m, I*p* + Qmip”l — 2l.pmi7“
+ miv“l +4m,"l.p — 2mil“l + mfﬁ“l — me’ﬁ“l + Qmip"l — 2l.pm/2ﬂ“
+miyt ]+ Amylplt = 2m2 1| — 2m, Ppt + miPy + 2miAt]
— Qmi’y“l + Qmip“l — Qle.p’y“ + 2mip“ — mfyy“
+2m 1 +my = 2myt + 2mpt — mytu(p) + O()

= — V2u(p')[I'" — 2Lp'Py" + 2mLp'y" + 200 py*
—2m2Py" — 2m2Lpy* + myy*u(p)
— A%a(p[I*y — 20.p'Py* — 6mil27” + dm, 1M1 + dmylpy* ] — Amylp' "]
+ 8mill“ + SmZp"l — 2m2l.p"y“ + 2P py" — 6l.pmi’y“ + 4mip“ + 4mzl“

+ 4my, IPp* — 3miy*lu(p) + O(7°)
= —V2u(p)[I'+* — 2(L.p' — Lp)Py* + 2m>(Lp' — Lp)y*
—2miIPy" + ml/y “lu(p)
— A%a(p[I** — 2(Lp' — Ip) P4+ — 6m2127“ + 4m,(L.p — L.p)y"] (A.38)

+ dm, 1M + 8mill” + 8mip“l - 2mil.p’7“ - 6l.pmi7“
+ Amop + AmS 1" + 4m, Pp* — 3miy u(p) + O(7°).

Para concluirmos o numerador é preciso fazer a seguinte transformacao: [* —

kit — (1 — z)p" 4 x3p™ ([ =k — (1 — x1)p + x3p/). Isso nos da as seguintes relagdes:

a(p') [u(p) =u(@) [k — (1 = z1)p + za Ju(p)
=t(p)[fF — (1 — x1)my, + x3my]u(p)
=u(p')[k + (z1 + 23 — L)myJu(p)
a(p) [y ulp) =u(p’) [y F = (1 = z)7"p + z37"y Tu(p)
=u(p) [V k — (1 — 21)muy" + 223p™ — z3my,y"Ju(p)
=u(p') [k — (1 — 21 4 x3)my" + 25p™|u(p)
lul :(k“ - (1 - wl)p“ + l“sp’“)(k - (1 — I — $3)mu)

=—k*y" — (1 — 21 — x3)m k" — (1 — z)p'F

+ z3pF+ (1 — 1) (1 — 21 — x3)mup! — 23(1 — 21 — x3)m,p*
P =(k" = (1 = 20)p" + 23p™) (b — (1 = 210)p, + 231],)
=k — (1 —x)k.p+askp — (1 —2)kp+ (1 —21)*p°
— 3(1 — 21)p.p’ + w3k.p’ — 23(1 — 21)p.p + 23p”
=k* — 2(1 — x))k.p + 2w3k.p’ + (z1 + 23 — 1)*m?
2 =(k" — (1 — 21)p" + 23p™)(k* — 2(1 — 21)k.p + 223k.p/

+ (21 + 23 —1)°m2)
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=k'k* = 2(1 — 20)kMk.p + 203k k.p’ + (21 + 23 — 1)°m2 k"
— (1= 2B +2(1 — 21)*k.pp! — 223(1 — 1) k.p'p”
— (1= (21 + 23 — 1)2mip“
+ w3k — 223(1 — 1) k.pp™ + 203k p'p" + 23(3y 4 25 — 1)2mip’“
' =(k* = 2(1 — 21)k.p + 2w3k.p' + (21 + 23 — 1)°m)°
=k —2(1 — 21)k’p + 223k’p + (21 + 25 — 1)°m k?
—2(1 — 21)k’p + 4(1 — 21)*mk* — das(1 — z1)m2k°
—2(1 —a1) (21 + 23 — 1)°’m2k.p
+ 2x3k°p’ — dwg(1 — my)mik® 4 daik’m?, 4 2x3(z1 4 x5 — 1)*mik.p’
+ (21 + 23 — I)QmZk2 —2(1 —z9) (2 + 3 — 1)2mik:.p
+ 2w3(xy + 23 — 1)2mikz.p’ + (v + 23 — 1)4mi
=k* —4(1 — 21)E*p + 4ask®p + 6(zy + 23 — 1)*m2 k?
—2(1 — a1) (21 + 23 — 1)°m2k.p + 2x3(21 + 25 — 1)°m k.p/
+ (.731 + 23 — 1)4mﬁ
Lp =(k* — (1L — 21)p® 4+ x3p'*) p* = kp+ (x1 + 23 — )m?,
Ly =(k* — (1L — 20)p® 4 23p'*) p"* = k.p/ + (21 + 23 — 1)m,.

Mas antes de aplicarmos essas relagoes no nosso numerador, podemos excluir os
termos que envolvem k com um expoente impar. Isso por causa do formato de nossa

integral. Entao, nossa relagoes ficam da seguinte forma:
a(p) [ u(p) =u(p)[(z1 + 25 — DmyJu(p)
u(p) [y Nulp) =a(@) V' — (1 — 21+ z3)my" + 23p™u(p)

"] :ik27“ + (1= 21)(1 — 21 — xz)mup" — x3(1 — 21 — x3)m,p*
P =k?+ (21 + 23 — 1)°m},

M = — 2(1 — o) k" k.p 4 2x3k"k.p — (1 — 21)k*pH

— (1= 21)(w1 + 23 — 1)°mop! + wskp™ + x3(21 + 25 — 1)°mp*

I* =k* + 6(x) + 23 — l)zmik‘2 + (21 + x5 — 1)4mﬁ (A.39)
Lp=(x1 4+ x5 —1)m;,

Ly =(x1 + x5 — 1)m,

(k.p)(k.p) =(kp')(k.p') = (k.p)(k.p') = ik%i

(k )k =3Hp

(k') =K

1
Flop ==k>pH
k'k.p 4kp
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1
Wk =k,

Podemos fazer as substituicoes dessas relagdes no nosso numerador:

NZ = —V2ua()[(k* 4+ 6(x; + 23 — 1)2m2k2 + (21 + x5 — 1)4mi)’y“

+2(2(1 — 21 + x3)(k.p)(k.p') — 2x3(k.p' ) (k.p') — 2(1 — 1) (k.p) (k.p))y*
— 2mi(/{:2 + (1 + 23 — 1)2mi)7“ + mfﬁ“]u(p)
— A%a(p)[(k* +6(zy + 23 — 1)2mik‘2 + (21 + x5 — 1)4mﬁ)7“
+2(2(1 = @1 + z3)(k.p) (k-p) — 2w5(k.p') (k.p') — 2(1 = 21)(k.p) (k.p))y"
- 6mi(k32 + (21 + 23 — I)Qmi)y“ + 4mu(—2(1 — ) k2" + zxgk:Qp'“
— (1= 21)(w1 + 23 — 1)°mop! + z3(21 + 23 — 1)°mp™)
+4my (k.p — kp")(Y"F) + 8mi(ik27“ + (1= 21)(1 — 21 — 23)m,p"
—x3(1 — 21 — x3)mp™") + Smip“((xl + x5 —1)m,) — Smi(xl + 23 — 1)y*
+Amppt — 4mg (1 — 21)p" — 23p™) + dmy, (K + (1 + 23 — 1)°m2 )p"
— 3m " u(p) + O(7°)

= —V2u(p')[k*" + 6(x1 + 23 — 1)°miE " + (21 + 25 — 1)'myy*
—2mik* " = 2(xy + x5 — 1)*miy" 4+ myy*lu(p)
— A%u(p)[K* " + 6(z1 4 x5 — 1)*mk* " + (21 + 23 — 1)'man”
— 6mok " — 6(xy + x5 — 1)*miy* — 6my, (1 — 1)K p" + 6myask”p™
—4(1 — xq) (21 + 23 — 1)2m2p“ +4xz(xy + x5 — 1)2mip’“
+ 2me kA" — 2my kP p™ 4 2m2 KPP+ 8mi (1 — xq) (1 — @y — a3)p"
— 8mbas(1 — 1 — x3)p™ + 8mipH (v1 + w3 — 1) — 8m, (21 + x5 — 1)*
+ 4mip“ - 4mi(1 —x)pt + 4mix3p’“ + dm, kP p + Az + 13 — 1)2mip“
— 3m, " u(p) + O(7°)

= — V2u(p )K" + (6(z1 + 25 — 1)° = 2)mpk*y* + (21 + 23 — 1)
= 2(a1 + a3 — 1)* + )y u(p)
— A%u(p) [k + (6(z1 4 25 — 1)* = 2)mi k> + (21 4+ 25 — 1)*
—6(xy + a3 — 1) =82y + a3 — 1) — 3)mify” + (4 = 6(1 — z1))m, k*p"
+ (4 + 23— 1) +8(xy + a3 — 1) = 8(1 — 1) (21 + 23 — 1) —4(1 — 79)
— 41— a1) (21 + 23 — 1) + )mop# + (+6x3 — 2)m, k*p™ + mip'* (4
+ 8x3(wy + w3 — 1) + das(zy + 23 — D))]u(p) + O() + O(k, k)

=— V()" + (6(z1 + 23 — 1) = 2)m2 k" + (21 + 23 — 1)*
= 2(a1 + a3 — 1)* + D)y u(p)
— A%a(p) (k'Y + (6(x1 4 25 — 1)* = 2)mi k> + (21 4+ 25 — 1)* (A.40)
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— 6(x1 + 23 — 1)* = 8(x1 + x5 — 1) — 3)moy™ + (=2 + 6xy) ymy, kp"
+ 4aq (21 + x3)2mip“ + (623 — 2)m, k*p" + dxs3(z) + x3)* ip’“] (p)
+O(°) + O(k, k*).

Em seguida, nés podemos fazer a seguinte mudanga p — (py —p_)/2ep’ = (py +p_)/2,
emquep, =p +pep.=p —p=q:
Ny == V2u(p')[k'" + (6(z1 + 23 — 1) — 2)m2 k4"
+ (21 + 25— 1) = 2(z + 25— 1)° + 1)mi7“]u(p)
— A%u(p))[k* " + (6(x1 + 23 — 1)* = 2)m2E*y* 4 ((21 + 25 — 1)*

—6(zy + w3 — 1) —8(zy + w3 — 1) — 3)mi7“ +(—2+ le))mqu(er;p_)
+ day (2 + x3)2m27<p+ ;p‘) + (615 — 2)muk27(p+ ;p‘)
_|._
sy + sl PN 1 00) + 0k )
= — V() [k'y" + (6(x1 + 23 — 1)* = 2)m2k* " + ((21 + 25 — 1)*
— 2wy + 23— 1) + myy"Ju(p)
— A%a(p) [k + (6(x1 + x5 — 1)* = 2)mak*y" + (21 + 23 — 1) (A.41)

—6(x) + 23— 1) =82y + 25— 1) — 3)mi7“ +muk* (=2 + 321 + 322)py
+ muk‘2(—3$1 + 3332)]?_ + 27’77,2(2?1 + x3)3p+
+ 2mi($3 — z1) (@1 + 23)°p-Ju(p) + O(Y°) + O(k, K?).

Para finalizar vamos voltar com ¢* = p'* — p e usar a identidade de Gordon u(p’)(p" +
PMu(p) = 2ma(p’ )y u(p) — iu(p’)o™ ¢"u(p). Assim temos:
N2 = - V2u(p)[k*+" + (6(zy + 3 — 1)* — 2)mik27“
+ (21 + 23 = 1) = 2(21 + 23 — 1)* + Dmygy*Ju(p)
— A%u(p))[K*y* + (6(x1 + x5 — 1) — 6 + 6wy + Gag)m k>
+ ((271 + T3 — 1)4 + 4<I1 + 333)3 — 6(1‘1 + T3 — 1)2 (A42)
—8(x1 + a3 — 1) = 3)ym, A" — imyk* (=2 + 3a1 4 3x2) 0" "
+ myk* (=3xy + 3x2)¢" — i2m (1 + 23)°0"" "
+2m (w5 — 1) (21 + 23)* " u(p) + O(°) + O(k, k?).

Entao chegamos a expressao final igual a:

Ny == V?k* + (6(xy + 3 — 1)* — 2)m k>
+ (21 + w3 — 2)* (21 + 23)")mpJu(p )y u(p)
— AP[K* 4 6(21 + @ — 1) (@1 +a3)mak® + (21 + a) ' mpJu(p )y u(p)  (A43)
— imyk* (=2 4 3x1 + 322) ¢ u(p') o u(p) — i2m (21 + x3)°¢"u(p') o™ u(p)
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+ muk*(=3xy + 3z2)u(p ) ulp) + 2m (x5 — 1) (21 + 3)*¢"u(p’)u(p)
+O°) + Ok, k*).

O que vai nos importar a seguir é o termo envolvendo ¢"u(p’)c* u(p), entdo nosso

numerador final é:

Ny = im, k? A*(=2 + 3a1 4 3x3) + 20 A%m (v, + 23)°. (A.44)

O valor de A sera substituido na montagem da integral.

A.2.3 Terceiro Numerador
O nosso terceiro denominador Nj em (A.27), é dado por:

N7 =u(p2) (VA7 = Ay ) (=] = ph = g+ )y (=1 + my ) (VA — Ay*y°)

(A.45)
X &1y + p1p)(lo + pro)ulpr).

Mas podemos notar que ele é igual ao nosso segundo denominador, sendo a tinica diferenca

que agora ele ¢ multiplicado por —¢, ou seja:

NJ = —¢N2. (A.46)

Por isso nao precisaremos repetir as contas, ficando com o seguinte resultado:

Ny = —i&m,k* A*(—2 4 3wy + 3a3) — 2iEm) A*(z1 + x3)°. (A.47)

A.2.4 Quarto Numerador

Vamos trabalhar com nosso ultimo numerador, o quarto numerador, Ng na

Eq.(A.27).

Ne =u(p2)[v* (=1 — pi — g + m )" (= + mu)7Ju(pr)
p2) [V (4 + 1+ my )y (1 + my)Ju(pr)
p2)[(7 + i+ pp + my )V (1 + my,)Ju(pr)

gl

gl

i - (A.48)

(
(
(
(
(

a() (] +p — )] +miy" + mu (" + "+ " = ") u(p)
a(p)[(1+p =)L+ + my (" = [y + 20 + gy = ) Ju(p)
a1+ p =)y + g + 2my, (1) + my, (py" — #2")]u(p).

Mais uma vez fizemos o uso das relacoes 74> = —A2y#, 754> =1 e Y1 = 2[* — [y

Realizamos também uma mudanga de varidvel do tipo: g — p,p1 — p, phb — - e
p2 — —p.
A primeira coisa que podemos fazer é isolar os termos envolvendo [ (especificamente

l = k—(1—x1)p+(1—x—22)p") em uma expressao s, fazemos isso utilizando a relacao
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MY = i g"*1? e ainda tendo em mente as relacoes envolvendo as matrizes ~y. Isso nos deixa

Ng=—u(@)|(f - A —a)p+ (1 —a1 —a)f +p— PV (k- (1 —21)p
+ (1= a1 —x)pf) + min® 4 2m, (K — (1 = z)p! + (1 — 21 — 2)p")
+ mu (P — ¥ ulp)
= — ()~ 7"+ (@p— (o1 + e (o1~ D = (1 22— 1)
+ mi’y“ +2my,((z1 — 1)p* + (1 — 21 — 29)p™")
+myu (P — P y")Ju(p) + O(k).

(A.49)

Usando o fato que ¢ = a?, as relacoes pu(p) = myuu(p) e u(p )y = u(p')my, que
Y = 2p™ — " ou Pyt = 2p* — AHp e também que gy = 2m’ — Jf'p, escrevemos:
Ng = — U(JU/)[—;V“/{?2 + (21 — Dpy"p — 21(21 + 22 — D"y

— (21 — 1)(w1 + z2)f Y + (21 + 22) (21 + 22 — V)PP + miA*
+2my (21 — D" + (1 — 21 — 22)p") +mypy” — my"Julp) + O(k)

=— u(p’)[—;y”kQ + 21 (zy — D)p"p — x1(zy — D)yPpp — 201 (21 4 20 — 1)pMp
+ 21 (21 + 22 — Dpf v — (21 — 1) (21 4 32)mi " + 2myp — muy™p
+2(21 + mo) (21 + w2 — VP p" — (21 + 22) (201 + 22 = VPP
+ 2my (21 — Dp* + (1 — 21 — 22)p™)]u(p) + O(k)

=+ O) ~ TP~ 57" + (-1 = z2(m — 1)~ (21~ (ar + )
— (21 + 29) (21 + 22 — 1))miA" 4 221 (21 4 25 — L)miA"
—xy (21 + 22 — D py" +2my (21 — 1) + 21(2 — 1) + 1)p*
— (1 + 22— D)+ zi(z1 + 22 — 1) — (1 + 22) (1 + T2 — 1))p*]u(p)

=+ O(k) — u(p’)[—;v“kr2 + (=1 + 32y — 327 — 3zy20 — 75 + 279
+ 221 (21 + 29 — 1))miy — 22y (21 + 29 — V)Yp" + 1 (1 + 29 — V)P
+ 2m, ((z])p" + (23 + 2122 — 225 — 31 + 1)p*]u(p)

=+ 0O(k) — u(p’)[—;v“kQ + (=1 + 32y — 327 — 3wy29 — 75 + 279
+ 3x1(x1 + 20 — 1))m37“ + 2mu(($f —x1(xy + 29 — 1))p*
+ (25 + 1119 — 229 — 21 + 1)p™]u(p)

=+ O) — 1) [ 57K — (w2 — 1Vl (A.50)
+ 2m, (21 — 2122)p" + (25 + 2122 — 229 — 21 + 1)p™)]u(p).

Partes envolvendo apenas k possuem a integral da forma que queremos igual a zero, por

isso iremos excluir a partir de agora o termo O(k).
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Para ficar com uma cara melhor nés podemos fazer as mudancas p — (py — p_)/2 e
pr—= (p++p-)/2, emquep. =p' +pep_=p —p=gq
1 1

No = —a(p)[=57"k* = (w2 = 1)*mgn" + 2my (@1 — 21202) 5 (p4 —p-)"
1
+ (@3 + 2122 = 225 — 21 + 1) (P4 +p-)")]ulp)
—(. ] 1 ni.2 2,2 _ 1 2
= —a(p)[— 57"k — (z2 — 1)"my" + mpu((v1 — 2172 + 25 + 2179

2
—2x9 — 1+ 1)py + (m% + xymy — 209 — w1 + 1 — 21 + 220 p_ ) Ju(p)

(A51)

1
= —(p) [~ 57"k = (22 — 1)*min"

+mu (23 — 229 + V)py + (25 + 22129 — 229 — 231 + 1)p_)]u(p).

Para finalizar vamos voltar com ¢* = p'* — p e usar a identidade de Gordon wu(p’)(p" +
nv v

pM)u(p) = 2mu(p )y u(p) — iu(p')o"” ¢’ u(p). Assim temos:

v

1
Ng = —a(p))[—="k* + (2 — 1)2mify“ —my(xy — 1)%0"q

2 (A.52)
+ my(r2 — 1)(z2 + 221 — 1)¢"]u(p).
Entao chegamos a expressao final igual a:
1
N:*k’Q— _12 2752 (o \ A 1 : _121/—/ pv
¢ =k ~ (o = D) i = D)

+ my(ze — 1)(z2 + 221 — 1)¢"u(p")u(p).

O que vai nos importar a seguir é o termo envolvendo ¢*@(p’)o*”u(p), entdo nosso numerador
final é:
Ng = imy,(xa — 1)% (A.54)

A.3 Integrais

A 1ltima parte que precisamos trabalhar é envolvendo as integrais. Teremos trés
integrais dadas pela amplitude da Eq.(5.61) (1%, I% e I3) e uma da amplitude dada pela
Eq.(5.62) (Ig). As quatro serao dadas por:

d*l 1 pl==zp m N}
1
‘[Z :6/@2/ / (C]\é) [Dl] dedxl,

1—x1 l—z1—x2

dl’gd[Egd!L‘l,

1—x1 1—xz1—x9
[% :e/ / / / dxgdycgdxl,
d4 1—x2 mu 2 N2
Iq :e/ / / [Dz]gdxgdxl.

(A.55)
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Em que D}, D%, D} e D¢ serao dados por Eq.(A.8), Eq.(A.14), Eq.(A.20) e Eq.(A.26)
respectivamente. J4 N}, N2, N3 e Ng serdao dados por Eq.(A.35), Eq.(A.44), Eq.(A.47) e
Eq.(A.54) respectivamente.

No final o valor importante para o acréscimo na anomalia serda dado por:
BO0)=1,+ 15+ 1+ I (A.56)

Entao vamos fazer cada item de uma vez.

A.3.1 Primeira Integral

Comecamos a trabalhar com nossa primeira integral, que é:

1—zo 2 _ A2
1L = 4iem,, / / / (VX xQ ‘“H (xﬁ?’“))dxzdzl. (A.57)

— A? 4¢3
Usando a rotagao de chk:

d* 1 . d'Lg 1
/ (27)4 (12 — A? + ig)3 _Z/ (2@4 (—L% — A2)3

A58
_( / dr L3 —1 ( )
B 87r2 P + A2 T 32m2AY
podemos resolver a parte envolvendo [. Nossa integral fica como:
dem,, 1—22 V2x — Tg) + A*(23 + 313))

1 2 2 2 2
dxodz;. A.59
Z 327T2 / / l’g — 1)2m2 —+ I2M2) 24 ( )

Faremos a substituicdo de V e A do Modelo Padrdo dados por V = g(1 — 4sin?6) /4 cos 6

e A= g/4cosf. Nosso resultado também precisa ser normalizado por —27m. Entao temos:

. L=z2 m2 ((1 — 4sin® 0)*(25 — x3) + (23 + 313))
[Z = / / 3 dl’gdl’l.
40089 ((v2 = 1)*m2 + 2, M7)

(A.60)
A.3.2 Segunda Integral
Agora passaremos para a segunda integral, que é:
1—z1 l—-z1—x
1% =ie ’
(A.61)

o Mul? (=2 + 3y + 3x3) 4 2m3 (21 + x3)*
x A (l2 A2+ i8)4 = d$3dx2d$1.

Mais uma vez usaremos a rotacao de Wick, mas dessa vez ela serd um pouco diferente.

Usando ela podemos resolver a parte envolvendo [, tanto com e sem 2, ela é:

/ d*l 1 o
2V (12 — A2 + )4 2A47
(2m)* (1 + ig) 967 . (A.62)

/ d*l 2 =i
(2m)t (12 — A% + i)t 48m2A2
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Nossa integral fica como:

2 66m 11—z l—z1— :Ez
2= g62 / / /

( 2 + 31‘1 + 31‘3)
131 + x3)2m2 + IQMZ

( X (A.63)
B mu2 T+ T3 deedand
(($1 n x3)2mi n ng%)2 T3drodly .
Nosso resultado também precisa ser normalizado por —=™, juntamente com a substituicao
de A do Modelo Padrao que é A = g/4 cosf. Entao, temos.
12 B / /1 T /1 T1—x2 m 2+33§'1 +3£IZ'3)
zZ 47r2 4(3089 (1 —i— x3)?m? + xo My
) (A.64)
1 pl-z pl-zi1—22 m 2(%1 —|—ZIZ'3)
- L dzsdzode;.
/0 /0 /0 (w1 + 23)*m2 + 22 M3)? .
A.3.3 Terceira Integral
Nossa terceira integral é dada por:
d4l 1 rl—x l—x1—x
SRty B o A
(2m)* " Jo Jo 0
) 3 5 (A.65)
y AQmul (=2 + 3y + 3w3) + 2m; (21 + 23) dredaads
x :
(12 — A%+ ig)t S
Usando Eq.(A.62) nossa integral fica como:
Gemu / /1 1 /1 nee 2(—2 + 3z + 3z3)
967T2 (z1 4 x3)*m2 + 1ol M2
( ) (A.66)
mﬂ2 T+ 23 4
— rydrodr,.
(21 + 23)2m2 + ao€MZ)2 |0 2
Normalizamos nosso resultado por —277” e usando A = g/4 cos 6, teremos:
I3 / /1 z1 /1 T1—T2 —2 4+ 31y +3$3)
Z 47r2 4COS¢9 (1 —|— x3)?m? + w26 M
(A.67)

1 pl—a; l—z1—z2 m42(:(:1—|—x3)
- - dzsdaada.
/0 /0 /0 ((Il‘f‘x:z)QmZ—f—xQ{M%)? T3AT2dT

A.3.4 Quarta Integral

Agora iremos trabalhar com nossa tltima integral, que é dada:

I = i2em, (C ) / / /1 el 1)2 dazdar (A.68)
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Usando Eq.(A.58) nossa integral fica como:

m, \ 2em 1-22 (29 — 1)?
Io = b “/ / 2 ;dead A.69
¢ ( Mz) 3272 $2 — 1 2m2 -+ 5332 T2t ( )

Normalizando por —27’” junto com a substituicdo de C' do modelo padrao que é C' =

g/2 cos 0, temos:

1—xo ngi(xZ — 1)2
— dazoda;. A.70
3272 / / M3 cos? O( (w2 — 1)?m?2 + Exa M?2) £200 ( )
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