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Resumo

Neste trabalho consideramos a investigacao precisa da corrente de energia e seus compo-
nentes, calor e trabalho, em alguns sistemas quéanticos abertos que sao regidos por equagoes
de Lindblad, ou seja, que tem dindmica markoviana. As expressoes para as correntes, bem
como a equacao principal de Lindblad associada, sdo obtidas através de um protocolo de
interacoes repetidas. Para a cadeia unidimensional de spins XXZ, apresentamos casos em
que diferentes composi¢oes de correntes calor e de trabalho, obtidas através do protocolo de
interagoes repetidas, levam a mesma corrente de energia, que pode ser obtida pela equagao
principal de Lindblad, isto é, para se obter informagoes sobre o fluxo de calor no sistema
e sobre o trabalho realizado sobre o sistema devemos ir além da equagao de Lindblad.
Ademais, exibimos situa¢oes em que a cadeia XXZ apresenta retificacdo e situagoes em que
pode funcionar em diferentes regimes termodindmicos: refrigerador, motor e aquecedor.
Consideramos também defini¢oes alternativas da energia interna de sistemas quéanticos
abertos que conduzem a diferentes defini¢coes de calor e trabalho inseridos no sistema.
Mostramos que, para uma certa classe de defini¢oes, a informagao sobre o fluxo de energia
obtido pela equacao de Lindblad é a mesma informacao obtida pelo protocolo de interagoes
repetidas independente de qual defini¢do de energia interna se usa. Apesar disso, somente
através da equacgao de Lindblad nao é possivel distinguir calor e trabalho inseridos no
sistema. Nossas descobertas deixam claro que, para falar de calor nesses sistemas quanticos
de spin impelidos pelas fronteiras, devemos ir além de uma investigagdo envolvendo apenas

a equagao principal de Lindblad.

Palavras-chave: Sistemas quanticos abertos, Termodindmica quantica, Equagoes de

Lindblad, Dinamica markoviana, Cadeia de spins XXZ, Protocolo de interacoes repetidas



Abstract

We consider the accurate investigation of the energy current and its components, heat
and work, in some boundary driven quantum spin systems. The expressions for the
currents, as well as the associated Lindblad master equation, are obtained via a repeated
interaction scheme. For the XXZ chain we present cases in which different compositions
of heat and work currents, obtained via the repeated interaction protocol, lead to the
same energy current, which may be obtained via the Lindblad master equation, i.e., to
obtain information about the heat flow in the system and about the work done on the
system we must go beyond the Lindblad equation. In addition, we exhibit situations
in which the XXZ chain presents rectification and situations in which it can operate in
different thermodynamic regimes: refrigerator, thermal engine and heater. We also consider
alternative definitions of the internal energy of open quantum systems that lead to different
definitions of heat and work inserted in the system. We show that, for a certain class of
definitions, the information about the energy flow obtained by the Lindblad equation is
the same information obtained by the repeated interactions protocol regardless of which
definition of internal energy is used. Despite this, only through the Lindblad equation it
is not possible to distinguish heat and work inserted in the system. Our findings make
clear that to talk about heat in these boundary driven spin quantum systems we must go

beyond an investigation involving only the Lindblad master equation.

Keywords: Quantum open systems, Quantum thermodynamics, Lindblad equation,

Markovian dynamics, XXZ spin chains, Repeated interaction protocol



2.1
2.2

3.1
3.2

4.1
4.2
4.3
4.4

6.1

6.1.1
6.1.2
6.1.3
6.2

6.2.1
6.2.2

Sumario

INTRODUCAO . ... .. .. ittt it e e e 10
SISTEMAS QUANTICOS ABERTOS . . . . . . . . oo i .. 14
Dinamica em sistemas fechados . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 14
Dinamica em sistemas abertos . . . . . . . .. ... ... ... ... 17

EQUACAO DE LINDBLAD E PROTOCOLO DE INTERACOES

REPETIDAS . . . . . . e e e e e e e e e 21
Equacao de Lindblad . . . . . . ... ... 21
Protocolo de interacdes repetidas (RIP) . . . ... ... ... ... . 23
FLUXOS DE ENERGIA, CALOR E TRABALHO ... ....... 31
Definicoes termodinamicas . . . . . . . ... ... 32
Calor e trabalho no protocoloRI . . . . . . . . .. ... ... . ... . 33
Definicoes alternativas da energiainterna . . . . . . . .. ... ... 35
Consisténcia com a equacao de Lindblad . . . . . . .. .. .. .. .. 37
PRODUCAO DE ENTROPIA . ... .. ... .. ... 39
APLICACAO NO XXZ . .t i ittt e e et e et e e 45
Dinamica do sistema e expressoes para calor e trabalho . . . . . . . 45
Dinamicadosistema . . . . . . . ... ... 45
N3o unicidade da dinamica de Lindblad . . . . . . ... . ... ... ... 48
Expressoes para calor e trabalho . . . . . . . .. ... 50
Resultados . . . . . . . . . .. ... 52
N=3, hndo-graded . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 52
N=2, hgraded . .. . .. . . . . . .. . .. 67
CONCLUSOES . . . . . . e e 71

REFERENCIAS . . . . . . . e e s s s s 73



10

1 Introducao

Propriedades e fenémenos de transporte sao amplamente estudados em diversas
areas da ciéncia com o objetivo de entender como se da o processo de transferéncia, em
geral, espago-temporal de grandezas fisicas tais como: energia, calor, massa, carga, spin,
dentre outras, possibilitando assim a manipulagao desses em aplicagoes tecnoldgicas ou
académicas [?,?]. Para quantidades que obedecem alguma lei de conservagéo é corriqueiro

que exista uma equacao de continuidade associada:
__y. i (1.1)
ot
onde p é uma densidade de uma grandeza conservada globalmente e j a corrente associada
a essa grandeza. Essa é uma das equacoes mais importantes na analise de fendmenos de
transporte, uma vez que € habitual nas ciéncias exatas o estudo de quantidades invariantes.
Especificamente na area de transporte de calor, é consideravelmente relevante a lei de
Fourier, publicada em 1822. A lei de Fourier é uma relacao fenomenolégica que relaciona
os campos de temperatura 7'(Z,t), fluxo de calor F(Z,t) e condutividade térmica (%, 1)

em um dado ponto do espaco e tempo
F =—sVT (1.2)

Apesar dos quase duzentos anos da publicagao dessa equagao até hoje nao se sabe quais as
condig¢des necessarias e suficientes que um sistema ou modelo devem obedecer para que a lei
de Fourier seja satisfeita. Entretanto varios resultados rigorosos foram demonstrados nessa
area, inclusive sobre as hipdteses sob as quais sistemas classicos podem vir a apresentar
retificagao térmica, que ¢ basicamente a condugao de energia em uma diregao preferencial.
Se um sistema esta em contato com dois reservatérios de temperatura tal que a diferenca
da temperatura desses ¢ AT # 0, em geral haverda um fluxo de calor F(AT) nao nulo
no sistema que depende da diferenca de temperatura. Ao inverter os reservatorios, caso
F(—=AT) # —F(AT), ou seja, quando nao ocorre uma simples inversao do fluxo, diz-se
que o sistema apresenta retificagdo. Um diodo eletronico é, essencialmente, um retificador,
e ¢ inegavel o vasto espectro de aplicagoes possiveis para tal dispositivo. Estudos tedricos
sobre diodos e transistores térmicos estdo presentes na literatura desde 1936 [1] e ainda
hoje constituem uma desafiadora e complexa érea de pesquisa [2]. Ademais, ja foram e
continuam sendo realizados experimentos e simulacoes computacionais com o objetivo de

compreender mais profundamente o processo de retificacao térmica.

A busca por dispositivos cada vez menores e mais eficientes do ponto de vista
energético nos faz questionar se é possivel, no contexto da mecanica quantica, obter
dispositivos que apresentem retificacao e se esses dispositivos podem apresentar caracte-

risticas diferentes dos classicos. E recorrente, por exemplo, o estudo de cadeias de spin
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quanticas, com interesse académica realcado por varios problemas e motivacgoes diferentes:
o campo emergente da termodindmica quéintica, o avango da litografia e a possibilidade
de manipular pequenos sistemas quanticos, as propriedades dos atomos frios e fenémenos
relacionados, a possibilidade de diferentes regimes de transporte em matéria condensada,
a possibilidade de retificadores, etc. Cadeias de spin quénticas, como os sistemas XXZ
unidimensionais, sao os modelos arquetipicos de sistemas quénticos abertos [?,7,?]. Asso-
ciados a diferentes problemas em mecanica estatistica fora de equilibrio, dtica, informagcao
quantica, etc., eles sdo exaustivamente investigados. Um sistema amplamente estudado,
tanto por sua simplicidade tedérica — em alguns casos — quanto pela possibilidade de
aplicacdo em computacgao quantica, ¢ o modelo de Heisenberg XXZ acoplado fracamente a
um reservatério externo (weak coupling limit) ou acoplado pela fronteira (boundary-driven)
a spins com magnetizacao média e temperatura bem definidas, tipicamente spins em um
estado de Gibbs. O modelo consiste em uma cadeia unidimensional de spins 1/2 com
interacoes de primeiros vizinhos e com uma dire¢ao preferencial. Nesses dois casos citados,
o estado quantico do sistema segue uma dinamica nao-unitaria regida por uma equacao de
Lindblad [3,4]:

ps = —ilHg, ps] +D(p) (1.3)

em que [,] é o comutador e D(p) é o dissipador do sistema, cuja forma é a seguinte

1
D(p) =Y e |VipVy — §{Vlek7P} : (1.4)
k

onde os Vj sao os operadores de Lindblad, e {,} o anti-comutador.

Uma dinamica regida pela equacao de Lindblad para o modelo XX7 pode ser
obtida através do chamado protocolo de interagoes repetidas (RIP), que atraiu interesse da
comunidade académica devido a simplicidade matematica e vem sendo bastante estudado
nos tltimos anos [3,5,6]. O RIP consiste em seguir os seguintes passos: o estado inicial do
sistema composto é um estado produto do estado do sistema com o estado do ambiente,
ou seja, pr(0) = ps(0) ® pp. No nosso caso o ambiente é formado por dois banhos
com hamiltonianos independentes do tempo, inicialmente em estados de Gibbs com
temperaturas diferentes, acoplados nas fronteiras: Hy pela direita e H; pela esquerda.
Deixamos o sistema evoluir devido & unitaria U = e *77/" por um tempo 7, onde
Hr(t) = Hs(t) + Hgr + H, + V(t), V(t) é o hamiltoniano da interagao sistema-banhos.
Apos esse tempo T toma-se o traco parcial sobre os banhos e acopla-se dois novos banhos ao
sistema reduzido de tal forma a termos novamente um estado produto. Deixamos novamente
o sistema composto evoluir por um tempo 7 e repete-se o procedimento indefinidamente.
Sob algumas condigoes sobre Hp é possivel mostrar que no limite em que 7 — 0 a matriz
densidade do sistema obedece uma equagdo de Lindblad [3,5,7]. O protocolo RI nos
permite fundamentar a andlise das trocas energéticas e informacionais entre o sistema e o

banho, possibilita distinguir calor e trabalho nas trocas energéticas dos componentes [5, 8]
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e por conseguinte estudar a termodindmica do modelo do ponto de vista de produgao de
entropia, irreversibilidade, rendimento, etc. Nao considerar o processo pelo qual o sistema
passou pode levar a interpretagoes em que a segunda lei da termodinamica é violada, pois
alguns trabalhos ja mostraram que é possivel que o fluxo de energia, nessa configuracao
citada acima, seja do banho de menor para o de maior temperatura e que, sob algumas
condigbes, a cadeia unidimensional XXZ sem campo magnético é um genuino retificador
térmico: o fluxo de energia ndo se modifica ao inverter-se os banhos [9]. Este fato citado
é a principal motivagao do presente trabalho. A solu¢ao desse imbréglio, no protocolo
RI, esta na identificacao do trabalho que é feito sobre o sistema ao se retirar e colocar
novos banhos para interagir com o sistema [8]. Mesmo que o hamiltoniano do sistema seja

independente do tempo essa operacao traz trabalho para o sistema.

Para que seja feito o estudo das propriedades termodinamicas de sistemas quénticos,
primeiramente é necessario definir quais sdo as grandezas de interesse, como: calor, trabalho,
energia interna, entropia, etc. Apesar de que algumas premissas, tal como a primeira lei da
termodindmica, se manterem intactas nas defini¢coes, as motivagoes para uma defini¢do ou
outra muitas vezes nao é muito clara e, em vista disso, existe mais de uma defini¢do para
cada uma dessas essas grandezas. Mostramos neste trabalho que, para uma certa classe
de defini¢oes da energia interna, ha uma consisténcia da informagcao sobre a energia do
sistema obtida pelo RIP com a informacao obtida pela equacao de Lindblad. Além disso,
mostramos que dentro dessa classe existe uma defini¢do especifica que conduz a resultados
consistentes com a segunda lei da termodinamica enquanto que outras defini¢bes podem
apresentar violagoes. Fazendo uso dessa definicao, a energia interna de um sistema em

contato com um ambiente pode é dada por [5]

E(t) = Tr{pr(t)[Hs(t) + V(D)]}, (1.5)

e da primeira lei da termodindmica a variacao da energia interna de um sistema é soma

do trabalho feito sobre o sistema com o calor que flui para o sistema
AE(t) =W (t)+ Q(t) (1.6)

Sendo o hamiltoniano dos banhos constante e usando a definigdo 1.5, em que a energia
de interagao esta por completo contabilizada na energia do sistema, toda a variacao de
energia dos banhos s6 pode ser em forma de calor. Em vista disso, o calor que flui para o
sistema ¢é dado por Q(t) = >, Q,(t), onde

Qut) = TY[H,pr(0) — Hypr(t),  r=L.R. (L.7)
Juntas, as equacoes 1.7 e 1.6 implicam que

W (t) = Tr[pr(t)Hr (t) — p(0)Hr(0)] (1.8)
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Podemos também definir primeiramente a equagao 1.8 com o argumento de que toda
variacao de energia do sistema composto é em forma de trabalho e que esse trabalho é
feito sobre o sistema de interesse ja que os reservatérios s6 trocam energia em forma de

calor. Isso em conjunto com a primeira lei da termodinédmica leva a equagao 1.7.

A partir dessas definigoes é possivel calcular o fluxo de calor e o trabalho por
unidade de tempo realizado sobre o sistema no modelo XXZ durante o protocolo RI
e comparar com as expressoes obtidas do estado estacionario da equac¢ao de Lindblad.
Os calculos mostram que ambas abordagens estao em concordancia mas, até o presente
momento, somente através do RI é possivel discriminar entre fluxo de calor e poténcia na

expressdo para a variagdo da energia interna [8].
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2 Sistemas quanticos abertos

No presente capitulo, nos dedicaremos ao estudo da dinamica de sistemas quanticos,
com enfoque em sistemas abertos, e dos mapas — operadores que atuam em um espago
vetorial de matrizes — que resultam em evolugdes temporais fisicamente aceitaveis de

estados quanticos, num sentido que explicitaremos mais adiante.

2.1 Dinamica em sistemas fechados

Quando nao ha nenhuma ignorancia classica a respeito de um sistema quantico, o
sistema pode ser descrito por um vetor de estado (ou ket) |¥) pertencente & um espago de
Hilbert Hg que pode ter dimensdo, & principio, arbitraria. ! Por ignorancia cldssica nos
referimos, por exemplo, ao desconhecimento de qual o lado de uma moeda esté virado para
cima quando alguém esconde essa informacao apos joga-la para o alto. Sabemos que, no caso
ideal, a probabilidade de que o lado da moeda virado para cima seja cara é de cinquenta
por cento, isso independente da medicao. Mesmo antes de olharmos o resultado podemos
assumir que a moeda esta em algum dos "estados": cara ou coroa. Na mecanica quantica
ha uma fundamental diferenca da visao classica com a qual estamos acostumados no dia a
dia devido as superposi¢oes quanticas. Superposi¢oes quanticas parecem completamente
impensaveis e estranhas ao senso comum. Senso comum este, que é resultante de eventos
cognosciveis através das nossas sensagoes cuja sensibilidade parece nao ser muito agucada
quando fenémenos quanticos estdo em pauta. Para exemplificar, consideremos um ket
|U) = (]4) + |-))/v/2 pertencente & um espaco de Hilbert de dimenséo dois — kets desse
tipo sdo conhecidos como “qubits” — onde |[+) e |—) sdo autoestados da matriz de Pauli
o, com autovalores +1 e —1, respectivamente. O ket |¥) é um estado de superposi¢ao dos
kets |0) e [1), cada um com amplitude de probabilidade 1/+/2, isto ¢, em uma medida de
o, nesse estado tem-se probabilidade 1/2 de medir +1 e probabilidade 1/2 de se medir
—1. Embora isso nos faga lembrar da moeda, que metade das vezes da o resultado cara e
metade das vezes coroa, é incorreto afirmar que antes de medir o, o sistema se encontrava
no ket |[+) ou |—). Podemos verificar isso avaliando o valor médio de o, nesse estado.
O valor médio de o, nos estados |+) e |—) é nulo, ou seja, (+|o,|+) = (—|o.|]—) = 0.
Desta forma, caso o sistema, antes da medida, estivesse ou no estado |+) ou no estado
|—), deveriamos ter que (¥]o,|¥) = 0. Entretanto, é simples mostrar que (¥|o,|¥) = 1/2.
Nao podemos, portanto, assumir que o sistema estava em algum dos autoestados de o,

antes da medi¢ao. Esse ¢ um dos simples exemplos que mostra o quao exotico é o universo

1 Neste trabalho discutiremos somente situacoes onde os kets pertencem a espacos de Hilbert de dimensao

finita, em geral C™, onde n é um ntimero natural.
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quantico.

No estado |¥) considerado acima, embora nao possamos saber de antemao qual
serd o resultado de uma medida, por exemplo, de 0,, nao ha nenhuma ignorancia classica
sobre o sistema. Sabemos que o sistema se encontra no estado |¥) com cem por cento de
certeza. Em cendrios desse tipo, onde nao ha nenhuma ignorancia classica, dizemos que o
sitema é puro. Proposta em 1926, a famosa equacao de Schrodinger — em uma de suas

versoes — trata da evolucao temporal de vetores de estado:

_o|w)
it = H ) (2.1)

onde H é o Hamiltoniano do sistema e A a constante de Planck. A partir desse momento,

trabalharemos em unidades tais que A = 1.

Para obtermos a equacao de Schrodinger basta postularmos duas coisas:

« O operador de evolucao temporal deve ser linear, ou seja, |V (1)) = U(t,to) |V (o),

onde U(t, ty) é um operador linear;

» 0s vetores de estados que representam estados fisicos devem permanecer normalizados

em cada instante de tempo, ou seja, (U (t)|¥(t)) = 1.

Para os fisicos parece perfeitamente natural assumir que a evolucao temporal de kets
se da através de um operador linear, pois, supor que o principio de superposi¢ao, com
a devida normalizagdo, vale para estados quanticos e que a evolucao temporal de um
estado superposto é a soma, com mesmos coeficientes anteriores, dos estados constituintes
deste, evoluidos no tempo, implica que o operador de evolugao ¢ linear. Todavia, a razao
para assumir essa premissa €, no fim das contas, devido as observagoes experimentais. A
naturalidade com que aceitamos esse postulado é por conta das observacoes. Nao hé razao
a priori para assumir essa premissa. O segundo postulado é mais simples de justificar desde
que aceitemos a interpretagao probabilistica dos kets, isto €, ao escrever um ket como
combinacao linear de autovetores de um observavel A, o médulo quadrado do coeficiente de
um dado autovetor representa a probabilidade de uma medida do observavel A resultar no
autovalor correspondente aquele autovetor. Desta forma, a soma dos médulos quadrados
dos coeficientes deve ser igual a unidade para essa interpretagao fazer sentido. Dado que
este raciocinio se aplica em todos instantes de tempo, segue que os kets devem permanecer
normalizados em toda a dindmica e, nao obstante, o operador U(t, ;) tem de ser um

operador unitario, ou seja, UUT = UtU = 1.

Alguns autores preferem postular a equagao de Schrodinger e posteriormente
deduzir as propriedades acima, que tomamos como postulados. Mais adiante, quando
falarmos sobre operagoes quanticas, que sao formas mais gerais de evolugao de estados

quanticos, assumiremos algumas novas premissas para estabelecermos o tipo de evolucao
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temporal fisicamente aceitavel. Por este motivo, preferimos desde ja estabelecer alguns

axiomas ou postulados para deduzir a forma como sistemas quéanticos evoluem no tempo.

Consideremos agora um sistema quantico que nao sabemos dizer se estd em um
estado |Wy) ou |Wy), diferente do primeiro. Como descrever tal sistema? Seja p a probabili-
dade que o sistema esteja no estado |¥;) e 1 —p a probabilidade de que o sistema esteja no
estado |Ws). De acordo com as regras bésicas de probabilidade, nesse sistema considerado,

o valor médio de um dado observavel A é dado por
(A) =p(A), + (1 = p) (A), = p(V1]A[U1) + (1 = p) (V2| A[Vy) (2.2)

Seja {|k)} uma base ortonormal. Utilizando a relagdo de completeza e a definicao do trago

de uma matriz, temos que

=" p (U k) (k|A|D,) +Z (1 —p) (Uy|k) (k|A|Ty)
= ijp<k|A|‘If1> (W k) +Z (1 —p) (k[A[Wy) (Vslk)

= > (KI[A(p W) W1] + (1 = p) [To)(Ts] )] |F)

= T A(p W)W | + (1 - p) [W2)(0s] )}

=Te{Ap},  p=p[U)Vi|+ (1 = p) [V2)Vs| (2.3)

onde definimos a matriz p, que nos permite caracterizar o sistema, ji que podemos calcular
valores médios de acordo com a expressao acima. O operador p é o estado quantico
do sistema ou matriz densidade, que nesse caso é um estado misto, no sentido de que
nao pode ser caracterizado por um tnico vetor de estado e tem uma ignorancia classica
associada. Para definir um estado quantico arbitrario seguimos o mesmo raciocinio: scja p;
a probabilidade de que o sistema esteja no estado |V;). O estado quéantico do sistema, que

é o operador que da toda a informacao acessivel do sistema, é dado por
p=2_pi V)T (2.4)

esse operador tem traco unitdrio e é um operador positivo, isto é, (¢|p|¢) > 0 para

qualquer vetor |¢). Essa dltima propriedade é representada por p > 0.

A partir da equagdo de Schrodinger e lembrando que |V (t)) = U(t, to) |¥(to)), o
que implica que p(t) = U(t,to)p(to)UT(t, o), é simples obter a equacio que d4 a evolucao

temporal de uma matriz densidade, que é a equagdo de Von-Neumann:

0 itrr0),pte) (25)
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(B,Hp,pB)

Figura 1 — Representacdo de um sistema quantico aberto com hamiltoniano Hg que
interage com um ambiente com hamiltoniano Hp através da interacao V()

2.2 Dinamica em sistemas abertos

A equacgao de Von-Neumann 2.5 déd a evolucao temporal de um estado quantico
fechado, ou seja, que nao troca energia, matéria ou informagao com nenhum outro sistema
ou ambiente. Mesmo que o sistema quantico em questao pertenga a um espago de Hilbert
composto H = H; ® ... ® Hy, a equagdo de Von-Neumann continua valida para o estado
quantico p: H1 ® ... ® Hy — H1 @ ... ® Hy. O que acontece, porém, quando o sistema
de interesse troca energia, matéria, informagao ou até mesmo os trés com um sistema
externo? Nesse caso dizemos que o sistema quantico é aberto e necessitamos de uma teoria

um pouco mais abrangente do que o que foi tratado até este momento.

Em geral, um sistema quantico aberto é um sistema S em contato com um sistema
B externo, que tipicamente é chamado de banho. Juntos S+ B constituem o que chamamos
de universo. ! Consideremos um espaco de Hilbert bipartido H = Hs®H . O hamiltoniano

que descreve a situacao em questao, ou seja, o hamiltoniano do universo é dado por:
H(t)=Hs(t) ® I+ Is® Hp(t) + V(t) (2.6)

onde Hg(p) e Igp) descrevem, respectivamente, o hamiltoniano e a matriz identidade
do sistema (banho) e V() a interagdo entre S e B. A dinamica do estado quantico
pr do universo S + B é dada pela equacao de Von-Neumann 2.5, conforme anunciado

anteriormente.

O estado quantico do sistema pg(t) é um operador que atua no espago Hg ¢
que pode ser obtido através do estado quantico do universo tomando o trago parcial

de pr em relagao ao banho. A operacao de trago parcial é uma soma sobre parte dos

L Sempre que estivermos nos referindo ao sistema fechado S + B sera utilizado o termo “universo” para

que possamos, sem ambiguidade, utilizar o termo “sistema” para falar do sistema de interesse S que
trataremos com mais atengao neste trabalho.
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graus de liberdade do universo, muito similar com o procedimento de obter densidades
de probabilidades marginais de uma densidade de probabilidade. Seja {|¢;)} uma base

ortonormal de Hpg. O estado quintico do sistema pg(t) é dado por:
ps(t) = Tra{pr(t)} = - (dilor(t)|é:) (2.7)

A razao de se tomar esse operador como estado do sistema é simples. Se quisermos fazer a
medicao de um observavel O que atua no sistema, o observavel correspondente que atua
no universo é dado por O ® Ig. O valor médio desse observavel calculado com o estado do
sistema ou com o estado do universo devem ser iguais, ou seja, a seguinte igualdade tem

de ser verdadeira:
Trs{Ops} = Tr{(O @ Ip)pr} (2.8)

Acontece que se o estado quantico do sistema puder ser obtido do estado quantico do
universo através de um mapeamento linear ps = f(pr), f : Hs @ Hp — Hg, entdao o tnico
mapa que satisfaz a equagao 2.8 para operadores O arbitrarios ¢ o trago parcial, isto ¢,

ps = Trp{pr} REF[]. Dessa forma, fica justificada a defini¢ao 2.7.

Se ps(0) ® pg é o estado inicial do universo, entdo o estado do sistema pode ser

obtido através da chamada operagao quantica

ps(t) = Trp{U(t, o) ps(0) ® ppUT(t, o)} (2.9)

que pode ser visto como um mapeamento A; : L(Hs) — L(Hs) tal que A] (ps) =
Trp{U(t,to)ps ® peUT(t,t9)}. Esse mapeamento é chamado de dilatacdo de Stinespring
e ¢ um dos possiveis mapeamentos fisicamente aceitaveis para estados quanticos. Ja era
de se esperar que este mapeamento fosse fisicamente aceitavel pois é resultado de uma
evolucao unitaria seguida da operacao de trago parcial, que foi justificada com argumentos

fisicos relacionados & previsao correta da estatistica de observaveis.

Ainda nao esta claro o que queremos dizer com “fisicamente aceitavel” e, portanto,
trataremos agora desse tema. Encontraremos com essa nova no¢ao uma classe de mapas mais
gerais que mapa responsavel pela evolugao unitaria resultante da equagdo de Schroedinger.
Para obter a equacao de Schroedinger postulamos que o operador de evolucao temporal
tinha de ser linear e que os estados fisicos devem permanecer normalizados em cada
instante de tempo. Agora, trabalhando com estados possivelmente mistos de sistemas
quéanticos abertos, consideramos que um mapa linear A : L(H) — L(H), A € L(L(H)), é

fisicamente aceitavel se:

o A mapcia estados quanticos em estados quanticos, ou scja, a positividade de um

estado quantico e o trago tem de ser preservados. Se A > 0 entdao A(A) > 0 e

Tr{A} = Tr{A(A)};
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e A@I(A®B) > 0se A® B > 0, onde B € H' de dimensao M arbitraria e I é a

matriz identidade em H'.

Se a segunda condicao for satisfeita dizemos que o mapa A é completamente positivo.
Exigir essa condigao faz sentido fisico pois podemos olhar para o sistema como um ente
isolado do universo e que deve preservar a positividade na evolugao ou podemos pensar
que uma parte remota qualquer do universo estd estatica — por isso a atuacao do operador
identidade — enquanto o sistema evolui, e juntos esses formam um sistema composto que
deve também ter a positividade preservada. Se ambas as condigbes sao satisfeitas, dizemos

que A é um mapa completamente positivo que preserva traco (CPTP).

Um resultado muito importante e também muito conhecido é a respeito da forma

dos mapas CPTP. Estes podem sempre ser escritos na representagao de Kraus[REFS]

Ap) =D KnpK], (2.10)

m

onde {K,,} é um conjunto de operadores, chamados de operadores de Kraus, que satisfazem

SN K} Ky =1 (2.11)

Repare que quando o sistema segue uma evolucao unitaria entao s6 ha um termo na soma
em 2.10 que é UpUT. Por conseguinte, esse tipo de operacido quantica generaliza a evolucio

unitéria de sistemas fechados.

Outro resultado interessante é que dado um conjunto de operadores de Kraus
sempre é possivel obter o mesmo mapeamento através de uma dindmica unitaria em um
sistema extendido seguido da operagao de trago parcial e, reciprocamente, um mapeamento
tal como da equacao 2.9 sempre pode ser escrito na forma de um mapa de Kraus. Portanto,

sao equivalentes as seguintes afirmagoes:

« Omapa A: L(H) = L(H) é CPTP;

e LK}, Ko € LOH), tal que A(A) =, K AKT e X, Kl K, = I
(Mapa de Kraus)

e AH U LHOH) e |¥) e H tal que A(A) = Trpg{UA® |Psi) (V| U}
(Dilatagao de Stinespring)

A luz dessas informacoes, segue que sempre que um sistema interage com um
ambiente tal que a evolugdo do universo ¢ unitaria entdo o estado do sistema segue
uma dindmica descrita por operagoes quanticas. Além disso, tomamos como fisicamente
aceitaveis mapas lineares que fossem CPTP e que preservam trago. Essas condi¢oes nao

muito restritivas e com motivacoes fisicas nos conduzem a uma classe de mapas que
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generaliza a ideia de evolucdo unitaria de sistemas fechados e, basicamente, mapeiam

estados fisicos em estados fisicos.
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3 Equacao de Lindblad e protocolo de intera-

coes repetidas

No capitulo anterior estudamos as operagoes quanticas que dao origem a evolugoes
fisicamente aceitaveis de sistemas quanticos. Essas operagoes fornecem uma descri¢ao
atemporal do sistema quantico que nao faz referéncia a estados temporalmente intermedia-
rios da evolugao. Para ter acesso ao estado quantico do sistema em um instante qualquer
estudaremos as equagoes mestras que governam sistemas quanticos abertos, em particular,
sistemas com dinamica markoviana. Tais sistemas sdo regidos pelas conhecidas equagoes
de Lindblad. Na literatura encontram-se com mais frequéncia dois procedimentos que, a
partir de dinAmicas microscépicas especificas, levam o sistema a obedecer uma equacgao
de Lindblad: weak-coupling limit e protocolo de interagoes repetidas. Na segunda secao
deste capitulo estudaremos o segundo desses procedimentos, que serd de fundamental

importancia para o restante do trabalho.

3.1 Equacao de Lindblad

Em muitos casos, obter o estado quantico de um sistema em um instante de tempo
arbitrario ndo é uma tarefa simples se utilizarmos as técnicas expostas no capitulo anterior.
Dado um intervalo de tempo e o estado inicial do sistema, os mapas estudados fornecem
o estado quantico apds passado esse tempo e nao d4 nenhuma informagcao sobre estados
pelos quais o sistema passa durante a evolucao. Para se analisar estados intermediarios da
evolugao é corriqueiro estudar-se as equagoes que regem a dinamica do estado quantico de

sistemas quanticos abertos, as ditas equacoes mestras.

Vimos que sistemas quanticos submetidos a uma evolugao unitaria seguem a equagao
de Von-Neumann 2.5. Em geral, sistemas quanticos abertos serao regidos por uma equagao

do tipo
o _

ot

onde D(p) é o dissipador da equagao, responsavel pela possivel nao-unitariedade da

—i[H, p] + D(p) (3.1)

equacao.

Dado que a evolucao do sistema em questao é obtida por um mapa de Kraus
At

t,» ou seja, ¢ fisicamente aceitdvel nos termos que estabelecemos, existe uma classe de

equacoOes mestras especifica que rege esse tipo de sistema? Quando a evolucdo é markoviana,
ou seja, (i) Aj = I e (ii) ALA] = A} V r, t ety entdo a resposta é positiva. Sistemas

markovianos sao caracterizados pela auséncia de memoria, isto é, a evolugao a partir de
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um certo instante de tempo independe dos acontecimentos anteriores. Essa caracteristica
é explicitada através da propriedade que divisibilidade dos mapas A’ Aj = At Vr,tet.
Portanto, se o mapa é CPTP e a evolugdo é markoviana entdo a equagdo mestra que rege

o sistema terd a forma uma cquagao de Lindblad [REFS], dada por

PN — <Al O.p(0] + T w0 Ll L0 - L {ZLOLAC) <>}] (32)

onde H(t) e Li(t) podem ser dependentes do tempo, com H (t) hermitiano e v;(t) > 0
vV k e tempo t. Reciprocamente, se um sistema quantico obedece a equacao 3.2 entao a
dinamica é markoviana e os mapas responsaveis pela evolugao do sistema sdao CPTP e
preservam trago. Os operadores L sao chamados operadores de Lindblad ou operadores
de transicao, pois sao representam os tipos de transicoes abruptas que podem ocorrer no
sistema tais como os resultados de medi¢oes descritas por operacdes quanticas que nao

preservar traco.

Diversos sistemas que obedecem equagoes de Lindblad ja foram amplamente estuda-
dos, tais como cadeias de osciladores e cadeias spins em contato com reservatorios diversos,
decaimento em sistemas de dois niveis, interagdo matéria-radiacao, diversos modelos que
sao descritos pelas operagoes de amplitude damping channel e phase damping, etc. Nao
obstante, a equacao de Von-Neumann é um caso particular da equagao de Lindblad quando

o dissipador ¢é nulo.

Como dito no paragrafo inicial do capitulo, dois procedimentos sao mais comuns
na literatura para a obten¢ao de equacgoes de Lindblad: weak-coupling limit ¢ protocolo de
interacoes repetidas. Os operadores de Lindblad das equagoes obtidas pelo weak-coupling
limit geralmente atuam nao-trivialmente em todo o espaco de Hilbert do sistema, causando
transigoes entre autoestados do hamiltoniano deste. Nesse caso, as equagoes mestras sao
chamadas de global Lindblad master equations. Ja quando é utilizado o procolo de interagoes
repetidas, os operadores de Lindblad geralmente atuam nao-trivialmente somente em algum
subespago estrito do espago de Hilbert do sistema. Nesse caso, as equagdes mestras sao
chamadas de local Lindblad master equations. Quando operadores locais atuam na fronteira
dos sistemas, por exemplo, no ltimo e no primeiro spin de uma cadeia unidimensional de

spins, a equagao mestra é chamada de boundary-driven Lindblad master equation.

Nos préximos capitulos sera exibido um resultado a respeito da nao-unicidade de
equagoes de Lindblad locais. Mostramos que uma mesma equagao de Lindblad pode descre-
ver diferentes configuracoes do universo e esses distintos universos podem ser distinguidos
através da divisao do fluxo de energia para o sistema em trabalho e calor por unidade de
tempo. Somente através da equacao de Lindblad nao é possivel, em alguns casos, obter
a informacao sobre o fluxo de calor para o sistema e a quantidade de trabalho realizada
sobre o sistema. Para se ter acesso a essas informacoes é necessario analisar a dinamica do

universo. Esse é um dos pontos mais importantes deste trabalho.
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3.2 Protocolo de interacdes repetidas (RIP)

Uma das possiveis maneiras de fazer com que o estado quantico de um sistema seja
regido por uma equagao de Lindblad é submeté-lo a um processo de repetidas interagoes com
diferentes unidades externas ao sistema. As unidades devem ser preparadas separadamente
tal que haja independéncia estatistica entre essas e a duragao da interacao de cada unidade
com o sistema é de 7 — 0. Esse tipo de protocolo tem sido estudado pelo menos desde 2002
em artigos de Ziman, Scarani et al. que tratam da transferéncia de informagao entre um
sistema de interesse e as unidades que repetidamente entram em contato com tal sistema.
Recentemente, com o crescente interesse da comunidade académica na constru¢ao de uma
teoria que trate da termodinamica de sistemas quanticos abertos, considerar dinamicas
sujeitas ao RIP passou a ser um dos procedimentos paradigmaticos na pesquisa envolvendo
sistemas quanticos abertos. Isso resulta principalmente da simplicidade matematica que
alguns casos podem apresentar, como por exemplo submeter ao RIP os modelos de
Ising quantico unidimensional com N = 2 em contato com dois ambientes(unidades) ou
ainda o sistema de dois osciladores harmoénicos acoplados também em contato com dois
reservatorios. Esses modelos, dependendo dos tipos de ambiente ¢ das interagoes sistema-
ambiente tem solucao analitica e servem de toy model na investigacao da termodinamica

quantica.

Diferentemente dos sistemas quanticos acoplados a reservatérios markovianos
no weak-coupling limit, os operadores de Lindblad que aparecem nos dissipadores das
equagoes que regem as dindmicas dos sistemas sujeitos ao RIP que estudaremos, atuam
nao trivialmente somente em um subespaco do espago de Hilbert do sistema de interesse,
e por isso as equagoes de Lindblad geradas por operadores com essa caracteristica sao
denominadas boundary-driven Lindblad master equation. O estado do sistema, quando
esse é acoplado a reservatorios markovianos no weak-coupling limit, obedece a equacao de
Lindblad onde os operadores de Lindblad atuam, em geral, ndo trivialmente em todo o
espaco de Hilbert do sistema, causando transi¢oes entre os autoestados do hamiltoniano

do sistema. Nesse caso as equagoes sao denominadas global Lindblad master equation.

O RIP consiste em seguir os seguintes passos: tomamos o estado inicial do universo
(sistema-+ambiente) como um estado produto do estado do sistema com o estado do
ambiente, ou seja, pr(0) = ps(0) ® pr. O hamiltoniano do universo é dado pela soma dos
hamiltonianos do sistema com o hamiltoniano do ambiente e a interacao sistema-ambiente:
Hy = Hs+ Hg + V. Deixamos o universo evoluir unitariamente por um tempo 7 de modo
que pr(7) = e H17pp(0)e 77, Tomamos o traco parcial em relagdo ao ambiente de forma
a obter o estado do sistema no tempo 7: ps(7) = Tre{pr(7)}. Acopla-se ao sistema um

novo ambiente com o mesmo estado pg e repete-se indefinidamente o procedimento.

O processo descrito acima é um RIP extremamente geral e nao restritivo. O

protocolo com que trabalharemos ao longo da dissertacao serda acrescido de algumas
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hipéteses: consideremos um sistema quantico S composto por N subsistemas tal que o
hamiltoniano de S é dado por Hg = Zf\il Hg, + H;, onde H; contém todas as interacoes
entre os subsistemas. No intervalo temporal [n7, (n 4+ 1)7), n € N, associado ao i-ésimo
subsistema, seja H' o hamiltoniano do ambiente E; e V" a interacao entre S; e E;. A
interacao serd da forma V*(t) = O(t — n7)O(nt + 7 — t)v;/\/7, onde O(t) é a fungao
degrau de Heaviside:

1,set >0
0,set <0

ot) = { (3.3)

ou seja, a interacao do sistema com o conjunto das n-ésimas unidades ¢ ligada no instante
t = n7 e desligada no instante ¢ = (n 4+ 1)7. Consideraremos que o estado inicial do
ambiente em cada etapa do RIP é um produto estados de Gibbs, ou seja, cada unidade é

preparada separadamente em um estado de Gibbs:

pp = wp, (HY) © ... @ wgy (HY) (3.4)

(H!) = 3.5

wn(H) = S (3:5)

onde Z; = Tr{e‘ﬂ"H%"}. Como veremos adiante, existe um trabalho associado com a

variagao da interacao do sistema com o ambiente, independente de o hamiltoniano do
sistema ser constante no tempo ou nao. Essa é portanto uma diferenca fundamental de
sistemas quanticos acoplados a um ou mais reservatérios markovianos e de sistemas sujeitos
ao RIP. No primeiro caso o ambiente é estatico e troca energia com o sistema somente em
forma de calor. Mostraremos nos capitulos posteriores que no modelo XXZ unidimensional
de spins sujeito ao RIP é possivel, em processos ciclicos, transferir calor de uma fonte fria
para uma fonte quente, e isso s6 acontece quando o agente externo realiza trabalho para
que a dindmica ocorra, configurando assim um regime em que o XXZ funciona como um

refrigerador.
O hamiltoniano do universo (sistema + banho) no intervalo [n7, (n + 1)7) é dado
por Hy = Hy + YN, Hs, + H* + V* = Hg + Hg + v/+/7, de modo que:
psl(n+1)7] = Trp{e™"ps(n) @ plhe'r7} (3.6)
que, nao coincidentemente, é exatamente da forma dos mapas de Stinespring, resultando
portanto em uma dindmica fisicamente aceitavel no sentido ja discutido na sec¢ao 2.

Para se obter uma dinamica markoviana para o sistema toma-se o limite 7 — 0 e é
feita a restri¢do usual de que Trg, {wg, (H)V"} = 0.
Utilizando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff

ABe = B[4, B+ A, 1A, B + 54,14, [, B + . (3.7)
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segue que:

psl(n + 1)) = Trs {ps<m> © o = ir{Hr. ps(7) ® ] — = Hr.[Hr psn) © p3l] + }
=Trg {pg(m-) ® P — it ?[v, ps(nT) ® py]
_ ( [HI 3 Hey + Hyops(nm) @ | + 2o [oops(r) @ pgn)
k

+ ()(7’3/2)}

= ps(nt) —it[Hg, ps(nt)] — gTTE{[v, v, ps(nT) @ pl]} + O(r3/2)

ps(nt) —it[Hs, ps(nT)] — 5 Z Trp{[vi, [k, ps(n7) @ pil]} + O(r*?)
= ps(nt) —it[Hg, ps(n7)] — = ZTrE{v vpps(nT) ® P — vips(NT) @ Py

— upps(nT) ® plhv; + ps(nT) @ pPrugs} + O(7%?)

= ps(n7) —it[Hs, ps(nT)] — ;{ ) [TTEZ-{W@-} Trp {vkws, }ps(nT)
itk
- TrEi{'UipS (nT)wﬁi TrEk {w,@kvk}} - TrEk {Ukps (nT)wﬁk TrEi {wﬁivi}}

+ ps(nt) Trg, g, {Wﬂiwﬁkvkvz’}}] +> [TfEk{U}iwﬁk}Ps(m )
k

— 2Trg {vrps(nT)ws, v} + ps(nt) Trg, wﬁkvg} } +O0(r?)

T

= ps(nr) = ir{Hs, ps(nr)] = £ 3 | Trg, {ofws, Jos(nr)
k

— 2Trg, {vkps(nT)ws, vr} + ps(nT) Trp, wgkv,f} + 0(7'3/2) (3.8)
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onde foi usado que Trg, {wgs, (H*)V;*} = Trp,{[Hi,ws,]} = 0. Tomando o limite em que 7

vai a zero, temos que:

dps . psl(n+1)1] — ps(nT) , 1
5~ tim . = ilHs,ps] = 5 37 | Tos, (v Jos(nr)

— 2 Trp, {vrps(nT)ws, vk} + ps(nt) Trp, ws, v
(3.9)

Focaremos a partir de agora em um tipo de interacao que contempla grande parte dos
trabalhos na drea de sistemas quénticos abertos. Seja v; = gi(A,-LZT + Az L;), onde os
operadores A; e A;-r atuam no espacgo de Hilbert do i-ésimo ambiente e causam transicoes

entre os autoestados do hamiltoniano desse:

Ai|n) = o’ |n—1) (3.10)

Alln) = B |n+1) (3.11)

onde H;|n) = w! |n). Os operadores L; a principio sdao arbitrarios para a presente analise.
Em secoes posteriores limitaremos a classe desses operadores. Retornando a equacgao 3.9

segue que:

ps = —ilHs, ps] = 5> g {TrEk{Aiwﬁk}LLPs + Tri, { ApAfws, } L Lips

k

I\DM—‘

2
+ Trp, { Al Ayws, YL Lips + Trg { Af ws,  Lips + Trg, {Ajwgs, }psL]
2
+ Trp, {AvAfws, }psLE Ly + Trp, { AL Ayws, }psLu L} + Trp, { A} ws, }psLi

{TrEk{Akak}L pSL + TrEk {AkAJlrcwﬁk}LkpSLL + TrEk{Alekwﬁk}LLpSLk

2
+ Trp, {A] wgk}Lkpst]] (3.12)

Como o estado de cada ambiente é um estado de Gibbs, utilizando a equagao 3.10 e a

ortonormalidade dos autoestados dos respectivos hamiltonianos segue que:
1 1 1
Teg {Afws, } = o Tr {Afe 0 = o 37 (ol e pn) = -3 (| Afjn) e
k k'

n

ZananH (nln +2) e i = 0 (3.13)
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2 <
Similarmente, utilizando a equacao 3.11, vale também que TrEk{AL ws, } = 0. A luz desses
resultados a equacao 3.12 se torna um pouco mais simples e fica evidente que a equacao

diferencial para o estado quantico do sistema é uma equagao de Lindblad:

. ) 1 _
ps = —i[ls, ps| — B > {”Yk (LiLrps + psLELr — 2LkpsLE) + % (LeLlps + psLu L) — QLLPSL’C)]
k

. _ 1 1
— —ilfs, ps] + Y- |15 (LupsEl = S{2iLesps} ) + 37 (Eloste = {Tallps})]
k

= —i[Hg, ps| +)_ Di(ps) (3.14)

onde definimos as taxas v, = <A2Ak> g2 v = <AkA,T€> g ¢ os dissipadores
Di(p) = i LlLis p) + i LILE ) (3.15)

com L[A, p] = ApAt — L{A14, p}

Mostramos entao que submeter um sistema ao RIP com N banhos e interacao do
tipo v = g(ALT + ATL) entre o sistema e cada banho resulta numa dinimica regida por
uma cquacao de Lindblad. Em seg¢oes posteriores mostraremos que, para um dado sistema,
uma mesma equacao de Lindblad pode ser obtida pela interacdo com ambientes diferentes
através do RIP. Assim sendo, somente através da equagao de Lindblad nao é possivel
obter toda a informacao sobre o sistema ¢ os fluxos entre o sistema e sua vizinhanga.
Veremos, por exemplo, que dindmicas com valores diferentes de fluxos de calor e trabalho
para o sistema podem tem uma mesma equacao de Lindblad associada. Nao levar isso em
conta pode levar a interpretagoes erroneas das grandezas termodinamicas. Em um artigo
(REF) com mais de uma centena de citagoes de Levy e Kosloff é feita uma critica sobre as
equagoes de Lindblad locais (boundary-driven). Sob algumas hip6teses é possivel mostrar
que energia pode fluir de um reservatoério frio para um quente, aparentemente violando a
segunda lei da termodinamica. Entretanto, Levy e Kosloff e diversos outros autores fizeram
uso da equacao de Lindblad com justificativas fenomenolégicas, sem fazer referéncia a qual
0 processo o sistema passou tal que esse obedeca uma equagao de Lindblad. Af reside o
problema, pois a equagao de Lindblad nao contém toda a informagao do sistema/vizinhanga.
Em trabalhos mais recentes de Barra, Pereira e Landi essa questao é esclarecida, uma
vez que através de uma dindmica microscopica, o RIP, fica evidente que calor s pode
fluir de uma fonte fria para uma fonte quente quando é realizado trabalho sobre o sistema,

configurando assim um regime de refrigeracdo usual da termodinamica.

A seguir faremos algumas restrigoes nos operadores L, para obtermos alguns
resultados mais especificos e também esclarecedores sobre a termodinamica no RIP.

Antes porém, estudemos o que De Chiara, et al, chamam de "autooperadores". Seja H
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um hamiltoniano arbitrario que atua em um espaco de Hilbert de dimensao finita e A
um operador tal que [H, A] = —wA para algum w > 0. Nesse caso, dizemos que A é
autooperador (eigenoperator) de H. Seja {|n)} a base ortonormal de autovetores de H tal

que H |n) = w, |n). Segue que

wAln) = —[H,AlIn) = —(HA— AH) |n) = —HA|n) + w,A|n)
= (w—wy)A|n)=—HA|n)

= H(An)) = (wn —w)(A]n)) (3.16)
ou seja, A|n) é autovetor de H com autovalor w, — w. Similarmente, para AT temos
[H, Al = —wA = [H,A]' = —wA" — H(A"|n)) = (w, +w)(AT|n)) (3.17)

ou seja, At |n) é autovetor de H com autovalor w, +w. Conclui-se entdo que os operadores
A e AT funcionam como operadores de abaixamento (destruicao) e levantamento (criaco),

respectivamente, nos autoestados de H.

Suponhamos agora a seguinte interagao entre o i-ésimo subsistema e o i-ésimo
banho:

_ T T
k
onde [Hg,, L] = —wi, e [H;, Ai] = —wE, ou seja, Ly e Ay, sio autooperadores de Hg, e
. . E s - , - -~
H; com energias wj, e w5, respectivamente. {wi } ¢ o conjunto de possiveis transi¢oes
energéticas no sistema/ambiente. De Chiara, et al, assumem (REF) a condigao de que
wg% = wﬁc e isso implica que quando ocorre uma transi¢ao de energia +w;; no sistema, a
transicao oposta de —w;;, ocorre no banho. Embora aparentemente parega uma consideragao
muito geral e natural esse ndo é o caso. Para exemplificar, consideremos um sistema de

dois spins com hamiltoniano dado por

h h
H = 2o + 5 o3 +9(of oy +070f) (3.19)

No contexto presente, podemos interpretar o spin do 2 como um ambiente do spin 1 e
observar que a interagao é da forma 3.18. Em vista da notagao feita ao escrevermos a
equagao 6.6, fazemos as seguintes identificagbes: Hg, = h10%/2, Hy = hyoi/2 e V) =
v(of oy +o105). Segue que [Hgl,al_ ] = —hjoy e [Hl, oy ] = —hyo, . Identificamos assim
as energias de transicao hy e hg possiveis do sistema e banho, respectivamente. Nesse
simples exemplo, vemos que se hy e hy, que normalmente representam intensidade de
campos magnéticos controlados externamente, forem diferentes, as transi¢oes nos sistemas
individuais sdo de energias também diferentes. Isso mostra que assumir conjuntos de

possiveis transicoes energéticas iguais no sistema e banho é uma condicao pouco geral.
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Esses detalhes e observacoes conduzem também a interessantes resultados. No
modelo XX7 boundary-driven, que sera detalhado na secao 6, os dissipadores sdo dados
por

Du(p) = {1+ 1) 2ot por — {0t 0}] + (= o) o7 pot — {otor 0}] } (320)

Dr(p) = 1;{(1 + fr) :20]+vp07v —{oxok p}] +(1—fr) [20&;)075 —{okon, p}]} (3.21)

com f; = —tanh (S;h;/2). Os operadores of atuam somente no primeiro spin da cadeia

de maneira nio trivial e similarmente 0% no N-ésimo spin. Se desconectarmos o primeiro

spin do resto da cadeia o estado desse spin obedece a seguinte equacao de Lindblad:

dps hy
dtl = _7/51[0’17p31] + DL(pSI) (3‘22)

O resultado interessante é que o spin termaliza se, somente se, h; = hy ou f; = 1. Por

termalizar queremos dizer que o spin vai para o estado estaciondrio de Gibbs e~ 21 /7

_ﬁthof _Btho’f

)= 29(1 = fr)e 5 [f’ — ke

+ (e‘ﬁL(hL_hl) —1+4ePrhe _ e_BL’”)afLal_] =0 <= hi=hgoufr=1 (3.23)

Como veremos adiante, a nao termalizacao do spin quando h; # hy se deve a necessaria
realizacdo de trabalho sobre o sistema para que esse obedeca & equacdo 3.22. E comum
varios autores utilizarem h; = h; (REFS) mas desconhecemos uma referéncia onde é
explicada a motivagdo dessa escolha. Como ja dito, a principio h; e hy sdo parametros
externos controlados de maneira independente, como campos em regioes diferentes dos

espaco.

Assumindo entao que as interagoes obedecem a equacao 3.18 temos que:

(Hs, + H Vil = Y ga[Hs, + Hi, LA + LAy
k

3" gil(wi — wi) L A — (Wi — wi) LAl
k

=" ginlwi — W) (LE A — LinAL) (3.24)
k

Veremos adiante que esse termo esta relacionado com a existéncia de trabalho no balanco
energético do i-ésimo subsistema. Isso pode ser entendido lembrando que se [A, B] # 0

entao esses operadores nao podem ser diagonalizados pela mesma base, ou seja, B mistura
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autoestados de A e vice-versa. Entao se [Hg, + H;, V;] # 0 é possivel que a energia do
subsistema composto pelo i-ésimo ambiente e S; varie devido a interacdo entre esses,
independente de haver ou nao alguma outra interacao com o resto do sistema. Isso indica
que para “ligar” a interacao entre essas partes é necessaria a realizacao de trabalho. De

maneira similar segue que:

[HS + HEav] = [HI?V] + Z [HSz + HH‘/;]

= [H, V] + > gin(wi — wh) (LI, Ay — L AY) (3.25)

ik
Veremos que a realizacao de trabalho sobre o sistema como um todo através da interagao

estd vinculada aos termos da equagao acima de forma independente.

No contexto do RIP, da equacao 3.15, sabemos que os dissipadores nesse cenario

considerado sao dados por:

1 _
Di(ps) = —3 Trp {[Vi, Vi pspr]l} = D v LlLiks ps] + 74 LILY, ps] (3.26)
k
e portanto
dp . _
dTS = —i[Hs, ps) + > Vi L[Lik, ps] + v LILY, ps] (3.27)

ik
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4 Fluxos de energia, calor e trabalho

O processo de producao de ferramentas cada vez menores, atualmente em escalas
nanométricas, suscita a necessidade de se estudar e desenvolver uma teoria que trate
da eficiéncia dessas ferramentas microscépicas. Essa exigéncia, mais do que devida ao
custo financeiro de operacgao desses dispositivos, é consequéncia da finitude dos recursos
energéticos e insustentabilidade do uso antrépico desregulado de energia. No século XVIII,
a descoberta de que é possivel usar o calor gerado pela queima de carvao para gerar
movimento revolucionou os modos de producao e, por conseguinte, toda a estrutura social.
Ademais, motivou e originou o estudo da termodindmica, teoria que inicialmente visava
descrever as relagdes entre as grandezas macroscopicas como pressao, volume e temperatura

de algum sistema, tipicamente um gas, e entender a natureza fisica do calor.

O estudo da natureza do calor remonta as teorias presentes na Antiguidade,
tais como a tese dos quatro elementos de Aristoteles (séc. IV a.C.) que relacionava os
fendmenos associados ao calor com o elemento fogo e o atomismo de Leucipo(séc. V
a.C.) e Democrito(séc. V a.C.) que defendia um mundo formado pela combinagao de
diferentes atomos cujos movimentos ocorrem em um espago vazio. Mais recentemente,
no final da Idade Média e durante a Idade Moderna, houveram também teorias com
influéncias alquimistas para a compreensao da natureza do calor e a teoria do flogisto
de Georg Stahl (1669-1734), amplamente defendida por Joseph Pristley (1733-1804) e
outros cientistas importantes da época. Uma mudanga muito relevante no pensamento dos
pesquisadores desse periodo ocorreu quando Antonie Lavoisier (1743-1794) publicou sua
teoria do "caldrico", causando um abandono da teoria do flogisto por grande parte dos
cientistas ¢ a modificacao da concepcao de realidade destes, que ¢ um exemplo da ideia
de Thomas Kunh (1962, p. 157) quando diz que "embora o mundo nao mude com uma
mudanga de paradigma, depois dela o cientista trabalha em um mundo diferente". Ja na
Idade Contemporanea duas correntes de pensamentos principais disputaram espaco no que
se refere ao entendimento do que é o calor: a teoria de Lavoisier de que calor é um fluido
indestrutivel, o "calérico", que se move de um corpo a outro e a teoria influenciada pela

mecanica de Newton de que o calor é uma forma de movimento microscépico desordenado.

Atualmente entende-se que a teoria do calérico é falha: nao ha um fluido indestrutivel
que sai dos corpos quentes e vai para os frios. Entretanto, a analogia do calor com um
fluido persiste até hoje nos livros e artigos académicos quando diz-se, por exemplo, que
"o calor flui de um corpo quente para um corpo frio"ou quando é citada a Lei de Fourier
que afirma que o fluxo de calor em um dado ponto do espago é proporcional ao gradiente
de temperatura avaliado nesse ponto. Embora saibamos que se trata de uma simples

semelhanca tedrica, ambas as sentencas carregam um pouco da heranca da teoria de
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Lavoisier do calérico.

Benjamin Thompson (1753-1814) foi um dos cientistas que advogou com veeméncia
a favor da teoria de que o calor é uma forma de energia devido ao movimento desordenado
dos constituintes da matéria, tendo realizado diversos experimentos, entre eles varios que
envolviam a geracao de calor por atrito. Na visao classica, manteve-se intacta essa teoria e
até hoje é ensinado nas universidades e escolas que quando um corpo quente esfria entao o
nivel de agitacdo randémica de suas moléculas diminui e o contrario acontece quando um

corpo se esquenta.

Da primeira lei da termodinamica sabemos que a variagdo da energia interna de um
sistema ¢ dada pela soma do trabalho realizado sobre o sistema e o calor transferido para
o proprio. Para mantermos consisténcia teérica dos conceitos a nivel quantico e classico,
comecaremos a falar de calor e trabalho em sistemas quanticos exigindo que a primeira
lei da termodinamica seja valida independente de como essas grandezas serao definidas

posteriormente.

4.1 Definicoes termodinamicas

Consideremos um sistema quantico e ambiente com hamiltonianos Hg(t) e Hg
(independente do tempo) pertecentes a um espago de Hilbert Hg @ Hp ¢ que interagem

através do hamiltoniano de interacao V(). A energia interna do sistema é definida por
E(t) = Te{pr(t)[Hs(t) + V ()]} (4.1)

Varios autores utilizam essa mesma defini¢ao apesar de que existem estudos que exploram
outras defini¢oes alternativas. Em secOes posteriores deste trabalho discutiremos outras
possiveis definigoes da energia interna do sistema ¢ mostrarcmos um resultado que indica
que a definicao 4.1 é consistente com a segunda lei da termodinamica enquanto que outras
defini¢oes conduzem a violagoes dessa lei. Sendo W (t) o trabalho realizado sobre o sistema
no intervalo [0, ] e Q(t) o calor que fluiu para o sistema nesse mesmo intervalo, da primeira

lei da termodinamica temos que
AE(t) =W (t) + Q(t) (4.2)

Sendo o hamiltoniano dos banhos constante e usando a definicdo 4.1, em que a energia
de interagao esta por completo contabilizada na energia do sistema, toda a variacao de
energia dos banhos s6 pode ser em forma de calor. Em vista disso, o calor que flui para o

sistema é definido por
Q(t) = — Tr{Hglpr(t) — pr(0)]}, (4.3)
ou seja, menos a variagdo da energia do ambiente. Juntas, as equagoes 4.2 e 4.3 implicam

que o trabalho realizado sobre o sistema é dado por

W (t) = Te[pr(t) Hr(t) — pu(0) Hr (0)] (4.4)
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Podemos também definir primeiramente a equagao 4.4 com o argumento de que toda
variacdo de energia do universo é em forma de trabalho e que esse trabalho é feito sobre o
sistema de interesse, ja que o ambiente é estatico e s6 troca energia em forma de calor.
Isso em conjunto com a primeira lei da termodindmica leva a equacao 4.3. Para o caso em
que o ambiente é subdivido em varias partes que nao interagem entre si, o calor total que
flui para o sistema é simplesmente a soma das contribui¢oes de cada um dos subambientes

que podem ser calculadas cada uma através da equagao 4.3.

Através de algumas manipulacoes, a expressao 4.4 pode tomar uma forma que serd
mais util quando utilizarmos essas definigoes no RIP. Podemos escrever que

/ dt’ @ Tr [p / 'L Tr [orHr + prHz) (4.5)

Como Tr[prHy| = —i Te{[pr, Hr]Hr} = 0, segue que

win = | ' T [pr(s + V)] (4.6)

4.2 Calor e trabalho no protocolo RI

A partir das defini¢oes feitas na secdo anterior, podemos obter o calor e trabalho
por unidade de tempo inseridos em um sistema sujeito ao RIP. Estudaremos os fluxos de
energia, calor e trabalho do ambiente para o sistema durante um intervalo 7 caracteristico
do RIP: consideremos um sistema tal qual o estudado na secao 3.2 onde o sistema interage
através do RIP com N banhos cujos estados iniciais de cada etapa do RIP sdo estados de
Gibbs. No intervalo [n7, (n 4+ 1)7) a quantidade de calor inserida no sistema pelo r-ésimo
banho é dada por !

AQ, = —((H2), = (H?),) (4.7)

onde (H!), = Trg{H,p}, (t)} ¢ pp (t) = Trg{e " pg(nT) @ ws,e'r'}. Utilizando a
formula de Baker-Campbell-Hausdorff, temos que
(7). = (), + i o {pso) To {1}

~ 7 Trs { ps(nm) Tow (o7 o7, H s } | + O2) (48)

Tal como na equacgao 3.18, restringiremos o tipo de interagdo sistema-ambiente para
Vr = Dk grk(ArkLIk + A:ker), de forma que o termo proporcional & 7%/2 se anula, pois
([H,, At]) = —wpi (A1) = 0. Segue disso que

AQ, = 2 Tr { psnm) Tre {[ur o HJlws, } } + O()

L Estamos aqui utilizando os operadores definidos na secdo 3.2
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Fazendo Q, = lim,_o AQ, /T temos

Qr = ; {[UT7 [’Um Hr]]pS & WBT} =—1Tr {(U’I’Hrv’f’ - ;{Uzv Hr})pS ®w5r}
= fi(%ﬁc <L7’kLI~k> = Vrk < Tker>> Zwrquk (4.10)
k
onde as taxas 7, foram definidas na equacio 3.15 e fizemos ¢, = 7} <erLik> —
Vrk <Liker>-

No contexto do RIP estamos interessados na variagao da energia interna do sistema
[nT, (n + 1)7). Para calcular o trabalho realizado sobre o sistema em uma etapa do RIP
precisamos levar em conta efeitos de borda devido a dependéncia temporal da interacao
V(t), e portanto estudaremos o intervalo [n7 — €, (n + 1)7 — ¢€) no limite em que ¢ — 0
para contabilizar a contribuicao na variagdo da energia do sistema devido ao ato de “ligar
e desligar” a interagao com os sistemas auxiliares do RIP. Dito isso, o trabalho feito sobre

o sistema em uma etapa do RIP ¢é dado por:

(n+1)7—€ .
AW = lim dt Tr{pr(H)V (£)} (4.11)

nrT—e

lembrando que a dependéncia temporal da interacao é por conta da existéncia de func¢oes
degrau 3.3, segue que, no intervalo de interesse da integral, V = 6(t — n7)(V,, — V,_1) e,
portanto

AW = Te{pr(n7) (Vi — Va1)} (4.12)

Para as interagoes que estamos considerando Tr{V, pr(n7)} = 0 pois até o instante
nT o n-ésimo ambiente permanece no estado de Gibbs e as interagdes tem a forma
3.18. Apés esse instante o ambiente pode sair do equilibrio, de forma que podemos ter
Te{V,pr[(n + 1)7]} # 0. Segue entao que

n—1

vn—l v ) '
S i " kv ERREV R

—_ZTI{< E i o s 1) T [ s+

0 psl(n — 1)7] & pE} (113

1/2

Novamente o termo proporcional a 7'/¢ se anula devido a escolha da interagao e ao fato

de que o ambiente no inicio de cada etapa do RIP estd em um estado de Gibbs. Fazendo



Capitulo 4. Fluzos de energia, calor e trabalho 35

W =lim,_,o AW/7 resulta em

) 1 1
W = 5 ZTr {[1}m [v., Hs + H,]]ps ® Wﬁr} = Tr{(vr(HS + H,.)v, — i{bf, Hg + Hr})ps ® wgr}

1
Y Z Tr { lvm Zgrk(wﬁc - wfk)[LikArk - AIker] + [, HI]] ps © wﬁr}
T k
1
-y grk{@f; ) T o LA — AL L] s © )
k
+ T { [or, A [ Ly, Hr| + Al (Lo, Hi) | ps @ W,Br}}

= ; > (%_k <L7T~kFrk + F:ker> — Yk <F7’kLik - erF:k>> + > (W, — wh) e (4.14)

onde fizemos que Fy, = [Hy, L.

Como adiantamos ao escrever as equagoes 3.24 e 3.25, a realizacao de trabalho
no sistema devido a interagao com o ambiente externo esta intimamente relacionada
com a possivel nao-comutacao das diferentes partes do hamiltoniano do sistema com
o hamiltoniano de interacdo. Dois fatores que aparecem na expressiao de [Hg + Hp, V]
contribuem separadamente para realizacdo de trabalho no sistema: a diferenca entre os
conjuntos de possiveis transi¢oes energéticas no sistema e ambiente e a nao-comutacao do

hamiltoniano de interag¢oes internas dos subsistemas com a interacao do sistema-ambiente.

4.3 Definicbes alternativas da energia interna

Tal como falamos na se¢ao anterior, existem algumas outras defini¢oes alternativas
para a energia interna do sistema e a priori ndo existe uma definicao preferencial. As
motivagoes para se escolher uma ou outra definicdo sao todas a posteriori, de acordo
com os resultados obtidos ao se fazer a escolha. A principal arbitrariedade na defini¢ao
da energia interna se d& quando a energia de interacao entre o ambiente e o sistema
nao pode ser desprezado, como se faz frequentemente em sistemas classicos. Em um gas
contido em um recipiente a interagao ocorre somente nas paredes do recipiente que tem,
matematicamente, volume nulo e portanto a energia contida nas paredes do recipiente
acaba sendo desprezivel se comparada a contida no volume do recipiente. E quando essa
energia nao ¢é desprezivel, de quem ¢ a energia de interagao? Do sistema ou do ambiente?

Ou de nenhum dos dois?
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Seja a € [0, 1]. Definimos, de forma alternativa, a energia interna do sistema como
E(t) = Te{pr (1) [ Hs(t) + aV (1))} (4.15)
repare que recuperamos a definicdo anterior quando o = 1.

Novamente, no contexto do RIP, para levar em conta efeitos de borda devido a
dependéncia temporal de V() estudaremos a variagao da energia no intervalo [n1 — €, (n +

1)7 — €) no limite em que € — 0. Segue que
AE =Tr { {HS +aVi]n+ 1)1 — e]]pT[(n + 1)1 —€ — {Hg +aV(nt — e)]pT(nT - e)}
=AHgs+ aAV (4.16)

Lembrando que AHs = AHr — AHgp — AV e da primeira lei da termodindmica, segue
que
AE =AHr — AHp — (1 —a)AV = Qs+ Ws (4.17)

onde Qg ¢ o calor inserido no sistema e Wy o trabalho realizado sobre o sistema. Fazendo
agora a identificacdo de que a variacao da energia do universo, que é um sistema fechado,
tem de ser em forma de trabalho, temos que AHr = Wy = Wg + Wg, onde Wg é o

trabalho realizado sobre o ambiente. Em conjunto com a equacdo anterior, implica que
QS = —AHE + WE - (1 — O!)AV (418)

Agora precisamos saber como calcular Wg e Wg. No intervalo [nT —¢, (n+1)7 —¢€) sabemos

da equagao 4.11 que
(n+1)7—

“ar (V(t)

~ lima /+ a (V) +im1—o) [ a (V@) (@19)

e—0 nT—e nr—e

WTZWS+WE:11§1/

nT—e

De forma a manter a consisténcia com o caso estudado anteriormente, identificamos o
primeiro termo da igualdade acima como o trabalho realizado sobre o sistema e o segundo
termo como o trabalho realizado sobre o ambiente. Lembrando que, no intervalo de interesse

da integral, V = 6(t — n7)(V,, — V,_1), resulta que
Ws +Wg = aTe{pr(nm) (Vo = Vo) + (1 = o) Te{pr(n) (Vo = Vo)) (4.20)
entdao Wy = a Tr{pr(n7)(V,, — V,,_1)} e, retornando a expressio 4.18,
Qs = —AHg — (1 a) Tr{pr[(n + 1)7 = Vi, — pr(nT — )Vor } + (1 = @) Tt [ pr(n7)(V, = Vi)
= —AHg — (1- ) Tt {Va(prl(n + D7) = pr(n7)} (4.21)

Utilizando novamente que Tr(V,p%) = 0 e retomando os resultados da expressao 4.14, o

calor inserido no sistema é dado por

QS = <[Un7 [Um HE']] - (1 - Oz)[’l}n, [vnv HS + HE”>m— + 0(73/2)

N AN

([vas [vn, aHp — (1 = @) Hg])),,, + O(7%?) (4.22)
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expressao que generaliza a 4.9.

Voltando a equacgao 4.20 e utilizando os resultados da expressao 4.14, o trabalho

feito sobre o sistema é dado por

Ws = —OzTI‘[pT(TLT)V;L_l] = —ay <[Un—17 [vn—la Hg + HE]D(n—l)r + 0(7—3/2) (4'23)

N[

Temos, portanto, que

AE =Qs+ Ws

— ;{ ([0n; [0, aHE — (1 — &) Hg]]),,, — @ ([va-1, [vn—1, Hs + HEg]]) (o), } +O(2)

(4.24)

Seja Egrp a variacio temporal da energia do sistema obtida através do RIP. Fazendo

Eprp = lim,_,o AE/7, segue que

Egip = ;Tr { [[v, [v,a(Hg + Hs) — a(Hg + Hg) — HS]]]ps ® pE}

_ _; {[[U, [, Hs]l] ps & pE} (4.25)

Ou seja, mostramos que a variacao da energia total do sistema independe do valor de «,
independe da definicao feita de energia interna que, por argumentos fisicos e matematicos,

nos conduziram as defini¢coes de calor e trabalho dependentes do pardmetro a.

4.4 Consisténcia com a equacao de Lindblad

Através da equacao de Lindblad 3.2, uma equacao que nos da informacao somente

sobre o estado do sistema, podemos calcular a variacao da energia deste:

d

Erp= 7 (Hg) = Trg(Hgpg) = Trg {HS[_i[HS7PS] + D(Ps)]} = Trg[HsD(ps)] (4.26)

Mostraremos agora que E RIP = E .3, onde E B € a variacao da energia do sistema
que pode ser calculada através da equagao de Lindblad, sem fazer nenhuma referéncia ao
processo pelo qual o sistema passou. Através da equagao 3.9, pode-se ver que o termo
que da origem ao dissipador na equacao de Lindblad é exatamente o termo que envolve

[v, [v, p]] € que é proporcional & 7, ou seja,

D(ps) = ~3 Trs o, 0,5 @ ] (4.27)

por conseguinte
Erp = Trg {Hs< - ;TTE [v,[v, ps ® pE]D} = Trg {Hs Trg (’Ups ® ppv — ;{UQ, ps ,OE})}
=Ty {Hs(vps ® ppv — ;{vz, ps ® /)E})} =Tr { (vHsv — ;{’02, Hs})ps @ pE}

= —; Tr { [[v, [v, HSH]/)S ® PE} = Egrp (4.28)
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onde usamos a invariancia ciclica do trago na ultima igualdade.

Mostramos entao que independente de como fizemos a separagao da energia de
interagao entao o balango energético continua consistente com a informagao que se é
possivel obter através da equacao de Lindblad. Além disso, a demonstracao foi feita para
hamiltonianos do sistema, e do ambiente arbitrarios desde que o universo seja submetido
ao RIP e que a interacdo tenha a forma 3.18. Esse resultado generaliza o obtido em [REF]
que demonstra essa consisténcia numa cadeia de spins XXZ com escolha especifica da

energia interna.
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5 Producao de entropia

Consideremos um sistema quantico acoplado & um ambiente inicialmente em um
estado de Gibbs com temperatura inversa e hamiltoniano Hg independente do tempo.
Seja Hg(t) o hamiltoniano do sistema e V'(t) a interagao sistema-banho. O estado quantico

do universo evolui unitariamente da seguinte forma
p(t) =U(t,0)p(0)UT(t,0) ,  U(t,0) = e 11 (5.1)

onde Hy = Hg + Hg + V. Assumiremos que o estado inicial é descorrelacionado, ou seja,
e PHE

p(0) = ps(0) ® 7 = ps(0) ® pj. (5.2)
A entropia de Von Neumann do sistema é dada por
S(t) = = Tr{ps(t) In ps(t)} (5.3)

onde ¢ feito o trago sobre o ambiente do estado do universo para se obter o estado reduzido
do sistema: pg(t) = Trg p(t). Lembrando que a entropia de Von Neumann é invariante sob

transformagoes unitarias, segue que:

St(t) = =Tr{p(t) In p(t)} = — Tr{p(0) In p(0)}
= —Trs ps(0) In ps(0) — Trg pi In pi (5.4)

= 5(0) + Sg(0)

onde foi usado que o estado inicial do universo ¢ descorrelacionado e Sg(t) ¢ a entropia
de Von Neumann do ambiente no tempo t. Podemos avaliar a varia¢do na entropia do
sistema aproveitando da invaridncia da entropia do universo, pois S(0) = Sr(t) — Sg(0) e,

portanto,

AS(t) = S(t) = 5(0) = 5(t) — Sr(t) — Se(0) (5.5)

— —Trg ps(0)1n pg(0) + Tr{p(t) In p(t)} — Trg p3 In ph,

Somando e subtraindo Tr{ p(t) In pg} temos que

AS(t) = = Trg ps(0) In ps(0) + Tr{p(t) In p(t)} — Tre plg In pi
+ Tr{p(t) In p — p(t) In plz }

= = Te{p(t) I ps(t)ply } + Tr{p(t) n p(t)} + Tre {(pu(t) — pi) Inp}  (5.6)
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Como p% = ¢ PHE /7 e, da mecénica estatistica de equilibrio, sabemos que InZ =
—B((H) —T5S), segue que:

Inpf, = —BHp —InZp = —BHg + B(H)o — S5(0) (5.7)

Podemos entao avaliar o iltimo termo da expressao para a variagao da entropia do sistema:

Trp {(pEm — %) lnp%} = Trp {pE<t>( — BHp + B{Hg)o — SE<0)> — ppln p%}
— 55(0) — Ss(0) ﬁ(<HE>t - <HE>0)

= _ﬁ<<HE>t - (HE>0> = pQ, (58)

onde definimos o calor que sai do ambiente e entra no sistema Q = (Hg)o — (Hg); como a
menos a variagdo da energia média do ambiente, ou seja, dessa forma fica implicito que
toda troca de energia do ambiente é somente em forma de calor. Dai conclui-se que caso
trabalho seja feito sobre o universo devido & dependéncia temporal da interacao V'(¢), esse
trabalho é feito sobre o sistema. Retornando a expressao para a variagao da entropia do

sistema, temos que

AS(1) = Q + Tr{p(t) (Inp(t) — I ps(t)pf;) } (5.9)

Introduzimos agora a entropia relativa (ou divergéncia de Kullback-Leibler) D[p||o] =
Tr{p(Inp — Ino)}, que tem algumas propriedades interessantes, como o fato de ser uma
funcdo nao-negativa e igual a zero se, somente se, as matrizes p e o forem idénticas.
Introduzimos também a informacdo mutua Ix.y(t) = Sx(t) + Sy (t) — Sxy(t) > 0, que
mede as correlagoes entre X e Y e pode também ser escrita da forma Iy.y = Dlpxy||pxpy]-

Usaremos essas defini¢oes ja consolidadas na literatura para fazer algumas manipulagoes e
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identificar distintas contribui¢oes na variagao da entropia do sistema:

Tr{p(t) (Inp(t) = In ps()pp) § = Dlp(®)llps(t)pf]

= = Tr{p(t) In ps(t)} — Tr{p(t) In p } — Sr(t)

= S(t) = Trp{pp(t) In pi} — Sr(t)

= 8(t) = Tre{pp(t) (I pp(t) — I pg(t) + Inpy)} — Sr(t)
= S(t) + Sp(t) — Sr(t) + Dlpp(t)||p)

= Is.z + Dlpe(t)]| ] (5.10)

Podemos reescrever a variagao da entropia do sistema da seguinte forma:

AS(t) = BQ + Dlp(t)lps(t)pr] = BQ + Ls.i + Dlpr(t)| o] (5.11)

Quando um sistema qualquer passa por um processo arbitrario a variacao de entropia
desse sistema pode ser separada em duas partes, uma devido a ocorréncia de processos

reversiveis e a outra devido a processos irreversiveis:
AS(t) = AS(t) + AS(1) (5.12)

onde A, S(t) é o fluxo de entropia para o sistema, que é a contribuigdo para a variagdo da
entropia devido aos processos reversiveis, e A;S(t) a producao de entropia que caracteriza
a irreversibilidade temporal do processo ocorrido. Esposito et al. fazem a seguinte iden-
tificaciio: A.S(t) = BQ e portanto A;S(t) = Dp(1)]|ps(t)px] = Dlpe(t)|pk) + Is.e. Ou
seja, para que nao haja produgao de entropia o estado do sistema no tempo t tem de ser
descorrelacionado do ambiente e o estado do ambiente ndo pode ter se modificado, nem

mesmo passar por estados sucessivos de equilibrio.

Facamos um breve estudo sobre a producao de entropia A;S. Para isso considera-

remos dois casos separados para que o significado dos termos fique mais claro:
1 pp(t) =p e Isp 0 — ASH) = Igp

Definindo S;(t) = Sr(t) — S(t) — Sg(t), que pode ser visto como uma espécie
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de entropia contida nas correlacoes entre o sistema e o ambiente, segue que:

S1(t) = S(0) + Sp(0) — S(t) — Sp(t)
= S(0) + Sp(t) — S(t) - S(t)
— —AS(t)
= B((He): — (Hg)o) = Is:s(t)

= —Isp(t) <0 (5.13)

onde foram usadas a hipotese que o estado do reservatorio nao se altera, a equacao
5.11 e a positividade da informagao mitua. Das manipulagdes acima conclui-se que
a entropia do sistema aumenta em um processo do tipo 1. sempre devido a producao
de entropia, visto que, devido as premissas adotadas, o fluxo de calor é nulo para
o reservatério. Ao mesmo tempo surgem correlacoes entre o sistema e banho com

“entropia negativa” tal que a entropia do universo se conserve.

2. Isu(t) = 0e pu(t) # pp = p(t) = ps(t)pe(t) e Si(t) =0
Sob a hipétese acima a expressao para a producao de entropia é dada por:
A;S(t) = Dlps(t)|| o]
= Trg {pe(t) (0 ps(t) — In p}) }
= Trg {pe(t) (I pu(t) — In pip) + pip In pfy — plp In plp }
= Trp {pp(t) n pi(t) — ph 0 p} — Tre { (pu(t) — pi) I pj) }

= —ASp - 3Q (5.14)
A variagao da entropia do sistema é dada por:
AS(t) = AS(t) + AS(t) = —ASE — BQ + SQ = —ASE (5.15)

ou seja, a entropia do sistema varia na quantidade oposta da entropia reservatério

tal que a entropia do universo se conserve.
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Em alguns casos é viavel calcular a taxa de producao de entropia ao invés da
producao de entropia em si. Essa, por sua vez, mantém a propriedade de ser também

nao-negativa. A taxa de producao de entropia é dada por:

AZS =AS — Zﬂr@r = dlS = S - Zﬂr@r (516)

dt

Calculemos S. Seja ps = Y5 pi | Wi X ¥x|, onde {|¥})} é base ortonormal. Portanto:
ds

- pelnp, = i > (pe Inpy + i) (5.17)
i k
Lembrando que pg obedece a equacao de Lindblad (X) segue que:
d
) Y 1\
b=y (Uklps| )

(;(‘I’k|>P5|‘1’k> <‘I’k|dps|‘1’k> <\Pk|p5<(;9t|\11k>>

= i (Up|Hsps|Vi) — i (V| [Hs, ps]| Vi) + (V| D(ps)| Vi) — i (Vi|psHs| W)

= (Ux|D(ps)| V) (5.18)
Logo:

— > {(U|D(ps) Vi) Inpy, + Trs{D(ps)}
k

— =3 (D) (Wil gl + T { D i1 |

= =2 (Wk[D(ps)[W;) (W;[In ps|Wy)
k:7j

== (W|D(ps) In ps|¥;) = — Trs{D(ps) In ps} (5.19)
k

onde da terceira para quarta linha foi utilizado que In pg é diagonal na base dos autoestados
de pg, que o traco de um comutador é nulo e que o traco de pg constante igual a um.
Retornando a expressao para a taxa de producao de producao de entropia temos:

L = Ty {Dlps) s}~ X 6. (520)

Para estados estacionarios da equagao de Lindblad D(ps) = i[Hg, ps| e portanto:

e D DL CE

Trs{D(ps)nps} =i Trg {[Hg,ps] lnpg} =
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que ¢ também evidente a partir da equagao 5.16, pois no estado estacionario a variacao da

entropia do sistema ¢ nula.
e Demonstragao que a entropia relativa é nao-negativa
Sejam p e o operadores positivos positivos tais que
p=SpliNil e o= alkKK
i i
com {|i)} e {|k)} bases ortonormais. Segue que:

D(pllo) = Tr{plnp — plno} =3 pilnp; — 3 {ilplnoli)

%

=Y pilup =Y (ilo( Y lng, ek 1)

i

= pilnp; =Y pilng (ilk) (ki)

= sz‘(lnpzzpzk 1H61k)
i !

(5.22)

(5.23)

onde usamos que In (Zk qk |k)<k|) = Y pIng |k)XE| e Py = (i|k) (k|i) > 0. Além disso
>or P = > Pik = 1. Da concavidade da fungao logaritmo vale que Y, Py Ing, < Inr;,

com r; = Y. Pixqr, € portanto:

Di T
D(pllo) > S pitn 2 = —p,n -

1

2 ()

Pi

(5.24)
(5.25)
(5.26)
(5.27)

(5.28)

Ou seja, D > 0. Bastou que p e o fossem operadores positivos. A desigualdade demonstrada

é um caso particular da desigualdade de Klein.
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6 Aplicacao no XXZ

No presente capitulo mostraremos como as ideias descritas anteriormente podem ser
aplicadas utilizando o modelo XXZ, que é um prototipo para diversos estudos nas areas de
informagcao quantica, mecanica estatistica de equilibrio e fora de equilibrio e termodinamica
quantica. Em alguns casos, o modelo apresenta solugoes simples que podem ser obtidas
manualmente com algum esfor¢co. Ademais, exibe interessantes efeitos e comportamentos
como retificacdo e transicoes de fase. Mostraremos que, no contexto do RIP, o modelo
pode funcionar em diferentes regimes de maquina térmica: motor, refrigerador e aquecedor.
Além disso, apresentaremos um resultado que indica uma separagao preferencial para
energia interna entre o sistema e o banho no RIP. Caso seja interpretado que parte do
trabalho necessario do agente externo para executar o protocolo ¢é feito sobre o ambiente,
entao ¢ possivel que haja producao de entropia negativa, o que viola a segunda lei da

termodinamica.

6.1 Dinamica do sistema e expressoes para calor e trabalho

6.1.1 Dinamica do sistema

Consideremos um sistema XXZ7 de N spins sujeito ao RIP acoplado ao ambiente
pelos spins da fronteira. Em cada intervalo do RIP o universo evoluira unitariamente
devido a acdo do hamiltoniano total Hr = Hg + H;, + Hr + Vi, + Vi, onde:

N hz N-1

Hs =3 50+ Z; ii1(07 074 + 0700 ) + Diia0707 0 (6.1)
=1 =

A
Vi =/ (0koh + ko) = % (6.3)
T
h,
H, = ?af, r=L,R (6.4)

onde o7, 0! e of sdo as matrizes de Pauli que atuam nao trivialmente somente no i-ésimo
spin. Sendo n um numero inteiro e 7 o tempo de cada interacao no RIP, o estado do

sistema no instante n7 é dado por:

ps(n) = Tr, {17 ps[(n — 1)7] @ ™7} (6.5)
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onde o trago ¢ feito sobre o n-ésimo ambiente. Utilizando a férmula de Baker-Campbell-

Hausdorff segue que:

‘ T2
PSn = Trn {pS,n—l ® Pn — ZT[HT7 LS n—1 & pn] - E[HTv [HTa PSn—1 & pn]] + }

= Trn {pS,n—l ® Pn — iTl/Q [UL + VR, LS n—1 ® pn]

1
[vr + VR, [vL + VR, psn—1 @ Pu)]

— T<i[HS + Hr+ Hp, psn—1 Q@ pn) + 5

+ 0(73/2)} (6.6)

onde foi denotado que pg(nT) = ps,,. Avaliaremos os termos separadamente para simplificar
a leitura.

Trn{[fULv Ps & pn]} = )\i/Q [UfpS Trn{"fﬂn} + Oﬁ/pS Trn{a%pn}
s T {paot} — pso? Trn{pna%}] —0 @)
Tr,{[vr, ps @ pal} = A’ lvi”’vps Tro{ogon}t + oXps Trn{okpn}

—pPsOy Trn{pnafz} — PSON Trn{pna?%}] =0 (6.8)

pois como p,, ¢ um estado de Gibbs, entao Tr,{o7%pn} = 0. A vista disso, a equacdo 6.6

nao contem termos de ordem 7/2. Analisemos os termos de ordem 7:

Tr,{[Hs + Hr + Hi, ps ® pal} = [Hs, ps] + ps Tra{[Hg, pul} + ps Tra{[Hw, pu]}

= [Hs, ps] (6.9)
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onde foi usado que o trago (total) de um comutador ¢ nulo. Utilizando que v} = 2\, (1 —
ojo}) temos:

Tr,{[vr, [vL, ps @ pul]} = Tra{vips @ pn — 20005 @ puvr, + ps @ puvi}

oA T, {(1 03015+ pspull — 007) — (0507 + oLolpspalohot + U%Ui’)}
200|200~ (s + pso) Tes{oi) = oot Te{ofnot) — ofpsot Tr{otaot)
— Vst Tru{olpuot) — olpsol Trulopuol)

= 2)|2ps — 01 psoi — oipsol +ifi(oyoips + psoio] + oipsal — aipsoy) (6.10)

onde foi definido que f, = Tr,{oip,} = —tanh(Brhr) e foram usadas as regras de
comutacio usuais das matrizes de Pauli. Introduzindo os operadores escada oi = (0¥ &

a?)/2 segue que:
Teo{[vr, [ve, ps @ pull} = 2Az [2ps — (0 +o1)ps(o7 +01) + (07 —o1)ps(oT —o7)
frllof +oy)(of — oy )ps + ps(of +o7)(0f —o7) + (o) + 07 )ps(of —o7)
~ (of = D )pslot + 7))
=2\, [2/)5 — 2(of psoy + o7 psol) + 2fL<{01_0f,p5} — {ofal_,pg} — 207 psoy
+201p50f>]
=—2) [(1 + 1) (207 psor — {ov ot ps}) + (1 = f1) (207 psoif — {Ufaiﬂs})]

= —2Dr(ps) (6.11)
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onde foi definido o dissipador

Di(ps) = AL {(1 + 1) (207 psoy — {ov ot ps}) + (1= f1) (207 psoi — {Ufffﬂps})]

Lyprt
k; (Fk pskFy’ — 5{sz F;ips}) (6.12)
com FF = /2L(1£ f1)of. Similarmente, temos que:
Trn{[vR7 [URv ps & pn]]} _QDR(/)S) (613)
onde .
Dr(ps) = Z (Fk PSF - 2{FlfTF1§7ﬂS}> (6.14)
k=
com FE = /28(1 £ fr)ox. Além disso, segue que:
Tr{[vr, [vr, ps ® pull} = 0 (6.15)

pois cada termo do tipo Tr,{vgvrp,} = Trp r{vrws, } Trnr{vLws, } se anula conforme
foi demonstrado nas equagoes 6.7 e 6.8 . Utilizando os resultados acima e retornando a
equacao para o estado quantico do sistema no instante de tempo n7 temos:

PSn — PSn—1

T - _i[HS7 pS,n—l] + DL(pS,n—l) + DR(pS,n—l) + 0(71/2> (616>

tomando o limite 7 — 0 obtemos a equacao de Lindblad que rege o estado quantico do

sistema:

d .
% = —i[Hs, ps| + Dr(ps) + Dr(ps) (6.17)

6.1.2 Na3o unicidade da dinamica de Lindblad

Gostariamos agora de tocar em um ponto muito importante deste trabalho que,
caso seja erroneamente analisado, pode levar a interpretagoes e conclusdes nao fisicas para
a dinamica regida por equagoes de Lindblad locais. A mensagem relevante desta secao é
que diferentes configuragoes do universo, ou seja, do hamiltoniano total Hy em conjunto
com o estado inicial das unidades auxiliares em cada uma das interacoes no RIP, podem
resultar na mesma equacao de Lindblad para o sistema. Veremos ainda na se¢do posterior
que, devido a essa nao unicidade da equacao de Lindblad, podemos ter valores diferentes
de calor inserido e trabalho feito sobre um sistema sujeito a mesma equacao de Lindblad,

de acordo com a configuracao do universo escolhida.

Como exemplo e objeto de pesquisa, consideremos o sistema descrito na subsecgao

anterior, governado pela equacao 6.17 e dissipadores dados pelas equagoes 6.12 e 6.14. De
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maneira mais explicita, lembrando que f;, = —tanh(5.h;/2), o dissipador que atua no

spin da esquerda ¢ dado por:

Drps) = M| (1 — tanh(BLhL/Q))(Qafpgal_ — {al_afﬂpg}) (6.18)

+ (14 tanh(@he/2) (207 psot — {oT o7, ps})]

Seja B; = kP e hy = hy/kp. O dissipador associado & esses novos valores de 31, e hy, é

exatamente igual ao dissipador anterior:

D) (ps) = Mo |(1 — tanh(ﬁLhL/{L/QmL))(20{“@90[ — {O‘fo,ps}) (6.19)

+(1+ tanh(ﬁ,;h,;/@,;/2/@;))(201_pg<7fr - {af’a; ps})] = Dyr(ps)

isto é, se a temperatura associada ao estado inicial das unidades auxiliares em cada etapa
do RIP e o campo magnético na direcao z aplicado aos spins dessas unidades forem
modificados de forma que f;, se mantenha fixo, segue que o dissipador associado a esse
banho nao sofrera nenhuma modificacao e, consequentemente, essa alteracdo no universo
nao resulta em um comportamento distinto do estado do sistema. A mesma analise pode

ser feita para o dissipador Dg(ps) que atua do lado direito da cadeia de spins, fazendo
/3}% = K,RﬂR (S th = hR/HR.

Desta forma, ressaltamos que dado que um sistema obedece uma equacao de
Lindblad local, em geral nao se pode afirmar qual o ambiente entrou em contato com o
sistema e qual foi a dindmica unitéria sob a qual o universo (S + E') evoluiu tal que, como
resultado, o sistema fosse regido pela equacdo de Lindblad. A esse fato, nos referimos como
a nao unicidade da dinamica de Lindblad local. Como adiantado no primeiro paragrafo
desta subsecao, diferentes configuragoes do universo podem estar associadas a também
diferentes valores de calor inserido e trabalho realizado sobre o sistema. A partir disso,
conclui-se que a equagao de Lindblad nao contém toda a informagcao relevante para o
estudo da termodinamica e dos fendomenos de transporte no contexto de sistemas quanticos
abertos e, portanto, deve-se levar em conta a dinamica do universo para se ter acesso a
algumas grandezas fundamentais no anélise da (ir)reversibilidade do processo, célculo da

performance ou rendimento da maquina, etc.
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6.1.3 Expressoes para calor e trabalho

A partir das expressoes obtidas no capitulo 3 para o calor e trabalho feitos sobre o
sistema submetido ao RIP, examinaremos os diversos regimes de funcionamento do XXZ:
motor térmico, refrigerador e aquecedor. Tais regimes serao analisados considerando os
banhos e interagoes sistema-banhos regidos pelos hamiltonianos expressos nas equagoes
6.1-6.4. Da equacao 4.10, o calor que flui por unidade de tempo do r-ésimo reservatério

para o sistema durante o intervalo 7 caracteristico do RIP ¢ dado por:

Qr=—"Tr { (errvr) - ;{vf, Hr})ps ® W5T} (6.20)

Para r = L temos:

h C i z x X 4 z
Or= -\ T { [;@of + olo)o3 (%0t + oot — hu(o, — o-1>] ps @ wﬁL}

1 . )
= Aehe|(fi = (7)) = 5 Tel(0F 070 + iofoiotol — iotaiotor + oloiot)ps @ ws, }]

= Achr |(fr = (01)) = Tr{(o1 — 0L )ps € ws, }]

= 2Achi(fr — {o1)) (6.21)

Similarmente, para r = R temos que Qg = 2Aghr(fr — (0%)) Para calcular o
trabalho por unidade tempo realizado sobre o sistema em uma etapa do RIP devido a

acao do agente externo associado ao r-ésimo ambiente utilizamos a expressao (X):

. 1
W, =Tr { [’UT(HS + H,)v, — 5{1}3, Hg + Hr}] pPs X wgr} (6.22)

para r = L, ja usando que a contribuicao devido aos termos do hamiltoniano do sistema
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que comutam com vy, é nula, temos:

1 h
Tr{ [v,,HSfW — §{vf, HS}}pS ® WBT} =\ Tr { le (ou,z(afa;: +o0{0y) + Ay 20i05 + 210f> VL,
1 h
- 2{ a1 2(080% + oloy) + Ay aoios + ;of}]ps ® wﬁL}

h
=\ Tr { l(afaf + oloy) (al,g(afag + olod) + Ay 20505 + ;ﬁ) (o507 + a¥ol)
z z r T vy z 4 hl 4
— 1 =o0pof, (0705 + 0i03) + A 20705 + 501 (|Ps ® way,

=\ Tr { [am (afag +ojololoy + ofoioloy + ool oiol + olojoloy + olofolol

h
y x _x Y Yy T _z & T Y x_z Y Yy x Y 2z _x Yz Y z 1
+op070705 + 0102) + (010101 +o707070(01 +010.0{0,0] + 010101) <A1,202 + 5

T T y_y z _Z z Z _Z z
— 21 9(0705 + 0{03) — 201 90705 — hio] + 20 50705 + hlaL} pPs ® WBL}
— xr T - 2 Y T y_ Yy -z T Y -z Y T T T
= Ir { [011’2(0'10'2 +107010y — 0105 +10,0,05 — 10,0105 — 010,

z _x Y

—io;0708 + {0y — 20705 — 20705) + 401 2(0] — 07)05 + 2hy (0] — af)] ps ® WBL}

= 2>\Lh1(fL - <0'f>) + 4)\LfLA1,2 <(T§> — 4)\LA1,2 <(Tf(7§> - 2)\L()’,172 <O"1T(T§ + 0'31/0'3>
(6.23)

O termo restante na expressao de Wy, é igual & —Q. Fazendo uso da equacio 6.21 segue
que:

Wi =220 [(hy = hi)(fr = (05)) + 2812(f1 (05) — (0703)) — @12 (0f05 + olol) | (6.24)
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Similarmente temos que

Wn = 22 (b = ha) (fn = (73)) + 2810 (fr (0510 — (070 )

—aN_1N <O‘TN_10"}<[ + a%”v_la?\,” (6.25)

A partir das expressoes para a taxa com que calor flui para o sistema e a taxa com que é
realizado trabalho sobre o sistema, foram feitas anélises do estado estacionario da equagao
6.17. Observamos diversos efeitos e obtivemos uma gama de resultados que explicitaremos
nas proximas paginas. Para encontrar o estado estacionario da equagao de Lindblad foi

efetuado o procedimento descrito no apéndice A por meio software Mathematica®.

6.2 Resultados

Diversos resultados interessantes e inéditos foram obtidos. Essa diversidade é
consequéncia de que foi possivel através do software Mathematica® obter analiticamente o
estado estacionario do sistema de interesse em func¢do dos parametros do hamiltoniano
total do universo. A quantidade de parametros livres variou em cada um dos estudos
realizados. Quanto mais parametros livres mais livre fica o programador para depois testar

valores especificos dos parametros e, possivelmente, observar efeitos e resultados relevantes.

6.2.1 N=3, h n3o-graded

Consideremos uma cadeia XXZ de trés spins com hamiltoniano dado por

Hs = 207+ 203+ b3+ aloof +otod) +a(3os + obod) + (A4 )0 + (A~ d)ojos

(6.26)
sujeita ao RIP com interagoes e hamiltoniano dos banhos dados pelas equacoes 6.2, 6.3 e
6.4. Com o intuito de reduzir o custo computacional, fazemos as escolhas de parametros,
a principio arbitrarias, « = d = 1, h = A = 0 e os parametros dos banhos A\p = A\, = 1,
calculamos o estado estacionario do sistema e, por conseguinte, as taxas de insercao de

calor e realizacao de trabalho em ambos os lados da cadeia de spins:
Qr = [2h,(1521e7 4 3562¢*70 4 161701 4 641927 t0rkA . 35300 he tOrh
— 6419¢PLhit26rhR + 1521e38che+26rhr _ 35620PLhi+38rhE _ 1591 02PLhL+36RrhR

— 152175 — 356265 — 1617€%770)| [12009¢721: 4 12331*110 4 39935010
4+ 3741565LhL+ﬁRhR 4+ 36829625L’LL+BR1LR + 12331635Lh'L+BRhR i 3682965LHL+2BRhR
+ 3741562[5LhL+2/3RhR + 1290963[§LhL+2/3RhR + 123316ﬁLhL+3ﬂRhR 4 1290962/3LhL+3/‘thR

+ 4563¢3PLhet30rhR 4 129096 7 12331 e2PRMR 4 399330rMR 4563] o (6.27)
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Qr = [2h3(1521€’3LhL + 3562621 4 161711 4 64191 hetRMR 4 3562¢3rN PR
— 6419ePrhet28rhr | 1591 3PLh+26rhR _ 35600 Lht38RrhR _ 1591 2PLhr+36RhR
— 1521787 — 3562¢27-M % — 1617655 ) | [12009e7Me + 1233162080 - 39936300
+ 374151 HOrhn y 36820 L tinhn 19331 eBPLhitARhr | 368290 2R R
+ 37415 hit20rhn 4 1290930 hit20rhn 4 19331 efLhet30rhr 1 12909e? Ll t30rhr

+ 4563¢30hit30rhR 1 19909eP7Mr 12331 ¢%PrhR 4 3993¢3rMR | 4563] o (6.28)

Wy, = [2(eﬁLhL — ¢Prhr) (33(49h, — 80)e®Ptht 4-13(391hy, — 240)e”r"t + (5179hy, — 5600)e’Lhe
+ 16681 h e thitPrhr 166811 e rhit2Prhr 1 1521 by e3PLhet30rhr 4 13(391h,
— 240)e3heT20rhi 4 133910 + 240)e2Prhet30rhr 4 (51798 — 5600)e3L e tPrhn
+ (5179hy, + 5600)e LM 38rhr L (1677Th, — 8240)e2PrhitPrhr o (16777h,
4 8240)e Lhet2rhr 4 33(49h, + 80)e® 7 R 4 13(391hy, + 240)e 7R 4 (5179
+5600)e*’% % 4 15210y )| [(e75 4 1)(e75"% + 1)(121€7 4 1177 t0rhx 4 121050
+ 117)(70ePEe 4 33¢2PLhe - 136 nhethrhn y q0e2Prhitirhn 4 q0efrhet20rhn

-1
+ 39¢2Phet2BrhA 4 70ePRNA 4 33e20RMR 4 39)] (6.29)

We = — [2(65m — ePRNR) (16681 hpelLhitOrhn | 16681k pe2PLhit2Babn 4 1591 pefLhi+3fnhn
+ 13(391hg — 240)e?Prhe+28rhr 4 13(391hy + 240)e?LheT30rMR 4 (5179hp
— 5600)e*Prhitbrhr (5179, 4 5600)eLhe+30rhz
+ (1677Thy — 8240) e LhetPrln 4 (1677Thy 4 8240)ePLiet20rhr 4 33(40h, — 80)e3 it
+ 13(391hg — 240)e’"e 4 (5179hg — 5600)e?P2" 4 33(49hg 4 80)e®7 '~ 4 13(391hp
+240)e%"% 4 (5179hp, + 5600)e275 % 4 1521hp) [ [(e721 + 1)(e?*h# + 1) (1217
+ 117ePrhtPrhr 4 191ePrhR 4 117)(70e LM + 332PLhe 4 136 1he +orhR

| 70eXPLhitBrhr | 70 ALhit2Brhr | 50,28Lhit28rhR | T0oPrhR | 33.28rhR | 39)] !
(6.30)

O primeiro resultado que queremos mostrar ¢ a existéncia de diversos regimes de

funcionamento do sistema dependendo da escolha de parametros do universo.

Na ideia de ciclo termodinamico esta implicita a necessidade de que um sistema,
apos sofrer um dado processo, tem de retornar ao estado inicial no final do processo
para que seja caracterizado um ciclo. Como dito no paragrafo inicial desta se¢do, nossos
resultados sao calculados no estado estacionéario da equagao de Lindblad que rege o sistema
e portanto a nocao de ciclo termodinamico se aplica apesar de que o ciclo estudado, no
contexto do RIP, tem duragao 7 — 0. Aproveitando da discretizacao feita no RIP, as

quantidades relevantes para nosso estudo, naturalmente, sao o calor inserido no sistema e
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o trabalho feito sobre este em um intervalo 7 caracteristico do RIP, desde que o estado
estaciondrio ja tenha sido atingido. O funcionamento de cada um dos ciclos termodindmicos

nao foge das nocoes basicas de maquinas térmicas ensinadas aos alunos do ensino médio:

o Refrigerador: consome trabalho para transferir calor da fonte fria para a fonte quente.
W >0,Q0>0eQu<0;

o Motor: tira calor da fonte quente, transforma parte em trabalho e rejeita calor na
fonte fria. W <0, Qe < 0e Qy > 0;

o Aquecedor: consome trabalho e transfere calor da fonte quente para a fonte fria.
W >0,Qc<0eQu>0;

« Regime nao-convencional (N.C.): consome trabalho e rejeita calor em ambas as
fontes. W > 0,Qc <0e @y <0.

0.25

Refrigerador

N.C
Aquecedor

0.15
Motor

-0.15

‘ Qr
: B
i F
-0.25
-0.1 0.4 0.9 14 1.9
hr,

Figura 2 — Qr, Qr, W e F em funcido do campo h; do spin do banho a esquerda na
cadeia unidimensional do XXZ com hamiltoniano 6.26 e pardmetros a = § = 1,
h = A = 0. ParAmetros dos banhos: \g = A, =1, hg =02, 8 =2e fr =9

Na figura 2 os parametros foram escolhidos de tal forma que ficassem evidentes cada um
dos quatro regimes de funcionamento do sistema. Sendo [, < i segue que a fonte quente
é 0 banho do lado esquerdo. E possivel observar que para que seja transferido calor da
fonte fria a fonte quente é necessario que haja realizacao de trabalho sobre o sistema, o
que estd de acordo com a segunda lei da termodindmica. Isso fica evidente na figura 3,
onde a partir da equagao 5.21 foi calculada a produgado de entropia no sistema em funcao
de hy. A segunda lei da termodinamica é satisfeita e, nao surpreendentemente, a produgao
de entropia é nula quando f; = fr, ou seja, quando hrBr = hB1. Nesse caso especifico,

todos os fluxos sao nulos no estado estacionario.
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hr,

Figura 3 — Producéo de entropia S em funcio do campo hz, do spin do banho & esquerda na
cadeia unidimensional do XXZ com hamiltoniano 6.26 e pardmetros a = § = 1,
h = A = 0. ParAmetros dos banhos: A\g = A, =1, hy =02, 8, =2e fr =9

Por si s6, a demonstracao de que um sistema tao pequeno e com interagoes tao
simples pode apresentar diversos regimes de funcionamento ja é surpreendente. Contudo
este nao € o Unico efeito nao trivial observado: constatamos a existéncia de retificacdo de
calor, mudancas nos regimes de funcionamento do sistema sob inversao das temperaturas
ou sob a inversao fr <> fr com kK ou kg, definidos na subsecao 6.1.2, diferentes da
unidade e existéncia do fenomeno one-way street para fr, e fr arbitrarios, diferentemente
do resultado j& demonstrado em [9], que mostra a existéncia desse efeito em cadeias de
spins muito gerais porém com a restricdo de que f;, = f = —fr. Para o hamiltoniano
6.26, fazendo a escolha de pardmetros a = § =1, h = A = 0 e parametros dos banhos:

AR=Ar =1, hg=0.2, fr =2 e fr =9 a corrente de energia é dada por:

160(6,3LhL _ eﬁRhR)Q
(eBihe 4 1)(ePrhn 1 1)(121ebhe 4 117ePrhitBrin 1 121ePrhn 4 117)

F=- (6.31)

Da expressao acima é simples observar que trocar f;, por fr de maneira arbitraria,
ou seja, fazer f;, — KrBgr, h — hr/kgr, Br — K1LBL € hg — hp /KL, ndo altera a expressao
da corrente de energia. Essa invaridncia caracteriza o fenémeno de one-way street. Evidente
que nao fizemos uma demonstracao da existéncia desse efeito num contexto tao geral tal
como feito em [9]. Simplesmente mostramos que para uma dada escolha de pardmetros
especifica esse efeito existe. Todavia, acreditamos que o fenémeno exista em um contexto

mais geral e, portanto, este tema serd objeto de futuras investigagoes.

Na figura 4 observa-se a mudancga de regimes sob a troca de f;, com fg, a existéncia
do one-way street e a retificagdo de calor. A retificagdo de calor é vista através da
comparacao de QQ;, com Qr ou de Qr com Q). Agora, por que ndo comparar as taxas

de insercao de calor do mesmo lado sob inversao, por exemplo, ;, com ;7 A razao é
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Figura 4 —
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(acima) Qr, Qr, W e F em funcio do campo ki, do spin do banho & esquerda na
cadeia unidimensional do XXZ com hamiltoniano 6.26 e pardametros a = § = 1,
h = A = 0. Parametros dos banhos: \g = Ay, =1, hg = 0.2, f =2 e g = 9.
(abaixo) Q L, Q R, W e F em fun¢ao do campo hj, do spin do banho a esquerda
na cadeia unidimensional do XXZ com hamiltoniano 6.26, e foram escolhidos
kr, = 0.1 e kg = 2. No presente contexto, se uma func¢do f = f(6r,hr, Br, hr)

entdo f = f(krBr, hr/kr, k0L, h/kKL)

simples: a quantidade de calor que sai da fonte quente(ou fria) quando a conectamos no

primeiro spin da cadeia deve ser comparada com a quantidade de calor que sai da fonte

quente(ou fria) quando a conectamos no tltimo spin da cadeia para sabermos se o sistema

se comporta de maneira diferente sob inversao das fontes. Na nossa notagao, quando ocorre

a inversao, sao "as fontes que se movem'"e portanto, se inicialmente )7, é o calor inserido

da fonte quente, sob a inversao f; <> fr que fazemos, Qr passa a ser o calor inserido

pela fonte quente. Caso, ao invés de inverter as fontes, estudassemos o efeito de trocar o

primeiro spin da cadeia pelo ultimo, o segundo pelo pentltimo, etc, comparariamos o calor

que é inserido do lado esquerdo antes e depois dessa troca para quantificar a retificacao de
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calor.

Para o hamiltoniano 6.26 com mesmos parametros usados para plotar a figura
4 entretanto fazendo a inversao fr <+ fr com Kk = kg = 1, resulta que Qp = Qg e
Qr = Qr, ou scja, nao h4 retificacio nesse caso. Mais uma vez, isso demonstra que ao
estudar a equacgdo de Lindblad devemos estar atentos ao processo sob o qual o sistema foi
submetido, para entao, como resultado, obedecer uma equagao de Lindblad. Na situacao
deste paragrafo ¢ a do pardgrafo anterior o sistema obedece exatamente a mesma equagao

de Lindblad mas, sob a perspectiva da termodinamica, apresenta diferencas significativas.
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Figura 5 — (acima) Qr, Qr, W e F em funcio do campo hy, do spin do banho & esquerda na
cadeia unidimensional do XXZ com hamiltoniano 6.26 e pardmetros a = § = 1,
h = A = 0. Parametros dos banhos: A\g = Ay =1, hg = 0.8, f =2 e g = 9.
(abaixo) Qr, Qr, W e F em funcao do campo h;, do spin do banho & esquerda
na cadeia unidimensional do XXZ com hamiltoniano 6.26. No presente contexto,
se uma funcao f = f(Br, hr, Br, hr) entdo f = f(Br, hr,BL, h1)

Na figura 5 mostramos a diferenga no comportamento do sistema sob inversao
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somente das temperaturas, isto é, fazemos 3, <> Sr e nao modificamos hy, e hg. Sob a
otica da equacao de Lindblad, esse procedimento parece um pouco estranho pois trocando
somente as temperaturas, em geral, implica na mudanca de f; e fr de forma distinta a
simples inversdo fr <> fr. Contudo, fisicamente ¢ interessante saber como se comporta o
sistema sob inversao somente das temperaturas ja que esse tipo de troca é perfeitamente
imaginavel em um experimento em laboratério. Nessa figura é nitida a mudanga de regimes
sob inversao das temperaturas. A mudanca na corrente de energia e nas taxas de inser¢ao

de calor e realizacao de trabalho podem ser vistas na figura 6

-0.1 0.4 0.9

Figura 6 — Qr—Qr, Or—Qr, W =W e F—F em funcio do campo h;, do spin do banho &
esquerda na cadeia unidimensional do XX7 com hamiltoniano 6.26 e parametros
a=0=1,h=A =0. ParAmetros dos banhos: A\g = \;, =1, hg = 0.8, B, =2
e Br = 9. No presente contexto, se uma fungdo f = f(8z,hr, Br, hr) entdo

f = f(ﬁR? hR7 BLa hL)

Consideremos agora a situagao, corriqueiramente estudada, em que fp = f = — fg.
Nesse caso, segue das defini¢oes de fr, e fr que Srhr, = —Prhg, ou scja, somente trés
desses parametros sao livres. Além disso, para se manter a positividade das temperaturas
inversas (1, e Or, necessariamente, os campos hy e hg tem que ter sinais distintos. Isso
tém de ser considerado ao avaliarmos, por exemplo, a taxa com que ¢é realizado trabalho
sobre o sistema em fung¢ao do campo hy. Seja 6.26 o hamiltoniano do sistema sujeito ao
RIP com interagoes e hamiltoniano dos banhos dados pelas equagéoes 6.2, 6.3 e 6.4. Sob
essas condigoes, calculamos o estado estacionario do sistema e, por conseguinte, as taxas

de inser¢ao de calor e realizacao de trabalho em ambos as extremidades da cadeia de spins:
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QL= [27fa2hL((72 +6%)? (819" — 18y%(2f? — 3)(6% + A?) + (3 — 2f%)%(6* — A?)?) + ab(72¢?
+ 3A2 +46%(5f2 +9)) + (v + 0%)(2167* — 372 (462 (f* — 9) + A*(16 2 — 27)) — (2f?
— 3)(A* + 454 (24 1) + 62 A%(13 — 4f2))) + 2a*(999* + 72 (20% (T2 + 48) + 3A2(5 — 2/?))
— 38 A%(f* — 4) + 0" (2f* — 6° + 15)) + 90°)| [0 (8177 + BA® + §2(20f* + 39)) + (+°
+0%)2(819° + 7*(61(27 — 8F") + 20 A*(8f" +9) + A(27 — 8f1) + 97" (2f* + 9)(6* + A?)
= (2f* = 3)(0% = A%)(0" + A%)) + 20°(1357" + 39*(70°(f* 4 6) + A*(T — 2f7))
+OPAP(17 = 3f2) + 64 (2f* = 3f2 + 21)) 4+ 20" (2077° + v*(6%(291 — 7?) 4+ 3A%(26 — 7/?))
+ (=AY = 3) + 0N (=8f1 = 162 +107) + *A%(4f" — 37/ +104)) — 5*(AY(f* - 3)
+ 0N A+ P = 11) = 262 AP (211 — 9 + 14))) + P (77 + 6°)(2974° — 394 (87(22% — 105)
+20%(2f% = 33)) + 7*(61(20 /1 — 44f% + 111) — 46°A*(6f + 2f* — 33) + A'(4f* - 20/?
+33)) +0%(4f" — 107 + 13) — 25 A2(AF1 — 14f7 4+ 1) + A AF! — 18f7 +25)) +9a']

(6.32)

Qr=— [2vfa2hR((v2 + 0728171 — 1892(2f% = 3) (8% + A%) + (3 — 2f?)*(6* — A?)*) + a®(729”
+ 3A% 4 45%(5£% 4 9)) + a?(72 + 0%)(2167" — 372 (4% (f2 — 9) + A% (16 % — 27)) — (2>
—3) (A 454 (2 4+ 1) + 82A%(13 — 4f%)) + 2a*(999* + 2(26%(Tf? + 48) + 3A%(5 — 2f))
= 382 A%(f2 — 4) + 0'(2f" = 67 +15)) + 90°)| [0 (8177 + BA? + 62(20£* + 39)) + (77
+ 6%)2(817° + 42 (6" (27 — 8f") + 267 A%(8f +9) + AN (27 — 8f1)) + 99 (2% + 9) (6% + A?)
— (27 = 3)(6% — A?)2(8% + A?)) + 2a5(1359* + 372(T8%(f* + 6) + A*(7 — 2f7)) + 6°A*(17
—3f) + 0 (2f* — 324 21)) + 2a* (20795 + *(62(291 — T£?) + 3A%(26 — 7£?))
+ Y2 (=AY = 3) + 0 (=8f* — 162 + 107) + 62 A% (4f* — 37f% +104)) — S*(A*(f* - 3)
+ O A4S 7= 11) = 202 A% (21 — 92+ 14))) + &P (7P 4 6%)(2977° — 394(6%(22f% — 105)
+2A%(2f% — 33)) +42(6*(20f* — 44 1% + 111) — 4582 A2%(6f* + 22 — 33) + A*(4f* — 202
+33)) + 0°(4f* — 107 + 13) — 28 A2(Af* — 14f7 4+ 1) + P AH(AF* — 18f7 4 25)) + 90|

(6.33)
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Wy =— [2 f®y(9hpa® + (hp (7292 + 4(5f% 4+ 9)0° + 3A%) — 12f5A%)a’ + 2(2f5(9v* + 2(50
—6f2A%)2 + 5 — AT = 2(f? — 3)0%A?) + hp (997" 4 (2(7f% + 48)6% 4+ 3(5 — 2fH)A?)H?
+ (2f* = 62 +15)0* — 3(f* — )02 A%))at + (72 + 6*) (45 (547" + 3232 +T7)0% + (5
—6f)A)Y +2(f2+2)8* + (1 — 2f2)A* + 1362A%) + hp (2169 — 3(4(f* — 9)6* + (16 f2
—2T)A%)y" — (2% = 3)(4(f? + 1)8* + (13 — 4f)A%5* + AY)))a® + (v* + 6%)*(he (817
—18(2f% = 3)(0% + A%y + (3 — 2f%)*(8% — A%)?) — 4f5(=817" + 18((f* — 2)8* — f2A%)y?
+(2f% = 3)(6% — A?)?)) — h(9a® + (727 + 4(5f2 + 9)8* + 3A%)a® + 2(999* + (2(7 2
+48)6% + 3(5 — 2fH) AN + (2f* — 6% + 15)6* — 3(f* — 4)6°A%)a* + (v* + 67)(2167*
—3(4(f% — 9)0% + (162 — 27)A?)y? — (2% — 3)(4(f* + 1)6* + (13 — 4 A%5% + AY))a?
+ (7 + %) (817" — 18(2f = 3)(0% + A%)7* + (3 — 22)*(5% — A%)%))| [9a' + (81
+ (202 + 39)02 + 3A%)a® 4 2(1359* + 3(7(f% + 6)0° + (7 — 2f)A?)Y* + (244 — 32
4 21)6% + (17 — 3262 A%)a’ + 2(207+° + ((291 — 72)6% 4+ 3(26 — Tf2)AD)y* + ((—8f*
— 162 +107)0% + (4f* — 372 + 104)A%% — (f* — 3)AY)2 — 2((4f* + > — 11)6*
—2(2f* = 9f% + 14) A6 + (f2 — 3)AM))a* + (v + 6%)(2977° — 3((22f? — 105)5?
+2(2f% = 33)A%)y* + ((20f* — 44 + 111)6* — 4(6f* + 2f% — 33)A%6% + (4f* — 20>
+33) AN + (4f1 — 102 +13)0° + (4f* — 182 +25)52A* — 2(4f* — 141 + 1)5*A?)a?
+ (72 4 628195 + 9(2f2 + 9)(8% + A%)y* + (27 — 8f4)6* + 2(8f* + 9)A%6% + (27
—8FHAY)? — (2 - 3)(8 — A8 + AY)] (6.34)
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Wg = [2 [y (9hpa® + (hr(727% + 4(5f% + 9)0° + 3A%) — 12f6A%)a’ + 2(2£5(9y* + 2(56

—6f2A%)? + 5 — AT —2(f* — 3)0%A%) + hr(997* + (2(7f% + 48)6% + 3(5 — 2f?)A?)H?
+ (2f* = 62 +15)6* — 3(f2 — 4)6%A%))a* + (72 + 62) (4 f5(547* + 3(2(3f% + 7)5?

+ (5 = 6fHA)YE+2(f2 +2)0% + (1 — 2f2)A* + 136°A%) + hr(2167" — 3(4(f? — 9)6?

+ (16f% = 27)A%)y* — (2f% = 3)(4(f* + 1)§* + (13 — 43 A% + AY))a? + (77

+ 622 (hr(814* — 18(2f2 — 3)(6 + A%)Y? + (3 — 2fH)2(6% — A?)?) — 4f5(—814*

H18((f2 = 2)0° = f2A%)Y? + (21 = 3) (6" — A%)?)) — h(9a® + (727° + 4(5f% + 9)8”
+3A%)a’ 4+ 2(999* + (2(7f2 +48)6% +3(5 — 2f) A% + (2f* — 6% 4+ 15)5* — 3(f?

— DA + (V7 4 67)(2167" — 3(4(f* — 9)0 + (162 — 27)A?)y* — (22 — 3)(4(f?
+1)8* + (13 — 4£%)A%0% + AM))a? + (72 + 2)* (819" — 18(2f% — 3)(8* + A?)y* + (3

= 2f7)2(0% = A%)?)))][90° + (8197 + (202 + 39)8% + BA%)a® + 2(135y" + 3(7(f* + 6)5
+ (7 = 2fH A%+ (2 = 32 +21)6" + (17 — 3f%)52A%)a® + 2(2071° + ((291 — 7f%)5?
+3(26 — TfHA)Y 4+ ((—8f* — 162 +107)6* + (4f* — 37 + 104)A%5% — (f2 — 3)A*)H?
— O2((4f* + f2 = 11)6* — 22f* — 9f2 + 14)A%5% + (f2 — 3)AY))a* + (72 + 6%)(2974°
—3((22f% — 105)6% + 2(2f% — 33)A%)y* + ((20f* — 442 + 111)0* — 4(6f* + 22 — 33)A?5?
+ (4f* = 20f2 + 33) ATy 4 (4f* — 107 4+ 13)0° + (41 — 182 + 25)52 A" — 2(4f* — 1447
+ 1D)F*AY A + (72 + D)2(819° +9(2f% + 9)(6% + A%yt + (27 — 8f*)5* 4 2(8f* 4 9)A?H?

+ (27 = 8fHAY) — (2f7 — 3)(8 — AN (8 + A%)] (6.35)

Nas figuras 7 e 8, para uma configuracao especifica do XXZ, plotamos a corrente de energia
e as taxas com que ¢é inserido calor e realizado trabalho no sistema em funcao do pardmetro
simétrico de acoplamento A. Comparamos, similarmente as se¢oes anteriores, com o caso
em que se faz f — —f, lembrando que existem infinitas maneiras de se fazer essa mudanca:
basta fazermos hy, — —hy, fr — KrBr € hg — —hgr/kg, onde kg € (0,00). E interessante
notar a existéncia de retificacdo sob a inversao feita. Por exemplo, a taxa de insercao de
calor pela fonte fria, Qx no grafico a esquerda da figura 7 e Qg no grafico & direita, sofre
uma variacao abrupta frente a mudanca feita: para o sistema pos inversao a taxa com
que é inserido calor pela fonte fria se aproxima consideravelmente de zero. Além disso,
mais uma vez fica claro que ndo ha nenhuma inconsisténcia termodinamica no fenémeno
de one-way street, também presente nos resultados em questao, pois embora a corrente
total de energia nao varie sob a inversao f — —f tal que de fato haja fluxo de energia da
fonte fria para a fonte quente em algumas situagoes, é necessério realizar trabalho sobre o

sistema para que isso acontega, de forma que a producao de entropia seja nado-negativa.
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-10 10

Figura 7 — (esquerda)QL, Qgr, W e F do acoplamento A do hamiltoniano 6.26 e pa-
rametros 0 = 1, h = 0 e a = 2. Parmetros dos banhos: A\p = A\ = 1,
hrp = —0.5, fr = 10, hy = 1 ¢ B, = —hgPr/hy = 5. (direita) Qr, Qr, W
e F em funcio do acoplamento A do spin do hamiltoniano 6.26 e foi esco-
lhido rz = 10. No presente contexto, se uma funcio f = f(hy, Br, hr) entdo

[ = f(=hr,krBr, —hr/KR)

-10 5 0 5 10

A

Figura 8 — Q1 — Qr, Qr — Qr, W — W e F — F do acoplamento A do hamiltoniano 6.26
e parametros 6 = 1, h = 0 e a = 2. Parametros dos banhos: \g = A\, = 1,
hr = —0.5, Br = 10, hy = 1 e f, = —hrfBr/hr = 5. kg = 10. No presente
contexto, se uma funcio f = f(hy, Br, hg) entdo f = f(—hr, krBr, —hr/kR)

Reiteramos que existem diversos contextos possiveis para que um sistema, pelo
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menos sob o RIP, obedega uma mesma equacao de Lindblad e, com o objetivo de fixar e dar
a devida importancia ao assunto, exibimos as figuras 9 — 12, que mostram o comportamento
do mesmo sistema estudado nas figuras 7 e 8. Nesse novo cendrio, escolhemos kr = 100 nas
figuras 9 e 10 e kg = 0.1 nas figuras 11 e 12. Novamente, ¢é possivel observar o fenémeno de
one-way street e a existéncia de retificacdo, sendo o tipo de retificagdo distinto dependendo
da escolha de kgr. Tal como na figura 7, a taxa com que calor é inserido pela fonte fria
no sistema da figura 9 vai a valores proximos de zero quando ¢ feita a inversao f — —f
em questao. Essa atenuacgao é ainda mais acentuada em comparagdo com a ocorrida na
inversao f — —f exibida na figura 7. No cenario da figura 11 o oposto ocorre. Sob a
inversio f — —f considerada, o médulo da taxa de insercdo de calor da fonte fria, Qg
no grafico a esquerda na figura 11 e Q, no grafico a direita, varia pouco se comparado a

variacao do modulo da taxa de insercao de calor da fonte quente.

-10 -5 0 5 10 -10 5 0 5

Figura 9 — (esquerda)Qr, Qr, W e F do acoplamento A do hamiltoniano 6.26 e pa-
rametros 6 = 1, h = 0 e a = 2. Parmetros dos banhos: A\p = A\, = 1,
hR = —0.5, BR = 10, hL =1le BL = —hRﬁR/hL = 5. (direita) QL, QR, V~V
e F em funcio do acoplamento A do spin do hamiltoniano 6.26 e foi esco-
lhido kg = 100. No presente contexto, se uma fun¢ao f = f(hy, Br, hg) entao

f = f(=hg,krBr, —hg/kR)

10
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Figura 10 — Q; — Qr, Qr — Qr, W — W e F — F do acoplamento A do hamiltoniano 6.26
e pardmetros 0 = 1, h = 0 e a = 2. Pardmetros dos banhos: A\g = A\, = 1,
hg = —0.5, Br = 10, hy =1 e B = —hgrBr/hr = 5. kg = 100. No presente
contexto, se uma funcao f = f(hr, Br, hg) entdo f = f(—hr, krBr. —hr/kR)

-10 5 0 5 10 -10 5 0 5

Figura 11 — (esquerda)Qr, Qr, W e F do acoplamento A do hamiltoniano 6.26 ¢ pa-
rametros 0 = 1, h = 0 e a = 2. Parametros dos banhos: A\ = A, = 1,
hR = —0.5, ﬁR = 10, hL =1le 5L = —hRﬁR/hL = 5. (direita) QL, QR, VT/ e
F em funcio do acoplamento A do spin do hamiltoniano 6.26 e foi escolhido
rr = 0.1. No presente contexto, se uma funcao f = f(hr,Sr,hgr) entao

f = f(=hr,krBr, —hr/kR)

10
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Figura 12 - QrL—Qr, Qr—Qr, W =W e F — F do acoplamento A do hamiltoniano 6.26
e parametros 0 = 1, h = 0 e a = 2. Parametros dos banhos: A\ = A\, = 1,
hr = —=0.5, Br =10, hy, = 1 e 1, = —hgpPBr/hr = 5. kg = 0.1. No presente
contexto, se uma funcdo f = f(hy, Br, hr) entao f= f(=hr,krPRr, —hr/KR)

Sob o RIP considerado, quando o campo interno h da cadeia de spins é diferente
de zero, mesmo se restringirmos que f;, = f = —f, a corrente de energia sob a inversao
fr < fr pode variar. O caso limite onde a retificacdo é nula é caracterizado pela simples
troca de sinal da corrente sob a inversao considerada,isto €, a corrente se inverte juntamente
com os banhos. Consideraremos agora a situacao em que h # 0 para visualizar o efeito
de variacdo da energia sob inversao fr, <> fg: seja 6.26 o hamiltoniano do sistema sujeito
ao RIP com interacoes e hamiltoniano dos banhos dados pelas equagoes 6.2, 6.3 e 6.4.
Com o intuito de reduzir o custo computacional e, novamente, observar a variagao da
energia sob inversao dos banhos, fazemos as escolhas de parametros, a principio arbitrarias,
a =06 =h=A =1 e os parAmetros dos banhos A\g = Ay = 1, calculamos o estado
estacionario do sistema e, por conseguinte, as taxas de inser¢ao de calor e realizacao de

trabalho em ambos os lados da cadeia de spins:

Qr = —[2hy,(852e71: 4+ 176720 4 905¢39he 4 994 Lhitihn 4 466920 +Prhs
+ 2761835LhL+BRhR _ 46696BLhL+25RhR _ 994625LhL+25RhR + 85263BLhL+QBRhR
— 1767 Mt 0RN _ 020 t8Tkha _ 85905tk — 97612 R — 905¢3 R R )| (91317
+ 8810e20rhr 4 2807e%Prhe 968946 rhitBrhr | 965692 rhtBrIE | 8699e3ALhLtBRrhR
+ 2656965LhL+2/3RhR + 2689462/3LhL+2ﬁRhR + 9013635LhL+2ﬂRhR + 88106/3LhL+3ﬂRhR

+ 9131e?Prhet3Brhr 4 3194e30rhe438rhr 4 0()13ePRhE 1 8692¢20RMR 4 28073 RhA 3124] -
(6.36)
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O = [th(85QeﬁLhL + 1767e*1he - 905¢31he 4 994elrhitPrhn | 46692 LhitPrhn
4 2761e3Prhe+Brhr _ 4669PLhe+26rhR _ 9Qe2Brhr+20rhR + 852¢3Prhi+26rhR
— 1767 Lt 80mhn  gre2Puhetaisha _ g5pelha — o761* M — 9053 %) | [9131¢ e
+ 8810e*7the 4 28071t + 268947 TFIRIR 4 265692 1 HRME 4 86023 LNt onhR
+ 26569¢ 1 H20rNR 96894 E it 2PrhR 4 0133 et RIR 4 881 (e 1 e 3PN R

+ 913120rhe438rhr | 3194630rhit30rhr 4 9(13e0RMR 4 8692¢2PrMR | 98()7e3PrMR 3124] -
(6.37)

Wy, = [2(%’% — ePRMRY((905h — 2373)e*PLhE 1 (2619h, — 9901)ePLhE 1 (2672h; — 8570)e 1he
+ 284(3hy, 4 7)ePPrhit2Brhr (96198 + 4663)e2 it 2Prhr (26720, + 3226)e Lhit2OR1R
+ (2761hy, — 1379)e3PLhe 8RR 1 (8335h, — 9729)eLhi+PrRhE L (8335h, — 6941)e?PLhLtPrhr
+ (905hy, + 563)e5"R + (2761hy, — 4143)e”#"% 4+ 284(3hy, — 13))] [ (7" + 1)(9131e"+
+ 8810e*1ME 4 28071t + 26894 ML HARIR 4 265692 1 HIRIE 4 86023 LN IR R
1 926569¢5LhLt2BrhE | 96804620LhLT28RhR | 0()13¢30LhLt28RhR | 881 ()ePLhLt30RMR

+ 9131625LhL+3ﬁRhR + 3124635LhL+3ﬁRhR + 90136/BRhR + 869262’8RhR + 28076351#13 + 3124)} -1
(6.38)

Wi = —[2(e7h — €775 (284(3hpy + T)e*Hhe+20RR% 4 (2619h g + 4663)e? 1 F2080R 4 (2672h,
+ 3226)elLhit2Prhr (27610 — 1379)ethethrhr o (83354, — 9729)e thithrhr 4 (83350
— 6941)e?Prhitbrhr 4 (905h, — 2373)e® e 4 (2619h, — 9901)e L% 4 (2672hp — 8570)e? 1he
+ (905hp + 563)e? 8% 4 (2761hp — 4143)e"5"% + 284(3hp, — 13))] [(€7"* 4 1)(9131¢7"+
+ 8810e7 1 + 280731 4 26804 LMt FrNn - 96560201 HBrhr y 86g2edILhLt ARt
+ 26569¢ 11+ 2RhE 968942 rhit2PrhR 4 001363 20Rhr | 881 (e e t3RNR

+ 9131625LhL+35RhR + 3124633LhL+3/8RhR + 90136’8RhR + 869262/31%/112 + 28076351#153 + 3124)] -1
(6.39)

Para o sistema em questao, é possivel observar varios efeitos similares aos ja mostrados nas
figuras anteriores como mudanca de regimes sob inversao f;, <+ fr ou [ <> Br, existéncia
de variados comportamentos de retificagdo, produgao de entropia nao negativa, etc. Todavia,
nao explicitaremos os graficos que mostram esses resultados pois sdo muito parecidos com
os ja exibidos. Todos esses resultados citados podem ser obtidos simplesmente plotando
graficos das equacoes 6.36, 6.37, 6.38 e 6.39 em funcao de h;, escolhendo valores adequados
para Og, 01 e hg. Na figura 13 mostramos a diferenga na corrente de energia e das taxas
de insercao de calor e realizagao de trabalho sob a inversao f;, <+ fr. Foram escolhidos os
parametros g, 01, e hr de forma que ficasse evidente a diferenga na corrente de energia,

em contraste com as figuras 8, 10 e 12.
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Figura 13 - Q1 — Qr, Qr — Qr, W — W e F — F em funcio do campo h;, do spin do
banho a esquerda na cadeia unidimensional do XXZ com hamiltoniano 6.26 e
parametros 6 = h = o« = 1. Pardmetros dos banhos: A\p = A\;, = 1, hg = —4,
Br = 0.1e 3y = 1. No presente contexto, se uma fungao f = f(hr, Sz, hr, Br,)
entdo f = f(hg,Br,hr, OL)

6.2.2 N=2, h graded

Consideremos uma cadeia XXZ de dois spins com hamiltoniano dado por

h h
Hg = éo’f + ?205 + a(ofos + olol) + Aoios (6.40)

sujeita ao RIP com intera¢oes e hamiltoniano dos banhos dados pelas equacoes 6.2, 6.3
e 6.4, com A\g = A\, = 7. Para esse sistema com somente dois spins as contas sao muito
menores que o sistema com trés spins, pois o estado quantico do sistema é, agora, uma
matriz 4 x 4 ao invés de 8 x 8, como no caso anterior. Sendo assim, foi possivel estudar
o sistema com um pouco mais de generalidade sem que os resultados fossem expressoes
muito grandes, tais como varias expressoes da subsecao anterior. Como consequéncia disso,
nesta subsegao mostraremos alguns resultados algébricos mais palataveis ao leitor. Com os
parametros acima definidos, calculamos o estado estacionario do sistema e, por conseguinte,

as taxas de inser¢ao de calor e realizagao de trabalho em ambos os lados da cadeia de spins

Op = — 32ya’h (et — efrhr) (6.41)
BT (efrh 1 1) (efrir 4 1) (h2 — 2hihy + B2 + 16(72 + a2)) '

32ya’hp(efrhe — ePrhr)
(et & T)(ePitn + (0 — 2hihy + 15+ 1607 1 o))

Qr = (6.42)



Capitulo 6. Aplicagio no XXZ 68

W, = _[167a2(66LhL _ eﬁahR)(hl(eﬁLhL + 1)(€BRhR +1)+ hQ(eﬁLhL + 1)(eﬁRhR +1)
_ 4A(63LhL+BRhR _ 1) _ QhL(e/BLhL T 1)(€BRhR < 1))} [(eﬁLhL T 1)2(€BRhR + 1)2(;7%

— 2hyhy + h3 + 16(y* + az))]_l (6.43)

WR — |:16,ya2(eﬁLhL _ eﬁRhR)(hl(eﬁLhL + 1)(€BRhR + 1) + h2(eﬁLhL + 1)(631%’112 + 1)
_ 4A(63LhL+ﬁRhR _ 1) _ QhR(eﬁLhL + 1)(6512/%12 + 1))] [(eﬁLhL 4 1)2(6312]1}2 + 1)2(]1%

— 2k + B3+ 16(4 + %)) (6.44)

327&2(}% _ hR)(eBLhL _ 65RhR)

W =Wot W = (o 1) (ehuin + 1)(02 — 2y + 12 + 16(72 + a2))

(6.45)

A partir das equagoes acima podemos fazer o mesmo tipo de andlise feita na subsecao
anterior e observar os efeitos de transporte de energia no sistema em questao. O primeiro
resultado que queremos mostrar ¢ que, tal como no sistema de trés spins, a cadeia XXZ
de dois spins sob o RIP com o tipo de interacao considerada pode também apresentar
diversos regimes termodinamicos de funcionamento. Na figura 14 estao evidenciados cada
um dos regimes de funcionamento nesse novo cenario considerado, onde os parametros

foram escolhidos de tal maneira que visualmente ficasse clara a existéncia de varios regimes.

02

Motor

Refrigerador

h)
s
~
s
~

N.C.

-0.1

-0.2

Figura 14 — Qr, Qr, W e F em funcdo do campo hy, do spin do banho a esquerda na cadeia
unidimensional do XXZ com hamiltoniano 6.40 e parametros hy = A = a =1,
hy = —1. Pardmetros dos banhos: A\g = A\p = 1, hg = =08, fr = 1 e
Br = 0.5.

Um outro resultado interessante é que, para o sistema considerado, nao ha retificacao
sob a inversao dos banhos, ou seja, se fizermos (1, <> g e hy, <> hr entao a corrente de

energia simplesmente troca de sinal e, conforme explicado no sétimo paragrafo da subsecao
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anterior, Qr, = Qr ¢ Qr = @1, que caracteriza a auséncia de retificagdo no sistema. Para
as taxas de inser¢ao de calor é simples visualizar esse resultado através das expressoes 6.41

e 6.42. A corrente de energia é dada por:
4fYAa2(e,3LhL _ eﬁRhR)(eﬁLhL-i-ﬂRhR _ 1)
(32 + a2) (PP + 1)2{ehuin + 1)

F=W,+Qr=Wgr+Qr= (6.46)
E facil ver que sob a inversao (r <+ fr e hy < hg, as exponenciais no numerador da
equagao acima simplesmente trocam de lugar e, portanto, ocorre uma troca de sinal, isto
é, ndo ha retificacdo da energia total e, pela mesma analise das equagoes 6.41 e 6.42, nao

ha retificagao de calor no sistema.

0.5
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Figura 15 — Producao de entropia S em funcdo do campo Ay do spin do banho & esquerda
na cadeia unidimensional do XXZ com do hamiltoniano 6.40 e¢ parametros
hi = hy = a =1, A = 10. Pardmetros dos banhos: A\ = A\;, = 1, hg = 0.1,
Br =>5¢e B, =0.1. A producao de entropia foi calculada considerando o = 0.99
na defini¢ao alternativa de energia interna 4.15

Em todas os resultados exibidos até o momento foi utilizado o = 1 na defini¢ao da
energia interna 4.15. Haviamos adiantado que ha uma definicdo da energia interna que
conduz a resultados que sdo consistentes com a segunda lei da termodinamica — o que de
fato ocorreu até agora com todos os resultados — e que outras definigdbes podem apresentar
violagoes da segunda lei da termodinamica, ou seja, os sistemas podem apresentar producao
de entropia negativa. De acordo com a equacao 4.22, se escolhermos a £ 0 o calor inserido
no sistema sofre uma alteracdo. Por conseguinte a produgao de entropia 5.21 no sistema

sofre também uma alteragao. Na figura 15 exibimos uma configuragio especifica do XXZ
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em que a hd uma regido com producao de entropia negativa quando se escolhe o # 1, ou
seja, ha uma violacdo da segunda lei da termodindmica. Para todos os valores de a # 1
que testamos foi possivel variar os parametros do hamiltoniano de tal forma a encontrar
violagoes da segunda lei da termodindmica. Isso pode indicar duas coisas: (i) hd uma
defini¢ao preferencial da energia interna do sistema ou (ii) a defini¢ao de produgdo de

entropia nao é adequada para esse caso.
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7 Conclusoes

Obtivemos diversos resultados inéditos e interessantes para a comunidade académica
dada a crescente atencgdo que os fisicos, quimicos e matematicos tem dado a emergente area
da termodinamica quantica e a necessidade, imposta em grande parte pelo desenvolvimento
dos computadores quanticos, de se levar em conta efeitos que o ambiente pode causar na
dindmica de um sistema quantico de interesse. Os principais resultados que obtivemos foram
os seguintes: (i) exemplifica ao da nao-unicidade da equagdo de Lindblad, (ii) exemplifica ao
de regimes termodinamicos e retificagdo na cadeia XXZ de spins sob o RIP, (iii) mostramos
a existéncia do fendmeno de one-way street em condigdes mais gerais que as estudadas
em [7] (iv) demonstra ao da consisténcia das informagoes sobre a energia obtidas pelo
RIP ou pela equacao de Lindblad e (v) existéncia de uma defini¢do preferencial para a
energia interna dadas as violagoes da segunda lei da termodindmica induzidas por outras
definigoes. A maior parte desses resultados foram obtidos tendo como objeto de estudo
uma cadeia XX7 unidimensional de spins sob um protocolo de interagoes repetidas onde
os sistemas auxiliares que repetidamente entram em contato com o sistema sao também

spins.

O primeiro desses resultados mostra que uma mesma equagao de Lindblad pode ser
obedecida por sistemas que interagem de forma distinta com seus ambientes. Os sistemas
em si, que sao regidos pela mesma equacgao de Lindblad, permanecerao em todo instante
com o mesmo estado. Entretanto, somente com a informagao sobre o estado do sistema
nao se é possivel ter acesso a algumas grandezas termodinamicas, como o calor e trabalho
inseridos no sistema. Primeiramente mostramos que universos diferentes podem conduzir
a cquacgoes de Lindblad iguais e, posteriormente, mostramos que em situagoes desse tipo ¢
possivel que os fluxos de calor e trabalho sejam também distintos quando os universos sao
distintos. Fica evidenciado, portanto, o quao indispensavel ¢ uma descrigao que va além do

estado do sistema para se tratar de termodinamica de alguns sistemas quéanticos abertos.

Mostramos que cadeias XXZ unidimensionais com dois ou trés spins podem apresen-
tar comportamentos diversos, podendo funcionar como motor, refrigerador ou aquecedor,
dependendo da escolha de parametros e do tipo de interagao com o ambiente. Essa des-
coberta pode despertar o interesse da comunidade em investigar ainda mais esse tipo de
sistema, com o foco no estudo do rendimento ou performance desses modelos e de possiveis
testes experimentais e utilizagoes em aplicagoes tecnologicas. Diferente do que for feito
em [7], mostramos uma situa ao em que o fendmeno de one-way street existe para fr e fr
arbitrarios, sem a restricao de que f;, = —fr. Como dito ao longo do texto, nao for feita
uma demonstra ao que mostra a existéncia do efeito de one-way street em um contexto

tao geral tal como o ja estudado por Pereira. Todavia, acreditamos que essa seja a situa
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ao e esse assunto sera investigado posteriormente.

Como definir matematicamente as grandezas relevantes na termodinamica quantica
¢ um dos problemas que ainda intriga os pesquisadores da area, principalmente quando a
energia de interagao entre o sistema de interesse e o ambiente nao pode ser desprezada.
Mostramos que para varias defini¢bes possiveis a informacao sobre a energia do sistema
obtida pela equagao de Lindblad coincide com a informa ao obtida através do RIP,
independente da escolha da defini ao. A demonstra ao for feita para hamiltonianos do
sistema e ambiente arbitrarios e com um tipo especifico de interacao que é frequentemente
utilizado no estudo de sistemas quanticos abertos. Nao obstante, mostramos que, assumindo
as defini¢oes de Esposito et al. sobre entropia e produgao de entropia do sistema [10],
existe uma defini¢ao preferencial da energia do sistema. Mostramos que, em uma cadeia
XXZ unidimensional de dois spins, as outras defini¢coes conduzem a violagoes da segunda

lei da termodinamica.

Esses resultados contribuem para um melhor entendimento do exético universo
quantico e podem orientar futuras pesquisas nessa area: analise de condigOes mais gerais
para existéncia do fendmeno de one-may street, estudo de eficiéncia de maquinas térmicas
quanticas, investigagoes sobre a natureza do calor e da entropia, investigacoes sobre o
surgimento de irreversibilidade a nivel microscépico, estudo de condi¢oes de unicidade na

equacao de Lindblad, dentre outros.
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