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Resumo

Seja {αz}z∈Z uma sequência de variáveis aleatórias independentes e identicamente dis-
tribuídas, com 0 ≤ αz ≤ 1, para todo z ∈ Z. O passeio aleatório em ambiente aleatório, so-
bre os inteiros, é a sequência {Xn}n∈N, onde X0 = 0 e, indutivamente, Xn+1 = Xn +1, com
probabilidade αXn , e Xn+1 = Xn−1, com probabilidade 1−αXn . O objetivo deste trabalho
é estabelecer um critério de recorrência e transiência para o passeio aleatório em ambiente
aleatório em uma dimensão, bem como estudar um fenômeno muito interessante conhe-
cido como slow down, que ocorre quando escolhemos uma distribuição específica para o
ambiente. Todo o trabalho será baseado no artigo Random Walks in a Random Environment,
de Fred Solomon, 1975.

Palavras-Chaves : Passeios Aleatórios, Ambientes Aleatórios, Recorrência, Transiência,
Slow Down.



Abstract

Let {αz}z∈Z be a sequence of independent, identically distributed random variables
with 0 ≤ αz ≤ 1 for all z ∈ Z. The random walk in a random environment on the integers
is the sequence {Xn}n∈N, where X0 = 0 and, inductively, Xn+1 = Xn + 1 with probability
αXn and Xn+1 = Xn − 1 with probability 1−αXn . The objective of this work is to establish
a criterion of recurrence and transience for a random walk in random environment in one
dimension and study a very interesting phenomenon known as slow down which occurs
when we choose a specific distribution for the environment. All the work will be based
on the paper Random Walks in a Random Environment, by Fred Solomon, 1975.

Keywords : Random Walks, Random Environment, Recurrence, Transience, Slow Down.
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Capítulo 1

Introdução

O passeio aleatório em um ambiente aleatório, que chamaremos de RWRE, foi introdu-
zido por Fred Solomon em seu trabalho Random Walks in a Random Environment, publicado
na revista The Annals of Probability, em 1975. Veja [7].

Seja {αn}n∈Z uma sequência de variáveis aleatórias tais que 0 ≤ αn ≤ 1, para todo
n ∈ Z. Definimos o passeio aleatório em ambiente aleatório como sendo uma sequência
de variáveis aleatórias {Xn}n∈N com matriz de transição dada por

M(n, n+ 1) = αn, M(n, n− 1) = 1− αn.

Observe que essa definição envolve dois componentes aleatórios, a saber, o passeio {Xn}n∈N
e a sequência {αn}, que chamaremos de ambiente. Construiremos o passeio no espaço
mensurável ([0, 1]Z × ZN,F), onde [0, 1]Z é o conjunto de todos os ambientes α = {αn}n∈Z,
ZN é o conjunto das trajetórias do passeio e F é a σ-álgebra gerada pelos cilindros.

A principal dificuldade em estudar o RWRE é que, em geral, {Xn}n∈N não é uma Ca-
deia de Markov. Para ver que o futuro, dado o presente, depende do passado, note que a
cada vez que atingimos um sítio em Z, aumenta a nossa certeza sobre ele. Para contornar
esse problema, estudaremos a evolução do passeio em um ambiente fixo α = {αn} e além
disso vamos supor que {αn}n∈Z é uma sequência i.i.d. Assim, {Xn}n∈N é uma cadeia de
Markov irredutível e homogênea no tempo e, neste caso, denotaremos por Mα a medida
de probabilidade associada. Essa é a descrição quenched do RWRE.

A fim de aleatorizarmos o ambiente, seja Q uma medida produto sobre [0, 1]Z, tal que
α é independente e identicamente distribuída. Se A ⊂ [0, 1]Z e B ⊂ ZN são mensuráveis,
defina

P (A×B) =

∫
A

Mα(B)dQ(α).

Essa é a descrição annealed do RWRE.
Um fato importante é que se {Xn}n∈N tem uma propriedade quase certamente (q.c.),

para quase todo ambiente fixo, então {Xn}n∈N tem essa propriedade q.c. Isto é,

Teorema 1.1. Seja B mensurável e suponha que Mα({Xn} ∈ B) = 1 para quase todo ambiente
α. Então P ({Xn} ∈ B) = 1.

Demonstração. P ({Xn} ∈ B) =
∫
Mα(B)dQα = 1.
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Esse resultado é fundamental e será usado constantemente, uma vez que antes de ob-
termos os resultados sob a lei annealed, os obteremos sob a lei quenched.

Esta dissertação será dividida em duas partes. No Capítulo 1, obteremos o critério de
recorrência e transiência para o RWRE. Os primeiros lemas desse capítulo serão obtidos
atrávés de [4], usando sistema de equações de diferenças. O critério de recorrência será
obtido combinando esses lemas com um resultado proveniente da Teoria de Flutuação,
que se encontra em [3].

No Capítulo 2 escolheremos um ambiente de tal maneira que ocorra um fenômeno co-
nhecido como slow down. Para isso, utilizaremos uma lei dos grandes números, também
obtida por Solomon, e o critério de recorrência do Capítulo 1. Neste fenômeno estuda-
remos as convergências em probabilidade do passeio aleatório {Xn}n∈N, e das variáveis
aleatórias Tn, que representam o primeiro tempo que o passeio aleatório toca o sítio n,
quando normalizadas por funções f(n) adequadas.
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Capítulo 2

Recorrência e Transiência de {Xn}n∈N

Neste capítulo estamos interessados em obter um critério de recorrência e transiência
para o passeio aleatório em ambiente aleatório. Na primeira seção, apresentaremos os pri-
meiros resultados obtidos por Solomon e, na seção seguinte, aplicaremos esses resultados
para demonstrar o Teorema 2.2, que é o objeto central deste capítulo.

2.1 Primeiros Resultados

Fixe o ambiente α = {αn}n∈Z e seja {Xn}n∈N a Cadeia de Markov sobre Z com matriz
de transição

Mα(n, n+ 1) = αn, Mα(n, n− 1) = βn = 1− αn.

Seja também
fij = P (Xn = j, para algum n > 0|X0 = i).

Nosso primeiro lema diz respeito aos valores que fij pode assumir, dependendo dos
valores de i e j.

Lema 2.1. Fixe {αn}n∈Z, com 0 < αn < 1, para todo n ∈ Z. Defina σn = βn/αn e

ρn =

{
σ0σ1 · · ·σn n > 0,

σ0σ−1 · · ·σn, n < 0.

(i) Se i > j , então

fij =

∞∑
n=i

ρn

∞∑
n=j

ρn

.

Além disso, fij < 1 se
∞∑
n=1

ρn <∞ e fij = 1 se
∞∑
n=1

ρn = ∞.
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(ii) Se i < j, então

fij =

i∑
n=−∞

(ρn)
−1

j∑
n=−∞

(ρn)
−1

.

Além disso, fij < 1 se
∞∑
n=1

(ρ−n)
−1 <∞ e fij = 1 se

∞∑
n=1

(ρ−n)
−1 = ∞.

Demonstração. (i) Seja k ∈ Z tal que k ≥ i ≥ j e

kfij := P (Xn = j para algum n e Xm ̸= k para 0 ≤ m < n|X0 = i).

Defina também

ui =


kfij i ̸= j, k,

1 i = j,

0 i = k.

Assim, obtemos a equação com condição de fronteira

ui = αiui+1 + βiui−1, j < i < k,

uj = 1, uk = 0.

Esse sistema pode ser resolvido por recorrência e a sua única solução é dada por kfij .
Seja r tal que j < r < k. Então

ur = αrur+1 + βrur−1 ⇒ αr(ur+1 − ur) = βr(ur − ur−1)

⇒ ur+1 − ur =
βr
αr

(ur − ur−1)

⇒ ur+1 − ur =
βr · · · βj+1

αr · · ·αj+1

(uj+1 − 1).

Usando a convenção de que o produto vazio é igual a 1, obtemos

−1 =
k−1∑
r=j

(ur+1 − ur) =

(
1 +

k−1∑
r=j+1

βr · · · βj+1

αr · · ·αj+1

)
(uj+1 − 1), (2.1)

ui − 1 =
i−1∑
r=j

(ur+1 − ur) =

(
1 +

i−1∑
r=j+1

βr · · · βj+1

αr · · ·αj+1

)
(uj+1 − 1). (2.2)
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De (2.1) podemos escrever

−1 = (uj+1 − 1)[1 + σj+1 + (σj+1σj+2) + · · ·+ (σj+1 . . . σk−1)]. (2.3)

Subtraindo (2.1) de (2.2), temos

ui = (1− uj+1)[(σj+1 · · ·σi) + · · ·+ (σj+1 · · ·σk−1)]. (2.4)

A Equação (2.1) também implica que

(1− uj+1) = [1 + σj+1 + σj+1σj+2 + · · ·+ (σj+1 · · ·σk−1)]
−1. (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.4), temos

ui =
(σj+1 · · ·σi) + · · ·+ (σj+1 · · ·σk−1)

1 + σj+1 + (σj+1σj+2) + · · ·+ (σj+1 · · ·σk−1)
=

k−1∑
n=i

σj+1 · · ·σn

k−1∑
n=j

σj+1 · · ·σn

. (2.6)

Multiplicando e dividindo (2.6) por σ0 · · ·σj , obtemos

kfij =
(σ0 · · ·σi) + · · ·+ (σ0 · · ·σk−1)

(σ0 · · ·σj) + · · ·+ (σ0 · · ·σk−1)
=

k−1∑
n=i

ρn

k−1∑
n=j

ρn

. (2.7)

Como kfij tende a fij quando k tende a infinito, segue que

fij =

∞∑
n=i

ρn

∞∑
n=j

ρn

, se i > j,

demonstrando a primeira parte do item (i).

Para demonstrar a segunda parte, suponha que
∞∑
n=1

ρn <∞. Logo,

∞∑
n=i

ρn <∞ e
∞∑
n=j

ρn <∞.

Como i > j e ρn > 0, segue que

∞∑
n=i

ρn <
∞∑
n=j

ρn <∞
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e, portanto, fij < 1. Por outro lado, se
∞∑
n=1

ρn = ∞, temos

∞∑
n=i

ρn =
∞∑
n=j

ρn = ∞.

Assim, segue que

fij =

∞∑
n=i

ρn

ρj · · · ρi−1 +
∞∑
n=i

ρn

= 1,

provando a segunda parte do item (i). A demonstração do item (ii) é análoga.

Através desse resultado, podemos obter o seguinte lema, que terá papel fundamental
na demonstração do critério de recorrência e transiência do passeio aleatório em ambiente
aleatório.

Lema 2.2. Fixe {αn}n∈Z, com 0 < αn < 1 para todo n ∈ Z . Então

(i)
∞∑
n=1

(ρ−n)
−1 = ∞ e

∞∑
n=1

ρn <∞ implica lim
n→∞

Xn = ∞ q.c.

(ii)
∞∑
n=1

(ρ−n)
−1 <∞ e

∞∑
n=1

ρn = ∞ implica lim
n→∞

Xn = −∞ q.c.

(iii)
∞∑
n=1

(ρ−n)
−1 = ∞ =

∞∑
n=1

ρn = ∞ implica {Xn}n∈N recorrente. Ou seja,

−∞ = lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn = ∞ q.c.

Demonstração. (i) Como
∑∞

n=1(ρ−n)
−1 = ∞ e

∑∞
n=1 ρn < ∞, pelo Lema 2.1, temos que

fij = 1 se i < j e fij < 1 se i > j. Afirmamos que isso implica em limn→∞Xn = ∞ q.c. De
fato, para M um inteiro positivo qualquer, é fácil ver que fM,2M = 1. Defina

t1 = inf{n > 0;Xn = 2M}, s1 = inf{n > t1;Xn =M},

e, para cada i ≥ 1,

ti+1 = inf{n > si;Xn = 2M}, si+1 = inf{n > ti+1;Xn =M},

com a convenção de que o ínfimo sobre o conjunto vazio é infinito.
Note que t1 < s1 < t2 < s2 < · · · . Como f0,2M = 1, então t1 < ∞ q.c. e, como {Xn}n∈N

para um ambiente fixo é uma cadeia de Markov, temos

P (si = ∞|ti <∞) = 1− f2M,M > 0.
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Então,

P (si = ∞ para algum i) =
∞∑
i=1

P (si = ∞, ti <∞)

=
∞∑
i=1

P (si = ∞|ti <∞)P (ti <∞)

= (1− f2M,M)
∞∑
i=1

P (ti <∞).

Daí,
∞∑
i=1

P (ti <∞) =
1

1− f2M,M

P (si = ∞ para algum i).

Pelo Lema de Borel-Cantelli, P (ti < ∞. i.v.) = 0. Como tomamos M > 0 arbitrário,
segue que limn→∞Xn = ∞ q.c.

(ii) Como
∑∞

n=1(ρ−n)
−1 <∞ e

∑∞
n=1 ρn = ∞, pelo Lema 2.1, temos que fij < 1, se i < j,

e fij = 1, se i > j. Logo, analogamente ao caso anterior, concluímos que limn→∞Xn = −∞
q.c.
(iii) Suponha agora que

∞∑
n=1

(ρ−n)
−1 =

∞∑
n=1

ρn = ∞.

Pelo Lema 2.1, temos que fij = 1, se i < j, e fij = 1, se i > j. Nesse caso, {Xn}n∈N é
recorrente. Com efeito, suponha que P (Xn = 0. i.v) < 1, isto é, {Xn}n∈N retorna à origem
uma quantidade finita de vezes. Logo, para cada trajetória ω do passeio, existe n0(ω) ∈ N
tal que Xn > 0, para todo n > n0(ω), ou Xn < 0, para todo n > n0(ω). Sem perda de
generalidade, suponha que Xn > 0, para n > n0(ω). Logo, para quase todo ω, existe
K ∈ Z tal que Xn > K, o que é um absurdo, pois para quaisquer i e j tais que i > j, nós já
sabemos que fij = 1.

Agora estamos aptos para enunciar o teorema mais importante dessa seção.

Teorema 2.1. Seja {Yj}j∈N uma sequencia de variáveis aleatórias independentes, identicamente
distribuídas, não degeneradas e finitas. Seja também Sn = Y1 + ...+ Yn. Então

(i)
∞∑
n=1

P (Sn > 0)

n
<∞ se, e somente se, lim

n→∞
Sn = −∞ q.c. Neste caso

∞∑
n=1

eSn <∞ q.c.

(ii)
∞∑
n=1

P (Sn > 0)

n
= ∞ =

∞∑
n=1

P (Sn < 0)

n
se, e somente se,

−∞ = lim inf
n→∞

Sn < lim sup
n→∞

Sn = ∞ q.c. Neste caso
∞∑
n=1

e−Sn = ∞ =
∞∑
n=1

eSn q.c.
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Demonstração. As equivalências dos itens (i) e (ii) fazem parte do que chamamos de Teoria
de Flutuação. Omitiremos essa primeira parte em cada um dos itens. Os detalhes se
encontram em [3], Capítulo 8. A segunda parte em (ii) é imediata, pois limn→∞ Sn não
existe. Mostraremos agora a segunda parte em (i). Sob as hipóteses desse teorema, [8]
mostra que

lim sup
n→∞

Sn

n1/2
= ∞ q.c. ou lim

n→∞

Sn

n1/2
= −∞ q.c.

Mas, nesse caso, limn→∞ Sn = −∞, q.c. Portanto,

lim
n→∞

Sn

n1/2
= −∞ q.c.

Logo, existe N > 0 tal que se n ≥ N então Sn < −n1/2 q.c. Como e−n1/2 é uma função
positiva e decrescente, aplicando o teste da integral concluímos que

∑∞
n=N e

−n1/2
<∞ q.c.

Daí, pelo teste da comparação de séries

0 ≤
∞∑

n=N

eSn <
∞∑

n=N

e−n1/2

<∞ q.c.

2.2 O Critério de Recorrência e Transiência

Aplicando o Lema 2.2 e o Teorema 2.1, podemos obter, finalmente, o critério de recor-
rência e transiência para o RWRE.

Teorema 2.2. Seja {αn}n∈Z uma sequência de variáveis aleatórias independentes, identicamente
distribuídas, não degeneradas, com 0 < αn < 1 para todo n ∈ Z.

(i) Se
∞∑
n=1

P (ρn > 1)

n
<∞, então lim

n→∞
Xn = ∞ q.c.

(ii) Se
∞∑
n=1

P (ρn < 1)

n
<∞, então lim

n→∞
Xn = −∞ q.c.

(iii)
∞∑
n=1

P (ρn < 1)

n
= ∞ =

∞∑
n=1

P (ρn > 1)

n
, então {Xn}n∈N é recorrente. Ou seja,

−∞ = lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn = ∞ q.c.

Se E[lnσ0] está definido (possivelmente ±∞), então (i), (ii) e (iii) são equivalentes, respectiva-
mente, a

(i’) E[lnσ0] < 0,
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(ii’) E[lnσ0] > 0,

(iii’) E[lnσ0] = 0.

Demonstração. Suponha que 0 < αn < 1 para todo n ∈ Z. Provaremos apenas o item (i),
pois (ii) e (iii) são análogos.
Defina Sn = lnσ0 + lnσ1 + · · ·+ lnσn. Logo,

∞∑
n=1

P (Sn > 0)

n
=

∞∑
n=1

P (lnσ0 + lnσ1 + · · ·+ lnσn > 0)

n

=
∞∑
n=1

P (ln ρn > 0)

n
=

∞∑
n=1

P (ρn > 1)

n
.

Portanto,

∞∑
n=1

P (Sn > 0)

n
<∞ ⇔

∞∑
n=1

P (ρn > 1)

n
<∞.

Pelo Teorema 2.1,

∞∑
n=1

eSn =
∞∑
n=1

ρn <∞ q.c.

Como ρn = ρ−n em distribuição, concluímos que

∞∑
n=1

1

ρ−n

= ∞.

Dessa forma, pelo Lema 2.2, limn→∞Xn = ∞ q.c. para quase todo ambiente fixo. Pelo
Teorema 1.1, conclui-se que

P
(
lim
n→∞

Xn = ∞
)
= 1.

Suponha agora que E[lnσ0] exista e novamente considere Sn = lnσ0+ln σ1+ · · ·+ln σn.
Então, pela Lei Forte dos Grandes Números e pelo Teorema Central do Limite,E[lnσ0] < 0
se, e somente se, limn→∞ Sn = −∞ q.c.

Aplicando o Teorema 2.1, obtemos lim
n→∞

Sn = −∞ se, e somente se,

∞∑
n=1

P (ρn > 1)

n
=

∞∑
n=1

P (Sn > 0)

n
<∞.

Assim, a condição
∑∞

n=1 P (ρn > 1)/n < ∞ pode ser substituída pela expressão
E[lnσ0] < 0. Analogamente, podemos substituir

∑∞
n=1 P (ρn < 1)/n < ∞ e∑∞

n=1 P (ρn < 1)/n = ∞ =
∑∞

n=1 P (ρn > 1)/n por E[lnσ0] > 0 e E[lnσ0] = 0, respecti-
vamente.
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Capítulo 3

O Fenômeno de Slow Down para um
Passeio Aleatório em um Ambiente
Aleatório

Neste capítulo estamos interessados no caso em que limn→∞Xn = ∞ q.c., mas
limn→∞Xn/n = 0 q.c. Ou seja, o passeio é transiente para a direita, mas com velocidade
zero. Para simplificar, consideraremos o caso em que σj = 0 ou σj = θ, para todo j ∈ Z.
Os pontos j em que σj = 0 são chamados barreiras refletoras para a direita. A principal
vantagem em fazer isso é que o passeio aleatório pode ser decomposto em excursões in-
dependentes de uma barreira até a próxima. Nosso objetivo no final deste capítulo será
obter convergências em probabilidades para as variáveis aleatórias Tn, definidas abaixo, e
Xn, desde que sejam normalizadas adequadamente por funções f(n), que serão definidas
durante o capítulo.

3.1 Preliminares

A seguir apresentaremos todas as notações e definições que utilizaremos neste capí-
tulo. Para a construção do slow down precisaremos da lei dos grandes números para
o RWRE. Este resultado também foi provado por Solomon em 1975 e [9] e [1] são boas
referências para a demonstração. Segue abaixo o seu enunciado

Teorema 3.1. (i) Se E[σ0] < 1 então

lim
n→∞

Xn

n
=

1− E[σ0]

1 + E[σ0]
q.c.

(ii) Se E[σ−1
0 ] < 1 então

lim
n→∞

Xn

n
= −1− E[σ−1

0 ]

1 + E[σ−1
0 ]

q.c.

(iii) Se E[σ0]−1 ≤ 1 ≤ E[σ−1
0 ] então

lim
n→∞

Xn

n
= 0 q.c.
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Note que as três possibilidades acima são exaustivas e mutuamente exclusivas, pois,
pela desigualdade de Jensen, E[σ0]−1 ≤ E[σ−1

0 ].
Em todo este capítulo assumiremos que

σj =

{
0 com probabilidade 1− γ,

θ com probabilidade γ,

onde γ ∈ (0, 1) e θ é um número real positivo fixo.
Observe que Eσ0 = 0(1 − γ) + θγ = θγ. Assim, se γθ ≥ 1 então limn→∞Xn/n = 0 q.c.,

pelo Teorema 3.1. Portanto, é esse o caso que consideraremos neste capítulo. Em particu-
lar, vamos supor θ > 1. Por outro lado, com essa distribuição para σj , temosE[lnσ0] = −∞
e, portanto, limn→∞Xn = ∞ pelo Teorema 2.2. Além disso,

σj = 0 ⇒ 1− αj

αj

= 0 ⇒ αj = 1 e σj = θ ⇒ 1− αj

αj

= θ ⇒ αj =
1

1 + θ
.

Se x é um número real, [x] denotará a sua parte inteira e {x} a sua parte fracionária,
isto é, {x} = x − [x]. Denotaremos por E a esperança para variáveis aleatórias sob a lei
annealed e Eα será a esperança com respeito ao ambiente fixo α = {αn}, isto é, relativa à
medida de probabilidade Mα.

Definição 3.1. Seja T0 = 0 e para cada n ∈ N defina

Tn =

{
min{k > 0;Xk = n}, se k existe,
∞, se k não existe.

Seja ainda τn = Tn − Tn−1 e defina T−n e τ−n analogamente.

Definição 3.2. Seja V0 = 0 e defina, indutivamente, Vn = min{k > Vn−1;αk = 1}, para n ≥ 1.
Note que, para cada n ∈ N, Vn é a enésima barreira à direita do zero. Como Vn é finita q.c., então TVn

também o é. Observe também que as excursões entre os tempos TVn e TVn+1 formam uma sequência
de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas.

3.2 Primeiros Resultados

Nesta seção, vamos obter os primeiros resultados para o RWRE com o ambiente defi-
nido acima. Tais resultados serão usados diretamente na próxima seção para obtermos os
limites de Tn e Xn, normalizados por funções f(n).

Comecemos com um lema que relaciona as Transformadas de Laplace de T em tempos
consecutivos.

Lema 3.1. Fixe α = {αn} tal que lim supn→∞Xn = ∞ q.c. Seja Fj(u) = Eα[e
−uTj ] a Transfor-

mada de Laplace de Tj . Então

1

Fj(u)
=

αje
−u

Fj+1(u)
+

βje
−u

Fj−1(u)
, j ≥ 1.
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Demonstração. Se α = {αn} é fixo, então τ1, τ2, ... são independentes. Note que

Mα(τj+1 = k) =

{
αj, k = 1,

βjMα(τj+1 + τj = k − 1), k ≥ 1.

Seja φj(u) a Transformada de Laplace de τj , dado um ambiente fixo α = {αn}, isto é,
φj(u) = Eα[e

−uτj ]. Então

φj+1(u) = αje
−u + βje

−uφj(u)φj+1(u), se j ≥ 0.

De fato,

φj+1(u) = Eα[e
−uτj+1 ] =

∞∑
k=1

e−ukMα(τj+1 = k)

= e−uMα(τj+1 = 1) +
∞∑
k=2

e−ukMα(τj+1 = k)

= αje
−u +

∞∑
k=2

e−ukβjMα(τj+1 + τj = k − 1)

= αje
−u + βje

−u

∞∑
k=2

e−ukeuMα(τj+1 + τj = k − 1)

= αje
−u + βje

−u

∞∑
k=2

e−u(k−1)Mα(τj+1 + τj = k − 1)

= αje
−u + βje

−uEα[e
−u(τj+1+τj)]

= αje
−u + βje

−uEα[e
−uτj ]Eα[e

−uτj+1 ]

= αje
−u + βje

−uφj(u)φj+1(u).

Agora, note que

Fj(u) = Eα[e
−uTj ] = Eα[e

−u(Tj−T0)]

= Eα[e
−u(τ1+τ2+...+τj)]

= Eα[e
−uτ1e−uτ2 · · · e−uτj ]

= Eα[e
−uτ1 ]Eα[e

−uτ2 ] · · ·Eα[e
−uτj ]

= φ1(u)φ2(u) · · ·φj(u),

pois τ1,τ2,...,τj são independentes. Portanto,

Fj(u) = Fj−1(u)φj(u) ⇒ φj(u) =
Fj(u)

Fj−1(u)
,

para qualquer ambiente fixo. Assim, concluímos que

Fj+1(u)

Fj(u)
= φj+1(u) = αje

−u + βje
−u Fj(u)

Fj−1(u)

Fj+1(u)

Fj(u)
= αje

−u + βje
−uFj+1(u)

Fj−(u)
.
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Logo,
1

Fj(u)
=

αje
−u

Fj+1(u)
+

βje
−u

Fj−1(u)
, j ≥ 1.

No lema a seguir, nosso objetivo é encontrar a transformada de Laplace da função de
distribuição de TVn+1 − TVn que, como já observamos, são variáveis aleatórias indepen-
dentes e identicamente distribuídas. Como em todo este capítulo, estamos supondo que
αj = 1, com probabilidade 1 − γ, o que implica em βj = 0, com probabilidade 1 − γ, e
αj = 1/(1 + θ), com probabilidade γ, implicando em βj = θ/(1 + θ), com probabilidade γ.

Lema 3.2. Sejam

λ1(u) =
eu

2
(θ + 1 + [(θ + 1)2 − 4θe−2u]

1
2 ),

λ2(u) =
eu

2
(θ + 1− [(θ + 1)2 − 4θe−2u]

1
2 ),

e defina

a(u) = λ1(u)− eu,

b(u) = eu − λ2(u), (3.1)
c(u) = λ1(u)− λ2(u),

β(u) = θ−1λ1(u).

Seja também φ(u) = E[e−u(TVn+1
−TVn )], para todo n ∈ N . Então,

φ(u) =
1− γ

γ
·

∞∑
j=1

c(u)(γβ(u))j

a(u) + b(u)(θβ2(u))j
.

Demonstração. Primeiramente fixaremos {αn}. Seja Vn ≤ k ≤ Vn+1 e defina
Gk(u) = Eα[e

−u(Tk−TVn )]. Usando o Lema 3.1 e o fato de que TVn+1 − TVn ≡ 1, obtemos,

1

Gk(u)
=

(
1

1 + θ

)
e−u

Gk+1(u)
+

(
θ

1 + θ

)
e−u

Gk−1(u)
, Vn < k < Vn+1

GVn ≡ 1, GVn+1(u) = e−u.

Para resolver essa relação de recorrência, considere inicialmente,

1

Gk(u)
= Hk−Vn(u) = Hs(u),

onde s = k − Vn, para simplificar as contas. Assim, temos H0 ≡ 1 , H1 = eu, e, usando
esses valores, obtemos H−1 = eu. Além disso,

Hs =

(
1

θ + 1

)
e−uHs+1 +

(
θ

θ + 1

)
Hs−1 ⇒ Hs+1 = (θ + 1)euHs − θHs−1.
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Multiplicando a relação acima por xs, |x| < 1, e somando para s ≥ 0, obtemos,

∞∑
s=0

Hs+1x
s =

∞∑
s=0

(θ + 1)euHsx
s −

∞∑
s=0

θHs−1x
s ⇒ 1

x

∞∑
s=1

Hsx
s

= (θ + 1)eu
∞∑
s=0

Hsx
s − θx

∞∑
s=−1

Hsx
s.

Seja f(x) =
∑∞

s=0Hsx
s. Da última equação, segue que

1

x
(f(x)−H0) = (θ + 1)euf(x)− θx

(
H−1

x
+ f(x)

)
.

Substituindo os valores de H0 e H−1 e isolando f(x), obtemos,

f(x) =
1− θeux

θx2 − (θ + 1)eux+ 1
.

Nosso objetivo agora é escrever f(x) em frações parciais. Observe que

θx2 − (θ + 1)eux+ 1 = 0 ⇒ x =
eu

2θ

(
θ + 1± [(θ + 1)2 − 4θe−2u]

1
2

)
.

Logo, se x1 e x2 são as raízes dessa equação, então x1 = λ1/θ e x2 = λ2/θ e, portanto,

θx2 − (θ + 1)eux+ 1 = θ

(
x− λ1

θ

)(
x− λ2

θ

)
.

Sejam P e Q tais que

f(x) =
P

θ(x− λ1

θ
)
+

Q

(x− λ2

θ
)
=
P (x− λ2

θ
) +Qθ(x− λ1

θ
)

θ(x− λ1

θ
)(x− λ2

θ
)

=
(P +Qθ)x− (P λ2

θ
+Qλ1)

θ(x− λ1

θ
)(x− λ2

θ
)

.

Temos então que P +Qθ = −θeu

P
λ2
θ

+Qλ1 = −1.

Resolvendo esse sistema, obtemos

P = θ

(
euλ1 − 1

λ2 − λ1

)
e Q =

1− λ2e
u

λ2 − λ1
.

Agora, observe que,

P

θ

(
x− λ1

θ

) =
−P

λ1

(
1− xθ

λ1

) =
∞∑
s=0

−P
λ1

(
xθ

λ1

)s

.
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Analogamente,

Q(
x− λ2

θ

) =
∞∑
s=0

−Qθ
λ2

(
xθ

λ2

)s

.

Logo,

f(x) = −
∞∑
s=0

(
Pθs

λs+1
1

+
Qθs+1

λs+1
2

)
xs,

e, portanto,

Hs = −
(
Pθs

λs+1
1

+
Qθs+1

λs+1
2

)
.

Agora, note que, como λ1/θ e λ2/θ são raízes da equação θx2 − (θ + 1)eux + 1, pelas
relações de Girard, temos

λ1
θ

· λ2
θ

=
1

θ
⇒ λ1 · λ2 = θ e

λ1
θ

+
λ2
θ

=
(θ + 1)eu

θ
⇒ λ1 + λ2 = euθ + eu.

Usando a relação para o produto das raízes e substituindo os valores de P e Q obtemos

Hs =
θ
λ1
(euλ1 − 1)

(λ1 − λ2)(
λ1

θ
)s

+
(1− λ2e

u)λs+1
1

λ1 − λ2

=
θ
λ1
(euλ1 − 1) + (1− λ2e

u)λs+1
1 · (λ1

θ
)s

(λ1 − λ2)(
λ1

θ
)s

=
(euθ − λ2) + (λ1 − θeu)(

λ2
1

θ
)s

(λ1 − λ2)(
λ1

θ
)s

.

Pela relação da soma das raízes nas relações de Girard, segue que

Hs =
(λ1 − eu) + (eu − λ2)(

λ2
1

θ
)s

(λ1 − λ2)(
λ1

θ
)s

.

Portanto,

Gk(u) =
(λ1(u)− λ2(u))

(
λ1(u)

θ

)k−Vn

(λ1(u)− eu) + (eu − λ2(u))

(
θ
[
λ1(u)

θ

]2)k−Vn

=
c(u) (β(u))k−Vn

a(u) + b(u) (θβ2(u))k−Vn
,

pois s = k − Vn e Hs = 1/Gk.
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Agora, seja φ(u) = E
[
e−u(TVn+1

−TVn )
]

com o ambiente aleatorizado. Então

φ(u) =
∞∑
j=1

Gj+Vn(u) · P (Vn+1 − Vn = j)

=
∞∑
j=1

Gj+Vn(u) · γj−1 · (1− γ)

=
1− γ

γ

∞∑
j=1

γjGj+Vn(u).

Combinando com a solução do sistema, obtemos

φ(u) =
1− γ

γ
·

∞∑
j=1

c(u)(γβ(u))j

a(u) + b(u)(θβ2(u))j
,

o que prova o lema.

O lema abaixo nos fornece relações assintóticas para a, b, c e β.

Lema 3.3. Se u↘ 0 então

(i) a(u) = θ − 1 +O(u) ↘ θ − 1,

(ii) b(u) =
2θ

θ − 1
u+O(u2),

(iii) c(u) = θ − 1 +O(u) ↘ θ − 1,

(iv) β(u) = 1 +O(u) ↘ 1.

Demonstração. Note que as expansões de eu e
√
1 + u em série de Taylor são

eu = 1 + u+
u2

2
+
u3

6
+ · · · e

√
1 + u = 1 +

u

2
− u2

8
+ · · · .

(i) Se u↘ 0, podemos escrever eu = 1 +O(u) e
√
1 + u = 1 +O(u). Assim, temos,

a(u) = λ1(u)− eu =
eu

2
(θ + 1 + [(θ + 1)2 − 4θe−2u]

1
2 )− eu

= eu
(
θ + 1

2
− 1

)
+

1

2

[
(θ + 1)2e2u − 4θ

] 1
2

= [1 +O(u)]

(
θ − 1

2

)
+

1

2

[
(θ + 1)2(1 +O(u))− 4θ

] 1
2

=
θ − 1

2
+O(u) +

[
(θ − 1)2 +O(u)

] 1
2

=
θ − 1

2
+O(u) +

θ − 1

2
[1 +O(u)] = θ − 1 +O(u).
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(ii) Se u↘ 0, podemos escrever eu = 1 + u+O(u2) e
√
1 + u = 1 + u

2
+O(u2). Logo,

b(u) = eu − λ2(u) = eu − eu

2
(θ + 1) +

[(θ + 1)2e2u − 4θ]1/2

2

=
[
1 + u+O(u2)

](
1− θ + 1

2

)
+

[(θ + 1)2(1 + 2u+O(u2))− 4θ]1/2

2

=
[
1 + u+O(u2)

](1− θ

2

)
+

[(θ − 1)2 + 2(θ + 1)2u+O(u2)]1/2

2

=
1− θ

2
+

1− θ

2
u+O(u2) +

θ − 1

2

[
1 +

2(θ + 1)2u

(θ − 1)2
+O(u2)

]1/2
=

1− θ

2
+

1− θ

2
u+O(u2) +

θ − 1

2

[
1 +

1

2

[
2(θ + 1)2u

(θ − 1)2
+O(u2)

]
+O(u2)

]
=

1− θ

2
+

1− θ

2
u+O(u2) +

θ − 1

2
+

(θ + 1)2u

2(θ − 1)2
+O(u2)

=
2θ

θ − 1
u+O(u2).

(iii) Analogamente ao item (i), temos

c(u) = λ1(u)− λ2(u) = eu
[
(θ + 1)2 − 4θe−2u

]1/2
=
[
(θ + 1)2e2u − 4θ

]1/2
=

[
(θ + 1)2(1 +O(u))− 4θ

]1/2
=
[
(θ − 1)2 +O(u)

]1/2
= (θ − 1) [1 +O(u)]1/2 = θ − 1 +O(u).

(iv) Finalmente,

β(u) =
λ1(u)

θ
=
eu

2θ

[
θ + 1 + [(θ + 1)2 − 4θe−2u]1/2

]
=

1

θ

[(
θ + 1

2

)
(1 +O(u)) +

[(θ + 1)2e2u − 4θ]
1/2

2

]

=
1

θ

[
θ + 1

2
+O(u) +

θ + 1

2
+O(u)

]
=

1

θ
[θ +O(u)]

= 1 +O(u).

A seguir, mostramos que podemos trocar φ por ψ, onde

ψ =
1− γ

γ
·

∞∑
j=1

γj

1 + νuθj
, ν =

2θ

(θ − 1)2
.

Lema 3.4. Se u↘ 0, então φ(u)− ψ(u) = O(u).
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Demonstração. Sejam

A1(u) = φ(u)− 1− γ

γ

∞∑
j=1

(θ − 1)γj

a+ b(θβ2)j
,

A2(u) =
1− γ

γ

∞∑
j=1

(θ − 1)γj
(

1

a+ b(θβ2)j
− 1

a+ bθj

)
e

A3(u) =
1− γ

γ

∞∑
j=1

(θ − 1)γj

a+ bθj
- ψ(u).

Note que φ(u) − ψ(u) = A1(u) + A2(u) + A3(u). Portanto, devemos mostrar que
Aj(u) = O(u) quando u↘ 0, para j = 1, 2, 3. Usando o lema anterior, temos

|A1(u)| =

∣∣∣∣∣1− γ

γ

∞∑
j=1

c(γθ)j

a+ b(θβ2)j
− 1− γ

γ

∞∑
j=1

(θ − 1)γj

a+ b(θβ2)j

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣1− γ

γa

∞∑
j=1

(cβj − (θ − 1))γj

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1− γ

γa

(
c

1− βγ
− θ − 1

1− γ
− (c− θ + 1)

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣1− γ

γa

(
c

1− βγ
− θ − 1

1− γ

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− γ

γa

(
θ − 1 +O(u)

1− βγ
− θ − 1

1− γ

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1− γ

γa

(
θ − 1 +O(u)

1− βγ
− θ − 1 +O(u)

1− γ
+
θ − 1 +O(u)

1− γ
− θ − 1

1− γ

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1− γ

γ

(
1

1− βγ
− 1

1− γ

)
+
O(u)

1− γ

∣∣∣∣ = O(u).

Do mesmo modo, obtemos

|A2(u)| =

∣∣∣∣∣1− γ

γ

∞∑
j=1

(θ − 1)γj
(

1

a+ b(θβ2)j
− 1

a+ bθj

)∣∣∣∣∣
≤ (1− γ)(1− θ)

γa

∞∑
j=1

((γβ2)j − γj) = O(u)

e

|A3(u)| =

∣∣∣∣∣1− γ

γ

∞∑
j=1

(θ − 1)γj

a+ bθj
− 1− γ

γ
·

∞∑
j=1

γj

1 + νuθj

∣∣∣∣∣
≤ 1− γ

γ
·

∞∑
j=1

(a− (θ − 1) + |b− ν(θ − 1)u|θj)γj

(a+ bθj)(1 + νuθj)

≤ (a− (θ − 1)) ·M1 +
|b− ν(θ − 1)u|

u
·M2

≤ O(u),

onde M1 e M2 são constantes positivas finitas.

O lema abaixo é o primeiro passo na direção de se obter convergência em probabili-
dade para TVn .
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Lema 3.5. Seja u > 0. São válidas as seguintes implicações:

(i) Se γθ = 1, então

lim
y→∞

y

(
1− φ

(
u

y ln y

))
=

2θu

(θ − 1) ln θ
.

(ii) Se γθ > 1, então

lim
y→∞

(
y

(
1− φ

(
u

yρ

))
−Ku ·

∞∑
j=−∞

(γθ)j−{ω(y)}

1 + νuθj−{ω(y)}

)
= 0,

onde ν =
2θ

(θ − 1)2
, K =

1− γ

γ
· ν, ω(y) = log 1

γ
y e ρ = log 1

γ
θ > 1.

Demonstração. Note que, para cada u > 0 e ρ > 1, temos u/y ln y ↘ 0 e u/yρ ↘ 0, quando
y → ∞. Assim, pelo lema anterior, podemos trocar φ por ψ. Seja
σ = σ(x) = logθ x. Então

1− ψ
(u
x

)
= 1− 1− γ

γ
·

∞∑
j=1

γj

1 + ν u
x
θj

=
1− γ

γ

(
γ

1− γ
−

∞∑
j=1

γj

1 + ν u
x
θj

)

=
1− γ

γ

(
∞∑
j=1

γj −
∞∑
j=1

γj

1 + ν u
x
θj

)
=

1− γ

γ

∞∑
j=1

γj(1 + ν u
x
θj)− γj

1 + ν u
x
θj

=
1− γ

γ

∞∑
j=1

ν u
x
(γθ)j

1 + ν u
x
θj

= K
u

x

∞∑
j=1

(γθ)j

1 + ν u
x
θj

= K
u

x
(γθ)σ

∞∑
j=1

(γθ)j−σ

1 + νuθj−σ

= Kuγσ ·
∞∑

j=1−[σ]

(γθ)j−{σ}

1 + νuθj−{σ} .

(i) Se γθ = 1, então γσ = 1/θσ ⇒ γσ = 1/x. Portanto, pela expressão acima, temos

1− ψ
(u
x

)
= K

u

x
·

 0∑
j=1−[σ]

1

1 + νuθj−{σ} +O(1)

 = K
u

x
([σ] +O(1))

= K
u

x
([logθ γ] +O(1)) .

Assim,

lim
x→∞

x

lnx

(
1− ψ

(u
x

))
= lim

x→∞

x

lnx

(
K
u

x
([logθ γ] +O(1))

)
=
Ku

ln θ
.

Substituindo o valor de K e usando o fato de que γθ = 1, concluímos que

lim
x→∞

x

lnx

(
1− ψ

(u
x

))
=

2θu

(θ − 1) ln θ
.
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Fazendo x = y ln y, obtemos

lim
y→∞

y ln y

ln(y ln y)

(
1− ψ

(
u

y ln y

))
= lim

y→∞

y ln y

ln y + ln ln y

(
1− ψ

(
u

y ln y

))
=

2θu

(θ − 1) ln θ
.

Dividindo os dois lados por ln y/(ln y+ln ln y) e usando o fato de que esta expressão tende
a 1 quando y → ∞, obtemos o resultado.

(ii) Seja γθ > 1. Então

1

γρ
= θ ⇒ γρ = θ−1

⇒ γρσ = θ−σ

⇒ γρσ = x−1

⇒ γσ = x−1/ρ.

Daí, temos

x1/ρ
(
1− ψ

(u
x

))
= x1/ρKuγσ ·

∞∑
j=1−[σ]

(γθ)j−{σ}

1 + νuθj−{σ}

= Ku ·
∞∑

j=1−[σ]

(γθ)j−{σ}

1 + νuθj−{σ} .

Como os limites existem, segue que

lim
x→∞

(
x1/ρ

(
1− ψ

(u
x

))
−Ku ·

∞∑
j=−∞

(γθ)j−{σ}

1 + νuθj−{σ}

)
= 0.

Fazendo y = x1/ρ e observando que

σ = σ(x) = logθ x = logθ y
ρ = ρ logθ y

= ρ
log 1

γ
y

log 1
γ
θ

= ω(y),

segue o resultado.

Finalmente podemos obter a convergência em probabilidade para TVn .

Lema 3.6. (i) Se γθ = 1, então

TVn

2n logθ n
−→ θ

θ − 1
, em probabilidade, quando n→ ∞.

(ii) Se γθ > 1 e {nk} é uma sequência de inteiros tendendo a infinito tal que

lim
k→∞

{log 1
γ
nk} = ε,
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então n−ρ
k · TVnk

converge em lei, quando k −→ ∞, para a função de distribuição de probabi-
lidade com Transformada de Laplace

exp

(
−Ku ·

∞∑
j=−∞

(γθ)j−ε

1 + νuθj−ε

)
, (3.2)

onde ν = 2θ/(θ − 1)2, K = ν(1− γ)/γ e ρ = log1/γ θ > 1.

Demonstração. Note que TVn = TVn − TVn−1 + TVn−1 − TVn−2 + TVn−2 − · · · + TV1 . Como
{TVj

− TVj−1
} para j ≥ 2, é i.i.d., temos

E

[
e
−u

(
TVn
f(n)

)]
= φ

(
u

f(n)

)n−1

· E

[
e
−u

(
TV1
f(n)

)]
.

Se f(n) → ∞, quando n→ ∞, então

lim
n→∞

E

[
e
−u

(
TVn
f(n)

)]
= φ

(
u

f(n)

)n

.

(i) Se γθ = 1, pelo Lema 3.5, temos

lim
n→∞

φ
( u

n lnn

)n
= lim

n→∞

1−
n
(
1− φ

(
u

n lnn)

))
n

n

= lim
n→∞

(
1− 1

n

(
2θu

(θ − 1) ln θ
+ o(1)

))n

= exp
(

2θu

(θ − 1) ln θ

)
,

uma vez que (
1− x+ cn

n

)n

→ e−1, se cn → 0, quando n→ ∞. (3.3)

Logo, pela Observação 3.1 abaixo, concluímos que

TVn

n lnn
→ 2θ

(θ − 1) ln θ
,

em distribuição e, portanto, em probabilidade, pelo fato de 2θ/(θ − 1) ln θ ser constante.
Fazendo a mudança no logaritmo, segue o resultado.

(ii) Seja γθ > 1 e {nk} é uma sequência de inteiros tendendo a infinito tal que

lim
k→∞

{log 1
γ
nk} = ε.
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Usando igualdade obtida no início da demonstração e tomando f(n) = nρ
k, temos

lim
k→∞

φ

(
u

nρ
k

)nk

= lim
k→∞

1−
nk

(
1− φ

(
u
nρ
k

))
nk

nk

= lim
k→∞

(
1− 1

nk

(
Ku ·

∞∑
j=−∞

(γθ)j−ε

1 + νuθj−ε
+ o(1)

))nk

= exp

(
−Ku ·

∞∑
j=−∞

(γθ)j−ε

1 + νuθj−ε

)
.

Novamente pela Observação 3.1, concluímos que n−ρ
k · TVnk

converge, em lei, para a
função de distribuição cuja Transformada de Laplace é a expressão (3.2). Note agora que,
quando u↘ 0, a expressão (3.2) tende a 1 e, portanto, é a transformada de Laplace de uma
função distribuição de probabilidade não defectível (ver observação abaixo).

Observação 3.1. Dizemos que uma função de distribuição de probabilidade F é defectível se
F (∞) < 1. No último lema usamos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Seja {Fn} uma sequência de distribuições de probabilidade, onde cada Fn possui
Transformada de Laplace φn.

Se Fn → F , onde F é uma função de distribuição possivelmente defectível com transformada φ,
então φn(u) → φ(u), para u > 0.

Reciprocamente, se a sequência {φn(u)} converge, para cada u > 0, para um limite φ(u), então
φ é a transformada de uma função de distribuição F , possivelmente defectível, e Fn → F.

Além disso, F é não defectível se, e somente se, φ(u) → 1 quando u→ 0.

Demonstração. Ver [5], página 431.

Além disso, [6] mostra também que a função de distribuição F, cuja transformada é dada por
(3.2), é contínua e concentrada em (0,∞), isto é, F (x) ↘ 0, se x↘ 0 e F (x) ↗ 1, se x↗ ∞.

O lema auxiliar a seguir será usado diretamente para obtermos o limite da função de
distribuição de Tn, quando normalizada de forma apropriada.

Lema 3.7. Sejam {Vx} e {Tx}, 0 ≤ x < ∞, famílias não decrescentes de variáveis aleatórias não
negativas tais que

Vx
x

→ 1

β
em probabilidade, quando x→ ∞, 0 < β <∞.

Então, para cada 0 < δ < β e qualquer sequência y = yk tendendo a infinito,

lim inf
y→∞

L
(
TVy(β+δ)

f(y)

)
≤ lim inf

y→∞
L
(

Ty
f(y)

)
, (3.4)

lim sup
y→∞

L
(

Ty
f(y)

)
≤ lim sup

y→∞
L
(
TVy(β−δ)

f(y)

)
, (3.5)

onde L(X) é a transformada de Laplace da função de distribuição de X e f é uma função estrita-
mente positiva.
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Demonstração. Sejam 0 < δ < β e defina

A = Ax,δ = {y; β − δ <
x

y
< β + δ}.

Note que, como Ty é crescente,

L

(
f

(
x

β − δ

)−1

· T x
β−δ

)
= E

[
e
−u

(
f( x

β−δ )
−1

·T x
β−δ

)]

= E

[
E

[
e
−u

(
f( x

β−δ )
−1

·T x
β−δ

)∣∣∣∣∣Vx
]]

= E

[
1{Vx∈A}E

[
e
−u

(
f( x

β−δ )
−1

·T x
β−δ

)∣∣∣∣∣Vx
]]

+E

[
1{Vx∈Ac}E

[
e
−u

(
f( x

β−δ )
−1

·T x
β−δ

)∣∣∣∣∣Vx
]]

≤ E
[
1{Vx∈A} · e−uf( x

β−δ )
−1

·TVx

]
+ P (Vx ∈ Ac)

≤ E
[
e−uf( x

β−δ )
−1

·TVx

]
+ P (Vx ∈ Ac).

Observe que limx→∞ P (Vx ∈ Ac) = 0. De fato, como x/Vx → β, em probabilidade, para
todo δ > 0,

lim
x→∞

P

(∣∣∣ x
Vx

− β
∣∣∣ ≥ δ

)
= 0 ⇒ lim

x→∞
P

(
x

Vx
≤ β − δ ou

x

Vx
≥ δ + β

)
= 0

⇒ lim
x→∞

P (Vx ∈ Ac) = 0.

Assim, se {y = yk} é uma sequência tendendo a infinito e x = (β − δ)y, a desigualdade
acima implica

lim sup
y→∞

L
(

Ty
f(y)

)
≤ lim sup

y→∞
L
(
TVy(β−δ)

f(y)

)
.

A demonstração de (3.4) é análoga.

3.3 As Convergências em Probabilidades para Xn e Tn Nor-
malizados

O limite das distribuições de Tn normalizadas adequadamente será obtido facilmente
combinando os Lemas 3.6 e 3.7.

Teorema 3.3. (i) Se γθ = 1, então

TVn

2n logθ n
−→ 1, em probabilidade, quando n→ ∞.
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(ii) Se γθ > 1 e {nk} é uma sequência de inteiros tendendo a infinito tal que

lim
k→∞

{log 1
γ
nk} = ε,

então n−ρ
k · TVnk

converge em lei, quando k −→ ∞, para a função de distribuição de probabi-
lidade com Transformada de Laplace

exp

(
−Lu ·

∞∑
j=−∞

(γθ)j−η

1 + µuθj−η

)
,

onde µ = 2(1− γ)ρθ/(θ− 1)2, L = µ(1− γ)/γ, η = ε+ log1/γ(1− γ) e ρ = log1/γ θ > 1.

Demonstração. Sejam Tx = T[x] e Vx = V[x]. Então, pela lei dos grandes números,

lim
x→∞

Vx
x

=
1

β
=

1

1− γ
, q.c.

(i) Seja γθ = 1. Observe que

L
(
TVn(β±δ)

2n logθ n

)
= L

(
TVn(β±δ)

2n(β ± δ) logθ n(β ± δ)
· (β ± δ) logθ n(β ± δ)

logθ n

)
.

Pelo Lema 3.6 e pela Observação 3.1, concluímos que

L
(
TVn(β±δ)

2n logθ n

)
−→ L

(
θ(β ± δ)

θ − 1

)
= exp

(
−θ(β ± δ)u

θ − 1

)
.

Seja δ > 0 suficientemente pequeno. Pelo Lema 3.7,

exp
(
−θ(β + δ)u

θ − 1

)
≤ lim inf

n→∞
E

[
exp

(
−u · Tn

2n logθ n

)]
e

lim sup
n→∞

E

[
exp

(
−u · Tn

2n logθ n

)]
≤ exp

(
−θ(β − δ)u

θ − 1

)
.

Portanto,

E

[
exp

(
−u · Tn

2n logθ n

)]
−→ exp

(
− θβu

θ − 1

)
.

Pela Observação 3.1, segue que

Tn
2n logθ n

−→ θβ

θ − 1,

em distribuição e, portanto, em probabilidade, uma vez que o limite é constante. Como
γθ = 1 e β = 1− γ, temos

θ − γθ = θ − 1 ⇒ 1− γ =
θ − 1

θ
⇒ β =

θ − 1

θ
.
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Concluimos então que

Tn
2n logθ n

−→ 1, em probabilidade.

(ii) Seja {n = nk} uma sequência de inteiros tal que

lim
k→∞

n = ∞ e lim
k→∞

{log1/γ n} = ε.

Então, temos

{log1/γ[n(β ± δ)]} ≡ {log1/γ n}+ {log1/γ(β ± δ)}+
{
log1/γ

[n(β ± δ)]

n(β ± δ)

}
mod 1,

onde δ é suficientemente pequeno de tal forma que o lado direito é contínuo. Portanto,
quando n→ ∞, nós obtemos que

{log1/γ[n(β ± δ)]} → ε+ {log1/γ(β ± δ)} mod 1.

Logo,

L
(
TVn(β±δ)

nρ

)
= L

(
TVn(β±δ)

(n(β ± δ))ρ
· (β ± δ)ρ

)
−→ exp

(
−Ku(β ± δ)ρ

∞∑
j=−∞

(γθ)j−η

1 + νu(β ± δ)ρθj−η

)
,

pelo Lema 3.6 e pela Observação 3.1, onde η = ε + {log1/γ(β ± δ)}. Novamente, pelo
Lema 3.7, concluímos que n−ρ

k · TVnk
converge em lei, quando k → ∞, para a função de

distribuição de probabilidade com Transformada de Laplace

exp

(
−Lu ·

∞∑
j=−∞

(γθ)j−η

1 + µuθj−η

)
,

onde µ = 2(1− γ)ρθ/(θ − 1)2 e L = (1− γ)µ/γ.

Corolário 3.3.1. Se γθ > 1, então

lnTn
lnn

−→ log 1
γ
θ, em probabilidade, quando n→ ∞. (3.6)

Demonstração. Seja {nk} uma sequência crescente de inteiros. Para provar (3.6) é suficiente
mostrar que existe uma subsequência {mk} ⊂ {nk} tal que (3.6) é verdadeira ao longo de
{mk}. Ver [2] página 16, e notar que o limite é constante. Portanto, seja m = {mk} ⊂ {nk}
tal que

lim
k→∞

m = ∞, e lim
k→∞

{log1/γ m} = ε.
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Pelo Teorema 3.3 e pela Observação 3.1, temos que Tm/m
ρ converge em lei para uma

função de distribuição que é concentrada em (0,∞). Portanto, para todo δ > 0,

1 = lim
k→∞

P

(
1

mδ
<
Tm
mρ

< mδ

)
= lim

k→∞
P ((ρ− δ) lnm < lnTm < (ρ+ δ) lnm)

= lim
k→∞

P

(∣∣∣∣ lnTmlnm
− ρ

∣∣∣∣ < δ

)
.

Logo, lnTm/ lnm converge em probabilidade para ρ = log1/γ θ.

Agora, vamos obter o limite das distribuições de Xn, quando normalizadas de forma
adequada, assim como fizemos para Tn.

Teorema 3.4. (i) Se γθ = 1, então

Xn

n/ logθ n
−→ 1

2
, em probabilidade, quando n→ ∞.

(ii) Se γθ > 1 e {nk} é uma sequência de inteiros tendendo a infinito tal que

lim
k→∞

{log 1
γ
nk} = ε,

então, para cada, x > 0

lim
k→∞

P (n
−1/ρ
k ·Xnk

< x) = 1− Fλ(x)(((1− γ)x)−ρ),

onde ρ = log1/γ θ > 1, λ(x) = ε + log1/γ((1 − γ)x) e Fε é a função de distribuição cuja
transformada de Laplace é dada por

exp

(
−Ku ·

∞∑
j=−∞

(γθ)j−ε

1 + νuθj−ε

)
.

Demonstração. Seja N(n) o único inteiro tal que

VN(n) ≤ Xn < VN(n)+1,

ou seja, TVN(n)
≤ n < TVN(n)+1

. Pela Lei dos grandes Números,

Vn
n

→ 1

1− γ
q.c.

Portanto,

1 ≤ Xn

VN(n)

≤
VN(n)+1

VN(n)

→ 1 q.c. (3.7)
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Seja ]y[ o menor inteiro maior do que ou igual a y. Note que

N(n) ≥ y ⇒ N(n) ≥]y[

⇒ VN(n) ≥ V]y[

⇒ TV]y[
≤ TVN(n)

≤ n.

Por outro lado,

TV]y[
≤ n ⇒ V]y[ ≤ Xn

⇒ V]y[ ≤ VN(n)

⇒ N(n) ≥]y[≥ y.

Logo,

P (N(n) ≥ y) = P (TV]y[
≤ n). (3.8)

(i) Seja γθ = 1. Defina g(t) = t logθ t. Então, para s > 0 e por (3.8), temos,

P

(
g−1(n)

N(n)
≤ s

)
= P

(
N(n) ≥ g−1(n)

s

)
= P

(
TV]g−1(n)/s[

≤ n
)

= P

(
TV]g−1(n)/s[

g−1(n)
s

logθ
g−1(n)

s

≤ n
g−1(n)

s
logθ

g−1(n)
s

)
.

Observando que

g(g−1(n)) = n⇒ g−1(n)

n
logθ g

−1(n) = 1,

obtemos
n

g−1(n)
s

logθ
g−1(n)

s

=
s

g−1(n)
n

logθ
g−1(n)

s

=
s

g−1(n)
n

(logθ g
−1(n)− logθ s)

=
s

1− n−1g−1(n) logθ s
.

Assim,

P

(
g−1(n)

N(n)
≤ s

)
= P

(
TV]g−1(n)/s[

g−1(n)
s

logθ
g−1(n)

s

≤ s

1− n−1g−1(n) logθ s

)
.

Usando o Lema 3.6 e o fato de que limn→∞ g−1(n)/n = 0, obtemos

g−1(n)

N(n)
−→ 2θ

θ − 1
,
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em distribuição e, portanto, em probabilidade. Como limj→∞ Vj/j → 1/(1 − γ) q.c., nós
obtemos que

g−1(n)

VN(n)

=

g−1(n)
N(n)

VN(n)

N(n)

−→
2θ
θ−1
1

1−γ

=
2θ(1− γ)

θ − 1
= 2,

em probabilidade, pois γθ = 1. Observe que em (3.7) temos que Xn/VN(n) → 1, q.c. Daí,

Xn

g−1(n)
=

Xn

VN(n)

g−1(n)
VN(n)

−→ 1

2
, em probabilidade.

Como g−1(n) ∼ n/ logθ n segue que

Xn

n/ logθ n
−→ 1

2
, em probabilidade, quando n→ ∞.

(ii) Seja n = {nk} uma sequência de inteiros tal que

lim
k→∞

n = ∞ e lim
k→∞

{logθ n} = ε.

Note que Fε é contínua, pela Observação 3.1. Então, analogamente ao item (ii) do
Teorema 3.3,

{log1/γ[xn1/ρ]} −→ log1/γ x+ ε =
λx

1− γ
, x > 0.

Usando (3.8) e o Lema 3.6, segue que

P

(
N(n)

n1/ρ
≥ x

)
= P (TV ]xn1/ρ[ ≤ n) = P

(
TV ]xn1/ρ[

]xn1/ρ[ρ
≤ 1

xρ
· xρn

]xn1/ρ[ρ

)
→ Fλ(x/(1−γ))(x

−ρ).

Pela Lei dos Grandes Números,

Vn
n

→ 1

1− γ
q.c.,

e assim,

P

(
VN(n)

n1/ρ
≥ x

)
= P

(
VN(n)

N(n)
· N(n)

n1/ρ
≥ x

)
→ Fλ(x)(((1− γ)x)−ρ).

Combinando com (3.7), segue o resultado.

O corolário a seguir nos dá a convergência de lnXn, quando γθ > 1. Sua prova é
essencialmente a mesma do Corolário 3.3.1

Corolário 3.4.1. Se γθ > 1, então

lnXn

lnn
−→ logθ

1

γ
em probabilidade, quando n→ ∞.
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