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Resumo

Seja {a. }.cz uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente dis-
tribuidas, com 0 < a, < 1, para todo z € Z. O passeio aleatério em ambiente aleatério, so-
bre os inteiros, é a sequéncia { X, },en, onde X, = 0 e, indutivamente, X,,;; = X,, + 1, com
probabilidade ax,,, e X,+1 = X,, — 1, com probabilidade 1 — ax,,. O objetivo deste trabalho
é estabelecer um critério de recorréncia e transiéncia para o passeio aleatério em ambiente
aleatério em uma dimensao, bem como estudar um fendémeno muito interessante conhe-
cido como slow down, que ocorre quando escolhemos uma distribuicdo especifica para o
ambiente. Todo o trabalho serd baseado no artigo Random Walks in a Random Environment,
de Fred Solomon, 1975.

Palavras-Chaves : Passeios Aleatorios, Ambientes Aleatdrios, Recorréncia, Transiéncia,
Slow Down.



Abstract

Let {a.}.cz be a sequence of independent, identically distributed random variables
with 0 < o, < 1forall z € Z. The random walk in a random environment on the integers
is the sequence {X,, },en, where X, = 0 and, inductively, X,,;; = X,, + 1 with probability
ay, and X, ; = X,, — 1 with probability 1 — ax,,. The objective of this work is to establish
a criterion of recurrence and transience for a random walk in random environment in one
dimension and study a very interesting phenomenon known as slow down which occurs
when we choose a specific distribution for the environment. All the work will be based
on the paper Random Walks in a Random Environment, by Fred Solomon, 1975.

Keywords : Random Walks, Random Environment, Recurrence, Transience, Slow Down.
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Capitulo 1

Introducao

O passeio aleatério em um ambiente aleatério, que chamaremos de RWRE, foi introdu-
zido por Fred Solomon em seu trabalho Random Walks in a Random Environment, publicado
na revista The Annals of Probability, em 1975. Veja [7].

Seja {ay, }nez uma sequéncia de varidveis aleatdrias tais que 0 < «,, < 1, para todo
n € Z. Definimos o passeio aleatério em ambiente aleatério como sendo uma sequéncia
de varidveis aleatérias { X, },,ey com matriz de transi¢do dada por

M(n,n+1) = ap, M(n,n—1)=1— q,.

Observe que essa defini¢do envolve dois componentes aleatérios, a saber, o passeio { X, }nen
e a sequéncia {«,}, que chamaremos de ambiente. Construiremos o passeio no espago
mensuravel ([0, 1]% x ZN, F), onde [0, 1]% é o conjunto de todos os ambientes a = {a, }nez,
ZN é o conjunto das trajetérias do passeio e F é a o-dlgebra gerada pelos cilindros.

A principal dificuldade em estudar o RWRE é que, em geral, {X,, },,cy ndo é uma Ca-
deia de Markov. Para ver que o futuro, dado o presente, depende do passado, note que a
cada vez que atingimos um sitio em Z, aumenta a nossa certeza sobre ele. Para contornar
esse problema, estudaremos a evolugao do passeio em um ambiente fixo o = {«,, } e além
disso vamos supor que {a;, }nez € uma sequéncia i.i.d. Assim, {X,,},en € uma cadeia de
Markov irredutivel e homogénea no tempo e, neste caso, denotaremos por M, a medida
de probabilidade associada. Essa é a descricdo quenched do RWRE.

A fim de aleatorizarmos o ambiente, seja () uma medida produto sobre [0, 1)%, tal que
« é independente e identicamente distribuida. Se A C [0, 1]% e B C Z" sdo mensuraveis,
defina

P(Ax B) = /A M, (B)dQ(a).

Essa é a descricao annealed do RWRE.
Um fato importante é que se {X,,},cn tem uma propriedade quase certamente (q.c.),
para quase todo ambiente fixo, entdo {X,, },cn tem essa propriedade q.c. Isto é,

Teorema 1.1. Seja B mensurdvel e suponha que M, ({X,} € B) = 1 para quase todo ambiente
a. Entdo P({X,} € B) = 1.

Demonstragio. P({X,} € B) = [ M,(B)dQa = 1. O
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Esse resultado é fundamental e serd usado constantemente, uma vez que antes de ob-
termos os resultados sob a lei annealed, os obteremos sob a lei quenched.

Esta dissertacdo serd dividida em duas partes. No Capitulo 1, obteremos o critério de
recorréncia e transiéncia para o RWRE. Os primeiros lemas desse capitulo serdo obtidos
atrdvés de [4], usando sistema de equacgdes de diferengas. O critério de recorréncia serd
obtido combinando esses lemas com um resultado proveniente da Teoria de Flutuagéao,
que se encontra em [3].

No Capitulo 2 escolheremos um ambiente de tal maneira que ocorra um fendmeno co-
nhecido como slow down. Para isso, utilizaremos uma lei dos grandes ntimeros, também
obtida por Solomon, e o critério de recorréncia do Capitulo 1. Neste fendmeno estuda-
remos as convergéncias em probabilidade do passeio aleatério {X,, }.cn, € das varidveis
aleatérias T,,, que representam o primeiro tempo que o passeio aleatério toca o sitio n,
quando normalizadas por fun¢des f(n) adequadas.
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Capitulo 2

Recorréncia e Transiéncia de { X, },,cN

Neste capitulo estamos interessados em obter um critério de recorréncia e transiéncia
para o passeio aleatério em ambiente aleatério. Na primeira se¢do, apresentaremos os pri-
meiros resultados obtidos por Solomon e, na se¢do seguinte, aplicaremos esses resultados
para demonstrar o Teorema 2.2, que é o objeto central deste capitulo.

2.1 Primeiros Resultados

Fixe o ambiente o = {a,, }nez € seja {X,, }nen a Cadeia de Markov sobre Z com matriz
de transicao
My(n,n+1)=a,, My(n,n—1)=p,=1—q,.

Seja também
fij = P(X,, = j, paraalgumn > 0|X, = 7).

Nosso primeiro lema diz respeito aos valores que f;; pode assumir, dependendo dos
valores de i e j.

Lema 2.1. Fixe {c, }nez, com 0 < o, < 1, para todo n € Z. Defina o,, = B3,/ o, e

0001 Op, n >0,
n:
000_1-+0n, 1 <O.

(i) Sei > j, entdo

> pn
=
>
n=j

Alémdisso,fij<1sean<ooefijzlsean:oo.

n=1 n=1
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(i) Sei < j, entdo

Z (o)~

n=—oo

Além disso, f;; < 1se Z(p—”)_l <ooef;=1se Z(p—”>_l = 0.
n=1

n=1

Demonstragio. (i) Sejak € Ztalquek >1i> je

kfij = P(X,, = jparaalgumne X,, # kpara 0 < m < n|Xy = i).

Defina também

kfij Z%j,k,
0 i =k.

Assim, obtemos a equagdo com condicdo de fronteira
U = Qg + fiui—1, J<i <Kk,

u; =1, u,=0.

Esse sistema pode ser resolvido por recorréncia e a sua tinica solugao é dada por  f;;.

Seja r tal que j < r < k. Entdo

Up = OpUp4q + Brurfl = ar(urJrl - ur) = ﬁr(ur - ur‘fl)

B
= Uppl — Up = _T(Ur - ur—l)
r
BBy
o U — = P,
Q-+ 'Oéj+1

Usando a convencgédo de que o produto vazio é igual a 1, obtemos

k-l G N
—-1= Z(UT—H —u) = <1+ Z T—ﬁ_l> (uj+1 —1),

a .« . a .
r=j r=j+1 T Jt+l

i1 i1 ﬁ 5
ui—lzz:(urﬂ—ur) = <1+ Z ﬁ) (ujyr —1).

r=j r=j+1 +1

(2.1)

(2.2)
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De (2.1) podemos escrever
—1=(ujs1 = DI + 041+ (05410542) + -+ + (051 ... 0k-1)]. (2.3)
Subtraindo (2.1) de (2.2), temos
ui = (1 —ujpn)[(ojur - 09) + -+ + (0441 o)) (2.4)
A Equagdo (2.1) também implica que
(1—uj1) = [14 0501 + 0410500 + - + (0541 - 0p1)] (2.5)
Substituindo (2.5) em (2.4), temos
k—1
Z 0-j+1 ce Oy
b1+ o+ (00502) o (g o)
Z O-j-f—l ce Oy
n=j
Multiplicando e dividindo (2.6) por oy - - - 0;, obtemos
k-1
> P

(UO...gj)+...+(JO...Jk_l)

k-1
>
n=j
Como  f;; tende a f;; quando k tende a infinito, segue que

20

fij - s Se Z > j,
> on
n=j
demonstrando a primeira parte do item (i).
oo

Para demonstrar a segunda parte, suponha que Z pn < 00. Logo,

n=1

oo oo
d pm<oo e > pn<oo.
n=t n=j

Como i > j e p, > 0, segue que

> <> pu<oc
n=t n=j
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e, portanto, f;; < 1. Por outro lado, se Z pn = 00, temos

n=1

S=d =
n=t n=j
Assim, segue que

> pn

fij = ~— =1
pi pict+ > pn
provando a segunda parte do item (i). A demonstragdo do item (ii) é analoga. O

Através desse resultado, podemos obter o seguinte lema, que terd papel fundamental
na demonstragdo do critério de recorréncia e transiéncia do passeio aleatério em ambiente
aleatorio.

Lema 2.2. Fixe {c, }nez, com 0 < «,, < 1 para todon € Z . Entdo

n—oo

@ D (pn) =00 e > pn<ooimplicalim X, =ooq.c.
n=1

n=1

() Y (pn) ' <00 e Y p,=ocimplica lim X, = —c0 q.c.
n=1 n=1

n—oo
(iii) Z(p_n)_l =00 = an = oo implica { X, } nen recorrente. Ou seja,
n=1 n=1
—oo = liminf X,, < limsup X,, = oo g.c.

n—0o0 n—o00

Demonstragdo. (i) Como Y o (p—,)' = coe > o2, pn < 00, pelo Lema 2.1, temos que

fij=1sei<je fi; <1sei> j. Afirmamos que isso implica em lim,,_,., X,, = co g.c. De
fato, para M um inteiro positivo qualquer, é facil ver que fi2ns = 1. Defina

ty =inf{n > 0; X,, =2M}, s, =inf{n >t;; X, = M},

e, paracadai > 1,

tisn =inf{n > s;; X,, =2M}, s =1inf{n > t;41; X,, = M},

com a convenc¢do de que o infimo sobre o conjunto vazio € infinito.
Note que t; < 51 <ty < s < ---. Como foan = 1, entdo t; < 0o g.c. €, como {X,, }nen
para um ambiente fixo é uma cadeia de Markov, temos

P(Si :OO|25z <OO) = 1_f2M,M > 0.
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Entao,
P(s; = oo para algum i) = Z P(s; = 00,t; < 00)
= (1— faur) > Plt; < ).
i=1

Dai,

1 ‘
Z P(t; < 00) = ——— P(s; = oo para algum ).
1—ﬁMM

Pelo Lema de Borel-Cantelli, P(t; < co. i.v.) = 0. Como tomamos M > 0 arbitrario,
segue que lim,,_,., X,, = 00 q.C.

(ii) Como >°°° [(p_,) < oc0e > > p, = 0o, pelo Lema 2.1, temos que fi; < 1,sei < j,
e fij = 1,sei > j. Logo, analogamente ao caso anterior, concluimos que lim,,_,, X,, = —00

g.c.
(iif) Suponha agora que

Z(ﬂ*n)il = an =0
n=1 n=1

Pelo Lema 2.1, temos que f;; = 1,sei < j, e f;; = 1, se i > j. Nesse caso, {X,, }nen €
recorrente. Com efeito, suponha que P(X,, = 0. i.v) < 1, isto é, { X}, },en retorna a origem
uma quantidade finita de vezes. Logo, para cada trajetéria w do passeio, existe ng(w) € N
tal que X,, > 0, para todo n > ny(w), ou X,, < 0, para todo n > ng(w). Sem perda de
generalidade, suponha que X,, > 0, para n > ng(w). Logo, para quase todo w, existe
K € Ztal que X,, > K, o que é um absurdo, pois para quaisquer i e j tais que ¢ > j, nds ja
sabemos que f;; = 1. O

Agora estamos aptos para enunciar o teorema mais importante dessa secao.

Teorema 2.1. Seja {Y;}en uma sequencia de varidveis aleatdrias independentes, identicamente
distribuidas, ndo degeneradas e finitas. Seja também S,, =Y, + ... +Y,,. Entdo

o

P(S, > 0) ) S
@) Z < 00 Se, e somente se, 7}1_}11(()10 Sy, = —00 g.c. Neste caso Zl e’ < 00 g.C.
n=

= P(
(ii) Z PS> 0) :m:ZMse,esomentese,

n=1

—o00 = liminf S, < limsup S, = 0o g.c. NestecasoZe fr =00 = Zeanc

n—00 n—00
n=1 n=1
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Demonstragio. As equivaléncias dos itens (i) e (ii) fazem parte do que chamamos de Teoria
de Flutuagdo. Omitiremos essa primeira parte em cada um dos itens. Os detalhes se
encontram em [3], Capitulo 8. A segunda parte em (ii) é imediata, pois lim,,_,, S, ndo
existe. Mostraremos agora a segunda parte em (i). Sob as hip6teses desse teorema, [8]
mostra que

lim sup —= = 00 c. ou lim i = —0 C
n—00 ni/2 4 n—oo /2 q-c
Mas, nesse caso, lim,,_,, S,, = —00, q.c. Portanto,

lim — = —00 q.C.

n—00 n1/2 !

nl/2

Logo, existe N > 0 tal que se n > N entdo S, < —n'/2? q.c. Como e™™’" é uma funcdo

_pl/2

positiva e decrescente, aplicando o teste da integral concluimos que >~ e < 00 g.C.
Dai, pelo teste da comparagdo de séries
o0 e}
1/2
0< Zes"< Ze’”/ <oo q.c
n=N n=N
O

2.2 O Critério de Recorréncia e Transiéncia

Aplicando o Lema 2.2 e o Teorema 2.1, podemos obter, finalmente, o critério de recor-
réncia e transiéncia para o RWRE.

Teorema 2.2. Seja {o, }nez uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes, identicamente
distribuidas, ndo degeneradas, com 0 < «,, < 1 para todo n € Z.

) = P(p, > 1) L B
(i) Se Zl — < 00, entio nh_)I{.lO X, = qg.c.

— P(p, <1
(ii) Se Z Plon<1) < oo, entdo lim X, = —oo g.c.
n

n—oo
n=1
pn < ]. - P Pn > 1 ~ ;s .
(iii) Z = 00 = Zl %, entdo {X,}nen € recorrente.  Ou seja,
—oo = hm inf X,, < limsup X,, = 0o g.c.
n—o0 n— 00

Se E[ln o] estd definido (possivelmente +00), entdo (i), (ii) e (iii) sdo equivalentes, respectiva-
mente, a

(i) E[lnog] <0,
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(ii") E[lnog] > 0,
(iii") E[lnog| = 0.
Demonstragio. Suponha que 0 < a,, < 1 para todo n € Z. Provaremos apenas o item (i),

pois (ii) e (iii) sdo andlogos.
Defina S,, =Inog +1noy +--- +1no,. Logo,

= P(S, > 0) iP(lnao+1n01+-~-+lncrn>0)

n
n=1 n=1
B i P(lnp, >0) i": P(p, > 1)
N n=1 n B n=1 n .

Portanto,
= P(S, >0 = P(p, > 1
PPEACLEAL) SN L R0
n=1 n n=1 n

Pelo Teorema 2.1,

o0 [e.9]

en = an <o qg.c
=1

Como p,, = p_, em distribui¢do, concluimos que

S

n=1 P

3

Dessa forma, pelo Lema 2.2, lim,,_,», X,, = 0o g.c. para quase todo ambiente fixo. Pelo
Teorema 1.1, conclui-se que

P(lim Xn:oo> = 1.
n—oo

Suponha agora que E|ln 0y] exista e novamente considere S,, = lnoy+1Ino;+---+1Ino,.
Entao, pela Lei Forte dos Grandes Nuimeros e pelo Teorema Central do Limite, Eln og] < 0

se, e somente se, lim,,_,, S, = —00 q.c.
Aplicando o Teorema 2.1, obtemos lim S,, = —oo se, e somente se,
n—o0
2 P(p,>1) <= P(S,>0)
T =y T s,

Assim, a condicdo >~ P(p, > 1)/n < oo pode ser substituida pela expressao
Ellnoy] < 0. Analogamente, podemos substituir » ° P(p, < 1)/n < oo e
Yo Plpn < 1)/n =00 =37, Plp, > 1)/npor Ellnoy] > 0e E[lnoy] = 0, respecti-
vamente. [
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Capitulo 3

O Fenomeno de Slow Down para um
Passeio Aleatorio em um Ambiente
Aleatorio

Neste capitulo estamos interessados no caso em que lim, ,,, X,, = oo g.c., mas
lim,, o X,/n = 0 g.c. Ou seja, o passeio é transiente para a direita, mas com velocidade
zero. Para simplificar, consideraremos o caso em que 0; = 0 ou 0; = 0, para todo j € Z.
Os pontos j em que ¢; = 0 sdo chamados barreiras refletoras para a direita. A principal
vantagem em fazer isso é que o passeio aleatério pode ser decomposto em excursdes in-
dependentes de uma barreira até a proxima. Nosso objetivo no final deste capitulo serad
obter convergéncias em probabilidades para as varidveis aleatdrias 7,,, definidas abaixo, e
X, desde que sejam normalizadas adequadamente por fungdes f(n), que serdo definidas
durante o capitulo.

3.1 Preliminares

A seguir apresentaremos todas as notagoes e defini¢des que utilizaremos neste capi-
tulo. Para a construcdo do slow down precisaremos da lei dos grandes ntiimeros para
o RWRE. Este resultado também foi provado por Solomon em 1975 e [9] e [1] sdo boas
referéncias para a demonstracdo. Segue abaixo o seu enunciado

Teorema 3.1. (i) Se E|oy] < 1 entdo

li Xn 1— E[O’o] c
im — = .C.
n—oo n 14 Elog] 1
(ii) Se Elo;'] < 1 entdo
X 1— Eloy!
lim — = — [021] q.c.
n—oo N 1+ Eloy ]
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Note que as trés possibilidades acima sdo exaustivas e mutuamente exclusivas, pois,
pela desigualdade de Jensen, E[oy] ™! < E[o;].
Em todo este capitulo assumiremos que

J

0 com probabilidade 1 — 7,
g, =
¢ com probabilidade 7,

onde v € (0,1) e § é um ndmero real positivo fixo.

Observe que Eoy = 0(1 — ) + 6y = 6v. Assim, se v > 1 entdo lim,,_,. X,,/n = 0q.c,,
pelo Teorema 3.1. Portanto, é esse o caso que consideraremos neste capitulo. Em particu-
lar, vamos supor ¢ > 1. Por outro lado, com essa distribui¢do para ¢;, temos E[ln o] = —o0
e, portanto, lim,,_,., X,, = oo pelo Teorema 2.2. Além disso,

1 — . 1 — .
&]:0:>ozj:1eaj:0:> % ;= :
(6%} Q; 1—|—9

O'j:0:>

Se x é um ndmero real, [x] denotard a sua parte inteira e {x} a sua parte fraciondria,
isto é, {r} = = — [z]. Denotaremos por E a esperanca para varidveis aleatdrias sob a lei
annealed e E, serd a esperanca com respeito ao ambiente fixo o = {a,}, isto é, relativa a
medida de probabilidade M,,.

Definicao 3.1. Seja 1 = 0 e para cada n € N defina

T _ min{k > 0; X, =n}, sekexiste,
" 00, se k ndo existe.

Seja ainda 1, = T,, — T,,_1 edefina T_,, e 7_,, analogamente.

Definicao 3.2. Seja Vi = 0 e defina, indutivamente, V,, = min{k > V,,_1; ), = 1}, paran > 1.
Note que, para cadan € N, V,, éa enésima barreira a direita do zero. Como V,, é finita q.c., entio Ty;,
também o é. Observe também que as excursoes entre os tempos Ty, e Ty, ., formam uma sequéncia
de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas.

3.2 Primeiros Resultados

Nesta se¢do, vamos obter os primeiros resultados para o RWRE com o ambiente defi-
nido acima. Tais resultados serdo usados diretamente na préxima se¢do para obtermos os
limites de T, e X,,, normalizados por fungdes f(n).

Comecemos com um lema que relaciona as Transformadas de Laplace de 7' em tempos
consecutivos.

Lema 3.1. Fixe o = {a,} tal que limsup,,_,., X,, = oo q.c. Seja Fj(u) = E,[e"*1i] a Transfor-
mada de Laplace de T;. Entio
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Demonstragio. Se o = {a,} é fixo, entdo 7, 7, ... sdo independentes. Note que

Qy, k= ]_,

My(1j41 = k) =
(T2 =H) {5] Mu(rjs+ 7=k —1), k> 1.

Seja ¢;(u) a Transformada de Laplace de 7;, dado um ambiente fixo o = {a,,}, isto &,
@i(u) = E,[e”"7]. Entdo
i (u) = aze™ + e p;(u)pjpi(u), sej > 0.

De fato,

(Pj+1 (u) e 7U‘TJ+1 Z e T]+1 — k)

k=1

= e "My(1j:1=1) +Ze“ o(Tjr1 = k)
= e v+ Ze‘“kﬁj (T +1=k—1)

= aje "+ Bie" Z e ke My(1jy1 + 75 =k —1)
k=2

= Ozje_u + 63‘6_” Z B_U(k_l)Ma(Tj_,_l + Tj = k? — 1)
k=2

= aje "+ Bje "k, [e—u(Tj+1+Tj)]

= qje "+ fie "Eyle | Eyle i

= aje " + Bie "pi(u)piti(u).

Agora, note que

[

_ Ea [efu(7'1+7'2+...+7'j)]
[ TUT2 L pTUT
[

]
= E,le " E,e "] - Eyle "]
= pr(u)pz(u) - p;(u),

ois 71,79,...,7; sd0 independentes. Portanto,
J

Fj(u) = Fi-a(u)pi(u) = ¢;(u) =
para qualquer ambiente fixo. Assim, concluimos que

Folw) o B Bl B
Ry el = e e Ty ()
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Logo,
1 ae” Bje ™" .
= + , J=L
Fj(u)  Fya(u)  Fja(u)

]

No lema a seguir, nosso objetivo é encontrar a transformada de Laplace da funcédo de
distribuicdo de Ty, ., — Ty, que, como ja observamos, sdo varidveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas. Como em todo este capitulo, estamos supondo que
a; = 1, com probabilidade 1 — 7, o que implica em 3; = 0, com probabilidade 1 — v, e
a; = 1/(1+ 0), com probabilidade v, implicando em ; = 6/(1 + #), com probabilidade ~.

Lema 3.2. Sejam

M) = SO+L1+[(0+1) - 40e7]3),
M) = SO+1—[(0+1) — 400 )
e defina
a(u) = A(u) —e",
bu) = e — Xa(u), (3.1)
clu) = M(u) — A2(u),
Blu) = 607N\ (u).

Ty,

Seja também p(u) = Ele”" Va1 =Tv2)], para todo n € N. Entdo,

1oy & cwhBwy
P = D L+ b BB

Jj=1

Demonstragdo. Primeiramente fixaremos {a,}. Seja V, < k < V.41 e defina
Gr(u) = E,[eT=Tv)]. Usando o Lema 3.1 e o fato de que Ty, +; — Ty, = 1, obtemos,

1 1 e 0 e
= + , Vi, <k<V,
Gr(u) <1 + 9) Gret1(u) (1 + 9) Gr—1(u) o
Gy, =1, Gy, (u)=¢e"
Para resolver essa relacdao de recorréncia, considere inicialmente,
1
——— = Hj_ = H, )

onde s = k — V,,, para simplificar as contas. Assim, temos Hy, = 1, H; = €*, e, usando
esses valores, obtemos H_; = e¢*. Além disso,

1 0 .
H, = ( 9+—1) e "Hgy + <m> Hy = Hypy = (0+1)e"Hy — 0H, 1.



3.2 Primeiros Resultados

22

Multiplicando a rela¢do acima por z°, |z| < 1, e somando para s > 0, obtemos,

i H, 12° = i(@ + 1)e"Hgx® — i OH, 1x° = ii H.2*
s=0 s=0 s=1

= (0+1)e ZH:E —(‘)xZH:E

s=—1

Seja f(x) = > .-, Hsz®. Da tltima equagdo, segue que

L (f0) — Ho) = 0+ D ) — 00 (4 1(0) )

Substituindo os valores de Hy e H_; e isolando f(z), obtemos,

1 —fetx
—(0+1)evz +1

f(ZE) = 012

Nosso objetivo agora é escrever f(z) em fragdes parciais. Observe que

u

02> — (0 + ez +1=0 = :17:%

Logo, se =1 e x5 sdo as raizes dessa equagdo, entdo z; = A1 /0 e x2 = \2/0 e, portanto,

9$2—(9+1)e“$+1:9($—%) (x—%)

Sejam P e () tais que

o = e e T - -

Temos entdo que

Resolvendo esse sistema, obtemos

6“/\1—1 1—)\26u
P=0 — = —
()\2—)\1) ¢«

Agora, observe que,

(9 P10+ 1) — 498—%]%) .



3.2 Primeiros Resultados 23

Analogamente,

Logo,

> Pos Q98+1 .
f(l')I—Z<F+W>SC,
e, portanto,

s s+1
)

s+1 s+1
)\1 )\2

Agora, note que, como \;/6 e \,/60 sdo raizes da equacdo 0z — (0 + 1)e“x + 1, pelas
relacdes de Girard, temos

)\1 )\2 . 1 o )\1 /\2 o (0+1)€u _u u
?g_ej)\l =0 e 9—|—0— 0 = A\ + Ay =0+ e".

Usando a relagdo para o produto das raizes e substituindo os valores de P e () obtemos

E(e"A — 1) 1 — dge)A5TH!
M) () ( M — A)z
LA — 1) + (1 — Age")ATL - (31)°

(A — A2 ()
(€0 — Ag) + (N — Be*) (A1)
(A — A2) ()

Pela relagdo da soma das raizes nas relagdes de Girard, segue que

(A — ") + (e = M) (3)
(A — )\2)(%)8 .

H, =

H, =

Portanto,

poiss =k —V,e H, =1/Gj.
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Ty,

Agora, seja ¢(u) = E [e*“( n+1*TVn)} com o ambiente aleatorizado. Entao

plu) = Z Gy, (1) - P(Vapr — Vi = j)

= Gl 1)

Combinando com a solugdo do sistema, obtemos

1oy (w)(B())’
P == D T W P

7=1

o

0 que prova o lema.

O lema abaixo nos fornece relagdes assintéticas para a, b, c e 3.
Lema 3.3. Se u ~\, 0 entdo
(i) a(u) =0—-1+0(u) \ 0 —1,

(mlmﬁzg%1“+OW%

(i) c(u) =0—-14+0(u) 0 —1,
(v) B(u) =14+ O0(u) N\ 1.
Demonstragido. Note que as expansdes de e" e /1 + u em série de Taylor sdo

2 3 2

u u Uu u
e“:1+u+?+g+~~ e \/1+u:1+§—§+~~.

(i) Se u N\, 0, podemos escrever e* =1+ O(u) e /1 +u =1+ O(u). Assim, temos,

alu) = M(u) —e" = %(9 P14 [(0+1) — 406723 — e
= w(ﬁgl_ )+%K9+U%%—4ﬂ5
= [1+O(u)] (%) 5[0+ 17201+ O(w)) — 40]
= Q_Tl +O0(u) + [(6—1)* + O(u)]%
-1 01
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(ii) Se u \, 0, podemos escrever e* = 1 +u + O(u?) e V1 +u =1+ % + O(u?). Logo,

M) = e = dafu) = et = S (6.4 1) 4 LD A0

2

= [1+u+0@?)] (1— 5

0+ 1> L L6010+ 20+ 0)) — 10"

2 2

_ 2
6—1 1+2((9—|—1)u
- 1p

1-6 1-46 o O0—1 1[2(0+1)%u
-1 (0+1)%u
2 20— 1)

= [14+u+ O] (

1-60 1-—460
+

+ O(u?)

(iii) Analogamente ao item (i), temos

/2

o) = Mlw) = dofw) = e [0+ 1) — a6e]" = [(6+ 126 — 10
= [(0+1)%(1+O(w)) —40]"* = [(6 — 1)? + O(u)]?

= OB-1)[1+0w)]"*=6-1+0().
(iv) Finalmente,
)\1(U) _ i

flu) = =~ =3
1

+ O(uQ)]

[0+ 1+[(0+ 1) — 40e2"]"/?]

(6 + 1) — 4]

(— (1+0(w)) + 5

0+1 0+1 1
{T+O(u)+T+O(u)} =5
+ .

O(u)

1
0
1
0
1

A seguir, mostramos que podemos trocar ¢ por v, onde

e O e e _
v= v jgl—i-uu@j’ V_(0—1)2'

Lema 3.4. Se u ™\, 0, entdo p(u) — ¢ (u) = O(u).

1— e) N (0 —1)% +2(0 + 1)%u + O(u?)]¥/2

1/2

+ O(uQ)] + O(uQ)}

1/2

|

[0+ O(u)]
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Demonstragdo. Sejam

—7 —1W
Arlu) = Z a+ b(052)i

_1—7“ Ny 1 1
_TZ(O D (a+b(062)3' a+bea')e

1 - > 0—1) 73
ol JZI a + b7 (1)

Note que ¢p(u) — ¥(u) = Ai(u) + Az(u) + As(u). Portanto, devemos mostrar que
A;(u) = O(u) quando u \, 0, para j = 1, 2, 3. Usando o lema anterior, temos

-7~ c(v9) -y = (0—1)y
A =
[ A1 () 7 ;aer(@ﬁ? 7 ]ZlaerGﬁ?
1 — v 1—7 c 0—1
< c —(0—-1))y :‘ ( - —c—¢9~|—1)‘
T 2 = 0= = |2 (7 - )
< 1—7( c _9—1)’_‘1—7(9—1+O(u)_9—1)‘
T va \1=-py 1-v ya 1— [y 11—y
B 1—7(0—1+O(u)_6—1+O(u)+9—1+0(u)_9—1)‘
va 1—py 1—v 1—v 1—v
l—fy( 1 1 ) O(u)
= - + = O(u).
v \1=0%y 1-v/ 1-9 ()
Do mesmo modo, obtemos
ol 1 1
Al == ?;w ]yy<a+bWB%7 a+bw>|
1—9)(1-6) < o
< U0 5™y - i) = o)
ya e
e
R R S U R e A R
As(u)] = ]2_: a+ bl 0 Zl—i—uu@j
B Y Ul VI V1
(a+ b67)(1 4 vub?)
7j=1
< <a—<e—1>>-M1+’b‘”<9—”“‘.M
u
< O(u),
onde M, e M, sdo constantes positivas finitas. O

O lema abaixo é o primeiro passo na direcdo de se obter convergéncia em probabili-
dade para Ty, .
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Lema 3.5. Seja v > 0. Sdo vdlidas as sequintes implicagdes:

! ) u B 20u

rar ot 4 ylny (G —1)In6’
(ii) Se~0 > 1, entdo

ok (y (1 o (E) ) ~Ke ) 1 e ) =0
Jj=—00

(i) Se~0 =1, entdo

20 1-—
ondeuzm,[(: 77-1/, w(y):log%ye p:log%9>1.
Demonstragio. Note que, paracadau > 0e p > 1, temos u/yIny \, 0 e u/y” \, 0, quando
y — o0o. Assim, pelo lema anterior, podemos trocar ¢ por . Seja

o =o(x) = log, z. Entdo

o0

u 1—v 0 -7 7 « 7
1 (—) - 17, - S N
¥ x 0 ;1+V%9] 0 1—7 Zl—i—u%ﬁi
e = Y 1—700’}/]1+V 67)
- v <27 ]Zl 1+ yuey ol JZ 14+ V“HJ

j=1
1 — 7 = vi(y0)’ U= (Y0) u =\ (y8)°
~ . D) PE = Sy IOV}l e
Y ;Hugea x;Hugeﬂ 209 ]Z_:l—i-uuw“
_ s N~ ()t
AP S eroec
j=1-|o

(i) Se v = 1, entdo 1* = 1/6° = 4° = 1/z. Portanto, pela expressao acima, temos

() = X

= K= ([logy7] + O(1)).

0

S o] = KL (0] +0(1)

1 + vufi—{o} x

SHES

Assim,

i 2 (-0 () = i (K o <o) = K

Substituindo o valor de K e usando o fato de que 70 = 1, concluimos que

i (-0 (3) = Grme
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Fazendo = = yIny, obtemos

’ ylny - u i ylny - u 20u
g — = im ———— — = — .
yglolo In(y Iny) ylny y—oo Iny + Inlny ylny (0 —1)Iné

Dividindo os dois lados por Iny/(In y+1InIn y) e usando o fato de que esta expressao tende
a 1 quando y — oo, obtemos o resultado.
(ii) Seja v0 > 1. Entdo

1

— =0 = A"=0"

/y,D
= 7 =0"
= 7 =z"!
= A7 =gV

Dai, temos

o i—{o}
1/p . E)) — 1/p o (’70)J
e (1-v R e o

j=1-lo]

S
= Ku- . .
" ,;]Huuea—{o}
j=1-[o

Como os limites existem, segue que

t (0 (10 () - e 32 72U ) o

Fazendo y = 2!/ e observando que

oc=o(x) = logyz =logyy” = plogyy
10g1 Y

- log1 - w<y)7

segue o resultado. O
Finalmente podemos obter a convergéncia em probabilidade para 7y, .
Lema 3.6. (i) Se 6 = 1, entdo
Ty,

n

2nlog, n g pm probabilidade, quando n — co.

(ii) Se v > 1e {ny} é uma sequéncia de inteiros tendendo a infinito tal que

lim {log: ni} = ¢,
k—ro0 v
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entdon,” - Ty, converge em lei, quando k — oo, para a fungio de distribuicdo de probabi-
lidade com Transformada de Laplace

o)

exp (—Ku- Z %) : (3.2)

ondev =20/(0 — 1), K =v(l —7)/yep=1log,,, 0 > 1.

Demonstragio. Note que Ty, = Ty, — Ty, , + Ty, , — Ty, , + Ty, , — --- + Ty,. Como
{Tv, = Ty,_, } para j > 2, éii.d., temos

Jim E [e‘“(%)l _ (ﬁ)n

(i) Se v8 = 1, pelo Lema 3.5, temos

limg0< - )n = lim( ”ﬁf”)))

n—so0 nlnn n—so0
u n
Lo < (6—1)Iné (1>))

(
(Y,

(1 T Cn) —e ', sec, — 0, quando n — co. (3.3)
n

= lim
n—oo

uma vez que

Logo, pela Observagao 3.1 abaixo, concluimos que

Ty, 20

n

nlon (0 —1)ng’

em distribui¢do e, portanto, em probabilidade, pelo fato de 26/(f — 1) In 6 ser constante.
Fazendo a mudanca no logaritmo, segue o resultado.
(ii) Seja v8 > 1 e {ny} é uma sequéncia de inteiros tendendo a infinito tal que

lim {log: ng} =e.
k—o0 v
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Usando igualdade obtida no inicio da demonstracdo e tomando f(n) = nf, temos

(“)”k = Jlim 1_n’“<1—90<nl,;>> .

Am ¢ n? el -
. 1 * (40)i* "
= 1 1—— | Ku- _— 1
kl—>Holo ( Nk ( " j:z:oo 14+ vubi—= ol )>)
()
= e (‘K“' 2 T )
Jj=—00

Novamente pela Observagdo 3.1, concluimos que n,” - Ty, converge, em lei, para a
funcédo de distribuicdo cuja Transformada de Laplace é a expressdo (3.2). Note agora que,
quando u \, 0, a expressdo (3.2) tende a 1 e, portanto, é a transformada de Laplace de uma
funcdo distribuigdo de probabilidade ndo defectivel (ver observagdo abaixo). ]

Observacao 3.1. Dizemos que uma fungdo de distribuicdo de probabilidade F' é defectivel se
F(00) < 1. No iiltimo lema usamos o sequinte resultado.

Teorema 3.2. Seja {F,} uma sequéncia de distribuicdes de probabilidade, onde cada F,, possui
Transformada de Laplace o,,.

Se F,, — F, onde F é uma fungdo de distribuicio possivelmente defectivel com transformada o,
entdo ¢, (u) — p(u), para u > 0.

Reciprocamente, se a sequéncia {,(u)} converge, para cada u > 0, para um limite @ (u), entdo
@ € a transformada de uma fungio de distribuicdo F', possivelmente defectivel, e F,, — F.

Além disso, F é ndo defectivel se, e somente se, p(u) — 1 quando u — 0.

Demonstragio. Ver [5], pdgina 431. H

Além disso, [6] mostra também que a funcdo de distribuicdo F, cuja transformada é dada por
(3.2), é continua e concentrada em (0, 00), isto é, F'(x) \,0,se x \(0e F(z) /1,sex / oc.

O lema auxiliar a seguir serd usado diretamente para obtermos o limite da funcado de
distribuigdo de 7;,, quando normalizada de forma apropriada.

Lema 3.7. Sejam {V,.} e {T..}, 0 < = < oo, familias ndo decrescentes de varidveis aleatorias nio
negativas tais que

1
Yo — 3 em probabilidade, quando x — oo, 0< B < o0.
T
Entdo, para cada 0 < 6 < 3 e qualquer sequéncia y = yj, tendendo a infinito,
T;
liminf £ ( Vy(6+6)) < liminf £ ( Ly ) , (3.4)
y—¥o0 f(y) vooe [ (y)
. T, : Tv,(8-s)
lim sup £ ( Y ) < limsup £ ( L , (3.5)
yooo \F(Y) g0 ()

onde L(X) é a transformada de Laplace da fungdo de distribuicdo de X e f é uma fungdo estrita-
mente positiva.
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Demonstragio. Sejam 0 < § < 3 e defina
A=Aps={y:B—6< g < B+3d}.

Note que, como T), € crescente,

(55

-1
) T
B

x

-3

) . 'eu(m)l%)]

IN

<

—Uu L 71-Tz
B Ly,ea B e (f(ﬁﬂs) 54)

—Uu z 71-Ta:
+E | Liv,ea) &V | e (f(ﬁfé) ﬂ)

x

-1
E [H{VzeA} . e_uf(ﬁf‘;) .TV“} + P(‘/m S AC)

E [e*“f(ﬁ)fl'TVw] + P(V, € A°).

Observe que lim,_,., P(V, € A°) = 0. De fato, como z/V, — (3, em probabilidade, para

todo ¢ > 0,

lim P (
T—r 00

%—5(25):0 =

=

T—r00

limP(%gﬁ—é ou %
lim P(V, € A°) =0.

s49) -

T—00

Assim, se {y = y;} € uma sequéncia tendendo a infinito e x = (5 — 0)y, a desigualdade

acima implica

T,
limsup £ (—y
y—00 f()

A demonstracdo de (3.4) é anéloga.

Ty (5
< limsup £ (M> .
y—00 ()

]

3.3 As Convergéncias em Probabilidades para X, e T, Nor-

malizados

O limite das distribui¢des de 7}, normalizadas adequadamente serd obtido facilmente

combinando os Lemas 3.6 e 3.7.
Teorema 3.3. (i) Se v0 = 1, entdo

Ty,
2nlogyn

— 1, em probabilidade, quando n — oo.
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(ii) Se 8 > 1e {n} é uma sequéncia de inteiros tendendo a infinito tal que
lim {log: ni} = ¢,
k—ro0 v

entdo n,” - Ty, converge em lei, quando k — oo, para a fungio de distribuicdo de probabi-
lidade com Transformada de Laplace

— (0
exp (‘L“' 2 T )

j=—c0

onde jp = 2(1—~)P0/(0 —1)>, L = p(1—~)/v,n = e+log,,,(1—=7) e p=1log,,, 0> 1.

Demonstragio. Sejam T, = 1j,) e V, = V. Entdo, pela lei dos grandes ntimeros,

(i) Seja v0 = 1. Observe que

r Lvooss) —r Lvooss) (B E0)logyn(8 +0)
2nlogyn 2n(5 £ 0) loggn(s £ 0) log, n ‘

Pelo Lema 3.6 e pela Observagdo 3.1, concluimos que

Tv, 515, 0B +£0)\ 0(8 %+ 0)u
£(2n10g9n>—>ﬁ< o1 )_eXp(_ o1 )

Seja § > 0 suficientemente pequeno. Pelo Lema 3.7,

exp (—@) <liminf £ {exp (—u L)]

n—oo 2n logyn

. T, 6(8 — d)u
e —" )| < i it I
11211_)801.}[) E [exp ( U o Tog, n)} < exp ( 1 )

T, 05u
FE [exp (—u . —2n10g9n>] — exp (—9 — 1) .

Pela Observacgdo 3.1, segue que

Portanto,

T, )
—
2nlogyn 0—1,

em distribuicdo e, portanto, em probabilidade, uma vez que o limite é constante. Como
¥ =1ep =1-—r,temos
6—1 6 —1

b-70=0-1=1-y=——=f=——.
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Concluimos entdo que

T, o
——— — 1, em probabilidade.
2nlogyn
(ii) Seja {n = nx} uma sequéncia de inteiros tal que

limn=0c0 e ]}i_{go{loglm n}=e.

k—oo

Entao, temos

{log [0(5 £ 0)) = (o) + Qo9 2.0 + 1oy, ZEEH L mod 1

onde ¢ é suficientemente pequeno de tal forma que o lado direito é continuo. Portanto,
quando n — oo, nds obtemos que

{log, ) [n(B % 8)]} = & +{log,, (3% 5)} mod L.

Logo,

c(Ze) = c(prsy o)

) 00 (,7‘9)3'*77
— exp <_Ku(ﬁ £9) Z L+ vu(B £ 5)p0j_n> 7

j=—o00

pelo Lema 3.6 e pela Observagéo 3.1, onde n = ¢ + {log;,, (8 & d)}. Novamente, pelo

Lema 3.7, concluimos que n,” - Ty, converge em lei, quando k — oo, para a fungao de
distribuicdo de probabilidade com Transformada de Laplace

()"

o (‘L“ 2 T )
j=—00

onde ppn=2(1 —79)P0/(0 —1)>e L = (1 — ~y)u/7. O

Corolario 3.3.1. Se 0 > 1, entdo

InT,
Inn

— log1 6, em probabilidade, quando n — oco. (3.6)

Demonstragio. Seja {n;} uma sequéncia crescente de inteiros. Para provar (3.6) é suficiente
mostrar que existe uma subsequéncia {m;} C {n;} tal que (3.6) é verdadeira ao longo de
{my}. Ver [2] pagina 16, e notar que o limite é constante. Portanto, seja m = {m} C {n;}
tal que

klgilom =00, € ]}Lngo{logl/v m}=e.
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Pelo Teorema 3.3 e pela Observagao 3.1, temos que 7,,/m” converge em lei para uma
fungao de distribui¢do que é concentrada em (0, co). Portanto, para todo ¢ > 0,

= klim P((p—0)lnm <InT,, < (p+0)Inm)
— 00

InT,
- limP( Dim <5>.
k—00 Inm
Logo, InT;,/ Inm converge em probabilidade para p = log; . 0. O

Agora, vamos obter o limite das distribui¢des de X,,, quando normalizadas de forma
adequada, assim como fizemos para 7,,.

Teorema 3.4. (i) Se~0 = 1, entdo

X 1
———— — — em probabilidade, quando n — oc.
n/logyn 2

(ii) Se~8 > 1e {n} é uma sequéncia de inteiros tendendo a infinito tal que
lim {log: ni} = ¢,
k—o0 v
entdo, para cada, x > 0

lim P(ng /" X, < 2) = 1= Fy((1=7)2)™"),

k—o0

onde p = log;,, 0 > 1, A(z) = € + log,,,((1 — v)z) e F. é a fungio de distribuicio cuja
transformada de Laplace é dada por

00 e
exp (—Ku . j;oo %) :
Demonstragdo. Seja N(n) o tnico inteiro tal que

Vvem) < Xo < Vvm)+1,
ou seja, TVMn) <n< TVN(n) e Pela Lei dos grandes Ntumeros,

Va 1

—_— — — .C.
n 1—7 d

Portanto,

Xn VN(n)+1
V()

-1 q.c (3.7)
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Seja |y[ o menor inteiro maior do que ou igual a y. Note que

N(n) >y = N(n)>y|
= Vm) 2 Wy
= T, < Ty, <ne

Por outro lado,

Logo,

<n). (3.8)

P (g;(?)) < s) = P (N(n) > g_ls(n))
= P (T, 1 <)

_p Ty 1 e < n '
0 |gg, 0T~ @) | TG

Observando que

-1
_ g n _
g(g~H(n)) =n= #logeg Yn) =1,
obtemos
n . S
0 g, ) T ) gy g )
S S B n 2
£ (log, g~ (n) — logy s)
B S
 1—n"lg7i(n)logys’
Assim,

—1 T
g~ (n) Vig=1(n)/s( 8
P < =P < .
( N(n) = ) (rlw log, “ = 1= g~ (n) logy s

Usando o Lema 3.6 e o fato de que lim,, ., g~ *(n)/n = 0, obtemos

9~ '(n) 26
N(n) 6—1
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em distribuigdo e, portanto, em probabilidade. Como lim;_,., V;/j — 1/(1 —v) q.c., nés
obtemos que

_ ) 20
g '(n)  Fm 1 201—79)
ey~ Yo LT g1 2

em probabilidade, pois 70 = 1. Observe que em (3.7) temos que X,,/Vn(,) — 1, q.c. Dai,

Xo,
X, - .
— ‘iNﬁ . — em probabilidade.
g1(n) gV (n) 2
N(n)

Como g~ !(n) ~ n/log, n segue que

X
————=— — =, em probabilidade, quando n — cc.
n/logyn 2

(ii) Seja n = {n;} uma sequéncia de inteiros tal que

limn=o0c0 e lim{logyn}=c.
k—o0 k—ro0

Note que F. é continua, pela Observacdo 3.1. Entdo, analogamente ao item (ii) do
Teorema 3.3,

AT
I—x

{logl/v[:lml/”]} — log, x +e= , x>0.

Usando (3.8) e o Lema 3.6, segue que

N(n Typmt/ 1 xfn _
P( (n) > x) = P(Tyjp10 < 1) = P( hal < = —> — F/a—y (7).

nl/ﬂ ]xnl/P[P TP ]xnl/l) [P

Pela Lei dos Grandes Numeros,

Vi 1
— = — q.c.,
n 1—7
e assim,
Vi) Vvw  N(n) _
P( nt/p Zaj) :P(N(n) ‘ nl/p 2z —>F)\(x)(((1—’y)a§) p)‘
Combinando com (3.7), segue o resultado. O

O coroldrio a seguir nos da a convergéncia de In X,,, quando v > 1. Sua prova é
essencialmente a mesma do Corolédrio 3.3.1

Corolario 3.4.1. Se 0 > 1, entdo

In X,
Inn

1
— logy — em probabilidade, quando n — oo.
v
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