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Resumo

Se A é uma superalgebra munida de uma involucao graduada ou uma superinvolugao,
dizemos que A é uma -algebra. Nesta tese trabalhamos com as w-dlgebras unitarias
cuja sequéncia das 1)-codimensdes c¢?(A) é limitada polinomialmente. Nessas condicoes,
mostramos que a sequéncia c¥(A) é descrita por um polinémio com coeficientes racionais.
Além disso, verificamos que existe uma quantidade finita de valores que o coeficiente
lider do polinomio que descreve as -codimensoes pode assumir e construimos exemplos
de 1-algebras unitarias que realizam o menor e o maior valor possivel para o coeficiente
lider. Para finalizar, tratamos do caso particular referente as i-algebras unitarias de cres-
cimento quadratico, exibindo exemplos de 1)-dlgebras unitarias para cada valor possivel

do coeficiente lider do polinémio que descreve c%(A).

Palavras-chave: superdlgebra unitaria, involucao graduada, superinvolugao, codimensao,

crescimento polinomial.



Abstract

If A is a superalgebra endowed with a graded involution or a superinvolution, we say
that A is a ¢-algebra. In this thesis we work with unitary v-algebras whose 1)-codimension
sequence c¥(A) is polynomially bounded. Under this condition, we show that the sequence
c¥(A) is decribed by a polynomial with rational coefficients. Moreover, we verify that
the leading coefficient of the polynomial that describes the ¥-codimensions may assume
only a finite number of possible values. Also, we provide examples of unitary i-algebras
that realize the smallest and the biggest possible value of the leading coefficient. Lastly,
we treat the particular case related to unitary i-algebras of quadratic growth, showing
examples of unitary i-algebras for each possible value of the leading coefficient of the

polynomial describing c¥(A).

Keywords: unitary superalgebras, graded involution, superinvolution, codimension, poly-

nomial growth.
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Introducao

Seja A uma algebra associativa sobre um corpo F' de caracteristica zero. Se A pode ser
decomposta em uma soma direta de subespacos vetoriais Ag, A; tais que AgAp+A14; C Ay
e AgA; + A1 Ay C Ay, entao dizemos que A é uma superalgebra.

Estamos interessados em superdlgebras munidas de uma involucao graduada ou de
uma superinvolu¢ao. Mais precisamente, se A = Ay @ A; é uma superalgebra, dizemos
que uma involucao * sobre A é graduada se * preserva a graduacao, isto é, (4;)* = A;,
com ¢ = 0,1. J4& uma superinvolucao sobre A é uma aplicacao linear ¢ : A — A, de
ordem no méximo 2, que preserva a graduacdo e satisfaz (ab)? = (—1)lPlp9a?  para
todos elementos a,b € Ay U Ay, em que |c| representa o grau do elemento ¢ € Ay U A;.
Denominaremos de -algebra uma superalgebra munida de uma involugao graduada ou
de uma superinvolucao.

Recordemos que um polinémio f na &lgebra livre F(X) é uma identidade de A se f
se anula para qualquer avaliagdo de elementos de A. Se A satisfaz uma identidade nao
nula, entao A é denominada uma PI-algebra.

O estudo de Pl-teoria teve seu inicio na década de 1940 com Kaplansky, onde este
mostrou que a existéncia de identidades polinomiais em uma &algebra interfere, de certa
maneira, na estrutura da algebra e desde entao, o estudo da Pl-teoria tem despertado
o interesse de varios pesquisadores e varios resultados relevantes tém sido verificados,
tornando a Pl-teoria um ramo atrativo dentro da pesquisa em matematica.

Esta tese tem como um dos objetivos estender para a classe das i-algebras unitarias
resultados da Pl-teoria ja estabelecidos para algebras unitarias e para dlgebras unitarias
com uma estrutura adicional, como, por exemplo, superalgebras ou algebras munidas de
uma involucao.

Um dos objetivos da Pl-teoria é descrever as identidades polinomiais satisfeitas por
uma algebra dada. Seja Id(A) o conjunto das identidades polinomiais de uma &dlgebra A,
destacamos que Id(A) é um T-ideal de F'(X), isto é, um ideal de F'{X) que é invariante sob
os endomorfismos de F(X). Foi mostrado por Kemer (ver [20]) que todo T-ideal possui
um conjunto finito de geradores como T-ideal e este resultado é de extrema importancia,

pois reduz o problema em descrever as identidades polinomiais de A a encontrar geradores,
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como T-ideal, para Id(A). Porém, em diversas situagoes, determinar esses geradores se
mostrou uma tarefa ardua e complexa.

Na década de 70, Regev revolucionou a Pl-teoria ao introduzir a sequéncia de codi-
mensoes de uma &lgebra (vide [26]). Tal sequéncia se mostrou extremamente util para
compreender o crescimento das identidades de uma algebra mesmo nao conhecendo seus
geradores. Por isso, um dos objetivos da Pl-teoria é obter o comportamento assintético
da sequéncia de codimensoes de uma algebra dada.

Anos depois, Kemer mostrou que a sequéncia c¢,(A) das codimensdes de uma PI-
algebra A ou cresce exponencialmente ou ¢ limitada polinomialmente (ver [19]). Além
disso, Kemer caracterizou as dlgebras que possuem a sequéncia das codimensoes limitada
polinomialmente. A saber, Kemer mostrou que A é uma édlgebra tal que ¢,(A) é limitada
polinomialmente se, e somente se, Id(A) Z 1d(G) e Id(A) € 1d(UT3), onde G representa
a algebra de Grassmann de dimensao infinita e UT; a algebra das matrizes triangulares
superiores de ordem 2 com entradas em F'.

Tal resultado inspirou pesquisadores a trabalharem com algebras de acordo com o cres-
cimento de ¢,(A). Por exemplo, em [14] foram classificadas, a menos de PIl-equivaléncia,
as algebras cujo crescimento de ¢,(A) é no maximo linear.

Quando A é uma algebra unitaria de crescimento polinomial, isto é, quando a sequéncia
¢n(A) é limitada polinomialmente, Drensky e Regev mostraram em [10] que ¢,(A) nao
apenas ¢é limitada por um polinomio, mas que nesse caso ¢, (A) é descrita por um polindémio
com coeficientes racionais e também mostraram que o coeficiente lider desse polinémio
é limitado inferior e superiormente. Mais ainda, verificaram que existe uma quantidade
finita de valores possiveis para esse coeficiente.

Diante disso, cabe levantarmos a seguinte questao: existem &algebras unitarias que
realizam cada uma dessas constantes? Em 2007, Giambruno, La Mattina e Petrogradsky
construiram &algebras que realizam o menor e o maior valor possivel para o coeficiente
lider de ¢,(A), porém nada foi dito sobre os valores intermediédrios que o coeficiente lider
pode assumir (ver [15]). Vale destacar que, em [15] e [25] foram classificadas, a menos de
Pl-equivaléncia, dlgebras unitdrias com crescimento no maximo n.

Agora, considere A uma algebra com estrutura adicional, no caso, A é uma su-
perdlgebra ou A é uma &algebra munida de uma involugao. Nessas condigoes, dizemos
que A é uma @-algebra.

Conceitos como identidade polinomial, T-ideal e a sequéncia de codimensoes sao es-
tendidos naturalmente para (-algebras. Assim, se mostrou relevante o estudo do com-
portamento da sequéncia de codimensoes ¢ (A) de uma p-algebra A dada. Visto que o
nosso interesse sao as p-algebras unitéarias, destacamos o resultado de La Mattina, Mau-

ceri e Misso (ver [23]), que nos diz que se A é uma ¢-dlgebra unitaria de crescimento
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polinomial, entao a sequéncia ¢ (A) das p-codimensdes de A é descrita por um polinémio
com coeficientes racionais e existem cotas inferior e superior para o coeficiente lider desse
polinémio, assim como ocorreu no caso ordinario. Também ressaltamos que, na mesma
publicagao, as autoras construiram ¢-algebras unitarias que realizam o menor e o maior
valor do coeficiente lider citado acima.

Inspirados pelos resultados de Drensky e Regev para dlgebras unitérias e pelos resulta-
dos de La Mattina, Mauceri e Misso para as ¢-algebras unitarias, neste trabalho buscamos
a extensao desses resultados para a classe das i-algebras unitarias de crescimento poli-
nomial. Além disso, construimos exemplos de 1-algebras unitarias que realizam o menor
e o maior valor possivel para o coeficiente lider do polindmio que descreve a sequéncia de
codimensodes. Ja para o caso particular em que A tem crescimento quadratico, apresen-
tamos exemplos de i-algebras que realizam todos os valores possiveis para o coeficiente
lider do polindmio que descreve a sequéncia de codimensoes.

Esta tese esta dividida em quatro capitulos. No Capitulo 1, recordamos conceitos
e resultados basicos da Pl-teoria que sao necessarios para um claro entendimento deste
trabalho. Apresentamos defini¢oes e resultados sobre PI-dlgebras, superdlgebras e algebras
com involucao, dando destaque para as algebras que possuem unidade.

No Capitulo 2, apresentamos o principal objeto de estudo desta tese, as -dlgebras,
onde também apresentamos a extensao de conceitos tais como identidade, T-ideal e a
sequéncia de codimensbes para essa estrutura. A partir dai, focamos nossa atencao nas
1-algebras unitarias cuja sequéncia das 1-codimensoes é limitada polinomialmente. Nes-
sas condigoes, provamos um dos principais resultados desta tese, onde garantimos que a
sequéncia das 1-codimensoes é descrita por um polinomio com coeficientes racionais e,
além disso, mostramos que existe um ntmero finito de valores que o coeficiente lider desse
polinémio pode assumir.

O Capitulo 3 é dedicado a construgao de exemplos de 1-algebras unitarias que realizam
o menor e o maior valor possivel para o coeficiente lider que citamos no paragrafo anterior.

Finalmente, no Capitulo 4 dedicamos nossa atencao as 1-adlgebras unitarias de cres-
cimento quadratico. Nesse capitulo, construimos, para cada valor possivel do coeficiente
lider do polinomio que descreve a sequéncia das 1-codimensoes, exemplos de -adlgebras
unitarias que realizam esse valores. Para a verificacao desses exemplos, foi preciso tra-
balhar com a extensao do conceito de cocaracter para 1-algebras e de resultados ja bem
estabelecidos na teoria.

Na ultima parte do texto, consideramos possiveis pesquisas futuras relacionadas com
o tema da tese.

Os resultados desta tese, com excecao dos resultados obtidos no Capitulo 4, se encon-

tram publicados em [3].



Capitulo 1
Conceitos preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados da Pl-teoria que sao
necessarios para um claro entendimento do texto, além de motivarem o objetivo desta
tese. Durante todo o texto, F' denotard um corpo de caracteristica zero e A uma algebra

associativa sobre F'.

1.1 PI—Algebras

Seja X = {w1,29,...} um conjunto enumeravel de varidveis. Denotamos por F(X)
a algebra livre associativa gerada por X sobre F. Se f € F(X) se anula sob qualquer
avaliacao de elementos de uma algebra A, dizemos que f é uma identidade polinomial
de A e escrevemos f = 0. Dizemos que A é uma PI-algebra se satisfaz uma identidade
polinomial nao nula.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de polinémios em F'(X) que serao importantes
no decorrer desta tese. Definimos como comutador de peso 2 de x; e x5 o polindmio
[1, x2] = T129 — xox €, indutivamente, definimos como comutador de peso n o polindémio
[x1,..., 2] = [[71,. .., Zn_1], z,], para todo n > 3.

Denote por S,, o grupo simétrico de grau n e por (—1)? o sinal da permutagao o € S,,.
Definimos o polinémio standard de grau n como:

Sta(21,. ., an) = Y (1) To(1)* To(m)-
0ESn

Vejamos alguns exemplos de Pl-dlgebras.

Exemplo 1.1. Se A é uma édlgebra comutativa, entdo o polinémio [z, xs] é uma identi-

dade de A.

Exemplo 1.2. Se A uma &lgebra tal que dim A = n < oo, entao o polinomio standard de
grau n + 1 é uma identidade de A. Portanto, temos que toda algebra de dimensao finita

¢ uma PI-algebra.
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Exemplo 1.3. Considere a algebra de Grassmann de dimensao infinita
Q = <1, €1,€2,...:16€i€; = _€j€i>-
A algebra de Grassmann é uma PI-algebra, pois satisfaz o polinémio [z, 9, 3.

Exemplo 1.4. Seja M, (F') a algebra das matrizes com entradas no corpo F. Conforme
o Exemplo 1.2, temos que M, (F') é uma Pl-dlgebra pois satisfaz o polinomio standard
de grau n? + 1. Porém, em [1], Amitsur e Levitzki provaram que o polinémio standard
de grau 2n é uma identidade de M, (F'). Além disso, é possivel mostrar que M, (F') nao

satisfaz nenhuma identidade de grau menor que 2n.

O resultado citado no Exemplo 1.4 é conhecido como Teorema de Amitsur-Levitzki e
é de grande importancia dentro da Pl-teoria pois abre a discussao sobre a minimalidade
do grau das identidades de uma algebra.

O conjunto das identidades polinomiais de A
Id(A) ={fe F(X): f=0em A}

é um T-ideal de F'(X), isto é, um ideal de F(X) invariante sob todos os endomorfismos de
F(X). Mais ainda, ¢ facil verificar que se I é um T-ideal de F'(X), entdo I = Id(F(X)/I),
ou seja, para cada T-ideal de F'(X), existe uma algebra A tal que Id(A) = I. Denomi-
namos Id(A) por T-ideal de A. Caso duas dlgebras A e B tenham o mesmo T-ideal,
dizemos que A e B sao PI-equivalentes.

Dado um conjunto de polindémios S C F(X), denotamos por (S)r o T-ideal de F/(X)
gerado por S. Se S = {fi,..., fx}, entdo escrevemos (fi,..., fr)r para indicar (S)r.
Dizemos que um conjunto de polinémios S’ é uma consequéncia de S, se 5" C (S)7.

Podemos mostrar que, se A é uma élgebra comutativa, entao ([z1, z2])7 C Id(A). Caso
A seja uma algebra comutativa unitéria, entao ([z1, zs])r = Id(A).

Em relagao a dlgebra de Grassmann, foi mostrado em [21] que seu T-ideal é 1d(G) =
([x1, 29, 23]) 1.

Em 1950, Specht conjecturou que se A é uma algebra associativa sobre um corpo
de caracteristica zero, entao Id(A) é gerado, como T-ideal, por um conjunto finito de
polinémios. A prova dessa conjectura foi feita por Kemer em 1987 (vide [20]), porém a
prova apresentada por Kemer nao mostra como se determina tais geradores. Apesar de
hoje ja terem sido determinados os geradores do T-ideal de varias dlgebras, determinar os
geradores de um T-ideal ainda é uma tarefa complexa e continua sendo um desafio dentro
da Pl-teoria. Como exemplo, temos que o T-ideal de M,,(F') s6 é conhecido para o caso em
que n = 2, onde foi verificado em [5] que Id(Ms(F)) = (Sty(x1, xa, T3, T4), [[21, T2)?, 23]) 7.

Porém, para n > 3, até o momento nao é conhecido o T-ideal de M, (F).
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E conhecido que, sobre um corpo de caracteristica zero, Id(A) é completamente deter-

minado por polindomios multilineares. Assim, considere
P, = span{Zo(1)To(2) - To(m) : 0 € Sp},

o espago dos polinéomios multilineares nas variaveis z1,...,x,.
O estudo de Id(A) pode ser feito através do estudo dos subespagos P,NId(A), n > 1, e,
de certa maneira, a dimensao desses subespacos nos dao informacoes sobre o crescimento

das identidades de A. Com isso, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.5. Para cada n > 1, o inteiro nao-negativo

P,

cn(A) = dim PonId(A)

é chamado n-ésima codimensao de A.

O conceito de codimensao foi introduzido por Regev, em 1972 (ver [26]), e ¢ um marco
nos estudos relacionados a Pl-teoria, pois nos permite estudar as identidades de uma
algebra mesmo sem conhecer seu T-ideal.

Regev também mostrou que se A é uma Pl-dlgebra, entao a sequéncia das codimensoes
de A é limitada exponencialmente, isto é, existem constantes a,a > 0 tais que ¢,(A) <
ac™, para todo n > 1. Mais adiante em 1978, Kemer em [19] mostrou que ¢, (A) ou cresce
exponencialmente ou é limitada polinomialmente. Estamos interessados no caso em que

cn(A) é limitada polinomialmente.

Definicao 1.6. Dizemos que A tem crescimento polinomial das codimensoes se exis-

tem constantes g e k > 0 tais que ¢,(A) < gn¥, para todo n > 1.

Drensky mostrou que se A tem crescimento polinomial, entao existem ¢ € Q e k > 0

tais que a sequéncia c,(A) é assintoticamente igual a gn®, quando n — oo, ou seja,
. cn(A)
lim -
n—oo qn
palavras, Drenky mostrou que ¢, (A) ~ ¢n*, para algum g € Q e k > 0 (vide [8]). Dizemos

= 1. Usaremos o simbolo “~”para representarmos esta situacao. Em outras

que A tem crescimento polinomial n* se ¢,(A) ~ gn*, para algum ¢ € Q nao nulo.
Agora, considere A uma &lgebra unitaria. Quando estudamos as identidades polino-
miais de A, destacamos o conceito de polinomios préprios. Dizemos que um polindomio
f € F(X) é préprio, se é uma combinagao linear de produtos de comutadores. Denota-
mos por B a algebra gerada pelos polinomios préprios.
A &lgebra livre F'(X) munida do produto [f, g] = fg— gf se torna uma élgebra de Lie
denotada por F(X)(=). A subalgebra de Lie L(X) de F(X)(~) gerada por X é chamada

algebra livre de Lie.
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Teorema 1.7. [7, Proposigao 4.4.3] Seja

1, X2, oy [Tigy Tios [Tg0s Tgals o ooy [Thys Thigs g, - - -

uma base ordenada de L(X). Entao, F(X) tem uma base

ay A P P ek
x "'xmm[xlw‘xlz] [lev"'vxjp] )
onde vy, ..., 0, €1, ... 6 >0 e[z, x5, < - < [5,...,25,] na ordem induzida da base

de L(X).

A partir deste teorema, é possivel provar que se A é uma PI-dlgebra unitaria sobre um
corpo de caracteristica zero, entdo Id(A) é completamente determinado pelas identidades
multilineares préprias (vide Proposicao 4.4.3(ii) de [7]). Logo, considere I',, = BN P,
o espaco dos polindmios préprios multilineares nas variaveis zy,...,z,. Con-

vencionamos 'y = span{1} e, por defini¢ao, I'y = {0}. Em [28], Specht verificou que
: —~ (1)’
=nl A,
dimIl',, = nz T
i=0
Portanto, se A é uma algebra unitédria, para estudarmos Id(A) é suficiente trabalhar-

mos com os subespagos I';, N 1d(A), para todo n > 0.

Denominamos por n-ésima codimensao proépria de A o inteiro

Yn(A) = dim n=0,1,2,....

I, NId(A)

Em [6], Drensky mostrou que as sequéncias ¢,(A) e v,(A) se relacionam através da
seguinte equagao:
" /n
cn(A) :Z;(Z)%(A), n=1,23,... (1.1.1)
Da relagdao acima conclufmos que, se A é uma dlgebra unitaria tal que c,(A4) ~ gnk

para alguns ¢ € Q e k > 0, entao vy,(A) # 0 e v;(A) = 0, para todo i > k. Isto implica

A
que ¢, (A) é um polindomio com coeficientes racionais e o seu coeficiente lider é ¢ = %
£ (1) | £ (1)
Visto que dim I'y, = k! Z T el <(A) <dimTY, obtemos que oS qg< Z R
=0 i=0

A discussao acima nos fornece o seguinte teorema, apresentado por Drensky e Regev,
que é um dos resultados que inspiram este trabalho. Daqui por diante, usaremos a notagao

O(n') para representar um polindémio de grau menor ou igual a ¢ e coeficientes racionais.

Teorema 1.8. [10, Teorema 1.4] Seja A uma dlgebra unitdria de crescimento polinomial.
Entdo existem k > 0 e ¢ € Q tais que c,(A) = qn* + O(n*F~1) e o coeficiente lider q

satisfaz as inequagoes:
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Observe que, nas condicoes do teorema acima, temos uma quantidade finita de valores
possiveis para o coeficiente lider ¢, isto é,

1 2 dim I';,
QELkI{E,E,,—kJ }

Visto que existe uma finitude de valores possiveis para ¢, uma pergunta que surge
naturalmente é: existem &dlgebras unitarias que realizam esses valores de ¢? Mais preci-
samente, fixado k € N, existe uma dlgebra unitaria A, tal que ¢,(A) ~ gn*, com q € L;?

Em 2007, Giambruno, La Mattina e Petrogradsky responderam parcialmente esta
questao. Inicialmente eles mostram que, se k é impar, entao o valor minimo de Lj é

(k—1)

1
e, se k é par, entao o valor minimo é de fato —. Em seguida, eles determinaram

k! kKl
algebras que realizam o menor e o maior valor possivel para ¢, para qualquer k£ > 1 (ver
[15]).

Destacamos que a pergunta acima foi respondida para alguns casos particulares. Pri-
meiramente, note que, da relacao 1.1.1, concluimos que nao existe algebra unitaria de cres-
cimento linear. Ja para o caso referente a dlgebras unitarias de crescimento quadratico,
através das inequacoes do teorema acima, obtemos apenas um valor possivel para o coefi-
ciente lider g e para o caso de algebras unitarias de crescimento ctibico temos apenas duas
possibilidades para o coeficiente lider. Ambos os casos (crescimento quadratico e ctibico)
sao contemplados pelo resultado de Giambruno, La Mattina e Petrogradsky citado acima.

J& para o caso particular de dlgebras unitdrias de crescimento n?, em [25], foram exibi-
das algebras unitérias de crescimento n* que realizam todos os valores em L4. Mais ainda,
foram classificadas, a menos de Pl-equivaléncia, as dlgebras unitérias de crescimento n’
que realizam o menor e o maior valores possiveis para esse coeficiente lider.

Para finalizarmos esta secao, recordaremos o conceito de cocaracter de uma algebra A.
Tal conceito sera relevante para os calculos que faremos no tltimo capitulo, onde também
iremos estender os conceitos e resultados correspondentes.

O grupo simétrico S, age a esquerda sobre P, da seguinte maneira:

O'f(&?l, e ,SL’n) = f(l’o(l), e ,xa(n)),

onde o € S, e f(x1,...,2,) € P,.
Como qualquer T-ideal é invariante sob a permutacao de varidveis, P, NId(A) é in-

variante sob essa acao. Logo, temos que tem estrutura de S,-médulo. O

P, N1d(A)

S,-caracter de ¢ chamado de n-ésimo cocaracter de A e o denotamos por

Xn(A).

E conhecido que existe uma correspondéncia biunivoca entre os S,-caracteres irre-

P,NId(A)

dutiveis e as partigoes A F n. Sabemos também que todo S,,-caracter pode ser decomposto
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como uma soma de S,,-caracteres irredutiveis. Logo, temos a seguinte decomposicao,

Xn(A) = Z MAXNs

AFn
onde Y, representa o caracter irredutivel associado a A - n e my, > 0 é sua respectiva
multiplicidade.
Observe que ¢,(A) = xn(A)(1) = ZmAXA(l) = Zm,\d,\, onde d representa o grau

AFn AFn
do S,-caracter irredutivel yx, e é calculado através da férmula do gancho (vide Teorema

12.2.12(ii) de [7]).
Note que I',, é invariante sob a acao de .S, definida acima. Logo, podemos restringir
esta acao a I',, e com isso, obtemos que I', é um S,-submodulo de P,. Mais ainda,

I'n
I, N 1d(A) também é invariante sob esta a¢ao. Com isso, ————— também tem uma
I, NId(A)

estrutura de S,-médulo e denotamos por m,(A) o S,-caracter de , chamado

n
I, NId(A)
de n-ésimo cocaracter proéprio de A. Além disso, podemos considerar a seguinte
decomposigao

m(A) = maxa,

AFn
onde Y, representa o caracter irredutivel associado a A = n e m, > 0 é sua respectiva

multiplicidade.

Note que v,(A) = m,(A)(1) = an,\d,\. Assim, uma maneira de determinarmos a

AFn
n-ésima codimensao propria de uma algebra unitaria A é calcularmos as multiplicidades

que aparecem na decomposicao do n-ésimo cocaracter proprio da mesma. Tal maneira
de se calcular a codimensao sera essencial no ultimo capitulo onde trabalharemos com
a extensao dos conceitos de codimensao e cocaracter para algebras com uma estrutura

adicional que sao o foco de nosso trabalho.

1.2 gp—Algebras

Nesta secao consideraremos algebras munidas de uma estrutura adicional. Estuda-
remos algebras munidas de uma Zy-graduacao ou de uma involugao e apresentaremos a
extensao do conceito de identidade para essas estruturas, além de mostrarmos resultados

relevantes para o nosso trabalho.

Definicao 1.9. Dizemos que uma algebra A é uma superalgebra se existem dois su-

bespagos Ay e A tais que:
1. 140 69141 2314;

2. 140/40 +‘f41/41 Q;z40 e /40141 +-141140 §;141.
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Os subespacos Ag e A; sao chamados de componentes homogéneas de grau 0 e de
grau 1, respectivamente, e o par (A, A1) é chamado de Zs-graduagao (ou simplesmente
graduagao) de A.

Se A é uma superalgebra, entao a aplicagdo ¢ : A — A, dada por (ag+a1)? = ag — a,
ag € Ao, a1 € Ay é um automorfismo de ordem no maximo 2. Reciprocamente, se existe
¢ € Aut(A), de ordem no maximo 2, entdo A é uma superdlgebra com a graduagao
(Ap, A1), onde Ag={acA:a?=a} e Ay ={ac A:a¥=—a}l.

Observe que toda algebra A é uma superélgebra se considerarmos a graduagao (A, {0}),
chamada graduacgao trivial.

Como exemplo de superalgebra, considere a algebra de Grassmann
Q = <1, €1,€2,...: €€ = _€j€i>>

com a graduacao (Go,G1), onde Gy = span{e;, ---e;, i1 < -+ < iy, k > 0} e G =
span{e;, - - €., 141 < - <lgpy1, k > 0}, dita graduagao candnica.

Vamos apresentar uma graduagado sobre a algebra M, (F) que serd importante no
decorrer do texto.

Seja A = M,(F). Dado g = (g1,...,9,) € ZY, onde Zy representa o grupo aditivo
{0,1}. O elemento g induz uma graduagao (Ao, A;) sobre A, estabelecendo:

Ag =span{e;; : gi+9; =0} e A; =span{e;; : g, +g; = 1},

onde e;; representa a matriz elementar usual. Tal graduagao ¢ denominada graduagao
elementar induzida por g.

Observe que os elementos g = (g1,92,---,9n) €9 = (0,92 + g1 ..., gn + ¢1) induzem a
mesma graduagao sobre M, (F'). Portanto, se M, (F') é munida de um graduagao elementar
induzida por g = (g1, 92, - - -, gn), podemos supor que g; = 0.

Sejam A = Ay ® A; uma superélgebra e B uma subélgebra de A. Se (BN Ay, BN A;)
for uma graduacao para B, dizemos que B tem graduacgao induzida de A.

Para k > 1, denote por G}, a seguinte subdlgebra da dlgebra de Grassmann G,
Gk = <1,€1, ce, Gl €6 = —€j€i>.

A graduacao canodnica de G induz uma graduacao sobre G,. Em particular, se k = 2,
temos que (F'+ Fejeq, Fe; + Feg) é uma graduagao para Gy. Observe que (F'+ Fey, Fey+
Fejey) é uma graduagao para G2 que nao é induzida pela graduagao candnica.

Sejam A = Ay @ Ay e B = By @ By duas superalgebras. Dizemos que uma aplicagao
v : A — B é um homomorfismo de superdlgebras se v é um homomorfismo (de
algebras) e v(A;) C By, para i = 0,1. Se v é um homomorfismo bijetor, dizemos que
v é um isomorfismo de superalgebras. Nessas condi¢oes, dizemos que A e B sao

isomorfas como superalgebras.
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Definicao 1.10. Sejam A uma F-algebra e * : A — A uma aplicacao F-linear. Dizemos
que * é uma involugao sobre A se * é um antiautomorfismo de ordem no maximo 2, isto

é, se (a*)* = a e (ab)* = b*a*. Nesse caso, dizemos que A é uma *-algebra.

Note que se A é uma algebra comutativa, entao a aplicacao identidade é uma involucao
sobre A e é chamada de involugao trivial. Reciprocamente, se A é uma algebra cuja
aplicacao identidade é uma involucao sobre A, entao A é uma algebra comutativa.

Vejamos alguns exemplos de x-algebras. Seja UTy a algebra das matrizes triangulares
superiores de ordem k com entradas no corpo F'. Considere a aplicagao p : UT, — UTy,
dada por

(eij)" = €(k—j+1),(k—i+1)- (1.2.1)
A aplicacao p é uma involucao sobre UT}, denominada involugao reflexao.

Na algebra de Grassmann, considere a seguinte aplicacao F-linear 7 definida nos gera-

dores de G, 7 : e; — —e;. Essa aplicacao induz uma involugao sobre G da seguinte forma:

para cada produto e;, e, ---€;,, com i; < 19 < --- < iy, estabeleca:

(s, €)= € ---enef, = (—1)fes - enes,

e estenda linearmente para cada elemento de G.

De maneira analoga, as aplicagoes 1) : e; — ¢e; e 0 : ¢; — (—1)%; induzem uma
involucao sobre G.

Seja A e B algebras, * uma involucao sobre A e x uma involugao sobre B. Uma
aplicacao 0 : A — B é um homomorfismo de x-algebras se § é um homomorfismo de
algebras tal que d(a*) = d(a)*, para todo a € A. Caso 0 seja um homomorfismo bijetor,
entao dizemos que 6 é um isomorfismo de x-algebras e A e B sao isomorfas como
x-algebras.

Podemos decompor uma *-algebra A em uma soma direta A = A*@® A~ de subespacos
vetoriais, onde AT ={a € A:a*=a}t e A~ ={a € A:a* = —a}. Os subespagos A"
e A~ sao denominados subespago dos elementos simétricos de A e subespago dos
elementos antissimétricos de A, respectivamente.

Com o intuito de estabelecer uma nomenclatura comum para superalgebras e -
algebras, usaremos o termo -algebra. Denominaremos por p-algebra qualquer algebra
A munida de um automorfismo ou antiautomorfismo ¢ de ordem no maximo 2, isto é,
qualquer superalgebra ou x-algebra.

Se A é uma -dlgebra, entdo podemos escrever A = AT © A7, onde AL = {a € A :
a? =a} e Ay ={a € A:a” = —a}. No caso em que A é uma superdlgebra, AT = Ay e
A7 = Ay e no caso em que A é uma *-dlgebra, AT = At e AT = A",

Seja F(X, ) a p-dlgebra livre sobre F gerada por X = {x1,27,z9,2%,...}. Para
cada i =1,2,..., considere y; = x; + x¥, z; = x; — xf. Assim, F(X, ) = F(Y,Z), onde
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Y ={y1,v2,...} e Z = {z1,22,...}. Observe que y = y; e zf = —z;. Os elementos de

F(Y,Z) sao chamados p-polinémios.

Definicao 1.11. Uma p-identidade polinomial de uma ¢-algebra A é um ¢-polinémio
FW, e Yny 215y 2m) € F(Y, Z) tal que f(aq,...,an,b1,...,b,) = 0 para todos elemen-
tos ai,...,a, € AJ eby,... b, € A,

O conjunto Id?(A) de todas ¢-identidades de A é um T¥-ideal de F(Y, Z), isto é, um
ideal de F(Y, Z) invariante sob todos os endomorfismos de F(Y, Z) que comutam com .
Denominamos I1d?(A) por T¥-ideal de A.

Como F tem caracteristica zero, Id?(A) é determinado pelos seus ¢-polinémios mul-

tilineares. Consideramos

P? = span{uy() - Ug(n) : 0 € Sp,u; = y; oU u; = 2, i =1,...,n},
o espago dos p-polindmios multilineares de grau n nas variaveis yi, 21, - - -, Yn, Zn-
©
Para n = 1,2, ..., definimos ¢?(A) = dim ———"———, como sendo a n-ésima -
a(4) P7 N1d°(A) 4

codimensao de A.
Nosso interesse sao as ¢-dlgebras unitarias cuja sequéncia ¢?(A) é limitada polinomi-

almente. Nesse sentido, os polindmios (p-proprios desempenham um papel fundamental.

Definigao 1.12. Seja F(Y,Z) a @-élgebra livre e denote por B(Y') a subdlgebra de
F(Y,Z) gerada pelas varidveis em Z e por todos comutadores nas varidveis em Y e Z.

Os elementos de B(Y') sdo denominados ¢-polinémios préprios.

Note que, se f é um ¢-polinomio préprio, entao f pode ser escrito como uma com-

binacao linear de polinomios da forma
21/1 DY Z’stl .. .wm’

onde w; sdo comutadores nas varidveis em Y e Z.

No caso em que A é uma @-dlgebra unitdria sobre um corpo de caracteristica zero,
Id¥(A) é gerado, como T*-ideal, pelos p-polinomios multilineares préprios (ver Lema 2.1
de [9]). Portanto, quando se trata de ¢-algebras unitéarias, convém trabalhar com o espago

'Y = PN B(Y) dos y-polindomios préprios multilineares. Além disso, foi provado que a

dimensao de I'¢ é dim 'Y = n! Z 2”1(,—') (vide [23]).
— il
1=0 v
Definimos, para todo inteiro n > 0, 7¢(A) = FﬁﬂI—ZM como a n-ésima (-

codimensao propria de A.

As sequéncias ¢?(A) e v¢(A) se relacionam da seguinte forma (ver [9]):
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; l

" /n
cf(A) = ( )'yf(A), n=12,...
=0
Além disso, se ¢?(A) é limitada polinomialmente, é possivel mostrar que existe k£ > 1
tal que que 77 (A) # 0 e 77(A) = 0, para todo j > k. Como consequeéncia, concluimos
(A
que ¢£(A) é um polinomio com coeficientes racionais e seu coeficiente lider é ¢ = M

k!

k .

: 1 po1 (1)

Desde que 1 <47 (A) < dimTIY, temos ] <q< 22 —
i=0

A discussao e resultados acima foram apresentados por La Mattina, Mauceri e Misso

em 2009, nos levando ao seguinte resultado:

Teorema 1.13. [23, Corolario 2.3] Seja A uma p-dlgebra unitdria tal que ¢£(A) € limitada
polinomialmente. Entdo existem k > 1 e ¢ € Q tais que c¢?(A) = qn* + O(n*1) e o

coeficiente lider q satisfaz as sequintes inequacoes:

2!}

k .
1 3 ki (—1)"
H <¢< - 2 S

As inequacoes que aparecem no teorema acima nos garantem que existe uma quanti-
dade finita de valores que o coeficiente lider ¢ pode assumir, assim como ocorreu no caso

apresentado por Drensky e Regev. De fato, temos que

1 diml?

Na mesma publicagao, as autoras responderam a questao sobre a existéncia de -

algebras unitédrias que realizam o menor e maior valor possivel para ¢q. Foram construidas
superalgebras e x-algebras unitarias que realizam o menor e o maior valor do coeficiente
lider q.

Destacamos que em [2] foram classificadas todas as p-algebras unitérias de crescimento
quadratico, tanto para o caso em que ¢ é um automorfismo quanto para o caso em que é
um antiautomorfismo e, como consequéncia dessa classificacao, foram exibidos exemplos
de p-algebras que, para cada valor possivel para o coeficiente lider do polinomio que
descreve as p-codimensoes, realizam esses valores.

Sob a luz dos trabalhos de Drensky e Regev ([10]), de Giambruno, La Mattina e
Petrogradsky ([15]) e de La Mattina, Mauceri ¢ Misso ([23]), nosso objetivo nesta tese é
buscar resultados similares a estes para o nosso objeto de estudo, as 1-algebras, que serao

definidas no préximo capitulo.



Capitulo 2

-Algebras unitarias de crescimento

polinomial

Neste capitulo apresentamos os principais objetos desta tese, que sao as superalgebras
munidas de uma involucao graduada ou de uma superinvolucao, objetos que denotaremos
por -algebras. Vamos estabelecer conceitos tais como identidades polinomiais, 7T-ideal
e codimensao para as w-dlgebras. Mais ainda, provaremos resultados relacionados as

1-algebras unitarias e finalizamos o capitulo com um dos principais resultados desta tese.

2.1 zp-Algebras

Nesta secao apresentamos o conceito de -algebra, definicoes e resultados fundamen-

tais relacionados as i-algebras, que sao necessarios para o desenvolvimento da tese.

Definicao 2.1. Sejam A = Ay & A; uma superalgebra e x : A — A uma aplicacao F-
linear. Se (Ap)* C Ap e (A1)* C Ay, dizemos que * preserva a graduacgao. No caso
em que * ¢ uma involugao que preserva a graduacao, dizemos que * é uma involugao

graduada.

Se A é uma superalgebra munida de uma involugao graduada, dizemos que A é uma
x-superalgebra.

Sejam A uma &lgebra e x uma involucao sobre A. Se considerarmos A com a gra-
duacao trivial, temos que * é uma involugao graduada. Logo, toda x-algebra ¢ uma
x-superalgebra.

Vejamos alguns exemplos de x-superdlgebras. Considere a subdlgebra da algebra de
Grassmann, (G, com a graduacao canonica e munida com qualquer uma das involugoes
7,1 e o definidas no capitulo anterior (pagina 8). Em todos os casos, temos uma -

superalgebra. Denotamos por G5, G5, G5, cada uma delas, respectivamente.
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Considere a seguinte subdlgebra unitaria de UTg,

4 )

a b ¢ 00 0
0O ad OO0 O
00 a OO0 O
N3 = s a,bye,dee F oy
00 0 ad e
00 0 0 a —b
| 00000 a

com graduacao

(Fls + F(eas + eys5), F(e12 — es6) + Feys + Feyg)
e munida da involucao reflexao. Nesse caso, temos uma *-superalgebra, que denotamos
por N&°.
Seja Us a seguinte subdalgebra de UTg,

a b c 000
0O ad 00O
0 0 000
U3: ¢ : a,b,c,d,eEF )
0 00 ade
0000 ab
000 0O a
\ /

com graduacao

(FI + F(egs + €as5), Fera + es6) + Feis + Feyg)

e involucao reflexao. Também temos uma x-superalgebra nesse caso e a denotamos por
Us.

Sejam A e B x-superalgebras e ¢ : A — B um homomorfismo de algebras. Se ¢(A;) C
B;, parai = 0, 1 tal que p(a*) = ¢(a)*, para todo a € A, onde * é uma involucao graduada
sobre A e x é uma involugao graduada sobre B, dizemos que ¢ é um homomorfismo de *-
superalgebras. Caso ¢ seja um homomorfismo bijetor, dizemos que ¢ é um isomorfismo

de *-superdlgebras e que A e B sao isomorfas como *-superéalgebras.

Definigao 2.2. Sejam A = Ay ® A; uma superédlgebra e x : A — A uma aplicagao linear

que preserva a graduacao. Dizemos que * é uma superinvolugao se:
1. (a*)* = a, para todo a € A,

2. (ab)* = (—=1)l*Plp*a* onde |c| denota o grau homogéneo do elemento ¢ € Ay U Aj.
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Observacao 2.3. Se A = Ay @ A; é uma superalgebra, entdo (—1)%fl = —1 somente

quando a,b € A;.

Observe que uma superinvolugao geralmente nao é uma involugao e, consequentemente,
nao é uma involucao graduada. De fato, se consideramos a algebra de Grassmann G com a
graduacgao canonica, entao a aplicagao identidade é uma superinvolucao sobre G. Porém, a
algebra de Grassmann nao é comutativa, logo a aplicagao identidade nao é uma involugao.

A seguinte proposicao estabelece uma condi¢ao para que as superinvolucgoes e in-

volugoes graduadas sobre uma superalgebra A coincidam.

Proposicao 2.4. Seja A = Ay ® Ay uma superdlgebra. Entao, as superinvolugoes e as
involugoes graduadas sobre A coincidem se, e somente se, A? = {0}. Em particular, se

Ay = {0}, entao as superinvolugoes sobre A coincidem com as involugoes sobre A.

Prova: Suponha que A% = {0} e seja * uma involugao graduada sobre A. Queremos
mostrar que x ¢ uma superinvolucao sobre A e, para isso, de acordo com a Observacao
2.3, basta considerar dois elementos a,b € A; e mostrarmos que (ab)* = —b*a*. Sejam
a,b € Ay, logo a*,b* € A;. Portanto, (ab)* = b*a* = 0 e também —b*a* = 0, ou seja,
(ab)* = —b*a*. Logo, * é uma superinvolugao sobre A. De maneira andloga, mostramos
que toda superinvolucao sobre A é uma involucao graduada sobre A.

Reciprocamente, sejam a,b € A; e * uma involucao graduada sobre A. Entao,

1. (ab)* = b*a*, se vemos * como uma involugao graduada,

2. (ab)* = —b*a*, se vemos x como uma superinvolugao.

Logo, (ab)* = 0 e entdo, temos ab = 0, consequentemente, A? = {0}.

|
A seguir, trazemos exemplos de superalgebras munidas de uma superinvolugao que

sao fundamentais para este trabalho.

Exemplo 2.5. Considere a algebra Gy, com a graduacao induzida da graduagao canonica
de G. Defina a seguinte aplicagao x sobre os geradores de Gj, ef = —e;.
A aplicagao * induz uma superinvolucao sobre (G se estabelecermos, para qualquer

produto nao-nulo e; e;, -+ -€;, € G, com iy < ig < -+ < iy, que

(i -~ €3,)" = (=1)"(e], - efer) = (1) (eq, -+ - eineiy),

onde p1 = |e;, ||€iy - - - €, |+ €is] €45 - - - €00 | ++ -+ ei, ,||€i, | € estendermos linearmente para
todo elemento de Gj.

De maneira similar, a aplicagao f, dada por eg =e;,t=1,...,k, também induz uma
superinvolugao sobre Gj.

Denotamos por G}, e Gi, essas superalgebras com superinvolugoes, respectivamente.
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Para uma melhor visualizagao da construcao acima, considere a dlgebra Gy = (1, e, €9 :

e;e; = —eje;) e a superinvolugao . Entao,
* e1llea|+2 _ _
(6162) = (-1)' tllea] €9€1 — —€9€1 = €1€9.

Agora, considere a involucao 7, definida no capitulo anterior, sobre (G3. Note que, apesar
de serem definidas da mesma maneira nos geradores de (9, essas aplicacdes nao sao

idénticas, pois (e1e2)* = ejes e (e1€2)” = —eqea.

Observagao 2.6. Se A é uma superalgebra, de acordo com a Proposicao 2.4, pode ocorrer
de uma aplicacao * ser uma involucao graduada e uma superinvolucao sobre A simultane-
amente. Por isso, para deixarmos claro com qual estrutura estamos trabalhando, quando
estivermos interessados em * como uma involugao graduada em A, usaremos, quando for
necesséario, a notacao A#' e usaremos A* quando estivermos trabalhando com * sendo

uma superinvolucao sobre A.

De acordo com a Observacao 2.6, usaremos as notagoes U§ri e N3gri quando estivermos
interessados em * como uma involugao graduada e usaremos as notagoes U3 e N5 quando
estivermos trabalhando com * como uma superinvolucao.

Em cada uma das *-superdlgebras G5, G5, G5, a involugao considerada nao é
uma superinvolugao. Além disso, Gﬁk, G sao exemplos de superalgebras para as quais a
superinvolucao considerada nao é uma involugao.

Seja A = Ay @ A; uma superalgebra e considere 1) uma involugao graduada ou uma
superinvolugao sobre A. Com o intuito de estabelecer uma denominacao que abranja as
duas opgoes para ¢ e deixarmos mais clara a exposi¢ao dos resultados, usaremos os termos
y-involugao e -algebra, isto é, uma -involugao sobre A é uma involucao graduada ou
uma superinvolucao ¢ sobre A e A é uma 1-algebra se A é uma superdlgebra munida
de uma 1-involucao.

Como F' tem caracteristica zero e i preserva a graduacao, podemos decompor uma

-algebra A da seguinte forma,
A=Al ® AT @ Ay @ AT,

onde A ={a€A;:a¥=a}e A ={a€ A :a¥=—a}, comi=0,1.

Seja X = {1, x9,...} um conjunto enumeravel de varidveis. Escreva X como uma
unido disjunta de quatro subconjuntos X = YyUY1UZ,UZ;, onde Yy = {y1,0, %20, ..}, Y1 =
{vi1,921,---}, Zo = {210, 220,-..} € Z1 = {11,221, ...}. Denote por F = F(X|Zy,1)
a 1-algebra livre gerada por X sobre F' dando uma estrutura de superalgebra para F
estabelecendo que as variaveis de Yy U Zy sejam homogéneas de grau 0 e as varidveis de

Y; U Z; sejam homogéneas de grau 1. Dessa forma, temos que F = Fy @ F1, onde Fy é o
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subespaco gerado por todos mondmios nas variaveis de X que possuem um numero par
de variaveis de grau 1 e F; é o subespaco gerado por todos monoémios nas varidveis de X
que possuem um numero impar de variaveis de grau 1.

Também definimos uma 1/-involugao sobre F estabelecendo que as variaveis de Yy UY;
sejam simétricas e as variaveis de Zp U Z; sejam antissimétricas.

Logo, estabelecemos que:

1. Y, é o conjunto das varidveis simétricas de grau 0,
2. Y] é o conjunto das variaveis simétricas de grau 1,
3. Zy é o conjunto das varidveis antissimétricas de grau 0 e

4. Z, é o conjunto das variaveis antissimétricas de grau 1.

Os elementos de F sao chamados de ¥-polinéomios.

Dizemos que

f= f(’yl,o,yzo, o Ym0, Y1,1, Y215 - - -5 YUn 1, 21,05 22,05 - - -5 2p,05 21,15 22,15 - - - 7Zq,1) eF

é uma -identidade para a ¥-algebra A se

f(Ch,o, <m0, A11, - -5, 0n1, bl,Oa .. 7bp,0> 51,1, .. 7bq,1) =0,

+ + - -
para todos A1,0y---5,Amo € AO y 1155 0n1 € Al , bLo, e ,bp’() c AO e b1,17 e bq71 S Al .
O conjunto

[dY(A)={feF:f=0em A}

é um Tzw -ideal de F, isto é, um ideal de F invariante sob todos os endomorfismos de F
que preservam a superestrutura e comutam com 1.

Se ¢ é uma involucdo graduada sobre A, escrevemos Id¥(A) = Id®"(A) e se 1) é uma
superinvolucio sobre A, escrevemos Id¥(A) = Id*(A).

Como F tem caracterfstica zero, Id¥(A) é determinado pelos polinémios multilineares.

Denotamos por

Pff = Span{ua(l) o Ug(n) U € {0, i1, 20, zin }, 0 € Sp}y

o espacgo dos ¥-polindomios multilineares de grau n nas variaveis

91,07 Ce 7yn707y1717 e 7yn,1721,07 Ce 7Zn,0721,17 ey Znl-

)

Note que a dimensio de P¥ é 4"n!.
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Definimos a n-ésima 1)-codimensao de A por
)
cP(A) = dimp—”, n=123...
PY N1d¥(A)

Se ¢ é uma involugao graduada, escrevemos c¥(A) = ¢#(A) e denominamos por n-

ésima codimensao *-graduada de A. Se 1) é uma superinvolucio, escrevemos c¥(A) =

S

Cn

(A) e denominamos por n-ésima s-codimensao de A.
Abaixo apresentamos os T;p -ideais e as Y-codimensoes dos exemplos dados. Usamos

a o b, para denotar o produto de Jordan ab + ba.
Proposigao 2.7. [17, Teoremas 4.4 e 4.5] Considere U, N5. Entao:
1. 1d°(U3) = (21,0, [y1,0, 22.1), T1,1%2,1) 7, onde 1 = ;1 OU i1 = 241,
2. 1d°(N3) = (210, [Y1,0, Y21}, T11721) 75, onde ;1 = y;1 ou @31 = 21,
3. SU5)=c(N5)=n>+n+1.
Consequentemente, para as s-superdlgebras U N&" | temos:
1. Id&(UE") = (21,0, [Y1,0, 22.1]; T1,1%2,1) 17, onde @51 = i1 ou x; = 21,
2. Idgri(N§ri) = <Zl,07 [y1,07y2,1],$1,1$2,1>T2*, onde Ti1 = Yi1 OU Ti1 = 241,
3. EWUEY) = &(NEY) =n? +n + 1.
Proposigao 2.8. [24, Lema 7.2] Para as x-superdlgebras G5, G5, G5 ,, temos:
1. Idgri(Gng) = <y1,1, 21,072,035 #1,0%2,15 [?/1,07 yz,OL [9170, 22,0], 21,1 © 221, 21,12’2,12’3,1>T;;
2. Idgri(Gifw) = (211, 21,0%2,05 Y1,122,05 (41,0, Y2.0l, [Y1.0, Zz,o], Y1,1 © Y21, y1,1y2,1y3,1>T;,

3. Idgri(Ggfg) = (21,0, 21,122,1, Y1,192,1, [Y1,0, Y2,1], [Y1,0, 22,1), 1,1 © 22,1) )

n®> 3n

b () = (GE,) = R (GE,) = L

Proposigao 2.9. [13, Teoremas 6.2 e 6.5] Considere as superdlgebras munidas de supe-

rinvolugio G, G%. Entio

1. Ids(Gi) = <21,07 21,1, [91,07 ?/2,0}, [yl,o, 3/2,1]> Y1,1 ° Y21, y1,13/2,13/3,1>T;;

2. 1d°(Gy) = (Y11, 21,05 W10, Y2,0], (Y10, 22.1), 21,1 © 22,1, 21,120,123,1) 73

k
n 1
SACARTACAEDS () ~

=0
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Se A é uma *-superdlgebra, foi verificado em [16] que &"(A) ou cresce exponenci-
almente ou ¢é limitada polinomialmente. Ja para superalgebras com superinvolugao o
mesmo resultado foi verificado em [12]. Logo, se A é uma -dlgebra, entdao c¥(A) ou

cresce exponencialmente ou ¢ limitada polinomialmente.

Definigao 2.10. Dizemos que uma t-4lgebra A tem crescimento polinomial se ¢¥(A)
é limitada polinomialmente, isto ¢, se existem ¢ > 0 e k > 0 tais que ¢¥(A) < gnF, para

todo n > 1.

Nas proximas secoes focaremos nossa atencao nas 1-algebras unitarias e, posterior-
mente, nas 1-algebras unitarias de crescimento polinomial. Estes sao os objetos de inte-

resse neste trabalho.

2.2 w—Algebras unitarias

Comecamos esta secao destacando os t-polindmios proprios. Tais polindmios tém
papel fundamental ao se estudar as 1-algebras unitarias.

Seja B(Yp) a subélgebra de F gerada por Y; U Zy U Z; e por todos comutadores nas
variaveis em X = YoUY1 U ZyU Z;. Os elementos de B(Yy) sdo chamados 1-polindémios
proprios.

Observe que f € B(Yp) se, e somente se, todas as varidveis em Y aparecem apenas

dentro dos comutadores. Como
[Uil, . 7Uik]l’j = [Uil, . ,uik,xj] + CL’j[Uil, e ,uik],

para todo u;, € X, x; € Y1 U ZyU Zy € uj Uiy, = Wiy, + [Ui, us, ), para todos u;,, u;, € X,

concluimos que todo ¢-polinémio préprio é uma combinacao linear de polinémios da forma

Yir 10 Yip12k1,0 °°° Rkg,0%01,1 ° ** 2L, 1 W1 " 7 - Win, (2-2-1)

onde wyq,...,w,, sao comutadores nas variaveis de Yy UY; U Zy U Z;.

Como ji comentamos, se A é uma algebra unitdria, entdo Id(A) é completamente
determinado pelos polinomios multilineares proprios. Apresentaremos aqui a extensao
deste resultado para a classe das 1-dlgebras.

Considere F a 9-algebra livre munida do produto [f, g] = fg — ¢gf. Entao, F se torna
uma algebra de Lie denotada por F(~). Denotamos por L(X|Zs,1) a subalgebra de Lie
de FO) gerada por X = YyUY; U ZyU Z;. Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.11. Seja

y170,y270, e ,y171,y271, P 217072270, ey 217172’2’1, e ,wjl,ij, ey
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uma base ordenada de L(X|Zy, x), onde w; denota um comutador de peso j nas varidveis
de YoUYiUZyU Z; e j1 < jo < ---. Entao, temos que:

1. O espago vetorial F tem uma base

ar oaam BB 6 0 e
Yir,0 " Yirn,0Ys1,1 " " Ysn1%k1,0 """ Pk 0707 Bl 1 Wyt Wy

onde o1y .., 0wy B1y -y By V1o Vps 015+ -, 0gy €15 -, 6 > 0 e wy, <--- <wj na
ordem induzida da base de L(X|Zo, ).

2. Uma base para o espago B(Yy) € obtida de uma base de F com ap = -+ =, = 0.

Prova: Desde que X =Y, UY; U Zy U Z;, temos que (1) segue do Teorema 1.7.
Para provar (2), seja f € B(Yy). Podemos escrever f como uma combinagao linear de
polinémios da forma (2.2.1).

Usando o Teorema 1.7 para as algebras livres F (Y1), F(Zy) e F(Z;), temos que:

® Yi,1Yi,1 ¢ uma combinacao linear de polindmios da forma

]61,1

]%,1
7

Bl Bn
YLh Yn i Wi Yio ] (W1, Y
com 617 s )/anel,la RPN N | Z 07

® 240" 2,0 € uma combinagao linear de polinomios da forma

oL, NP 1R PV . €k,2
Zl,O Zp,O [le,(]? le,o] [231,07 ceey ij,O] )
COM Y1,y Vp, €12, -5 €k2 = 0,

® 2,1 %,1 ¢ uma combinacgao linear de polinémios da forma

g1 dq €1,3 €k,3
10 Zq,l[zil,b Zipa) ™ (21 ijp,l] )

coim (51,...,5(1,61’3,...,61@3 Z 0.

Portanto, podemos assumir que f é uma combinacao linear de elementos da forma
(2.2.1), com iy < dp < - <y, ky <k <o <kjelp <lp <--- <. Seem algum
produto wj, - - - w;,,, onde cada w; representa um comutador que aparece na decomposicao
de f, temos w;w; com w; > w,, entdo trocamos w;w; por w;w; + [w;, w;]. Como [w;, w;] €
L(X|Zs,), entdao pode ser escrito com uma combinagao linear de elementos da base de
L(X|Zs,1) e o resultado segue.

Agora estamos na posicao de provar o seguinte resultado.
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Teorema 2.12. Seja A uma -dlgebra unitdria sobre um corpo de caracteristica zero.

Entao, Idw(A) ¢ gerado, como Tf—ideal, por W-polindomios proprios.

Prova: Seja f € Idw(A). Pelo teorema anterior, f pode ser escrito como

[ = Z )‘ayi%) e 'yg})wa7 Ao € F,

a=(a1,...,an)

onde Wy = Wa(Y1,05 -+ s Un0s YLl -« s Ynds 2105« -« s Zn0s 2115 - - s Zn,1) ¢ uma combinagao li-
near de
B1 Bn M Yn 01 1) €1 €p
yl,l PPN yngLO e Zn,OZLl? . e Zn?lcjl e ij,

onde ¢; ¢ um comutador de peso j nas variaveis de Yo U Y, U Zy U Z;. Como F' tem

caracteristica zero, podemos assumir que f é multilinear e entao temos

A1y Oy By ooy By Yoo ooy Vs 01y o o5 Oy €1, 0o € < 1

Se a; = -+ =, =0, para todo «, entao f é um -polinébmio proprio e nada mais ha a
se fazer.
Agora, suponha que existe « = («q, ..., a,) tal que a; = 1, para algum i € {1,...,n}.

Entao podemos escrever f = f,, + fi,, onde f,, é um polinomio no qual a varidvel y; o
aparece fora dos comutadores e f;, ¢ um polinémio no qual a varidvel y; o aparecem apenas
nos comutadores.

Substituindo y; 0 por 1+ y;0 em f/ , temos

/ —_—
ai(yLO? ey 1 + yi707 PN ayn,Oyyl,h e 7yn,17 21’0, Ce ,va(), 2171, ey Zn,l) =
/
ai(y1,07 LR 17 ey Yn0r Y1155 Yn 15, 21,05 - - -5 2005 R115 - - 7Zn,1)+
/

fai<y1,07 e Yn0, Y115 -5 Yn 1, 21,05 - - -5 2005 R, - - - Zn,l)-

Desde que obtemos zero se avaliarmos y; ¢ por 1 em um comutador, entao,
/
ai<y1,07 e L Y0 Yn0s Yt - Ynids 21,05+ -+ 5 2005 R115 - - - aZn,1)

= f;,.(yl,o, e Yn0s YL L - Ynds 21,05 - - s 205 P11y - -+ Zny1)-
Como f € Id¥(A), temos que
F W00 s LA Yi0s oo s Yni0s Yids - -+ s Unids 21,05« - - s 20,05 P11y« - - 5 Zn1) € Idw(A).
Portanto,

O = f(yLO? ceey 1 + y’i,Oa . ,ymo, 3/1,1, e 7yn,17 21’0, e ,Zmo, 2171, . 7211,1)
/
- fai(yl,m ey 1 + Yoy 3 Un0,Y1,1,- -y Yn1, 21,05+ - -5 2,0, R1,15 - - Zn,l) + fai
— al , Q2 - [e%
= § Aa¥10Y20 Yo YnoWa + f
a

=Y Aaylbush G0 Yniwa  (mod 1d7(A)),
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onde o simbolo ¥; o significa a omissdo da varidvel y; o. Entao,
(0%
g= E Aalit 0?/2 0" “ YnoWa

¢ uma identidade na qual a varlavel Y0 aparece dentro dos comutadores.
Repetindo o processo acima para todas as varidveis simétricas de grau homogéneo 0
aparacendo na identidade g, obtemos que f é uma consequéncia dos polinomios préprios

e a prova esta completa.

|
Quando se trata de estudar as 1-identidades de uma -dlgebra unitaria sobre um

corpo de caracteristica zero, podemos focar os estudos nas -identidades multilineares
préprias.

Denotamos por I'Y = B(Yy)NPY o subespaco de P¥ dos polinémios préprios multiline-
ares e estabelecemos que ng = span{1}. Definimos a n-ésima 1-codimensao prépria

de A por

() L.
=dim ——*——.
o I N1dY(A)
Temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.13. Seja A uma -dlgebra unitdria. Entdo, temos a sequinte relagdo:

n

=3 <T;>7§”(A), n=0,1,2,.... (2.2.2)

i=0
Fw

Prova: Suponha que 7Y (A4) = m. Seja {fi,..., fm} uma base de Fd’A _—
ponha que 7 (A) ja {fis- s fn} (4) = T [ (A)

onde
fi= fj(yl,o, s Yr,05 Y11y -5 Yrg 1, 21,05 - - -5 Rrg,05 AL - - >Zr4,1)
J=1....m, i+ +ryg=1.
Seja m : I‘? — I’?(A) a projecao canonica e considere {fl, .. ,fm} C I’? tal que
7r(f]) =fi,j=1,...,m Sem+k= dimF(Ff) e {g1,...,9r} é uma base arbitraria de
Y NIdY(A), entdo {fi,..., fum> g1, .-, gr} é uma base de T'V.

Agora, pelo Teorema 2.11, o conjunto formado pelos elementos

Ypr,0 " ypnfivofj(thO? o Yar 00 YL s Y 1, 21,00 -5 B30 ZLLT - 727’4,1)

j=1,...om ondep < -+ < puiyq1 < -+ < ¢, ¢ uma base de P¥(A). Contando a

quantidade de elementos desta base, obtemos a relacao desejada.

|
A equagao (2.2.2) é essencial para os calculos que iremos fazer na préxima secao,

quando dedicamos nossa atencao para as t-algebras unitarias cuja sequéncia das -

codimensoes ¢ limitada polinomialmente.
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2.3 -algebras unitarias de crescimento polinomial

Consideremos A uma 1-algebra unitaria de crescimento polinomial. Nesta se¢ao, mos-

traremos que c¥(A) é um polinémio com coeficientes racionais e também determinaremos

cotas inferior e superior para o coeficiente lider de c¥(A).

Considere as sequéncias c¢%’(A) e 7 (A). Através dessas sequéncias, definimos as se-

guintes séries de poténcias:
PN =L o U=k
n=0
. Entao,
EV(At) = exp(t)7¥ (A, t).

]

Prova: Por (2.3.1), Zc — e, por (2.2.2), c¥(A) = <n) i
i=0

V(A ) = ii() n.

n=0 =0

Por outro lado,

exp(t)7¥(A, t) =<Z )(Z% ) 227 t__’)l

nOzO
n 4

ZZW( (n— i)l ZZ |Z|l >n!

n=0 =0

Z220(2)

Portanto, é¥(A,t) = exp(t)7¥ (A, t).

O préximo resultado nos permite calcular a dimensao de T'Y.

Proposicao 2.15. Para todo n > 0, temos

dimT? = n!
i=0

Prova: Considere a 1-algebra livre F. Entao,

[ee] [ee]

&(F,t) = Zc ':idimpﬁg:Zzwn!%:sz"
: n=0 : n=0 :

n=0

(2.3.1)

(A). Logo,
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e
. - AN
CUED IR peteiss
n=0 ’ n=0 ’
Pela Proposicao 2.14, temos
nyn __ e U
S =30
n=0 n=0 J=0
Logo,
ot (D) L = (),
1/’_ — n J4) — 1 AM—1IN—1
Zdlmrnn! => - "y A=y St
n=0 n=0 j=0 n=0 i=0
0o n 1) g
-y (n! (=1) 4n—z> r
il [
n=0 =0
Portanto,

O
Os préximos resultados nos direcionam para atingirmos um dos principais objetivos

desta tese: mostrar que, se A é uma -algebra unitaria de crescimento polinomial, entao

c¥(A) é um polindomio com coeficientes racionais.
Lema 2.16. Para todo k > 0, FZH € uma consequencia de F}f, para qualquer 1 > 1.

Prova: Primeiramente, considere & um nimero par. Seja u um gerador de F}f L 02> 1
Se u = [w1, 2] -+ [Tp—1,Tk] *  * [Thpio1, Thta], cOM ; € {Yi0, Vi1, Zio, Zi1 )y, ¢ um produto
de comutadores de peso 2, entdo u pode ser descrito da forma u = [z1, xs] - - - [1;_1, 4] 9,
onde g € F}f. Logo, u € (FZ’)T;. Se u é um produto de comutadores onde pelo menos
um tem peso maior do que 2, também obtemos que u € <FZ>T2¢, pois basta observar que
qualquer comutador de peso j pode ser visto como consequéncia de um comutador de
peso menor do que j.

Agora, suponha que
U=Yi; 1" Yip,1%1,0 " Zjg,0%05,1 " * 2, 1W1 - Win, (2.3.2)

onde w; sao comutadores de peso h; nas variaveisem X, hi+---+h,, =hep+qg+r+h =
k4.
Se h > k, pela parte que foi verificada acima, temos que u é uma consequéncia de Ff.

Se h < k, entao u é uma consequéncia de um polinomio da forma

P
Yar,1 """ Yag,1%61,0 """ Zbe,0%c1,1 """ Zep 1WL - Wiy € Iy,

onde d+e+ f+h = k. Portanto, concluimos que o resultado vale para £ um ntimero par.
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Agora, considere £k um nimero impar. Como o caso onde k£ é um nimero par estd
feito, basta verificarmos que FZ 41 ¢ uma consequéncia de I’}f. Seja v um gerador de F}f 1
Se v ¢ um produto de comutadores onde pelo menos um tem peso > 2 ou se u ¢ da mesma
forma que (2.3.2), entdo basta proceder como no caso onde k é par.

Agora, suponha que u = [z1, xs] - - - [k, T11] seja um produto de comutadores de peso

2. Primeiramente, vamos supor que, para algum ¢, temos

Yi 05 Zi4+1,0 Yi0, Zi+1,0

[ ] [ ]
(s, 1] # [Zi,ani+1,0] ou Ti, Toy1] £ [Zi,07yi+1,0] ,
[Yi1, ziv1,] [Yi1s Yir1,1]
[Zz‘,h yi+1,1] [Zz‘,l, Zz‘+1,1]
para os casos em que ¢ é uma involucao graduada ou uma superinvolucao, respectiva-
mente. Em ambos os casos, observe que [z;, ;41] & Fy -
Observe que u pode ser escrito da seguinte forma

s [%’72, %71][371'7 $i+1] [$i+27 35i+3] T [xk, $k+1]

]
]

+ (21, o] - - - [0, Tiga][Tin2, Bica][Tiva, Tigs] - - - [k, T ]
] ]

oo [wime, i, [T, i [Tige, Tivs] - [Tk, Teta] € <FZ>TQ¢, temos:
u = [, L) - [, T ] [Timg, Tisa)[Tige, Tigs) - [Tk, Tpga]  (mod <FZ>T§’)
Repetindo o processo acima, obtemos
U = [z, Tiga][T1, T2] - [Ti2, Tia][Tige, Tigs] - [Tk, Trya]  (mod <FQ£>T§Z’)

Como [z;, w441] € FF UF, UF,, concluimos que u é uma consequéncia de F}f.

Agora, para ¥ uma involugao graduada, suponha que, para todo 1 < ¢ < k, temos
[Iz‘, $i+1] igual a [yz',(), Zi+1,0], [Zi,Ou yi+1,0]; [yi,h Zi+1,1] ou [21,1, yz‘+1,1] e, para ¢ uma superin-
volugdo, suponha que, para todo 1 < i < k, temos [z;, x;+1] igual a [y;.0, Zi+1.0]s [2i.0, Yit1,0),

[Yi1, Yit11] OU [2i1, Zit1,1]. Faremos o caso onde

U = [y1,0, 2'2,0] [$3, 1‘4] s [xkv l‘k+1]-

Observe que Y1 0220[x3, T4 - - - [Tk, Tpt1] € <F1,f>T2w. Assim,
u = 3/1,022,0[363, 1’4] te [fk, il?k+1] - 22,0y1,0[l‘3, $4] T [Sﬂk, karl]
= —y1,022,0[$3, $4] T [Ik, $k+1] - 2’2,0y1,0[I3, $4] T [$k7 $k+1]
= —(yl,OZQ,o + Z2,oyl,o)[$3a T4] -+ [Tk, Tpgr] (mod <Iﬂlf>T2¢)

Como 22 0y1,0+¥y1,022,0 € Fy , concluimos que u é uma consequéncia de F}f. Procedendo

de maneira analoga com os casos restantes, obtemos o resultado desejado.

Como consequéncia do lema acima, temos o seguinte resultado:
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Corolario 2.17. Seja A uma -dlgebra unitdria. Se existe k > 1 tal que ”y}f(A) =0,
entao 7Y (A) =0, para todo n > k.

Note que, se A uma 1-algebra unitdria tal que v¥(A) # 0, para todo n > 0, entdo, pela

" /n " /n
Proposicdo 2.13, ¢¥(A) = Y(A) > =2" L At iment
roposicao , cV(A) Zz:(; (i)% (A) > ; (2) 0go, se A tem crescimento
polinomial, existe k > 0 tal que v;f(A) =0.

Finalmente, toda essa discussao nos permite mostrar o principal resultado desta secao,
que nos diz que, quando A é uma -algebra unitaria tal que a sequéncia das ¥-codimensoes
é limitada polinomialmente, entao essa sequéncia é de fato um polinomio com coeficientes
racionais. Além disso, encontramos limitantes inferior e superior para o coeficiente lider

desta sequéncia.

Teorema 2.18. Seja A uma -dlgebra unitdria. Se A tem crescimento polinomial, entao
(A) = gnk + O(n*=1) para algum natural k, onde q é um nimero racional satisfazendo

as inequacoes:

k .
1 (=1)" ki
TECED DRt
Prova: Como A é uma -dlgebra unitaria de crescimento polinomial, pela discussao
acima e pelo Coroldrio 2.17, existe um k > 1 tal que 7/ (A) # 0 e v,iri(A) = 0 para todo
1 > 1. Portanto,

=3 (Mt =3 (M,

i=0 i=0
, . L o A
que é um polinomio de grau k. Além disso, o coeficiente lider deste polinémio é ¢ = X
Desde que 1 < 7}5(%1) < dim F}f e, pela Proposigao 2.15, temos dim T'Y = n! Z %4”_2,
2!
i=0
concluimos que,
k: .
1 (=1)" o
TELED IR i
i=0
|

Vale ressaltar que o teorema acima nao sé nos diz que o coeficiente lider de c¥(A) é

limitado, mas também que ele pode assumir apenas uma quantidade finita de valores, isto
1 2 dimIV }

EUETTT R

No préximo capitulo, buscamos construir y-algebras unitarias de crescimento polino-

é, se c¥(A) ~ qn*, entdo o coeficiente lider ¢ pertence ao conjunto {

mial que realizam o menor e o maior valor possivel para o coeficiente lider da sequéncia

das 1-codimensoes.



Capitulo 3

O coeficiente lider de C}@D(A)

No capitulo anterior mostramos que se A é uma -algebra unitaria de crescimento

polinomial, entao c?(A) = qn* +O(n*~1) ~ gn*, para alguns ¢ € Q e k > 0 e o coeficiente

1 dim '}
H’..., k‘ .

Neste capitulo, apresentaremos 1-algebras, tanto para o caso em que ¢ é uma involucao

lider ¢ pertence ao conjunto

graduada quanto para o caso em que ¥ é uma superinvolucao, que realizam o menor e o
maior valor de ¢, isto é, vamos mostrar que, dado k € N, existem 1-dlgebras A e B tais

que
k

(—1)i
Ay~ —=nf e c¥(B)=~ Z4k”unk.

7!
i=0

3.1 O menor valor de ¢

Nesta secao, iremos exibir exemplos de 1-dlgebras unitarias tais que, dado k > 0, a
sequéncia das 1-codimensoes se comportam assintoticamente como gn”, onde ¢ = =k
Primeiro, apresentaremos exemplos de x-superalgebras que realizam essa constante.
Para k > 2, considere a algebra UT}, e seja

k—1

E = Zei’i+l € UTk

i=1
Denotamos por C}, a seguinte subdlgebra comutativa de UT:

k
Ck:{alk—l—ZoziEi:a,aiEF}.

=1
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Como exemplo, tome k = 4.

a b ¢ d
0 b
Cy = s abc,deF
0 a b
0 0 a

Consideraremos duas graduacoes em Cj: a graduacao trivial e a graduagao elementar
induzida por g = (0,1,0,1,...) € Z5. Também consideraremos duas involugoes sobre Cj:

a involugao trivial e a seguinte involugao

k * k
(a[k +) aE) =al+ > (1) E" (3.1.1)

i=1 =1

Para uma melhor compreensao da construcao acima, exibiremos um caso particular.
Exemplo 3.1. Para k£ = 4, temos que
b

Cy s a,bc,de F

I
o o o o
o 2 o o

a

O elemento g = (0,1,0,1) € Z3 induz a seguinte graduagao elementar ((Cy)o, (Cy)1),

onde
a 0 ¢ O 0 b 0 d
0 0 0 0b o0
(Cy)o = “ s a,ceF e (Cy)r = : b,de F
0 0 a 000D
0 00 a 00 0O
A involucao * é dada por:
a b c d ' a —b ¢ —d
0 b ¢ B 0 -b c
0 a b| o a —b
0 00 d 0 O a

Considere as seguintes x-superalgebras:
1. Cj.: a dlgebra Cy com graduagao trivial e a involucao *, definida em (3.1.1).
2. CF': a algebra Cj, com a graduacao elementar acima e a involugao trivial.

3. CF": a dlgebra C) com a graduacdo elementar acima e a involugao * definida em

(3.1.1).
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Os seguintes resultados mostram que essas x-superalgebras realizam o menor valor de q.

Teorema 3.2. [13, Teorema 6.7], [17, Teorema 6.1], [22, Lema 9] Se A é uma das

x-superdlgebras Cyi1.4, Cr. 1, CELy, entao

k410 Yk417
- 1
gri( A) v
C ~ n-.
() ~
Para finalizar a secao, vamos apresentar dois exemplos de superalgebras com superin-
volucao, que realizam o valor desejado de gq.

Considere as superalgebras com superinvolugao G?C e G, definidas no capitulo anterior.

Teorema 3.3. [13, Teoremas 6.2 e 6.5] Temos que:
s (i S (% A~ 1 k
e (Gy) = e (GR) = P
Portanto, mostramos exemplos de x-superalgebras que nao sao superalgebras mu-
nidas de superinvolugao e de superalgebras munidas de superinvolugao que nao sao -

superalgebras que realizam o valor ¢ = como gostariamos.

HJ

3.2 O maior valor de ¢

O objetivo desta secao é construir i-dlgebras que realizam o valor

k .

_ ji (1)

7= 4 i
=0

Esse é o maior valor possivel para o coeficiente lider ¢, de acordo com o Teorema 2.18.

Primeiro vamos construir um exemplo de x-superdlgebra que realiza tal constante e, a
partir deste exemplo, iremos construir uma superalgebra munida de uma superinvolucao
que também realizara a mesma constante.

Para k > 2, considere a seguinte subalgebra de UTyy:

Mk:F]2k+ Z Feij+ Z Feij.

1<i<j<k k+1<i<j<2k
Como exemplo, se k = 3 temos:

)

a b c 00 0

0O ad OO0 O

0 0 0 00
My = “ s a,be,de f,ge F

00 0 a e f

0000 ag

0 00O a
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Denotamos por M} a dlgebra Mj, com graduacao elementar induzida por um elemento
g € 73k
Vamos considerar a restricao da involugao reflexdo p, definida em (1.2.1), sobre M.

Em particular, se k = 3, entao

abc000Y f(ag foo0o0
0 ado0o00 0 ae 000
00a000|] |00a000
000ace fl |000adec
0000 ag 00 0 0 a6@d
00000 a 00000 a

Dado g € Z2* arbitrario, vale ressaltar que p pode nao ser uma involuciao graduada
sobre M} . Por exemplo, se considerarmos M3, com g = (0,0,1,1,1,0), entao ey, € (M3),,
mas efy = es6 € (MJ);. Entao, p ndo é uma involucao graduada neste caso.

Estamos interessados em todos os elementos g € Z32* tais que a involucio p seja uma

involugao graduada sobre M.

Lema 3.4. Seja M7 a dlgebra My, com graduagao elementar induzida por g = (g1, ..., gox) €

Z3F. A involucdo reflexio p € uma involugio graduada sobre M} se, e somente se,

91+ g2k = G2 + Yok—1 = = Gar + g1 (3.2.1)

Prova: Suponha que p seja uma involucao graduada sobre M. Entdo, para 1 < i <
< 2k trizes el t jeel = ; : t t
J < 2k, as matrizes elementares €;; e €}; = €gx_j112x—i+1 Pertencem a mesma componente

homogénea. Portanto,
9i + 95 = G2k—j+1 + Gok—iv1, 1 <0< 7 <2k

Dal segue que g; + gox—iy1 = gj + Gor—j+1, para 1 <1 < 7 < 2k.

Reciprocamente, suponha que M; seja munida da graduacao elementar induzida por
9= (91,---,92) € Z5", com g; + gap—it1 = gj + Gor—j+1, para 1 < i < j < 2k. Entdo,
9i +9; = Gok—jt1+ Gor—it1, 1 <1i < j <2k, que nos garante que e;; e efj estao na mesma
componente homogeénea para quaisquer 1 < ¢ < j < 2k. Portanto, p é uma involucao

graduada sobre M.

Considere o seguinte conjunto

H:{(ghuwg%)Gng591+92k292+g2k—1:"':gzk-i-gl}.

Observe que, pelo Lema 3.4, g € H se, e somente se, p é uma involucao graduada
sobre M}.
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Seja g = (g1, .-, 92%) € H. Como comentamos no capitulo anterior, podemos assumir
g1 = 0. Agora, se fixarmos gor, entao gop_;11 = ¢; + gor, para todo 2 < ¢ < k. Nesse caso,
g ¢ unicamente determinado por g, ..., g.

Considere g = (0,92, ...,92-1,1) € H e defina a 2k-upla h = (0, ho, ..., ho), onde
hi=g¢;, paral <i<keh;=1+g¢g;, parak+1<1:<2k.

Por construcao, h € H e hg, = 0. Vamos verificar que M, ,f e M,? sao isomorfas como
superalgebras. Para isso, basta mostrarmos que g; +g; = h; +h;, para todo 1 < 1,5 < 2k.

Se 1 <i < j <k, nada ha a fazer, pois g; = h;, paratodo 1 <1 < k. Sek+1<i<
J < 2k, entao h;+h; = 14 gop—ip1 +1+gor—jr1 = gi+ 9, J& que gi+gok—it1 = g5+ Gor—jt1,
pois g € H. Logo, temos o resultado desejado.

A discussao acima nos garante que podemos trabalhar apenas com os elementos g =
(91,92, ---,921) € H, tais que g; = gor = 0. Entao, considere o seguinte subconjunto de
H

Ho={(0,92,...,92%-1,0) € H: g; = gop_is1, para 2 < i < k}. (3.2.2)

Definicao 3.5. Definimos como W,fri a sequinte x-superdlgebra:

W= D M,

g€Ho
1. graduacdo: (Wfri)' = EB (M), i=0,1,
’ g€Hp
2. involugao graduada x : w* = (A, ..., Ag)* = (A],..., AP), para todow = (Ay,..., Ay) €
Wen,

Os préximos resultados nos darao condic;ées para mostrarmos que W;" é a x-superalgebra

desejada, isto é, que c& (W) = (Z 4k= i ) F+ 0.

Proposigao 3.6. A x-superdlgebra I/Vkgri nao satisfaz identidades de grau < k — 1.

Prova: Para cada g € Hj, considere a involugao reflexdo sobre M. Observe que

Idg“(Wg“) = ﬂ Id&"(MY). Agora suponha por contradigio que exista f € Idgri(Wkgri)
gE€Hy
de grau k — 1. Além disso, como F' é um corpo de caracteristica zero, podemos supor que

f é um polinomio multilinear, isto é,

flug, ... up_q) = Z QolUg(1) *** Ug(k—1)5 (3.2.3)

com u; € {Yi0,Yi1, %021} € @y # 0 para algum o € Sg_;. Vamos supor, sem perda de
generalidade, que o) # 0, onde (1) denota a identidade de Sj_.

Considere g = (gl, ..., o) € Z2 de tal maneira que:
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® g1 =g =0;
i—1
® g = Qok_it1 = Z hj, para 2 < i < k, onde h; é o grau homogéneo da varidvel u;,
j=1
que aparece no polinémio f definido em (3.2.3).

Por construgdo, g € Hy. Vamos verificar que f ¢ Id® (M7) e com isso, concluimos
que f ¢ 1ds"(WEY).

Considere os seguintes elementos de M):
ay = €12 & €ap—12k, A2 = €23 T €ok_29k—1, .., Ak—1 = €4—1k L €1 k2

Observe que, para todo 1 < ¢ < k — 1, o grau homogéneo do elemento a; é o grau
homogéneo da varidvel u;. Além disso, temos que a; é um elemento simétrico ou antis-
simétrico de acordo com o sinal “mais” ou o sinal “menos”, respectivamente.

Denote por 7 € Si_1 a permutacao que leva 1 em k — 1 e vice-versa, 2 em k — 2 e

vice-versa, e assim por diante. Obtemos que

flay, ... ap—1) = apyer £ areppron # 0.

Entéo, concluimos que f ¢ Id&"(MY?), e consequentemente, f ¢ Id® (WE"), que contradiz

nossa hipotese.

O

Observacao 3.7. Sejam A = M} e p a involugao reflexao sobre A. Como o radical de
Jacobson J de M} ¢ J = M, \ span{l}, obtemos que Ay, A7, A} C J para qualquer
g € Hy. Além disso, J* = {0}.

A Proposigao 3.6 e a Observacao 3.7 nos dao condigoes para provar o seguinte teorema:

Teorema 3.8. Para k > 2, temos que.
Idgri(Wkgri) _ <I—\%ri>T2*.

Prova: Vamos verificar que se f € I'®" entdo f € Id&"(W§"). Para tanto, basta verifi-
carmos que f € Id®(M7), para todo g € Hy.

Sejam g € Hy, A = M} e seja J o radical de Jacobson de A. Como J* = {0}, pela
Observagao 3.7, o produto aj - - ay, com a; € Ay U A7 U AT, para todo i = 1,...,k, é
nulo. Logo, todo monomio da forma z,(1) - Tew), 0 € Sp e x; € Y1 U Zy U Z, é uma
(Zs, %)-identidade de A.

Agora, sejam a1, ay € A. Entao, a1, as) € J? e, indutivamente, temos que [ay, ..., a,)]

pertence a JP, com 2 < p < k. Portanto, o produto a;---ag_plb1,...,b,], com a; €
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Ay UAT U AT e b; € A é nulo e, com isso, concluimos que qualquer polindmio da
forma x;, - - x;,wy - - Wy, onde x; € Y1 U Zy U Z; e w; é um comutador de peso j;, com
J1+ 4 jm = k — s nas varidveis em X é uma (Z,, *)-identidade de A.

Visto que todo polinomio f € Fgri ¢ uma combinagao linear dos polinomios acima,
obtemos que f € I1d8"(A) e, portanto, f € Id&™ (IWE™).

Agora, seja f € Id= (W), Como 1A (WE") é determinado pelos polinémios préprios,
entao podemos assumir que f é um polinomio préprio e, pela Proposicao 3.6, temos que o
graude f é > k. Logo f € T'¢" para algum n > k e, pela Proposigao 2.16, T'8" C <Firi)T5,

para todo n > k. Portanto, temos f € (I'8")

T5-

O
Nosso primeiro objetivo nesta secao, que ¢é exibir uma x-superalgebra unitéria que

realiza o maior valor possivel de ¢, segue como uma consequéncia do teorema acima.

Corolario 3.9. Para qualquer k > 2,

Cgrl ngrrll (Z 4k z ) nF + O( )

Prova: Seja f € I'®%, n < k. Pelo teorema acima, I1d®" (W) = (I'¥,)7:. Logo,
f ¢ 1 (WE) e, portanto, 485 (WE) = dimT¢", para todo n < k. Por outro lado,
se f € I'® n > k, de acordo com a Proposigao 2.16, temos f € <F%11>T5. Logo,

fe Idgri(Wlf_fl) e, concluimos que, g“(W,ffrll) =0, para n > k. Assim,

dimTe se n<k

gri Wgri —
i k+1) { 0 se n> k.

Usando (2.2.2) temos, para n > k,

n k k
ol ri n ri ri n ri ri n . i
vy =3 (7)o =3 () eovey = 3 (1) s

i=0 i=0 i=0
Pela Proposicao 2.15, temos dim '8 =n! Y (—1)° -+ Logo,
i
=0
~ i)
gri gri o\ k—1 k k—1
) - (LG ) oy

O
Agora, vamos apresentar uma superalgebra A munida de uma superinvolucao tal que

°(A) =~ (i: 4k_i(_z_—!1)i> n*.
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Como comentamos no inicio da segdo, nossa estratégia é usar a x-superalgebra W;"
para definirmos uma superalgebra com superinvolugao com a propriedade desejada.

Para isso, precisamos de algumas definicoes e resultados.

Definigao 3.10. Seja A = Ay @ A; uma superalgebra. Considere ¢ : A — A uma
aplicagao linear, bijetiva e que preserva a graduacao. Dizemos que ¢ é um superauto-
morfismo se

(ab)? = (—=1)lWa?b% . para todos a,b € Ay U A;.

Seja A uma superalgebra munida de uma involucao graduada. A seguinte proposicao
nos mostra como obtermos uma superinvolucao sobre A através da involugao graduada

dada e de um superautomorfismo.

Proposigao 3.11. Seja A = Ag® Ay uma superdlgebra munida de uma involucao gradu-
ada x. Se ¢ : A — A € um superautomorfismo de ordem 2 tal que xp = px, entdo *xp €

uma superinvolucao sobre A.

Prova: Seja 1 = *xp. Observe que 1) preserva a graduacao pois * e  preservam a
graduagao. Como *p = @x e * e ¢ tém ordem 2, entdao ¥? = (xp)(xp) = x*p? = Id.
Resta mostrar que (ab)? = (—1)l“Plp¥a¥ para todos a,b € Ay U A;. Se a,b € Ay U
Ay, entdo (ab)? = (ab)*¥ = ((ab)?)*. Desde que ¢ é um superautomorfismo, temos
que (ab)? = (—1)lllPlg#b#. Portanto, ((ab)?)* = ((—1)lalblgrpe)* = (—1)lallbl(gepe)* =
(_1)Ia|\b\(bs0)*(a<p)* - (_1)|a\|blbwaw.

J
Considerando o conjunto Hy que foi definido em (3.2.2), j& provamos que a involugao

reflexdo p é uma involugao graduada em M}, para todo g € Hy. Entao, usando a Pro-
posicao 3.11, basta exibirmos um superautomorfismo nas condic¢oes da citada proposicao
que obtemos uma superinvolugao sobre M}, g € Hy. Em [18], é apresentada uma aplicagao

que atende aos nossos requisitos, como veremos a seguir.

Definicao 3.12. Seja g € Hy. Definimos a aplicacao ® : M — M} tal que & = &),

onde ®g(e;;) = e;5 e, para todo 1 <n <k — 1,
(I)n71<€ij>7 S€ €45 ¢ (le)?ﬂa
Cbn(eij) = g\ntl
—®,1(eij), se ey € (M)

¢ estendemos linearmente para todo elemento de M.

Observagao 3.13. Note que, para todo 1 <i < j < 2k, ®(e;;) = ae;j, com a € {—1,1},
o que nos garante que ® é bijetiva e preserva a graduagao. Além disso, ® tem ordem 2,

pOiS ¢2<€ij) = CID(ozeij) = o@(eij) = 06267;]‘ = €.
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Exemplo 3.14. Seja A = M?, onde g = (0,1,0,1,0,0,1,0,1,0). Entao, (Ag, A1) é a gra-
duacao elementar induzida por g, em que Ay = span{ /o, €13, €15, €24, €35, €68, €610, €79, €8.10 }
(S A1 = Span{elg, €14, €23, €25, €34, €45, €67, €69, €78, €710, €89, 69710}. Vamos definir a aplica(;éo
® para este caso particular. Note que A% = Span{elg, €15, €24, €35, €68, €610 €79, 68710},
Aif = Span{eM, €25, €69, 67,10}, Ail = Span{elm 66,10} € A? = {O}

Portanto,

by = 1d,

€ij, S€ €45 §§ {61376157624, €35, €68, €6,10, 679768,10}

Qq(e5) = ;
—€i5, S€ e € {61376157624, €35, €68, €6,10, 679768,10}

)
—®Dy(e5), se ey € {es, €610}
€ij, S€ €45 ¢ {6137614762476257635, €68, 6697679768,10}

—€ij, S€ € € {e13, €14, €24, €25, €35, €68, 6697679768,10}
Como A3 = {0}, temos que &3 = &, = &. Logo,

Di(ei;),  seeij & {ers, €25, €60, €710}
Py(eyy) = :
—®y(e;5), se eij € {ew, eas, €0, €710}
_ €ij 5€ €45 ¢ {6137 €14, €15, €24, €25, €35, €68, €69, €6,10, €79, 68,10}
—eij, se e € {e1s, €14, €15, €24, €25, €35, €68, €69, €6.105 €79, €810 1
Py (e se e €15, €
Py(ey) = { 2(€35), ij & €15, €610}

€ij, 5€ €45 ¢ {613, €14, €24, €25, €35, €638, €69, 679768,10}

—€ij, S€ e € {e13, e14, €24, €95, €35, €63, €69, €79, 68,10}

Sejam g € Hy e A = M} e considere uma matriz elementar e;; € A. Sabemos que,
se J é o radical de Jacobson de M}, entdao A; C J. Portanto, se e;; € A, para algum
t > 1, sempre ¢ possivel encontrar um maior natural m € {1,...,k— 1} tal que e;; € AT".
Conforme a Observacao 3.13, temos que ®(e;;) = ae;;, com o € {—1,1}. Nosso préximo
passo € estabelecermos condicoes para determinarmos o valor da constante a. Para isso,

precisamos do seguinte lema.

Lema 3.15. Sejam g € Hy e A = M} e considere a aplicagao ® definida em (3.12).
Entao:

1. Seejje Ay eey ¢ Al para todot € N, entdo o = 1.

2. Se e;; € Ay e existe t € N tal que e;; € AL, entio ®(e;;) = Poplej), onde h € o

maior inteiro tal que e;; € A"

3. See;; € Ay, entdo P(e;;) = Pan(e;j), onde h € o maior inteiro tal que e;; € Azht
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Em ambos os casos (2) e (3) temos que Pop(e;;) = (—1)"ey;.

Prova:

1. See;; € Ag e e;; ¢ AL, para todo t € N, entao ®(e;;) = ¢;;, logo o = 1 e isto prova
J J 1 J J

o item 1.

2. Para provar o item 2, suponha que ¢;; € Ay e que exista t € N tal que ¢;; € AL.

Como ¢;; € Ap, entao t =2r, r € N.

Tome h o maior inteiro tal que e;; € A3". Vamos determinar ®(e;;).

Como A? D A1 D ... D A% 5 A2 5 | temos que e; € A2 para todo
h/ = 1, RN ,h. Portanto, (I)1<€ij) = —eij, @2(6@‘) = —eij, <I>3(eij) = eij, @4(6”) = eij,
P5(e;5) = —e;j e, assim sucessivamente, concluimos que:

q)4m+7‘(eij) = (IDT(eij), comr = 1, 2,3,4 em € N.

Assim, obtemos que q)2(2m)(€ij> = @4(6@‘) = € € CI)Q(Qm—I—l)(eij) = CDQ(GZ']‘) = —€4,
para qualquer m > 1. Portanto,

e se h ¢ par, entao op(e;;) = €5,

e se h ¢ impar, entdao Pop(e;;) = —eij.
Ou seja, se h é par, entao a = 1 e se h é impar, entao a = —1.

3. Finalmente, vamos provar o item 3 supondo que e;; € A; e considerando i o maior

inteiro tal que e;; € A%hﬂ. Vamos determinar ®op(e;;).

/ . .
Note que e;; € A%h 1 para todo 0 < k' < h. Assim como ocorreu no caso anterior

obtemos que

DQypir(€ij) = Dp(eij), comr =1,2,3,4em e N.

Logo, concluimos que, se h é par, entdao ®op(e;;) = €;; € se h é impar, entdo Pop(e;5) =

—e;;. Isto é, se h é par, temos o = 1 e se h é impar, temos av = —1.
|
A proxima proposicao nos mostra que ¢ é, de fato, o superautomorfismo procurado.

Proposicao 3.16. Para todo g € Hy, a aplicacao ® € um superautomorfismo de ordem

2 que comuta com p.
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Prova: De acordo com a Observacao 3.13, resta provarmos que, para todo 1 <i < j <
m <n < 2k, temos
®(eijemn) = (—1)11m 1D (e5) @ ().

Se j # m, entdao @ (e;je.,) = (0) = 0. Por outro lado, se ®(e;;) = ae;j € P(emn) = Bemn,
para alguns «, 8 € {—1,1}, temos ®(e;;)P(emn) = (aei;)(Bemn) = (af)eéijemn = 0. Logo,
temos o resultado desejado.

Resta o caso j = m. Sejam ®(e;;) = ae;j, Plejn) = Pejn € Pleyn) = veim, com

a, 3,7 € {—1,1}. Basta mostrar
y = (_1)\eijlle]’n\a5‘ (3.2.4)

Considere A = M}, com g = (0,62, ,g2k—1,0) € Hy. Suponha que ¢;; € Ag e
eij ¢ Al, para todo t € N. Entdo a = 1. Mais ainda, temos que (—1)l¢ulleinl = 1)
independente da componente homogénea que e;,, esteja. Portanto, basta mostrarmos que
B = 7 em qualquer uma das possibilidades para e;; que resolvemos este caso. Vamos
analisar as possibilidades de e;y,.

Se ejn, € Ag e ej, ¢ Al paratodo t € N, entdao 8 = 1. Por outro lado, nessas condigoes
temos que e;, € Ag e €;, ¢ A}, para todo t € N, logo, v = 1.

Se e, € Ap e existe t de tal maneira que e, € A}, entdao ®(e;,) = Pop(ejn), onde h é o
maijor inteiro tal que e;, € A2". Por outro lado, e;, € Ap e também temos que h é o maior
inteiro tal que e;, € A¥'. Logo, ®(e;,) = Pap(ein) e, consequentemente, ®(e;,) = P(e;,).
Portanto, 8 = . De maneira andloga, mostramos que 5 = y para o caso em que e;, € A;.

Agora, suponha que e;;,ej, € Ay e existam hy, hy tais que hy é o maior inteiro tal
que e;; € A%hl e hy ¢ o maior inteiro tal que e;, € A%hz. Afirmamos que hy = hy + hs
¢ o maior inteiro tal que e;, € A?h**. De fato, basta mostrarmos que e;, ¢ A?hgﬁ que
temos o resultado desejado. Suponha, por contradicao, que e;, € A%h3+2, entao existem
Ciryizs Cinsigs - - s Cigny pariong 45 © A1 TAIS QUE €in = €1 iy€in iy *** Ciy s iny 5 NOTE qUE 1 =1
€ lopg+3 = M.

Desde que €, 4y, €iy.igs - - -  Cigpy yasiohgis € Ay temos g, +9i, = 1, gi, +9is = 1, ...,

Giony o + Gizn, s = 1. Dal concluimos que

® Gy = Giz = - :gi2t+1 = .. :gi2h3+37
® Ui 7&9@2 =Giy = -+ = iz = -+ = Gigpyqa-

Agora, como e;; € A" temos que existem €j1.4a> € € A; tais que

30+ Cany wdang +1
Cij = €j1,2C52,53 """ Cjang dz2n, 41 Note que j1 =i e jop, 41 = J.

Desde que €4y joy €y jzy - v - 76j2h1,j2h1+1 c Al temos

® Gj1 = YGjz = -+ = Gjarr1n = -+ = Yon, 10
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® 95 #g]'Q:gj4:"':gj2t:"':gj2h1'

Como i1 =1 € jop, 11 =
S Al [§

Considere o produto P = €;, j,€;,.i5 " * - Cisn, 1 15iany +2Cizny +2ndan, 41-

J, temos que P = e¢;;. Além disso, por hipotese, €y, €ipigs - - - Cigy 11ion, 12

Cisn, 1ajon, 1 bAIMDEM pertence a Ay pois Gy, ., # Giy = 9i = Gjy = iy, .- Dal, obte-
mos que e;; € A%}”“, que contradiz nossa hipétese que e;; ¢ A" para todo h > hy.
Portanto, e;, ¢ A2"3%? como afirmamos.

De acordo com o Lema 3.15, basta analisarmos as paridades de hq, hy e h3 para con-
cluirmos o resultado.

Como e;, € Ag, temos que, se hy + ho € par, entdao v = 1 e, se hy + hy é impar, entao
v=—1.

Se hy + hy é par, entao hy e hy tém a mesma paridade. Se ambos forem pares, entao
a = [ =1 e se ambos forem impares, entao o = § = —1. Nas duas situacoes temos que
a equacao (3.2.4) é satisfeita.

Se hy + ho é impar, entao hy e hy tém paridades diferentes. Suponha, sem perda de
generalidade, que hy é par e hy é impar. Assim, temos que a = 1 e § = —1, que nos
mostra que a equagao (3.2.4) é satisfeita.

Vamos supor que e;; € Ag e ej, € Ay, logo e;, € A;. Além disso, vamos considerar
hi, hy tais que hy ¢ o maior inteiro tal que e;; € A%hl e ejn € A%’”H. Logo, assim como
no caso anterior, hy3 = h; + ho é o maior natural tal que ¢;, € A%hi‘“. Como e¢;, € Ay,
temos que, se hy + ho € par, entao v = 1 e, se hy + hy é impar, entao v = —1.

Se hy + ho € par, entao hy e hy tém a mesma paridade. Se ambos forem pares, temos
a = =1 e se ambos forem impares, temos o« = f = —1. Novamente temos que (3.2.4)
¢ valida para as duas possibilidades.

Se hi + ho é impar, entao hy e hy tém paridades diferentes. Suponha, sem perda de

generalidade, que h; é par e hy é impar. Portanto, « = 1 e f = —1 e concluimos que
v = (=1)leullemlq s,
Para finalizar, suponha que e;;,e;, € A;. Entao, e;, € Ag e (—1)'617”‘33'”| = —1. Tome

hi,hy € N tais que hy é o maior inteiro tal que e;; € A%hlﬂ e ho é 0 maior inteiro tal que
€jn € A?hQH. Portanto, hs = hy + hy + 1 é o maior inteiro tal que ¢;, € A%h? Se hs é par,
entao v =1 e se hg é impar, entao v = —1.

Se hs ¢é par, entao hy, ho tém paridades diferentes. Suponha, sem perda de generali-
dade, que hy é par e hy é fmpar. Assim, a = 1 e 3 = —1, entdo, (—1)lilleimlag =1 = ~.

Se hs é impar, entao hi, hy tém a mesma paridade. Se ambos forem par, entao a =
£ =1 e se ambos forem impar, entao o = = —1. Portanto, em ambas situagoes temos
que v = (—1)|eif||ejn‘aﬁ . Resta mostrarmos que ®p = p® para concluirmos o resultado.

Suponha que e;; € A%, h > 0. Entao, ®(e;;) = (—1)"e;, logo ((—1)"e;;)? =

(=1)"p(ei;). Por outro lado, como p preserva a graduacao, p(e;;) € A", Dai, ®(ef}) =
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(=1)"(ef;) como queriamos.

O
Seja g € Hy e considere a superalgebra M. Sabemos que p ¢ uma involugao graduada

sobre M} e acabamos de verificar que ® é um superautomorfismo sobre M} de ordem 2 que
comuta com p. De acordo com a Proposicao 3.11, temos que p = $p é uma superinvolucao
sobre M}.

Seja g € Hy, através das superalgebras M} munidas da superinvolugao p, definimos a

seguir uma superalgebra munida de uma superinvolucao que atende aos nossos propésitos.

Definicao 3.17. Definimos W} como a superalgebra com superinvolucao:

Wi = M

g€Ho

1. graduagao: (W}), = @(ng)l, i=0,1,

g€Hy

2. superinvolucio ¥ : w* = (Ay,..., A)* = (A7,..., A?), paratodow = (Ai,..., A,) €
we.

De maneira analoga ao caso feito para x-superalgebras, mostramos que

1. W} nao satisfaz identidades de grau <k —1e
2. 1d*(Wg) = ()

Como consequéncia, temos o seguinte corolario que nos garante que W, é o exemplo

de superalgebra com superinvolugao que procuravamos.

Corolario 3.18. Para qualquer k > 2, temos

s s . k—i —1 ' k
S (Wi ~ <Z4 (Z—'>> n".

=0

Portanto, exibimos exemplos de superalgebras munidas de uma involugao graduada
ou de uma superinvolucao que realizam o menor e o maior valor de ¢ como desejavamos.
No proximo capitulo, analisaremos o caso particular em que A é uma -algebra unitaria

de crescimento quadratico e construiremos exemplos que realizam cada valor possivel para

o coeficiente lider de ¢¥(A).



Capitulo 4

-Algebras unitarias de crescimento

quadratico

Nos capitulos anteriores, mostramos que se A é uma 1-dlgebra unitaria de crescimento
polinomial, entdo a sequéncia c¥(A) é descrita por um polinémio com coeficientes racio-
nais e que existe uma quantidade finita de valores possiveis que o coeficiente lider desse
polindmio pode assumir. Além disso, construimos -dlgebras unitarias que realizam o
menor e o maior valor possivel que esse coeficiente pode atingir.

O fato de existir uma quantidade finita de valores possiveis que esse coeficiente pode
assumir, nos leva a seguinte questao: para cada valor possivel para o coeficiente lider do
polinomio que descreve a sequéncia das 1-codimensoes, é possivel construir uma -algebra
unitaria que realiza esse valor?

Dentro dos casos ordindrio e das ¢-algebras, vimos que, para alguns casos especificos,
foram exibidos exemplos que realizam os valores possiveis para o coeficiente lider, conforme
comentamos no Capitulo 1.

Agora, seja A uma 1-algebra unitaria de crescimento linear, isto é, c¥(A) ~ qn,
q € Q. De acordo com o Teorema 2.18, temos trés possibilidades para ¢: 1,2 e 3. Como
no capitulo anterior ja apresentamos exemplos que realizam ¢ = 1 e ¢ = 3, resta exibirmos
um exemplo para ¢ = 2 para obter todos os exemplos procurados para o caso linear.

Considere a seguinte subalgebra unitaria de UT}:

a b 00
0 a 0O
Uy = s a,bceF
0 0 a c
0 0 0 «a

com graduacao elementar induzida por g = (0,1,0,1) € Z3 e munida da involugao

graduada reflexao p. Mais ainda, a involugdo p é uma superinvolugao. Conforme a
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Observacao 2.6, denotaremos por U2gri quando nos referirmos a p como uma involugao
graduada e US quando nos referirmos a p como uma superinvolucao.

Em [17], foram classificadas, a menos de Ts-equivaléncia, as superdlgebras munidas
de uma superinvolucao cujo crescimento da sequéncia das s-codimensoes é no maximo
linear. Ao apresentarem essa classificagao, foi mostrado que ¢ (Us) = 2n + 1 dentre
outras codimensoes que foram determinadas na mesma publicagao. Consequentemente,
temos & (US") = 2n + 1. Logo, nada temos a fazer para o caso referente as 1p-algebras
unitarias de crescimento linear.

Portanto, focaremos nossa atencao para o caso em que A é uma -algebra unitaria
de crescimento quadratico. De acordo com o Teorema 2.18, existem ¢, p,r € Q tais que

c¥(A) = qn® + pn + r. Mais ainda, temos que:

1 og= 73 (4)
: 5
12 25

2. g€l = ... =24

1 {2’ 27 g }
B 1 25 . . ,
Como ja apresentamos exemplos para ¢ = 5 ©¢= 5, n0sso objetivo neste capitulo é

3 23

encontrar, para cada valor em {1, 37 g 12}7 uma -algebra unitaria que realiza tal

valor.

Visto que o coeficiente lider de uma -algebra A unitaria de crescimento quadratico é

7 (A)

que introduzimos na préxima secao.

, nossa estratégia é determinar ’y;’ (A) através do cocaracter proprio de A, conceito

4.1 O y-cocaracter de A
Considere H,, o seguinte conjunto
H, = {((g1,h1), (g2, h2), - - (Gns hn);0) 2 (gis hi) € Za X Loy, 0 € S, i =1,...,n}.
Em H,, defina o seguinte produto
((g1,h1), (g2, h2), - - (s hn); o) (a1, b1), (a2, b2), - .o (G, bp); T) =

((ug,v1)y ..y (U, vp);07),

onde (u;,v;) = (gits-13:), hibs—1(;)), para todo 1 < i < n.
Observe que H,, com o produto acima é um grupo. Além disso, temos que o grupo H,

age a esquerda sobre P¥ da seguinte forma:

((gla h1)7 (92) h2)7 ey (gTM hn)) O-)yi,ti - ya(i),gi-‘y—ga(i)



51

Zo(i). s . se hgpy =1
((glah1)7(927h2)7---;(gn;hn);a)zi,ti == { ()’glJrgg(l) ®
—Z0(i).git 900 5 No(i) = —1.

Portanto, temos que P¥ tem uma estrutura de H,,-mddulo. Mais ainda, como qualquer

TQw -ideal ¢ invariante sob a acao definida acima, temos que P¥ NId¥(A) é invariante sob
P!
P N1dY(A)
mdédulo. O H,-caracter de P¥(A) é chamado de n-ésimo t-cocaracter de A e denotamos
por X, (A).
Se 1 é uma involucio graduada, entdo escrevemos x¥(A) = x&(A) e denominamos por

essa agdo. Entao, o quociente PY(A) também tem uma estrutura de H,,-

n-ésimo cocaracter x-graduado de A e se ¥ é uma superinvolucao, entao escrevemos
XY (A) = x5(A) e denominamos por n-ésimo s-cocaracter de A.

Considere n € N. Escreva n = n; + ny + n3 + ny, onde n; é um nimero inteiro
nao-negativo, para todo i = 1,2,3,4, e denote a quadrupla (nj,ng, ns,ny) por (n). Se
A7) = (A(@)1, A(7)2, ..., A(9)g,) F n; é uma partigao de n;, para 1 < i < 4, dizemos que
(A = (A(1),...,A(4)) é uma multiparticao de n e denotamos por (\) b (n).

Como F' tem caracteristica zero, a teoria de representacoes do grupo H,, nos garante
que existe uma correspondéncia biunivoca entre os H,-caracteres irredutiveis e as mul-
tipartigoes (A\) F (n). Portanto, podemos decompor o n-ésimo t-cocaracter de A na

forma

Xi(A) = Z TONX(A) 5 (4.1.1)
(A (n)

onde x\ ¢ o Hy-caracter irredutivel associado a (\) e myy é a multiplicidade correspon-

dente a x(n. O grau do H,-caracter irredutivel xyy ¢ dado por

n
d,\:( >d,\1~~dk4, (4.1.2)
(N (n) 1) 4)
n n n! ) . .
onde = = ———— representa o coeficiente multinomial e d);
(n) ny, N, N3, Ny ny!nalng!ng!

¢ o grau do Sy,-caracter irredutivel x ).

Visto que c?(A) = x¥(A)(1) = Z mydyy, para determinarmos cf(A) através do
(A (n)

n-ésimo 1)-cocaracter de A, é preciso conhecer as multiplicidades myyy. Porém, determinar
essas multiplicidades nem sempre é uma tarefa facil. A teoria que segue abaixo é toda
voltada para nos auxiliar a determinar as multiplicidades do n-ésimo -cocaracter de uma
P-algebra A.

Dado (n), denotamos por P, o subespaco de PY dos 1-polindmios nos quais as
ny primeiras variaveis sao simétricas e homogeéneas de grau 0, as préoximas ns variaveis
sao simétricas e homogéneas de grau 1, as proximas ng variaveis sao antissimétricas e

homogeéneas de grau 0 e as ultimas n, sao antissimétricas e homogéneas de grau 1. Vale
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ressaltar que para cada escolha de (n), existem ( <Z>) subespacos isomorfos a P,y. Além

disso, temos que PV = GB (<Z>> Py

(n)
Considere o grupo S,y := Sy, X Sp, X Spy X Sy, € observe que este age a esquerda

sobre P,y permutando as respectivas variaveis.

Como, para uma v-algebra A, P, N Idw(A) ¢ invariante sob a acao dada, temos que

P
Py (A) = " jerda de P,y a estrutura de S(,-médulo. Logo, denotamos o
Py N14°(4)

Smy-caracter de P,y (A) por xm(A) e o chamamos de n-ésimo (n)-cocaracter de A.
Também existe uma correspondéncia biunivoca entre as multipartigoes () F (n) e os

S my-caracteres irredutiveis e ¢ conhecido que os S,)-caracteres irredutiveis sao os produtos

tensoriais dos caracteres irredutiveis de S,,,...,S,,, respectivamente. Entdo, xny(A)

pode ser escrito na forma

X (A) = D Mpxam @ - 8 xaw, (4.1.3)
()

onde myy sao as multiplicidades correspondentes.
Assim como foi estabelecido em [9] para x-dlgebras, as multiplicidades que aparecem

nas decomposigoes em (4.1.1) e (4.1.3) est@o relacionadas (vide [9, Teorema 1.3]) .

Teorema 4.1. Seja x¥(A) o n-ésimo cocaracter de A com a decomposicao dada em (4.1.1)
e seja X (ny(A) o n-ésimo (n)-cocaracter de A com a decomposicio dada em (4.1.8). Entao,

mey = My, para toda (\) F (n).

Iremos apresentar abaixo a principal ferramenta usada por nds para o calculo de myyy.

Sejam F;,, o espaco dos ¥-polindmios nas varidveis
Y1,00 - - - Ym0, Y1,15 - - - Ym,1, 21,05 - - + 5 Zm,05 - -+ » F1,15 - -+ Zm, 1,

Uy = span{yi0,.--,Ymo}, Uz = span{yi1,...,Ym1}, Us = span{zig,...,2mo} € Uy =
span{zi1, ..., Zm1}-

Considere GL,, o grupo linear geral de grau m e denote o produto GL,, x GL,, X
GL,, X GL,, por GL! . Observe que existe uma agiao natural a esquerda do grupo GL?
sobre U; x Uy x Us x Uy, que pode ser estendida diagonalmente a uma agao sobre F,.
Além disso, o subespaco F,, N1d¥(A) é invariante sob essa acio. Se considerarmos F o
subespago dos polinémios homogéneos de F,, com grau n > m, temos que GL? age sobre
E” e que F' N Idw(A) ¢ invariante sob essa acao. Logo o espaco
Fy

F'(A)= —— ™
n(4) Frn1dY(A)

é um GL} -mddulo e denotamos seu caracter por W¥(A).
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E conhecido que existe uma correspondéncia biunivoca entre os GL? -médulos irre-
dutiveis e as multipartigoes de (A) = (A(1), A(2), A(3), A(4)) de n onde A(7) sao parti¢oes
com no maximo m partes. Se denotarmos por Wy, o G L2 -caracter irredutivel correspon-

dente a multiparticao (\), podemos escrever

\Ifw(A) = m<)\>‘11<)\>, (4.1.4)

onde Ty ¢ a multiplicidade de vy, h((\)) = max{h(\(i)),7 = 1,2,3,4} e h(A(i)) denota
o numero de partes da particao A(i) F n;.
Novamente, assim como foi determinado para x-dlgebras (vide [11, Teorema 3]), temos

o seguinte resultado para 1-dlgebras.

Teorema 4.2. Seja A uma -dlgebra e considere

Xmy(A) = Z MW @ @xaw e Ur(A) = Z My W)
(A)(n)

Entdo, my = My para todas multiparticoes (A) = (A(1),A(2),A(3),A(4)) tais que
M) < m.

Para determinarmos 7y, e, pelo Teorema 4.1, também determinarmos myyy, iremos
usar um polinomio nao-nulo denominado vetor de altura maxima que é definido da se-
guinte maneira.

Uma multitabela Ty = (T, Th(2), Ta), Taw) ¢ uma quadrupla formada por tabe-
las de Young T);) associadas a uma parti¢do A(i) - n;, para 1 <i < 4. A multitabela
padrao T< » € uma multitabela cujos inteiros 1,2, ...,n nesta ordem, preenchem de cima

para baixo, da esquerda para direita, coluna por coluna, a tabela T,\(l) até a tabela T' \(4)-

Exemplo 4.3. Sejam (6) = (3,0,2,1) e (A
(2,1)F3,A2)=0,A\3)=(2)F2,A(4) =(1

uma multitabela T}y, associada a parti¢ao (\), mas observe que nao é uma multitabela

g

= (A1), A(2),A(3),A(4)) tal que A(1) =

F 1. Entao, a quadrupla abaixo representa

~—

padrao

<;4‘> @’v) (4.1.5)

Ja aqui temos um exemplo de multitabela padrao.

(;3‘, @,,@) (4.1.6)

Para a multitabela padrao T< x> definimos o seguinte polinomio:
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A1 A(2)1

Py = H Sthi) (Y1055 Yni(x H Sthaa@) (W, -+ 5 Yri(A@).1)
i=1
H Sth03) (21,05 - - - s Zh(03)),0 H Sth,a@) (21,15 -5 Zh 0@ 1),
onde St,(xy,...,z,) é o polinomio standard de grau r e h;(A(j)) representa a altura da

i-ésima coluna da tabela T);).

Para uma multitabela qualquer 77y, definimos o vetor de altura méaxima associado
a Ty como sendo o polinomio me = fT~<A> ! onde 0 € S, é a tnica permutacao que
transforma Ty na multitabela T}y e a acao a direita de S, sobre F(A) é definida pela

permutacao de lugares.

Exemplo 4.4. Seja T<,\> a multitabela padrao definida em (4.1.6). Entao,

f7,, = Stz (41,05 ¥2,0)Y1,0%1 0711

é o polinomio associado a Tjy,. Para a multitabela (4.1.5), temos ¢ = (2 3 4 6) e o vetor

de altura maxima associado a ela é o polindmio

2 2
f= St2(yl,07.yz,o)yl,ozl,ozl,l(2 64 3) = Y1,0”1,0%1,171,092,0 — Y2,0Y1,021,0%1,1%1,0Y1,0-
O préximo resultado estabelece uma relagao entre my e fr,,

Teorema 4.5. [7, Teorema 12.4.4] A multiplicidade Ty em (4.1.4) € nao nula se, e
somente se, existe uma multitabela Tiyy tal que fr,, & Id¥(A). Mais ainda, mey € igual

ao mimero mdzimo de vetores fr,, & Id¥(A) que sdo linearmente independentes em
Fr(A).

A seguir, exibimos um exemplo que nos mostra como usar os vetores de altura maxima

para calcular as multiplicidades desejadas.

Exemplo 4.6. Considere a seguinte subalgebra de UT)

a b 0 0
0000
Ay = :a,b,c,e F
000 ¢
0 00 a
munida da involugao reflexao, dada por:
a b 00\ faco0o0
0 00 (0000
000 ¢ 0 00 b
000 a 000 a
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Considere a seguinte graduagao para As:

a 000 0b 00
0000 0000
0000] |0oo00O0 ¢
000 a 0000

A dlgebra A; munida com a involucao reflexao e essa graduacao é uma *x-superalgebra

e a denotamos por Agri. Como pode ser visto em [17, Teorema 5.1], seu T-ideal é

Idgri(Agri) = <zl’0,x1’1$2,17y1,0x1,1y2,0>T5’

Com ;1 = Y;1 OU Tyj1 = Z41-

Vamos verificar que Xy (A5") = X(m).0.00 + 2X(n-1).1).0.0 + 2X(m_1)00.1)- De fato, em

[17] foi verificado que & (A8") = 4n + 1 e observe que
dn),0,00 + 2d(n-1),1),00 + 2d(n-1)00,01) = 4n+1= (A, (4.1.7)

Considere a multiparticao ((n),,0,?). Temos que o vetor de altura maxima fr, ,,, =
Y1 o nao é uma identidade de A§". De fato, fazendo a avaliagdo vy 9 = €11 + €44, Obtemos
fim 000 (€11 F€11) = €11 +eaq # 0, 10go fr 400 & 1de" (AS") e, portanto, M((n),0,0,0) = 1.

Agora, por (4.1.7), para determinar as multiplicidades m(;—1),1),0,0) € M((n—1),0,0,1))
basta encontrarmos dois vetores de altura maxima linearmente independentes para cada
multiparticio ((n—1), (1),0,0) e ((n—1),0,0, (1)) que nao sio (Zs, )-identidades de A5".

Para a multipartigao ((n—1), (1), 0, 0), considere os seguintes vetores de altura maxima

correspondentes as multitabelas:

(O2[ - Tn-2ln-1], [n], 0,0) e fi=yi5" v (4.1.8)
(‘2‘3""‘71*1‘”" ’ 0, @) S f2:y1,1yi61- (4'1'9)

Fazendo a avaliacdo y10 = €11 + €q4 € y1,1 = €12 + €34, obtemos f1(y1,0,41,1) = €12 # 0

e fo(v10,v11) = esa # 0. Isto implica que fi, fo ¢ Ide"(AS™) e que estes polindmios sio
linearmente independentes médulo Ide™ (A8™).
Agora, para a multiparticao ((n—1),0,0, (1)), considere os seguintes vetores de altura

maxima correspondentes as multitabelas:

(’1‘2"”‘"_2‘”_1" 0,0, ) € gl:y?,alzl,l (4‘1‘10)

(’2‘3""‘”*1‘"‘7 0,0, ) € 92:2'1,1yi61- (4‘1'11)

Fazendo a avaliacio Y10 = €11 + €44 € 211 = €12 — €34, temos ¢1(y10,211) = €12 # 0

e g2(y10,211) = —ess # 0. Isto implica que g1,92 ¢ Idgri(Agri) e utilizando a mesma
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substituicao, podemos provar que esses polinomios sao linearmente independentes modulo
1ds(A5™).
Portanto, por (4.1.7), temos que X(m)(A5") = X(n)0.0.0 + 2X(n-1).(1.00 + 2X(n-1).00.(1)-

Nosso proximo passo ¢ determinar o i-cocaracter proprio de uma -algebra unitaria.

No inicio desta secdo, definimos uma agao de H,, sobre P¥. Observe que 'Y ¢ invariante
sob esta agao. Entdo, temos que I'Y ¢ um H,-submédulo de P¥. Além disso, para cada
(n), defina I',,y = B(Yy) N Ppy,y. Observe que a agao de Sy, pode ser restrita a I',y e este
subespaco ¢ invariante sob esta acao. Entao, I'¢,) é um S,y-submédulo de P,y. Denote
por x(I'Y) o H,-caracter de T'¥ e x(I'(ny) 0 Spy-caracter de I'gy.

Os caracteres x(I'Y) e x(I'(yy) também possuem decomposigoes em caracteres irre-

dutiveis e estas se relacionam através do seguinte teorema.

Teorema 4.7. Seja
X(TE) = > pxey
(A(n)

a decomposicio do H,-caracter de TV e

XTwy) = Z p/<)\>X)\(1) @ ... @ Xa@)
(AF(n)

a decomposi¢io do Sy -caracter de Iy, Entdo, piny = p’</\> para cada (N) = (n).
|

Observe que, como I'Y N Idw(A) ¢é invariante sob a acao de H,,, temos que w—”
I} NIdY(A)

T

Ty NIdY(A)
n-ésimo -cocaracter préprio de A. Podemos decompor 7% (A) da seguinte forma:

¢ um H,,-moédulo. Denotamos o H,-caracter de por T¥(A) e o chamamos de

T (A) = Z VX () - (4.1.12)
(A (n)

Além disso, Fifm N Idw(A) também é invariante sob a acao de S,y e também temos que
L'n) L'n)

Ty N1dY(A) Ty N1dY(A)

e o denominamos por (n)-ésimo cocaracter préprio de A. Também temos uma de-

é um Sp,y-moédulo. Denotamos por 7,y (A) o Siny-caracter de

composicao para 7y (A)
Ty (A) = Z JXA1) © .. © XaA@4)- (4.1.13)
(AE(n)

Assim como no caso geral, as decomposicoes dos cocaracteres préprio se relacionam

CcOmo a seguir.
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Teorema 4.8. Seja ¥ (A) o n-ésimo -cocaracter proprio de A com a decomposicio dada
em (4.1.12) e seja wyy (A) o n-ésimo (n)-cocaracter proprio de A com a decomposicao dada
em (4.1.13). Entdo, qiy = v, para toda (A) F (n).

Vamos verificar agora como obter os vetores de altura maxima proprios a partir dos
vetores de altura maxima.

Seja B = B(Yy)NE" o espago dos ¥-polinémios préprios homogéneos de grau n > m
nas variaveis Y1,00- -5 Ym0, Y115 - - - 5 Ym,15 21,00 - - -5 Bm,0y - - -5 B1L15 - -+ 5 Bm,1-

Considere um monoémio x;, ---x;, € F', onde

oy € {y1,07 o Ym0, YLl - Ym 15 21,05 - - s Bmy0y - s s AT e e sz,l}u
para todo j =1,2,...,n. Se z;, ---x;, # Y}, construa um -polinémio préprio nao-nulo
nas mesmas variaveis x; , ..., z;,, digamos

yjl,l .. yjp,lzkl,o . e Zk‘,-,o . le,l ... le71w1 .. wm’

onde wy,...,w, sao comutadores nas variaveis z;,,...,x;, . Para a forma fixa do -

polindmio préprio construido acima defina o seguinte homomorfismo
. n n
0:F, — B,

e(xll .. .:C'Ln) = yjl,l DY yjp,lzk1,0 ... Zk'»,«,o DR le,l DRI le,lwl o .. wm'

Como exemplo, considere o0 monomio y; gy21231. Nesse caso temos os seguintes homo-

morfismos, a menos de constante:

L. 61(y1,0y21231) = [Y1,0, Y21, 231,
2. O2(y1,0Y21231) = [Y2,1, 231, Y1.0),
3. O5(y1,0Y21231) = Y21[23.1, Y1,0],
4. 04(y1,0Y21231) = 231 [Y1,0, Y2,1]-

Sejam () = (n) e Ty uma multitabela do tipo (\). Considere fr,,, o vetor de altura
mdxima associado a T{y. Se 6(fr,,) # 0, entao dizemos que 6(fr, ) é um vetor de
alura maxima préprio associado a (\).

Para determinarmos as multiplicidades usaremos o seguinte teorema.
Teorema 4.9. Seja A uma -dlgebra unitdria e considere w¥(A) = Z MyX () 0 SEu
(A)Fn

n-ésimo -cocaracter proprio. Entao:
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e m\y # 0 se, e somente se, existe um vetor de altura mdxima proprio associado a

(\) que ndo pertence a Id¥(A).

e myy € igual ao nimero mdzrimo de vetores de altura mdzima préprios linearmentes
independentes, mddulo 1d¥(A).

Com os resultados estabelecidos nesta secao estamos aptos para construir os exemplos

de v-algebras unitarias de crescimento quadratico, como veremos na préxima sec¢ao.

4.2 Construindo -algebras unitarias de crescimento

quadratico

Seja A uma 1-algebra unitdria de crescimento quadrético. Pelos resultados mostra-
P
17(4)

comentamos no inicio do capitulo, nossa estratégia para construirmos os exemplos sera

determinar 73 (A) através do segundo cocaracter préprio de A. Considere 74 (A) o segundo

Como

dos nos capitulos anteriores, o coeficiente lider de c¢¥(A) é o valor ¢ =

1-cocaracter proprio de A e sua decomposicao em caracteres irredutiveis.

= Z M X)
(MH(2)
onde Xy denota o Hj-caracter irredutivel associado a multiparticao (A) e mpy > 0 é a
sua multlphcldade. Logo, 74 (A) = 7¥(A Z meydoy, em que dpyy é o grau de
X ()
Além disso, se x( Fw Z myX oy € o H,-caracter de F;p, entao my < 1My, para
',

toda (\) F (2).

Nosso primeiro passo é determinar os possiveis valores que 7;” (A) pode assumir. Para
isso, vamos considerar X(F;ﬁ) e sua decomposicao em caracteres irredutiveis. De acordo
com (4.1.2), vamos obter os graus de determinados caracteres irredutiveis correspondentes

a algumas multiparticoes especificas:
d12),0,00) = d0,2),0,0) = d©0,12),00) = d©0,0,2).0) = d0,0,12),0) = d©,0,0,2)) = d(0,0,0,12)) = 1,

d),),0,0) = d((1),0,),0) = d((1),00,1)) = d@,(1),1),0) = d0,(1),0,(1) = d,0,(1),(1)) = 2-

Agora, vamos determinar todos os vetores de altura méaxima proprios linearmente
independentes associados a cada multiparticao para as quais calculamos os graus acima.

Tais polinomios estao relacionados na tabela abaixo:
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(\) vetores de altura méaxima proprios
((1%),0,0,0) Si(y0:92,0) = [Y10, Y20]
(@, (2)= 0, Q)) f2(y1,1> = y%@

(0, (12)7 0,0) f3(yi1,v2,1) = (Y11, Y21
0,0,(2),0) fi(z10) = Z'io
(0,0, (12)»@> f5(21,0, 220) = [21,0, 22,0]
(0,0,0,(2)) folz11) = 214
((Z)’ 0,0, (12)) f7(21,1722,1) = [2’1,1, 22,1]
((1), (1),97@) f8(y1,0,3/1,1) = [yl,anl,l]
((1)7@» (1)>®) fg(yl,o,zl,o) = [yl,o, 21,0]
((1),@7@, (1>> flo(y1,0,21,1) = [y1,0,21,1]
((D, (1), (1), @) f11(3/1,1, 2’1,0) =Y1,1%1,0
f12(y1,1, Zl,o) = [91,1, 21,0]
(0, (1),0.(1)) fi3(y1,1,211) = Y121
f14(y1,1, 21,1) = [yl,l, 21,1]
((Z)’ @, (1)’ (1)) f15(21,o, 21,1) = Z1,0”1,1
f16(21,0, 2’1,1) = [21,0, 21,1]

Tabela 4.1: v.a.m. proprios associados a cada multiparticao da decomposicao de X(I’g))

Conforme a Proposicao 2.15, a dimensao de F;ﬁ ¢ igual a 25 e temos que d((12y9,0,0) +
do,(2),0,0)td0,12),0,0) T d©,0,2,0)Td0,0,12),0) T d0,0.0,2) Td0,0.0,12)) Td((1),(1),0.0) T d((1),.0,00.0)
d(1),0,0,(1)) + 2d(9,1),1),0) + 2d(9,1),0,1)) + 2d(0,0,1),1)) = 25. Portanto, concluimos que a
decomposicao de X(I’g) é dada por:

X(T5) = X(2.000 T X0.2.00 + X©.02.00) + X00.2.0 + X00,02.0 + X©00.2) T
X(9,0,0,12)) T X((1),(1),0.0) T X((1),0,(0.0) T X((1),0,0,1)) T 2X(@,(1),(1),0) T 2X(0,(1).0,(1)) T 2X(0,0,(1),(1))-

Dada uma -algebra A, observe que, analisando os graus e as multiplicidades de cada
caracter irredutivel que aparece na decomposicao de X(Fg’), concluimos que 73’ (A) pode
assumir qualquer valor variando de 1 a 25. Na secao anterior, exibimos exemplos de -
algebras que realizam o menor e o maior valor possivel para ¢, que neste caso sao % e %

Agora iremos construir exemplos de 1-algebras que realizam os valores intermediarios.

Finalmente, iremos exibir os exemplos procurados. Mas antes, como nossa estratégia
k

é trabalhar com somas diretas de 1)-dlgebras, vale ressaltar que, se A = EB Ay, em que A;
i=1
é uma 1p-superdlgebra para todo i = 1,..., k, entdo, basta que f ¢ Id¥(A;), para algum
k
1 <i <k, para que f ¢ Id¥(A). Além disso, temos que c?(A) < ch(Al)
=1

Primeiro apresentaremos exemplos para o caso em que A é uma x-superalgebra.
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Definimos por Us, a *-superalgebra Us munida da graduagao trivial e da involugao
reflexao e por N3, a *-superdlgebra N3 munida da graduacao trivial e da involugao re-

flexao.

Proposicao 4.10. [22, Lemas 2 e 3] Para as *-superdlgebras Us . e Ns ., temos:

° Idgri(U:a,*) = (Y11, 21,1, [Y1,05 22,0) 21,022,0>T2*;

: 1 n
o i (Usy) = 5712 to+L

o 1d%(N3.) = (Y11, 211, [Y1.0, 22,0, 210%20)7; 5

[ ] Cn(Ng’*) = n2 + ].,

3 n
[ Cn(U3,* D Ngy*) = §n2 - E + 1.

Também destacamos o seguinte resultado referente as x-superalgebras US" e N§",

definidas no Capitulo 2.

Proposigao 4.11. [17, Teorema 4.6] Para as *-superdlgebras U™, N8, temos:

U @ NEY) = 202 + 1.

3
2 2.
Para verificar os outros exemplos, procederemos como comentado acima, através do

1
Logo, temos exemplos de x-superalgebras que realizam os seguintes valores: 5 1,

célculo de 48" (A). Para isso, precisaremos da seguinte s-superédlgebra e seu T3-ideal, além
dos exemplos que apresentamos no Capitulo 2.

Denotamos por Gy, a dlgebra G5 com graduacao trivial e involucao 7, G 2 » a dlgebra
G5 com graduagao (F'1+ Fey, Fea+ Fejes) e ainvolugao 7 e por G2, a dlgebra Gy com a
graduagao (F'14+ Feq, Fea+ Fejey) e a involugao g, ambas involugoes definidas no Capitulo
1.

Proposigao 4.12. [24, Lemas 7.1 e 7.3] Considere as *-superdlgebras Gop,, Gaar €
Ggygyg. FEntao:

g Idgri(Gz,o,T) = <y1,1, 21,15 [yl,()a yz,o]a [91,0, 22,0], 21,0%22,0 Tt 22,021,05 21,022,023,0>T2* ;

) nin—1
C%rl(GQ,O,T) — 1+ n + %}.

14 (Ga,r) = (Y11, 21,0220, 21,1721, V1,0, Y20), [Y105 22,0), 21,0721 + 2,121,0)75

. —1
C%YI(GQ,QJ) — 1 + 2n + %

Idgri(Gzzp) = (Zl,h 21,072,0, Y1,1Y2,1, [?Jl,m 92,0]7 [?Jl,o, 22,0], Y1,1%22,0 + 22,0y1,1>T2*
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Note que os exemplos abaixo sao somas diretas x-superdlgebras que possuem o cres-
cimento da *-codimensao graduada pelo menos quadratico. Além disso, vamos usar os
polinomios da tabela 4.1 e os resultados das proposi¢oes anteriores para garantir o valor

das codimensoes x-graduadas que aparecem nos exemplos. Vamos aos exemplos.

° 75"(A) = 5.

Seja A = Ng,*@Ngri@Ug,*. Observe que f; ¢ 1d#"(Us.,.), pois fi(e12+es6, €a3+ea5) =
[e12+ €56, €23+ €45] = €13—€gp € f; € Idgri(Ug,*), paratodoi # 1; fo ¢ Idgri(N37*), pois
fo(eas +eus, €12 —€56) = [€az+ €45, €10 —€56) = —e13—e€gp € f; € Idgri(NS,*), para todo
i #9e fio ¢ 1d®(N§"), pois fio(exs+eus, e1a—es6) = [eaz+€a5, €12—€56] = —e13—€ag
e fi € Id®(NEY), para todo i # 10. Entdo f; ¢ Id®(A), i = 1,9,10 e f; € 1d®(A),
para todo j # 1,9,10. Portanto,

gri

Y5 (A) = di1),0,).0) + d),00,0) + d(12),0.00) = 5

o 1F(A) = 6.

Seja A = Nj. @ N @ US". Entdo, f; ¢ Id¥(A), i = 8,9,10 ¢ f; € 1d®(A), para
todo j # 8,9,10. Portanto,

Y5 (A) = d@)0,0).0) + di).00,0) + d),0)00 = 6.

o 5(A) =T.
Seja A = N3, ® N&" @ Us, dUE". Entdo, f; ¢ 1d¥(A), i =1,8,9,10 ¢ f; € 1d®"(A),
para todo 7 # 1,8,9,10. Portanto,

WA = dynwe + donw) + daze + da,wen =7

 157(4) =8
Seja A = N3, ® N&" @ UE" @ Gy, Entdo, f; ¢ Id¥(A), i = 4,5,8,9,10 e
f; € 1d®(A), para todo j # 4,5,8,9,10. Portanto,

B(A) = di1)0.0)0) + d0)00.0) + d1).0)00 + 0.0 + doo.a2.0 =8

¢ 15 (A)=9
Seja A = N3, ® N&" @ Us, ® UE" ® Gy Entdo, f; ¢ 1d&"(A), i = 1,4,5,8,9,10
f; € Id®(A), para todo i # 1,4,5,8,9,10. Portanto,

BHA) = d1)0,0)0 +d).00,0)) + 12000 +d1).0)00 + o020 +doo,a2e = 9-
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o 1(4) = 10

Seja A = Ny, ® NE" @® Goor ® Goor. Entdo, f; ¢ 1d8"(A), i = 4,5,9,10,15,16
e f; € Id®(A), para todo j # 4,5,9,10,15,16. Além disso, fis, fis sdo vetores de
altura maxima préprios linearmente independentes, médulo Id®"(A), associados

multiparti¢ao (0,0, (1), (1)), portanto m 1,1y = 2. Logo,

W A) = diayo,m.0 + Aoy + oo @ + ooz + 2deea)a) = 10.

e 5(A) =11
Seja A = N3 .®NE DU ,DGa0,DGas,. Entdo, f; ¢ 18" (A), i = 1,4,5,9,10,15, 16.
e f; € 1d®"(A), para todo j # 1,4,5,9,10, 15, 16. Portanto,
VR (A) = di1) 0,000 Fd(1),0.0,0)) Fd((12),0,0.0)Fd(0.0,2),0) Fd©.0,02).0)+2d0,0,1),1)) = 11.

o 5(A) =12
Seja A = Ny, &NEQUE ®Ga,BGas.r. Entdo, f; ¢ 1d¥(A), i = 4,5,8,9,10,15, 16
e f; € 1d®"(A), para todo j # 4,5,8,9,10, 15, 16. Portanto,
WA = diwy0,m0+d@.00.0) .00+ w020 +d00,02.0T2dw00,0) = 12

o 15(A) =13
Seja A = N37*®N§rieBUg,,*@Uggri@Gzo’T@Gg,g,T. Entdo, f; ¢ 1d®"(A), para todo i =
1,4,5,8,9,10,15,16, e f; € Id®"(A), para todo j %1 4,5,8,9,10,15,16. Portanto,

WHA) = domo + dmoow) + daznoon + dw.wmon + dose + dooa )
+2d@@ 1) = 13.

o 5(A) = 14
Seja A = N;, @ N§ri ® Gaor ® Googr © Gon, Entdo, f; ¢ 1d®(A), para todo
i =4,59,...,12,15/16 e f; € 1d®"(A), para todo j # 4,5,9,...,12,15,16. Além
disso, fi1, fi2 sao vetores de altura méaxima proprios linearmente independentes,

médulo Id#"(A), associados & multipartigio (0, (1), (1),0), portanto m, a1y = 2-
Logo,

Y (A) = diay.0,00.0 (1,00, Fd0.0,2).0) 00,020 +2d 001,00 +2d0,1),0).0) = 14.

o 5 (A) =15
Seja A = N3, ® Nfri G Us . ®Gaor®Gaor®Gaa, Entao, f; ¢ Id®"(A), para todo
i=1,4,5,9,10,11,12,15,16 ¢ f; € Id=(A), para todo j # 1,4,5,9,10, 11,12, 15, 16.
Logo,
BWHA) = dnwe + d@oo.w) + da 000 + dvo.2.0 + dwoa2).0
+2d9.0.01). 1)) + 2d(@ e = 15.
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o 27(4) = 16
Seja A= N3’* D ngri D U3gri D G27077— D G272’T D G2’27p. EntéJO, fz ¢ Idgri(A>, para todo
i=4,5,8,...,12,15,16 e f; € Id®"(A), para todo j # 4,5,8,...,12,15,16. Logo,
WHA) = dnwe + d@eo.w) + d,weo + deo@.o + dosaze
+2dp.0,1),(1)) + Qd(@ 1),(1),0) = 16
o 25(A) =17
Seja A = N3 & N§" @ Uz, @ US" @ Gogr ® Ganr ® Gop,p. Entdo, f; ¢ 1d5(A),
i=1,4,5,8,9,10,11,12,15,16 ¢ f; € 1d®"(A), para todo j # 1,4,5,8,...,12,15, 16.
Logo,
WHA) = dame + d@oo.w) + d@.wo + da2oee + d.wen + dos@o
—i—d(@@(lz y 1 2d9,0,(1),(1)) +2d 0 = 17.
o 25(4) = 18

Seja A = N3, @ N;%ri ® Gaor ® Goor ® Gao,® Gayp Entdo, f; ¢ Idgri<A>a i =
4,5,9,...,16 e f; € 1d®(A), para todo j # 4,5,9,...,16. Além disso, fi3, fia
sdo vetores de altura méxima préprios linearmente independentes, médulo 1d&™(A),

assosciados a multiparticao (0, (1),0, (1)), portanto m,1)0,a) = 2. Logo,
WA = dame + d@osw) + des@.o + dosaze + 2dee,w),0)
+2d<@,(1>,<1>,0> + Qd(w,(l),@,u)) = 18.
o 5" (A) =19
Seja A = N3, @ Nggri @ Us, @ Goor ® Goor ® Gapp®Garyp Entao, f; ¢ Idgri<A>a
i=1,4,5,9,...,16 ¢ f; € 1d®"(A), para todo j # 1,4,5,9,...,16. Portanto,
WA = dawe + d@oo.w) + da o0 + o0 + dwoa2.0
+2dp,0,(1),1)) + 2d0,1),(1),0) + 2d(0,(1),0,(1)) = 19.
o 75"(A) =20
Seja A = N3, ® N§" @ U @ Gopr ® Gaor ® Gaa, ® Gaa,. Entdo, f; ¢ 1d5(A),
i=4,5,8,9,...,16 ¢ f; € Id*"(A), para todo j # 4,5,8,9,...,16. Portanto,
WA = dawe + d@oo.w) + d,weo + deo@.o + dosaze
+2dp.0,1),(1)) + 2d(q) 1),1),0) T Qd(@ 1) = 20.
o 157(A4) =21
Seja A = N3, N§" @ Us . ®US" ©Ga0rBCGoprDCan,®Ga1,. Entdo, fi ¢ 1d7(A),
i=1,4,5,8,...,16¢ f; € Id®"(A), para todo j # 1,4,5,8,...,16. Portanto,

WA = diye.0.0 + d@00.0) T dwo@.0 + doo,a2).0 + 2dwe.0).0) + d0o.2.0
+d(@@(12 +2d@@(1) 1)) + 2d, @)—1-2(1@(1)@ 1) = 2L
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e 15(A) =22
Seja A = Ny, @ N&' @ US" @ Gopr @ Goor ® Gan, ® Gay, ® Goyy.  Entio,
fi & 1d®"(A), i = 2,3,4,5,8,...,16 e f; € 1d®(A), para j # 2,3,4,5,8,...,16.
Portanto,
B A) = d@yo,00 + d@oo) + Ao + doo.e.0 + doo o)
+2d9.0,1),1)) + 2d(0,1),1).0) T 2d<@ 1) + dm,(z),w,m + dw,a2).00 = 22.

o 157 (A) =23
Seja A= ]\737>,< D N?%ri D Ugv* D U?%ri D GQ’O’T D G2727T D G2’27p D G2717p D GQ’Lw. EHtEN%O,
fi ¢ 1d¥(A), i =1,...,5,8,...,16 e f; € 1d*"(A), para j # 1,...,5,8,...,16.
Portanto,
W(A) = d(w@(z)@ + dg.g,12),0) + d(12),0.00) + d( (1),1),0.0) + d©.0,2.0) + d0.0,12).0)
+2dp.p,1),1)) + 2d,1),(1),0) + 2d@,1).0,0) + (d@,2.00) + d©,02)00) = 23.

o 15(4) = 24

Seja A = N3, ® Nggri > Uggri D G0, G227 DGo2, D G2, Ga1y @ Gan . Entao,
fi ¢ 1d®(A), i =2,...,16 e f, € Id*"(A). Portanto,

WA = dypaym + Ao + d.won + dooe) +d@@<12)w)
+2d.p,(1),(1)) + 2d(0,1),(1),0) +2d(@ +d(q)(2 0,0) +d 2),0,0)
+d(w,w,w,(2>> + dp,02) = 24

Portanto, para cada valor possivel que o coeficiente lider ¢ pode assumir, encontramos
uma x-superalgebra que o realiza.

Vamos agora dar os exemplos para o caso em que A é uma superdlgebra munida de
uma superinvolucao.

Primeiramente, observe que, devido a Proposicao 2.4, temos que as involucoes gradua-
das usadas em Ga -, Ga2 , também sdo superinvolugoes. Usaremos a notagao G5, -, G55,

respectivamente, quando estivermos no contexto das superinvolugoes. Consequentemente,

1 17 .
os exemplos dados para ¢ = 37 g também sao exemplos de superalgebras munidas
de superinvolugao. Portanto, precisamos apenas nos concentrar em encontrar exemplos

18 24
5o Iremos adotar a mesma estratégia usada para construir os exemplos
de x-superélgebras.

para q =

Considere a algebra Gg, com a graduacao Go = (F'1 4+ Fejeq, Fe; + Feg) e munida
da superinvolugao induzida por ¥ : e; — (—1)%;. Denotaremos essa superalgebra com
superinvolucao por GY. Logo, (GY)¢ = F1, (GY)} = Fey, (GY)y = Feyes, (GY)] = Fey.

Proposicio 4.13. Eriste ¢ > 1 tal que ¢ (GY) ~ gn?.
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Prova: Como G} ¢ unitéria, de acordo com (2.2.2)

n

n
(GE) =) (Z.)vﬂG;”), n=012...

i=0
Logo, basta mostrarmos que v5(G%) # 0 e 45(GY) = 0 que temos o resultado desejado.

Seja f = y11211. Entdo, f € T e f(ea, e1) = eseq # 0. Logo, f ¢ 1d*(GY) e, portanto,
%5(Gy) # 0.

Agora, observe que o produto ajasas, com ay,as,az € Go \ span{l} é sempre nulo,
logo qualquer monomio da forma xizex3, x; € Y7 U Zy U Z; é uma identidade de G;p.
Além disso, como (G;b)sr = F'1, temos que qualquer polinémio da forma z;[xs, 23], onde
11 €Y1 UZyU Zy e 29,23 € X pertence a IdS(G;/J).

Resta verificarmos os polinomios da forma [z, 2o, 23], z; € X,i = 1,2,3. Se x; €
Y1 U Zy U Zy, entao [xq, 29, 23] € IdS(G;/’), desde que zixom3, x; € Y1 U ZyU Z; é uma
identidade de G;b. Agora, se x; ou xy pertencem a Yy, entdo, como [xq,x,x3] é uma
consequéncia de [z1, 2] € este é uma identidade, concluimos que [21, zs, z3] € Id*(GY).
Finalmente, se 23 € Yj, como (G)T = F1 e [21, 20, 23] = |21, 3)xs — x3]21, 23], obtemos
que [z1, T2, 23] € Id*(GY). Dai, concluimos que se f € IS, entdo f € 1d*(GY). Portanto,
v5(GY) = 0 e, consequentemente, v{(GY) = 0, para todo k > 3.

|

Observe que fis, fis & 1d*(GY), pois fis(ea, e1) = exer = —ereg e fia(ea,e1) = [eg, €1] =
—2eqe5. Além disso, f; € 1d*(GY), para todo i # 13, 14.

Vamos voltar aos exemplos. Ressaltamos que as superdlgebras com superinvolugao a

serem construidas sao somas diretas de superalgebras com superinvolucao apresentadas

anteriormente. Vamos usar as superalgebras com superinvoluc¢ao com informacoes dadas

nas Proposicoes 2.7 e 2.9.

o 73(A) =18
Seja A = N3,* D N?f D U§ D G270,7— D Gg,Q,T 2, G;,2,p &b Gﬁz Entéo, fl ¢ IdS(A),
1=2,3,4,5,8,...,16 e f; € Id®"(A), para j # 2,3,4,5,8,...,16. Portanto,
%(A) = de,m0 + d).00,0) + di@),m00 T doo,2.0 + de.o.a2).0

+2d,0,1),01)) + 2d0,1),01),0) + d0,2.00) T d©,02),00) = 18.

® V5(A) =19
Seja A= N3,*@Ng@U&*@U;EBGZO,T@G;’Q’T@ng,p@Gg. EIlti:iO, fz Q_ﬁ Ids(A>, 1=
1,...,5,8,9,10,11,12,15,16 e f; € 1d*"(A), para j # 1,...,8,9,10,11,12, 15, 16.

Portanto,

%(A) = d0,m0 + d).00,0) + d@2000 + d),000 + 00,20
+d,0,(12),0) T 2d.0,1),01)) T 2d@,1),0),0) T d,(2),00) + d@,12),00 = 19
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e 75(A)=20
Seja A = N3, @& N5 @ Us & G55, & Gs,, ® Gy & G5 Entdo, f; ¢ 1d°(A), i =
2,...,12,15,16 e f; € I[d®(A), para j # 2,...,12,15,16. Portanto,
%(A) = di)0,0)0 + d@),00,0) + d1),0).00) + d.0,2).0) T dwo,02).0) + 2dw0,0),0)

+2d<w,<1>,<1>,w> + d0,2),0,0) T d,12),0.0) + dm,@,@,@)) + dv,0,0,12)) = 20.

o v5(A) =21
Seja A = N37*EBN;@U&*EBU;@GQVO,T@GS’QJ@G;QW@GQ@G; Entao, f; ¢ IdS(A),
i=1,...,12,15,16 e f; € [d®(A), para j # 1,...,15,16. Portanto,

¥5(A) = di)0,0),0) T d1),00,0) + d1)2,000) + d1),1),0,0 + dw,0,2).0)
+d(w(12 0y + 2d.0,1),(1) + 2d@,0),0 @)+d 2),0,0) T d0,(12),0,0)
+d©.0,0,2) + d@oo,a2) =21

o 3(A) =22
Seja A = N3, & N5 & Gao, ® G5, @ Gs,,®GY &G GY. Entao, f; ¢ 1d€(A),
i=2,,...,7,9,...,16 e f; € 1d®(A), para j #2,...,,9,...,16. Portanto,
V(A) = d)0,m0 + d@,00,0) + 2d©,0)0,0) + de ,1),0) + dw,2).00)

+dg,(12),0,0) + d©0,0,0,2)) + d@,0,0,(12)) + 2d(9,1),0,1)) = 22

e 73(A) =23
Seja A = N3 B N5BUs . &Ga0,BGs,,BGs, ,6GT ©G3@GY. Entao, f; ¢ 1d87(A),
i=1,...,7,9,...,16 ¢ fs € Id®'(A). Portanto,

5 (A) = d((l)ﬂ»(lw) + d((1),0,0,)) T d((12),0,0,0) T d©,0,2.0) + d0.0,12),0)
+2dp0,(1),(1)) + Qd«a 1),1),0) T d,2),0,0) T d@,(12),0,0) T d©,0,0,2)
+d(@ 0,0,(12)) T 2dg,1),0,(1)) = 23.

° 13(A) =24
Seja A = N3 BN BUSBGap, B, 0G5, ,BGY ©G3®Gy. Entio, f; ¢ 1d87(A),
i=2,...,16 e f; € [d®"(A). Portanto,
Y5 (A) = diye,0)0 + d)00,0) + di),0),00 T d@2)000

+d(@w(2 + dg,0,12),0) + 2d(0,1),1),0) T d(0,2),0,0)
+d(9,(12),0,0) T d©,0,0,2)) T d©0.0,02) + 2d0,0),0,01)) = 24.

Entao, de acordo com o que verificamos acima, existem exemplos de v-algebras de
crescimento quadratico, tanto para involugao graduada quanto para superinvolugao, que
realizam todos os valores que o coeficiente lider do polinomio que descreve a -codimensao

pode assumir.
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Consideracoes Finais

Seja A uma -dlgebra unitaria e c?(A) a sua sequéncia das v-codimensoes. Nesta
tese provamos que se c%(A) é limitada polinomialmente, entao c¥?(A) = gn* + O(n*1)
para alguns ¢ € Q e k£ > 0. Além disso, mostramos que existe uma quantidade finita de
valores possiveis para o coeficiente lider ¢ de c¢¥(A). Tais resultados sdo uma extensao dos
resultados de Drensky e Regev em [10] (caso ordindrio) e de La Mattina, Mauceri e Misso
em [23] (caso p-dlgebras).

Posteriormente, construimos exemplos de 1-algebras unitarias que realizam o menor e
o maior valor possivel para o coeficiente lider do polinomio que descreve a sequéncia das
1-codimensoes.

Finalmente, focamos nossa atencao nas 1-algebras unitarias de crescimento quadratico
onde construimos exemplos de y-algebras unitarias para cada valor possivel que o coefi-
ciente lider do polinomio que descreve a -codimensao pode assumir.

Uma possivel generalizacao dos resultados apresentados nesta tese é a extensao do
Teorema 2.18 para (G, *)-dlgebras unitérias.

Dado um grupo G, dizemos que A é uma algebra G-graduada se A é uma soma direta
de subespacos A9, com g € G que satisfazem AW AN C Aloh)

Considerando G um grupo e A uma &algebra G-graduada, dizemos que uma involugao
x sobre A é G-graduada se (A9)* C AW para todo g € G. Nestas condicdes, dizemos
que A é uma (G, *)-dlgebra.

E conhecido que, se G é um grupo finito, as nogoes da Pl-teoria se estendem natural-
mente para (G, *)-algebras.

Note que, uma #-superalgebra é uma (G, )-algebra, com G = Z,.

Podemos buscar respostas para a seguinte questdo: se A for uma (G, x)-dlgebra
unitaria e sua sequéncia das (G, *)-codimensdes for limitada polinomialmente, entao essa
sequéncia pode ser descrita por um polinomio? Caso a resposta seja positiva, sera que o
coeficiente lider desse polindomio é limitado inferior e superiormente?

Caso ambas perguntas tenham respostas positivas. Podemos pensar na construcao de
exemplos de (G, x)-dlgebras que realizam o menor e o maior valor do coeficiente lider do

polindémio citado acima, assim como fizemos no Capitulo 3.
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Portanto, uma generalizacao dos resultados apresentados para (G, *)-algebras é um
trabalho interessante a ser desenvolido em uma futura pesquisa.

Uma outra possibilidade é estender o Teorema 2.18 para outras estruturas, como, por
exemplo superalgebras munidas de uma pseudoinvolugao.

Uma pseudoinvolucgao sobre uma superalgebra A = Ay® A; é uma aplicacao F-linear

x : A — A que preserva a graduacao que satisfaz
o (a) = (=1)a,
e (ab)* = (—1)l9lblp*q* | para quaisquer elementos a,b € Ag U A;.

Os questionamentos levantados para (G, *)-dlgebras também podem ser feitos para
superalgebras unitarias munidas de uma pseudoinvolucao e este também é um trabalho
relevante para ser desenvolvido.

Uma outra abordagem é verificar se os exemplos encontrados no Capitulo 4 sao tinicos,
a menos de Pl-equivaléncia. Isto ¢, uma abordagem interessante ¢é classificar, a menos de
Pl-equivaléncia, as 1-algebras unitarias de crescimento quadratico, dando continuidade a

classificagao feita em [17] para o caso linear.
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