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Álgebras com estruturas adicionais de

crescimento polinomial

Dissertação apresentada ao corpo docente de
Pós-Graduação em Matemática do Instituto
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desafios superáveis contigo. Amo vocês!
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Espero que mais “Wesley’s”sejam instigados por programas como esses.
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Resumo

O clássico Teorema de Kemer [24], provado em 1979, nos diz que
uma variedade V tem crescimento polinomial se, e somente se, UT2,G /∈ V .
A caracterização apresentada por Kemer foi estendida por outros autores
para álgebras com estruturas adicionais. Em 2001, Giambruno e Mish-
chenko [12] mostraram ser necessário e suficiente excluir as ∗-álgebras D∗
e M∗ da ∗-variedade para garantir crescimento polinomial da sequência de
∗-codimensões. No mesmo ano, Giambruno, Mishchenko e Zaicev [13] ca-
racterizaram as supervariedades de crescimento polinomial, mostrando ser
necessário e suficiente excluir cinco superálgebras da supervariedade para ga-
rantir tal resultado, são elas: UT2, G, UT gr2 , Ggr e Dgr. Em 2016, Giambruno,
dos Santos e Vieira [16] exibiram uma caracterização das ∗-supervariedades
de crescimento polinomial, mostrando ser necessário e suficiente excluir as
∗-superálgebras D∗, M∗, D

gr, Dgri e M gri da ∗-supervariedade para garantir
crescimento polinomial da sequência de codimensões ∗-graduadas. O objetivo
principal desse trabalho consiste em exibir as caracterizações apresentadas
pelos autores, fornecendo demonstrações com linguagem mais atualizada de-
senvolvida na PI-teoria nos últimos anos.

Palavras chave: identidades polinomiais, codimensões, crescimento polino-
mial, ∗-álgebras, superálgebras, ∗-superálgebras.



Abstract

The classic Kemer’s Theorem [24], established in 1979, states that a
variety of algebras V has polynomial growth if, and only if, UT2,G /∈ V . The
Kemer’s caracterization was extended to algebras with additional structu-
res by other authors. In 2001, Giambruno and Mishchenko [12] proved that
a necessary and sufficient condition to have V as a ∗-variety of polynomial
growth is excluding the ∗-algebras D∗ and M∗ from V . In the same year,
Giambruno, Mishchenko and Zaicev [13] characterized varieties of superal-
gebras with polynomial growth by the exclusion of five superalgebras from
the variety of superalgebras, which are: UT2, G, UT gr2 , Ggr and Dgr. Finally,
in 2016, Giambruno, dos Santos and Vieira [16] proved that it is necessary
and sufficient to exclude the ∗-superalgebras D∗, M∗, D

gr, Dgri and M gri

from a variety of ∗-superalgebras in order to have polynomial growth. The
main purpose of this dissertation is to present the previous characterizations,
giving proofs with updated language developed in PI-theory in the last years.

Keywords: polynomial identities, codimensions, polynomial growth, ∗-alge-
bras, superalgebras, ∗-superagebras.
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3.1 Álgebras com involução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.1.1 ∗-variedades de crescimento polinomial . . . . . . . . . 68
3.2 Superálgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.2.1 Supervariedades de crescimento polinomial . . . . . . . 74

4 ∗-superálgebras 78
4.1 Definições e exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.2 Identidades ∗-graduadas e codimensões ∗-graduadas . . . . . . 80
4.3 ∗-superálgebras simples e o expoente ∗-graduado . . . . . . . . 86
4.4 ∗-supervariedades de crescimento polinomial . . . . . . . . . . 92
4.5 Considerações finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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Introdução

Neste trabalho, consideramos F um corpo de caracteŕıstica zero, A uma
F -álgebra associativa eX = {x1, x2, . . .} um conjunto enumerável de variáveis.
Denotamos por F 〈X〉 a álgebra livre associativa unitária gerada por X,
cujos elementos f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 serão chamados de polinômios. Di-
ante desses objetos, dizemos que A é uma PI-álgebra se existe um po-
linômio não nulo f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 tal que f(a1, . . . , an) = 0, para todos
a1, . . . , an ∈ A. Nesse caso, escrevemos f ≡ 0 em A e dizemos que f é uma
identidade de A.

O estudo das PI-álgebras ganhou notoriedade a partir de 1948, quando
Kaplansky [22] abordou a respeito da estrutura de particulares PI-álgebras,
observando que as identidades da álgebra influenciam diretamente em sua
estrutura. Nas décadas seguintes, importantes resultados a respeito das es-
truturas das PI-álgebras foram desenvolvidos e podem ser consultados em
[32]. Posteriormente, em 1950, Amitsur e Levitsky [2] utilizaram métodos
puramente combinatórios para mostrar que o polinômio standard de grau 2n
é uma identidade de Mn(F ), onde o polinômio standard de grau k é dado
por

Stk(x1, . . . , xk) :=
∑
σ∈Sk

(sgn σ)xσ(1)xσ(2) . . . xσ(k).

Exemplos clássicos de PI-álgebras são facilmente encontrados. Por exem-
plo, o comutador de Lie de peso 2 definido por [x1, x2] := x1x2− x2x1 é uma
identidade polinomial de uma álgebra comutativa. Além disso, toda álgebra
nilpotente de ı́ndice m é uma PI-álgebra, uma vez que x1 . . . xm ≡ 0 em A.
De modo geral, é posśıvel mostrar que se A é uma álgebra de dimensão finita
n, então Stn+1(x1, . . . , xn+1) é uma identidade de A, isto é, toda álgebra de
dimensão finita é uma PI-álgebra.

Um exemplo de álgebra de dimensão infinita que é uma PI-álgebra é
dado pela álgebra de Grassmann G definida por G = 〈1, e1, e2, . . . | eiej =
−ejei, i, j ∈ N〉. Não é dif́ıcil mostrar que o comutador de peso três [[x1, x2], x3]
é uma identidade da álgebra G.

Outro exemplo importante para a teoria é dado pela álgebra das matri-
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zes triangulares superiores de ordem 2 com entradas no corpo F , denotada
por UT2. Um exemplo simples de identidade dessa álgebra é o polinômio
[x1, x2][x3, x4].

A par dessa lista de exemplos, é de grande interesse descrevermos o con-
junto das identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra A, denominado
Id(A), o qual é um ideal bilateral de F 〈X〉 invariante sob todo endomor-
fismo de F 〈X〉. Ideais com essa propriedade são chamados T -ideais. Nesse
caso, Id(A) é dito o T -ideal da álgebra A. Para uma álgebra A, definimos
a variedade gerada por A como a classe de todas as álgebras B tais que
Id(A) ⊆ Id(B) e denotamos por V = var(A).

É importante ressaltar que determinar o ideal das identidades polinomiais
de uma álgebra é um trabalho complicado e de fonte de pesquisas atuais. Em
[6], Drensky exibiu as identidades geradoras do T -ideal da álgebra M2(F ).
Porém, o T -ideal de Mn(F ), para n ≥ 3, ainda é desconhecido. Em 1950,
Specht [34] conjecturou que, sobre um corpo de caracteŕıstica zero, todo T -
ideal próprio I de F 〈X〉 é finitamente gerado como T -ideal. Essa conjectura
foi ratificada por Kemer [25] somente em 1988, o que se torna uma grande
ferramenta aliada ao processo de multilinearização, o qual nos permite con-
cluir que todo T -ideal é completamente determinado por um número finito
de identidades multilineares. Assim sendo, o espaço dos polinômios multili-
neares nas primeiras n variáveis Pn := spanF{xσ(1) . . . xσ(n) | σ ∈ Sn} é de
grande relevância para a teoria.

A fim de minimizar a dificuldade em determinar o T -ideal de uma PI-
álgebra A e compreender o comportamento das identidades satisfeitas por
essa álgebra, em 1972, Regev [31] introduziu a sequência de codimensões de
uma álgebra, cujo n-ésimo termo é dado por

cn(A) := dimF
Pn

Pn ∩ Id(A)
, n ≥ 1.

Tal sequência numérica nos permite, de certa maneira, “medir”o crescimento
das identidades satisfeitas por A. Ainda em 1972, Regev [31] mostrou que
se A é uma PI-álgebra sobre um corpo de caracteŕıstica zero, então existem
constantes β, α > 0 tais que cn(A) ≤ βαn, para todo n ≥ 1. No ano seguinte,
Krakovsky e Regev [26] mostraram que cn(G) = 2n−1. Além disso, Malcev
[27] mostrou que cn(UT2) = 2n−1(n− 2) + 2. Consequentemente, as álgebras
G e UT2 apresentam crescimento exponencial da sequência de codimensões.

Esses resultados motivaram a busca de condições necessárias e suficientes
para garantir que a sequência de codimensões de uma PI-álgebra A seja
polinomialmente limitada, isto é, existam constantes α e t ≥ 0 tais que
cn(A) ≤ αnt, n ≥ 1. Nesse intuito, Kemer [24] foi o pioneiro na caracterização
das variedades de crescimento polinomial da sequência de codimensões via
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exclusão de álgebras da variedade. Em 1979, o autor mostrou que {cn(A)}n≥1
tem crescimento polinomial se, e somente se, G, UT2 /∈ var(A).

No final da década de 90, iniciou-se o estudo de álgebras munidas de estru-
turas adicionais. Nesse sentido, dizemos A é uma ∗-álgebra, se A está munida
de uma involução, ou seja, um antiautomorfismo de ordem no máximo 2. A
t́ıtulo de exemplo, toda álgebra comutativa admite a involução trivial. Um
exemplo de involução não trivial em uma álgebra comutativa é dado pela
álgebra D = F ⊕ F munida da involução troca, isto é, (a, b)∗ = (b, a). Nesse
passo, consideramos a álgebra M = F (e11+e44)+F (e22+e33)+Fe12+Fe34 ⊂
UT4 com involução reflexão ao longo da diagonal secundária, dada pora c 0 0

0 b 0 0
0 0 b d
0 0 0 a


∗

=

a d 0 0
0 b 0 0
0 0 b c
0 0 0 a

 .

Assim definida, M é um ∗-álgebra denotada por M∗.
Dizemos que A é uma superálgebra se existem dois subespaços vetoriais

A(0) e A(1) tais que:

1. A = A(0) u A(1), como soma de espaços vetoriais;

2. A(0)A(0) + A(1)A(1) ⊆ A(0) e A(0)A(1) + A(1)A(0) ⊆ A(1).

Nesse caso, indicamos a graduação de A da forma (A(0), A(1)).
Por exemplo, toda álgebra é uma superálgebra com graduação trivial

(A, 0). Além disso, as seguintes superálgebras merecem nosso destaque: G
e UT2 denotam, respectivamente, as álgebras de Grassmann e a UT2 com
graduação trivial; Dgr a álgebraD com graduação (F (1, 1), F (1,−1)); UT gr2 a
álgebra UT2 com graduação (Fe11+Fe22, Fe12) e Ggr a álgebra de Grassmann
com graduação (G(0),G(1)), onde

G(0) = spanF{ei1 . . . ei2k | 1 ≤ i1 < . . . < i2k, k ≥ 0} e

G(1) = spanF{ei1 . . . ei2k+1
| 1 ≤ i1 < . . . < i2k+1, k ≥ 0}.

Note que se A é uma superálgebra, então existe um automorfismo ϕ :
A → A de ordem no máximo 2 induzido pela superestrutura de A, dado
por ϕ(a) = a0 − a1, onde a = a0 + a1 ∈ A com a0 ∈ A(0) e a1 ∈ A(1).
Reciprocamente, se existe um automorfismo ϕ de A de ordem no máximo 2,
então A é uma superálgebra com a graduação induzida por ϕ, isto é, A =
A(0) u A(1) onde A(0) = {a ∈ A | ϕ(a) = a} e A(1) = {a ∈ A | ϕ(a) = −a}.

Desse modo, dizemos que A é uma ϕ-álgebra se essa está munida de um
automorfismo ou um antiautomorfismo ϕ de ordem no máximo 2. Assim,
qualquer superálgebra ou qualquer álgebra com involução, é uma ϕ-álgebra.
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Para esse contexto, podemos considerar F 〈Y ∪ Z〉 a ϕ-álgebra livre nas
variáveis Y = {y1, y2, . . .} e Z = {z1, z2, ....}. Assim, podemos estender as
definições de identidades, variedades e codimensões para ϕ-identidades, ϕ-
variedades e ϕ-codimensões e considerar o conjunto Idϕ(A) dito o Tϕ-ideal de
A, formado por todas as ϕ-identidades polinomiais de A. Observe que Idϕ(A)
é um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F 〈Y ∪Z〉 que comutam
com ϕ, ou seja, é um Tϕ-ideal de F 〈Y ∪Z〉. Analogamente ao caso ordinário,
Idϕ(A) é gerado por um número finito de ϕ-identidades multilineares. Desse
modo, denotamos por Pϕ

n = spanF{wσ(1) . . . wσ(n) | σ ∈ Sn, wi = yi ou wi =
zi, i = 1, . . . , n}, n ≥ 1, o espaço dos ϕ-polinômios multilineares nas variáveis
y1, z1, . . . , yn, zn. Além disso, denotamos por varϕ(A) a ϕ-variedade gerada
por A e definimos a n-ésima ϕ-codimensão de uma ϕ-álgebra A como

cϕn(A) := dimF
Pϕ
n

Pϕ
n ∩ Idϕ(A)

, n ≥ 1.

Em 2001, Giambruno e Mishchenko [12] mostraram que se V = var∗(A)
é uma ∗-variedade gerada por uma ∗-álgebra A então V tem crescimento
polinomial se, e somente se M∗, D∗ /∈ V .

No ano de 2001, Giambruno, Mishchenko e Zaicev [13] caracterizaram
as supervariedades de crescimento polinomial, mostrando ser necessário e
suficiente excluir cinco superálgebras da supervariedade, são elas: G, UT2,
Ggr, UT gr2 e Dgr.

Finalmente, dizemos que uma superálgebra A = A(0) u A(1) é uma ∗-
superálgebra se A admite uma involução graduada, isto é, uma involução
que preserve as componentes homogêneas. Ilustramos esse conceito com
as seguintes ∗-superálgebras, as quais terão papel fundamental neste tra-
balho: D∗ denota a álgebra D com graduação trivial e involução troca; M∗
a álgebra M com graduação trivial e involução reflexão; Dgr a álgebra D
com graduação (F (1, 1), F (1,−1)) e involução trivial; Dgri a álgebra D com
graduação (F (1, 1), F (1,−1)) e involução troca; M gri a álgebra M com gra-
duação (F (e11 + e44) + F (e22 + e33), Fe12 + Fe34) e involução reflexão.

Nesse caso, podemos considerar F 〈Y0 ∪ Y1 ∪ Z0 ∪ Z1〉 a ∗-superálgebra
livre nas variáveis Y0 ∪ Y1 ∪Z0 ∪Z1. Similarmente aos casos anteriores, con-
sideramos o ideal das identidades ∗-graduadas de A, isto é, Idgri(A) = {f ∈
F 〈Y0∪Y1∪Z0∪Z1〉 | f ≡ 0 em A}. É bem conhecido que, sobre um corpo de
caracteŕıstica zero, Idgri(A) é gerado por um número finito de identidades ∗-
graduadas multilineares. Com isso, definimos P gri

n = spanF{wσ(1) . . . wσ(n) |
σ ∈ Sn, wi = yi,gi ou wi = zi,gi , gi = 0, 1} o espaço dos polinômios multiline-
ares ∗-graduados nas primeiras n-variáveis.

Ademais, denotamos a classe de todas as ∗-superálgebras que satisfazem
as identidades ∗-graduadas de uma ∗-superálgebra A por vargri(A) e defini-
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mos a n-ésima codimensão ∗-graduada de uma ∗-superálgebra A como

cgrin (A) = dimF
P gri
n

P gri
n ∩ Idgri(A)

, n ≥ 1.

Em 2016, Giambruno, dos Santos e Vieira [16] apresentaram uma carac-
terização das ∗-supervariedades de crescimento polinomial geradas por uma
∗-superálgebra de dimensão finita, mostrando ser necessário e suficiente ex-
cluir as ∗-superálgebras D∗, M∗, D

gr, Dgri e M gri da ∗-supervariedade para
garantir tal resultado.

A par da discussão apresentada até aqui, este trabalho consiste em expor
os resultados em linguagem atualizada e contribuir para a disseminação do
conhecimento dos trabalhos desenvolvidos na pesquisa da PI-teoria. Para
isso, iniciamos o Caṕıtulo 1 definindo o principal objeto com o qual tra-
balharemos, as PI-álgebras, bem como apresentar exemplos e as principais
ferramentas para estudos posteriores: T -ideais, variedades, sequência de co-
dimensões e o Teorema de Wedderburn-Malcev. Finalizamos este caṕıtulo
com o prestigiado Teorema de Kemer, o qual nos fornece a grande motivação
para os demais resultados apresentados.

No Caṕıtulo 2 abordaremos de modo geral as ϕ-álgebras, os objetos e re-
sultados análogos ao caso ordinário. Por fim, apresentamos a classificação das
ϕ-álgebras simples sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica
zero.

Os Caṕıtulos 3 e 4 concentram o cerne deste trabalho. No Caṕıtulo 3,
apresentamos novas demonstrações para as caracterizações das ϕ-variedades
de crescimento polinomial, feitas originalmente nos artigos [12] e [13], aqui
utilizando argumentos desenvolvidos na PI-teoria nos últimos anos.

Por último, no Caṕıtulo 4 apresentamos o conceito de ∗-superálgebra,
transcrevendo os resultados e objetos anteriores para essa estrutura. Com o
aux́ılio de um resultado provado por Giambruno, Ioppolo e La Mattina [9],
exibimos a demonstração mais geral, retirando a hipótese de dimensão finita
do resultado de Giambruno, dos Santos e Vieira [16]. Enfim, finalizamos
o caṕıtulo com uma breve discussão a respeito de resultados que vem sendo
desenvolvidos atualmente nesta linha de pesquisa e posśıveis motivações para
investigações e incentivo ao estudo da PI-teoria.
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Caṕıtulo 1

PI-álgebras e identidades
polinomiais

Iniciamos este caṕıtulo com uma breve discussão a respeito dos objetos e
resultados preliminares. Em seguida, apresentamos os conceitos de T -ideal,
variedade e a sequência de codimensões de uma álgebra. Finalizaremos o
caṕıtulo com a apresentação do clássico Teorema de Kemer, o qual foi o
pioneiro na caracterização das variedades de crescimento polinomial via ex-
clusão de álgebras da variedade e a grande motivação para os demais resulta-
dos apresentados. Embora alguns resultados não necessitem dessa hipótese,
admitiremos sempre que F é um corpo de caracteŕıstica zero.

1.1 Definições e exemplos

Nessa primeira seção definiremos o conceito de PI-álgebras e apresenta-
remos algumas das principais álgebras com as quais trabalharemos.

Definição 1.1.1. Um espaço vetorial A sobre um corpo F é dito ser uma
álgebra (associativa) se A está munido de uma operação binária · : (A,A)→
A, chamada multiplicação, tal que, para todos a, b, c ∈ A e α ∈ F , temos
satisfeitas

(a+ b)c = ac+ bc

a(b+ c) = ab+ ac

α(ab) = (αa)b = a(αb)

a(bc) = (ab)c.

Embora a última propriedade não seja necessária para a definição de uma
álgebra, para nós, uma álgebra sempre significará uma álgebra associativa.
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Dizemos que B é uma subálgebra de A se B é um subespaço vetorial
de A e é fechado para a multiplicação, isto é, ab ∈ B, para todos a, b ∈ B.
A t́ıtulo de exemplo, o centro Z(A) = {a ∈ A | ab = ba,∀b ∈ A} de uma
álgebra A é uma subálgebra de A. Ademais, dizemos que uma subálgebra
I de A é um ideal à esquerda de A se AI ⊆ I. Analogamente, podemos
definir um ideal à direita e iremos nos referir a um ideal bilateral se esse
é um ideal à esquerda e à direita.

Exemplo 1.1.2. Denotamos por Mn(F ) a álgebra de matrizes de ordem
n × n com entradas no corpo F e com a multiplicação usual de matrizes.
Além disso, definimos Mn(F )op o espaço vetorial Mn(F ) com multiplicação
• dada por a • b = ba, onde a, b ∈ Mn(F ), e ba é a multiplicação dada em
Mn(F ).

De modo geral, dada uma álgebra A, podemos definir a álgebra oposta
de A, a qual denotaremos por Aop como: Aop coincide como espaço vetorial
com a álgebra A, cujos elementos são os mesmos; já a multiplicação é dada
por a • b = ba, para todo a, b ∈ A, onde ba denota a multiplicação em A.

Exemplo 1.1.3. A álgebra UTn das matrizes triangulares superiores n× n
com entradas em F é uma subálgebra da álgebra Mn(F ).

Nos referimos a dimensão de uma álgebra como a sua dimensão como
espaço vetorial. Por exemplo, dimF Mn(F ) = n2, já a álgebra UTn possui

dimensão n(n+1)
2

.
Antes de partirmos para mais exemplos, considere a definição a seguir.

Definição 1.1.4. Seja A uma F -álgebra e A1, . . . , Ak subálgebras dessa.
Dizemos que A é soma direta (como álgebra) de A1, . . . , Ak, se as seguintes
condições são satisfeitas:

(1) A = A1 u . . .u Ak, como soma direta de espaços vetoriais;

(2) a1 + . . .+ ak = 0, com ai ∈ Ai, então ai = 0, para todo i ∈ {1, . . . , k};

(3) AiAj = {0}, para i, j ∈ {1, . . . , k} com i 6= j.

Nesse caso, escrevemos A = A1 ⊕ . . .⊕ Ak.

Exemplo 1.1.5. Considere a álgebra D = F ⊕F . Para quaisquer elementos
a1 + b1, a2 + b2 ∈ D, temos que

(a1 + b1)(a2 + b2) = a1a2 + a1b2 + b1a2 + b1b2 = a1a2 + b1b2,
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já que a1b2 = b1a2 = 0. Portanto, podemos considerar os elementos de D
como pares ordenados (a, b), onde a, b ∈ F . A soma e produto são definidos,
coordenada a coordenada:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2) e (a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1b2),

onde a1, a2, b1, b2 ∈ F .

Motivados pelos exemplos anteriores, considere as seguintes definições.

Definição 1.1.6. Seja A uma F -álgebra. Dizemos que A é

(1) unitária se existe um elemento 1 = 1A ∈ A tal que 1a = a1 = a, para
todo a ∈ A;

(2) comutativa se ab = ba, para todos a, b ∈ A;

(3) nilpotente se existe um número natural m para o qual Am = 0, isto
é, a1 . . . am = 0, para todos a1, . . . , am ∈ A.

Se A é uma álgebra nilpotente, o menor natural m satisfazendo a terceira
condição da definição anterior é dito o ı́ndice de nilpotência de A.

Exemplo 1.1.7. Note que Mn(F ) é uma álgebra unitária, mas não é comu-
tativa. Todavia, D é uma álgebra comutativa unitária com 1D = (1, 1).

Definição 1.1.8. Sejam A e B álgebras sobre um corpo F . Um homomor-
fismo de A em B é uma aplicação linear ϕ : A→ B tal que

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),

para todos a, b ∈ A e α ∈ F .

Ou seja, um homomorfismo ϕ de F -álgebras nada mais é que um ho-
momorfismo de anéis que é F -linear. Se ϕ é injetiva então esse é chamado
monomorfismo. Quando ϕ é sobrejetiva, é chamado epimorfismo. Além
disso, se ϕ é bijetora, dizemos que a mesma é um isomorfismo e, nesse caso,
A e B são álgebras isomorfas, o qual denotaremos por A ∼= B. Para o caso
em que B = A, dizemos que ϕ é um endomorfismo. Um automorfismo é
um endomorfismo bijetor de A.

Antes do próximo exemplo, denotamos por {eij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n},
o conjunto das matrizes elementares em Mn(F ), em que eij consiste da
matriz n× n com 1 na entrada (i, j) e 0 nas demais, com i, j = 1, . . . , n.
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Exemplo 1.1.9. Para n ≥ 2, Mn(F ) contém uma subálgebra isomorfa a
UT2. De fato, basta considerar o monomorfismo ϕ : UT2 → Mn(F ) tal que
ϕ(e11) = e11, ϕ(e22) = enn e ϕ(e12) = e1n. Observe que a imagem é uma
subálgebra de Mn(F ) isomorfa a UT2.

Exemplo 1.1.10. Seja Mn(F⊕cF ) a álgebra de matrizes n×n com entradas
em F⊕cF , onde c2 = 1. Observe que essa álgebra pode ser decomposta como
soma direta de duas subálgebras do seguinte modo,

Mn(F ⊕ cF ) ∼=
(

1 + c

2
Mn(F )

)
⊕
(

1− c
2

Mn(F )

)
.

Considere a álgebra

C :=

{(
A 0
0 B

)
| A,B ∈Mn(F )

}
,

e o homomorfismo de álgebras ϕ : Mn(F ⊕ cF )→ C, dado por

1 + c

2
A+

1− c
2

B 7→
(
A 0
0 B

)
,

onde A,B ∈ Mn(F ). Observe que ϕ é, na verdade, um isomorfismo entre
essas álgebras. No caso em que n = 1, temos M1(F ⊕ cF ) = F ⊕ cF e
C ∼= F ⊕ F . Logo, obtemos F ⊕ cF ∼= F ⊕ F .

Neste passo, consideramos X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumerável de
variáveis e F 〈X〉 o F -espaço vetorial gerado por todos os produtos

xi1 . . . xin ,

onde xi1 , . . . , xin são elementos em X, n ∈ N, n ≥ 0, tal que, para n = 0,
temos o elemento 1 ∈ F . Definimos uma multiplicação em F 〈X〉 dada por
justaposição, isto é,

(xi1 . . . xip) · (xj1 . . . xjq) = xi1 . . . xipxj1 . . . xjq .

Nesse caso, F 〈X〉 é uma álgebra, denominada álgebra livre sobre X. Um
elemento f ∈ F 〈X〉 será intitulado de polinômio. Um monômio nada
mais é que uma palavra u = xi1 . . . xin ∈ F 〈X〉. Desse modo, dizemos que
o grau do monômio u, denotado por deg u, é o comprimento da palavra u,
isto é, deg u = n. Também, definimos o grau de um monômio em relação à
variável xi como o número de vezes que a variável xi aparece no monômio
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u, o qual denotamos por degxi u. Finalmente, o grau de um polinômio f =
f(x1, . . . , xn) é dado por

deg f := max degu,

onde u percorre todos os monômios de f .
A seguir definiremos alguns polinômios que serão importantes futura-

mente.

Exemplo 1.1.11. O comutador de peso 2 (ou comutador de Lie de peso
2) entre x1 e x2 é dado pelo polinômio [x1, x2] := x1x2− x2x1 ∈ F 〈X〉. Mais
geralmente, definimos o comutador de peso n indutivamente como

[x1, x2, . . . , xn] := [[x1, . . . , xn−1], xn].

Além disso, identidade de Jacobi é o nome dado para a seguinte igual-
dade:

[x1, x2, x3] + [x2, x3, x1] + [x3, x1, x2] = 0.

Exemplo 1.1.12. O polinômio de Capelli de posto k é dado por:

Capk(x1, . . . , xk, x
′
1, . . . , x

′
k+1) =

∑
σ∈Sk

(sgnσ)x′1xσ(1)x
′
2 . . . xσ(k)x

′
k+1,

onde Sk denota o grupo simétrico de grau k e sgn σ é o sinal da permutação
σ ∈ Sk.

Exemplo 1.1.13. Definimos o polinômio standard de grau n como:

Stn(x1, . . . , xn) :=
∑
σ∈Sn

(sgn σ)xσ(1)xσ(2) . . . xσ(n).

Em outras palavras, o polinômio standard de grau n nada mais é que o
polinômio de Capelli de posto n especializando as variáveis x′1 = . . . = x′n+1 =
1.

Observação 1.1.14. Em alguns casos, será conveniente reescrevermos um
polinômio standard de grau par da seguinte forma, cuja demonstração pode
ser consultada em [32],

St2k(x1, . . . , x2k) =
1

2k

∑
σ∈S2k

(sgn σ)[xσ(1), xσ(2)] . . . [xσ(2k−1), xσ(2k)].

Feita essa discussão, tomamos conhecimento da seguinte definição.
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Definição 1.1.15. Sejam A uma F -álgebra e f = f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉.
Dizemos que f é uma identidade polinomial de A se

f(a1, . . . , an) = 0, para todos a1, . . . , an ∈ A.

Nesse caso, escrevemos simplesmente f ≡ 0 em A e dizemos que f é uma
identidade de A.

Finalmente, podemos definir o nosso principal objeto de estudo. Para
isso, observe que o polinômio nulo é sempre uma identidade de A. Se uma
F -álgebra A admite uma identidade não nula f ∈ F 〈X〉, então dizemos que
A é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.1.16. Se A uma álgebra comutativa, então A é uma PI-álgebra
desde que [x1, x2] é uma identidade de A.

Exemplo 1.1.17. Se A é uma álgebra nilpotente de ı́ndice m, então o po-
linômio f(x1, . . . , xm) = x1 . . . xm é uma identidade de A.

Exemplo 1.1.18. Para ai, aj ∈ UTn, [ai, aj] é uma matriz triangular superior
consistindo de 0 em todas as entradas da diagonal. Logo, desde que o produto
de n elementos dessa forma resulta em 0, temos que

[x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n] ≡ 0 em UTn.

Exemplo 1.1.19. O polinômio [[x1, x2]
2, x3] é uma identidade da álgebra

M2(F ), chamada identidade de Hall. De fato, defina A := [B,C], onde
B,C ∈ M2(F ). Desde que A2 é uma matriz escalar, temos que A2 ∈
Z(M2(F )). Assim, segue que [[B,C]2, D] = 0 para todos B,C,D ∈M2(F ).

Dizemos que a álgebra A é gerada, como álgebra, por um subconjunto S
de A se todo elemento de A pode ser escrito como uma F -combinação linear
de produtos formados por elementos de S. Nesse caso, escrevemos A = 〈S〉.
A seguir daremos um exemplo de uma importante PI-álgebra de dimensão
infinita, cujo conjunto gerador como espaço vetorial e como álgebra diferem.

Exemplo 1.1.20. Seja I o ideal bilateral de F 〈X〉 gerado pelo conjunto
{xixj + xjxi | i, j ≥ 1}. Considere o espaço quociente G = F 〈X〉/I e
denotamos ei := xi + I, i ∈ N. Assim, podemos definir uma operação nesse
espaço dada por eiej = xixj + I. Definimos a álgebra de Grassmann
G como a álgebra gerada pelos elementos 1 e {ei}i∈N. Além disso, temos
satisfeito eiej + ejei = xixj + xjxi + I = I, isto é, eiej = −ejei e assim,
podemos representar essa álgebra da seguinte forma

G = 〈1, e1, e2, . . . | eiej = −ejei, i, j ∈ N〉.
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Com isso, note que B = {1, ei1 . . . eik | 1 ≤ i1 < . . . < ik, k ≥ 1} é uma base
de G, ou seja, essa álgebra tem dimensão infinita. A seguir, introduziremos
dois subespaços importantes da álgebra de Grassmann,

G(0) = spanF{ei1 . . . ei2k | 1 ≤ i1 < . . . < i2k, k ≥ 0} e

G(1) = spanF{ei1 . . . ei2k+1
| 1 ≤ i1 < . . . < i2k+1, k ≥ 0}.

Pela definição, pode-se verificar que esses subespaços satisfazem as seguintes
relações:

G(0)G(0) + G(1)G(1) ⊆ G(0) e G(0)G(1) + G(1)G(0) ⊆ G(1).
Como consequência, a primeira relação nos diz que G(0) é uma subálgebra de
G. Desde que G(0) ∩ G(1) = {0} e todo elemento de G pode ser escrito como
soma de elementos de G(0) e G(1), temos que G = G(0) u G(1).

Desde que os elementos de G(0) comutam com qualquer elemento de G,
temos que G(0) ⊆ Z(G). Assim, segue que, para todos a = a0 + a1 e b =
b0 + b1 ∈ G, com a0, b0 ∈ G(0) e a1, b1 ∈ G(1), temos

[a, b] = [a1, b1] + [a0, b0]︸ ︷︷ ︸
0

+ [a1, b0]︸ ︷︷ ︸
0

+ [a0, b1]︸ ︷︷ ︸
0

= 2a1b1 ∈ G(0).

Logo, [G,G] ⊆ Z(G) e obtemos [x1, x2, x3] ≡ 0 em G, ou seja, G é uma
PI-álgebra.

Em 1950, Amitsur e Levitzki mostraram em [2] uma importante identi-
dade da álgebra de matrizes.

Teorema 1.1.21 (Amitsur e Levitzki). O polinômio standard de grau 2n
é uma identidade polinomial de Mn(F ), ou seja, St2n(x1, . . . , x2n) ≡ 0 em
Mn(F ).

Além disso, é posśıvel verificar que nenhum polinômio de grau menor
que 2n é uma identidade da álgebra de matrizes de ordem n, isto é, 2n é o
grau mı́nimo de uma identidade em Mn(F ), cuja demonstração encontra-se
exposta no Teorema 1.7.2 em [20].

Definição 1.1.22. Uma álgebra A satisfaz uma identidade de Capelli de
posto m se A satisfaz todos os polinômios obtidos de Capm, tomando, even-
tualmente, as variáveis x′i iguais a 1 de todas as formas posśıveis.

De modo geral, é posśıvel provar que se A é uma álgebra de dimensão
finita n, então A satisfaz a identidade de Capelli de posto n + 1. Em parti-
cular, o polinômio standard de grau n + 1 é uma identidade de A. O leitor
interessado pode consultar o Teorema 1.5.8 em [20].
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Finalizaremos esta seção com uma breve discussão a respeito do produto
tensorial de álgebras. A fim de compreender essa álgebra, sejam A e B duas
F -álgebras. Consideramos A × B o F -espaço vetorial gerado pelos pares
ordenados {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}. Desse modo, todo elemento de A × B

pode ser escrito como combinação linear
n∑
i=1

αi(ai, bi), onde αi ∈ F, ai ∈ A e

bi ∈ B. Seja ainda I o subespaço de A×B gerado por todos os elementos da
forma

(a+ a′, b)− (a, b)− (a′, b), (a, b+ b′)− (a, b)− (a, b′),

(αa, b)− α(a, b) e (a, αb)− α(a, b).

O produto tensorial A ⊗ B é definido como o espaço quociente A×B
I

.
Denotaremos por a⊗b a classe (a, b)+I. Observe que A⊗B é uma F -álgebra
com o produto dado por

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′.

Da definição, seguem imediatamente as propriedades abaixo:

(1) (a+ a′)⊗ b = a⊗ b+ a′ ⊗ b;

(2) a⊗ (b+ b′) = a⊗ b+ a⊗ b′;

(3) α(a⊗ b) = αa⊗ b = a⊗ αb.

Observe que se {v1, . . . , vn} é uma base de A e {u1, . . . , um} é uma base
de B, então {vi ⊗ uj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} é uma base de A ⊗ B, como
F -álgebra. Com isso, temos que dimF (A⊗B) = dimF A dimF B.

É posśıvel verificar que o produto tensorial definido satisfaz a seguinte
Propriedade Universal: Dados quaisquer F -álgebra H e um mapa bilinear
f : A × B → H, existe um único mapa f̃ : A ⊗ B → H linear, tal que
f = f̃ ◦ i, onde i : A × B → A ⊗ B dada por i(a, b) = a ⊗ b é um mapa
bilinear. Em outras palavras, o seguinte diagrama comuta

A×B

f $$

i // A⊗B

f̃

��
H

.

Além disso, o produto tensorial é único a menos de isomorfismo.
O produto tensorial de álgebras será importante, posteriormente, para

estender as álgebras a um corpo algebricamente fechado.
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1.2 T-ideais e variedades

Nesta seção, consideramos o conjunto das identidades polinomiais de uma
álgebra, definiremos o T -ideal e a variedade gerada por uma álgebra. Ao final,
apresentaremos algumas ideias a respeito do processo de multilinearização, o
qual nos permitirá obter um importante resultado a respeito das identidades
de uma álgebra.

Nesse intuito, para uma álgebra A, definimos

Id(A) := {f ∈ F 〈X〉 | f ≡ 0 em A},

o conjunto de todas as identidades polinomiais de A. Observe que Id(A) é
um ideal bilateral de F 〈X〉. Além disso, considere f = f(x1, . . . , xn) uma
identidade de A e um endomorfismo ψ : F 〈X〉 → F 〈X〉 que mapeia xi → gi.
Observe que,

ψ(f) = f(ψ(x1), . . . , ψ(xn)) = f(g1, . . . , gn) ≡ 0 em A.

Desse modo, Id(A) é um ideal invariante sob todos os endomorfismos de
F 〈X〉. Um ideal de F 〈X〉 com essa propriedade é chamado de T -ideal. Por
outro lado, afirmamos que todo T -ideal é o ideal das identidades polinomiais
de alguma álgebra. Mais especificamente, para um T -ideal I de F 〈X〉 temos
que Id(F 〈X〉/I) = I. Como vimos, Id(A) é um T -ideal de F 〈X〉, dito o
T -ideal de A.

Exemplo 1.2.1. Em [6] Drensky exibiu identidades geradoras para o T -ideal
da álgebra M2(F ):

Id(M2(F )) = 〈[[x1, x2]2, x3], St4(x1, x2, x3, x4)〉T .

Porém, o T -ideal de Mn(F ), para n ≥ 3, ainda é desconhecido.

Dizemos que um T -ideal I é gerado, como T -ideal, por um conjunto
S ⊂ F 〈X〉 se todo elemento de I pode ser escrito como uma F -combinação
linear de elementos da forma

h1f(g1, . . . , gn)h2,

onde h1, g1, . . . , gn, h2 ∈ F 〈X〉 e f ∈ S. Nesse caso, denotamos por I = 〈S〉T .
Além disso, dizemos que um polinômio f é consequência de polinômios em
um conjunto S ⊂ F 〈X〉 se f ∈ 〈S〉T .

Em 1954 Specht conjecturou que, sobre um corpo de caracteŕıstica zero,
todo T -ideal próprio de F 〈X〉 é finitamente gerado, como T -ideal. Essa
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conjectura foi ratificada somente em 1988 por Kemer [25]. Porém, embora
se conheça as identidades geradoras do T -ideal de algumas álgebras, outras
ainda se tornam motivos de cont́ınuas pesquisas, como já foi observado no
Exemplo 1.2.1.

Definição 1.2.2. Dado um subconjunto não vazio S de F 〈X〉, a variedade
determinada por S é a classe de todas as álgebras A tais que f ≡ 0 em A,
para todo f ∈ S. Nesse caso, denotaremos a variedade de S por V = var(S).

Exemplo 1.2.3. Seja S = {[x, y]} ⊆ F 〈X〉. A variedade determinada por
S é a classe de todas as álgebras comutativas.

A relação entre T -ideais e variedades é bem conhecida, mais especifica-
mente, temos uma correspondência biuńıvoca entre esses objetos. De fato,
observe que se 〈S〉T é o T -ideal de F 〈X〉 gerado por S, então var(S) =
var(〈S〉T ). Além disso, se V é uma classe de álgebras, então V = var(I),
onde

I =
⋂
A∈V

Id(A).

Nesse caso, será comum representarmos o T -ideal I por Id(V). Observe que,
para dois T -ideais I e J , temos J ⊂ I se e somente se var(I) ⊂ var(J).

Se V = var(I) e A é uma F -álgebra tal que Id(A) = I, denotaremos por
var(A) a variedade gerada por A, ou seja, B ∈ var(A) se, e somente se,
Id(A) ⊆ Id(B).

Dada uma classe de álgebras, podemos nos questionar se essa forma uma
variedade. Sabemos que uma variedade V é fechada para qualquer homo-
morfismo, subálgebra ou produto direto. O Teorema de Birkhoff [3] nos diz
exatamente que essas propriedades caracterizam uma variedade.

Teorema 1.2.4 (Birkhoff). Uma classe V não vazia de álgebras é uma va-
riedade se, e somente se, as seguintes propriedades são satisfeitas:

(1) se A ∈ V e B é uma subálgebra de A, então B ∈ V ;

(2) se A ∈ V e I é um ideal de A, então A/I ∈ V;

(3) se {Ai}i∈I é uma famı́lia de álgebras satisfazendo Ai ∈ V, para todo
i ∈ I, então

∏
i∈I
Ai ∈ V.

A seguir, relacionamos as identidades da interseção de duas variedades
com as identidades das respectivas variedades.
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Proposição 1.2.5. Sejam V e W duas variedades. Então,

Id(V ∩W) = Id(V) + Id(W).

Demonstração. Uma vez que, V ∩ W ⊂ V e V ∩ W ⊂ W , então Id(V) ⊂
Id(V ∩W) e Id(W) ⊂ Id(V ∩W). Portanto, Id(V) + Id(W) ⊆ Id(V ∩W).

Para a inclusão contrária, basta mostrarmos que var(Id(V) + Id(W)) ⊂
var(Id(V ∩ W)). Para isso, considere A ∈ var(Id(V) + Id(W)), com isso,
temos que Id(V) + Id(W) ⊂ Id(A). Portanto, Id(V) e Id(W) estão contidos
em Id(A). Consequentemente, A ∈ V ∩ W e assim, Id(V ∩ W) ⊂ Id(A).
Desse modo, temos que A ∈ var(Id(V ∩W)), como gostaŕıamos.

Nosso próximo passo consiste em mostrar que o T -ideal de uma álgebra é
completamente determinado pelas identidades multilineares. Esse resultado
é uma consequência do processo de multilinearização. Para chegarmos lá,
considere as seguintes definições.

Definição 1.2.6. Seja f ∈ F 〈X〉. Dizemos que f é linear na variável xi
se todo monômio de f contém exatamente uma variável xi. Se todos os
monômios de f tem o mesmo grau, então f é dito homogêneo. Ademais,
dizemos que f é homogêneo na variável xi se xi aparece com mesmo grau
em todos os monômios de f . No caso em que f é homogêneo em todas suas
variáveis, f é chamado de multihomogêneo. Finalmente, um polinômio
é chamado multilinear se f é multihomogêneo e linear em todas as suas
variáveis.

Observe que se f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉, podemos escrever

f =
∑

i1≥0,...,in≥0

f (i1,...,in),

onde f (i1,...,in) é a soma de todos os monômios de f onde degxjf = ij, para

todo j = 1, . . . , n. Os polinômios f (i1,...,in) serão chamados de componentes
homogêneas de f .

As componentes homogêneas desempenham um papel importante, dado
pelo teorema seguinte.

Teorema 1.2.7. [20, Theorem 1.3.2] Sejam F um corpo de caracteŕıstica
zero e f uma identidade de uma F -álgebra A. Então, toda componente mul-
tihomogênea de f é uma identidade de A.
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Como corolário imediato, temos que todo T -ideal é gerado pelas identi-
dades multihomogêneas.

Nos atentamos agora ao caso em que f é um polinômio multilinear. Nesse
caso, desde que cada variável aparece com grau 1 em cada monômio de f ,
podemos escrever

f(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1) . . . xσ(n),

onde ασ ∈ F é, eventualmente, nulo.

Observação 1.2.8. Note que se f(x1, . . . , xn) é um polinômio linear numa
variável, digamos x1, então

f(
∑

αiyi, x2, . . . , xn) =
∑

αif(yi, x2, . . . , xn),

para todos αi ∈ F e yi ∈ F 〈X〉.

A observação anterior nos diz que, para decidirmos se um polinômio mul-
tilinear é uma identidade da álgebra, basta avaliarmos em elementos de uma
base.

Finalmente, temos o processo de multilinearização, o qual nos afirma
que, a partir de uma identidade de grau k, podemos obter uma identidade
multilinear de grau menor ou igual a k, cuja demonstração pode ser vista em
[20].

Teorema 1.2.9. [20, Theorem 1.3.7] Se uma álgebra A satisfaz uma identi-
dade de grau k, então A satisfaz uma identidade multilinear de grau menor
ou igual a k.

Teorema 1.2.10. Sejam F um corpo de caracteŕıstica zero e f ∈ F 〈X〉 uma
identidade da F -álgebra A. Então f é consequência de um número finito de
polinômios multilineares.

Demonstração. Seja f uma identidade de A. Pelo Teorema 1.2.7, podemos
supor f multihomogêneo. Aplicando o processo de multilinearização em f ,
se degx1 f = d > 1, então escrevemos

h = f(y1 + y2, x2, . . . , xn) =
d∑
i=0

gi(y1, y2, x2, . . . , xn),

onde degy1 gi = i, degy2 gi = d− i e degxt gi = degxt f para todo t = 2, . . . , n.
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Uma vez que f é uma identidade de A, segue que h é também uma identi-
dade. Além disso, desde que as componentes multihomogêneas de uma iden-
tidade são identidades, segue que gi = gi(y1, y2, x2, . . . , xn) são consequências
de f , para todo i. Por outro lado, temos

gi(y1, y1, x2, . . . , xn) =

(
d

i

)
f(y1, x2, . . . , xn).

Como F é um corpo de caracteŕıstica zero, segue que
(
d
i

)
6= 0, então f é

consequência de gi, para todo i = 1, . . . , d− 1. Isto é, 〈f〉T = 〈g1, . . . , gd−1〉T .
Aplicando indução para todas as variáveis, temos que f é consequência de
um conjunto finito de polinômios multilineares.

Ilustramos esse processo com o seguinte exemplo.

Exemplo 1.2.11. Seja f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]
2, x3]. Note que f não é linear

nas variáveis x1 e x2, mas é na variável x3. Considere

h1(y1, y2, x2, x3) = f(y1 + y2, x2, x3)− f(y1, x2, x3)− f(y2, x2, x3) =

= [[y1, x2][y2, x2], x3] + [[y2, x2][y1, x2], x3].

Note que h1 é linear nas variáveis y1, y2, x3 mas não é na variável x2.
Considere então

h(y1, y2, y3, y4, x3) = h1(y1, y2, y3+y4, x3)−h1(y1, y2, y3, x3)−h1(y1, y2, y4, x3) =

= [[y1, y3][y2, y4], x3]+[[y1, y4][y2, y3], x3]+[[y2, y3][y1, y4], x3]+[[y2, y4][y1, y3], x3].

Logo h é um polinômio multilinear obtido a partir de f .

Desde que o Teorema de Kemer estabelece que todo T -ideal próprio de
F 〈X〉 é gerado por um número finito de identidades, podemos aplicar o
processo de multilinearização nos geradores para obter o seguinte resultado.

Corolário 1.2.12. Todo T -ideal próprio de F 〈X〉 é gerado, como T -ideal,
por um número finito de polinômios multilineares.

Em alguns momentos, será conveniente reescrever um polinômio multi-
linear f ∈ F 〈X〉 de grau n como F -combinação linear de polinômios da
forma

xi1 . . . xis1 [xj1 , . . . , xjs2 ] . . . [xl1 , . . . , xlsm ], (1.1)

onde i1 < . . . < is1 ,
m∑
i=1

si = n e os comutadores acima são de pesos ar-

bitrários. Mais detalhes sobre esse resultado pode ser consultado em [5]. A
seguir, apresentamos um exemplo que evidencia a conveniência em se traba-
lhar com polinômios da forma descrita acima.
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Exemplo 1.2.13. Seja A uma álgebra comutativa e unitária. Então, Id(A)
é gerado, como T -ideal, por [x1, x2]. De fato, desde que A é uma álgebra
comutativa, [x1, x2] ≡ 0 em A, ou seja, I := 〈[x1, x2]〉T ⊆ Id(A). Por outro
lado, seja f uma identidade de A, a qual, pelo Corolário 1.2.12, podemos
supor multilinear. Pela observação (1.1), podemos escrever

f ≡ αx1 . . . xn( mod I).

Tomando uma avaliação x1 = . . . = xn = 1 em f , obtemos f ≡ α1( mod I).
Desde que f é uma identidade de A, temos que α = 0, ou seja, f ∈ I.
Portanto, conclúımos que Id(A) = 〈[x1, x2]〉T .

Finalizamos esta seção com o seguinte resultado, o qual relaciona as iden-
tidades de uma F -álgebra A com as identidades de A ⊗ C, onde C é uma
álgebra comutativa. Em particular, o caso em que C é o fecho algébrico de
F será de suma importância para nós.

Proposição 1.2.14. Sejam F um corpo de caracteŕıstica zero, A uma F -
álgebra e C uma F -álgebra comutativa unitária. Então, toda identidade de
A é também uma identidade de A⊗ C, e vice-versa.

Demonstração. Tomamos A = A ⊗ C e f(x1, . . . , xn) uma identidade de
A⊗C de grau n. Podemos supor, sem perda de generalidade, f um polinômio
multilinear. Desde que A pode ser vista como uma subálgebra de A⊗C pelo
monomorfismo ϕ : A → A ⊗ C dado por ϕ(a) = a ⊗ 1, é imediato que f é
uma identidade de A.

Suponhamos agora que g(x1, . . . , xj) é uma identidade de grau j para A.
Assumimos que g é multilinear. Uma vez que C é uma álgebra comutativa,
temos que, para quaisquer b1 = b1⊗c1, . . . , bj = bj⊗cj ∈ A podemos escrever

g(b1, . . . , bj) = g(b1, . . . , bj)⊗ c1 . . . cj.

Como g ∈ Id(A), conclúımos que g(b1, . . . , bj) = 0, para todos b1, . . . , bj ∈
A, como gostaŕıamos.

1.3 Sequência de codimensões

Em algumas situações, determinar o T -ideal de uma álgebra torna-se
um problema extremamente árduo. A fim de minimizar essa dificuldade e
compreender o crescimento das identidades de uma álgebra A, definiremos
a sequência de codimensões de A. Além disso, apresentaremos algumas de-
finições e exemplos importantes.
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Para isso, consideramos o espaço dos polinômios multilineares nas
variáveis x1, . . . , xn dado por Pn := spanF{xσ(1) . . . xσ(n) | σ ∈ Sn}. Com isso,
observe que o T -ideal de uma PI-álgebra é gerado pelo seguinte subespaço
de F 〈X〉,

(P1 ∩ Id(A)) u (P2 ∩ Id(A)) u . . .u (P1 ∩ Id(A)) u . . .

Assim, a dimensão de Pn ∩ Id(A) nos fornece, de certa forma, o crescimento
das identidades da álgebra A.

Definimos então,

Pn(A) :=
Pn

Pn ∩ Id(A)
·

Observe que A é uma PI-álgebra se, e somente se, dimF Pn(A) < n!,
para algum n. A grande percepção de se compreender o crescimento das
identidades de uma álgebra a partir do espaço quociente definido acima se
deve a Regev [31], o qual introduziu a sequência de codimensões de uma
álgebra.

Definição 1.3.1. Para n ≥ 1, a n-ésima codimensão de A é o inteiro não
negativo

cn(A) := dimF Pn(A).

Além disso, se V = var(A) então definimos cn(V) = cn(A), n ≥ 1, a n-ésima
codimensão da variedade V .

Exemplo 1.3.2. Se A é uma F -álgebra nilpotente de ı́ndice m então, qual-
quer monômio de Pn contendo pelo menos m variáveis é uma identidade de
A. Assim sendo, cn(A) = 0, para todo n ≥ m.

Exemplo 1.3.3. Seja A uma F -álgebra comutativa e unitária. Desde que
Id(A) = 〈[x1, x2]〉T , segue de (1.1) que {x1 . . . xn} é uma base de Pn módulo
Pn ∩ Id(A). Desse modo, cn(A) = 1, para todo n ≥ 1.

Em 1973, Krakowski e Regev [26] determinaram completamente o T -ideal
da álgebra de Grassmann e exibiram sua sequência de codimensões.

Teorema 1.3.4. Seja G a Grassmann de dimensão infinita. Então, Id(G) =〈
[x1, x2, x3]

〉
T

e cn(G) = 2n−1, para todo n ≥ 1.

Demonstração. Sejam I = 〈[x1, x2, x3]〉T e Pn(I) =
Pn

Pn ∩ I
· Uma vez que

[x1, x2, x3] ≡ 0 em G, temos que I ⊆ Id(G). Com isso, observamos que

cn(G) ≤ dimF Pn(I).
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Para concluir a igualdade entre os T -ideais, basta verificarmos que cn(G) =
dimF Pn(I), para todo n ≥ 1. Desse modo, tome g ∈ F 〈X〉, o qual pela
observação (1.1), pode ser escrito, módulo I, como combinação linear de
elementos da forma:

xi1 . . . xir [xj1 , xj2 ] . . . [xj2m−1 , xj2m ], (1.2)

onde i1 < . . . < ir, r+ 2m = n. Sem perda de generalidade, podemos supor,
j1 < j2, . . . , j2m−1 < j2m. Além disso, observe que para todos a, b, c, d ∈
F 〈X〉, temos satisfeitas as seguintes relações:

1. [a, b, [c, d]] = [a, b][c, d]− [c, d][a, b];

2. [a, c][b, d] = −[a, b][c, d] + [ab, c, d] + [ac, b, d]− [a, b, d]c− [a, c, d]b.

Traduzindo para o nosso caso, módulo I, a primeira relação nos diz que
os comutadores de peso 2 comutam. Já a segunda propriedade nos diz que,
módulo I, podemos trocar as variáveis entre os comutadores, a menos de
sinal. Com isso, podemos supor em (1.2) que

j1 < j2 < j3 < . . . < j2m.

De todo modo, para n qualquer, temos 2n−1 elementos da forma desejada.
Com isso, desde que os elementos dessa forma formam um conjunto gerador
do espaço Pn(I), conclúımos o seguinte:

cn(G) ≤ dimF Pn(I) ≤ 2n−1.

Afirmamos que os elementos da forma (1.2), com i1 < . . . < ir, j1 < j2 <
j3 < . . . < j2m e r + 2m = n são linearmente independentes em Pn(G). Para
isso, tome uma F -combinação linear nula desses elementos em Pn(G), isto é,

h :=
∑
s∈S

αsxi1 . . . xir [xj1 , xj2 ] . . . [xj2m−1 , xj2m ] ≡ 0 mod Id(G),

onde S consiste em todas as n-uplas (i1, . . . , ir, j1, . . . , j2m) satisfazendo i1 <
. . . < ir, j1 < j2 < j3 < . . . < j2m e r + 2m = n . Suponha por absurdo que
exista um coeficiente αs′ não nulo, onde s′ = (i1, . . . , ir′ , j1, . . . , j2m′) ∈ S,
i1 < . . . < ir′ , r

′ + 2m′ = n, j1 < j2 < j3 < . . . < j2m′ , com s′ escolhido
de forma que a quantidade de elementos {j1, . . . , j2m′} seja a menor posśıvel.
Considere a avaliação xi1 = . . . = xir′ = 1 e xjl = el, onde 1 ≤ l ≤ 2m′ .
Assim, obtemos

2m
′
αs′e1 . . . e2m′ .
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Desde que h é uma identidade de G, segue que αs′ = 0, uma contradição.
Provada a independência linear desse conjunto, temos que

2n−1 ≤ cn(G) ≤ dimF Pn(I) ≤ 2n−1,

concluindo assim que cn(G) = dimF Pn(I) = 2n−1 e consequentemente Id(G) =
〈[x1, x2, x3]〉T .

Em 1971, Malcev [27] exibiu o T -ideal da álgebra UT2 e calculou sua
sequência de codimensões.

Teorema 1.3.5. Seja UT2 a álgebra das matrizes triangulares superiores de
ordem 2 sobre F . Então Id(UT2) =

〈
[x1, x2][x3, x4]

〉
T

e cn(UT2) = 2n−1(n−
2) + 2, para todo n ≥ 1.

Demonstração. Defina I o T -ideal gerado pelo polinômio [x1, x2][x3, x4]. Desde
que [x1, x2][x3, x4] é uma identidade de UT2, obtemos I ⊆ Id(UT2). Para a
inclusão contrária, seja f = f(x1, . . . , xn) uma identidade de UT2, a qual po-
demos supor multilinear. Pela observação (1.1), f pode ser escrito, módulo
I, como combinação linear de elementos da forma

xi1 . . . xis1 [xj1 , . . . , xjs2 ], (1.3)

onde i1 < . . . < is1 , s1 + s2 = n e i1, . . . , is1 , j1, . . . , js2 ∈ {1, . . . , n}.
Neste passo, observe que, para elementos a1, a2, a3, a4 ∈ UT2, temos que

[[a1, a2], [a3, a4]] = [a1, a2, a3, a4]− [a1, a2, a4, a3].

Logo, desde que [[y1, y2], [y3, y4]] ∈ I, essa relação nos permite obter a seguinte
identidade

[a1, a2, a3, a4] ≡ [a1, a2, a4, a3] mod I.

Desse modo, para qualquer permutação σ ∈ Sm, b1, b2, a1, . . . , am ∈ UT2,
temos satisfeito

[b1, b2, a1, . . . , am] = [b1, b2, aσ(1), . . . , aσ(m)].

Utilizando a identidade de Jacobi e a anticomutatividade do comutador, po-
demos reordenar os três primeiros termos do comutador. Portanto, se de-
notarmos por S o conjunto das n-uplas (i1, . . . , is1 , j1, . . . , js2) satisfazendo
i1 < . . . < is1 , j1 > j2, j2 < . . . < js2 e s1 + s2 = n, é posśıvel ordenar os
elementos do comutador em (1.3) de forma a obtermos

f =
∑
s∈S

αsxi1 . . . xis1 [xj1 , . . . , xjs2 ] mod I.
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Uma vez que f é uma identidade de UT2, avaliando o polinômio acima
em x1 = . . . = xn = 1, temos que o coeficiente do monômio x1 . . . xn é
zero. Mais que isso, afirmamos que todos os coeficientes αs, s ∈ S, acima
são nulos. Para isso, suponhamos por absurdo que exista um coeficiente
αs′ 6= 0, onde s′ = (r1, . . . , rs′1 , t1, . . . , ts′2) ∈ S é uma n-upla satisfazendo
s′1 + s′2 = n, r1 < . . . < rs′1 , t1 > t2 e t2 < . . . < ts′2 escolhida de forma
que {t2, . . . , ts′2} possua o menor número posśıvel de elementos. Considere
a avaliação xr1 = . . . = xrs′1

= 1, xt1 = e12 e xt2 = . . . = xts′2
= e22.

Com isso, obtemos αs′e12 = 0, consequentemente αs′ = 0, o que contradiz
a hipótese. Portanto, f ≡ 0 mod I. Melhor dizendo, acabamos de concluir
que Id(UT2) = 〈[x1, x2][x3, x4]〉T .

Para calcular a n-ésima codimensão da álgebra UT2, notamos que

xi1 . . . xis1 [xk, xj1 , . . . , xjs2 ]

é uma base de Pn(UT2), onde i1 < . . . < is1 , k > j1, j1 < . . . < js2 ,
s1 + s2 = n − 1 e i1, . . . , is1 , k, j1, . . . , js2 ∈ {1, . . . , n}. Basta então calcular
quantos elementos há nessa base. Para isso, observe que, dada uma variável
fixa xk, podemos escolhê-la de n modos. Logo, para as n−1 variáveis restan-
tes, temos duas possibilidades: ou estar fora do comutador, ou no comutador.
Observe que ao escolher as variáveis que estão fora do comutador, essas já es-
tarão ordenadas. Já para as variáveis que estão no comutador, essas também
estarão ordenadas a menos de troca das variáveis xk e xj1 . Desse modo,
contabilizamos 2n−1n elementos dessa forma. Todavia, devemos eliminar o
caso em que k < j1 < j2 < . . . < js2 , isto é, o caso em que o ı́ndice da
variável xk é menor que todos os ı́ndices das demais variáveis de dentro do
comutador. Nesse caso, basta notar que temos exatamente 2n possibilidades,
uma vez que a ordem das variáveis já estarão determinadas ao se escolher
as variáveis que estarão dentro e as que estarão fora do comutador. Com
isso, eliminamos também o caso em que o comutador contém somente uma
variável. Finalmente, observe que a primeira contagem não contabiliza o caso
em que todas as variáveis estão fora do comutador, já na segunda contagem
esse caso é considerado, ou seja, devemos somar 2 a nossa contagem para
contabilizar o único caso em que todas as variáveis estão fora do comutador.
Portanto, conclúımos que

cn(UT2) = 2n−1n− 2n + 2 = 2n−1(n− 2) + 2.

Observe que duas álgebras isomorfas determinam o mesmo T -ideal. To-
davia, duas álgebras podem não ser isomorfas, mas possúırem o mesmo ideal
das identidades polinomiais. Desse modo, considere a definição a seguir.
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Definição 1.3.6. Dizemos que duas álgebras A e B são T -equivalentes
se essas determinam o mesmo T -ideal, ou seja, Id(A) = Id(B). Nesse caso,
denotamos por A ∼T B. Assim, duas álgebras T -equivalentes geram a mesma
variedade.

Exemplo 1.3.7. Denotamos por M a seguinte F -subálgebra de UT4

M :=


a c 0 0

0 b 0 0
0 0 b d
0 0 0 a

 | a, b, c, d ∈ F
 .

Observe que [x1, x2][x3, x4] ≡ 0 em M , assim Id(UT2) ⊆ Id(M). Por
outro lado, considere B = spanF{e11 + e44, e22 + e33, e12}, observe que B é,
na verdade, uma subálgebra de M . Consideramos o isomorfismo de álgebras
ϕ : B → UT2 dado por ϕ(e11 + e44) = e11, ϕ(e22 + e33) = e22 e ϕ(e12) =
e12. Com isso, temos que UT2 ∼= B ∈ var(M) e assim, Id(M) ⊆ Id(UT2).
Consequentemente, temos Id(M) = 〈[x1, x2][x3, x4]〉T = Id(UT2). Logo,
var(M) = var(UT2).

Note que, se A satisfaz todas as identidades polinomiais de uma álgebra
B, então Pn ∩ Id(B) ⊆ Pn ∩ Id(A). Consequentemente,

cn(A) ≤ cn(B),

para todo n ∈ N. Por outro lado, se Id(B) ⊆ Id(A) e cn(B) = cn(A), então
Pn∩Id(B) ⊆ Pn∩Id(A) e dimF (Pn∩Id(A)) = dimF (Pn∩Id(B)), para todo
n ≥ 1. Logo, Id(A) = Id(B). Com isso, obtemos o seguinte resultado.

Proposição 1.3.8. Considere A e B duas PI-álgebras. Se A ∈ var(B), então
cn(A) ≤ cn(B), ∀n ≥ 1. Além disso, se Id(A) ⊆ Id(B) e cn(A) = cn(B),
∀n ≥ 1, então A ∼T B.

Vimos anteriormente que A é uma PI-álgebra se, e somente se, a n-ésima
codimensão de A é menor que n!, para algum n ≥ 1. No entanto, Regev [31]
melhorou a cota superior para a sequência de codimensões de uma PI-álgebra,
mostrando que se A é uma PI-álgebra, então sua sequência de codimensões
é exponencialmente limitada, isto é, existem constantes β, α > 0 tais
que cn(A) ≤ βαn, para todo n ≥ 1. Neste passo, introduziremos algumas
terminologias importantes em relação ao comportamento da sequência de
codimensões.

Definição 1.3.9. 1. Dizemos que cn(A) é polinomialmente limitada
se existem constantes α, t ≥ 0 tais que cn(A) ≤ αnt, ∀n ≥ 1.
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2. A álgebra A tem crescimento polinomial da sequência de codi-
mensões se cn(A) é polinomialmente limitada.

3. Uma variedade V tem crescimento polinomial se essa é gerada por uma
álgebra de crescimento polinomial da sequência de codimensões.

Exemplo 1.3.10. A par dos Exemplos 1.3.2 e 1.3.3, álgebras nilpotentes e
álgebras comutativas tem crescimento polinomial.

Observe que a sequência de codimensões de algumas variedades não po-
dem ser limitada por uma função polinomial, como ocorre com as variedades
var(UT2) e var(G).

Definição 1.3.11. Dizemos que uma álgebra A tem crescimento expo-
nencial da sequência de codimensões se existe uma constante α ≥ 2 tal que
cn(A) ≥ αn. Além disso, uma variedade tem crescimento exponencial se a
álgebra que gera essa variedade tem crescimento exponencial.

Note que, em razão da Proposição 1.3.8, uma álgebra de crescimento
exponencial não pode pertencer a uma variedade de crescimento polinomial.

Neste passo, considere A uma álgebra sobre um corpo F de caracteŕıstica
zero e K uma extensão de F . Vimos que as identidades de A são preserva-
das quando consideramos as identidades de A ⊗ K como F -álgebra, isto é,
IdF (A) = IdF (A⊗K). Note ainda que podemos ver a álgebra A⊗K como
uma K-álgebra, definindo o seguinte produto β(a⊗ k) = a⊗ βk.

Naturalmente, podemos nos perguntar qual a relação entre a n-ésima
codimensão de A como F -álgebra e a n-ésima codimensão de A ⊗ K como
K-álgebra. Instigados por isso, para todo n ≥ 1, definimos

cKn (A⊗K) = dimK
PK
n

PK
n ∩ IdK(A⊗K)

,

onde PK
n denota o conjunto dos polinômios multilineares de grau n com

coeficientes em K e IdK(A ⊗K) as identidades de A ⊗K com coeficientes
em K. Respondendo ao nosso questionamento, apresentamos a proposição
abaixo, cuja demonstração pode ser consultada em [20].

Proposição 1.3.12. Sejam A uma PI-álgebra sobre um corpo F de carac-
teŕıstica zero e K uma extensão de F . Consideramos a K-álgebra A ⊗ K.
Então, cKn (A⊗K) = cFn (A), para todo n ≥ 1.

O resultado acima nos diz que, para provar resultados a respeito da
sequência de codimensões de uma F -álgebra A, podemos considerá-la, sem
perda de generalidade, sobre um corpo algebricamente fechado, pois pode-
mos tomar K como o fecho algébrico de F que a sequência de codimensões
(sobre K) será a mesma.
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1.4 O Teorema de Wedderburn-Malcev e o

PI-expoente

Nesta seção, temos como objetivo definir o radical de Jacobson e apre-
sentar a decomposição de Wedderburn-Malcev para álgebras de dimensão fi-
nita. Para isso, apresentamos a definição de álgebras simples e semissimples
e ilustraremos esses novos conceitos. Finalizamos com uma breve discussão
a respeito do PI-expoente.

Lembramos que um anel R é simples se R2 6= {0} e R não possui ideais
bilaterais próprios não nulos. Além disso, se todo ideal à esquerda B de R
é um somando direto de R, ou seja, existe um ideal à esquerda B′ de R tal
que R = B ⊕ B′, então R é dito semissimples. Ademais, uma álgebra A é
simples (resp. semissimples) se essa é um anel simples (resp. semissimples).

Exemplo 1.4.1. Mn(D) é uma álgebra simples, onde D é um anel de divisão.

Exemplo 1.4.2. Considere a álgebra Mn(F ⊕ cF ), onde c2 = 1. Vimos no
Exemplo 1.1.10 que essa álgebra pode ser decomposta em soma direta de
dois ideais do seguinte modo:

Mn(F ⊕ cF ) =

(
1 + c

2
Mn(F )

)
⊕
(

1− c
2

Mn(F )

)
.

Observamos também que Mn(F ⊕ cF ) ∼= Mn(F )⊕ cMn(F ). Desse modo,
temos que Mn(F ⊕ cF ) não é uma álgebra simples, mas é semissimples, uma
vez que seus únicos ideais à esquerda próprios não triviais são 1+c

2
Mn(F ) e

1−c
2
Mn(F ) e um é somando direto do outro.

Observação 1.4.3. Se A é uma álgebra simples, então A não é nilpotente.
De fato, suponha que A é nilpotente de ı́ndice n, isto é, An = {0} e An−1 6=
{0}. Desde que AAn−1 = An−1A = {0}, segue que An−1 é um ideal de A.
Porém, como A é simples, temos ou An−1 = {0} ou An−1 = A. Desde que
o primeiro caso não pode ocorrer, temos no segundo caso A2 = {0}, uma
contradição.

O teorema seguinte, conhecido como Teorema de Wedderburn-Artin, es-
tabelece uma caracterização de álgebras semissimples. A demonstração pode
ser consultada em [28].

Teorema 1.4.4 (Wedderburn-Artin). Seja A uma F -álgebra semissimples
de dimensão finita. Então A é isomorfa a uma soma direta de um número
finito de álgebras de matrizes com coeficientes sobre anéis de divisão, ou seja:

A ∼= Mn1(D1)⊕ . . .⊕Mns(Ds),

onde cada Di é uma álgebra de divisão sobre F.
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Em particular, se A é uma álgebra simples de dimensão finita, então
A ∼= Mn(D), onde D é uma álgebra de divisão. Além disso, se F é um corpo
algebricamente fechado e A é uma F -álgebra sob as hipóteses do Teorema
de Wedderburn-Artin, então Di

∼= F , para todo i = 1, . . . , s, ou seja, A é
isomorfa a uma soma direta de um número finito de álgebras de matrizes
com coeficientes em F.

Finalmente, definimos o radical de Jacobson de uma álgebra de di-
mensão finita A como o seu maior ideal nilpotente. Nesse caso, denotaremos
por J(A) o seu radical. Observamos que, se A é uma álgebra nilpotente
de dimensão finita, então J(A) = A. Por outro lado, se A é uma álgebra
unitária de dimensão finita, então J(A) é um ideal próprio.

Exemplo 1.4.5. Considere A = UTn, então J(A) consiste das matrizes
triangulares estritamente superiores.

É posśıvel verificar que J(A) possui outras definições equivalentes e pode
ser definido para álgebras de dimensão qualquer. O leitor interessado pode
verificar em [8].

A seguir, apresentamos o Teorema de Wedderburn-Malcev, o qual apre-
senta uma importante decomposição para álgebras de dimensão finita sobre
um corpo F de caracteŕıstica zero. Enunciaremos também, posteriormente,
a versão deste teorema para álgebras com estruturas adicionais. A demons-
tração poderá ser consultada em [20].

Teorema 1.4.6 (Wedderburn-Malcev). Seja A uma álgebra de dimensão
finita sobre um corpo F de caracteŕıstica zero e seja J(A) seu radical de
Jacobson. Então, existe uma subálgebra semissimples maximal B tal que
A = B u J(A).

Tendo em vista o Teorema de Wedderburn-Artin, se char(F ) = 0 e A é
uma F -álgebra de dimensão finita, então podemos escrever A = B1 ⊕ . . . ⊕
Bm u J(A), onde B = B1 ⊕ . . .⊕ Bm é soma direta de matrizes sobre anéis
de divisão.

Ilustramos agora com os exemplos abaixo.

Exemplo 1.4.7. Seja F um corpo de caracteŕıstica zero e UTn a álgebra de
matrizes triangulares superiores. Então, uma decomposição de Wedderburn-
Malcev de UTn é dada por B u J(A), onde B = B1 ⊕ . . . ⊕ Bn com Bi =
spanF{eii} ∼= F , para todo i ∈ {1, . . . , n} e J(A) = spanF{eij | 1 ≤ i < j ≤
n}.
Exemplo 1.4.8. Considere a álgebra

B =

(
F + cF F + cF

0 F

)
.
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Uma decomposição de Wederburn-Malcev de B é dada por

B =
1 + c

2

(
F 0
0 0

)
⊕ 1− c

2

(
F 0
0 0

)
⊕
(
0 0
0 F

)
u

(
0 F + cF
0 0

)
.

Conclúımos essa seção com uma breve discussão a respeito do PI-expoente
de uma PI-álgebra. Para isso, relembramos que se A é uma PI-álgebra,
então cn(A) é exponencialmente limitada. Assim sendo, n

√
cn(A) é limitada

superiormente e inferiormente. De interesse especial, está o caso em que os
limites superior e inferior coincidem.

Sob essa discussão, definimos o PI-expoente (ou simplesmente expo-
ente) de uma PI-álgebra A como o limite

exp(A) = lim
n→∞

n
√
cn(A).

Quando V = var(A), dizemos que exp(V) = exp(A). Observe que, se
B ∈ V , então exp(B) ≤ exp(V).

Exemplo 1.4.9. Pelos Teoremas 1.3.4 e 1.3.5, sabemos que cn(G) = 2n−1 e
cn(UT2) = 2n−1(n− 2) + 2, para todo n ≥ 1, então

exp(G) = exp(UT2) = 2.

Em 1999, Giambruno e Zaicev provaram que, sobre um corpo de carac-
teŕıstica zero, o PI-expoente de uma PI-álgebra associativa existe e é um
inteiro não negativo. De fato, eles mostraram em [18] e [19] o resultado
seguinte.

Teorema 1.4.10. Seja A uma PI-álgebra sobre um corpo F de caracteŕıstica
zero. Então existe um inteiro q e constantes C1, C2, r1, r2 tais que C1 > 0 e

C1n
r1qn ≤ cn(A) ≤ C2n

r2qn. (1.4)

Em particular, temos exp(A) = q.

Além disso, exibiram uma forma de determinar tal inteiro no caso em
que a álgebra A tem dimensão finita. Para isso, considere F um corpo de
caracteŕıstica zero e A1⊕ . . .⊕AkuJ(A) uma decomposição de Wedderburn-
Malcev de A. Ainda, considere todos os produtos

Ai1JAi2J . . . Air−1JAir 6= {0},

onde Ais , s = 1, . . . , r, são álgebras distintas do conjunto {A1, . . . , Ak}, r =
1, 2, . . . , k e J := J(A). Definimos

q̃ := max dimF (Ai1 ⊕ . . .⊕ Air).

Os autores mostraram nessa situação que exp(A) é o inteiro não negativo q̃
acima. Analisamos esse resultado com o exemplo a seguir.
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Exemplo 1.4.11. Considere F um corpo algebricamente fechado de ca-
racteŕıstica zero e a álgebra UTn. Utilizando a notação do Exemplo 1.4.7,
B1JB2J . . . JBn 6= 0. A partir da discussão anterior, segue que exp(UTn) =
dimF (B1 ⊕ . . .⊕Bn) = n.

Finalizamos esta seção apresentando uma primeira caracterização das va-
riedades de crescimento polinomial a partir do PI-expoente.

Teorema 1.4.12. Seja A uma PI-álgebra. Então A tem crescimento poli-
nomial da sequência de codimensões se, e somente se, exp(A) ≤ 1.

Demonstração. Observe que se existem constantes α > 0 e t tais que cn(A) ≤
αnt, então

exp(A) ≤ lim
n→∞

n
√
αnt = 1.

Na direção contrária, consideramos exp(A) = q ≤ 1, onde q satisfaz a
relação (1.4). Assim,

cn(A) ≤ C2n
r2 ≤ C2n

k,

onde k é um inteiro positivo maior que r2. Desse modo, A tem crescimento
polinomial.

Nos próximos caṕıtulos, estenderemos o resultado apresentado para álgebras
munidas de estruturas adicionais.

1.5 Variedades de crescimento polinomial

Esta seção será a grande motivação para este trabalho. Apresentaremos
o resultado provado por Kemer em [24], onde exibiu condições necessárias
e suficientes para fornecer uma caracterização de variedades de crescimento
polinomial da sequência de codimensões via exclusão de álgebras da varie-
dade.

Antes de partirmos para os resultados de caracterização, enunciamos o
teorema abaixo, que nos dará condições necessárias e suficientes para traba-
lharmos com uma variedade gerada por uma álgebra de dimensão finita.

Teorema 1.5.1. [20, Teorema 7.1.4] Seja V uma variedade de álgebras sobre
um corpo F de caracteŕıstica zero. São equivalentes:

1. V = var(A), para alguma F -álgebra A de dimensão finita;

2. V = var(A), para alguma F -álgebra A finitamente gerada;
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3. V satisfaz uma identidade standard;

4. V satisfaz uma identidade de Capelli;

5. G /∈ V.

Observe que, se estamos trabalhando com uma variedade de crescimento
polinomial, a propriedade 5 do teorema acima é imediatamente satisfeita.
Logo, nesse caso, nosso estudo se resume às variedades geradas por uma
álgebra de dimensão finita.

Como consequência dos Lemas 2 e 3 do artigo [19], Giambruno e Zaicev
mostraram como o crescimento da álgebra nos permite obter resultados da
decomposição de Wedderburn-Malcev da álgebra.

Teorema 1.5.2. Sejam A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteŕıstica zero e A = A1⊕. . .⊕AmuJ(A) uma
decomposição de Wedderburn-Malcev de A. A álgebra A tem crescimento
polinomial se, e somente se, para todo i, Ai ∼= F e AiJ(A)Aj = 0, para todo
j 6= i.

Demonstração. Suponha {cn(A)}n≥1 polinomialmente limitada. Pelo Teo-
rema 1.4.6, podemos tomar

A = A1 ⊕ . . .⊕ Am u J(A)

uma decomposição de Wedderburn-Malcev de A onde Ai ∼= Mki(F ), para
i = 1, . . . ,m. Observe que, se ki > 1, para algum i = 1, . . . ,m, pelo Exem-
plo 1.1.9, Ai contém uma subálgebra isomorfa à UT2. Todavia, desde que
exp(UT2) = 2, segue do Teorema 1.4.12 que UT2 /∈ var(A). Logo, ki = 1
e Ai ∼= F, ∀i = 1, . . . ,m. Ademais, se AiJ(A)Aj 6= 0 para algum j 6= i,
teŕıamos que exp(A) é pelo menos 2, uma contradição.

Reciprocamente, se dimF Ai = 1, para todo i, e AiJ(A)Aj = 0, para todo
j 6= i, então exp(A) = dimF Ai = 1. Pelo Teorema 1.4.12, A tem crescimento
polinomial.

Dada uma variedade V , estamos interessados em saber quais álgebras
devemos excluir da variedade para garantirmos que essa tenha crescimento
polinomial. Para obtermos esse resultado, apresentamos o lema seguinte.

Lema 1.5.3. Sejam A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo al-
gebricamente fechado de caracteŕıstica zero e A1 ⊕ . . . ⊕ Am u J(A) uma
decomposição de Wedderburn-Malcev de A. Se existem l, k ∈ {1, . . . ,m},
com l 6= k e AlJ(A)Ak 6= {0}, então UT2 ∈ var(A).
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Demonstração. Tomamos Al e Ak, com l 6= k, tais que AlJ(A)Ak 6= 0. Dessa
forma, existe j ∈ J(A) tal que i1ji2 6= 0, onde i1 e i2 são as unidades
de Al e Ak, respectivamente. Afirmamos que i1, i2 e i1ji2 são linearmente
independentes. De fato, considere a combinação linear

αi1 + βi2 + γi1ji2 = 0, com α, β e γ ∈ F ,

usando o fato que i1i2 = i2i1 = 0, obtemos α = β = γ = 0.
Consideramos então B = spanF{i1, i2, i1ji2}. Desde que o subespaço B

é fechado para a multiplicação, segue que B é uma F -subálgebra de A. Seja
φ : B → UT2 o homomorfismo de F -álgebras definido por:

i1 7→ e11, i2 7→ e22, i1ji2 7→ e12,

onde eij denotam as matrizes elementares. Observamos que φ é, na verdade,
um isomorfismo de álgebras. Portanto, UT2 ∈ var(A), como gostaŕıamos.

Em [24] Kemer caracterizou, através da exclusão de álgebras, as varieda-
des de crescimento polinomial. Apresentaremos esse resultado abaixo.

Teorema 1.5.4 (Kemer). Seja V uma variedade de álgebras sobre um corpo
F de caracteŕıstica zero. Então V tem crescimento polinomial se, e somente
se, UT2, G /∈ V.

Demonstração. Inicialmente, note que se V = var(0), o resultado é imediato.
Consideramos então V uma variedade não trivial.

Suponha que existam constantes α e t > 0 tais que cn(V) ≤ αnt. Pelos
Teoremas 1.3.4, 1.3.5 e a Proposição 1.3.8 segue que G e UT2 não pertencem
à V .

Reciprocamente, suponha que UT2, G /∈ V . Desde que G /∈ V , pelo
Teorema 1.5.1, temos que V = var(A) para alguma F -álgebra de dimensão
finita A. Desse modo, podemos considerar A = B1 ⊕ . . . ⊕ Bm u J(A) uma
decomposição de Wedderburn-Malcev de A. Em decorrência da Proposição
1.3.12, podemos supor que F é algebricamente fechado e assim Bi

∼= Mni
(F ),

1 ≤ i ≤ m. Observe agora que, se ni > 1 para algum 1 ≤ i ≤ m, pelo
Exemplo 1.1.9, A contém uma F -subálgebra isomorfa a UT2, um absurdo.
Logo, temos que Bi

∼= F , para todo i = 1, . . . ,m. Desde que UT2 /∈ V , pelo
Teorema 1.5.3, obtemos BiJ(A)Bk = 0, ∀i, k ∈ {1, . . . ,m} com i 6= k. Logo,
pelo Teorema 1.5.2, conclúımos que V tem crescimento polinomial.

Antes de apresentarmos alguns corolários do teorema acima, considera-
mos a seguinte definição.
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Definição 1.5.5. Dizemos que uma variedade V tem crescimento quase
polinomial se V tem crescimento exponencial, mas qualquer subvariedade
própria de V tem crescimento polinomial.

Como consequência do Teorema de Kemer, obtemos os seguintes co-
rolários.

Corolário 1.5.6. var(UT2) e var(G) são as únicas variedades de crescimento
quase polinomial.

Demonstração. De fato, já vimos que as álgebras UT2 e G geram variedades
de crescimento exponencial. Seja então U uma subvariedade própria de uma
dessas, supomos U ( var(UT2). Note que assim UT2 /∈ U . Desde que
Id(UT2) ( Id(U), segue que G /∈ U . Logo, pelo Teorema de Kemer, isso
implica que U tem crescimento polinomial.

Seja agora V uma variedade de crescimento quase polinomial. Pela carac-
terização apresentada por Kemer, não podemos ter ambas UT2 e G exclúıdas
da variedade V . Assim, consideramos o caso em que G /∈ V e UT2 ∈ V . Desse
modo, var(UT2) ⊆ V . Uma vez que V tem crescimento quase polinomial e
var(UT2) tem crescimento exponencial da sequência de codimensões, essa
inclusão não pode ser própria, ou seja, V = var(UT2). Na segunda situação,
ou seja, quando G ∈ V temos V = var(G).

Corolário 1.5.7. Não existe variedade de crescimento intermediário, isto é,
a sequência de codimensões de uma álgebra cresce exponencialmente ou é
polinomialmente limitada.

Demonstração. De fato, se V é uma variedade gerada por uma álgebra A,
então um dos seguintes casos ocorre: ou G, UT2 /∈ V e nesse caso V tem
crescimento polinomial da sequência de codimensões; ou pelo menos uma
das duas álgebras G ou UT2 pertence à V e nesse caso a variedade tem
crescimento exponencial da sequência de codimensões.
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Caṕıtulo 2

ϕ-álgebras

Com o objetivo de apresentar os resultados que estendem a caracterização
demonstrada por Kemer, neste caṕıtulo definiremos o conceito de ϕ-álgebra,
apresentando os objetos análogos ao caso anterior para álgebras munidas de
estruturas adicionais e relacionando-os com os já vistos. Por fim, dedicaremos
nossos esforços em classificar, a menos de isomorfismo, as álgebras ϕ-simples
de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica
zero.

2.1 Definições e exemplos

Apresentamos inicialmente os conceitos de álgebras com involução e su-
perálgebras, seguidos de alguns exemplos.

Definição 2.1.1. Seja A uma F -álgebra. Uma aplicação F -linear
∗ : A → A é chamada involução para a álgebra A se, para todos a, b ∈ A
temos satisfeito

1. (ab)∗ = b∗a∗

2. (a∗)∗ = a.

Dizemos que A é uma álgebra com involução (ou ∗-álgebra) se essa
possui uma involução.

Uma aplicação F -linear satisfazendo a condição 1 da definição anterior é
dita antiautomorfismo. Observe que uma involução determina um antiau-
tomorfismo de ordem no máximo 2. Por outro lado, todo antiautomorfismo
de ordem no máximo 2 definido em uma álgebra, torna a mesma uma ∗-
álgebra. Exemplificamos esses conceitos definindo as principais involuções e
∗-álgebras que serão abordadas ao longo deste trabalho.
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Exemplo 2.1.2. Se A é uma álgebra comutativa, então a aplicação iden-
tidade ϕ(a) = a, ∀a ∈ A, é uma involução em A, chamada de involução
trivial. Nesse caso, ∗ é um antiautomorfismo de ordem 1.

Em contrapartida, se ϕ é um antiautomorfismo de ordem 1, então A é uma
álgebra comutativa. Assim sendo, as únicas álgebras munidas da involução
trivial são as álgebras comutativas.

Exemplo 2.1.3. Observe que se A é uma álgebra unitária, então

1 = (1∗)∗ = (1∗1)∗ = 1∗1 = 1∗.

Em particular, se A = F , então essa admite apenas a involução trivial.

Exemplo 2.1.4. Em Mn(F ) temos definida a involução

t : Mn(F )→Mn(F )

(aij) 7→ (aji),

intitulada involução transposta.

Exemplo 2.1.5. Seja s : M2n(F )→M2n(F ) dada por(
A B
C D

)s
=

(
Dt −Bt

−Ct At

)
onde A,B,C,D ∈ Mn(F ) e t é a aplicação transposta. O mapa s é uma
involução, denominada involução simplética, a qual está definida apenas
para matrizes de ordem par.

Exemplo 2.1.6. Sejam D a F -álgebra comutativa F ⊕ F e ∗ : D → D a
aplicação dada por (a, b)∗ = (b, a). Assim definida, ∗ é uma involução em
D denominada involução troca. Denotamos por D∗ a ∗-álgebra D munida
dessa involução.

Exemplo 2.1.7. Em UTn, consideramos a aplicação ∗ dada pela reflexão ao
longo da diagonal secundária. Por exemplo, para B ∈ UT4, temos

B∗ =


a e f g
0 b h i
0 0 c j
0 0 0 d


∗

=


d j i g
0 c h f
0 0 b e
0 0 0 a

 .

Essa é uma involução na álgebra UTn denominada involução reflexão.
Em particular, denotamos por M∗ a álgebra M := F (e11 + e44) + F (e22 +
e33) + Fe12 + Fe34 do Exemplo 1.3.7 com involução reflexão.
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Se A é uma ∗-álgebra e B uma subálgebra dessa, dizemos que B possui
involução induzida se ∗ é uma involução de B pela restrição, ou seja,
B∗ = B. Nesse caso, dizemos que B é uma ∗-subálgebra de A.

Nosso próximo passo consiste em escrever uma ∗-álgebra A como soma
direta de dois subespaços. Para isso, dizemos que a ∈ A é um elemento
simétrico, se a∗ = a. Por outro lado, se a∗ = −a, dizemos que esse é um
elemento antissimétrico. Além disso, denotamos por

A+ = {a ∈ A | a∗ = a} e A− = {a ∈ A | a∗ = −a}

os subespaços dos elementos simétricos e antissimétricos de A, respectiva-
mente. De imediato, é notório que A+ ∩ A− = {0} e, se char F 6= 2 então,
para todo a ∈ A, podemos escrever

a =
a+ a∗

2︸ ︷︷ ︸
∈A+

+
a− a∗

2︸ ︷︷ ︸
∈A−

·

Consequentemente, podemos escrever A = A+ u A−.
Lembramos que, para uma álgebra A, o produto de Jordan entre dois

elementos a e b é dado por a ◦ b = ab+ ba.

Observação 2.1.8. Sejam a1, a2 ∈ A+ e b1, b2 ∈ A−, então

(i) [a1, a2] ∈ A−, [b1, b2] ∈ A− e [a1, b1] ∈ A+;

(ii) a1 ◦ a2 ∈ A+, b1 ◦ b2 ∈ A+ e a1 ◦ b1 ∈ A−.

De fato, para o primeiro item, observe que, se a1, a2 ∈ A+, então

[a1, a2]
∗ = (a1a2)

∗ − (a2a1)
∗ = a∗2a

∗
1 − a∗1a∗2 = a2a1 − a1a2 = −[a1, a2].

Os demais itens seguem de forma análoga.

A seguir definiremos outra estrutura sob a qual estamos interessados.

Definição 2.1.9. Dizemos que uma F -álgebra A é uma superálgebra se
existem dois subespaços vetoriais A(0) e A(1) tais que

A = A(0) u A(1),

A(0)A(0) + A(1)A(1) ⊆ A(0) e A(0)A(1) + A(1)A(0) ⊆ A(1).
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Nesse caso, denotamos a graduação de A por (A(0), A(1)) e chamamos os
subespaços A(0) e A(1) de componentes homogêneas de A, onde A(0) é a
componente par e A(1) a componente ı́mpar. Dizemos que um elemento
de A(0) é um elemento par, e um elemento de A(1) é um elemento ı́mpar.
Cientes disso, ilustraremos com alguns exemplos.

Exemplo 2.1.10. Toda álgebra A é uma superálgebra com graduação tri-
vial A(0) = A e A(1) = {0}.

Exemplo 2.1.11. A álgebra G com graduação canônica G(0) e G(1) definida
no Exemplo 1.1.20 é uma superálgebra. Nesse contexto, denotaremos por
G a álgebra de Grassmann com graduação trivial e por Ggr a álgebra de
Grassmann com graduação canônica.

Exemplo 2.1.12. Considere a álgebra D = F ⊕ F e os subespaços D(0) =
F (1, 1) e D(1) = F (1,−1). Observe que,

D(0)D(0) +D(1)D(1) ⊂ D(0) e D(0)D(1) +D(1)D(0) ⊂ D(1).

Além disso, todo elemento de D pode ser escrito como soma de elementos
de D(0) e D(1) do seguinte modo:

(a, b) =
(
a+ b

2
,

a+ b

2

)
︸ ︷︷ ︸

∈D(0)

+
(
a− b

2
,
−(a− b)

2

)
︸ ︷︷ ︸

∈D(1)

.

Logo, a álgebra D com graduação (D(0), D(1)) definida acima é uma su-
perálgebra. Desse modo, denotaremos por Dgr a álgebra D com graduação
não trivial dada por (F (1, 1), F (1,−1)).

Exemplo 2.1.13. Considere a álgebra UT2 com os subespaços UT
(0)
2 =

Fe11 + Fe22 e UT
(1)
2 = Fe12. Desse modo, UT2 é uma superálgebra com

graduação canônica (UT
(0)
2 , UT

(1)
2 ) assim definida. Logo, tratando-se de

superálgebras, denotamos simplesmente por UT2 a álgebra UT2 com gra-
duação trivial e por UT gr2 a mesma com graduação canônica.

Exemplo 2.1.14. Considere a álgebra Mn(F ) e inteiros k, l com n ≥ k ≥
l ≥ 0 e k + l = n. Podemos reescrever Mn(F ) como{(

P Q
R S

)
| P ∈Mk(F ), Q ∈Mk×l(F ), R ∈Ml×k(F ) e S ∈Ml(F )

}
.

Definimos os subespaços

Mk,l(F )(0) =

{(
P 0
0 S

)
| P ∈Mk(F ) e S ∈Ml(F )

}
e
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Mk,l(F )(1) =

{(
0 Q
R 0

)
| R ∈Ml×k(F ) e Q ∈Mk×l(F )

}
.

Temos que, (Mk,l(F )(0),Mk,l(F )(1)), n ≥ k ≥ l ≥ 0 e k + l = n, são
graduações para a álgebra Mn(F ). Assim, quando l > 0, denotamos por
Mk,l(F ) a álgebra Mn(F ) com graduação não trivial. Quando l = 0,
observe que Mk,l(F )(1) = {0} e assim temos Mn(F ) uma superálgebra com
graduação trivial.

Exemplo 2.1.15. A álgebra Mn(F ⊕ cF ), onde c2 = 1 é uma superálgebra
com graduação Mn(F ⊕ cF )(0) = Mn(F ) e Mn(F ⊕ cF )(1) = cMn(F ).

Veremos mais tarde que essas últimas álgebras desempenham um papel
importante na classificação das superálgebras simples de dimensão finita so-
bre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero.

A próxima proposição nos permitirá estabelecer uma nomenclatura co-
mum para superálgebras e ∗-álgebras.

Proposição 2.1.16. Se A é uma superálgebra então existe um automorfismo
ϕ de A de ordem no máximo 2 induzido pela superestrutura de A. Recipro-
camente, se existe um automorfismo ϕ de A de ordem no máximo 2, então
A é uma superálgebra com a graduação induzida por ϕ.

Demonstração. Considere A = A(0) u A(1) uma superálgebra. Para todo
a ∈ A, escrevemos a = a0 + a1, onde a0 ∈ A(0) e a1 ∈ A(1), e definimos
ϕ : A→ A, dado por

a 7→ a0 − a1.
É de imediato que ϕ ∈ Aut(A) e ϕ2 é a aplicação identidade.

Por outro lado, seja ϕ um automorfismo de A de ordem no máximo 2.
Definimos os subespaços

A(0) = {a ∈ A | ϕ(a) = a} e A(1) = {a ∈ A | ϕ(a) = −a}

e observamos que A(0) ∩ A(1) = {0}, A(0)A(0) + A(1)A(1) ⊆ A(0) e A(0)A(1) +
A(1)A(0) ⊆ A(1). Além disso, para todo a ∈ A e char F 6= 2, podemos escrever
a = a0 + a1, onde

a0 =
a+ ϕ(a)

2
e a1 =

a− ϕ(a)

2
.

Desde que ϕ é um automorfismo de ordem no máximo 2, segue que
ϕ(a0) = a0 e ϕ(a1) = −a1. Assim, a0 ∈ A(0) e a1 ∈ A(1). Portanto, con-
clúımos que ϕ induz uma superestrutura em A da forma A = A(0) u A(1),
como gostaŕıamos.
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Em particular, observe que a aplicação identidade induz a graduação tri-
vial em A. Além disso, a demonstração anterior nos diz que A(0) é exatamente
o espaço associado ao autovalor 1 e A(1) o espaço associado ao autovalor −1.

Seja A uma superálgebra com um automorfismo ϕ induzido pela supe-
restrutura e B uma subálgebra de A. Dizemos que B é uma subálgebra
graduada com graduação induzida de A se essa pode ser regrada com uma
superestrutura oriunda da graduação de A dada por (A(0) ∩ B,A(1) ∩ B).
Nesse caso, temos que B é invariante pelo automorfismo ϕ, isto é, Bϕ = B.

Por outro lado, observe que se Bϕ = B, então para b = b0 + b1 ∈ B com
b0 ∈ A(0) e b1 ∈ A(1), temos

b0 =
b+ ϕ(b)

2
∈ B e b1 =

b− ϕ(b)

2
∈ B,

isto é, B pode ser escrita como soma direta B = (A(0) ∩B) u (A(1) ∩B), ou
seja, B é uma subálgebra graduada de A com graduação induzida.

Chamamos de ϕ-álgebra uma álgebra A munida de um automorfismo
ou um antiautomorfismo ϕ de ordem no máximo 2. Assim, qualquer su-
perálgebra ou qualquer álgebra com involução, será uma ϕ-álgebra. Além
disso, dizemos que duas ϕ-álgebras são isomorfas quando existe um isomor-
fismo de álgebras que se comporta bem com a ϕ-estrutura de A, conforme
abaixo.

Definição 2.1.17. Sejam A uma álgebra com involução ∗ e B uma álgebra
com involução �. Um isomorfismo (de álgebras com involução) de A em B é
um isomorfismo de álgebras ψ : A→ B tal que

ψ(a∗) = ψ(a)�,∀a ∈ A.

Definição 2.1.18. Sejam A = A(0) u A(1) e B = B(0) u B(1) superálgebras
sobre um corpo F . Um isomorfismo (de superálgebras) de A em B é um
isomorfismo de álgebras ψ : A→ B que preserva graduação, ou seja,

ψ(A(0)) = B(0) e ψ(A(1)) = B(1).

Exemplo 2.1.19. Desde que, para P ∈Mk(F ), Q ∈Mk×l(F ), R ∈Ml×k(F )
e S ∈Ml(F ), o homomorfismo ψ : Mk,l(F )→Ml,k(F ) dado por(

P Q
R S

)
7→
(
S R
Q P

)
é um isomorfismo de superálgebras. Desse modo, podeŕıamos ter tomado
l ≥ k no Exemplo 2.1.14.
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Exemplo 2.1.20. A álgebra M2(F ) com involução simplética contém uma
subálgebra com involução induzida isomorfa a D∗. De fato, considere o mo-
nomorfismo ψ : D∗ →M2(F ) dado por ψ((a, b)) = ae11 + be22. Desde que

ψ((a, b)∗) = ψ((b, a)) = be11 + ae22 = (ae11 + be22)
s = ψ((a, b))s,

temos que ψ é um monomorfismo de ∗-álgebras.

Exemplo 2.1.21. A álgebra (Mn(F ), t), n ≥ 2, contém uma subálgebra iso-
morfa a (M2(F ), t). Para isso, basta considerar o monomorfismo φ : M2(F )→
Mn(F ) dado por

φ(e11) = e11, φ(e22) = enn, φ(e21) = en1 φ(e12) = e1n.

Como esperado, (M2n(F ), s), n ≥ 1, contém uma subálgebra isomorfa à
(M2(F ), s). Para esse caso, basta considerar o monomorfismo ψ : M2(F ) →
M2n(F ) dado por

ψ(e11) = e11 + enn, ψ(e22) = en+1n+1 + e2n 2n,

ψ(e21) = e2n 1 + en+1n, ψ(e12) = e1 2n + enn+1.

2.2 ϕ-identidades polinomiais e ϕ-codimensões

Nesta seção, buscamos estender a linguagem usada em álgebras ordinárias
para ϕ-álgebras. Assim sendo, definiremos as ϕ-identidades polinomiais e a
sequência de ϕ-codimensões.

Se A é uma ϕ-álgebra, podemos escrever A = A+
ϕ u A−ϕ , onde A+

ϕ =
{a ∈ A | aϕ = a} e A−ϕ = {a ∈ A | aϕ = −a}. Desse modo, se ϕ é um
automorfismo de ordem no máximo 2, ou seja, se A é uma superálgebra,
então A+

ϕ = A(0) e A−ϕ = A(1). Todavia, se ϕ é um antiautomorfismo de
ordem no máximo 2, ou seja, se A é uma ∗-álgebra, segue que A+

ϕ = A+ e
A−ϕ = A−.

Considere X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumerável de variáveis, F
um corpo de caracteŕıstica zero e ϕ um automorfismo ou um antiauto-
morfismo de ordem no máximo 2 em F 〈X〉. Dessa forma, denotamos por
F 〈X,ϕ〉 a ϕ-álgebra livre associativa unitária gerada pelos elementos X ′ =
{x1, xϕ1 , x2, x

ϕ
2 , . . .}.

Nosso próximo passo consiste em reescrever X ′ como união de dois sub-
conjuntos Y e Z. Tal descrição será vantajosa para definirmos o conceito
de identidade polinomial para ϕ-álgebras. Para isso, consideramos Y o con-
junto dos elementos {yi = xi + xϕi | i ∈ N} e Z o conjunto dos elementos
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{zi = xi − xϕi | i ∈ N}. Podemos escrever os elementos de F 〈X,ϕ〉 tanto
nas variáveis {x1, xϕ1 , x2, x

ϕ
2 , . . .} quanto nas variáveis {y1, z1, y2, z2, . . .}, ou

seja, F 〈X,ϕ〉 = F 〈Y ∪ Z〉, onde essa última é a álgebra associativa livre
no conjunto Y ∪ Z. Utilizando essas notações, intitulamos os elementos de
F := F 〈Y ∪ Z〉 de ϕ-polinômios.

Para entendermos melhor tais objetos, consideramos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.1. Considere o polinômio f(y1, z2) = y1z2 ∈ F 〈Y ∪Z〉. Desde
que y1 = x1 + xϕ1 e z2 = x2 − xϕ2 , temos

y1z2 = (x1 + xϕ1 )(x2 − xϕ2 ) = x1x2 − x1xϕ2 + xϕ1x2 − x
ϕ
1x

ϕ
2 ∈ F 〈X,ϕ〉.

Por outro lado, dado x1x
ϕ
2 ∈ F 〈X,ϕ〉, temos

x1x
ϕ
2 =

(
y1 + z1

2

)(
y2 − z2

2

)
=

1

4
(y1y2 − y1z2 + z1y2 − z1z2) ∈ F 〈Y ∪ Z〉.

Observe que, por exemplo, o polinômio f(x1, x
ϕ
1 , x2, x

ϕ
2 ) = x1x2 + x2x1

pode ser visto tanto como um elemento da álgebra livre F 〈X〉 como da ϕ-
álgebra livre F 〈X,ϕ〉, o que nos permite visualizar F 〈X〉 ⊂ F 〈X,ϕ〉. No caso
em que estamos visualizando a ϕ-álgebra livre no conjunto Y ∪ Z podemos
mergulhar a álgebra livre F 〈X〉 em F 〈Y ∪ Z〉 definindo xi := yi + zi, para
todo i ∈ N.

Chamamos atenção para o fato que, se ϕ é um automorfismo de ordem no
máximo 2, F admite uma superestrutura definindo F (0) o subespaço gerado
por todos monômios nas variáveis Y ∪ Z que possuem um número par de
variáveis em Z e F (1) será o subespaço gerado por todos monômios nas
variáveis Y ∪ Z que possuem um número ı́mpar de variáveis em Z. Em
contrapartida, se ϕ = ∗ é um antiautomorfismo de ordem no máximo 2,
esse induz uma estrutura de ∗-álgebra em F , onde as variáveis de Y são
simétricas y∗i = yi e as variáveis de Z são antissimétricas z∗i = −zi. Nesse
caso, denotamos por F+ o espaço dos elementos simétricos e F− o espaço
dos elementos antissimétricos.

Definição 2.2.2. SejaA uma ϕ-álgebra. Dado f = f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈
F , dizemos que f é uma ϕ-identidade polinomial de A se

f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) = 0

para quaisquer a1, . . . , an ∈ A+
ϕ e b1, . . . , bm ∈ A−ϕ .

Nos respectivos casos, se A é uma superálgebra, dizemos que f é uma
identidade graduada de A. Por outro lado, se A é uma ∗-álgebra, dizemos
que f é uma ∗-identidade de A.
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Exemplo 2.2.3. Para uma superálgebra A com graduação trivial, z é sempre
uma identidade graduada de A.

Exemplo 2.2.4. Se A é uma ϕ-álgebra comutativa, segue que [y1, y2], [z1, z2]
e [y1, z1] são ϕ-identidades de A.

Exemplo 2.2.5. Considere a ∗-álgebra M∗. Sabemos que M+
∗ = F (e11 +

e44) +F (e22 + e33) +F (e12 + e34) e M−
∗ = F (e12− e34). Logo, temos que z1z2

é uma ∗-identidade de M∗.

Exemplo 2.2.6. Para a superálgebra Ggr, vimos que G(0) ⊆ Z(G), logo
[y1, y2] e [y, z] são identidades graduadas de Ggr.

Neste passo, definimos Idϕ(A) o Tϕ-ideal de A, formado por todas as
ϕ-identidades polinomiais de A. Observe que Idϕ(A) é um ideal invariante
sob todo endomorfismo de F que comuta com ϕ, ou seja, é um Tϕ-ideal de F .
No caso em que A é uma ∗-álgebra, denotamos Idϕ(A) = Id∗(A) o ∗-ideal
de A. Se essa é uma superálgebra, escrevemos Idϕ(A) = Idgr(A) o T2-ideal
graduado de A.

A par disso, consideramos

Pϕ
n = spanF{wσ(1) . . . wσ(n) | σ ∈ Sn, wi = yi ou wi = zi, i = 1, . . . , n}, n ≥ 1,

o espaço dos ϕ-polinômios multilineares nas variáveis y1, z1, . . . , yn, zn.
É bem conhecido que, sobre um corpo de caracteŕıstica zero, todo Tϕ-ideal

é finitamente gerado. Além disso, qualquer ϕ-identidade é consequência de
ϕ-identidades multilineares. Abaixo, exibiremos os Tϕ-ideais das principais
ϕ-álgebras com as quais trabalharemos ao longo deste trabalho. Posterior-
mente, exibiremos os cálculos para determinar os Tϕ-ideais das ϕ-álgebras
UT gr2 , D

gr e D∗.

Lema 2.2.7. 1. Idgr(UT2) = 〈[y1, y2][y3, y4], z〉T2 (ver [27]);

2. Idgr(G) = 〈[y1, y2, y3], z〉T2 (ver [26]);

3. Idgr(Dgr) = 〈[y1, y2], [y, z], [z1, z2]〉T2 (ver [11]);

4. Idgr(UT gr2 ) = 〈[y1, y2], z1z2〉T2 (ver [37]);

5. Idgr(Ggr) = 〈[y1, y2], [y, z], z1 ◦ z2〉T2 (ver [13]);

6. Id∗(D∗) = 〈[y1, y2], [y, z], [z1, z2]〉T∗ (ver [11]);

7. Id∗(M∗) = 〈z1z2〉T∗ (ver [29]).

Proposição 2.2.8. Idgr(UT gr2 ) = 〈[y1, y2], z1z2〉T2 .
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Demonstração. Seja I = 〈[y1, y2], z1z2〉T2 . Desde que UT gr2 satisfaz as iden-
tidades graduadas geradoras de I, segue que I ⊆ Idgr(UT gr2 ). Por outro
lado, seja f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zn) ∈ Idgr(UT gr2 ) multilinear. Para mostrar a
inclusão contrária, é suficiente mostrarmos que f ≡ 0 (mod I).

Desde que F (1)F (0) ⊆ F (1) e z1z2 ∈ I, segue que z1yz2 ∈ I, para qualquer
variável par y. Logo, podemos escrever

f ≡ g(y1, . . . , ym) + h(y1, . . . , ym, z) (mod I),

onde podemos supor g e h multilineares em suas respectivas variáveis.
Substituindo yi2yi1 = yi1yi2 − [yi1 , yi2 ] e usando o fato que [y1, y2] ∈ I,

podemos reescrever g ≡ αy1 . . . ym (mod I). Considere a avaliação z = 0 e
yi = e11, para todo i = 1, . . . ,m. Desde que f é uma identidade de UT gr2 ,
obtemos αe11 = 0, ou seja, α = 0 e g ≡ 0 módulo I.

Analogamente, reordenando as variáveis podemos reescrever

h =
∑

βyi1 . . . yinzyj1 . . . yjt−n (mod I),

com i1 < . . . < in e j1 < . . . < jt−n. Suponha que h é não nulo, isto é, existe
um monômio βy1 . . . ymzym+1 . . . yt não nulo. Considere a avaliação y1 =
. . . = ym = e11, ym+1 = . . . = yt = e22 e z = e12 em f . Uma vez que e11e22 =
e22e11 = 0, segue que qualquer monômio diferente de βy1 . . . ymzym+1 . . . yt
se anula nessa substituição. Desse modo, f(e11, . . . , e11, e22, . . . , e22, e12) ≡
βe12 (mod I). Desde que f é uma identidade de UT gr2 , segue que β = 0,
uma contradição. Portanto, h ≡ 0 (mod I) e assim f ≡ 0 (mod I).

Teorema 2.2.9. [4, Teorema 2.16] Para a álgebra (M2(F ), t), com charF 6=
2, as ∗-identidades

[z1, z2], [z1z2, y]

[y1, y2][y3, y4]− [y1, y3][y2, y4] + [y1, y4][y2, y3] e

[z1y1z2, y2]− z1z2[y1, y2],
geram o T∗-ideal Id∗(M2(F )).

Dizemos que duas ϕ-álgebras A e B são Tϕ-equivalentes se Idϕ(A) =
Idϕ(B). Em notações estabelecidas, escrevemos A ∼Tϕ B.

Interessados em estudar o comportamento das ϕ-identidades de uma ϕ-
álgebra consideramos o espaço

Pϕ
n (A) :=

Pϕ
n

Pϕ
n ∩ Idϕ(A)

·

Note que o estudo das ϕ-identidades polinomiais pode ser obtido a partir
do espaço Pϕ

n (A). Para isso, tomamos conhecimento da definição abaixo.
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Definição 2.2.10. A dimensão de Pϕ
n (A) sobre F é denominada a n-ésima

ϕ-codimensão de A e denotamos por cϕn(A).

Se A é uma álgebra com involução, escrevemos cϕn(A) = c∗n(A) a n-ésima
∗-codimensão de A. Todavia, se A é uma superálgebra, denotamos cϕn(A) =
cgrn (A) a n-ésima codimensão graduada de A.

Se A é uma ϕ-álgebra sobre um corpo F munida de uma automorfismo
ou um antiautomorfismos ϕ de ordem no máximo dois e K uma extensão
de F , então A ⊗ K é uma K-álgebra munida de um automorfismo ou um
antiautomorfismo ϕ : A ⊗K → A ⊗K de ordem no máximo dois dado por
ϕ(a ⊗ k) = ϕ(a) ⊗ k, para todos a ∈ A e k ∈ K, e estendido linearmente.
Desse modo, A⊗K admite uma estrutura de ϕ-álgebra.

A observação seguinte nos permite relacionar a n-ésima codimensão da
ϕ-álgebra A (sobre F ) com a n-ésima codimensão da ϕ-álgebra A⊗K (sobre
K).

Observação 2.2.11. A ϕ-codimensão de uma ϕ-álgebra A sobre um corpo
F não é alterada quando consideramos a ϕ-álgebra A⊗K sobre uma extensão
K do corpo original, ou seja, cϕn(A) = cϕn(A⊗K).

Assim, sempre que nos referirmos a resultados relativos à sequência de
ϕ-codimensões, podemos considerar, sem perda de generalidade, o corpo al-
gebricamente fechado.

De imediato, nos indagamos a respeito da relação entre a n-ésima codi-
mensão ordinária de uma ϕ-álgebra e sua n-ésima ϕ-codimensão. Em 1985,
Giambruno e Regev mostraram em [15] que se A é uma ϕ-álgebra, a relação
buscada é dada pelo lema seguinte.

Lema 2.2.12. Seja A uma ϕ-álgebra. Então cn(A) ≤ cϕn(A).

Além disso, os autores mostraram que se A é uma F -álgebra, então

cn(A) ≤ cϕn(A) ≤ 2ncn(A). (2.1)

Dessa forma, obtemos um limite exponencial para a n-ésima ϕ-codimensão
da PI-álgebra A. Assim, conclúımos o seguinte teorema.

Teorema 2.2.13. Uma ϕ-álgebra A é uma PI-álgebra se, e somente se,
cϕn(A) é exponencialmente limitada.

Como o t́ıtulo deste trabalho já nos apresenta, estamos interessados nas
ϕ-álgebras cuja sequência de ϕ-codimensões é polinomialmente limitada.
Assim, podemos estender as definições a respeito do comportamento da
sequência de codimensões para a sequência de ϕ-codimensões.
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Observação 2.2.14. Note que a relação (2.1) nos diz que se A é uma ϕ-
álgebra cuja sequência de codimensões ordinárias cresce exponencialmente,
então cϕn(A) cresce exponencialmente. Assim, temos que as álgebras UT2,
UT gr2 , G e Ggr têm crescimento exponencial da sequência de codimensões
graduadas.

Para r = 0, . . . , n e σ ∈ Sn, definimos o espaço Pr,n−r por

spanF{wσ(1) . . . wσ(n) | wi = yi, 1 ≤ i ≤ r e wi = zn−i+1, r + 1 ≤ i ≤ n},

o espaço dos ϕ-polinômios multilineares nas variáveis y1, . . . , yr, z1, . . . , zn−r.
Com isso, consideramos o seguinte espaço,

Pr,n−r(A) :=
Pr,n−r

Pr,n−r ∩ Idϕ(A)
·

Observe que, para cada partição (r, n − r) de n, existem
(
n
r

)
subespaços

isomorfos à Pr,n−r em Pϕ
n . Desse modo, a relação entre Pϕ

n e Pr,n−r é dada
por

Pϕ
n
∼=

n⊕
r=0

(
n

r

)
Pr,n−r.

Logo, a melhor compreensão do espaço Pr,n−r(A) nos permitirá obter
informações a respeito das ϕ-identidades a partir das variáveis Y ∪Z, deter-
minadas pela partição (r, n − r) de n. De fato, buscaremos esclarecer essas
relações nos próximos resultados.

Nesse sentido, definimos cr,n−r(A) := dimF Pr,n−r(A) a (r, n − r)-ésima
ϕ-codimensão de A.

Observação 2.2.15. Note que, se {fi(x1, . . . , xn)}1≤i≤m é uma base de Pn
módulo Id(A), restringindo nossas variáveis às substituições espećıficas, po-
demos considerar {fi(y1, . . . , yr, z1, . . . , zn−r)}1≤i≤m um conjunto linearmente
independente de Pr,n−r módulo Idϕ(A). Assim,

cr,n−r(A) ≤ cn(A), para todo r ≤ n.

Respondendo ao questionamento sobre uma posśıvel associação entre a
n-ésima ϕ-codimensão e a (r, n − r)-ésima codimensão definida, os autores
mostraram no artigo [7] e em consequência do Teorema 10.4.5 em [20] o
seguinte resultado.

Teorema 2.2.16. Seja A uma ϕ-álgebra. Então

cϕn(A) =
n∑
r=0

(
n

r

)
cr,n−r(A).
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Finalmente, dada uma ϕ-álgebra A, podemos considerar a classe de to-
das as ϕ-álgebras que satisfazem as ϕ-identidades de A. Denotamos essa
classe por varϕ(A) a ϕ-variedade gerada por A. Nos respectivos casos, se
A é uma álgebra com involução, então varϕ(A) = var∗(A) a ∗-variedade
gerada por A. Se essa é uma superálgebra, então varϕ(A) = vargr(A) é
a supervariedade gerada por A. Ademais, se V = varϕ(A), dizemos que
cϕn(V) = cϕn(A).

Observação 2.2.17. Como consequência do Exemplo 2.1.20, segue que D∗ ∈
var∗(M2(F ), s).

Observação 2.2.18. Note que os ∗-polinômios que geram Id∗(M2(F )) com
involução transposta, descritos no Teorema 2.2.9, são ∗-identidades de M∗.
Logo, M∗ ∈ var∗(M2(F ), t).

A partir dessas discussões, estamos aptos a exibir os cálculos para deter-
minar os Tϕ-ideais das álgebras D∗ e Dgr e suas sequências de ϕ-codimensões.

Proposição 2.2.19. Seja Dϕ a ϕ-álgebra D∗ ou Dgr. Então Idϕ(Dϕ) =
〈[y1, y2], [y1, z1], [z1, z2]〉Tϕ . Além disso, cϕn(Dϕ) = 2n, para todon ≥ 1.

Demonstração. Seja I = 〈[y1, y2], [y1, z1], [z1, z2]〉Tϕ e V a ϕ-variedade gerada
por I. Uma vez que as variáveis comutam, módulo I, qualquer polinômio
f ∈ Pr,n−r pode ser reescrito (mod I) como combinação linear de elementos
da forma y1 . . . yrz1 . . . zn−r, para todo r = 0, 1, . . . , n. Logo,

cr,n−r(V) ≤ 1, para todo r.

Uma vez que Dϕ satisfaz as ϕ-identidades geradoras de I, conclúımos que
I ⊆ Idϕ(Dϕ) e consequentemente,

cr,n−r(Dϕ) ≤ cr,n−r(V) ≤ 1.

Afirmamos que cr,n−r(Dϕ) ≥ 1. Para isso, para cada r = 0, 1, . . . , n, basta
exibirmos um polinômio em Pr,n−r que não é identidade para Dϕ. Tome então

f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zn) = y1 . . . yrz1 . . . zn−r ∈ Pr,n−r

e a avaliação yi = (1, 1), zj = (1,−1), para todos i = 1, . . . , r e j = 1, . . . , n−
r. Observamos que

f((1, 1), . . . , (1, 1), (1,−1), . . . , (1,−1)) = (1, (−1)n−r) 6= 0.
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Portanto, temos que 1 ≤ cr,n−r(Dϕ) ≤ cr,n−r(V) ≤ 1. Logo, cr,n−r(Dϕ) =
1 para todo r = 0, . . . , n. Desde que cr,n−r(Dϕ) = cr,n−r(V) = 1, obtemos
Idϕ(Dϕ) = I. Além disso,

cϕn(Dϕ) =
n∑
r=0

(
n

r

)
cr,n−r(Dϕ) =

n∑
r=0

(
n

r

)
= 2n,

como queŕıamos.

Chamamos atenção para as ϕ-álgebras D∗ e Dgr. Essas serão de grande
interesse para o caṕıtulo seguinte, uma vez que, D é uma álgebra comutativa
com codimensão ordinária cn(D) = 1. Porém, quando olhamos para essa
álgebra como ϕ-álgebra, sua ϕ-codimensão c∗n(D∗) = cgrn (Dgr) = 2n é expo-
nencial. Essa análise nos induz, caso queiramos obter resultados análogos
ao Teorema 1.5.4, a excluir essas álgebras das respectivas ϕ-variedades para
garantirmos crescimento polinomial das ϕ-codimensões.

O próximo resultado nos informa sobre a sequência de ϕ-codimensões de
uma álgebra A cuja cn(A) é polinomialmente limitada, a partir de certas
condições.

Lema 2.2.20. Seja A uma ϕ-álgebra de crescimento polinomial da sequência
de codimensões ordinárias. Se existe um natural q para o qual qualquer
monômio contendo pelo menos q variáveis em Z está em Idϕ(A) então cϕn(A)
é polinomialmente limitada.

Demonstração. Suponha cn(A) ≤ αnt, para algumas constantes α e t. Para
r = 0, 1, . . . , n, a relação entre cr,n−r(A) e cn(A) dada pela Observação 2.2.15
nos diz que

cr,n−r(A) ≤ cn(A) ≤ αnt.

Observe que se existe um inteiro q nas condições da hipótese, então para
todo r ≤ n − q temos que Pr,n−r ∩ Idϕ(A) = Pr,n−r e consequentemente,
cr,n−r(A) = 0. Portanto, pelo Teorema 2.2.16, conclúımos que,

cϕn(A) =
n∑

r=n−q+1

(
n

r

)
cr,n−r(A) ≤ αnt

n∑
r=n−q+1

(
n

r

)
= αnt

q−1∑
r=0

(
n

r

)
≤ αnt+q,

como gostaŕıamos.

Observe que o número de variáveis em Z em uma ϕ-identidade nos direci-
ona para resultados a respeito do crescimento da sequência de ϕ-codimensões.
Motivados pelo lema anterior, apresentaremos alguns resultados nessa direção,
os quais serão fundamentais no próximo caṕıtulo.
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Para visualizar melhor a demonstração que faremos a seguir, supomos,
por exemplo, que A é uma ϕ-álgebra tal que z1z2z3 ∈ Idϕ(A). Afirmamos
que, por exemplo, a1b4a2a3 = 0, onde a1, a2, a3 ∈ A−ϕ e b4 ∈ A+

ϕ . De fato,
como a1 ◦ b4 := a5 ∈ A−ϕ , podemos escrever a1b4 = a5 − b4a1. Portanto,

a1b4a2a3 = a5a2a3 − b4a1a2a3 = 0,

como verificamos.

Proposição 2.2.21. Seja A uma ϕ-álgebra. Se existe um inteiro t ≥ 1 com
z1 . . . zt ∈ Idϕ(A), então

z1w1z2 . . . wt−1zt ∈ Idϕ(A),

onde w1, . . . , wt−1 são monômios (eventualmente vazios) em variáveis perten-
centes a Y ∪ Z.

Demonstração. Para provar a proposição, é suficiente mostrarmos que, dado
o inteiro t da hipótese e elementos a1, . . . , at ∈ A−ϕ , então o produto

a1γ1a2 . . . γt−1at = 0,

onde γ1, . . . , γt−1 são elementos de A que são produtos de elementos de A+
ϕ

e de A−ϕ . Uma vez que ai ◦ bi ∈ A−ϕ , para todo bi ∈ A+
ϕ , temos que aibi =

−biai + ki, com ki ∈ A−ϕ . Desse modo, aplicando recursivamente o que foi
observado antes do enunciado da proposição, podemos reescrever o produto
a1γ1a2 . . . γt−1at de modo a obter o resultado desejado.

Por fim, exibimos o teorema abaixo que nos dará uma condição, em termos
de uma identidade ordinária, para trabalharmos com uma ϕ-variedade gerada
por uma ϕ-álgebra finitamente gerada. No próximo caṕıtulo daremos mais
detalhes sobre a utilidade deste resultado.

Teorema 2.2.22. [20, Teorema 11.4.3] Seja V uma ϕ-variedade. Se V sa-
tisfaz alguma identidade de Capelli de algum posto, então V = varϕ(A) para
alguma ϕ-álgebra A finitamente gerada.

2.3 ϕ-álgebras simples e o ϕ-expoente

Com o intuito de apresentar a classificação das ϕ-álgebras simples de
dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero,
recordaremos alguns resultados a respeito de Mn(F )-módulos. Inicialmente,
lembramos que se R é um anel unitário, um R-módulo M é simples se RM 6=
{0} e esse não possui R-submódulos próprios não nulos.
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Exemplo 2.3.1. Seja F um corpo e, para um valor fixo j = 1, . . . , n, con-
sidere o ideal à esquerda Cj de Mn(F ) gerado pela matriz coluna {aij | i =
1, . . . , n}. Então Cj é um Mn(F )-módulo simples com a multiplicação usual.

Antes do próximo exemplo, consideramos F n o espaço dos vetores colunas
n dimensional com entradas em F .

Exemplo 2.3.2. Seja σ ∈ Aut(Mn(F )) e considere F n o Mn(F )-módulo sob
a ação definida por

Mn(F )× F n → F n

(X, v) 7→ σ(X)v.

Então, F n é um Mn(F )-módulo simples.
Para verificar isso, considere N 6= {0} um Mn(F )-submódulo de F n,

queremos ver que N = F n. Tome v = (v1, . . . , vn) ∈ N , com v 6= 0 e α um
elemento qualquer de F . Desde que v é não nulo, uma das entradas vi de v
é não nula.

Uma vez que σ é um automorfismo de Mn(F ), segue que, para cada
j ∈ {1, . . . , n}, existe uma matriz Aj ∈Mn(F ) tal que

σ(Aj) =
α

vi
eji,

onde eji denota a matriz elementar. Desse modo, com a ação definida acima,
temos que

Ajv = σ(Aj)v =
α

vi
ejiv = αej,

onde ej denota o vetor coluna cuja entrada j é igual a 1 e as demais são
nulas. Como α é arbitrário, decorre que αej ∈ N , ∀α ∈ F e j ∈ {1, . . . , n},
isto é, F n ⊆ N , e a igualdade segue.

Proposição 2.3.3. Todos os Mn(F )-módulos simples são isomorfos.

Demonstração. Seja N um Mn(F )-módulo simples. Contanto que dois quais-
quer ideais laterais de matrizes colunas são isomorfos, basta mostrarmos que
N é isomorfo a um ideal lateral de matrizes colunas Ci. De fato, como
N = IN ⊆ Mn(F )N ⊆ N decorre da simplicidade de N que Mn(F )N = N ,
onde I é a matriz identidade n× n.

Considere agora a aplicação

f : Ci → N

ci 7→ cin.
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Uma vez que Mn(F ) =
n∑
i=1

Ci e N 6= {0}, existe i ∈ {1, . . . , n} tal que

CiN 6= 0. Portanto, existe n ∈ N e ci ∈ Ci tal que cin 6= 0, isto é, f é
um homomorfismo não nulo de Mn(F )-módulos cujo núcleo é um Mn(F )-
submódulo próprio de Ci e a imagem é um Mn(F )-submódulo não nulo de
N . Desde que Ci e N são simples, então ker(f) = {0} e f(Ci) = N . Logo,
f é, na verdade, um isomorfismo de Mn(F )-módulos.

Teorema 2.3.4 (Skolem-Noether). Se F é um corpo, então todo automor-
fismo σ de Mn(F ) é interno, isto é, da forma X → Y XY −1, onde Y é uma
matriz invert́ıvel.

Demonstração. Considere F n o Mn(F )-módulo com a ação (X, v) → Xv.
Por outro lado, dado σ ∈ Aut(Mn(F )), podemos considerar a ação

(X, v)→ σ(X)v,

com X ∈ Mn(F ) e v ∈ F n. Desde que o Exemplo 2.3.2 e a Proposição
2.3.3 nos dizem que Mn(F ) admite apenas um módulo simples a menos de
isomorfismo, existe uma transformação linear bijetora Y : F n → F n entre
esses dois módulos tal que Y (Xv) = σ(X)Y (v), para todo v ∈ F n e X ∈
Mn(F ), logo σ(X) = Y XY −1.

Se I é um ideal de uma ϕ-álgebra A, então I é um ϕ-ideal de A se I é
invariante pela aplicação ϕ, ou seja, quando ϕ = ∗ é uma involução, então
I∗ = I, quando ϕ é um automorfismo de ordem no máximo dois, induzido
pela superestrutura de A, então I é um ideal com graduação induzida de A,
consequentemente Iϕ = I.

Neste passo, dizemos que uma ϕ-álgebra é ϕ-simples se A2 6= {0} e os
únicos ϕ-ideais de A são {0} e A. Nesse caso, quando ϕ for um automorfismo
de ordem no máximo dois, dizemos que A é uma superálgebra simples e se
ϕ é um antiautomorfismo de ordem no máximo dois, A é uma ∗-álgebra ∗-
simples. Observamos que uma ϕ-álgebra pode ser ϕ-simples, mas não ser
simples como álgebra ordinária. Todavia, se uma ϕ-álgebra é uma álgebra
simples, então essa é ϕ-simples.

Exemplo 2.3.5. Desde que Mn(F ) é simples como álgebra ordinária, temos
que Mk,l(F ), n ≥ k ≥ l ≥ 0, k + l = n, com graduações definidas em 2.1.14
são superálgebras simples. Analogamente, (Mn(F ), t) e (Mn(F ), s) são ∗-
simples.

Exemplo 2.3.6. A ∗-álgebra D∗ é ∗-simples. De fato, considere F1 =
spanF{(1, 0)} e F2 = spanF{(0, 1)}, queremos ver que esses são os únicos
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ideais de D. Para isso, seja I um ideal não nulo de D diferente de F1

e F2, e tome (a, b) ∈ I, com a, b 6= 0. Como (1, 0)(a, b) = (a, 0) ∈ I e
(0, 1)(a, b) = (0, b) ∈ I, segue que I = F1 ⊕ F2 = D, e F1, F2 são os únicos
ideais próprios não nulos de D. Porém, como F ∗1 = F2, segue que esses não
são ∗-ideais, ou seja, D∗ é ∗-simples

Exemplo 2.3.7. De modo geral, considere a álgebra Mn(F ) ⊕ Mn(F )op,
sabemos que esta pode ser vista como uma ∗-álgebra com involução troca.
Afirmamos que (Mn(F ) ⊕ Mn(F )op, ∗) é uma álgebra ∗-simples. De fato,
desde que Mn(F ) e Mn(F ) são álgebras unitárias e Mn(F ) é simples, os
únicos ideais próprios não nulos de Mn(F ) ⊕ Mn(F )op são (0,Mn(F )op) e
(Mn(F ), 0), como nenhum desses são ∗-ideais, segue o resultado. Portanto,
essa não é uma álgebra simples, mas é ∗-simples.

Com o propósito de obter a classificação desejada, apresentamos o se-
guinte teorema, que nos permitirá caracterizar as álgebras ϕ-simples sob
determinadas condições.

Teorema 2.3.8. [20, Teorema 3.4.4] Seja A uma ϕ-álgebra de dimensão
finita sobre um corpo F . Então:

1. J(A) é ϕ-ideal de A;

2. se A é uma álgebra ϕ-simples, então A é simples ou A = B⊕Bϕ, para
alguma subálgebra simples B de A.

Demonstração. Seja m o ı́ndice de nilpotência de J(A) e tome j1
ϕ, . . . , jm

ϕ ∈
J(A)ϕ. Logo,

j1
ϕ . . . jm

ϕ = (jσ(1) . . . jσ(m))
ϕ = 0,

onde σ ∈ Sm é a identidade no caso em que ϕ é um automorfismo, ou
σ(i) = m − i + 1, ∀i = 1, . . . ,m, caso em que ϕ é um antiautomorfismo.
Desse modo, J(A)ϕ é nilpotente de ı́ndice pelo menos m. Uma vez que, J(A)
é o maior ideal nilpotente de A, temos J(A)ϕ ⊆ J(A). Também,

J(A) = (J(A)ϕ)ϕ ⊆ J(A)ϕ,

concluindo que J(A) = J(A)ϕ.
Para a segunda parte, supomos que A é ϕ-simples, mas não é simples.

Desde que J(A) é um ϕ-ideal de A e A não é nilpotente, segue que J(A) = {0}
e, pelo Teorema 1.4.6, podemos escrever A = B1⊕ . . .⊕Bn, onde cada Bi é,
na verdade, um ideal bilateral simples e minimal em A.

Seja então B um ideal minimal de A. Pela ϕ-simplicidade de A, Bϕ 6= B
ainda é um ideal minimal satisfazendo B∩Bϕ = {0}. Desse modo, B⊕Bϕ é
um ϕ-ideal de A. Portanto, A = B ⊕Bϕ e o teorema está demonstrado.
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Exemplo 2.3.9. Seja A uma ∗-álgebra de dimensão finita ∗-simples que não
é simples. Logo, pelo Teorema 2.3.8, A = B ⊕ B∗, para alguma subálgebra
simples B de A, onde B ⊕ B∗ é ∗-subálgebra de A com involução induzida
dada por (a, b∗)∗ = (b, a∗).

Considere agora a ∗-álgebra B⊕Bop com involução troca � e a aplicação
ψ : B ⊕B∗ → B ⊕Bop dada por (c, d∗) 7→ (c, d). Com isso, observe que

ψ((b1, b
∗
2)
∗) = ψ((b2, b

∗
1)) = (b2, b1) = (b1, b2)

� = ψ((b1, b
∗
2))
�.

Desde que esse é um isomorfismo de álgebras que preserva a involução,
segue que B ⊕B∗ ∼= (B ⊕Bop, �), isto é, A ∼= (B ⊕Bop, �). No caso em que
F é algebricamente fechado, temos B ∼= Mn(F ) e, portanto, A é isomorfa a
Mn(F )⊕Mn(F )op com involução troca.

Apresentamos agora a versão do Teorema de Wedderburn-Malcev para
ϕ-álgebras, apresentada por Taft [36] em 1957.

Teorema 2.3.10. Seja A uma ϕ-álgebra de dimensão finita sobre um corpo
F de caracteŕıstica zero. Então, existe uma ϕ-subálgebra maximal semis-
simples B de A tal que A = B u J(A). Além disso, se A é uma ϕ-álgebra
semissimples então A = A1 ⊕ . . . ⊕ Am, onde A1, . . . , Am são subálgebras
ϕ-simples de A.

Exemplo 2.3.11. Uma decomposição de Wedderburn-Malcev da ∗-álgebra
M∗ é dada por F (e11+e44)⊕F (e22+e33)uJ(M∗), onde J(M∗) = Fe12+Fe34.
Já para a álgebra UT2 munida da involução reflexão, temos UT2(F ) = B u
J(UT2), onde B é a ∗-subálgebra B = Fe11 ⊕ Fe22 e J(UT2) = Fe12.

Exemplo 2.3.12. Considere a álgebra B do Exemplo 1.4.8. Uma decom-
posição de Wedderburn-Malcev de B, como superálgebra, é

B =

(
F + cF 0

0 0

)
⊕
(
0 0
0 F

)
u

(
0 F + cF
0 0

)
.

Nosso próximo passo consiste em classificar, a menos de isomorfismo, as
ϕ-álgebras simples sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica
zero. Antes disso, consideramos o resultado que classifica todas as involuções
da álgebra de matrizes Mn(F ), onde F é um corpo algebricamente fechado
de caracteŕıstica zero.

Teorema 2.3.13. [32, Teorema 3.1.61] Seja F um corpo algebricamente
fechado de caracteŕıstica zero e ∗ uma involução em Mn(F ). Desse modo,
(Mn(F ), ∗) ∼= (Mn(F ), t) ou (Mn(F ), ∗) ∼= (Mn(F ), s), onde esse último caso
ocorre apenas quando n é par.
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Teorema 2.3.14. Seja A uma ∗-álgebra ∗-simples de dimensão finita so-
bre um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então A é
isomorfa a uma das seguintes ∗-álgebras:

1. (Mn(F ), t);

2. (Mn(F ), s), onde n ≥ 2 é par;

3. (Mn(F )⊕Mn(F )op, ∗), com involução troca (a, b)∗ = (b, a).

Demonstração. Pelo Teorema 2.3.8 temos que A é simples como álgebra or-
dinária ou A = B ⊕ B∗, para alguma subálgebra simples B de A. Uma vez
que F é algebricamente fechado então A ∼= (Mn(F ), ∗) ou A = B ⊕B∗, com
B ∼= Mn(F ).

Se A ∼= (Mn(F ), ∗), decorre do Teorema 2.3.13 que A ∼= (Mn(F ), t) ou
A ∼= (Mn(F ), s), em que essa última ocorre apenas quando n é par.

No segundo caso, pelo Exemplo 2.3.9, temos A ∼= Mn(F )⊕Mn(F )op com
involução troca, como gostaŕıamos.

Teorema 2.3.15. Seja A uma superálgebra simples de dimensão finita so-
bre um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então A é
isomorfa a uma das seguintes superálgebras:

1. Mn(F ), com graduação trivial;

2. Mk,l(F ), com k ≥ l > 0 e graduação definida no Exemplo 2.1.14;

3. Mn(F ⊕ cF ), com c2 = 1 e graduação (Mn(F ), cMn(F )).

Demonstração. Sejam A uma superálgebra simples de dimensão finita e ψ o
automorfismo induzido pela superestrutura. Pelo Teorema 2.3.8 temos que
A é simples como álgebra ordinária ou A = B⊕Bψ, para alguma subálgebra
simples B. Desde que F é algebricamente fechado, isso nos diz que A ∼=
Mn(F ) ou A = B ⊕Bψ, com B ∼= Mm(F ).

Suponha que A = B ⊕Bψ, com B ∼= Mm(F ). Considere os subespaços

M ′ = {(d, d) | d ∈Mm(F )} e M ′′ = {(e,−e) | e ∈Mm(F )}.

Observe que, para todo (a, bψ) ∈Mm(F )⊕Mm(F )ψ, podemos escrever

(a, bψ) =
(
a+ bψ

2
,
a+ bψ

2

)
︸ ︷︷ ︸

∈M ′

+
(
a− bψ

2
,−a− bψ

2

)
︸ ︷︷ ︸

∈M ′′

.
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Logo, A ∼= Mm(F ) ⊕ Mm(F )ψ = M ′ u M ′′. Mais que isso, note que
(M ′,M ′′) é uma graduação em M ′uM ′′. Agora, observe que M ′ ∼= Mm(F ) e

M ′′ = cM ′ ∼= cMm(F ), onde c =

(
I 0
0 −I

)
e I a matriz identidade de ordem

m. Assim, conclúımos que A ∼= Mm(F ) u cMm(F ) ∼= Mm(F ⊕ cF ), com
graduação (Mm(F ), cMm(F )), onde c2 = 1.

Por outro lado, no primeiro caso, temos A ∼= Mn(F ). Segue pelo Lema
2.3.4, que o automorfismo ψ induzido pela superestrutura é dado pela con-
jugação por uma matriz invert́ıvel Y . Uma vez que ψ2 é a aplicação identi-
dade, segue que

XY 2 = ψ2(X)Y 2 = Y 2XY −2Y 2 = Y 2X, para todo X ∈Mn(F ).

Assim, como Y 2 está contido no centro de A, então existe um λ ∈ F
não nulo tal que Y 2 = λI. Desde que F é algebricamente fechado, podemos
escrever λ = β2, para algum β ∈ F . Assim, obtemos (β−1Y )2 = I. Como
qualquer múltiplo escalar não nulo de Y determina o mesmo automorfismo,
podemos considerar, sem perda de generalidade, Y 2 = I. Assim sendo, os
autovalores de Y são 1 ou −1. De todo modo, Y pode ser escrito em uma
base espećıfica como a matriz (

Ik 0
0 −Il

)
,

onde k é o número de autovalores iguais a 1, l o número de autovalores iguais a
−1 e Ik e Il denotam as matrizes identidades de ordem k e l, respectivamente,
com k + l = n.

Desse modo, considerandoX =

(
X11 X12

X21 X22

)
∈Mn(F ), ondeX11, X12, X21

e X22 são blocos de matrizes de tamanho k × k, k × l, l × k e l × l, respecti-
vamente, temos que

ψ(X) = Y XY −1 =

(
Ik 0
0 −Il

)(
X11 X12

X21 X22

)(
Ik 0
0 −Il

)
=

(
X11 −X12

−X21 X22

)
.

Por fim, desde que na graduação A = (A(0), A(1)), temos que A(0) é o
espaço dos elementos invariantes por ψ e A(1) o espaço dos elementos de A
cuja imagem por ψ leva no seu inverso aditivo, temos que

A(0) =

{(
X11 0
0 X22

)
| X11 ∈Mk(F ), X22 ∈Ml(F )

}
e

A(1) =

{(
0 X12

X21 0

)
| X12 ∈Mk,l(F ), X21 ∈Mlk(F )

}
.
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Portanto, ou A é isomorfa a Mn(F ), com graduação trivial, caso em que
k = n e l = 0, ou A é isomorfa a Mk,l(F ) com graduação definida no Exemplo
2.1.14, caso em que k e l são ambos não nulos. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que k ≥ l, concluindo a prova do teorema.

Vimos que a álgebra Mn(F ) é uma álgebra simples e, portanto, uma su-
perálgebra simples. Pelo teorema anterior, segue que as graduações apresen-
tadas no Exemplo 2.1.14 são as únicas graduações, a menos de isomorfismo,
em Mn(F ), onde F denota um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica
zero.

Finalizamos este caṕıtulo definindo o ϕ-expoente de uma ϕ-álgebra. Pos-
teriormente, iremos expor uma maneira de calcular o ϕ-expoente de uma
ϕ-álgebra de dimensão finita e apresentaremos uma caracterização das ϕ-
variedades de crescimento polinomial a partir desse objeto.

Com esse objetivo, relembramos que o Teorema 2.2.13 nos diz que a
sequência de ϕ-codimensões de uma PI-álgebra é exponencialmente limitada.
Assim, desde que a sequência de ϕ-codimensões é sempre maior ou igual a
zero, faz sentido definirmos o ϕ-expoente de uma ϕ-álgebra A como

expϕ(A) = lim
n→∞

n
√
cϕn(A).

Em 2010, Giambruno e La Mattina provaram em [10] que se uma su-
perálgebra A é uma PI-álgebra associativa, então o expoente graduado existe
e é um inteiro não negativo. No ano de 2017, Giambruno, Polcino e Valenti
provaram em [14] o resultado análogo para ∗-álgebras, isto é, se uma ∗-
álgebra A é uma PI-álgebra associativa, então o ∗-expoente existe e é um
inteiro não negativo. A junção dos resultados expostos pelos autores nos
permite enunciar o teorema seguinte.

Teorema 2.3.16. Se A é uma ϕ-álgebra sobre um corpo F , então existe um
inteiro não negativo q e constantes C1, C2, r1, r2 tais que C1 > 0 e

C1n
r1qn ≤ cϕn(A) ≤ C2n

r2qn.

Consequentemente, expϕ(A) é igual ao inteiro q acima.
SeA é uma ∗-álgebra, então escrevemos expϕ(A) = exp∗(A) o ∗-expoente

de A. Em contrapartida, se essa é uma superálgebra, então denotamos
expϕ(A) = expgr(A) o expoente graduado de A.

Exemplo 2.3.17. Pela Proposição 2.2.19, exp∗(D∗) = expgr(Dgr) = 2.

Exemplo 2.3.18. Temos que expgr(G) = 2 e expgr(Ggr) = 2.
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De fato, como z ≡ 0 em G, temos que Pr,n−r(G) = {0} sempre que n−r ≥
1. Logo, como G(0) = G, estamos lidando com o caso ordinário, visualizando
Pn,0 ∼= Pn. Nesse caso, o Teorema 1.3.4 nos diz que cgrn (G) = cn(G) = 2n−1.
Desse modo, expgr(G) = 2.

Para o segundo caso, basta observar que as identidades graduadas ge-
radoras do T2-ideal da superálgebra Ggr descritas no Lema 2.2.7, nos diz
que, para r = 0, 1, . . . , n, o espaço Pr,n−r módulo Idgr(Ggr) ∩ Pr,n−r é gerado
pelo monômio y1 . . . yrz1 . . . zn−r. Assim, dimF Pr,n−r(Ggr) = 1. Logo, pelo
Teorema 2.2.16,

cgrn (Ggr) =
n∑
r=0

(
n

r

)
= 2n.

Consequentemente, expgr(Ggr) = 2.

No caso em que A é uma ϕ-álgebra de dimensão finita, podemos tomar
uma decomposição de Wedderburn-Malcev de A como ϕ-álgebra

A = B1 ⊕ . . .⊕Bk u J(A).

Os autores mostraram em [10] e [14] que expϕ(A) é igual a

q̃ := max
m

dimF (Bi1 ⊕ . . .⊕Bim),

onde Bi1JBi2 . . . JBim 6= 0 e Bir , r = 1, . . . ,m, são ϕ-álgebras simples dis-
tintas que aparecem na decomposição de A e J := J(A).

Exemplo 2.3.19. Considere a ∗-álgebra M∗. Podemos tomar uma decom-
posição de Wedderburn-Malcev

M∗ = F (e11 + e44)⊕ F (e22 + e33) u J(A),

onde J(A) = Fe12 + Fe34 é o seu radical de Jacobson. Observe que, para
B1 := F (e11 + e44) e B2 := F (e22 + e33), temos B1JB2 6= 0. Assim,
exp∗(M∗) = dimF (B1 ⊕B2) = 2.

O teorema seguinte nos dará uma caracterização das ϕ-variedades de
crescimento polinomial a partir do ϕ-expoente.

Teorema 2.3.20. Seja A uma ϕ-álgebra. Então cϕn(A) é polinomialmente
limitada se, e somente se, expϕ(A) ≤ 1.

Demonstração. Suponha cϕn(A) polinomialmente limitada, isto é, existem
constantes α ≥ 0 e t tais que cϕn(A) ≤ αnt. Logo,

expϕ(A) = lim
n→∞

n
√
cϕn(A) ≤ lim

n→∞

n
√
αnt = 1.
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Para a rećıproca, observe que q := expϕ(A) ≤ 1 satisfaz o Teorema 2.3.16.
Assim,

cϕn(A) ≤ C2n
r2 ,

ou seja, A tem crescimento polinomial da sequência de ϕ-codimensões.
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Caṕıtulo 3

ϕ-variedades de crescimento
polinomial

A caracterização apresentada por Kemer no Teorema 1.5.4 foi estendida
por outros autores para álgebras munidas de estruturas adicionais. Em 2000,
Mishchenko e Valenti [29] apresentaram uma caracterização das ∗-variedades
de crescimento polinomial no caso em que a ∗-variedade é gerada por uma
∗-álgebra de dimensão finita, mostrando ser necessário e suficiente excluir
duas ∗-álgebras da ∗-variedade para garantir tal resultado. No ano seguinte,
Giambruno e Mishchenko [12], ratificaram o resultado para dimensão qual-
quer. No mesmo ano, Giambruno, Mishchenko e Zaicev mostraram, em [13],
ser necessário e suficiente excluir cinco superálgebras da supervariedade para
garantir crescimento polinomial. O objetivo deste caṕıtulo consiste em apre-
sentar uma demonstração para essas caracterizações, utilizando argumentos
diferentes dos utilizados originalmente pelos autores.

3.1 Álgebras com involução

Antes de partirmos para o comportamento da sequência de ∗-codimensões
de uma ∗-álgebra, consideramos os resultados preliminares, os quais nos darão
condições para trabalharmos com ∗-álgebras de dimensão finita, cujas de-
monstrações poderão ser consultadas em [20].

Lema 3.1.1. Seja V uma ∗-variedade. Então D∗ /∈ V se, e somente se,
zd ∈ Id∗(V), para algum d ≥ 1.

Demonstração. Desde que zd não é uma ∗-identidade de D∗, segue que, se
zd ∈ Id∗(V) então D∗ /∈ V .

Reciprocamente, suponha que D∗ /∈ V . Logo, existe um polinômio mul-
tilinear f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) ∈ Id∗(V)\Id∗(D∗). Uma vez que, a = (1, 1)
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e b = (1,−1) formam uma base de D∗ e b2 = a é um elemento simétrico,
obtemos

0 6= f(a, . . . , a, b, . . . , b) = f(b2, . . . , b2, b, . . . , b) = αb2r+m.

Logo, a soma α dos coeficientes de f é não nula.
Note que, como z2 ∈ F+ e Id∗(V) é um T∗-ideal, temos

f(z2, . . . , z2, z, . . . , z) = αz2r+m = 0 (mod Id∗(V)).

Posto que α 6= 0, a relação acima nos diz que zd ∈ Id∗(V), onde d =
2r +m, como gostaŕıamos.

Nosso próximo passo consiste em apresentar uma versão análoga ao Te-
orema de Nagata e Higman para ∗-álgebras. O resultado original abordado
por eles nos diz que, se A é uma álgebra nil de grau limitado, então ela é nil-
potente, em outras palavras, se xn é uma identidade para a álgebra A, para
algum n ≥ 1, então x1 . . . xt é também uma identidade de A, para algum
t ≥ 1. Apresentamos a seguir a versão para ∗-álgebras, a qual nos permite
transcrever o teorema citado apenas para a componente antissimétrica.

Lema 3.1.2. [20, Teorema 11.6.4] Seja A é uma ∗-álgebra. Se existe um
inteiro d ≥ 1 tal que zd ∈ Id∗(A), então existe um inteiro t ≥ 1 para o qual
z1z2 . . . zt ≡ 0 em A.

Consequentemente, a junção do lema anterior à Proposição 2.2.21 nos
permite concluir o seguinte.

Corolário 3.1.3. Seja A uma ∗-álgebra tal que zd ∈ Id∗(A) para algum
inteiro d ≥ 1. Então, existe um inteiro t ≥ 1 tal que qualquer monômio
contendo pelo menos t variáveis antissimétricas, é uma identidade de A.

Lema 3.1.4. Seja V uma ∗-variedade. Se D∗ /∈ V, então existe t ≥ 1 tal que
[x1, x2] . . . [x2t−1, x2t] ≡ 0 é uma identidade ordinária de V.

Demonstração. Uma vez que D∗ /∈ V , pelo Lema 3.1.1, zd ∈ Id∗(V), para
algum d ≥ 1. Consequentemente, pelo corolário anterior, qualquer monômio
contendo pelo menos t variáveis antissimétricas é uma ∗-identidade de V .

Para provar o lema, basta mostrarmos que qualquer produto g := [w1, w2] . . .
[w2t−1, w2t] é uma ∗-identidade para V , onde cada wi é uma variável simétrica
ou antissimétrica. Nesse sentido, para um comutador [wi, wi+1], temos três
casos a considerar: ou ambas as variáveis são simétricas, ou ambas são an-
tissimétricas, ou apenas uma das variáveis é antissimétrica.
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Note que, no primeiro e no segundo caso, o comutador [wi, wi+1] re-
sulta, numa avaliação de elementos de uma ∗-álgebra, em um elemento
antissimétrico. Já no terceiro, ao desenvolver o comutador, obtemos dois
monômios contendo apenas uma variável antissimétrica cada.

De todo modo, conclúımos que, ao substituir as variáveis por elemen-
tos da ∗-álgebra, obtemos que cada parcela contém pelo menos t elementos
antissimétricos, resultando assim que g é uma ∗-identidade de V .

Como consequência do Lema 3.1.4 e da Observação 1.1.14 obtemos o
seguinte.

Teorema 3.1.5. Se D∗ /∈ V então existe k ≥ 1 tal que St2k(x1, . . . , x2k) é
uma identidade ordinária em V.

Portanto, a junção dos Teoremas 1.5.1 e 3.1.5 nos garante o seguinte
corolário.

Corolário 3.1.6. Se D∗ /∈ V então V satisfaz uma identidade de Capelli de
algum posto.

Neste ponto, chamamos atenção para o Teorema 2.2.22, que nos diz que
se uma ∗-variedade V satisfaz uma identidade de Capelli de algum posto,
então V = var∗(C) para alguma ∗-álgebra C finitamente gerada.

Por fim, Sviridova mostrou em [35] o seguinte.

Teorema 3.1.7. Se V é uma ∗-variedade gerada por uma ∗-álgebra fini-
tamente gerada, então existe uma ∗-álgebra B de dimensão finita tal que
V = var∗(B).

Com isso, a junção dos resultados apresentados nos fornece o seguinte.

Corolário 3.1.8. Seja V uma ∗-variedade. Se D∗ /∈ V , então V = var∗(A)
para alguma ∗-álgebra A de dimensão finita.

3.1.1 ∗-variedades de crescimento polinomial

Finalmente, estamos preparados para apresentar alguns resultados de ca-
racterizações das ∗-álgebras de crescimento polinomial da sequência de ∗-
codimensões. Para isso, inciamos com a seguinte observação.

Observação 3.1.9. Recordamos que, no Exemplo 1.3.7 e Teorema 1.3.5,
cn(M) = cn(UT2) = 2n−1(n − 2) + 2, para todo n ≥ 1. Assim, pelo Lema
2.2.12, temos que

2n−1(n− 2) + 2 = cn(M) ≤ c∗n(M∗).

Portanto, c∗n(M∗) cresce exponencialmente.
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Novamente, estamos em busca de um resultado que nos diga quais ∗-
álgebras devemos excluir de uma ∗-variedade para garantirmos que essa tenha
crescimento polinomial. Sob essa perspectiva, apresentaremos os resultados
seguintes.

Lema 3.1.10. [29, Teorema 4] Sejam A uma ∗-álgebra de dimensão finita
sobre um corpo de caracteŕıstica zero e A1⊕. . .⊕AmuJ(A) uma decomposição
de Wedderburn-Malcev de A dada pelo Teorema 1.4.6. Se existem r, s ∈
{1, . . . ,m}, r 6= s, tal que ArJ(A)As 6= {0}, então M∗ ∈ var∗(A).

Demonstração. Tomamos Ar e As, com r 6= s, tais que ArJ(A)As 6= 0. Dessa
forma, existe j ∈ J(A) tal que i1ji2 6= 0, onde i1 e i2 são as unidades em Ar e
As, respectivamente. Seja ainda k ≥ 1 o maior inteiro tal que i1ji2 ∈ J(A)k

e consideremos a álgebra A := A/J(A)k+1. Desde que J(A) é um ∗-ideal,
segue que J(A)k+1 é um ∗-ideal e, portanto A é uma ∗-álgebra. Além disso,
observe que A ∈ var∗(A).

Considere as imagens i1, i2, i1ji2 e i2j∗i1 dos elementos i1, i2, i1 j i2 e
i2 j
∗i1, respectivamente e S = spanF{i1, i2, i1ji2, i2j∗i1}. Uma vez que i21 =

i1, i
2
2 = i2, i1i2 = i2i1 = 0 e {i1ji2j∗i1, i2j∗i1ji2} ⊆ J(A)k+1 temos que

i1i1 = i2i1 = 0 e i1ji2 i2j∗i1 = i2j∗i1 i1ji2 = 0.

Logo, S é uma ∗-subálgebra de A.
Considere o homomorfismo de álgebras φ : S →M∗ definido por:

i1 7→ e11 + e44, i2 7→ e22 + e33, i1ji2 7→ e12, i2j∗i1 7→ e34.

Observamos que φ é um isomorfismo de álgebras que preserva a involução.
Assim, temos que A possui uma ∗-subálgebra isomorfa a M∗. Portanto,
M∗ ∈ var∗(A) ⊆ var∗(A), como gostaŕıamos.

Lema 3.1.11. Sejam A uma ∗-álgebra de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteŕıstica zero e B1 ⊕ . . . ⊕ Bm u J(A) uma
decomposição de Wedderburn-Malcev de A dada pelo Teorema 2.3.10. Se M∗,
D∗ /∈ var∗(A), então Bi

∼= F , para todo i = 1, . . . ,m.

Demonstração. Considere uma decomposição de Wedderburn-Malcev como
apresentada no enunciado. Uma vez que cada Bi é uma ∗-álgebra simples
com involução induzida, pelo Teorema 2.3.14 temos três casos a considerar:
ou Bi

∼= (Mn(F ), t); ou Bi
∼= (Ml(F ), s); ou Bi

∼= (Mn(F ) ⊕Mn(F )op, ∗),
onde ∗ é a involução troca.

No primeiro caso, se n ≥ 2, pelo Exemplo 2.1.21, (Mn(F ), t) contém
uma ∗-subálgebra isomorfa a (M2(F ), t). Portanto, pela Observação 2.2.18,
M∗ ∈ V , uma contradição.
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No segundo caso, desde que l ≥ 2 é par, pelo Exemplo 2.1.21, Bi possui
uma ∗-subálgebra isomorfa a (M2(F ), s). Logo, pela Observação 2.2.17, D∗ ∈
var∗(A), uma contradição. Portanto, esse caso não pode ocorrer.

Por fim, no terceiro caso, considerarmos a aplicação φ : D∗ → Mn(F ) ⊕
Mn(F )op dada por φ(a, b) = (ae11, be11). Note que esse é um monomorfismo
de álgebras que preserva involução. Logo, (Mn(F )⊕Mn(F )op, ∗) contém uma
∗-subálgebra isomorfa a D∗, outra contradição. Logo, esse caso também não
pode ocorrer.

Desse modo, obtemos Bi
∼= F , ∀i = 1, . . . ,m.

No ano de 2000, Giambruno e Zaicev caracterizaram em [17] as ∗-álgebras
de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado com crescimento
polinomial da sequência de ∗-codimensões a partir do comportamento da
sequência de codimensões ordinárias e da sua decomposição de Wedderburn-
Malcev.

Teorema 3.1.12. Seja A uma ∗-álgebra de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado F de caracteŕıstica zero. Então c∗n(A) é polinomial-
mente limitada se, e somente se,

1. cn(A) é polinomialmente limitada;

2. A = B u J(A) é uma decomposição de Wedderburn-Malcev dada pelo
Teorema 2.3.10 onde b∗ = b, para todo b ∈ B.

Demonstração. Suponha c∗n(A) polinomialmente limitada. Pela Proposição
2.2.12, cn(A) ≤ c∗n(A) ≤ αnt, para algumas constantes α e t. Logo, o primeiro
item está verificado.

Para o segundo item, podemos tomar A = B u J(A) uma decomposição
de Wedderburn-Malcev dada pelo Teorema 2.3.10, onde B = B1 ⊕ . . .⊕ Bm

é maximal semissimples e B1, . . . , Bm são subálgebras ∗-simples. Desde que
a Observação 3.1.9 e a Proposição 2.2.19 nos garante que M∗, D∗ /∈ var∗(A),
segue do Lema 3.1.11 que Bt

∼= F (como ∗-álgebra), para todo t = 1, . . . ,m.
Consequentemente, a involução é invariante em cada componente ∗-simples
e age trivialmente sob a mesma. Portanto, ∗ age trivialmente sobre B.

Reciprocamente, suponha que os itens 1 e 2 são verificados. Tomamos
a ∈ A− e escrevemos a = b+j onde b ∈ B e j ∈ J(A). Desde que a involução
age trivialmente em B, temos que

a− a∗ = j − j∗ ∈ J(A). (3.1)

Por outro lado, temos satisfeito a∗ = −a, isto é,

a+ a∗ = 0 (3.2)
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Portanto, se a ∈ A− a junção das igualdades (3.1) e (3.2) nos leva a 2a ∈
J(A). Desde que F tem caracteŕıstica zero, obtemos A− ⊆ J(A).

Assuma que q é o ı́ndice de nilpotência de J(A). Uma vez que A− ⊆ J(A)
então z1 . . . zq ∈ Id∗(A). Logo, pela Proposição 2.2.21, qualquer monômio
contendo pelo menos q variáveis antissimétricas é uma ∗-identidade de A.
Uma vez que cn(A) é polinomialmente limitada por hipótese, pelo Lema
2.2.20, c∗n(A) é polinomialmente limitada, como gostaŕıamos.

Finalmente, apresentamos uma demonstração mais atualizada do teorema
provado por Giambruno e Mishchenko em [12].

Teorema 3.1.13. Seja V uma ∗-variedade. Então V tem crescimento poli-
nomial da sequência de ∗-codimensões se, e somente se, D∗,M∗ /∈ V .

Demonstração. Suponha que V é uma ∗-variedade de crescimento polinomial.
Uma vez que a Observação 3.1.9 e a Proposição 2.2.19 nos dizem que D∗ e
M∗ têm crescimento exponencial da sequência de ∗-codimensões, segue que
estas não pertencem à V .

Reciprocamente, suponha D∗, M∗ /∈ V . Pelo Corolário 3.1.8, podemos
considerar V = var∗(A), onde A é uma ∗-álgebra de dimensão finita. Ainda,
pela Observação 2.2.11, podemos assumir F algebricamente fechado. Desse
modo, consideramos uma decomposição de Wedderburn-Malcev dada pelo
Teorema 2.3.10

A = B u J(A) = B1 ⊕ . . .⊕Bm u J(A). (3.3)

Pelo Lema 3.1.11, Bi
∼= F , ∀i = 1, . . . ,m. Portanto, B ∼= F ⊕ . . . ⊕ F e

assim, B é uma ∗-subálgebra maximal de A com involução induzida trivial.
Além disso, cada componente Bi é simples.

Ademais, comoM∗ /∈ V , pelo Teorema 3.1.10, verificamos queBiJ(A)Bk =
0, ∀i, k ∈ {1, . . . ,m} com i 6= k. Desde que a decomposição em (3.3) satisfaz
as condições do Teorema 1.5.2, temos que cn(A) tem crescimento polinomial.
Desse modo, temos satisfeitas as condições 1 e 2 do Teorema 3.1.12 e assim,
V tem crescimento polinomial da sequência de ∗-codimensões.

Como consequência do teorema anterior, temos que se A é uma ∗-álgebra
sobre um corpo de caracteŕıstica zero, então a sequência de ∗-codimensões é
polinomialmente limitada ou cresce exponencialmente. Além disso, é posśıvel
mostrar, como foi feito no caso ordinário, que M∗ e D∗ têm crescimento quase
polinomial e assim, o seguinte corolário é obtido.

Corolário 3.1.14. var∗(M∗) e var∗(D∗) são as únicas ∗-variedades de cres-
cimento quase polinomial.
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3.2 Superálgebras

Os próximos resultados nos permitirá, sob certas condições, considerar-
mos uma supervariedade V como sendo gerada por uma superálgebra de
dimensão finita, cujas demonstrações poderão ser consultadas em [20]. Para
nossos propósitos, vamos iniciar com um resultado a respeito das subvarie-
dades próprias de vargr(Ggr).

Lema 3.2.1. Seja V uma subvariedade própria de vargr(Ggr). Então existe
um inteiro n ≥ 1 tal que z1 . . . zn ∈ Idgr(V).

Demonstração. Seja V uma subvariedade própria de vargr(Ggr). Em outras
palavras, existe um inteiro não negativo r e um polinômio multilinear f =
f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm−r) ∈ Idgr(V), tal que f /∈ Idgr(Ggr). Uma vez que,
[y1, y2], [y1, z1] e z1 ◦ z2 são identidades graduadas de Ggr, podemos reordenar
os monômios de f de modo a obtermos

f = αz1 . . . zm−ry1 . . . yr (mod Idgr(Ggr)), com α 6= 0.

Assim, desde que f é uma identidade graduada de V , podemos supor,
sem perda de generalidade, que f = z1 . . . zm−ry1 . . . yr. Desde que Idgr(V)
é um T2-ideal e F (1)F (1) ⊆ F (0), substituindo y1 = zm−r+1zm−r+2, . . . , yr =
zm+r−1zm+r obtemos

f(y1, . . . yr, z1, . . . , zm−r) = z1 . . . zm+r ∈ Idgr(V).

Assim, basta tomarmos n = m+ r, concluindo a prova do lema.

Antes de provarmos o próximo resultado, tomamos conhecimento da se-
guinte observação.

Observação 3.2.2. [20, Observação 11.3.6] Se g(z1, . . . , zn) ∈ P0,n∩Idgr(Ggr),
então ∑

σ∈Sn

(sgnσ)g(zσ(1), . . . , zσ(n)) = 0, em F 〈Y ∪ Z〉.

A t́ıtulo de exemplo, como z1z2 + z2z1 ∈ P0,2 ∩ Idgr(Ggr), observe que∑
σ∈S2

(sgnσ)zσ(1)zσ(2) + zσ(2)zσ(1) = (z1z2 + z2z1)− (z2z1 + z1z2) = 0.

Corolário 3.2.3. Considere V uma supervariedade. Se Ggr /∈ V , então
Stn(z1, . . . , zn) ∈ Idgr(V), para algum n ≥ 1.
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Demonstração. Suponha que Ggr /∈ V . Logo, W := V ∩ vargr(Ggr) é uma
subvariedade própria de vargr(Ggr). Assim, pelo Lema 3.2.1, existe um inteiro
n ≥ 1 tal que z1 . . . zn ∈ Idgr(W).

Pela Proposição 1.2.5, temos que Idgr(W) = Idgr(V) + Idgr(Ggr). Logo,
existe um polinômio g ∈ Idgr(Ggr) tal que

f := z1 . . . zn + g ∈ Idgr(V).

Posto que, podemos considerar f é multilinear, assumimos g = g(z1, . . . , zn)
multilinear. Como o T2-ideal é fechado por endomorfismos, segue que, alter-
nando as variáveis de f(z1, . . . , zn), ainda obtemos uma identidade graduada
de V . Observe que isso nos fornece∑

σ∈Sn

(sgnσ)zσ(1) . . . zσ(n) +
∑
σ∈Sn

(sgnσ)g(zσ(1), . . . , zσ(n)) ∈ Idgr(V).

Desde que a Observação 3.2.2 nos diz que
∑

σ∈Sn
(sgnσ)g(zσ(1), . . . , zσ(n)) = 0

na álgebra livre, obtemos∑
σ∈Sn

(sgnσ)zσ(1) . . . zσ(n) = Stn(z1, . . . , zn) ∈ Idgr(V), para algum n ≥ 1,

como gostaŕıamos.

A seguir, apresentamos um lema e um teorema técnico, cujas demons-
trações encontram-se em [20, Lemma 11.4.1] e [20, Lemma 11.4.2].

Lema 3.2.4. Seja A = A(0) u A(1) uma superálgebra. Se A(0) satisfaz uma
identidade de Capelli e A(1) satisfaz uma identidade standard, então A satis-
faz uma identidade de Capelli de algum posto.

Teorema 3.2.5. Seja A uma superálgebra. Então G, Ggr /∈ vargr(A) se, e
somente se, A satisfaz uma identidade de Capelli.

Demonstração. Desde que um polinômio de Capelli de posto qualquer não é
uma identidade de G nem de Ggr, uma direção é imediata.

Para a rećıproca, suponha que G, Ggr /∈ vargr(A), desde que vargr(A(0)) ⊆
vargr(A), segue que G /∈ vargr(A(0)) = var(A(0)). Logo, pelo Teorema 1.5.1,
A(0) satisfaz uma identidade de Capelli.

Além disso, desde que Ggr /∈ vargr(A), segue pelo Corolário 3.2.3 que
Stn(z1, . . . , zn) ∈ Idgr(A), para algum n, ou seja, A(1) satisfaz uma identidade
standard. Portanto, pelo Lema 3.2.4, A satisfaz uma identidade de Capelli
de algum posto.
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Neste passo, observe que o Teorema 2.2.22 nos diz que se uma super-
variedade V satisfaz uma identidade de Capelli de algum posto, então V =
vargr(A) para alguma superálgebra A finitamente gerada. Em [23], Kemer
mostrou o seguinte.

Teorema 3.2.6 (Kemer). Se V é uma supervariedade gerada por uma su-
perálgebra finitamente gerada, então V = vargr(A), para alguma superálgebra
A de dimensão finita.

A par dos resultados acima, obtemos o seguinte corolário.

Corolário 3.2.7. Seja V uma supervariedade. Se G,Ggr /∈ V , então V =
vargr(A) para alguma superálgebra A de dimensão finita.

3.2.1 Supervariedades de crescimento polinomial

Finalizamos este caṕıtulo apresentando algumas caracterizações das su-
pervariedades de crescimento polinomial. Para isso, consideramos o seguinte
lema.

Lema 3.2.8. Sejam A uma superálgebra de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteŕıstica zero e B1 ⊕ . . . ⊕ Bm u J(A) uma
decomposição de Wedderburn-Malcev de A dada pelo Teorema 2.3.10. Se
UT2, UT

gr
2 , D

gr /∈ vargr(A), então Bi
∼= F , para todo i = 1, . . . ,m.

Demonstração. Desde que, para i = 1, . . . ,m, Bi é uma subálgebra graduada
simples e F é algebricamente fechado, pelo Teorema 2.3.15 temos três possibi-
lidades a considerar: ou Bi

∼= Mn(F ) com graduação trivial ou Bi
∼= Mk,l(F ),

com k ≥ l > 0, ou Bi
∼= Mn(F )⊕ cMn(F ) com graduação (Mn(F ), cMn(F )).

No primeiro caso, observe que se n ≥ 2, então Bi contém uma subálgebra
isomorfa à UT2 com graduação trivial, uma contradição.

Para o segundo caso, considere o monomorfismo de superálgebras ψ :
UT gr2 →Mk,l(F ) dado por

e11 7→ e11, e22 7→ e(k+l)(k+l), e12 7→ e(1(k+l)).

Com isso, observe que ψ((UT gr2 )(0)) ⊆Mk,l(F )(0) e ψ((UT gr2 )(1)) ⊆Mk,l(F )(1).
Logo, Mk,l(F ) contém uma subálgebra isomorfa a UT gr2 , uma contradição.

Por fim, para o terceiro caso, se n > 1, considere o monomorfismo de
superálgebras ρ : Dgr →Mn(F ⊕ cF ), dado por

(1, 1) 7→ e11, (1,−1) 7→ ce11.
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No caso em que n = 1, basta notarmos que ρ : Dgr → F ⊕ cF dado por
ρ((a, b)) = (1+c

2
a, 1−c

2
b) é um isomorfismo de superálgebras. Desse modo,

ρ((Dgr)(0)) ⊆ Mn(F ⊕ cF )(0) = Mn(F ) e ρ((Dgr)(1)) ⊆ Mn(F ⊕ cF )(1) =
cMn(F ). Assim, Mn(F ⊕ cF ) contém uma subálgebra isomorfa a Dgr, uma
contradição.

Portanto, o único caso que pode ocorrer é Bi
∼= F , para todo i.

Teorema 3.2.9. Seja A uma superálgebra de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado F . Então cgrn (A) é polinomialmente limitada se, e
somente se,

1. cn(A) é polinomialmente limitada;

2. A = B u J(A) é uma decomposição de Wedderburn-Malcev dada pelo
Teorema 2.3.10 onde B é uma subálgebra maximal semissimples de A
com graduação induzida trivial.

Demonstração. Suponha cgrn (A) polinomialmente limitada, pela Proposição
2.2.12, cn(A) ≤ cgrn (A) ≤ αnt, para algumas constantes α e t. Logo, cn(A) é
polinomialmente limitada.

Para o item 2, considereA = BuJ(A) uma decomposição de Wedderburn-
Malcev dada pelo Teorema 2.3.10, onde B = B1⊕. . .⊕Bm é uma superálgebra
maximal semissimples. Desde que cgrn (A) é polinomialmente limitada, pela
Observação 2.2.14 e Proposição 2.2.19, UT2, UT

gr
2 , D

gr /∈ vargr(A). Logo,
pelo Lema 3.2.8, Bi

∼= F , para todo i, ou seja, B = F ⊕ . . . ⊕ F . Assim,
como B

(0)
i = B e B

(1)
i = {0}, para todo i, temos que ϕ induz uma graduação

trivial em B, onde ϕ é o automorfismo induzido pela superestrutura de A.
Reciprocamente, suponha que as condições 1 e 2 são satisfeitas. Desde

que A = BuJ(A), tomamos a ∈ A e escrevemos a = b+ j com b ∈ B = B(0)

e j ∈ J(A). Consideramos ainda ϕ o automorfismo induzido pela graduação.
Desde que B possui graduação induzida trivial, temos que

a− aϕ = j − jϕ ∈ J(A). (3.4)

Em particular, para todo elemento a ∈ A(1), temos aϕ = −a, isto é

aϕ + a = 0. (3.5)

Portanto, se a ∈ A(1), a junção das igualdades (3.4) e (3.5) nos fornece
2a ∈ J(A), isto é a ∈ J(A). Logo, A(1) ⊆ J(A);

Neste passo, assuma que q é o ı́ndice de nilpotência de J(A). Uma vez
que, A(1) ⊆ J(A) então z1 . . . zq ∈ Idgr(A). Logo, pela Proposição 2.2.21,
qualquer monômio contendo pelo menos q variáveis ı́mpares é uma identidade
graduada de A. Desde que cn(A) é polinomialmente limitada, pelo Lema
2.2.20, cgrn (A) é polinomialmente limitada, como queŕıamos.
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Antes de partirmos para o principal resultado desta seção, apresentamos
o seguinte lema.

Lema 3.2.10. Sejam A uma superálgebra de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteŕıstica zero e B1 ⊕ . . . ⊕ Bm u J(A) uma
decomposição de Wedderburn-Malcev de A dada pelo Teorema 2.3.10. Se
existem r, s ∈ {1, . . . ,m}, r 6= s, com B

(0)
r J(A)(1)B

(0)
s 6= {0}, então UT gr2 ∈

vargr(A).

Demonstração. Assuma que existam naturais r e s como no enunciado, de
modo que B

(0)
r J(A)(1)B

(0)
s 6= {0}. Dessa forma, existe j ∈ J(A)(1) tal que

i1ji2 6= 0, onde i1 e i2 são as unidades em B
(0)
r e B

(0)
s , respectivamente.

Consideramos o espaço vetorial S = spanF{i1, i2, i1ji2}. Desde que i1 e i2
são idempotentes e ortogonais entre si, S é uma F -subálgebra de A. Além
disso, observe que se ϕ é o automorfismo induzido pela graduação de A, temos
que ϕ(it) = it, para t = 1, 2, e ϕ(i1ji2) = −i1ji2, desde que j ∈ J(A)(1). Isso
nos diz que S é uma superálgebra com graduação induzida de A, onde

S(0) = span{i1, i2} e S(1) = span{i1ji2}.

Seja φ : S → UT gr2 o homomorfismo de F -álgebras definido por:

i1 7→ e11, i2 7→ e22, i1ji2 7→ e12.

Observamos que φ é de fato um isomorfismo que preserva a graduação.
Logo, A possui uma subálgebra isomorfa a UT gr2 . Portanto, UT gr2 ∈ vargr(A),
como gostaŕıamos.

Finalmente, juntando as peças apresentadas até o momento, estamos ap-
tos a exibir uma demonstração mais atualizada para a caracterização das
supervariedades de crescimento polinomial, demonstrada originalmente em
2001 por Giambruno, Mishchenko e Zaicev [13].

Teorema 3.2.11. Seja V uma supervariedade. Então V tem crescimento po-
linomial da sequência de codimensões graduadas se, e somente se, G, UT2, Ggr,
UT gr2 , Dgr /∈ V .

Demonstração. Desde que a Observação 2.2.14 e a Proposição 2.2.19 nos
afirmam que as superálgebras acima geram supervariedade de crescimento
exponencial, uma direção é imediata.

Suponha então que G, UT2, Ggr, UT gr2 , Dgr /∈ V . Uma vez apresentado
o Corolário 3.2.7, podemos tomar V = vargr(A) para alguma superálgebra
A de dimensão finita. Ainda, pela Observação 2.2.11, podemos considerar F
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algebricamente fechado. Desse modo, podemos tomar uma decomposição de
Wedderburn-Malcev de A dada pelo Teorema 2.3.10

A = B1 ⊕ . . .⊕Bm u J(A),

onde, pelo Lema 3.2.8, cada Bi
∼= F , ∀ i = 1, . . . ,m, e assim, Bi = B

(0)
i
∼=

F é simples. Portanto, B := B1 ⊕ . . . ⊕ Bm é uma subálgebra maximal
semissimples de A com graduação induzida trivial.

Considere, também

A(0) = B
(0)
1 ⊕ . . .⊕B(0)

m u J(A)(0)

a componente homogênea par de A. Sabemos que A(0) é uma subálgebra
de A munida da graduação trivial. Portanto, temos Idgr(A(0)) ⊆ Id(A(0)).
Uma vez que UT2,G /∈ vargr(A(0)), então UT2,G /∈ var(A(0)). Pelo Teorema
1.5.4, cn(A(0)) é polinomialmente limitada. Desse modo, pelo Teorema 1.5.2,
conclúımos que

B
(0)
i J(A)(0)B

(0)
k = BiJ(A)(0)Bk = 0, ∀i, k ∈ {1, . . . ,m} com i 6= k.

Além disso, desde que UT gr2 /∈ V , pelo Teorema 3.2.10, verificamos que

B
(0)
i J(A)(1)B

(0)
k = BiJ(A)(1)Bk = 0,∀i, k ∈ {1, . . . ,m} com i 6= k.

Como consequência das duas afirmações anteriores, obtemos BiJ(A)Bk = 0,
para todos i, k ∈ {1, . . . ,m}, i 6= k.

Logo, pelo Teorema 1.5.2, cn(A) é polinomialmente limitada. Assim, pelo
Teorema 3.2.9, conclúımos que V tem crescimento polinomial da sequência
de codimensões graduadas.

A partir do teorema apresentado, conclui-se que as superálgebras G, UT2,
Ggr, UT gr2 e Dgr geram supervariedades de crescimento quase polinomial.
Além disso, não existem supervariedades de crescimento intermediário, isto é,
ou a sequência de codimensões de uma superálgebra cresce polinomialmente,
ou cresce exponencialmente.

Outrossim, segue a lista de todas as supervariedades de crescimento quase
polinomial.

Corolário 3.2.12. As supervariedades vargr(G), vargr(UT2), var
gr(Ggr),

vargr(UT gr2 ) e vargr(Dgr) são as únicas supervariedades de crescimento quase
polinomial.
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Caṕıtulo 4

∗-superálgebras

No ano de 2016, Giambruno, dos Santos e Vieira [16] caracterizaram as
∗-supervariedades geradas por ∗-superálgebras de dimensão finita com cres-
cimento polinomial da sequência de codimensões ∗-graduadas, mostrando ser
necessário e suficiente excluir cinco ∗-superálgebras da ∗-supervariedade para
garantir tal resultado. Somente em 2019, Giambruno, Ioppolo e La Mattina
exibiram um resultado que nos permitiu retirar a hipótese de dimensão finita
da caracterização anterior. Nesse contexto, definiremos os novos conceitos
transcritos para ∗-superálgebra e apresentaremos o resultado demonstrado
em [16].

4.1 Definições e exemplos

Neste passo, apresentaremos o conceito de ∗-superálgebra, exibiremos
alguns exemplos e definições importantes.

Iniciamos esta seção com o seguinte exemplo: considere a superálgebra D
munida da graduação (D(0), D(1)) = (F (1, 1), F (1,−1)). No Exemplo 2.1.6
vimos que álgebra D admite a involução troca ∗ dada por (a, b)∗ = (b, a).
Além disso, observe que (D(0))∗ = D(0) e (D(1))∗ = D(1).

Incitados pelo exemplo acima, dizemos que ∗ é uma involução gradu-
ada em uma superálgebra A = A(0) u A(1) se essa preserva as componentes
homogêneas A(0) e A(1), ou seja, (A(0))

∗
= A(0) e (A(1))

∗
= A(1).

Definição 4.1.1. Uma superálgebra A munida de uma involução graduada
∗ é chamada de ∗-superálgebra.

Exemplo 4.1.2. Desde que toda álgebra admite a graduação trivial, toda
álgebra com involução pode ser vista como uma ∗-superálgebra com gra-
duação trivial. Logo, o conceito de ∗-superálgebras generaliza o estudo de
álgebras com involução.
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Exemplo 4.1.3. Se A é uma superálgebra comutativa, então A pode ser
vista como uma ∗-superálgebra com involução trivial.

Exemplo 4.1.4. Consideremos a álgebra comutativa D = F ⊕ F .

1) A álgebra D é uma ∗-superálgebra com graduação trivial e involução
troca. Denotaremos essa ∗-superálgebra por D∗;

2) A álgebra D com graduação (F (1, 1), F (1,−1)) e involução trivial é
uma ∗-superálgebra que denotaremos por Dgr;

3) A álgebra D com graduação (F (1, 1), F (1,−1)) e involução troca é
uma ∗-superálgebra que denotaremos por Dgri.

Exemplo 4.1.5. Consideremos a álgebra M definida no Exemplo 1.3.7.

1) A álgebra M é uma ∗-superálgebra com graduação trivial e involução
reflexão. Denotaremos essa ∗-superálgebra por M∗;

2) A álgebraM com graduação não trivial (F (e11+e44)⊕F (e22+e33), Fe12⊕
Fe34) e involução reflexão é uma ∗-superálgebra. Denotaremos essa ∗-
superálgebra por M gri.

Lema 4.1.6. Sejam A uma superálgebra sobre um corpo F de caracteŕıstica
diferente de 2 munida de uma involução ∗ e ϕ o automorfismo induzido pela
superestrutura. Então, A é uma ∗-superálgebra se, e somente se, ∗◦ϕ = ϕ◦∗.

Demonstração. Considere A = A(0) u A(1) uma ∗-superálgebra e ϕ o auto-
morfismo de ordem no máximo dois induzido pela superestrutura dado por
ϕ(a) = ϕ(a0 +a1) = a0−a1, onde a = a0 +a1 ∈ A com a0 ∈ A(0) e a1 ∈ A(1).
Logo,

ϕ(a∗) = ϕ(a∗0 + a∗1) = a∗0 − a∗1 = ϕ(a)∗,

isto é, ϕ ◦ ∗ = ∗ ◦ ϕ.
Suponha agora que ϕ ◦ ∗ = ∗ ◦ϕ. Basta verificarmos que as componentes

homogêneas de A são preservadas pela aplicação ∗. Para isso, observe que se
a0 ∈ A(0), então

ϕ(a∗0) = ϕ(a0)
∗ = a∗0,

ou seja, a∗0 ∈ A(0). Da mesma forma, se a1 ∈ A(1), então

ϕ(a∗1) = ϕ(a1)
∗ = −a∗1,

ou seja, a∗1 ∈ A(1). Desse modo, A é uma ∗-superálgebra.
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Observe que se A = A(0) u A(1) é uma superálgebra munida de uma
involução graduada, então podemos decompor A(0) = (A(0))+ u (A(0))− e
A(1) = (A(1))+ u (A(1))−. Mais que isso, o lema anterior nos diz o seguinte.

Corolário 4.1.7. Sejam A uma superálgebra sobre um corpo F de carac-
teŕıstica diferente de 2 munida de uma involução ∗. Então, A é uma ∗-
superálgebra se, e somente se, os subespaços A+ e A− são subespaços gradu-
ados.

Como consequência, podemos escrever

A = (A(0))+ u (A(1))+ u (A(0))− u (A(1))−,

onde (A(0))+ denota a componente homogênea par simétrica, (A(1))+

a componente homogênea ı́mpar simétrica, (A(0))− a componente
homogênea par antissimétrica e (A(1))− a componente homogênea
ı́mpar antissimétrica.

Exemplo 4.1.8. Para a ∗-superálgebra M gri, temos que (M (0))+ = F (e11 +
e44) + F (e22 + e33), (M (1))+ = F (e12 + e34), (M (0))− = {0} e (M (1))−) =
F (e12 − e34).

Se A é uma superálgebra com involução graduada ∗ e B superálgebra
com involução graduada �, um isomorfismo de ∗-superálgebras de A em B é
um isomorfismo de álgebras ϕ : A→ B que preserva graduação e involução,
isto é,

ϕ((A(0))+) = (B(0))+, ϕ((A(0))−) = (B(0))−,

ϕ((A(1))+) = (B(1))+ e ϕ((A(1))−) = (B(1))−.

4.2 Identidades ∗-graduadas e codimensões ∗-
graduadas

Nesta seção, estenderemos os conceitos de álgebra livre, identidades po-
linomiais, T -ideal, variedade e sequência de codimensões para o contexto de
∗-superálgebras.

Sejam X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumerável de variáveis, F um
corpo de caracteŕıstica zero, ϕ um automorfismo de ordem no máximo 2
e ∗ uma involução graduada definidos na álgebra livre F 〈X〉. Denotamos
por F 〈X | Z2, ∗〉 := F a ∗-superálgebra livre associativa unitária gerada
pelos elementos {xi, x∗i , x

ϕ
i , (x

ϕ
i )∗ | i ∈ N}. Denotamos por Y0 = {yi,0 :=

(xi + xϕi ) + (xi + xϕi )∗ | i ∈ N} o conjunto das variáveis simétricas pares,
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Y1 = {yi,1 := (xi − xϕi ) + (xi − xϕi )∗ | i ∈ N} o conjunto das variáveis
simétricas ı́mpares, Z0 = {zi,0 := (xi+xϕi )− (xi+xϕi )∗ | i ∈ N} o conjunto
das variáveis antissimétricas pares e Z1 = {zi,1 := (xi−xϕi )− (xi−xϕi )∗ |
i ∈ N} o conjunto das variáveis antissimétricas ı́mpares. Desse modo,
podemos escrever X como união disjunta de Y0∪Y1∪Z0∪Z1, melhor dizendo,
podemos escrever os elementos f ∈ F da forma

f = f(y1,0, . . . , ym,0, y1,1, . . . , yn,1, z1,0, . . . , zp,0, z1,1, . . . , zq,1),

os quais chamaremos de polinômios ∗-graduados. Assim, iremos nos refe-
rir às variáveis de Y0∪Z0 como homogêneas de grau 0, e às variáveis de Y1∪Z1

como homogêneas de grau 1. Ademais, referimos as variáveis de Y0∪Y1 como
simétricas e Z0 ∪ Z1 como variáveis antissimétricas.

Além disso, observe que F de fato admite uma estrutura de ∗-superálgebra,
definindo F(0) como o espaço gerado por todos os monômios nas variáveis de
X que contém um número par de variáveis de grau 1 e F(1) o espaço gerado
por todos os monômios em variáveis de X que contém um número ı́mpar de
variáveis de grau 1. Assim definido, temos que as componentes F(0) e F(1) são
invariantes pela involução, ou seja, F é uma ∗-superálgebra.

Analogamente, podemos visualizar a álgebra livre F 〈X〉 ⊂ F definindo
xi = yi,0 + yi,1 + zi,0 + zi,1, para todo i ∈ N. No caso em que F 〈X ∪ Y 〉
é a ∗-álgebra livre, temos F 〈X ∪ Y 〉 ⊂ F onde {yi,0 + yi,1 | i ∈ N} é o
conjunto dos elementos simétricos e {zi,0 + zi,1 | i ∈ N} é o conjunto dos
elementos antissimétricos. Para a superálgebra livre, temos F 〈X ∪ Y 〉 ⊂ F
onde {yi,0+zi,0 | i ∈ N} é o conjunto dos elementos pares e {yi,1+zi,1 | i ∈ N}
é o conjunto dos elementos ı́mpares.

Nosso próximo passo consiste em transcrever o conceito de identidade
polinomial para ∗-superálgebras.

Definição 4.2.1. Seja A uma ∗-superálgebra. Dizemos que f ∈ F é uma
identidade ∗-graduada de A se

f(a+1,0, . . . , a
+
m,0, b

+
1,1, . . . , b

+
n,1, a

−
1,0, . . . , a

−
p,0, b

−
1,1, . . . , b

−
q,1) = 0,

para todos a+1,0, . . . , a
+
m,0 ∈ (A(0))+, b+1,1, . . . , b

+
n,1 ∈ (A1)+, a−1,0, . . . , a

−
p,0 ∈

(A(0))− e b−1,1, . . . , b
−
q,1 ∈ (A(1))−.

Nesse caso, denotamos simplesmente por f ≡ 0 em A.

Exemplo 4.2.2. Para a álgebraDgri, temos que (D(0))+ = F (1, 1), (D(0))− =
{0}, (D(1))+ = {0}, (D(1))− = F (1,−1). Assim, z1,0 e y1,1 são ∗-identidades
graduadas de Dgri.
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Exemplo 4.2.3. Desde que (M (0))− = {0}, segue que z1,0 ≡ 0 em M gri.
Além disso, observe que x1,1x2,1 é sempre uma identidade ∗-graduada de
M gri, onde xi,1 = yi,1 ou xi,1 = zi,1, para i = 1, 2.

Neste passo, consideramos o ideal das identidades ∗-graduadas de A,
isto é,

Idgri(A) = {f ∈ F | f ≡ 0 em A}.
Note que, Idgri(A) é um ideal e é invariante sob qualquer endomorfismo

de F que preserva a graduação e que comuta com a involução. Em outras
palavras, Idgri(A) é um T ∗2 -ideal de F, dito o T ∗2 -ideal de A.

A seguir descreveremos o T ∗2 -ideal de algumas ∗-superálgebras.

Proposição 4.2.4. [16, Theorem 5.1]

1. Idgri(D∗) = 〈Id∗(D∗), y1,1, z1,1〉T ∗2 ;

2. Idgri(M∗) = 〈Id∗(M∗), y1,1, z1,1〉T ∗2 ;

3. Idgri(Dgr) = 〈Idgr(Dgr), z1,0, z1,1〉T ∗2 .

Demonstração. Desde que D∗ é uma ∗-superálgebra com graduação trivial,
podemos ver Id∗(D∗) ⊆ Idgri(D∗), então 〈Id∗(D∗), y11, z11〉T ∗2 ⊆ Idgri(D∗).

Por outro lado, seja f ∈ Idgri(D∗) multilinear. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que f = f(y1,0, . . . , ym,0, z1,0, . . . , zn,0). Como f é uma iden-
tidade ∗-graduada de D∗, temos que f ≡ 0 (Id∗(D∗)). Assim, conclúımos que
Idgri(D∗) ⊆ 〈Id∗(D∗), y11, z11〉T ∗2 . Logo, Idgri(D∗) = 〈Id∗(D∗), y11, z11〉T ∗2 .

Analogamente, os demais T ∗2 -ideais podem ser verificados.

Neste passo, denotamos a classe de todas as ∗-superálgebras que satis-
fazem as identidades ∗-graduadas de uma ∗-superálgebra A por vargri(A) a
∗-supervariedade gerada por A, em outras palavras, B ∈ vargri(A) se, e
somente se, Idgri(A) ⊆ Idgri(B).

Os polinômios ∗-graduados multilineares desempenham um papel impor-
tante no estudo da PI-teoria, desde que, sobre um corpo de caracteŕıstica
zero, Idgri(A) é completamente determinado pelas identidades multilineares
∗-graduadas. Desse modo, tomamos conhecimento da seguinte definição,

P gri
n = spanF{wσ(1) . . . wσ(n) | σ ∈ Sn, wi = yi,gi ou wi = zi,gi , gi = 0, 1}

é o espaço dos polinômios multilineares ∗-graduados.
Vimos nos casos anteriores que um método bem estabelecido para enten-

der o crescimento das identidades polinomiais de uma dada PI-álgebra pode
ser obtido através da sequência numérica que associamos a essa álgebra,
chamada de sequência de codimensões (ou ϕ-codimensões para ϕ-álgebras).
Nesse contexto, consideramos a seguinte definição.
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Definição 4.2.5. Para n ≥ 1, a n-ésima codimensão ∗-graduada de uma

∗-superálgebra A é dada por cgrin (A) := dimF
P gri
n

P gri
n ∩ Idgri(A)

·

Para uma ∗-supervariedade V gerada por uma ∗-superálgebra A, defini-
mos a n-ésima codimensão ∗-graduada de V como cgrin (V) = cgrin (A).

Análogo ao estudo de álgebras ordinárias, o próximo lema nos permitirá
considerarmos o corpo algebricamente fechado sempre que formos tratar de
resultados a respeito das codimensões ∗-graduadas.

Lema 4.2.6. Seja F um corpo, K uma extensão de F e A uma ∗-superálgebra
sobre F . Então A ⊗ K vista como K-álgebra é uma ∗-superálgebra com
((A⊗K)(gi))+ = (A(gi))+⊗K e ((A⊗K)(gi))− = (A(gi))−⊗K, para gi = 0, 1.
Além disso, cgrin (A) = cgrin (A⊗K).

Observe que se A é uma ∗-superálgebra, então podemos considerar Pn,
Pϕ
n como subespaços de P gri

n , o que nos permite considerarmos Id(A) ⊆
Idϕ(A) ⊆ Idgri(A). De forma similar aos estudos anteriores, buscamos
relacionar a codimensão ordinária de uma ∗-superálgebra A com a sua ϕ-
codimensão e a codimensão ∗-graduada. Essa correspondência pode ser ve-
rificada a seguir.

Lema 4.2.7. [16, Lemma 3.1, ] Seja A uma ∗-superálgebra. Então, para
todo n ≥ 1, temos

1. cn(A) ≤ c∗n(A) ≤ cgrin (A);

2. cn(A) ≤ cgrn (A) ≤ cgrin (A);

3. cgrin (A) ≤ 4ncn(A).

Como consequência, temos o seguinte.

Corolário 4.2.8. Seja A uma ∗-superálgebra. Então, A é uma PI-álgebra
se, e somente se, sua sequência de codimensões ∗-graduadas cgrin (A), n ≥ 1,
é exponencialmente limitada.

Desse modo, com o intuito de obter resultados que nos permitem limitar
a sequência de codimensões ∗-graduadas de uma ∗-superálgebra por uma
função polinomial, podemos estender as definições de crescimento polinomial,
exponencial e quase polinomial para ∗-superálgebras, de forma análoga ao
caso ordinário.
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Exemplo 4.2.9. As ∗-supervariedades vargri(D∗), var
gri(M∗), var

gri(Dgr),
vargri(Dgri) e vargri(M gri) têm crescimento exponencial. De fato, pelo Lema
4.2.7, temos

c∗n(D∗) ≤ cgrin (D∗), c∗n(M∗) ≤ cgrin (M∗), cgrn (Dgr) ≤ cgrin (Dgr),

c∗n(M gri) ≤ cgrin (M gri) e cgrn (Dgri) ≤ cgrin (Dgri).

Desde que c∗n(D∗), c
∗
n(M∗), c

gr
n (Dgr), c∗n(M gri) e cgrn (Dgri) têm crescimento

exponencial, segue que cgrin (D∗), c
gri
n (M∗), c

gri
n (Dgr), cgrin (M gri) e cgrin (Dgri)

crescem exponencialmente.

Para uma composição (n1, n2, n3, n4) := 〈n〉 de n, definimos P〈n〉 como o
espaço dos polinômios ∗-graduados multilineares nas variáveis y1,0, . . . , yn1,0,
y1,1, . . . , yn2,1, z1,0, . . . , zn3,0, z1,1, . . . , zn4,1. Observe que em P gri

n existem(
n

n1,n2,n3,n4

)
:=
(
n
〈n〉

)
subespaços isomorfos a P〈n〉. Logo, temos

P gri
n
∼=
⊕
〈n〉

(
n

〈n〉

)
P〈n〉.

Além disso, para todo n ≥ 1, a 〈n〉-ésima codimensão ∗-graduada de
A é dada por

c〈n〉(A) := dimF

P〈n〉
P〈n〉 ∩ Idgri(A)

·

Pela discussão anterior, a relação entre c〈n〉(A) e cgrin (A) é dada por

cgrin (A) =
∑
〈n〉

(
n

〈n〉

)
c〈n〉(A). (4.1)

Observação 4.2.10. Note que se {fi(x1, . . . , xn)}1≤i≤m é uma base de Pn
(mod Id(A)), restringindo nossas variáveis às substituições espećıficas, pode-
mos considerar {fi(y1,0, . . . , yn1,0, y1,1, . . . , yn2,1, z1,0, . . . , zn3,0, z1,1, . . . , zn4,1)},
1 ≤ i ≤ m, um conjunto linearmente independente de P〈n〉 módulo Idgri(A).
Assim,

c〈n〉(A) ≤ cn(A).

Finalizaremos esta seção calculando os T ∗2 -ideais das ∗-superálgebras Dgri

e M gri e descrevendo o comportamento das codimensões ∗-graduadas. Para
isso, considere as seguintes observações.

Observação 4.2.11. Sejam f ∈ F e I = 〈z1,0, x1,1x2,1
〉
T ∗2

, então x1,1fx2,1 ∈
I, onde xi,1 é uma variável homogênea de grau 1.
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Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos supor que f é um
monômio. Desde que F admite uma estrutura de superálgebra, segue que
o produto de uma variável homogênea de grau 1 por uma de grau 0 resultará
em um monômio pertencente à componente ı́mpar F(1). Desde que o produto
de dois elementos de grau 1 pertence ao ideal I e z1,0 ∈ I podemos supor,
sem perda de generalidade, que o monômio f contém apenas variável de do
tipo yi,0. Desse modo, f contém um número par de variáveis de grau 1, logo
[x1,1, f ] ∈ F(1). Finalmente, basta observar que

x1,1fx2,1 = [x1,1, f ]x2,1 + fx1,1x2,1.

Uma vez que, cada termo à direita pertence ao ideal I, segue o resultado.

Teorema 4.2.12. [16, Theorem 6.3] Idgri(M gri) =
〈
z1,0, x1,1x2,1

〉
T ∗2

.

Demonstração. Seja I =
〈
z1,0, x1,1x2,1

〉
T ∗2

. Pelo Exemplo 4.2.3, temos que

I ⊆ Idgri(M gri). Para concluir a igualdade entre os ideais, basta vermos que,
para uma identidade ∗-graduada multilinear f de grau n de M gri, temos
f ≡ 0 (mod I).

Desde que, a Observação 4.2.11 nos diz que qualquer monômio contendo
pelo menos duas variáveis homogêneas de grau 1 está em I segue que cada
monômio de f contém no máximo 1 variável homogênea de grau 1. Além
disso, observe que [y1,0, y2,0] ∈ (F(0))−, o que acarreta [y1,0, y2,0] ≡ 0 (mod I),
ou seja, yi,0yj,0 ≡ −yj,0yi,0 (mod I). Desse modo, temos duas possibilidades
a considerar: ou f ≡ αy1,0 . . . yn,0 (mod I), ou f é combinação linear de
elementos da forma yi1,0 . . . yit,0x1,1yit+1,0 . . . yin−1,0, onde 0 ≤ t ≤ n− 1, i1 <
. . . < it e it+1 < . . . < in−1.

Para o primeiro caso, tomando uma avaliação com yi,0 = 1 a matriz iden-
tidade em M gri, para todo i = 1, . . . , n, temos f ≡ α1 (mod I). Desde que f
é uma identidade ∗-graduada de M gri, temos que α = 0 e f ≡ 0 (mod I).

Para o segundo caso, tome i1 < . . . < it e considere a avaliação yi1,0 =
. . . = yit,0 = e11 + e44, yit+1,0 = . . . = yin,0 = e22 + e33 e x1,1 = e12 + e34 se x1,1
é uma variável simétrica ı́mpar, ou x1,1 = e12 − e34, se x1,1 é uma variável
antissimétrica ı́mpar. De todo modo, note que nessa avaliação,

αi1,...,in−1yi1,0 . . . yit,0x1,1yit+1,0 . . . yin−1,0 = αi1,...,in−1e12

e todo monômio de f que difere desse, resulta em zero nessa avaliação. Desde
que f é uma identidade ∗-graduada de M gri, temos que αi1,...,in−1 = 0. Logo,
f ∈ I e Idgri(M gri) ⊆ I, concluindo assim a igualdade.

Teorema 4.2.13. Idgri(Dgri) =
〈
z1,0, y1,1

〉
T ∗2

e cgrin (Dgri) = 2n.
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Demonstração. Seja I o T ∗2 -ideal gerado por z1,0 e y1,1. Vimos no Exemplo
4.2.2 que I ⊆ Idgri(Dgri).

Para a inclusão contrária, seja f ∈ Idgri(Dgri) uma identidade ∗-graduada
multilinear. Uma vez que [y1,0, y2,0] e [z1,1, z2,1] são consequências de z1,0
e [y1,0, z1,1] é consequência de y1,1 temos que esses polinômios ∗-graduados
pertencem à I. Logo, podemos considerar, sem perda de generalidade,

f ≡ αy1,0 . . . ym,0z1,1 . . . zn,1 (mod I).

Quemos ver que f ≡ 0 (mod I), para isso, considere a = (1, 1) e b = (1,−1),
temos que

f(a, . . . , a, b, . . . , b) = α(1, (−1)n) 6= 0.

Desde que f é uma identidade ∗-graduada de Dgri, temos que α = 0.
Consequentemente Idgri(Dgri) ⊆ I, concluindo assim a igualdade entre os
T ∗2 -ideais.

Visto que, todo polinômio ∗-graduado multilinear contendo n1 variáveis
homogêneas pares simétricas e n3 variáveis homogêneas ı́mpares antissimétricas
pode ser escrito como combinação linear do monômio y1,0 . . . yn1,0z1,1 . . . zn3,1

módulo Idgri(Dgri), temos que c〈n〉(D
gri) = 1, para todo (n1, 0, n3, 0) = 〈n〉

partição de n. Logo, temos que

cgrin (Dgri) =
∑
〈n〉

(
n

〈n〉

)
c〈n〉(D

gri) =
n∑

n1=0

(
n

n1

)
= 2n.

4.3 ∗-superálgebras simples e o expoente ∗-
graduado

Nesta seção, apresentaremos a versão do Teorema de Wedderburn-Malcev
para ∗-superálgebras. Em seguida, classificaremos as ∗-superálgebras simples
de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica
zero. Por fim, definiremos o expoente ∗-graduado de uma ∗-superálgebra A
e exibiremos um método para calculá-lo quando essa tem dimensão finita.

Antes disso, tomamos conhecimento das seguintes definições.

Definição 4.3.1. Sejam A uma ∗-superálgebra, ϕ o automorfismo de ordem
no máximo dois induzido pela superestrutura, ∗ a involução graduada de A
e I um ideal de A. Dizemos que I é um ideal ∗-graduado se I é um ideal
com graduação induzida e também um ∗-ideal. De forma equivalente, temos
Iϕ = I e I∗ = I.
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Além disso, dizemos que uma ∗-superálgebra A é uma ∗-superálgebra
simples se A2 6= {0} e os únicos ideais ∗-graduados de A são A e {0}. De
imediato, observe que se uma ∗-superálgebra A é uma álgebra simples ou
uma ∗-álgebras ∗-simples, então A é uma ∗-superálgebra simples. Porém,
uma ∗-superálgebra simples pode não ser uma álgebra simples, nem uma
∗-álgebra ∗-simples.

Exemplo 4.3.2. Considere a ∗-superálgebra Mn(F ) ⊕ cMn(F ) com gra-
duação (Mn(F ), cMn(F )) e involução dada por (a+bc)† = a∗−cb∗, onde ∗ de-
nota a involução transposta ou simplética. Vimos que 1+c

2
Mn(F ) e 1−c

2
Mn(F )

são os únicos ideais dessa álgebra, porém nenhum é um ∗-ideal. Portanto,
Mn(F )⊕ cMn(F ) não é simples, mas é ∗-simples. Logo, essa álgebra é uma
∗-superálgebra simples.

Exemplo 4.3.3. A ∗-superálgebra A ∼= Mk,l(F ), com k ≥ 1, k ≥ l ≥ 0, com
involução transposta ou simplética uma ∗-superálgebra simples, já que essa
é simples. Observe que a involução simplética só está definida para o caso
em que k = l ou l = 0 e k é par.

Observação 4.3.4. Se A é uma ∗-superálgebra simples, então A não é nilpo-
tente. De fato, basta observar que, se A é uma ∗-superálgebra simples nilpo-
tente de ı́ndice n, então An−1 é um ideal ∗-graduado. Logo, ou An−1 = {0},
o que contraria a minimalidade de n, ou An−1 = A e nesse caso A2 = {0},
um absurdo.

Proposição 4.3.5. Considere A uma ∗-superálgebra de dimensão finita so-
bre um corpo F de caracteŕıstica zero e ϕ o automorfismo induzido pela
superestrutura. Então:

1. J(A) é um ideal ∗-graduado;

2. Se A é uma ∗-superálgebra simples, então A é simples ou A é ∗-simples
ou A = B ⊕Bϕ para algum ideal ∗-simples B.

Demonstração. Para o primeiro item, vimos no Teorema 2.3.8 que J(A) é um
ϕ-ideal de A, isto é, invariante sob todo automorfismo e antiautomorfismo ϕ
de ordem no máximo 2 de A. Desse modo, J(A) é um ideal ∗-graduado.

Para o segundo item, suponha que A é uma ∗-superálgebra simples que
não é simples como álgebra ordinária. Desde que o primeiro item diz que o
radical de Jacobson é um ∗-ideal graduado e A não é nilpotente, segue que
J(A) = 0 e, pelo Teorema 1.4.6, A é semissimples. Assim, podemos escrever
A = B1 ⊕ . . . ⊕ Bm, onde cada Bi é um ideal bilateral minimal de A e é
simples.
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Observe que se B∗i = Bi, então A contém um ideal ∗-simples, isto é, o
próprio Bi. Do contrário, temos que Bi ⊕ B∗i é um ideal ∗-simples. De todo
modo, A contém um ideal ∗-simples, o qual chamaremos de B. Note que, se
Bϕ = B, então B é um ideal ∗-graduado de A, consequentemente, A = B é
∗-simples. Por fim, se Bϕ 6= B, então B ⊕ Bϕ é um ideal ∗-graduado de A,
consequentemente, A = B ⊕Bϕ para algum ideal ∗-simples B de A.

Finalmente, exibimos a versão do Teorema de Wedderburn-Malcev para
uma ∗-superálgebra de dimensão finita sobre um corpo de caracteŕıstica zero,
a qual pode ser consultada em [16].

Teorema 4.3.6. Sejam A uma ∗-superálgebra de dimensão finita sobre um
corpo F de caracteŕıstica zero e ϕ o automorfismo induzido pela superestru-
tura de A. Então,

1. A = B u J(A), onde B é uma subálgebra maximal semissimples de A
com B∗ = B e Bϕ = B;

2. se A é uma ∗-superálgebra semissimples, então A é soma direta de
∗-superálgebras simples.

Relembramos que, nos casos anteriores, o comportamento assintótico da
sequência de codimensões, em cada contexto, pode ser estudada a partir da
estrutura da álgebra, fornecida pelas versões do Teorema de Wedderburn-
Malcev. Com o objetivo de obter tal resultado, apresentamos a classificação
das ∗-superálgebras simples, provada pelos autores em [16].

Teorema 4.3.7. Seja A uma ∗-superálgebra simples de dimensão finita so-
bre um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então A é
isomorfa a uma das seguintes ∗-superálgebras:

(1) Mk,l(F ), com k ≥ 1, k ≥ l ≥ 0, com involução transposta ou simplética.
Este último caso ocorre apenas quando k = l ou quando l = 0 e k é
par;

(2) Mk,l(F )⊕Mk,l(F )op, com k ≥ 1, k ≥ l ≥ 0, com graduação induzida e
involução troca;

(3) Mn(F ) u cMn(F ), com involução dada por (a + bc)† = a∗ − cb∗, onde
∗ denota a involução transposta ou simplética;

(4) Mn(F )u cMn(F ), com involução dada por (a+ bc)† = a∗+ cb∗, onde ∗
denota a involução transposta ou simplética;
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(5) (Mn(F ) + cMn(F ))⊕ (Mn(F ) + cMn(F ))op, com graduação dada por

(Mn(F )⊕Mn(F )op, c(Mn(F )⊕Mn(F )op))

e involução troca.

Demonstração. Sejam A uma ∗-superálgebra simples e ϕ o automorfismo
induzido pela superestrutura. Pela Proposição 4.3.5, ou A é simples como
álgebra ordinária ou A é ∗-simples ou A = B⊕Bϕ, para algum ideal ∗-simples
B.

Para o primeiro caso, suponha que A é simples. Pela demonstração do
Teorema 2.3.15, temos que A é isomorfa a Mk,l(F ), com k ≥ 1 e k ≥ l ≥ 0.
Desde que a demonstração do Teorema 2.3.14 nos diz que, nesse caso, A
admite apenas a involução simplética ou transposta e essas são involuções
graduadas em Mk,l(F ), temos que A é isomorfa a uma ∗-superálgebra do
tipo (1).

Para o segundo caso, suponha que A é ∗-simples, mas não é simples. Nesse
caso, vimos no Exemplo 2.3.9 que A = B ⊕ Bop com involução troca, para
alguma subálgebra simples B de A. Basta então estudarmos a graduação
induzida pelo automorfismo ϕ nessa álgebra. Nesse contexto, se Bϕ = B,
então (Bop)ϕ = Bop. Pela demonstração do Teorema 2.3.15, temos que B ∼=
Mk,l(F ) com k ≥ 1, k ≥ l ≥ 0, isto é, A é isomorfa a uma ∗-superálgebra do
tipo (2).

Por outro lado, se tivermos Bϕ 6= B, então Bϕ = Bop. Desse modo,
podemos considerar ϕ((a, b)) = (ϕ0(b), ϕ1(a)), onde (a, b) ∈ B⊕Bop e ϕ0, ϕ1 :
B → B são mapas lineares. Seja � a involução troca em A. Observe que,
para todo (a, b) ∈ A, temos

(ϕ((a, b)))� = (ϕ0(b), ϕ1(a))� = (ϕ1(a), ϕ0(b)); (4.2)

ϕ((a, b)�) = ϕ((b, a)) = (ϕ0(a), ϕ1(b)). (4.3)

Desde que ϕ comuta com �, pela igualdade entre (4.2) e (4.3) resulta que
ϕ0 = ϕ1 e assim ϕ((a, b)) = (ϕ0(b), ϕ0(a)), para todo (a, b) ∈ A. Além disso,
se (a1, b1), (a2, b2) ∈ A, temos

ϕ((a1, b1)(a2, b2)) = ϕ((a1a2, b2b1)) = (ϕ0(b2b1), ϕ0(a1a2)); (4.4)

ϕ((a1, b1))ϕ((a2, b2))) = (ϕ0(b1)ϕ0(b2), ϕ0(a2)ϕ0(a1)). (4.5)

Uma vez que ϕ é um automorfismo de ordem no máximo dois, segue de
(4.4) e (4.5) que

(ϕ0(b2b1), ϕ0(a1a2)) = (ϕ0(b1)ϕ0(b2), ϕ0(a2)ϕ0(a1)),
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para todos (a1, b1), (a2, b2) ∈ A. Essa igualdade nos permite concluir que
ϕ0 é um antiautomorfismo de ordem no máximo 2 na álgebra B, isto é, ϕ0

é uma involução em B. Assim sendo, considerando ϕ0 := ∗, temos que
ϕ((a, b)) = (b∗, a∗), para todo (a, b) ∈ A, onde ∗ é, na verdade, a involução
transposta ou simplética em B.

Ainda precisamos entender como esses argumentos induzem uma superes-
trutura na álgebra A. Para isso, observe que, para todo (a, b) ∈ A, podemos
escrever

(a, b) =
1

2
(a+ b∗, a∗ + b) +

1

2
(a− b∗,−a∗ + b),

isto é,

(a, b) =
1

2
((a, b) + ϕ((a, b))) +

1

2
((a, b)− ϕ((a, b))).

Desde que A(0) = {(a, b) + ϕ((a, b)) | (a, b) ∈ A} e A(1) = {(a, b)− ϕ((a, b)) |
(a, b) ∈ A}, as igualdades acima nos permitem reescrever

A(0) = {(a, a∗) | a ∈ B} e A(1) = {(a,−a∗) | a ∈ B}.

Finalmente, basta observar que A(0) ∼= Mn(F ) e A(1) = (1,−1)A(0) = cA(0) ∼=
cMn(F ), onde c2 = 1 e c� = −c. Nesse caso, pelos Teoremas 2.3.14 e 2.3.15,
temos que A ∼= Mn(F )ucMn(F ) com involução dada por (a+cb)† = a∗−cb∗,
onde ∗ denota a involução transposta ou simplética, isto é, obtemos uma
álgebra do tipo (3).

Para o quarto caso, suponha que A = B ⊕ Bϕ, para algum ideal ∗-
simples B. Se B é simples, então B ∼= Mn(F ) com involução simplética ou
transposta. Pela demonstração do Teorema 2.3.15, A ∼= Mn(F ) u cMn(F )
com graduação (Mn(F ), cMn(F )). Logo, se † é uma involução em A, temos
(a + cb)† = a† + cb† = a∗ + cb∗, onde ∗ denota a involução transposta ou
simplética, ou seja, A é isomorfa a uma ∗-superálgebra do tipo (4).

Por outro lado, se B é ∗-simples, mas não é simples, pelo Exemplo 2.3.9
temos que B = I⊕ Iop com involução troca, para alguma subálgebra simples
I de A. Desse modo, note que

A = (I ⊕ Iop)⊕ (I ⊕ Iop)ϕ = (I ⊕ Iϕ)⊕ (Iop ⊕ (Iop)ϕ)

Observe que, pelo Teorema 2.3.15, I ⊕ Iϕ ∼= Mn(F ) ⊕ cMn(F ). Além
disso, pelo Exemplo 2.3.9 e propriedades da álgebra oposta, temos que

Iop ⊕ (Iop)ϕ ∼= Iop ⊕ (Iop)op ∼= (I ⊕ Iop)op ∼= (Mn(F )⊕ cMn(F ))op.

Desse modo, A ∼= (Mn(F )⊕cMn(F ))⊕(Mn(F )⊕cMn(F ))op, com graduação
dada por

(Mn(F )⊕Mn(F )op, c(Mn(F )⊕Mn(F )op))
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e involução troca, isto é, A é isomorfa a uma ∗-superálgebra do tipo (5).

Finalizamos esta seção com uma breve discussão a respeito do expoente
∗-graduado de uma ∗-superálgebra. Mais tarde, iremos exibir uma caracte-
rização das ∗-superálgebras de crescimento polinomial da sequência de co-
dimensões ∗-graduadas a partir do expoente ∗-graduado. Nesse intuito, re-
cordamos o Corolário 4.2.8, o qual nos diz que a sequência de codimensões
∗-graduadas de uma PI-álgebra A é exponencialmente limitada, isto é,

0 ≤ cgrin (A) ≤ αn, onde α ≥ 2.

Desse modo, faz sentido definirmos o expoente ∗-graduado de A como

expgri(A) = lim
n→∞

n

√
cgrin (A).

Exemplo 4.3.8. Como consequência da Proposição 4.2.4, obtemos cgrin (D∗) =
c∗n(D∗) = 2n. Logo, expgri(D∗) = 2.

Note que se Idgri(A) ⊆ Idgri(B), temos que cgrin (B) ≤ cgrin (A), logo
expgri(B) ≤ expgri(A).

A seguir exibimos um importante limitante superior e inferior para a
sequência de codimensões ∗-graduadas de uma ∗-superálgebra.

Teorema 4.3.9. [21, Theorem 5] Seja A um ∗-superálgebra de dimensão
finita sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então
existe um inteiro não negativo q e constantes não nulas C1, C2, t1 e t2 tais
que

C1n
t1qn ≤ cgrin (A) ≤ C2n

t2qn.

Consequentemente, expgri(A) = q.

No caso em que A um ∗-superálgebra de dimensão finita sobre um corpo
F algebricamente fechado de caracteŕıstica zero, dos Santos [33] exibiu um
método para calcular o expoente ∗-graduado. Para isso, seja A = B u J(A)
uma decomposição de Wedderburn-Malcev deA dada por 4.2.8, consideramos
todos os produtos

Bi,1JBi,2J . . . JBi,k−1JBi,k 6= 0, (4.6)

onde Bi,1, . . . , Bi,k são ∗-subálgebras simples que aparecem na decomposição
de B como soma direta de ∗-superálgebras simples e J := J(A). Então,

expgri(A) = max dimF (Bi,1 ⊕ . . .⊕Bi,k),
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onde o máximo é tomado em i satisfazendo (4.6).
Antes de partirmos para o próximo corolário, observamos que, assim

como a sequência de codimensões é invariante por extensões por escala-
res, o PI-expoente também é invariante por extensões, isto é, expgriF (A) =
expgriK (A ⊗ K), onde K é uma extensão do corpo F . Consequentemente,
estendendo a um corpo algebricamente fechado, obtemos como corolário do
teorema anterior o seguinte resultado.

Corolário 4.3.10. Seja A um ∗-superálgebra de dimensão finita sobre um
corpo F de caracteŕıstica zero. Então expgri(A) existe, é um inteiro não
negativo e expgri(A) ≤ dimF (A).

Por fim, apresentamos uma caracterização das ∗-superálgebras de cresci-
mento polinomial através do expoente ∗-graduado, que pode ser provada de
maneira análoga ao Teorema 2.3.20, estendendo a um corpo algebricamente
fechado antes.

Teorema 4.3.11. Seja A uma ∗-superálgebra de dimensão finita sobre um
corpo F de caracteŕıstica zero. Então A tem crescimento polinomial da
sequência de codimensões ∗-graduadas se, e somente se, expgri(A) ≤ 1.

4.4 ∗-supervariedades de crescimento polino-

mial

Finalizamos este trabalho com a caracterização das ∗-supervariedades de
crescimento polinomial via exclusão de álgebras.

Com o propósito de obter resultados para álgebras de dimensão qual-
quer, em 2019, Giambruno, Ioppolo e La Mattina exibiram em [9] condições
suficientes para garantirmos que uma ∗-supervariedade é gerada por uma
∗-superálgebra de dimensão finita.

Teorema 4.4.1. Seja V uma ∗-supervariedade. Se D∗ /∈ V, então V =
vargri(A) para alguma ∗-superálgebra A finitamente gerada.

Enunciamos o teorema seguinte, cuja demonstração é análoga ao caso de
álgebras com superinvolução, mostrado pelos autores em [1].

Teorema 4.4.2. Seja V uma ∗-supervariedade gerada por uma ∗-superálgebra
B finitamente gerada sobre um corpo F algebricamente fechado de carac-
teŕıstica zero. Então V = vargri(A), para alguma ∗-superálgebra A de di-
mensão finita sobre F .
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Como corolário dos Teoremas 4.4.1 e 4.4.2, obtemos o seguinte.

Corolário 4.4.3. Seja V uma ∗-supervariedade sobre um corpo F algebrica-
mente fechado de caracteŕıstica zero. Se D∗ /∈ V , então V = vargri(A) para
alguma ∗-superálgebra A de dimensão finita.

Finalmente, estamos aptos a exibir os resultados expostos em [16]. Antes
disso, observe que escrevendo n1 + n2 + n3 + n4 = n como soma de inteiros
não negativos e denotando por t a soma n2 + n3 + n4, temos(

n

n1, n2, n3, n4

)
≤ n!

n1!
=

n!

(n− t)!
≤ bnt,

para alguma constante b. Além disso, se existe uma constante q tal que
t = n2 + n3 + n4 < q, então ∑

n−n1<q

(
n

〈n〉

)
≤ cnq,

para alguma constante c. Enunciamos o resultado obtido no seguinte lema.

Lema 4.4.4. Seja n ≥ 1 um inteiro e n1 + n2 + n3 + n4 = n uma soma de
inteiros não negativos. Se n − n1 = n2 + n3 + n4 < q, para algum inteiro
positivo q, então ∑

n−n1<q

(
n

〈n〉

)
≤ cnq,

para alguma constante c.

Lema 4.4.5. Considere A uma ∗-superálgebra de crescimento polinomial da
sequência de codimensões ordinárias. Se existe um natural q tal que qualquer
monômio contendo um produto de pelo menos q variáveis de Y1 ∪ Z0 ∪ Z1 é
uma identidade ∗-graduada de A, então cgrin (A) é polinomialmente limitada.

Demonstração. Suponha cn(A) ≤ αnt, para algumas constantes α e t. A
relação entre c〈n〉(A) e cn(A) nos diz que

c〈n〉(A) ≤ cn(A) ≤ αnt.

Note que se existe tal inteiro q, então para todo n−n1 = n2 +n3 +n4 ≥ q
temos que P〈n〉 ∩ Idgri(A) = P〈n〉 e consequentemente, c〈n〉(A) = 0. Portanto,
pelo Lema 4.4.4, para todo n− n1 ≤ q conclúımos que,

cgrin (A) =
∑
〈n〉

(
n

〈n〉

)
c〈n〉(A) ≤ αnt

∑
n−n1≤q

(
n

〈n〉

)
≤ αcnt+q,

como desejamos.
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Antes do próximo resultado, considere a seguinte proposição.

Proposição 4.4.6. Seja A uma ∗-superálgebra. Se existe um inteiro q ≥ 1
para o qual xi1 . . . xiq é uma identidade ∗-graduada de A, onde xik ∈ Y1 ∪
Z0 ∪Z1, para todo k = 1, . . . , q, então todo monômio contendo pelo menos q
variáveis em Y1 ∪ Z0 ∪ Z1 é uma identidade ∗-graduada de A.

De fato, vimos na Observação 2.1.8 que o produto de Jordan entre um
elemento simétrico e um antissimétrico é antissimétrico. Além disso, o co-
mutador de Lie entre dois elementos simétricos é antissimétrico. Utilizando
essas propriedades, a demonstração segue análoga a da Proposição 2.2.21.

Assim sendo, estamos capacitados a demonstrar uma primeira caracte-
rização das ∗-supervariedades de crescimento polinomial, a partir da sequência
de codimensões ordinárias e de sua decomposição de Wedderburn-Malcev.

Teorema 4.4.7. [16, Teorema 8.3] Seja A uma ∗-superálgebra de dimensão
finita sobre um corpo algebricamente fechado F . Então cgrin (A) é polinomial-
mente limitada se, e somente se,

1. cn(A) é polinomialmente limitada;

2. A = B u J(A), onde B é uma subálgebra maximal semissimples de A
com graduação induzida trivial e involução induzida trivial.

Demonstração. Inicialmente, supomos cgrin (A) polinomialmente limitada. Em
vista do Teorema 4.2.7 temos que cn(A) é polinomialmente limitada. Assim,
o primeiro item está verificado.

Para o segundo item, tomamos uma decomposição de Wedderburn-Malcev
A = BuJ(A), onde B = B1⊕. . .⊕Bm é uma ∗-superálgebra maximal semis-
simples. Desde que cgrin (A) é polinomialmente limitada, segue do Teorema
4.3.11 que expgri(A) ≤ 1. Desse modo, temos que BiJ(A)Bj = {0} para todo
i 6= j com i, j ∈ {1, . . . ,m}. Portanto, dimF Bi = 1, para todo i = 1, . . . ,m.
Em outras palavras, temos que Bi

∼= F para todo i ∈ {1, . . . ,m}. Pelas
demonstrações dos Teoremas 3.1.12 e 3.2.9, temos que B possui graduação
trivial e involução induzida trivial.

Reciprocamente, tomamos como verdadeiras as condições 1 e 2. Con-
sideramos A = B u J(A) = B1 ⊕ . . . ⊕ Bm u J(A) uma decomposição de
Wedderburn-Malcev, onde B possui graduação e involução induzida trivial.
Desde que B está munida da involução trivial, decorre da demonstração do
Teorema 3.1.12 que A− ⊆ J(A). Da mesma forma, como B possui graduação
trivial, segue da demonstração do Teorema 3.2.9 que A(1) ⊆ J(A). Assim
sendo, temos que xi1 . . . xiq é uma identidade ∗-graduada de A, onde q é o
ı́ndice de nilpotência de J(A) e xik ∈ Y1 ∪ Z0 ∪ Z1, para todo k = 1, . . . , q.
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Desse modo, pela Proposição 4.4.6, qualquer monômio contendo pelo me-
nos q variáveis em Y1 ∪ Z0 ∪ Z1 é uma identidade ∗-graduada de A. Desde
que cn(A) é polinomialmente limitada, decorre do Lema 4.4.5 que cgrin (A) é
polinomialmente limitada, como gostaŕıamos.

Nosso próximo passo consiste em obter um resultado de caracterização
via exclusão de ∗-superálgebras da ∗-supervariedade. Nesse intuito, conside-
ramos os seguintes lemas.

Lema 4.4.8. Sejam A uma ∗-superálgebra de dimensão finita sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero e B1 ⊕ . . .⊕ Bm u J(A)
uma decomposição de Wedderburn-Malcev de A, onde B1, . . . , Bm são ∗-
superálgebras simples. Se existem inteiros r, s ∈ {1, . . . ,m}, r 6= s, tais

que B
(0)
r J(A)(1)B

(0)
s 6= {0}, então M gri ∈ vargri(A).

Demonstração. Sejam B
(0)
r e B

(0)
s , com r 6= s, tais que B

(0)
r J(A)(1)B

(0)
s 6= 0.

Dessa forma, existe j ∈ J(A)(1) tal que i1ji2 6= 0, onde i1 e i2 são as unidades

em B
(0)
r e B

(0)
s , respectivamente. Tomamos ainda, k ≥ 1 o maior inteiro tal

que i1J(A)i2 ⊂ J(A)k e consideramos a álgebra A := A/J(A)k+1.
Desde que J(A) é um ideal ∗-graduado, A é uma ∗-superálgebra. Além

disso, observe que toda identidade ∗-graduada de A é uma identidade ∗-
graduada de A, isto é, A ∈ vargri(A).

Consideramos também, as imagens i1, i2, i1ji2 e i2j∗i1 dos elementos i1,
i2, i1 j i2 e i2 j

∗i1, respectivamente, e definimos

S = spanF{i1, i2, i1ji2, i2j∗i1}.

Uma vez que i1 e i2, são ortogonais e idempotentes, k ≥ 1 foi tomado de
modo que i1ji2j

∗, j∗i1ji2 ∈ J(A)k+1, segue que S é uma subálgebra de A.
Mais que isso, S é uma ∗-superálgebra com

(S(0))+ = span{i1, i2}, (S(0))− = {0},

(S(1))+ = span{i1ji2 + i2j∗i1} e (S(1))− = span{i1ji2 − i2j∗i1}.
Ademais, seja φ : S →M gri o homomorfismo de ∗-superálgebras definido

por:

i1 7→ e11 + e44, i2 7→ e22 + e33, i1ji2 7→ e12, i2j∗i1 7→ e34.

Observamos que φ é de fato um isomorfismo que preserva a graduação e
involução. Logo, A possui uma ∗-superálgebra isomorfa a M gri. Portanto,
M gri ∈ vargri(A) ⊆ vargri(A), como gostaŕıamos.
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Lema 4.4.9. Sejam A e B ∗-superálgebras onde B tem graduação trivial.
Se B /∈ vargri(A) então B /∈ var∗(A(0)).

Demonstração. Suponha que B ∈ var∗(A(0)). Observe que Idgri (A(0)) =
〈Id∗(A(0)), y1,1, z1,1〉 e Idgri(B) = 〈Id∗(B), y1,1, z1,1〉. Desde que Id∗(A(0)) ⊆
Id∗(B), segue que B ∈ vargri(A(0)) ⊆ vargri(A).

Lema 4.4.10. Seja A uma ∗-superálgebra de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteŕıstica zero e B1⊕ . . .⊕BmuJ(A) uma de-
composição de Wedderburn-Malcev dada pelo Teorema 4.3.6. Se M∗, D∗, D

gr,
Dgri /∈ vargri(A), então Bi

∼= F , para todo i = 1, . . . ,m.

Demonstração. Considere a decomposição de Wedderburn-Malcev de A dada
pelo enunciado e seja A(0) = B(0) u J(A)(0) = B

(0)
1 ⊕ . . . ⊕ B

(0)
k u J(A)(0) a

componente homogênea par dessa álgebra. Desse modo, A(0) é uma álgebra
com involução induzida e graduação trivial.

Observe que, em decorrência do Lema 4.4.9, M∗, D∗ /∈ var∗(A(0)). Assim,
pelo Teorema 3.1.13, c∗n(A(0)) = cgrin (A(0)) é polinomialmente limitada. Além

disso, pelo Lema 3.1.11, temos que B
(0)
i
∼= F , para todo i = 1, . . . , k. Uma

vez que cada álgebra Bi é uma ∗-superálgebra simples, pelo Teorema 4.3.7
temos apenas três casos a considerar: ou Bi

∼= F ; ou Bi
∼= F ⊕ cF com

graduação (F, cF ) e involução dada por (a+ cb)∗ = a− cb; ou Bi
∼= F ⊕ cF

com graduação (F, cF ) e involução dada por (a+ cb)∗ = a+ cb.
Note que, no segundo e terceiro caso, Bi

∼= Dgri e Bi
∼= Dgr, respecti-

vamente. Desde que essas ∗-superágebras não pertencem à vargri(A), segue
que a única possibilidade é Bi

∼= F , para todo i = 1, . . . , k.

Exibiremos aqui, com o aux́ılio dos Teoremas 4.4.1 e 4.4.2, a demonstração
mais geral do resultado provado em [16], retirando-se a hipótese de dimensão
finita.

Teorema 4.4.11. Seja V uma ∗-supervariedade sobre um corpo de carac-
teŕıstica zero. Então cgrin (V) é polinomialmente limitada se, e somente se,
M∗, D∗, D

gr, Dgri, M gri /∈ V .

Demonstração. Assuma que cgrin (V) é polinomialmente limitada. Pelo Exem-
plo 4.2.9 as ∗-supervariedades geradas pelas ∗-superálgebras M∗, D∗, D

gr,
Dgri e M gri têm crescimento exponencial, logo essas não pertencem à V .

Reciprocamente, suponha que M∗, D∗, D
gr, Dgri, M gri /∈ V . Desde que

D∗ /∈ V , pelo Corolário 4.4.3, podemos considerar V = vargri(A) para alguma
∗-superálgebra A de dimensão finita. Além disso, vimos que sempre que
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quisermos tratar de resultados a respeito da sequência de codimensões ∗-
graduadas, podemos considerar o corpo algebricamente fechado. Desse modo,
podemos tomar A = B1⊕. . .⊕BmuJ(A) uma decomposição de Wedderburn-
Malcev de A dada pelo Teorema 4.3.6, onde, pelo Lema 4.4.10, Bi

∼= F é
simples, para todo i = 1, . . . ,m. Desse modo, B possui graduação trivial
e involução trivial, ou seja, Bi = B

(0)
i . Além disso, pela demonstração do

Lema 4.4.10 temos que cn(A(0)) ≤ c∗n(A(0)) é polinomialmente limitada, isso
implica que exp(A(0)) ≤ 1, ou seja,

B
(0)
i J(A)(0)B

(0)
l = {0}, para todos i, l ∈ {1, . . . , k}, i 6= l.

Suponha que exista i, l ∈ {1, . . . , k}, i 6= l, tal que B
(0)
i J(A)(1)B

(0)
l 6= {0}.

Pelo Teorema 4.4.8, M gri ∈ vargri(A), outra contradição. Portanto,

B
(0)
i J(A)(1)B

(0)
l = {0}, para todos i, l ∈ {1, . . . , k}, i 6= l.

Consequentemente, para todos i, l ∈ {1, . . . , k}, i 6= l, temos que BiJ(A)Bl =
{0}. Assim, pelo Teorema 1.5.2, temos que cn(A) é polinomialmente limitada.
Desse modo, temos satisfeita as condições do Teorema 4.4.7, logo conclúımos
que cgrin (A) é polinomialmente limitada e o teorema está demonstrado.

Por fim, conclúımos que se A é uma ∗-superálgebra, então a sequência
de codimensões ∗-graduadas {cgrin (A)}n≥1, é polinomialmente limitada ou
cresce exponencialmente. Além disso, identificamos as ∗-supervariedades de
crescimento quase polinomial.

Corolário 4.4.12. As ∗-superálgebras M∗, D∗, D
gr, Dgri e M gri geram as

únicas ∗-supervariedades de crescimento quase polinomial.

4.5 Considerações finais

Finalizamos este trabalho com uma breve motivação para futuras pesqui-
sas na PI-teoria, apresentando alguns resultados que vem sendo desenvolvidos
na linha de pesquisa apresentada até o momento. Para isso, consideramos F
um corpo de caracteŕıstica zero e G um grupo qualquer.

A próxima definição generaliza o conceito de superálgebra.

Definição 4.5.1. Dizemos que A é uma álgebra G-graduada se existem
subespaços {A(g)}g∈G, chamados componentes homogêneas, satisfazendo

A =
⊕
g∈G

A(g) e A(g)A(h) ⊆ A(gh), para todos g, h ∈ G.



4.5. CONSIDERAÇÕES FINAIS 98

Além disso, uma involução ∗ em uma álgebra G-graduada A é dita ser
uma involução G-graduada se (A(g))∗ = A(g), para todo g ∈ G. Em
outras palavras, uma involução G-graduada nada mais é que uma involução
que preserva as componentes homogêneas. Assim sendo, dizemos que uma
álgebra G-graduada A é uma (G, ∗)-álgebra se A admite uma involução G-
graduada. Observe que, no caso em que G = Z2, A é uma ∗-superálgebra,
isto é, a definição apresentada generaliza a definição de uma ∗-superálgebra,
assim como álgebras com involução. Desse modo, faz-se pertinente o estudo
de tais álgebras como uma motivação apresentada neste espaço.

Exemplo 4.5.2. Toda ∗-álgebra A é uma (G, ∗)-álgebra munida da G-
graduação trivial dada por A(1) = A e A(g) = {0} para todo g 6= 1 ∈ G. Em
particular, denotamos por D∗ a (G, ∗)-álgebra D = F ⊕cF com G-graduação
trivial e involução troca, onde c2 = 1.

Seja G um grupo finito e considere a álgebra de grupo FG com G-
graduação canônica definida por (FG)(g) = spanF{g}. Considere o sub-
grupo de G, Cp = 〈h〉 o grupo ćıclico de ordem prima p gerado por h, onde
p divide |G|.

Exemplo 4.5.3. FCp é uma subálgebra G-graduada de FG munida da G-

graduação FCp =
p−1⊕
i=0

FC
(hi)
p , onde FC

(hi)
p = spanF {hi}, 0 ≤ i ≤ p − 1 e

FC
(g)
p = 0 para todo g /∈ 〈h〉. Denotamos por (FCp)

G a (G, ∗)-álgebra FCp
com G-graduação definida anteriormente e involução trivial.

Em particular, se a ordem de G é par, denotamos por DG
∗ a álgebra D com

involução troca e G-graduação (D∗)
(1) = F , (D∗)

(c) = cF e (D∗)
(g) = {0}

para todo g /∈ C2 = 〈c | c2 = 1〉.

Exemplo 4.5.4. Para cada g ∈ G, g 6= 1, a álgebra M com G-graduação

M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33}, M (g) = spanF{e12, e34} e M (h) = {0},

para todo h /∈ {1, g}, e munida com involução reflexão é uma (G, ∗)-álgebra,
denotada por M(g,∗).

No caso em que g = 1, definimos M(1,∗) a (G, ∗)-álgebra M com G-
graduação trivial e involução reflexão.

Seja G um grupo finito e F 〈X | G, ∗〉 a álgebra associativa unitária livre
gerada pelo conjunto X =

⋃
g∈G

X∗g , onde X∗g = {x1,g, x∗1,g, . . .} e X∗g1 ∩X
∗
g2

= ∅

para todo g1 6= g2. Desse modo, um elemento f ∈ F 〈X | G, ∗〉 será chamado
de polinômio (G, ∗)-graduado. Observamos que F 〈X | G, ∗〉 admite uma
estrutura de álgebra (G, ∗)-graduada. Assim sendo, faz sentido a seguinte
definição.
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Definição 4.5.5. Um polinômio (G, ∗)-graduado

f(x1,g1 , x
∗
1,g1

, . . . , xn,gn , x
∗
n,gn) ∈ F 〈X | G, ∗〉

é uma (G, ∗)-identidade em uma (G, ∗)-álgebra A se

f(a
(g1)
1 , (a

(g1)
1 )∗, . . . , a(gn)n , (a(gn)n )∗) = 0,

para todos a
(g1)
1 ∈ A(g1), . . . , agnn ∈ A(gn). Nesse caso, denotamos por f ≡ 0

em A.

Portanto, podemos considerar Id(G,∗)(A) o conjunto de todas as (G, ∗)-
identidades de A. Além disso, definimos V = var(G,∗)(A) a (G, ∗)-variedade
gerada por A, isto é, B ∈ V se, e somente se, Id(G,∗)(A) ⊆ Id(G,∗)(B). Ade-
mais, para um grupo finito G, consideramos o espaço dos (G, ∗)-polinômios

multilineares de grau n, P
(G,∗)
n = span{x(g1)σ(1) . . . x

(gn)
σ(n) | σ ∈ Sn, g1, . . . , gn ∈

G}.

Definição 4.5.6. Para n ≥ 1, a n-ésima (G, ∗)-codimensão c
(G,∗)
n (A) de uma

(G, ∗)-álgebra A é dada por

c(G,∗)n (A) := dimF
P

(G,∗)
n

P
(G,∗)
n ∩ Id(G,∗)(A)

·

É de interesse o caso em que a sequência de (G, ∗)-codimensões de uma
(G, ∗)-álgebra A é polinomialmente limitada. Nesse caso, dizemos que A
tem crescimento polinomial da sequência de (G, ∗)-codimensões.

A fim de apresentar resultados que estendem as caracterizações anteriores
para uma (G, ∗)-álgebra, temos o seguinte resultado provado por Oliveira,
dos Santos e Vieira [30] no caso em que G é um grupo abeliano finito e
V = var(G,∗)(A) para uma (G, ∗)-álgebra A de dimensão finita.

Teorema 4.5.7. Seja V uma variedade gerada por uma (G, ∗)-álgebra de
dimensão finita sobre F . Então, V tem crescimento polinomial se, e somente
se, uma das duas opções ocorrem

1. ordem de G é par e D∗, D
G
∗ , (FCp)

G e M(g,∗) /∈ V;

2. ordem de G é ı́mpar e D∗, (FCp)
G e M(g,∗) /∈ V;

para todo primo p que divide a ordem de G e para todo g ∈ G.
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Assim, algumas perguntas tornam-se motivações para cont́ınuas pesqui-
sas. A t́ıtulo de exemplo, tal resultado é válido para uma (G, ∗)-variedade
gerada por uma (G, ∗)-álgebra de dimensão qualquer? Podemos encontrar
condições suficientes para garantir que uma (G, ∗)-variedade seja gerada por
uma (G, ∗)-álgebra de dimensão finita? Nos questionamos ainda a respeito
de outras caracterizações de crescimento polinomial da sequência de (G, ∗)-
codimensões, tais como a partir da sequência de cocaracteres e da estrutura
da álgebra. Também, podemos ampliar nossos estudos na classificação das
subvariedades das variedades de crescimento quase polinomial ou trabalhar
nos estudos das (G, ∗)-variedades unitárias e também nas minimais. Tais
questionamentos confirmam que a PI-teoria é um caminho de grandes opor-
tunidades a serem exploradas.
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[11] A. Giambruno and S. Mishchenko. Polynomial Growth of the ∗-
codimensions and Young Diagrams. Comm. Algebra 29(1) (2001) 277-
284.

[12] A. Giambruno and S. Mishchenko. On star-varieties with almost poly-
nomial growth. Algebra Coll. 8 (2001) 33-42.

[13] A. Giambruno; S. Mishchenko and M. Zaicev. Polynomial Identities on
superalgebras and almost polynomial growth. Special issue dedicated to
Alexei Ivanovich Kostrikin, Comm. Algebra 29 (2001) 3787-3800.

[14] A. Giambruno, C. Polcino Milies and A. Valenti. Star-polynomial identi-
ties: Computing the exponential growth of the codimensions. J. Algebra
469 (2017) 302-322.

[15] A. Giambruno and A. Regev. Wreath products and P.I. algebras. J. Pure
Appl. Algebra 35 (1985) 133-149.

[16] A. Giambruno, R. B. dos Santos and A. C. Vieira. Identities of *-
superalgebras and almost polynomial growth. Linear and Multilinear Al-
gebra 64:3 (2016) 484-501.

[17] A. Giambruno and M. Zaicev. A characterization of algebras with poly-
nomial growth of the codimensions. Proc. Amer. Math. Soc. 129 (2000)
59-67

[18] A. Giambruno and M. Zaicev. Exponential codimension growth of P.I.
algebras: an exact estimative. Adv. Math. 142 (1999) 221-243.

[19] A. Giambruno and M. Zaicev. On codimension growth of finitely gene-
rated associative algebras. Adv. Math. 140 (1998) 145-155.

[20] A. Giambruno and M. Zaicev. Polynomial Identities and Asymptotic
Methods. Mathematical Surveys e Monographs, American Mathematical
Society, 122, Providence R.I., 2005.

[21] A. S. Gordienko. Amitsur’s conjecture for associative algebras with a
generalized Hopf action. J. Pure Appl. Algebra 217 (2013) 1395-1411.

[22] I. Kaplansky. Rings with a polynomial identity. Bull. Amer. Math. Soc.
54 (1948) 496-500.

[23] A. R. Kemer. Ideals of Identities of Associative Algebras. AMS Trans-
lations of Mathematical Monograph. Vol 87, 1988.
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