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Resumo

O cléssico Teorema de Kemer [24], provado em 1979, nos diz que
uma variedade )V tem crescimento polinomial se, e somente se, UT»,G ¢ V.
A caracterizacao apresentada por Kemer foi estendida por outros autores
para algebras com estruturas adicionais. Em 2001, Giambruno e Mish-
chenko [12] mostraram ser necessario e suficiente excluir as x-dlgebras D,
e M, da x-variedade para garantir crescimento polinomial da sequéncia de
x-codimensoes. No mesmo ano, Giambruno, Mishchenko e Zaicev [13] ca-
racterizaram as supervariedades de crescimento polinomial, mostrando ser
necessario e suficiente excluir cinco superalgebras da supervariedade para ga-
rantir tal resultado, sdo elas: UTy, G, UTY", G9" ¢ D9". Em 2016, Giambruno,
dos Santos e Vieira [16] exibiram uma caracterizagao das x-supervariedades
de crescimento polinomial, mostrando ser necessario e suficiente excluir as
x-superalgebras D,, M,, DI, D9 e M9 da *-supervariedade para garantir
crescimento polinomial da sequéncia de codimensoes x-graduadas. O objetivo
principal desse trabalho consiste em exibir as caracterizacoes apresentadas
pelos autores, fornecendo demonstragoes com linguagem mais atualizada de-
senvolvida na Pl-teoria nos ltimos anos.

Palavras chave: identidades polinomiais, codimensoes, crescimento polino-
mial, x-algebras, superdlgebras, x-superalgebras.



Abstract

The classic Kemer’s Theorem [24], established in 1979, states that a
variety of algebras V has polynomial growth if, and only if, UT,,G ¢ V. The
Kemer’s caracterization was extended to algebras with additional structu-
res by other authors. In 2001, Giambruno and Mishchenko [12] proved that
a necessary and sufficient condition to have V as a x-variety of polynomial
growth is excluding the x-algebras D, and M, from V. In the same year,
Giambruno, Mishchenko and Zaicev [13] characterized varieties of superal-
gebras with polynomial growth by the exclusion of five superalgebras from
the variety of superalgebras, which are: UTy, G, UTy", G9" and D9". Finally,
in 2016, Giambruno, dos Santos and Vieira [16] proved that it is necessary
and sufficient to exclude the *-superalgebras D,, M,, D9, D% and MI"
from a variety of s-superalgebras in order to have polynomial growth. The
main purpose of this dissertation is to present the previous characterizations,
giving proofs with updated language developed in PI-theory in the last years.

Keywords: polynomial identities, codimensions, polynomial growth, x-alge-
bras, superalgebras, x-superagebras.
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Introducao

Neste trabalho, consideramos F' um corpo de caracteristica zero, A uma
F-algebra associativa e X = {x1, x5, ...} um conjunto enumeravel de varidveis.
Denotamos por F(X) a algebra livre associativa unitaria gerada por X,
cujos elementos f(z1,...,x,) € F(X) serdo chamados de polinomios. Di-
ante desses objetos, dizemos que A é uma PI-algebra se existe um po-
linémio nao nulo f(z1,...,z,) € F(X) tal que f(ay,...,a,) =0, para todos
ai,...,a, € A. Nesse caso, escrevemos f =0 em A e dizemos que f é uma
identidade de A.

O estudo das Pl-algebras ganhou notoriedade a partir de 1948, quando
Kaplansky [22] abordou a respeito da estrutura de particulares PI-algebras,
observando que as identidades da algebra influenciam diretamente em sua
estrutura. Nas décadas seguintes, importantes resultados a respeito das es-
truturas das PI-algebras foram desenvolvidos e podem ser consultados em
[32]. Posteriormente, em 1950, Amitsur e Levitsky [2] utilizaram métodos
puramente combinatorios para mostrar que o polinomio standard de grau 2n
¢ uma identidade de M, (F), onde o polinémio standard de grau k é dado
por

Ste(1, ..., x1) = Z (s8N 0)To(1)Ta(2) - - - Ta(k)-
oES),

Exemplos classicos de PI-algebras sao facilmente encontrados. Por exem-
plo, o comutador de Lie de peso 2 definido por [z, xs] := x129 — 2221 é uma
identidade polinomial de uma dlgebra comutativa. Além disso, toda algebra
nilpotente de indice m é uma Pl-algebra, uma vez que xy...x,, = 0 em A.
De modo geral, é possivel mostrar que se A é uma algebra de dimensao finita
n, entao St,y1(x1,...,Tye1) é uma identidade de A, isto é, toda &lgebra de
dimensao finita é uma Pl-algebra.

Um exemplo de algebra de dimensao infinita que é uma Pl-algebra é
dado pela algebra de Grassmann G definida por G = (1,ej,ea,... | e;e; =
—eje;, 1, j € N). Nao é dificil mostrar que o comutador de peso trés [[z1, 2], 23]
é uma identidade da &algebra G.

Outro exemplo importante para a teoria é dado pela algebra das matri-
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zes triangulares superiores de ordem 2 com entradas no corpo F', denotada
por UT,. Um exemplo simples de identidade dessa dlgebra é o polinomio
[Il, .732] [I‘g, 134].

A par dessa lista de exemplos, é de grande interesse descrevermos o con-
junto das identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra A, denominado
Id(A), o qual é um ideal bilateral de F'(X) invariante sob todo endomor-
fismo de F'(X). Ideais com essa propriedade sao chamados T-ideais. Nesse
caso, Id(A) é dito o T-ideal da dlgebra A. Para uma algebra A, definimos
a variedade gerada por A como a classe de todas as algebras B tais que
Id(A) C Id(B) e denotamos por V = var(A).

E importante ressaltar que determinar o ideal das identidades polinomiais
de uma &lgebra é um trabalho complicado e de fonte de pesquisas atuais. Em
[6], Drensky exibiu as identidades geradoras do T-ideal da algebra Ms(F').
Porém, o T-ideal de M, (F'), para n > 3, ainda é desconhecido. Em 1950,
Specht [34] conjecturou que, sobre um corpo de caracteristica zero, todo T-
ideal proprio I de F/(X) é finitamente gerado como T-ideal. Essa conjectura
foi ratificada por Kemer [25] somente em 1988, o que se torna uma grande
ferramenta aliada ao processo de multilinearizacao, o qual nos permite con-
cluir que todo T-ideal é completamente determinado por um nimero finito
de identidades multilineares. Assim sendo, o espaco dos polindomios multili-
neares nas primeiras n varidveis P, := spang{@s1)...Tom) | 0 € Sy} é de
grande relevancia para a teoria.

A fim de minimizar a dificuldade em determinar o T-ideal de uma PI-
algebra A e compreender o comportamento das identidades satisfeitas por
essa algebra, em 1972, Regev [31] introduziu a sequéncia de codimensoes de
uma algebra, cujo n-ésimo termo é dado por

b > 1.

Cn(A) = dlmF m, n -~

Tal sequéncia numérica nos permite, de certa maneira, “medir” o crescimento
das identidades satisfeitas por A. Ainda em 1972, Regev [31] mostrou que
se A é uma Pl-algebra sobre um corpo de caracteristica zero, entao existem
constantes (3, a > 0 tais que ¢,(A) < fa”, para todon > 1. No ano seguinte,
Krakovsky e Regev [26] mostraram que ¢,(G) = 2"'. Além disso, Malcev
[27] mostrou que ¢, (UTy) = 2" ! (n — 2) + 2. Consequentemente, as &lgebras
G e U'T; apresentam crescimento exponencial da sequéncia de codimensoes.

Esses resultados motivaram a busca de condigoes necessarias e suficientes
para garantir que a sequéncia de codimensoes de uma Pl-algebra A seja
polinomialmente limitada, isto é, existam constantes a e t > 0 tais que
cn(A) < an',n > 1. Nesse intuito, Kemer [24] foi o pioneiro na caracterizacao
das variedades de crescimento polinomial da sequéncia de codimensoes via
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exclusao de algebras da variedade. Em 1979, o autor mostrou que {¢,(A) }n>1
tem crescimento polinomial se, e somente se, G, UTs ¢ var(A).

No final da década de 90, iniciou-se o estudo de algebras munidas de estru-
turas adicionais. Nesse sentido, dizemos A é uma x-algebra, se A estd munida
de uma involucgao, ou seja, um antiautomorfismo de ordem no méximo 2. A
titulo de exemplo, toda algebra comutativa admite a involucao trivial. Um
exemplo de involucao nao trivial em uma algebra comutativa ¢ dado pela
algebra D = F' @ F munida da involugao troca, isto é, (a,b)* = (b, a). Nesse
passo, consideramos a algebra M = F(eq1+e44)+ F(ea+e33)+ Feja+ Fesy C
UT), com involucao reflexao ao longo da diagonal secundaria, dada por

*

a ¢ 0 0 a d 0 0
0 b 00 10 b 0 O
0 0 b d 10 0 b ¢
0 0 0 a 0 0 0 a

Assim definida, M é um x-algebra denotada por M,.
Dizemos que A é uma superalgebra se existem dois subespacos vetoriais
A ¢ AW tais que:

1. A= A0 4 AM como soma de espacos vetoriais;
2. A® A0 4 AMW AM) C AO) ¢ A AD) 4 4D AO) C A,

Nesse caso, indicamos a graduacao de A da forma (A®  AW),

Por exemplo, toda algebra é uma superalgebra com graduacao trivial
(A,0). Além disso, as seguintes superalgebras merecem nosso destaque: G
e UT; denotam, respectivamente, as algebras de Grassmann e a UT, com
graduagao trivial; DI a dlgebra D com graduagao (F'(1,1), F(1,—1)); UTY" a
algebra UTy, com graduagao (Fej+ Fegy, Fejs) e G9" a dlgebra de Grassmann
com graduacao (Q(O), g(U), onde

G =spanp{e;, ..., | 1 <i; <... <y, k>0} e

Q(l) = spanF{eil N | 1< <...< i2k+1, k> 0}

Note que se A é uma superdlgebra, entao existe um automorfismo ¢ :
A — A de ordem no maximo 2 induzido pela superestrutura de A, dado
por ¢(a) = ag — a1, onde a = ag +a; € A com ap € A e a; € AW,
Reciprocamente, se existe um automorfismo ¢ de A de ordem no méximo 2,
entao A é uma superalgebra com a graduacgao induzida por ¢, isto é, A =
A® 1 AW onde AO ={ac A|p(a) =a} e AV ={a€ A|pla) =—a}.

Desse modo, dizemos que A é uma -dlgebra se essa estd munida de um
automorfismo ou um antiautomorfismo ¢ de ordem no maximo 2. Assim,
qualquer superélgebra ou qualquer algebra com involugao, é uma p-algebra.
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Para esse contexto, podemos considerar F(Y U Z) a p-dlgebra livre nas
varidveis Y = {y1,99,...} € Z = {21, 29,....}. Assim, podemos estender as
defini¢coes de identidades, variedades e codimensoes para (-identidades, -
variedades e g-codimensoes e considerar o conjunto /d?(A) dito o T\,-ideal de
A, formado por todas as @-identidades polinomiais de A. Observe que [d¥(A)
¢ um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F(Y' UZ) que comutam
com ¢, ou seja, é um T-ideal de F (Y UZ). Analogamente ao caso ordinario,
Id?(A) é gerado por um nimero finito de ¢-identidades multilineares. Desse
modo, denotamos por P? = spanF{wU(l) e Wo(n) | 0 € Sp,w; = y; ou w; =
zi,i=1,...,n}, n > 1, 0espaco dos p-polinomios multilineares nas variaveis
Y1, 215« - > Yny Zn- Além disso, denotamos por var?(A) a ¢-variedade gerada
por A e definimos a n-ésima ¢-codimensao de uma p-algebra A como

P¥

P(A) := di - n
(A) = dimr g Ay

n>1.

Em 2001, Giambruno e Mishchenko [12] mostraram que se V = var*(A)
é uma *-variedade gerada por uma x-algebra A entao V tem crescimento
polinomial se, e somente se M,, D, ¢ V.

No ano de 2001, Giambruno, Mishchenko e Zaicev [13] caracterizaram
as supervariedades de crescimento polinomial, mostrando ser necessario e
suficiente excluir cinco superdalgebras da supervariedade, sao elas: G, UTs,
G, UTY" e DI".

Finalmente, dizemos que uma superdlgebra A = A©® 4 AM & uma *-
superalgebra se A admite uma involugao graduada, isto é, uma involugao
que preserve as componentes homogéneas. Ilustramos esse conceito com
as seguintes x-superalgebras, as quais terao papel fundamental neste tra-
balho: D, denota a algebra D com graduacao trivial e involucao troca; M,
a algebra M com graduacao trivial e involucao reflexao; D9 a éalgebra D
com graduacao (F(1,1), F(1,—1)) e involugao trivial; D9 a dlgebra D com
graduagao (F(1,1), F(1,—1)) e involugao troca; M9 a dlgebra M com gra-
duacdo (F'(e11 + €44) + F(ean + e33), Feja + Fesy) e involugao reflexao.

Nesse caso, podemos considerar F(Yo U Y; U Zy U Z;) a *-superdlgebra
livre nas variaveis Yy UY; U Zy U Z;. Similarmente aos casos anteriores, con-
sideramos o ideal das identidades *-graduadas de A, isto é, [d9"*(A) = {f €
F(YoUY{UZyUZ,) | f =0 em A}. E bem conhecido que, sobre um corpo de
caracteristica zero, Id9"*(A) é gerado por um nimero finito de identidades *-
graduadas multilineares. Com isso, definimos PJ"" = span FAWo(1) - - Won) |
0 € Sy, Wi =Yg OUW; = Z g, gi = 0,1} 0 espaco dos polindmios multiline-
ares x-graduados nas primeiras n-variaveis.

Ademais, denotamos a classe de todas as x-superalgebras que satisfazem
as identidades x-graduadas de uma *-superalgebra A por vard™(A) e defini-
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mos a n-ésima codimensao *-graduada de uma x-superédlgebra A como

) Pgm’
A"(A) =dimp —————,n>1.
PI" N 1doi(A)

Em 2016, Giambruno, dos Santos e Vieira [16] apresentaram uma carac-
terizagao das x-supervariedades de crescimento polinomial geradas por uma
x-superalgebra de dimensao finita, mostrando ser necessario e suficiente ex-
cluir as x-superdlgebras D,, M,, D", D9 e M9 da *-supervariedade para
garantir tal resultado.

A par da discussao apresentada até aqui, este trabalho consiste em expor
os resultados em linguagem atualizada e contribuir para a disseminac¢ao do
conhecimento dos trabalhos desenvolvidos na pesquisa da Pl-teoria. Para
isso, iniciamos o Capitulo 1 definindo o principal objeto com o qual tra-
balharemos, as Pl-algebras, bem como apresentar exemplos e as principais
ferramentas para estudos posteriores: T-ideais, variedades, sequéncia de co-
dimensoes e o Teorema de Wedderburn-Malcev. Finalizamos este capitulo
com o prestigiado Teorema de Kemer, o qual nos fornece a grande motivacao
para os demais resultados apresentados.

No Capitulo 2 abordaremos de modo geral as ¢-dlgebras, os objetos e re-
sultados analogos ao caso ordinario. Por fim, apresentamos a classificagao das
p-algebras simples sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica
ZEro.

Os Capitulos 3 e 4 concentram o cerne deste trabalho. No Capitulo 3,
apresentamos novas demonstracoes para as caracterizacoes das y-variedades
de crescimento polinomial, feitas originalmente nos artigos [12] e [13], aqui
utilizando argumentos desenvolvidos na Pl-teoria nos tltimos anos.

Por ultimo, no Capitulo 4 apresentamos o conceito de *-superalgebra,
transcrevendo os resultados e objetos anteriores para essa estrutura. Com o
auxilio de um resultado provado por Giambruno, loppolo e La Mattina [9],
exibimos a demonstracao mais geral, retirando a hipdtese de dimensao finita
do resultado de Giambruno, dos Santos e Vieira [16]. Enfim, finalizamos
o capitulo com uma breve discussao a respeito de resultados que vem sendo
desenvolvidos atualmente nesta linha de pesquisa e possiveis motivacoes para
investigacoes e incentivo ao estudo da Pl-teoria.



15

Capitulo 1

PlI-algebras e identidades
polinomiais

Iniciamos este capitulo com uma breve discussao a respeito dos objetos e
resultados preliminares. Em seguida, apresentamos os conceitos de T-ideal,
variedade e a sequéncia de codimensoes de uma algebra. Finalizaremos o
capitulo com a apresentacao do classico Teorema de Kemer, o qual foi o
pioneiro na caracterizacao das variedades de crescimento polinomial via ex-
clusao de algebras da variedade e a grande motivacao para os demais resulta-
dos apresentados. Embora alguns resultados nao necessitem dessa hipdtese,
admitiremos sempre que F' é um corpo de caracteristica zero.

1.1 Definicoes e exemplos

Nessa primeira secao definiremos o conceito de Pl-algebras e apresenta-
remos algumas das principais algebras com as quais trabalharemos.

Definigao 1.1.1. Um espaco vetorial A sobre um corpo F' é dito ser uma
algebra (associativa) se A estd munido de uma operacao binaria - : (A4, A) —
A, chamada multiplicacao, tal que, para todos a,b,c € A e a € F, temos
satisfeitas

(a+b)c = ac+ be
a(b+c¢) =ab+ac
a(ab) = (aa)b = a(ab)
a(be) = (ab)e.

Embora a ultima propriedade nao seja necesséria para a definicao de uma
algebra, para nés, uma algebra sempre significard uma algebra associativa.
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Dizemos que B é uma subalgebra de A se B é um subespago vetorial
de A e é fechado para a multiplicacao, isto é, ab € B, para todos a,b € B.
A titulo de exemplo, o centro Z(A) = {a € A | ab = ba,¥b € A} de uma
algebra A é uma subdlgebra de A. Ademais, dizemos que uma subalgebra
I de A é um ideal a esquerda de A se AI C I. Analogamente, podemos
definir um ideal a direita e iremos nos referir a um ideal bilateral se esse
é um ideal a esquerda e a direita.

Exemplo 1.1.2. Denotamos por M,(F') a algebra de matrizes de ordem
n X n com entradas no corpo F' e com a multiplicacao usual de matrizes.
Além disso, definimos M, (F)° o espago vetorial M, (F') com multiplicagdo
e dada por a e b = ba, onde a,b € M, (F), e ba é a multiplicagdo dada em

De modo geral, dada uma &dlgebra A, podemos definir a algebra oposta
de A, a qual denotaremos por A% como: A° coincide como espaco vetorial
com a algebra A, cujos elementos sao os mesmos; ja a multiplicacao é dada
por a @ b = ba, para todo a,b € A, onde ba denota a multiplicacao em A.

Exemplo 1.1.3. A élgebra UT,, das matrizes triangulares superiores n x n
com entradas em F' é uma subalgebra da édlgebra M, (F).

Nos referimos a dimensao de uma algebra como a sua dimensao como

espago vetorial. Por exemplo, dimp M, (F) = n?, ja a algebra UT,, possui
dimensao @
Antes de partirmos para mais exemplos, considere a defini¢ao a seguir.

Definicao 1.1.4. Seja A uma F-algebra e Ay, ..., A, subdlgebras dessa.
Dizemos que A é soma direta (como algebra) de Ay, ..., A, se as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

(1) A=A, + ...+ Ag, como soma direta de espagos vetoriais;
(2) a1+ ...+ a, =0, com a; € A;, entdo a; = 0, para todo i € {1,...,k};
(3) A;A; ={0}, parai,j € {1,...,k} com i # j.

Nesse caso, escrevemos A = A1 & ... D A;.

Exemplo 1.1.5. Considere a dlgebra D = F & F. Para quaisquer elementos
a1 + by, as + by € D, temos que

(&1 + bl)(ag + bg) = ay1a9 + Glbg + b1a2 + b1b2 = aya9 + blbg,
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ja que aibs = bias = 0. Portanto, podemos considerar os elementos de D
como pares ordenados (a,b), onde a,b € F. A soma e produto sao definidos,
coordenada a coordenada:

(a1,b1) + (ag,b2) = (ay + ag,by +by) e (ay,bi)(az,ba) = (araz, biby),
onde as, CLQ,bl, bg e F.
Motivados pelos exemplos anteriores, considere as seguintes definigoes.

Definigao 1.1.6. Seja A uma F-édlgebra. Dizemos que A é

(1) unitdria se existe um elemento 1 = 14 € A tal que la = al = a, para
todo a € A;

(2) comutativa se ab = ba, para todos a,b € A;

(3) nilpotente se existe um nimero natural m para o qual A™ = 0, isto
é, ay...a, =0, para todos aq,...,a,, € A.

Se A é uma algebra nilpotente, o menor natural m satisfazendo a terceira
condicao da definicao anterior é dito o indice de nilpoténcia de A.

Exemplo 1.1.7. Note que M, (F) é uma algebra unitaria, mas ndo é comu-
tativa. Todavia, D é uma édlgebra comutativa unitaria com 1p = (1,1).

Definigao 1.1.8. Sejam A e B algebras sobre um corpo F. Um homomor-
fismo de A em B é uma aplicacao linear p : A — B tal que

p(ab) = p(a)p(b),
para todos a, b€ Aea € F.

Ou seja, um homomorfismo ¢ de F-algebras nada mais é que um ho-
momorfismo de anéis que é F-linear. Se ¢ ¢é injetiva entao esse é chamado
monomorfismo. Quando ¢ é sobrejetiva, é chamado epimorfismo. Além
disso, se @ é bijetora, dizemos que a mesma é um isomorfismo e, nesse caso,
A e B sao algebras isomorfas, o qual denotaremos por A = B. Para o caso
em que B = A, dizemos que ¢ é um endomorfismo. Um automorfismo é
um endomorfismo bijetor de A.

Antes do préximo exemplo, denotamos por {e;; | 1 <i<n, 1 <j<n},
o conjunto das matrizes elementares em M, (F'), em que e;; consiste da
matriz n X n com 1 na entrada (7, ) e 0 nas demais, com i,j = 1,...,n.
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Exemplo 1.1.9. Para n > 2, M,(F) contém uma subdlgebra isomorfa a
UT,. De fato, basta considerar o monomorfismo ¢ : UTy — M, (F) tal que
olenn) = e, p(exwr) = enn e p(ern) = er,. Observe que a imagem é uma
subdlgebra de M, (F') isomorfa a UTs.

Exemplo 1.1.10. Seja M, (F@cF) a dlgebra de matrizes n xn com entradas
em F@cF, onde ¢ = 1. Observe que essa dlgebra pode ser decomposta como
soma direta de duas subalgebras do seguinte modo,

M, (F & cF) = (1;CMN(F)) ® (1 S CMn(F)> .

Considere a algebra

c;:{<‘g g) |A,BeMn(F)},

e o homomorfismo de élgebras ¢ : M,,(F @ cF') — C, dado por

1+4+c¢ l—c¢ A 0
5 A+ 5 B — (0 B),
onde A, B € M,(F). Observe que ¢ é, na verdade, um isomorfismo entre

essas algebras. No caso em que n = 1, temos Mi(F @ cF) = F & cF e
C=Fa&F. Logo, obtemos F@cF = F @ F.

Neste passo, consideramos X = {x1, x5, ...} um conjunto enumeravel de
varidveis e F(X) o F-espago vetorial gerado por todos os produtos

Lig + o Ly s

onde x;,,...,x;, sao elementos em X, n € N, n > 0, tal que, para n = 0,
temos o elemento 1 € F. Definimos uma multiplicagdo em F'(X) dada por
justaposicao, isto é,

(ﬂfil .. .inp) . (.le .. ‘qu) =Ty - - ..Tipl'jl e ZL']'q.

Nesse caso, F'(X) é uma &lgebra, denominada algebra livre sobre X. Um
elemento f € F(X) serd intitulado de polinémio. Um mondémio nada
mais é que uma palavra u = x;, ...xz;, € F(X). Desse modo, dizemos que
o grau do monomio u, denotado por deg u, é o comprimento da palavra wu,
isto é, deg u = n. Também, definimos o grau de um monomio em relagao a
variavel x; como o nimero de vezes que a variavel z; aparece no monomio



1.1. DEFINICOES E EXEMPLOS 19

u, o qual denotamos por deg,. u. Finalmente, o grau de um polinomio f =
f(zq,...,2,) é dado por

deg f := max degu,

onde u percorre todos os mondmios de f.
A seguir definiremos alguns polinémios que serao importantes futura-
mente.

Exemplo 1.1.11. O comutador de peso 2 (ou comutador de Lie de peso
2) entre x; e x9 é dado pelo polindémio [x1, 23] := T129 — xowy € F(X). Mais
geralmente, definimos o comutador de peso n indutivamente como

(X1, %2, ..., o] = [[21, .., Tpa], 0]

Além disso, identidade de Jacobi é o nome dado para a seguinte igual-
dade:
[:Cla T2, ng] + [x27 T3, '1'1] + [l’g, L1, 1'2] = 0.

Exemplo 1.1.12. O polinéomio de Capelli de posto k é dado por:

/ / / / /
Capip(@y, ... T, XY, o Tpyy) = E (sgn o)\ To)Th - - - To(k) Thy1
og€ESy,

onde S denota o grupo simétrico de grau k e sgno é o sinal da permutacgao
o€ S.

Exemplo 1.1.13. Definimos o polinémio standard de grau n como:

Stp(x1, ..., 2,) = Z (SgN 0)To(1)Ta(2) - - - Ta(n)-
O’GSn

Em outras palavras, o polinomio standard de grau n nada mais é que o
polinomio de Capelli de posto n especializando as varidveis 7} = ... = 2] | =

1.

Observacao 1.1.14. Em alguns casos, serd conveniente reescrevermos um
polinomio standard de grau par da seguinte forma, cuja demonstracao pode
ser consultada em [32],

1
St2k<l’1, . 7$2k) = Q_k Z (sgn O')[ilfo—(l), .I'U(Q)] R [xo(Qk—l)a l'g(zk)].

ogESyy,

Feita essa discussao, tomamos conhecimento da seguinte definicao.
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Definigao 1.1.15. Sejam A uma F-dlgebra e f = f(xy,...,2,) € F(X).
Dizemos que f é uma identidade polinomial de A se

flay,... a,) =0, para todos ay,...,a, € A.

Nesse caso, escrevemos simplesmente f = 0 em A e dizemos que f é uma
identidade de A.

Finalmente, podemos definir o nosso principal objeto de estudo. Para
isso, observe que o polinémio nulo é sempre uma identidade de A. Se uma
F-algebra A admite uma identidade nao nula f € F/(X), entao dizemos que
A é uma PlI-dlgebra.

Exemplo 1.1.16. Se A uma algebra comutativa, entao A é uma PI-algebra
desde que [x1, 23] é uma identidade de A.

Exemplo 1.1.17. Se A é uma &algebra nilpotente de indice m, entao o po-
linomio f(z1,...,Tm) = Z1... T, é uma identidade de A.

Exemplo 1.1.18. Paraa;,a; € UT,, [a;, a;] é uma matriz triangular superior
consistindo de 0 em todas as entradas da diagonal. Logo, desde que o produto
de n elementos dessa forma resulta em 0, temos que

(1, xo)[x3, 4] . . . [Tan—1,T2n) = 0 em UT,.

Exemplo 1.1.19. O polinoémio [[z, z5)% x3] é uma identidade da algebra
M,y(F), chamada identidade de Hall. De fato, defina A := [B,C], onde
B,C € My(F). Desde que A? ¢ uma matriz escalar, temos que A% €
Z(My(F)). Assim, segue que [[B,C]?, D] = 0 para todos B,C, D € M(F).

Dizemos que a algebra A é gerada, como algebra, por um subconjunto S
de A se todo elemento de A pode ser escrito como uma F-combinacao linear
de produtos formados por elementos de S. Nesse caso, escrevemos A = (S).
A seguir daremos um exemplo de uma importante PI-dlgebra de dimensao
infinita, cujo conjunto gerador como espaco vetorial e como algebra diferem.

Exemplo 1.1.20. Seja I o ideal bilateral de F'(X) gerado pelo conjunto
{xiz; + xjx; | i,7 > 1}. Considere o espago quociente G = F(X)/I e
denotamos e; := x; + I, i € N. Assim, podemos definir uma operacao nesse
espaco dada por e;e; = z;x; + I. Definimos a algebra de Grassmann
G como a algebra gerada pelos elementos 1 e {¢;}ien. Além disso, temos
satisfeito e;e; + eje; = wx; + xjx; + 1 = I, isto é, e;e; = —eje; e assim,
podemos representar essa algebra da seguinte forma

g = <17€1,€2, c. | €i€; = —€;€4, Z,j S N>
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Com isso, note que B = {1,e;, ...¢;, | 1 <iy3 < ... <1, k> 1} é uma base
de G, ou seja, essa algebra tem dimensao infinita. A seguir, introduziremos
dois subespacos importantes da algebra de Grassmann,

Q(O):spanF{eil...em |1 <iy <...<ig,k>0} e

G = spany{e;, . .. Cigpry | 1 i1 <o <ldgpgr, k> 0F.

Pela definicao, pode-se verificar que esses subespacos satisfazem as seguintes
relagoes:

¢gOg®  gWg® c g o ¢gOgH 4 ggh c g,

Como consequéncia, a primeira relacdo nos diz que G(°) é uma subélgebra de
G. Desde que GO Nngh = {0} e todo elemento de G pode ser escrito como
soma de elementos de G e G temos que G = GO + g,

Desde que os elementos de G(© comutam com qualquer elemento de G,
temos que G C Z(G). Assim, segue que, para todos a = ag +a; e b =
bo + b1 € G, com ag, by € GO e ar,b; € GV, temos

[a,b] = [a1, b1] + [ao, bo] + [a1, bo] + [ag, b1] = 2a1b1 € GO,
— T

Logo, [G,G] € Z(G) e obtemos [x1,z2,23] = 0 em G, ou seja, G é uma
PI-algebra.

Em 1950, Amitsur e Levitzki mostraram em [2] uma importante identi-
dade da algebra de matrizes.

Teorema 1.1.21 (Amitsur e Levitzki). O polindmio standard de grau 2n
¢ uma identidade polinomial de M,(F), ou seja, Sta,(x1,...,x9,) = 0 em

M, (F).

Além disso, é possivel verificar que nenhum polinomio de grau menor
que 2n ¢é uma identidade da algebra de matrizes de ordem n, isto é, 2n é o
grau minimo de uma identidade em M, (F), cuja demonstracao encontra-se
exposta no Teorema 1.7.2 em [20].

Definicao 1.1.22. Uma algebra A satisfaz uma identidade de Capelli de
posto m se A satisfaz todos os polinomios obtidos de C'ap,,,, tomando, even-
tualmente, as varidveis , iguais a 1 de todas as formas possiveis.

De modo geral, é possivel provar que se A é uma algebra de dimensao
finita n, entao A satisfaz a identidade de Capelli de posto n + 1. Em parti-
cular, o polinomio standard de grau n + 1 é uma identidade de A. O leitor
interessado pode consultar o Teorema 1.5.8 em [20].
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Finalizaremos esta secao com uma breve discussao a respeito do produto
tensorial de dlgebras. A fim de compreender essa algebra, sejam A e B duas
F-algebras. Consideramos A X B o F-espaco vetorial gerado pelos pares
ordenados {(a,b) | a € A,b € B}. Desse modo, todo elemento de A x B

n

pode ser escrito como combinacao linear > a;(a;, b;), onde o € Fya; € A e

1=1
b; € B. Seja ainda I o subespago de A x B gerado por todos os elementos da
forma

(a+d',b) — (a,b) — (d',b), (a,b+V) — (a,b) — (a,V),

(a,b) — a(a,b) e (a,ab) — ala,b).

O produto tensorial A ® B é definido como o espago quociente A§B .

Denotaremos por a®b a classe (a,b)+1. Observe que A® B é uma F-algebra
com o produto dado por

(a®b)(d @) =ad @b
Da definigao, seguem imediatamente as propriedades abaixo:

(1) (a+d)®b=a®b+d ® b
2) a®@(b+V)=a®b+al,;

(3) a(a®@b) =aa®@b=a® ab.

Observe que se {vy,...,v,} é uma base de A e {uy,...,u,} é uma base
de B, entao {v;®u; | 1 <i<n,1<j<m} éuma base de A® B, como
F-algebra. Com isso, temos que dimp(A ® B) = dimp A dimg B.

E possivel verificar que o produto tensorial definido satisfaz a seguinte
Propriedade Universal: Dados quaisquer F-algebra H e um mapa bilinear
f: Ax B — H, existe um tnico mapa f : A® B — H linear, tal que
f=foi,ondei: Ax B — A® B dada por i(a,b) = a ® b é um mapa
bilinear. Em outras palavras, o seguinte diagrama comuta

AXB—>A®B.

N

H

Além disso, o produto tensorial é 1inico a menos de isomorfismo.
O produto tensorial de dlgebras sera importante, posteriormente, para
estender as dlgebras a um corpo algebricamente fechado.
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1.2 T-ideais e variedades

Nesta secao, consideramos o conjunto das identidades polinomiais de uma
algebra, definiremos o T-ideal e a variedade gerada por uma algebra. Ao final,
apresentaremos algumas ideias a respeito do processo de multilinearizagao, o
qual nos permitira obter um importante resultado a respeito das identidades
de uma algebra.

Nesse intuito, para uma algebra A, definimos

Id(A) ={f e F(X)| f=0em A},

o conjunto de todas as identidades polinomiais de A. Observe que Id(A) é
um ideal bilateral de F/(X). Além disso, considere f = f(zy,...,7,) uma
identidade de A e um endomorfismo ¢ : F(X) — F(X) que mapeia z; — g;.
Observe que,

O(f) = f((x1),...,0(xn) = f(g1,---,9n) =0 em A.

Desse modo, Id(A) é um ideal invariante sob todos os endomorfismos de
F(X). Um ideal de F/(X) com essa propriedade é chamado de T-ideal. Por
outro lado, afirmamos que todo T-ideal é o ideal das identidades polinomiais
de alguma algebra. Mais especificamente, para um T-ideal I de F(X) temos
que Id(F(X)/I) = I. Como vimos, Id(A) é um T-ideal de F(X), dito o
T-ideal de A.

Exemplo 1.2.1. Em [6] Drensky exibiu identidades geradoras para o T-ideal
da algebra My (F):

[d(My(F)) = ([[x1, 2], w5], Sta(w1, 29, T3, 24)) 7.
Porém, o T-ideal de M,,(F'), para n > 3, ainda é desconhecido.

Dizemos que um T-ideal I é gerado, como T-ideal, por um conjunto
S C F(X) se todo elemento de I pode ser escrito como uma F-combinagao
linear de elementos da forma

hlf(gla s >gn)h27

onde hy, g1, ...,9n, he € F(X) e f € S. Nesse caso, denotamos por I = (S)r.
Além disso, dizemos que um polinomio f é consequéncia de polinomios em
um conjunto S C F(X) se f € (S)r.

Em 1954 Specht conjecturou que, sobre um corpo de caracteristica zero,
todo T-ideal préprio de F(X) ¢é finitamente gerado, como T-ideal. Essa
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conjectura foi ratificada somente em 1988 por Kemer [25]. Porém, embora
se conheca as identidades geradoras do T-ideal de algumas algebras, outras
ainda se tornam motivos de continuas pesquisas, como ja foi observado no
Exemplo 1.2.1.

Definigao 1.2.2. Dado um subconjunto nao vazio S de F(X), a variedade
determinada por S é a classe de todas as algebras A tais que f = 0 em A,
para todo f € S. Nesse caso, denotaremos a variedade de S por V = var(5).

Exemplo 1.2.3. Seja S = {[z,y]} € F(X). A variedade determinada por
S é a classe de todas as dlgebras comutativas.

A relagao entre T-ideais e variedades é bem conhecida, mais especifica-
mente, temos uma correspondéncia biunivoca entre esses objetos. De fato,
observe que se (S)r é o T-ideal de F(X) gerado por S, entao var(S) =
var((S)r). Além disso, se V é uma classe de dlgebras, entao V = var(l),

onde
I=()1d(A).
Aey

Nesse caso, serd comum representarmos o T-ideal I por Id(V). Observe que,
para dois T-ideais I e J, temos J C I se e somente se var(l) C var(J).

Se V =war(l) e A é uma F-algebra tal que Id(A) = I, denotaremos por
var(A) a variedade gerada por A, ou seja, B € var(A) se, e somente se,
Id(A) C Id(B).

Dada uma classe de dlgebras, podemos nos questionar se essa forma uma
variedade. Sabemos que uma variedade V é fechada para qualquer homo-
morfismo, subdlgebra ou produto direto. O Teorema de Birkhoff [3] nos diz
exatamente que essas propriedades caracterizam uma variedade.

Teorema 1.2.4 (Birkhoft). Uma classe V nao vazia de dlgebras é uma va-
riedade se, e somente se, as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(1) se A€V e B é uma subdlgebra de A, entio B € V;
(2) se A€V el € um ideal de A, entio A/I € V;
(3) se {A;}ier € uma familia de dlgebras satisfazendo A; € V, para todo
i €I, entao [[A; € V.
i€1

A seguir, relacionamos as identidades da intersecao de duas variedades
com as identidades das respectivas variedades.
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Proposicao 1.2.5. Sejam V e W duas variedades. Entao,
IdVnW) = 1d(V) + IdW).

Demonstragao. Uma vez que, VNW C Ve VNW C W, entao Id(V) C
1AV AW) e IdOW) C Id(V N W). Portanto, Id(V) + IdOW) C Id(V N W).
Para a inclusdo contrdria, basta mostrarmos que var(Id(V) + Id(W)) C
var(Id(Y NW)). Para isso, considere A € var(Id(V) + Id(W)), com isso,
temos que Id(V)+ Id(W) C Id(A). Portanto, Id(V) e Id(WW) estao contidos
em Id(A). Consequentemente, A € VN W e assim, Id(VNW) C Id(A).

Desse modo, temos que A € var(Id(V N'W)), como gostariamos.
[

Nosso préximo passo consiste em mostrar que o T-ideal de uma algebra é
completamente determinado pelas identidades multilineares. Esse resultado
¢ uma consequéncia do processo de multilinearizagao. Para chegarmos 14,
considere as seguintes definigoes.

Definicao 1.2.6. Seja f € F(X). Dizemos que f é linear na varidvel z;
se todo monomio de f contém exatamente uma varidavel x;. Se todos os
monomios de f tem o mesmo grau, entao f é dito homogéneo. Ademais,
dizemos que f é homogéneo na variavel x; se x; aparece com mesmo grau
em todos os monomios de f. No caso em que f é homogéneo em todas suas
variaveis, f é chamado de multihomogéneo. Finalmente, um polinomio
é chamado multilinear se f é multihomogéneo e linear em todas as suas
variaveis.

Observe que se f(x1,...,2,) € F(X), podemos escrever
f=) flei,
i120,...,in>0

onde f»in) é a soma de todos os mondmios de f onde deg, f = 1i;, para
todo j =1,...,n. Os polinémios () serdo chamados de componentes
homogéneas de f.

As componentes homogéneas desempenham um papel importante, dado
pelo teorema seguinte.

Teorema 1.2.7. [20, Theorem 1.3.2] Sejam F um corpo de caracteristica
zero e f uma identidade de uma F-dlgebra A. Entdo, toda componente mul-
tihomogénea de f € uma identidade de A.
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Como coroléario imediato, temos que todo T-ideal é gerado pelas identi-
dades multihomogeéneas.

Nos atentamos agora ao caso em que f é um polinémio multilinear. Nesse
caso, desde que cada varidavel aparece com grau 1 em cada monomio de f,
podemos escrever

flxy, ... x,) = Zaaxa(l) T,

ogESy
onde a, € F é, eventualmente, nulo.

Observagao 1.2.8. Note que se f(z1,...,z,) é um polindémio linear numa
variavel, digamos x1, entao

f(z Q3Yiy Ty - . axn) = Zaif(yiax% s 7xn)7
para todos oy € F e y; € F(X).

A observacao anterior nos diz que, para decidirmos se um polinéomio mul-
tilinear é uma identidade da algebra, basta avaliarmos em elementos de uma
base.

Finalmente, temos o processo de multilinearizacao, o qual nos afirma
que, a partir de uma identidade de grau k, podemos obter uma identidade

multilinear de grau menor ou igual a k, cuja demonstragao pode ser vista em
[20].

Teorema 1.2.9. [20, Theorem 1.5.7] Se uma dlgebra A satisfaz uma identi-
dade de grau k, entdo A satisfaz uma identidade multilinear de grau menor
ou igual a k.

Teorema 1.2.10. Sejam F' um corpo de caracteristica zero e f € F(X) uma
identidade da F-dlgebra A. Entao [ € consequéncia de um niumero finito de
polinomios multilineares.

Demonstracao. Seja f uma identidade de A. Pelo Teorema 1.2.7, podemos
supor f multihomogéneo. Aplicando o processo de multilinearizacao em f,
se deg,, [ = d > 1, entao escrevemos

d

h = f(yl + Y2,T2, ... ,l‘n) = Zgi(yby?az% s 7$n)7
1=0

onde deg,, g; = 1, deg,, g; = d — i e deg,, g; = deg,, f paratodot =2,...,n.
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Uma vez que f é uma identidade de A, segue que h é também uma identi-
dade. Além disso, desde que as componentes multihomogéneas de uma iden-
tidade sao identidades, segue que g; = g;(y1, Yo, T2, - . . , ) SA0 consequéncias
de f, para todo 7. Por outro lado, temos

d
gi(ybylax% s 73:11) = <i>f(ylyx27 s 7xn)-

Como F' é um corpo de caracteristica zero, segue que (f) # 0, entao f é
consequéncia de g;, para todoi =1,...,d—1. Isto é, (f)r = (g1, -, Ga—1)7-
Aplicando inducao para todas as variaveis, temos que f é consequéncia de
um conjunto finito de polinomios multilineares. O]

[lustramos esse processo com o seguinte exemplo.
Exemplo 1.2.11. Seja f(z1, T9, 13) = [[x1, 2)%, x3]. Note que f nao é linear

nas variaveis x; e xo, mas é na variavel x3. Considere

ha(y1, Y2, T2, 23) = f(y1 + yo, T2, ¥3) — f(y1, T2, T3) — f(Y2, T2, 73) =
= [[y1, z2]y2, x2], 3] + [[y2, T2) [y, T2], 23]

Note que hy é linear nas variaveis i, 92, x3 mas nao ¢ na variavel x,.
Considere entao

h(yh Y2,Y3, Y4, I3) - hl(yla Y2, y3+y47 $3>_h1(y17 Y2,Ys3, x3)_h1(y17 Y2, Ya, Ig) -
= [[y1, y3l[y2, yal, 3] {1, Yal (Y2, ys], 3]+ [y, ys][y1, val, 3]+ [y, val ly1, ys], 23]

Logo h é um polindmio multilinear obtido a partir de f.
Desde que o Teorema de Kemer estabelece que todo T-ideal préprio de

F(X) é gerado por um numero finito de identidades, podemos aplicar o
processo de multilinearizacao nos geradores para obter o seguinte resultado.

Corolario 1.2.12. Todo T-ideal préprio de F(X) é gerado, como T-ideal,
por um numero finito de polindmios multilineares.

Em alguns momentos, serda conveniente reescrever um polinémio multi-
linear f € F(X) de grau n como F-combinacao linear de polinémios da
forma

Tiy oo Tig [Ty sy )T, (1.1)
m

onde 1; < ... < 1y, E s; = n e os comutadores acima sao de pesos ar-
i=1

bitrarios. Mais detalhes sobre esse resultado pode ser consultado em [5]. A
seguir, apresentamos um exemplo que evidencia a conveniéncia em se traba-
lhar com polinomios da forma descrita acima.
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Exemplo 1.2.13. Seja A uma élgebra comutativa e unitdria. Entao, Id(A)
é gerado, como T-ideal, por [z, 2z5]. De fato, desde que A é uma algebra
comutativa, [x1, 23] = 0 em A, ou seja, I := ([z1,z3])r C Id(A). Por outro
lado, seja f uma identidade de A, a qual, pelo Corolario 1.2.12, podemos
supor multilinear. Pela observagao (1.1), podemos escrever

f=ax;...x,( modI).

Tomando uma avaliagdo 1 = ... =z, = 1 em f, obtemos f = al( mod I).
Desde que f é uma identidade de A, temos que a = 0, ou seja, f € I.
Portanto, concluimos que Id(A) = ([z1, xa]) 7.

Finalizamos esta secao com o seguinte resultado, o qual relaciona as iden-
tidades de uma F-dlgebra A com as identidades de A ® C', onde C' é uma
algebra comutativa. Em particular, o caso em que C' é o fecho algébrico de
I serd de suma importancia para nos.

Proposicao 1.2.14. Sejam F um corpo de caracteristica zero, A uma F-
algebra e C' uma F-algebra comutativa unitaria. Entao, toda identidade de
A é também uma identidade de A ® C, e vice-versa.

Demonstra¢io. Tomamos A = A® C e f(x1,...,7,) uma identidade de
A®C de grau n. Podemos supor, sem perda de generalidade, f um polindmio
multilinear. Desde que A pode ser vista como uma subalgebra de A® C' pelo
monomorfismo ¢ : A — A ® C dado por ¢(a) = a ® 1, é imediato que f é
uma identidade de A.

Suponhamos agora que g(x1,...,z;) é uma identidade de grau j para A.
Assumimos que g é multilinear. Uma vez que C' é uma &algebra comutativa,
temos que, para quaisquer by = b;®cy, ..., b; = b;®c; € A podemos escrever

g(by, ..., b)) =g(br,....bj) ®ci...c;.
~ Como g € Id(A), concluimos que g(by,...,b;) =0, paratodos by, ...,b; €
A, como gostariamos. m

1.3 Sequéncia de codimensoes

Em algumas situacoes, determinar o 7T-ideal de uma algebra torna-se
um problema extremamente arduo. A fim de minimizar essa dificuldade e
compreender o crescimento das identidades de uma algebra A, definiremos
a sequéncia de codimensoes de A. Além disso, apresentaremos algumas de-
finigoes e exemplos importantes.
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Para isso, consideramos o espago dos polinomios multilineares nas
varidveis 1, ..., x, dado por P, := spanp{Z,q) ... Towm) | 0 € S, }. Com isso,
observe que o T-ideal de uma Pl-algebra é gerado pelo seguinte subespaco
de F(X),

(PN Id(A) 4 (PN Td(A) + ...+ (PLNId(A)) + ...

Assim, a dimensao de P, N Id(A) nos fornece, de certa forma, o crescimento
das identidades da algebra A.
Definimos entao,
P
P,(A) = . .
(4) P, N1d(A)

Observe que A é uma Pl-dlgebra se, e somente se, dimp P,(A) < nl,
para algum n. A grande percepcao de se compreender o crescimento das
identidades de uma algebra a partir do espago quociente definido acima se
deve a Regev [31], o qual introduziu a sequéncia de codimensoes de uma
algebra.

Definicao 1.3.1. Paran > 1, a n-ésima codimensao de A é o inteiro nao
negativo

cn(A) :=dimp P,(A).

Além disso, se V = var(A) entao definimos ¢, (V) = ¢,(A), n > 1, a n-ésima
codimensao da variedade V.

Exemplo 1.3.2. Se A é uma F-algebra nilpotente de indice m entao, qual-
quer monomio de P, contendo pelo menos m variaveis é uma identidade de
A. Assim sendo, ¢,(A) = 0, para todo n > m.

Exemplo 1.3.3. Seja A uma F-dlgebra comutativa e unitaria. Desde que
Id(A) = ([x1, z2]), segue de (1.1) que {x;...x,} é uma base de P, mddulo
P, N 1d(A). Desse modo, ¢,(A) =1, para todo n > 1.

Em 1973, Krakowski e Regev [26] determinaram completamente o T-ideal
da algebra de Grassmann e exibiram sua sequéncia de codimensoes.

Teorema 1.3.4. Seja G a Grassmann de dimensdo infinita. Entao, 1d(G) =
<[$17$2,$3]>T e c,(G) =2""1 para todo n > 1.

P,.NI
[x1, 29, 23] =0 em G, temos que I C Id(G). Com isso, observamos que

Demonstracao. Sejam I = ([x1, 9, x3])r € P,(I) = - Uma vez que

cn(G) < dimp P,(I).
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Para concluir a igualdade entre os T-ideais, basta verificarmos que ¢, (G) =
dimp P,(I), para todo n > 1. Desse modo, tome g € F(X), o qual pela
observacao (1.1), pode ser escrito, médulo I, como combinagao linear de
elementos da forma:

Liy - - T, ["L‘jvxh] s [xj2m717xj2m:|7 (1'2)
onde i1 < ... <1, 7+ 2m = n. Sem perda de generalidade, podemos supor,
g1 < J2y ovvy Jom—1 < Jom. Além disso, observe que para todos a,b,c,d €

F(X), temos satisfeitas as seguintes relagoes:
L. [a7 bv [C, d]] = [a7 b] [Ca d] - [Ca d] [aa b]a
2. [a,d][b,d] = —[a,b][c,d] + [ab, c,d] + [ac, b,d] — |a, b, d]c — [a, ¢, d]b.

Traduzindo para o nosso caso, modulo 7, a primeira relacao nos diz que
os comutadores de peso 2 comutam. Ja a segunda propriedade nos diz que,
moédulo I, podemos trocar as variaveis entre os comutadores, a menos de
sinal. Com isso, podemos supor em (1.2) que

J1<J2<Jz3<...<Jom-

De todo modo, para n qualquer, temos 2"~ ! elementos da forma desejada.
Com isso, desde que os elementos dessa forma formam um conjunto gerador
do espago P,(I), concluimos o seguinte:

cn(G) < dimp P, (I) <271

Afirmamos que os elementos da forma (1.2), com iy < ... <14, j1 < jo <
J3 < ... < jom €T+ 2m = n sdo linearmente independentes em P, (G). Para
isso, tome uma F-combinagao linear nula desses elementos em P,(G), isto é,

h = Zasxil co T Ty, ) (@1 Tp] =0 mod 1d(G),

ses
onde S consiste em todas as n-uplas (i1, ..., %, j1, - - -, Jom) satisfazendo i; <
e <y, 1 < J2 <73 < ...<jom er+2m =n . Suponha por absurdo que
exista um coeficiente ay nao nulo, onde s = (iy,..., %, j1,. .., jom) € S,
i1 < oo <, +2m' =mn, j1 < ja < j3 < ... < Jom, com s escolhido
de forma que a quantidade de elementos {j,. .., jons} seja a menor possivel.
Considere a avaliacao x;, = ... = x;, = l e xzj, = ¢, onde 1 <[ < 2m’ .

Assim, obtemos
’
2m Qg1 ... Copt.
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Desde que h é uma identidade de G, segue que ay = 0, uma contradicao.
Provada a independéncia linear desse conjunto, temos que

2" < ¢,(G) < dimp P, (1) < 2",

concluindo assim que ¢, (G) = dimp P,(I) = 2"! e consequentemente Id(G) =
([z1, 29, w3]) 7. O

Em 1971, Malcev [27] exibiu o T-ideal da algebra UT, e calculou sua
sequencia de codimensoes.

Teorema 1.3.5. Seja UTs a dlgebra das matrizes triangulares superiores de
ordem 2 sobre F. Entio 1d(UTy) = ([x1, xs)[xs,24]), € cu(UT2) = 2" (n —
2) + 2, para todon > 1.

Demonstracao. Defina I o T-ideal gerado pelo polinomio [z, xs][z3, 24]. Desde
que [x1, zo|[x3, x4] é uma identidade de UTy, obtemos I C Id(UT3). Para a
inclusdo contraria, seja f = f(x1,...,z,) uma identidade de UTs, a qual po-
demos supor multilinear. Pela observacao (1.1), f pode ser escrito, médulo
I, como combinacao linear de elementos da forma

Ziq ...Zl','isl [xﬁ?“"ijQ]’ (13)

onde iy < ... <ig, S1+Sa=neiy ..., 05,51, --,7s, € {1,...,n}.
Neste passo, observe que, para elementos aq, as, as, as € UTs, temos que

[[ala a2]7 [a37 CL4H — [ala as, as, CL4] - [ah Az, Qy, a3]'

Logo, desde que [[y1, 2], [y3, ya]] € I, essa relacao nos permite obter a seguinte
identidade

[a17a27a’37a4] = [&1,@2,&4,@3] mod 1.
Desse modo, para qualquer permutacao o € S,,, bi,bs,a1,...,a,, € UTy,
temos satisfeito
[bla b2) ag, ... 7am] - [bla b27 Ag(1)y - - - 7aa(m)]-

Utilizando a identidade de Jacobi e a anticomutatividade do comutador, po-
demos reordenar os trés primeiros termos do comutador. Portanto, se de-
notarmos por S o conjunto das n-uplas (iy,...,%s,,J1,---,Js,) satisfazendo
1 < .o < g, J1 > Jo,02 < ... < Js, € S1 + S2 = n, é possivel ordenar os
elementos do comutador em (1.3) de forma a obtermos

f= Zaﬂn oty gy, - 2g,,] mod .

seS
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Uma vez que f é uma identidade de UT;, avaliando o polinomio acima
em r; = ... = x, = 1, temos que o coeficiente do monémio zi...x, é
zero. Mais que isso, afirmamos que todos os coeficientes ay, s € S, acima
sao nulos. Para isso, suponhamos por absurdo que exista um coeficiente
ag # 0, onde s" = (ry,...,7¢,t1,...,ty) € S é uma n-upla satisfazendo
sSi+sh=n1 < ...< Te,ty > taety < ... <ty escolhida de forma
que {tg,... st } possua o menor nimero possivel de elementos. Considere

a avaliacao z,, = ... = z,, =1, zy, = e ex, = ... = i, = €.

s
Com isso, obtemos aye15 = 0, consequentemente oy = 0, 0 que contradiz
a hipdtese. Portanto, f =0 mod I. Melhor dizendo, acabamos de concluir
que Id(UTy) = ([x1, x2][x3, z4]) 7.

Para calcular a n-ésima codimensao da algebra UTs, notamos que

Tiy o Ty [T, Ty oo o5 T ]
é uma base de P,(UT), onde i; < ... < ig, k > ji, 71 < ... < Js,
s1+se=n—1eidy ... 05,k J1,.--, Js, € {1,...,n}. Basta entdo calcular

quantos elementos ha nessa base. Para isso, observe que, dada uma variavel
fixa x, podemos escolhé-la de n modos. Logo, para as n— 1 variaveis restan-
tes, temos duas possibilidades: ou estar fora do comutador, ou no comutador.
Observe que ao escolher as variaveis que estao fora do comutador, essas ja es-
tarao ordenadas. Ja para as variaveis que estao no comutador, essas também
estarao ordenadas a menos de troca das varidveis xj e x;. Desse modo,
contabilizamos 2" 'n elementos dessa forma. Todavia, devemos eliminar o
caso em que k < j; < jo < ... < Js,, isto é, o caso em que o indice da
variavel z; é menor que todos os indices das demais varidveis de dentro do
comutador. Nesse caso, basta notar que temos exatamente 2" possibilidades,
uma vez que a ordem das varidveis ja estarao determinadas ao se escolher
as variaveis que estarao dentro e as que estarao fora do comutador. Com
isso, eliminamos também o caso em que o comutador contém somente uma
variavel. Finalmente, observe que a primeira contagem nao contabiliza o caso
em que todas as variaveis estao fora do comutador, ja na segunda contagem
esse caso ¢ considerado, ou seja, devemos somar 2 a nossa contagem para
contabilizar o Unico caso em que todas as variaveis estao fora do comutador.
Portanto, concluimos que

cn(UTy) =2""'n — 2" +2=2""1(n —2) + 2.
[

Observe que duas algebras isomorfas determinam o mesmo 7T-ideal. To-
davia, duas algebras podem nao ser isomorfas, mas possuirem o mesmo ideal
das identidades polinomiais. Desse modo, considere a definicao a seguir.
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Definicao 1.3.6. Dizemos que duas dlgebras A e B sao T-equivalentes
se essas determinam o mesmo T-ideal, ou seja, Id(A) = Id(B). Nesse caso,
denotamos por A ~7 B. Assim, duas algebras T-equivalentes geram a mesma
variedade.

Exemplo 1.3.7. Denotamos por M a seguinte F-subalgebra de U'T}

a c 0 0
0 b 0 O

M = 00 b d | a,b,c,d € F
0 0 0 a

Observe que [z, z5][x3,24] = 0 em M, assim [d(UTy) C Id(M). Por
outro lado, considere B = spanp{ej; + €4y, €22 + €33, €12}, observe que B é,
na verdade, uma subdlgebra de M. Consideramos o isomorfismo de dlgebras
¢ : B — UTy dado por p(e11 + eq) = e11,p(e2 + e33) = ean € glegn) =
e12. Com isso, temos que UTy = B € var(M) e assim, Id(M) C Id(UTy).
Consequentemente, temos Id(M) = ([x1, zo][xs, z4))r = Id(UT3). Logo,
var(M) = var(UTy).

Note que, se A satisfaz todas as identidades polinomiais de uma algebra
B, entao P, N1d(B) C P, NId(A). Consequentemente,

cn(A) < cu(B),
para todo n € N. Por outro lado, se Id(B) C Id(A) e ¢,(B) = ¢,(A), entdo
P,NI1d(B) C P,NId(A) e dimp(P,NId(A)) = dimp(P,NId(B)), para todo
n > 1. Logo, Id(A) = Id(B). Com isso, obtemos o seguinte resultado.

Proposigao 1.3.8. Considere A e B duas Pl-algebras. Se A € var(B), entao
cn(A) < ¢,(B), VYn > 1. Além disso, se Id(A) C Id(B) e ¢,(A) = c,(B),
Vn > 1, entao A ~7 B.

Vimos anteriormente que A é uma Pl-dlgebra se, e somente se, a n-ésima
codimensao de A é menor que n!, para algum n > 1. No entanto, Regev [31]
melhorou a cota superior para a sequéncia de codimensoes de uma PI-algebra,
mostrando que se A é uma Pl-algebra, entao sua sequéncia de codimensoes
é exponencialmente limitada, isto é, existem constantes 3, a > 0 tais
que ¢,(A) < Ba”, para todo n > 1. Neste passo, introduziremos algumas
terminologias importantes em relacao ao comportamento da sequéncia de
codimensoes.

Defini¢ao 1.3.9. 1. Dizemos que ¢,(A) é polinomialmente limitada
se existem constantes «, t > 0 tais que ¢,(A) < an’, Vn > 1.
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2. A algebra A tem crescimento polinomial da sequéncia de codi-
mensoes se ¢,(A) é polinomialmente limitada.

3. Uma variedade V tem crescimento polinomial se essa é gerada por uma
algebra de crescimento polinomial da sequéncia de codimensoes.

Exemplo 1.3.10. A par dos Exemplos 1.3.2 e 1.3.3, dlgebras nilpotentes e
algebras comutativas tem crescimento polinomial.

Observe que a sequéncia de codimensoes de algumas variedades nao po-
dem ser limitada por uma fun¢ao polinomial, como ocorre com as variedades

var(UTy) e var(G).

Definicao 1.3.11. Dizemos que uma &lgebra A tem crescimento expo-
nencial da sequéncia de codimensoes se existe uma constante o > 2 tal que
cn(A) > o™ Além disso, uma variedade tem crescimento exponencial se a
algebra que gera essa variedade tem crescimento exponencial.

Note que, em razao da Proposicao 1.3.8, uma &algebra de crescimento
exponencial nao pode pertencer a uma variedade de crescimento polinomial.

Neste passo, considere A uma édlgebra sobre um corpo F' de caracteristica
zero e K uma extensao de F'. Vimos que as identidades de A sao preserva-
das quando consideramos as identidades de A ® K como F-dlgebra, isto é,
Idp(A) = Idp(A ® K). Note ainda que podemos ver a dlgebra A ® K como
uma K-algebra, definindo o seguinte produto f(a ® k) = a ® Sk.

Naturalmente, podemos nos perguntar qual a relacao entre a n-ésima
codimensao de A como F-algebra e a n-ésima codimensao de A ® K como
K-algebra. Instigados por isso, para todo n > 1, definimos

PK

K(A® K) =di
e (A® K) = dimi peer e/

onde PX denota o conjunto dos polinomios multilineares de grau n com
coeficientes em K e Idgx(A ® K) as identidades de A ® K com coeficientes
em K. Respondendo ao nosso questionamento, apresentamos a proposicao
abaixo, cuja demonstracao pode ser consultada em [20].

Proposicao 1.3.12. Sejam A uma Pl-algebra sobre um corpo F' de carac-
teristica zero e K uma extensao de F'. Consideramos a K-algebra A ® K.
Entdo, cX(A® K) = cI'(A), para todo n > 1.

O resultado acima nos diz que, para provar resultados a respeito da
sequéncia de codimensoes de uma F-algebra A, podemos considera-la, sem
perda de generalidade, sobre um corpo algebricamente fechado, pois pode-
mos tomar K como o fecho algébrico de F' que a sequéncia de codimensoes
(sobre K') serd a mesma.
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1.4 O Teorema de Wedderburn-Malcev e o
Pl-expoente

Nesta se¢ao, temos como objetivo definir o radical de Jacobson e apre-
sentar a decomposi¢cao de Wedderburn-Malcev para algebras de dimensao fi-
nita. Para isso, apresentamos a definicao de algebras simples e semissimples
e ilustraremos esses novos conceitos. Finalizamos com uma breve discussao
a respeito do Pl-expoente.

Lembramos que um anel R ¢ simples se R? # {0} e R nao possui ideais
bilaterais préprios nao nulos. Além disso, se todo ideal a esquerda B de R
é um somando direto de R, ou seja, existe um ideal & esquerda B’ de R tal
que R = B® B’, entao R é dito semissimples. Ademais, uma algebra A é
simples (resp. semissimples) se essa é um anel simples (resp. semissimples).

Exemplo 1.4.1. M, (D) é uma algebra simples, onde D é um anel de divisdo.

Exemplo 1.4.2. Considere a algebra M, (F & cF), onde ¢ = 1. Vimos no
Exemplo 1.1.10 que essa algebra pode ser decomposta em soma direta de
dois ideais do seguinte modo:

M (F @ cF) = (1;CMn(F)) o (1 - CMn(F))

Observamos também que M, (F @& cF') = M, (F) @ c¢M,(F'). Desse modo,
temos que M, (F @ cF') nao é uma algebra simples, mas é semissimples, uma
vez que seus unicos ideais a esquerda proprios nao triviais sao %MR(F) e
€M, (F) e um é somando direto do outro.

Observacao 1.4.3. Se A é uma algebra simples, entao A nao é nilpotente.
De fato, suponha que A ¢ nilpotente de indice n, isto é, A" = {0} e A""! #
{0}. Desde que AA" ! = A"1A = {0}, segue que A" é um ideal de A.
Porém, como A é simples, temos ou A"™' = {0} ou A" ! = A. Desde que
o primeiro caso nao pode ocorrer, temos no segundo caso A* = {0}, uma
contradicao.

O teorema seguinte, conhecido como Teorema de Wedderburn-Artin, es-
tabelece uma caracterizagao de algebras semissimples. A demonstracao pode
ser consultada em [28].

Teorema 1.4.4 (Wedderburn-Artin). Seja A uma F-dlgebra semissimples
de dimensdo finita. Entao A € isomorfa a uma soma direta de um nimero
finito de dlgebras de matrizes com coeficientes sobre anéis de divisao, ou seja:

A M, (D) &®...® M, (D),

onde cada D; é uma dlgebra de divisao sobre F.
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Em particular, se A é uma algebra simples de dimensao finita, entao
A= M,(D), onde D ¢é uma élgebra de divisao. Além disso, se ' é um corpo
algebricamente fechado e A é uma F-algebra sob as hipéteses do Teorema
de Wedderburn-Artin, entao D; = F, para todo i = 1,...,s, ou seja, A é
isomorfa a uma soma direta de um ntumero finito de algebras de matrizes
com coeficientes em F.

Finalmente, definimos o radical de Jacobson de uma algebra de di-
mensao finita A como o seu maior ideal nilpotente. Nesse caso, denotaremos
por J(A) o seu radical. Observamos que, se A é uma &algebra nilpotente
de dimensao finita, entdo J(A) = A. Por outro lado, se A é uma algebra
unitaria de dimensao finita, entdo J(A) é um ideal préprio.

Exemplo 1.4.5. Considere A = UT,, entdao J(A) consiste das matrizes
triangulares estritamente superiores.

E possivel verificar que J(A) possui outras defini¢oes equivalentes e pode
ser definido para algebras de dimensao qualquer. O leitor interessado pode
verificar em [8].

A seguir, apresentamos o Teorema de Wedderburn-Malcev, o qual apre-
senta uma importante decomposicao para algebras de dimensao finita sobre
um corpo F' de caracteristica zero. Enunciaremos também, posteriormente,
a versao deste teorema para algebras com estruturas adicionais. A demons-
tracao podera ser consultada em [20].

Teorema 1.4.6 (Wedderburn-Malcev). Seja A uma dlgebra de dimensao
finita sobre um corpo F de caracteristica zero e seja J(A) seu radical de
Jacobson. Entao, existe uma subdlgebra semissimples maximal B tal que

A=B+ J(A).

Tendo em vista o Teorema de Wedderburn-Artin, se char(F) =0e A é
uma F-algebra de dimensao finita, entao podemos escrever A = B; @ ... ®
By, + J(A), onde B = B, @...® B, ¢ soma direta de matrizes sobre anéis
de divisao.

[lustramos agora com os exemplos abaixo.

Exemplo 1.4.7. Seja F' um corpo de caracteristica zero e UT,, a algebra de
matrizes triangulares superiores. Entao, uma decomposicao de Wedderburn-
Malcev de UT,, é dada por B + J(A), onde B = B; @& ...® B, com B; =
spanp{e;} = F, para todo i € {1,...,n} e J(A) =spanp{e;; | 1 <i<j <

Exemplo 1.4.8. Considere a algebra

B F+cF F+cF
= 0 I .
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Uma decomposicao de Wederburn-Malcev de B é dada por
_dl+4c(F 0\ _ l—c(F 0 0 0, (0 F+cF
b= (0 0)69 2 (0 0)69(0 F>+<O 0 )

Concluimos essa se¢ao com uma breve discussao a respeito do PI-expoente
de uma Pl-algebra. Para isso, relembramos que se A é uma Pl-dlgebra,
entdo c¢,(A) é exponencialmente limitada. Assim sendo, {/c,(A) é limitada
superiormente e inferiormente. De interesse especial, estd o caso em que os
limites superior e inferior coincidem.

Sob essa discussao, definimos o PI-expoente (ou simplesmente expo-
ente) de uma Pl-dlgebra A como o limite

exp(A) = lim /¢, (A).
n—oo
Quando V = wvar(A), dizemos que exp(V) = exp(A). Observe que, se
B €V, entao exp(B) < exp(V).
Exemplo 1.4.9. Pelos Teoremas 1.3.4 e 1.3.5, sabemos que ¢,(G) = 2" ! e
cn(UTy) = 2" (n — 2) + 2, para todo n > 1, entdo
exp(G) = exp(UTs) = 2.

Em 1999, Giambruno e Zaicev provaram que, sobre um corpo de carac-
teristica zero, o Pl-expoente de uma Pl-dlgebra associativa existe e é um
inteiro nao negativo. De fato, eles mostraram em [18] e [19] o resultado
seguinte.

Teorema 1.4.10. Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo F de caracteristica
zero. Entao existe um inteiro q e constantes C, Cy, 11, 19 tais que C; > 0 e

Cinq" < ¢, (A) < Cyn™q". (1.4)
Em particular, temos exp(A) = q.

Além disso, exibiram uma forma de determinar tal inteiro no caso em
que a algebra A tem dimensao finita. Para isso, considere F' um corpo de
caracteristica zero e A1 @...® A+ J(A) uma decomposicao de Wedderburn-
Malcev de A. Ainda, considere todos os produtos

A JALT . A JA; # {0},

onde A;,, s =1,...,r, sdo algebras distintas do conjunto {Ay,..., Ax}, r =
1,2,...,keJ:=J(A). Definimos

¢ := maxdimp(A;, ®... D A;,).

Os autores mostraram nessa situagao que exp(A) é o inteiro nao negativo ¢
acima. Analisamos esse resultado com o exemplo a seguir.
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Exemplo 1.4.11. Considere F' um corpo algebricamente fechado de ca-
racteristica zero e a algebra UT,,. Utilizando a notacao do Exemplo 1.4.7,
B1JByJ...JB, # 0. A partir da discussao anterior, segue que exp(UT,) =

Finalizamos esta secao apresentando uma primeira caracterizacao das va-
riedades de crescimento polinomial a partir do Pl-expoente.

Teorema 1.4.12. Seja A uma Pl-dlgebra. Entao A tem crescimento poli-
nomial da sequéncia de codimensoes se, e somente se, exp(A) < 1.

Demonstragao. Observe que se existem constantes a > 0 e ¢ tais que ¢, (A) <
an', entao

exp(A) < lim Van! = 1.

n—oo

Na diregao contréria, consideramos exp(A) = ¢ < 1, onde ¢ satisfaz a
relacao (1.4). Assim,
cn(A) < Cyn™ < Cynk,

onde k é um inteiro positivo maior que ro. Desse modo, A tem crescimento

polinomial.
O

Nos préoximos capitulos, estenderemos o resultado apresentado para algebras
munidas de estruturas adicionais.

1.5 Variedades de crescimento polinomial

Esta se¢ao serd a grande motivagao para este trabalho. Apresentaremos
o resultado provado por Kemer em [24], onde exibiu condigoes necessarias
e suficientes para fornecer uma caracterizacao de variedades de crescimento
polinomial da sequéncia de codimensoes via exclusao de algebras da varie-
dade.

Antes de partirmos para os resultados de caracterizacao, enunciamos o
teorema abaixo, que nos dara condi¢oes necessarias e suficientes para traba-
lharmos com uma variedade gerada por uma algebra de dimensao finita.

Teorema 1.5.1. [20, Teorema 7.1.4] SejaV uma variedade de dlgebras sobre
um corpo F' de caracteristica zero. Sao equivalentes:

1. V =war(A), para alguma F-dlgebra A de dimensao finita;

2.V =war(A), para alguma F-dlgebra A finitamente gerada,
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3.V satisfaz uma identidade standard;
4.V satisfaz uma identidade de Capelli;
5. G¢V.

Observe que, se estamos trabalhando com uma variedade de crescimento
polinomial, a propriedade 5 do teorema acima é imediatamente satisfeita.
Logo, nesse caso, nosso estudo se resume as variedades geradas por uma
algebra de dimensao finita.

Como consequéncia dos Lemas 2 e 3 do artigo [19], Giambruno e Zaicev
mostraram como o crescimento da algebra nos permite obter resultados da
decomposicao de Wedderburn-Malcev da dlgebra.

Teorema 1.5.2. Sejam A uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero e A = A1 @...® A, +J(A) uma
decomposicao de Wedderburn-Malcev de A. A dlgebra A tem crescimento
polinomial se, e somente se, para todo i, A; = F e A;J(A)A; =0, para todo

JF# i
Demonstragao. Suponha {c,(A)},>1 polinomialmente limitada. Pelo Teo-
rema 1.4.6, podemos tomar

A=A ... @A, +J(A)

uma decomposi¢ao de Wedderburn-Malcev de A onde A; = My (F), para
1 =1,...,m. Observe que, se k; > 1, para algum ¢ = 1,...,m, pelo Exem-
plo 1.1.9, A; contém uma subdlgebra isomorfa a UT,. Todavia, desde que
exp(UTs) = 2, segue do Teorema 1.4.12 que UTy ¢ var(A). Logo, k; = 1
e A, = F, Vi =1,...,m. Ademais, se A;J(A)A; # 0 para algum j # i,
terfamos que exp(A) é pelo menos 2, uma contradigao.

Reciprocamente, se dimp A; = 1, para todo i, e A;J(A)A; = 0, para todo
J # i, entao exp(A) = dimp A; = 1. Pelo Teorema 1.4.12, A tem crescimento
polinomial.

]

Dada uma variedade V), estamos interessados em saber quais algebras
devemos excluir da variedade para garantirmos que essa tenha crescimento
polinomial. Para obtermos esse resultado, apresentamos o lema seguinte.

Lema 1.5.3. Sejam A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo al-
gebricamente fechado de caracteristica zero e A1 & ... ® A, + J(A) uma
decomposi¢ao de Wedderburn-Malcev de A. Se existem I,k € {1,...,m},
coml #k e AjJ(A)A # {0}, entio UTy € var(A).
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Demonstra¢ao. Tomamos A; e Ay, com | # k, tais que A;J(A)Ag # 0. Dessa
forma, existe j € J(A) tal que i1ji; # 0, onde i; e iy sdo as unidades
de A; e A, respectivamente. Afirmamos que i1, io € 4172 sao linearmente
independentes. De fato, considere a combinagao linear

aty + Bis + vi1jie = 0, com o, S e v € F,

usando o fato que 119 = 1977 = 0, obtemos a = § =~y = 0.

Consideramos entdo B = spanp{ii, i, 11ji2}. Desde que o subespago B
é fechado para a multiplicagao, segue que B é uma F-subalgebra de A. Seja
¢ : B — UT;, o homomorfismo de F-algebras definido por:

11 — €11, 19 > €929, 11J%2 = €12,

onde ¢;; denotam as matrizes elementares. Observamos que ¢ é, na verdade,
um isomorfismo de dlgebras. Portanto, UTy € var(A), como gostariamos. [

Em [24] Kemer caracterizou, através da exclusao de élgebras, as varieda-
des de crescimento polinomial. Apresentaremos esse resultado abaixo.

Teorema 1.5.4 (Kemer). Seja V uma variedade de dlgebras sobre um corpo
I de caracteristica zero. Entao V tem crescimento polinomuial se, e somente

se, UTy, G ¢ V.

Demonstracao. Inicialmente, note que se V = var(0), o resultado é imediato.
Consideramos entao ¥V uma variedade nao trivial.

Suponha que existam constantes a e t > 0 tais que ¢,(V) < an'. Pelos
Teoremas 1.3.4, 1.3.5 e a Proposicao 1.3.8 segue que G e UT; nao pertencem
a V.

Reciprocamente, suponha que UTy, G ¢ V. Desde que G ¢ V), pelo
Teorema 1.5.1, temos que V = var(A) para alguma F-édlgebra de dimensao
finita A. Desse modo, podemos considerar A = B; @ ... ® B, + J(A) uma
decomposicao de Wedderburn-Malcev de A. Em decorréncia da Proposigao
1.3.12, podemos supor que F' ¢ algebricamente fechado e assim B; = M, (F),
1 < i < m. Observe agora que, se n; > 1 para algum 1 < i < m, pelo
Exemplo 1.1.9, A contém uma F-subalgebra isomorfa a UTs, um absurdo.
Logo, temos que B; = F, para todo i = 1,...,m. Desde que UTy ¢ V), pelo
Teorema 1.5.3, obtemos B;J(A)By =0, Vi, k € {1,...,m} com i # k. Logo,
pelo Teorema 1.5.2; concluimos que V tem crescimento polinomial. O

Antes de apresentarmos alguns corolarios do teorema acima, considera-
mos a seguinte definigao.
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Definicao 1.5.5. Dizemos que uma variedade V tem crescimento quase
polinomial se V tem crescimento exponencial, mas qualquer subvariedade
propria de V tem crescimento polinomial.

Como consequéncia do Teorema de Kemer, obtemos os seguintes co-
rolarios.

Corolario 1.5.6. var(UT) e var(G) sao as unicas variedades de crescimento
quase polinomial.

Demonstracao. De fato, ja vimos que as algebras UT, e G geram variedades
de crescimento exponencial. Seja entao U uma subvariedade prépria de uma
dessas, supomos U C wvar(UTy). Note que assim UTy ¢ U. Desde que
Id(UT,) € Id(U), segue que G ¢ U. Logo, pelo Teorema de Kemer, isso
implica que U tem crescimento polinomial.

Seja agora V uma variedade de crescimento quase polinomial. Pela carac-
terizagao apresentada por Kemer, nao podemos ter ambas UT5 e G excluidas
da variedade V. Assim, consideramos o caso em que G ¢ V e UT, € V. Desse
modo, var(UTy) C V. Uma vez que V tem crescimento quase polinomial e
var(UTy) tem crescimento exponencial da sequéncia de codimensoes, essa
inclusdo nao pode ser prépria, ou seja, ¥V = var(UT;). Na segunda situagao,
ou seja, quando G € V temos V = var(G). ]

Corolario 1.5.7. Nao existe variedade de crescimento intermediario, isto é,
a sequéncia de codimensoes de uma algebra cresce exponencialmente ou é
polinomialmente limitada.

Demonstracao. De fato, se V é uma variedade gerada por uma algebra A,
entdo um dos seguintes casos ocorre: ou G, UT, ¢ V e nesse caso V tem
crescimento polinomial da sequéncia de codimensoes; ou pelo menos uma
das duas dlgebras G ou UT, pertence a V' e nesse caso a variedade tem
crescimento exponencial da sequéncia de codimensoes. O
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Capitulo 2
p-algebras

Com o objetivo de apresentar os resultados que estendem a caracterizagao
demonstrada por Kemer, neste capitulo definiremos o conceito de ¢-dlgebra,
apresentando os objetos analogos ao caso anterior para algebras munidas de
estruturas adicionais e relacionando-os com os ja vistos. Por fim, dedicaremos
nossos esforgos em classificar, a menos de isomorfismo, as algebras p-simples
de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica
Zero.

2.1 Definicoes e exemplos

Apresentamos inicialmente os conceitos de dlgebras com involucao e su-
peralgebras, seguidos de alguns exemplos.

Definicao 2.1.1. Seja A uma F-algebra. Uma aplicacao F-linear
x . A — A é chamada involugao para a algebra A se, para todos a,b € A
temos satisfeito

Dizemos que A é uma dlgebra com involugao (ou x-dlgebra) se essa
possui uma involugao.

Uma aplicacao F-linear satisfazendo a condicao 1 da definicao anterior é
dita antiautomorfismo. Observe que uma involugao determina um antiau-
tomorfismo de ordem no méximo 2. Por outro lado, todo antiautomorfismo
de ordem no méaximo 2 definido em uma &lgebra, torna a mesma uma -
algebra. Exemplificamos esses conceitos definindo as principais involugoes e
x-algebras que serao abordadas ao longo deste trabalho.
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Exemplo 2.1.2. Se A é uma algebra comutativa, entao a aplicagao iden-
tidade ¢(a) = a, Va € A, é uma involucdo em A, chamada de involugao
trivial. Nesse caso, * é um antiautomorfismo de ordem 1.

Em contrapartida, se ¢ é um antiautomorfismo de ordem 1, entao A é uma
algebra comutativa. Assim sendo, as unicas algebras munidas da involugao
trivial sao as algebras comutativas.

Exemplo 2.1.3. Observe que se A é uma algebra unitaria, entao
I=1")"=1"1)"=1"1=1"
Em particular, se A = F, entao essa admite apenas a involucao trivial.
Exemplo 2.1.4. Em M, (F') temos definida a involugao
t:M,(F)— M,(F)
(aij) = (aji),
intitulada involucao transposta.

Exemplo 2.1.5. Seja s : My, (F) — M, (F) dada por

S
A B\ _ (D' -B
¢ p)] —\-ct a

onde A, B,C,D € M,(F) et é a aplicagao transposta. O mapa s é uma
involucao, denominada involugao simplética, a qual estd definida apenas
para matrizes de ordem par.

Exemplo 2.1.6. Sejam D a F-algebra comutativa & Fex: D — D a
aplicagao dada por (a,b)* = (b,a). Assim definida, * é uma involu¢do em
D denominada involugao troca. Denotamos por D, a x-algebra D munida
dessa involugao.

Exemplo 2.1.7. Em UT,, consideramos a aplicacao * dada pela reflexao ao
longo da diagonal secundaria. Por exemplo, para B € UT}, temos

*

a e f g d 7 i g
B _ 0 b h il |0 ch f
00 ¢ j 0 0 b e
00 0 d 00 0 a

Essa é uma involucao na algebra UT,, denominada involucao reflexao.
Em particular, denotamos por M, a dlgebra M := F(ej; + eqq) + F(ean +
es3) + Fejs + Fesy do Exemplo 1.3.7 com involugao reflexao.
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Se A é uma x-algebra e B uma subalgebra dessa, dizemos que B possui
involucao induzida se * ¢ uma involugao de B pela restricao, ou seja,
B* = B. Nesse caso, dizemos que B é uma x-subdlgebra de A.

Nosso préximo passo consiste em escrever uma, *-algebra A como soma
direta de dois subespagos. Para isso, dizemos que a € A é um elemento
simétrico, se a* = a. Por outro lado, se a* = —a, dizemos que esse é um
elemento antissimétrico. Além disso, denotamos por

At={a€Ala*=a} e A~ ={a€A|a" =—a}

os subespacos dos elementos simétricos e antissimétricos de A, respectiva-
mente. De imediato, é notério que AT N A~ = {0} e, se char F # 2 entéo,
para todo a € A, podemos escrever

at+a* a-—a*

‘T3 T
—_—— =
€At €A~

Consequentemente, podemos escrever A = AT + A~
Lembramos que, para uma algebra A, o produto de Jordan entre dois
elementos a e b é dado por aob = ab+ ba.

Observagao 2.1.8. Sejam aq,a, € A" e by, by € A™, entao
(1) [a1,as] € A7, [by,bs] € A™ e [ag,b1] € AT;
(i1) ajoag € AT, bjoby € AT eayoby € A,
De fato, para o primeiro item, observe que, se a;,as € A", entao
[a1, as]" = (a1a2)" — (azaq)” = asa] — ajay = asay — ayas = —lay, as).
Os demais itens seguem de forma anéloga.

A seguir definiremos outra estrutura sob a qual estamos interessados.

Definicao 2.1.9. Dizemos que uma F-dlgebra A é uma superalgebra se
existem dois subespacos vetoriais A© e AWM tais que

A= A0 4 40

AD A0 L AW AD C A o A0 4D 1 AD) AO0) ¢ 4D
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Nesse caso, denotamos a graduacdo de A por (A®, AM) e chamamos os
subespacos A e AN de componentes homogéneas de A, onde A ¢é a
componente par e A" a componente impar. Dizemos que um elemento
de A©® ¢é um elemento par, ¢ um elemento de A é um elemento fmpar.
Cientes disso, ilustraremos com alguns exemplos.

Exemplo 2.1.10. Toda algebra A é uma superalgebra com graduacgao tri-
vial A® = A e AW = {0}.

Exemplo 2.1.11. A dlgebra G com graduacgao candnica G© e G definida
no Exemplo 1.1.20 é uma superalgebra. Nesse contexto, denotaremos por
G a algebra de Grassmann com graduacao trivial e por G9" a dlgebra de
Grassmann com graduagao canonica.

Exemplo 2.1.12. Considere a algebra D = F @ F e os subespacos D) =
F(1,1) e DY = F(1,—1). Observe que,

DO DO + DWW P C DO o pO PO + DW Do) C DWW

Além disso, todo elemento de D pode ser escrito como soma de elementos
de DO ¢ DM do seguinte modo:

(a,b):<a;b7 a—;b>+<a;b7 —(aQ—b)>.

eD(0) eD()

Logo, a algebra D com graduacio (D, DM) definida acima é uma su-
peralgebra. Desse modo, denotaremos por D9 a dlgebra D com graduacao
nao trivial dada por (F(1,1), F(1,—-1)).

Exemplo 2.1.13. Considere a algebra UT, com os subespagos U TQ(O) =
Feyp 4+ Fegy e UTZ(I) = Feyy. Desse modo, UT, é uma superdlgebra com
graduagao canénica (U TQ(O), UTQ(I)) assim definida. Logo, tratando-se de
superalgebras, denotamos simplesmente por UT; a algebra UT; com gra-
duagdo trivial e por UTY" a mesma com graduagao canonica.

Exemplo 2.1.14. Considere a algebra M, (F) e inteiros k,l com n > k >
[ >0ek-+1=mn.Podemos reescrever M, (F) como

{(Z g) | P e My(F),Q € My(F),R € Myi(F) e S € M‘(F)} |

Definimos os subespacos

My (F)© = {(fj g) |PeM(F)eSe MI(F)} o
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My (F)© = {(g %) | R Mpp(F)eQe MkX,(F)} .

Temos que, (M (F)O, My (F)V), n >k >1>0ek+1 = n, sdo
graduagoes para a &lgebra M, (F). Assim, quando [ > 0, denotamos por
My, (F) a algebra M, (F) com graduagao nao trivial. Quando [ = 0,
observe que My ;(F)V) = {0} e assim temos M, (F) uma superdlgebra com
graduacao trivial.

Exemplo 2.1.15. A dlgebra M, (F @ cF'), onde ¢ = 1 é uma superélgebra
com graduacao M, (F @ cF)© = M, (F) e M,(F @ cF)Y = cM,(F).

Veremos mais tarde que essas tltimas algebras desempenham um papel
importante na classificacao das superalgebras simples de dimensao finita so-
bre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

A préxima proposicao nos permitird estabelecer uma nomenclatura co-
mum para superalgebras e x-dlgebras.

Proposigao 2.1.16. Se A é uma superalgebra entao existe um automorfismo
v de A de ordem no méaximo 2 induzido pela superestrutura de A. Recipro-
camente, se existe um automorfismo ¢ de A de ordem no maximo 2, entao
A é uma superalgebra com a graduacgao induzida por .

Demonstracio. Considere A = A© + AM uma superdlgebra. Para todo
a € A, escrevemos a = ag + a1, onde ag € A© e a; € AW e definimos
v:A— A, dado por

ar> ayg— ap.

E de imediato que ¢ € Aut(A) e 2 é a aplicacao identidade.
Por outro lado, seja ¢ um automorfismo de A de ordem no maximo 2.
Definimos os subespacos

A =faec Al pla)=a} e AV ={aec A|p(a)=—a}

e observamos que A® N AL = {0}, ADAO 4 AWAD C A0 ¢ AOAD 4
AW AO € AW Além disso, para todo a € A e char F # 2, podemos escrever
a = ag + aq, onde

a+¢(a) a— p(a)
apg=——">-¢€ea = ——.
0 2 ! 2
Desde que ¢ é um automorfismo de ordem no maximo 2, segue que
o(ag) = ag e p(a;) = —ay. Assim, ay € A® e a; € AV, Portanto, con-

clufmos que ¢ induz uma superestrutura em A da forma A = A©® F AM,
como gostariamos.

O
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Em particular, observe que a aplicacao identidade induz a graduacao tri-
vial em A. Além disso, a demonstracio anterior nos diz que A©) é exatamente
o espaco associado ao autovalor 1 e AN o espaco associado ao autovalor —1.

Seja A uma superalgebra com um automorfismo ¢ induzido pela supe-
restrutura e B uma subdlgebra de A. Dizemos que B é uma subalgebra
graduada com graduacgao induzida de A se essa pode ser regrada com uma
superestrutura oriunda da graduacdo de A dada por (A N B, A" N B).
Nesse caso, temos que B é invariante pelo automorfismo ¢, isto é, BY = B.

Por outro lado, observe que se BY = B, entao para b = by + b; € B com
bo € AV e by € AW, temos

_ el gy, bR g

bo
isto é, B pode ser escrita como soma direta B = (A N B) + (A" N B), ou
seja, B é uma subdlgebra graduada de A com graduacao induzida.
Chamamos de p-algebra uma &algebra A munida de um automorfismo
ou um antiautomorfismo ¢ de ordem no maximo 2. Assim, qualquer su-
peralgebra ou qualquer algebra com involugao, sera uma p-algebra. Além
disso, dizemos que duas p-algebras sao isomorfas quando existe um isomor-
fismo de dlgebras que se comporta bem com a @-estrutura de A, conforme
abaixo.

Definigao 2.1.17. Sejam A uma &algebra com involugao * e B uma &algebra
com involug¢ao ¢. Um isomorfismo (de algebras com involu¢ao) de A em B é
um isomorfismo de algebras ¢ : A — B tal que

P(a*) =1(a)®,Va € A.

Definicdo 2.1.18. Sejam A = A® + AM ¢ B = BO L BM guperslgebras
sobre um corpo F. Um isomorfismo (de superdlgebras) de A em B é um
isomorfismo de dlgebras ) : A — B que preserva graduagao, ou seja,

¢(A(O)) — BO) 4 ¢(A(1)) — B

Exemplo 2.1.19. Desde que, para P € M(F),Q € My« (F), R € My(F)
e S € M;(F), o homomorfismo ¢ : My;(F) — M, x(F) dado por

(%) )

¢ um isomorfismo de superdlgebras. Desse modo, poderiamos ter tomado
[ > k no Exemplo 2.1.14.
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Exemplo 2.1.20. A algebra M,(F') com involugao simplética contém uma
subdlgebra com involugao induzida isomorfa a D,. De fato, considere o mo-
nomorfismo ¢ : D, — My(F) dado por ¥((a,b)) = ae1; + begy. Desde que

¥((a,b)") = ¥((b;a)) = ben + aexn = (aen + bezz)® = ¥((a,b))°,
temos que 1 é um monomorfismo de x-algebras.

Exemplo 2.1.21. A dlgebra (M, (F),t), n > 2, contém uma subdlgebra iso-
morfa a (Ms(F'),t). Para isso, basta considerar o monomorfismo ¢ : Ms(F) —
M, (F) dado por

¢(€11) = €11, ¢(622) = €nn, ¢(€21) = €n1 ¢(€12) = €in.

Como esperado, (M, (F),s), n > 1, contém uma subélgebra isomorfa a
(My(F),s). Para esse caso, basta considerar o monomorfismo v : My(F') —
M, (F') dado por

P(err) = e + enn,  Y(e22) = €ntin+1 + €2n2n,

P(ean) = €an1 + €ntin, Y(€12) = €120 + Ennt1-

2.2 p-identidades polinomiais e p-codimensoes

Nesta secao, buscamos estender a linguagem usada em algebras ordindarias
para -algebras. Assim sendo, definiremos as (p-identidades polinomiais e a
sequéncia de (p-codimensoes.

Se A é uma p-dlgebra, podemos escrever A = Af + A7, onde A} =
{a€ Ala? =a}e A = {a € A|a? = —a}. Desse modo, se ¢ é um
automorfismo de ordem no maximo 2, ou seja, se A é uma superélgebra,
entao AT = AQ e A7 = AWM. Todavia, se ¢ ¢ um antiautomorfismo de
ordem no maximo 2, ou seja, se A é uma x-dlgebra, segue que A7 = A" e
A, =A".

Considere X = {z1,x2,...} um conjunto enumeréavel de varidveis, F
um corpo de caracteristica zero e @ um automorfismo ou um antiauto-
morfismo de ordem no méximo 2 em F(X). Dessa forma, denotamos por
F(X,p) a p-algebra livre associativa unitaria gerada pelos elementos X' =
{x1, 27, 29,25, .. . }.

Nosso préximo passo consiste em reescrever X’ como uniao de dois sub-
conjuntos Y e Z. Tal descricao sera vantajosa para definirmos o conceito
de identidade polinomial para (p-algebras. Para isso, consideramos Y o con-
junto dos elementos {y; = z; + 27 | ¢ € N} e Z o conjunto dos elementos
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{z; = x; — a7 | i € N}. Podemos escrever os elementos de F(X, ¢) tanto
nas varidveis {1, z{, xo, ¥, ...} quanto nas varidveis {yi, 21, yo, 22, .. .}, ou
seja, F(X,p) = F(Y U Z), onde essa ultima é a dlgebra associativa livre
no conjunto Y U Z. Utilizando essas notagoes, intitulamos os elementos de
F :=F(Y UZ) de ¢-polindémios.

Para entendermos melhor tais objetos, consideramos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.1. Considere o polindémio f(y,29) = y120 € F(Y UZ). Desde
que y; = 11 + ¥ e 29 = 1y — 1y, temos

122 = (21 +af) (w2 — a8) = @129 — 2125 + afws — af2f € F(X, ).

Por outro lado, dado x5 € F(X, ¢), temos

+z -2z 1
7135 = (yl 5 1> <y2 9 2) = Z(ylyz —y1ze + 21Y2 — 2122) € F(Y U Z).

Observe que, por exemplo, o polinémio f(x1,xy, e, 2) = X129 + To2
pode ser visto tanto como um elemento da &dlgebra livre F/(X) como da ¢-
dlgebra livre F/(X, ¢), o que nos permite visualizar F(X) C F(X, ¢). No caso
em que estamos visualizando a p-algebra livre no conjunto Y U Z podemos
mergulhar a édlgebra livre F/(X) em F(Y U Z) definindo z; := y; + z;, para
todo ¢ € N.

Chamamos atencao para o fato que, se ¢ é um automorfismo de ordem no
méaximo 2, F admite uma superestrutura definindo F© o subespaco gerado
por todos monomios nas variaveis Y U Z que possuem um numero par de
varidveis em Z e F) serd o subespaco gerado por todos monémios nas
variaveis Y U Z que possuem um numero impar de variaveis em Z. Em
contrapartida, se ¢ = * é um antiautomorfismo de ordem no maximo 2,
esse induz uma estrutura de x-dlgebra em JF, onde as variaveis de Y sao
simétricas y; = y; e as varidveis de Z sao antissimétricas z; = —z;. Nesse
caso, denotamos por FT o espago dos elementos simétricos e F~ 0 espago
dos elementos antissimétricos.

Definicao 2.2.2. Seja A uma ¢-algebra. Dado f = f(y1,...,Yn, 21, -, 2m) €
F, dizemos que f é uma ¢-identidade polinomial de A se

f(al,...,an,bl,...,bm)zo

para quaisquer aq,...,a, € A[; eb,....0n €A,

Nos respectivos casos, se A é uma superalgebra, dizemos que f é uma
identidade graduada de A. Por outro lado, se A é uma *-algebra, dizemos
que f é uma x-identidade de A.
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Exemplo 2.2.3. Para uma superalgebra A com graduacao trivial, z é sempre
uma identidade graduada de A.

Exemplo 2.2.4. Se A é uma p-algebra comutativa, segue que [y1, ya], [21, 22]
e [y1, z1] s@o p-identidades de A.

Exemplo 2.2.5. Considere a x-dlgebra M,. Sabemos que M} = F(ey; +
eqq) + Feag + e33) + Feja+e34) e M = F(eja — e3q). Logo, temos que z;29
¢ uma *-identidade de M,.

Exemplo 2.2.6. Para a superdlgebra G, vimos que G(© C Z(G), logo
[y1, 2] € [y, 2] sdo identidades graduadas de G9".

Neste passo, definimos /d?(A) o T,-ideal de A, formado por todas as
¢-identidades polinomiais de A. Observe que Id¥(A) é um ideal invariante
sob todo endomorfismo de F que comuta com ¢, ou seja, ¢ um 7T,-ideal de F.
No caso em que A é uma x-algebra, denotamos Id?(A) = Id*(A) o *-ideal
de A. Se essa é uma superalgebra, escrevemos Id?(A) = Id9"(A) o Ty-ideal
graduado de A.

A par disso, consideramos

P? = spanp{wy) ... Wom) | 0 € Spyw; =y ouw; =2, i=1,...,n},n>1,

o espaco dos p-polindmios multilineares nas variaveis y, 21, - - ., Un, 2n-
E bem conhecido que, sobre um corpo de caracteristica zero, todo T;,-ideal
é finitamente gerado. Além disso, qualquer p-identidade é consequéncia de
¢-identidades multilineares. Abaixo, exibiremos os T,,-ideais das principais
p-algebras com as quais trabalharemos ao longo deste trabalho. Posterior-

mente, exibiremos os cdlculos para determinar os 7T,-ideais das (-dlgebras
UTy", D9 e D,.

Lema 2.2.7. 1. Id"(UTy) = (y1, vo[ys, yal, 2)z (ver [27));
2. 1d"(G) = ([y1, ya, Y3}, 2)1, (ver [26]);
1dm (D) = ([y1, yols [y, 2, [21, 22]) 7, (ver [11]);
1d(UTS") = ([y1, v2], z122)7, (ver [37]);
1d(G) = ([y1, v, [, 2], 21 0 22) 7, (ver [13]);
1d*(D.) = ([y1, vo]. [y, 2], [21, 22]) 7, (ver [11]);
[d*(M.) = (z120)7. (ver [29)).
Proposicio 2.2.8. Id7(UTY") = {[y1, y], 21220,

NS v S
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Demonstragao. Seja I = ([y1,ya], z122)1,. Desde que UTy" satisfaz as iden-
tidades graduadas geradoras de I, segue que I C Id9(UTy"). Por outro
lado, seja f(y1, .-, Yn, 21, -+, 2n) € Id9(UTY") multilinear. Para mostrar a
inclusdo contraria, é suficiente mostrarmos que f =0 (mod I).

Desde que FOFO C FO) e 22, € I, segue que z1y2, € I, para qualquer
variavel par y. Logo, podemos escrever

f=9W,.  ym) +h(yr,. .., Ym,2) (mod I),

onde podemos supor g e h multilineares em suas respectivas variaveis.
Substituindo YirYir = YiYip — [yimyiz] e usando o fato que [ylny] € [7
podemos reescrever g = ay ...y, (mod I). Considere a avaliagdo z = 0 e
y; = e11, para todo ¢ = 1,...,m. Desde que f é uma identidade de UTy",
obtemos ae;; = 0, ou seja, « =0 e g = 0 mddulo /.
Analogamente, reordenando as varidveis podemos reescrever

h = Zﬁ%l e YinZYgy - Y, (mod I),

comig < ...<ipej; <...<Jji_n. Suponha que h é nao nulo, isto é, existe
um monomio By ... Ym2ZYm+1 - - -y nao nulo. Considere a avaliacao y;
e = Ym = €11, Yma1 = ... =Y = €29 € 2 = €15 em f. Uma vez que ejje99 =
exer; = 0, segue que qualquer monomio diferente de By; ... Ym2Ymat - -- Yt
se anula nessa substitui¢do. Desse modo, f(ejr,...,€11,€0,...,€0,€12) =
ferz (mod I). Desde que f é uma identidade de UTY", segue que 8 = 0,
uma contradi¢ao. Portanto, h = 0 (mod I) e assim f =0 (mod I). O

7&

Teorema 2.2.9. [, Teorema 2.16] Para a dlgebra (My(F),t), com char F’
2, as x-identidades

[21, 2], [2122, 9]
1, y2llys, ya) = [v1, yslly2, val + [y, wally2, ys) e
(219122, 2] — Z122[y1, 2],
geram o T,-ideal Id*(My(F)).
Dizemos que duas p-algebras A e B sao T,-equivalentes se [d?(A) =
Id?(B). Em notacoes estabelecidas, escrevemos A ~7,, B.

Interessados em estudar o comportamento das ¢-identidades de uma -
algebra consideramos o espaco

. Py
B = prataray

Note que o estudo das p-identidades polinomiais pode ser obtido a partir
do espago P?(A). Para isso, tomamos conhecimento da definigdo abaixo.
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Definigao 2.2.10. A dimensao de P¢?(A) sobre F' é denominada a n-ésima
p-codimensao de A e denotamos por c¢£(A).

Se A ¢é uma &algebra com involugao, escrevemos ¢ (A) = ¢} (A) a n-ésima
x-codimensao de A. Todavia, se A é uma superalgebra, denotamos c¢f(A) =
c9"(A) a n-ésima codimensao graduada de A.

Se A é uma p-algebra sobre um corpo F' munida de uma automorfismo
ou um antiautomorfismos ¢ de ordem no maximo dois e K uma extensao
de F, entao A ® K é uma K-algebra munida de um automorfismo ou um
antiautomorfismo ¥ : A ® K — A ® K de ordem no maximo dois dado por
Pla® k) = ¢(a) ® k, para todos a € A e k € K, e estendido linearmente.
Desse modo, A ® K admite uma estrutura de yp-algebra.

A observacao seguinte nos permite relacionar a n-ésima codimensao da
p-algebra A (sobre F') com a n-ésima codimensao da ¢-algebra A ® K (sobre

K).

Observagao 2.2.11. A ¢-codimensao de uma p-algebra A sobre um corpo
F nao é alterada quando consideramos a ¢-algebra A® K sobre uma extensao
K do corpo original, ou seja, ¢?(A) = ¢£(A® K).

Assim, sempre que nos referirmos a resultados relativos a sequéncia de
p-codimensoes, podemos considerar, sem perda de generalidade, o corpo al-
gebricamente fechado.

De imediato, nos indagamos a respeito da relacao entre a n-ésima codi-
mensao ordinaria de uma -algebra e sua n-ésima p-codimensao. Em 1985,
Giambruno e Regev mostraram em [15] que se A é uma @-dlgebra, a relagao
buscada é dada pelo lema seguinte.

Lema 2.2.12. Seja A uma p-dlgebra. Entao c,(A) < c£(A).
Além disso, os autores mostraram que se A é uma F-algebra, entao
cn(A) < cf(A) < 2%, (A). (2.1)

Dessa forma, obtemos um limite exponencial para a n-ésima ¢-codimensao
da PI-algebra A. Assim, concluimos o seguinte teorema.

Teorema 2.2.13. Uma p-dlgebra A é uma Pl-dlgebra se, e somente se,
c?(A) é exponencialmente limitada.

Como o titulo deste trabalho ja nos apresenta, estamos interessados nas
p-algebras cuja sequéncia de ¢-codimensoes é polinomialmente limitada.
Assim, podemos estender as definicbes a respeito do comportamento da
sequéncia de codimensodes para a sequéncia de p-codimensoes.
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Observagao 2.2.14. Note que a relacdo (2.1) nos diz que se A é uma -
algebra cuja sequéncia de codimensoes ordindrias cresce exponencialmente,
entdo ¢?(A) cresce exponencialmente. Assim, temos que as algebras UTs,
UTY", G e G9 tém crescimento exponencial da sequéncia de codimensoes
graduadas.

Parar=0,...,n e o €5, definimos o espaco PF,,_, por

spanp{We(1) . - - Won) | Wi = 45, 1 <P <rew; = zp_ip1, r +1 <0 < nj,

o espago dos ¢-polinomios multilineares nas variaveis yi, ..., Yr, 21, - -+ Zn_p-
Com isso, consideramos o seguinte espaco,
PT' n—r
Pr,n—'r (A) = - :

P N1d?(A)

Observe que, para cada particdo (r,n — r) de n, existem (f) subespacos
isomorfos a P,,_, em P?. Desse modo, a relacao entre P? e P,,_, é dada

por
~ n
ry =~ <r) P

r=0
Logo, a melhor compreensao do espago P,,_,(A) nos permitird obter
informagoes a respeito das p-identidades a partir das variaveis Y U Z, deter-
minadas pela particao (r,n — r) de n. De fato, buscaremos esclarecer essas
relagoes nos préoximos resultados.
Nesse sentido, definimos ¢, ,,—.(A) := dimp P, ,,_.(A4) a (r,n — r)-ésima
p-codimensao de A.

Observagao 2.2.15. Note que, se {f;(x1,...,2,)}1<i<m ¢ uma base de P,
modulo Id(A), restringindo nossas variaveis as substitui¢oes especificas, po-
demos considerar { fi(y1,...,Yr, 21, - - -, Zn—r) F1<i<m UM conjunto linearmente
independente de P, ,_, mddulo Id?(A). Assim,

Crn—r(A) < ¢, (A), para todo r < n.

Respondendo ao questionamento sobre uma possivel associacao entre a
n-ésima ¢-codimensao e a (r,n — r)-ésima codimensao definida, os autores
mostraram no artigo [7] e em consequéncia do Teorema 10.4.5 em [20] o
seguinte resultado.

Teorema 2.2.16. Seja A uma @-dlgebra. Entao

s =3 (") S

r=0



2.2. p-IDENTIDADES POLINOMIAIS E o-CODIMENSOES o4

Finalmente, dada uma p-algebra A, podemos considerar a classe de to-
das as p-algebras que satisfazem as p-identidades de A. Denotamos essa
classe por var?(A) a g-variedade gerada por A. Nos respectivos casos, se
A é uma algebra com involucao, entao var?(A) = var*(A) a x-variedade
gerada por A. Se essa é uma superélgebra, entdo var?(A) = var? (A) é
a supervariedade gerada por A. Ademais, se V = var¥(A), dizemos que
i (V) = i (A).

Observacgao 2.2.17. Como consequéncia do Exemplo 2.1.20, segue que D, €
var*(My(F), s).

Observagao 2.2.18. Note que os *-polinémios que geram [d*(Ms(F')) com
involucao transposta, descritos no Teorema 2.2.9, sao *-identidades de M,.
Logo, M, € var*(My(F),t).

A partir dessas discussoes, estamos aptos a exibir os calculos para deter-
minar os Ti,-ideais das algebras D, e D" e suas sequéncias de ¢-codimensoes.

Proposicao 2.2.19. Seja D, a g-algebra D, ou D9". Entao Id*(D,) =
([y1, v2), [y1, 21), [21, 22]) 1, Além disso, ¢f(D,,) = 2", para todon > 1.

Demonstragao. Seja I = ([y1, y2], [y1, 21], [21, 22]) v € V a p-variedade gerada
por I. Uma vez que as varidveis comutam, modulo I, qualquer polinomio
f € P, ,—, pode ser reescrito (mod ) como combinagao linear de elementos
da forma y; ...¥y.21...2,_, para todor =0,1,...,n. Logo,

Crn—r(V) < 1, para todo r.

Uma vez que D,, satisfaz as p-identidades geradoras de I, concluimos que
I C 1d?(D,) e consequentemente,

Cr,n—r(Dcp) < C'r,n—rO}) < 1.

Afirmamos que ¢, ,,—,(D,) > 1. Paraisso, para cadar =0,1,...,n, basta
exibirmos um polinomio em P, ,,_, que nao ¢ identidade para D,. Tome entao

f(ylw--ayryzla'--azn):yln-yrzl”-zn—r EPT,n—T

e aavaliagdo y; = (1,1), z; = (1, —1), paratodosi =1,...,rej=1,...,n—
r. Observamos que

fOL,1),...,(1,1),(1,—-1),...,(1,-1)) = (1,(=1)"") £ 0.
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Portanto, temos que 1 < ¢, ,,—,(Dy) < ¢;n—(V) < 1. Logo, ¢, p—r(Dy) =
1 para todo r = 0,...,n. Desde que ¢, ,,—(Dy,) = ¢;n—r(V) = 1, obtemos
1d#(D,) = I. Além disso,

0 =3 (Mewr0 =3 (1) =2,

r=0 r=
como queriamos. O

Chamamos atencao para as p-algebras D, e D9". Essas serao de grande
interesse para o capitulo seguinte, uma vez que, D ¢ uma algebra comutativa
com codimensao ordinédria ¢,(D) = 1. Porém, quando olhamos para essa
algebra como p-dlgebra, sua p-codimensao ¢ (D,) = ¢9"(D9") = 2" é expo-
nencial. Essa analise nos induz, caso queiramos obter resultados andlogos
ao Teorema 1.5.4, a excluir essas algebras das respectivas (p-variedades para
garantirmos crescimento polinomial das (p-codimensoes.

O préximo resultado nos informa sobre a sequéncia de p-codimensoes de
uma &algebra A cuja ¢,(A) é polinomialmente limitada, a partir de certas
condicoes.

Lema 2.2.20. Seja A uma @-dlgebra de crescimento polinomial da sequéncia
de codimensoes ordindrias. Se existe um natural q para o qual qualquer
monoémio contendo pelo menos q variaveis em Z estd em 1d?(A) entao c¢?(A)
¢ polinomialmente limitada.

Demonstragdo. Suponha c¢,(A) < an', para algumas constantes « e t. Para
r=0,1,...,n, arelacdo entre ¢,,_.(A4) e ¢,(A) dada pela Observagao 2.2.15
nos diz que

Crnr(A) < cn(A) < an'.

Observe que se existe um inteiro g nas condigoes da hipdtese, entao para
todo r < n — ¢ temos que PN [d‘f’(A) = F.n,—r € consequentemente,
Crn—r(A) = 0. Portanto, pelo Teorema 2.2.16, concluimos que,

c= Y (Dot <an 3 (1) - anzo () <ot

r=n—q+1 r=n—gq+1
como gostariamos. O]

Observe que o nimero de variaveis em Z em uma @-identidade nos direci-
ona para resultados a respeito do crescimento da sequéncia de ¢-codimensoes.
Motivados pelo lema anterior, apresentaremos alguns resultados nessa direc¢ao,
os quais serao fundamentais no préximo capitulo.
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Para visualizar melhor a demonstracao que faremos a seguir, supomos,
por exemplo, que A é uma @-dlgebra tal que 22923 € Id¥(A). Afirmamos
que, por exemplo, ajbsazaz = 0, onde ay,az,a3 € A e by € A;. De fato,
como a; o by :=as € A;, podemos escrever a1bys = a5 — bya,. Portanto,

ajbsazas = asasaz — byajazaz = 0,
como verificamos.

Proposigao 2.2.21. Seja A uma p-algebra. Se existe um inteiro ¢ > 1 com
21...2 € Id?(A), entao

Z1W129 ... W12t € ]d@(A),

onde wy, ..., w; 1 sAo mondmios (eventualmente vazios) em varidveis perten-
centesa Y U Z.

Demonstracao. Para provar a proposicao, € suficiente mostrarmos que, dado
o inteiro ¢ da hipétese e elementos ay,...,a; € A, entdo o produto

arnaz ... y—1a; =0,

onde v1,...,7_1 sdo elementos de A que sao produtos de elementos de A;j
e de A;. Uma vez que a; o b; € A, para todo b; € A(‘;, temos que a;b; =
—ba; + k;, com k; € A;. Desse modo, aplicando recursivamente o que foi
observado antes do enunciado da proposicao, podemos reescrever o produto
aiyias . ..%—1a; de modo a obter o resultado desejado. O

Por fim, exibimos o teorema abaixo que nos dara uma condigao, em termos
de uma identidade ordinaria, para trabalharmos com uma ¢-variedade gerada
por uma -algebra finitamente gerada. No préximo capitulo daremos mais
detalhes sobre a utilidade deste resultado.

Teorema 2.2.22. [20, Teorema 11.4.3] Seja V uma @-variedade. Se V sa-
tisfaz alguma identidade de Capelli de algum posto, entdo V = var?(A) para
alguma @-dlgebra A finitamente gerada.

2.3 (-algebras simples e o p-expoente

Com o intuito de apresentar a classificacao das @-dlgebras simples de
dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero,
recordaremos alguns resultados a respeito de M, (F)-médulos. Inicialmente,
lembramos que se R é um anel unitario, um R-moédulo M é simples se RM +#
{0} e esse nao possui R-submédulos préprios nao nulos.
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Exemplo 2.3.1. Seja F' um corpo e, para um valor fixo 7 = 1,...,n, con-
sidere o ideal a esquerda C; de M, (F) gerado pela matriz coluna {a;; | i =
1,...,n}. Entao C; é um M, (F)-médulo simples com a multiplicagao usual.

Antes do proximo exemplo, consideramos F™ o espago dos vetores colunas
n dimensional com entradas em F'.

Exemplo 2.3.2. Seja o € Aut(M,(F)) e considere F'" o M,,(F)-médulo sob
a acao definida por

M,(F) x F" — F"
(X,v) = o(X)v.

Entao, F é um M, (F)-médulo simples.

Para verificar isso, considere N # {0} um M, (F)-submdédulo de F™,
queremos ver que N = F". Tome v = (vy,...,v,) € N, com v # 0 e o um
elemento qualquer de F'. Desde que v é nao nulo, uma das entradas v; de v
¢ nao nula.

Uma vez que o é um automorfismo de M, (F'), segue que, para cada
j€{1,...,n}, existe uma matriz A; € M, (F) tal que

«
o(4) = ejis
onde ej; denota a matriz elementar. Desse modo, com a a¢ao definida acima,

temos que
«
A =0(Aj)v = e = acj,
(2
onde e; denota o vetor coluna cuja entrada j ¢ igual a 1 e as demais sao
nulas. Como «a é arbitrario, decorre que ae; € N, Va € F e j € {1,...,n},

isto é, F™ C N, e a igualdade segue.
Proposicao 2.3.3. Todos os M, (F)-mddulos simples sao isomorfos.

Demonstragao. Seja N um M, (F')-moédulo simples. Contanto que dois quais-
quer ideais laterais de matrizes colunas sao isomorfos, basta mostrarmos que
N ¢ isomorfo a um ideal lateral de matrizes colunas C;. De fato, como
N =1IN C M,(F)N C N decorre da simplicidade de N que M,,(F)N = N,
onde I é a matriz identidade n x n.

Considere agora a aplicagao

C; F¥ Gn.
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Uma vez que M, (F) = > C; e N # {0}, existe i € {1,...,n} tal que
i=1

C;N # 0. Portanto, existe n € N e ¢; € C; tal que ¢n # 0, isto é, f é
um homomorfismo nao nulo de M, (F)-médulos cujo nicleo é um M, (F)-
submddulo préprio de C; e a imagem é um M, (F)-submddulo ndo nulo de
N. Desde que C; e N sao simples, entao ker(f) = {0} e f(C;) = N. Logo,
f ¢, na verdade, um isomorfismo de M, (F")-médulos.

[

Teorema 2.3.4 (Skolem-Noether). Se F' é um corpo, entao todo automor-
fismo o de M,,(F) é interno, isto é, da forma X — Y XY ™! ondeY é uma
matriz invertivel.

Demonstragao. Considere F™ o M, (F)-médulo com a agao (X,v) — Xwv.
Por outro lado, dado o € Aut(M,(F)), podemos considerar a a¢ao

(X,v) = o(X)v,

com X € M,(F)ev € F" Desde que o Exemplo 2.3.2 e a Proposigao
2.3.3 nos dizem que M, (F') admite apenas um mddulo simples a menos de
isomorfismo, existe uma transformacao linear bijetora Y : F™ — F™ entre
esses dois médulos tal que YV (Xv) = o(X)Y (v), para todo v € F" e X €
M, (F), logo (X)) =Y XYL O

Se I é um ideal de uma @-algebra A, entao I é um p-ideal de A se [ ¢é
invariante pela aplicacao ¢, ou seja, quando ¢ = % é uma involugao, entao
I* = I, quando ¢ é um automorfismo de ordem no méaximo dois, induzido
pela superestrutura de A, entao I é um ideal com graduacao induzida de A,
consequentemente [¥ = [.

Neste passo, dizemos que uma @-dlgebra é p-simples se A% #£ {0} e os
unicos p-ideais de A sdo {0} e A. Nesse caso, quando ¢ for um automorfismo
de ordem no maximo dois, dizemos que A é uma superalgebra simples e se
© é um antiautomorfismo de ordem no maximo dois, A é uma x-algebra *-
simples. Observamos que uma ¢-algebra pode ser ¢-simples, mas nao ser
simples como algebra ordinaria. Todavia, se uma @-algebra é uma &algebra
simples, entao essa é p-simples.

Exemplo 2.3.5. Desde que M, (F") é simples como &lgebra ordinéria, temos
que Mg (F),n >k >1>0,k+1=n, com graduacoes definidas em 2.1.14
sao superdlgebras simples. Analogamente, (M, (F),t) e (M,(F),s) sdo *-
simples.

Exemplo 2.3.6. A x-dlgebra D, é x-simples. De fato, considere F; =
spanp{(1,0)} e Fy = spangz{(0,1)}, queremos ver que esses sdo 0s unicos
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ideais de D. Para isso, seja I um ideal nao nulo de D diferente de F}
e Iy, e tome (a,b) € I, com a,b # 0. Como (1,0)(a,b) = (a,0) € I e
(0,1)(a,b) = (0,b) € I, segue que I = F; & Fy = D, e Fy, F; sao os unicos
ideais préprios nao nulos de D. Porém, como F; = Fj, segue que esses nao
sao *-ideais, ou seja, D, é x-simples

Exemplo 2.3.7. De modo geral, considere a algebra M, (F) @& M, (F)°,
sabemos que esta pode ser vista como uma x-algebra com involugao troca.
Afirmamos que (M, (F) @ M,(F)°,x) é uma algebra x-simples. De fato,
desde que M, (F) e M,(F) sao élgebras unitarias e M, (F) é simples, os
tunicos ideais préprios nao nulos de M, (F) & M, (F)° sao (0, M,(F)%) e
(M,(F),0), como nenhum desses sdo *-ideais, segue o resultado. Portanto,
essa nao é uma algebra simples, mas é x-simples.

Com o propédsito de obter a classificacao desejada, apresentamos o se-
guinte teorema, que nos permitird caracterizar as algebras ¢-simples sob
determinadas condigoes.

Teorema 2.3.8. [20, Teorema 3.4.4] Seja A uma p-dlgebra de dimensao
finita sobre um corpo F. Entdo:

1. J(A) € p-ideal de A;

2. se A € uma dlgebra p-simples, entao A € simples ou A = B® B¥, para
alguma subdlgebra simples B de A.

Demonstracao. Seja m o indice de nilpoténcia de J(A) e tome j1%, ..., j,% €
J(A)?. Logo,

7P gm? = (jo(l) .. .jg(m))‘p =0,

onde o € S, é a identidade no caso em que ¢ é um automorfismo, ou
o(i) =m—i+1, Vi = 1,...,m, caso em que ¢ é um antiautomorfismo.
Desse modo, J(A)? é nilpotente de indice pelo menos m. Uma vez que, J(A)
¢ o maior ideal nilpotente de A, temos J(A)¥ C J(A). Também,

J(A) = (J(A)?)7 € J(A)?,

concluindo que J(A) = J(A)?.

Para a segunda parte, supomos que A é p-simples, mas nao é simples.
Desde que J(A) é um p-ideal de A e A nao é nilpotente, segue que J(A) = {0}
e, pelo Teorema 1.4.6, podemos escrever A = B1 @ ...® B, onde cada B; é,
na verdade, um ideal bilateral simples e minimal em A.

Seja entao B um ideal minimal de A. Pela p-simplicidade de A, BY # B
ainda ¢ um ideal minimal satisfazendo BN B? = {0}. Desse modo, B @® B? é
um p-ideal de A. Portanto, A = B @ B¥ e o teorema esta demonstrado. []
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Exemplo 2.3.9. Seja A uma *-algebra de dimensao finita *-simples que nao
é simples. Logo, pelo Teorema 2.3.8, A = B & B*, para alguma subélgebra
simples B de A, onde B & B* é x-subdlgebra de A com involucao induzida
dada por (a,b*)* = (b,a*).

Considere agora a *-algebra B @ B° com involugao troca ¢ e a aplicacao
v : B® B* — B & B dada por (¢,d*) — (c,d). Com isso, observe que

Y((b1,03)") = ¥((b2,b7)) = (b2, b1) = (b1, b2)° = ¥((b1,03))°.

Desde que esse é um isomorfismo de algebras que preserva a involucao,
segue que B @ B* = (B @ B, ¢), isto é, A = (B @® B°,¢). No caso em que
F é algebricamente fechado, temos B = M, (F') e, portanto, A é isomorfa a
M, (F) @& M, (F)° com involugao troca.

Apresentamos agora a versao do Teorema de Wedderburn-Malcev para
p-algebras, apresentada por Taft [36] em 1957.

Teorema 2.3.10. Seja A uma p-dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo
F' de caracteristica zero. Entao, existe uma p-subdlgebra maximal semis-
simples B de A tal que A = B+ J(A). Além disso, se A é uma p-dlgebra
semissimples entao A = A1 ® ... ® A,,, onde Aq,..., A, sio subdlgebras
p-simples de A.

Exemplo 2.3.11. Uma decomposicao de Wedderburn-Malcev da *-algebra
M, é dada por F(e11+eq) D F(eaa+es3)+J(M,), onde J(M,) = Fejp+ Fesy.
Ja para a dlgebra UTy munida da involugao reflexao, temos UT»(F) = B +
J(UTs), onde B é a x-subdlgebra B = Fe; @ Fegs e J(UTy) = Feqa.

Exemplo 2.3.12. Considere a algebra B do Exemplo 1.4.8. Uma decom-
posicao de Wedderburn-Malcev de B, como superalgebra, é

_(F+cF 0 0 0\, (0 F+cF
= (M0 R) ),
Nosso proximo passo consiste em classificar, a menos de isomorfismo, as
p-algebras simples sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero. Antes disso, consideramos o resultado que classifica todas as involugoes

da élgebra de matrizes M, (F'), onde F' é um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero.

Teorema 2.3.13. [32, Teorema 3.1.61] Seja F' um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero e x uma involugdo em M, (F'). Desse modo,
(M,(F),*) 2 (M,(F),t) ou (M,(F),*) = (M,(F),s), onde esse tltimo caso
ocorre apenas quando n € par.
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Teorema 2.3.14. Seja A uma x-dlgebra x-simples de dimensdao finita so-
bre um corpo F algebricamente fechado de caracteristica zero. Entao A é
1somorfa a uma das sequintes x-algebras:

1. (M, (F),t);
2. (M,(F),s), onde n > 2 € par;
3. (Mu(F) @& M,(F)°, %), com involugdo troca (a,b)* = (b,a).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.3.8 temos que A é simples como édlgebra or-
dinaria ou A = B @ B*, para alguma subalgebra simples B de A. Uma vez
que F' ¢ algebricamente fechado entdo A = (M, (F),*) ou A = B ® B*, com
B = M,(F).

Se A = (M,(F),x), decorre do Teorema 2.3.13 que A = (M, (F),t) ou
A= (M,(F),s), em que essa ultima ocorre apenas quando n é par.

No segundo caso, pelo Exemplo 2.3.9, temos A = M,,(F') & M, (F)° com
involugao troca, como gostariamos. O]

Teorema 2.3.15. Seja A uma superdlgebra simples de dimensao finita so-
bre um corpo F algebricamente fechado de caracteristica zero. Entdo A é
1somorfa a uma das sequintes superdlgebras:

1. M,(F), com graduagdo trivial;
2. My, (F), comk >1>0 e graduacao definida no Exemplo 2.1.14;

3. M,(F @ cF), com ¢ =1 e graduagao (M,(F),cM,(F)).

Demonstracao. Sejam A uma superalgebra simples de dimensao finita e ¥ o
automorfismo induzido pela superestrutura. Pelo Teorema 2.3.8 temos que
A é simples como &lgebra ordinédria ou A = B@® BY, para alguma subélgebra
simples B. Desde que F' é algebricamente fechado, isso nos diz que A =
M,(F)ou A= B® BY, com B2 M,(F).

Suponha que A = B® BY, com B = M,,(F). Considere os subespagos

M ={(d,d)|de M,(F)} e M" ={(e,—e) | e € M,,(F)}.
Observe que, para todo (a,b?) € M,,(F) ® M,,(F)?¥, podemos escrever
oy [a+bY a+b? a—bY _a—bw

<a7b >_ ( 9 ’ 9 + 2 ) 2 .

eM’ eM”
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Logo, A & M,,(F) ® M, (F)¥ = M' + M". Mais que isso, note que
(M’'; M") é uma graduagao em M’+ M". Agora, observe que M' = M,,(F) e
M" =cM' = cM,,(F), onde ¢ = é _OI
m. Assim, concluimos que A = M,,(F) + ¢M,,(F) = M,,(F @ cF), com
graduacao (M,,(F),cM,,(F)), onde ¢ = 1.

Por outro lado, no primeiro caso, temos A = M, (F'). Segue pelo Lema
2.3.4, que o automorfismo 1 induzido pela superestrutura é dado pela con-
jugacao por uma matriz invertivel Y. Uma vez que 1? é a aplicacao identi-
dade, segue que

e I a matriz identidade de ordem

XY? =*(X)Y? =Y XY 2Y? = Y2X, para todo X € M,(F).

Assim, como Y? estd contido no centro de A, entdo existe um \ € F
nao nulo tal que Y2 = M. Desde que F' é algebricamente fechado, podemos
escrever A = 3%, para algum (8 € F. Assim, obtemos (871Y)? = I. Como
qualquer multiplo escalar nao nulo de Y determina o mesmo automorfismo,
podemos considerar, sem perda de generalidade, Y2 = I. Assim sendo, os
autovalores de Y sao 1 ou —1. De todo modo, Y pode ser escrito em uma
base especifica como a matriz

(5 5)
0 -1}

onde k é o numero de autovalores iguais a 1, [ o nimero de autovalores iguais a
—1e I, e I; denotam as matrizes identidades de ordem k e [, respectivamente,
com k+1=n.

X1 Xz
Xo1 Xoo
e Xg9 sao blocos de matrizes de tamanho k x k, k x [, X k e [ x [, respecti-
vamente, temos que

o -1 __ (I O X1 X2 I, 0\ [ Xu —Xio
Q/J(X) =YXy = (0 Il> <X21 Xzz) (0 Il) B (le Xo2 ) ’

Por fim, desde que na graduacdo A = (A®, AM) temos que A® ¢ o
espaco dos elementos invariantes por ¢ e A o espaco dos elementos de A
cuja imagem por v leva no seu inverso aditivo, temos que

Desse modo, considerando X = € M, (F), onde X1, X12, Xo

X 0
A© — {( o Xﬂ) | X1 € My(F), Xaz € MZ<F>} ‘

0 X
A(l) = {<X21 012) | X12 € Mk’l<F), X21 € Mlk(F)} :
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Portanto, ou A é isomorfa a M, (F'), com graduagao trivial, caso em que
k=mnel=0,ouA éisomorfa a M ;(F) com graduagao definida no Exemplo
2.1.14, caso em que k e [ sao ambos nao nulos. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que k£ > [, concluindo a prova do teorema. O

Vimos que a algebra M, (F') é uma &lgebra simples e, portanto, uma su-
peralgebra simples. Pelo teorema anterior, segue que as graduagoes apresen-
tadas no Exemplo 2.1.14 sao as tnicas graduacgoes, a menos de isomorfismo,
em M, (F'), onde F denota um corpo algebricamente fechado de caracteristica
Zero.

Finalizamos este capitulo definindo o p-expoente de uma -algebra. Pos-
teriormente, iremos expor uma maneira de calcular o p-expoente de uma
p-algebra de dimensao finita e apresentaremos uma caracterizacao das ¢-
variedades de crescimento polinomial a partir desse objeto.

Com esse objetivo, relembramos que o Teorema 2.2.13 nos diz que a
sequéncia de p-codimensoes de uma PI-algebra é exponencialmente limitada.
Assim, desde que a sequéncia de p-codimensoes é sempre maior ou igual a
zero, faz sentido definirmos o p-expoente de uma p-algebra A como

exp?(A) = lim {/cn(A).
n—oo

Em 2010, Giambruno e La Mattina provaram em [10] que se uma su-
peralgebra A é uma PI-algebra associativa, entao o expoente graduado existe
e é um inteiro nao negativo. No ano de 2017, Giambruno, Polcino e Valenti
provaram em [14] o resultado andlogo para x-algebras, isto é, se uma -
algebra A é uma Pl-algebra associativa, entdao o x-expoente existe e ¢ um
inteiro nao negativo. A juncao dos resultados expostos pelos autores nos
permite enunciar o teorema seguinte.

Teorema 2.3.16. Se A ¢ uma p-dlgebra sobre um corpo F', entdo existe um
inteiro nao negativo q e constantes Cy, Cy, 11, 1o tais que C; >0 e

Cin"q" < ¢f(A) < Con¢".

Consequentemente, exp?(A) é igual ao inteiro ¢ acima.

Se A é uma x-dlgebra, entao escrevemos exp?(A) = exp*(A) o x-expoente
de A. Em contrapartida, se essa é uma superalgebra, entao denotamos
exp?(A) = exp"(A) o expoente graduado de A.

Exemplo 2.3.17. Pela Proposicao 2.2.19, exp*(D.) = exp?" (DI") = 2.

Exemplo 2.3.18. Temos que exp? (G) = 2 e exp? (GI") = 2.
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De fato, como z = 0 em G, temos que P, ,_.(G) = {0} sempre que n—r >
1. Logo, como G = G, estamos lidando com o caso ordinério, visualizando
P,o = P,. Nesse caso, o Teorema 1.3.4 nos diz que ¢ (G) = ¢,(G) = 2" 1.
Desse modo, expd"(G) = 2.

Para o segundo caso, basta observar que as identidades graduadas ge-
radoras do Ts-ideal da superdlgebra G9" descritas no Lema 2.2.7, nos diz
que, parar =0,1,...,n, o espago P,,,_, médulo Id"(G") N P, ,,—, ¢ gerado
pelo monémio 4y ...y,21 ... 2p—p. Assim, dimp P,,_.(G9") = 1. Logo, pelo

Teorema 2.2.16,
gr gry — - n :2n
aen =3 (1) -2

r=0

Consequentemente, exp?” (G9") = 2.

No caso em que A é uma p-algebra de dimensao finita, podemos tomar
uma decomposi¢ao de Wedderburn-Malcev de A como p-algebra

A=B &...® B, 1+ J(A).
Os autores mostraram em [10] e [14] que exp?(A) é igual a

d = max dlmF(Bll D...D Bim)7

onde B;, JB;,...JB;, # 0e B;, r =1,...,m, sao g-algebras simples dis-
tintas que aparecem na decomposicao de A e J := J(A).

Exemplo 2.3.19. Considere a x-algebra M,. Podemos tomar uma decom-
posicao de Wedderburn-Malcev

M, = F(e11 + eq) @ F(ex + e33) + J(A),

onde J(A) = Fejs + Fegy é o seu radical de Jacobson. Observe que, para
By = F(e11 + eq4) € By := F(ean + e33), temos B;JBy # 0. Assim,
exp*(M,) = dimp(B; & By) = 2.

O teorema seguinte nos dard uma caracterizagao das p-variedades de
crescimento polinomial a partir do p-expoente.

Teorema 2.3.20. Seja A uma @-dlgebra. Entdo c£(A) € polinomialmente
limitada se, e somente se, exp?(A) < 1.

Demonstragao. Suponha ¢?(A) polinomialmente limitada, isto é, existem
constantes o > 0 e t tais que ¢£(A) < an'. Logo,

exp?(A) = lim /i (A) < lim Vant = 1.

n—oo n—oo
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Para a reciproca, observe que ¢ := exp?(A) < 1 satisfaz o Teorema 2.3.16.
Assim,
¢ (A) < Cyn™,

ou seja, A tem crescimento polinomial da sequéncia de p-codimensoes. [
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Capitulo 3

p-variedades de crescimento
polinomial

A caracterizagao apresentada por Kemer no Teorema 1.5.4 foi estendida
por outros autores para algebras munidas de estruturas adicionais. Em 2000,
Mishchenko e Valenti [29] apresentaram uma caracterizagio das -variedades
de crescimento polinomial no caso em que a *-variedade é gerada por uma
x-algebra de dimensao finita, mostrando ser necessario e suficiente excluir
duas x-algebras da x-variedade para garantir tal resultado. No ano seguinte,
Giambruno e Mishchenko [12], ratificaram o resultado para dimensao qual-
quer. No mesmo ano, Giambruno, Mishchenko e Zaicev mostraram, em [13],
ser necessario e suficiente excluir cinco superalgebras da supervariedade para
garantir crescimento polinomial. O objetivo deste capitulo consiste em apre-
sentar uma demonstragao para essas caracterizacoes, utilizando argumentos
diferentes dos utilizados originalmente pelos autores.

3.1 Algebras com involucao

Antes de partirmos para o comportamento da sequéncia de *-codimensoes
de uma x-algebra, consideramos os resultados preliminares, os quais nos darao
condigoes para trabalharmos com x-algebras de dimensao finita, cujas de-
monstragoes poderao ser consultadas em [20)].

Lema 3.1.1. Seja V wuma *-variedade. Entio D, ¢ V se, e somente se,
24 e Id*(V), para algum d > 1.

4 n3o é uma *-identidade de D,, segue que, se

Demonstracao. Desde que z
24 € Id*(V) entao D, ¢ V.
Reciprocamente, suponha que D, ¢ V. Logo, existe um polinomio mul-

tilinear f(y1,...,Yr 21, ., 2m) € Id*(V)\Id*(D,). Uma vez que, a = (1,1)
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e b = (1,—1) formam uma base de D, e b* = a é um elemento simétrico,
obtemos

0+# fla,...,a,b,....b) = f(b° ...,b%b,...,b) = ab™ ™.

Logo, a soma « dos coeficientes de f é nao nula.
Note que, como z? € FT e Id*(V) é um T,-ideal, temos

f(22. 2% 2, .., 2) = az”™™ = 0 (mod Id*(V)).

Posto que a # 0, a relacdo acima nos diz que 2¢ € Id*(V), onde d =
2r + m, como gostarfamos. O

Nosso proximo passo consiste em apresentar uma versao analoga ao Te-
orema de Nagata e Higman para %-dlgebras. O resultado original abordado
por eles nos diz que, se A é uma algebra nil de grau limitado, entao ela é nil-
potente, em outras palavras, se " é uma identidade para a algebra A, para
algum n > 1, entao xq...x; é também uma identidade de A, para algum
t > 1. Apresentamos a seguir a versao para x-algebras, a qual nos permite
transcrever o teorema citado apenas para a componente antissimétrica.

Lema 3.1.2. [20, Teorema 11.6.4] Seja A é uma *-dlgebra. Se existe um
inteiro d > 1 tal que 2% € Id*(A), entdio existe um inteiro t > 1 para o qual
2129...20 =0 em A.

Consequentemente, a juncao do lema anterior a Proposicao 2.2.21 nos
permite concluir o seguinte.

Corolario 3.1.3. Seja A uma *-dlgebra tal que z¢ € Id*(A) para algum
inteiro d > 1. Entao, existe um inteiro ¢ > 1 tal que qualquer monomio
contendo pelo menos t varidveis antissimétricas, é uma identidade de A.

Lema 3.1.4. Seja V uma x-variedade. Se D, ¢V, entdo existe t > 1 tal que
[T1, 23] ... [Tey_1,22] =0 € uma identidade ordindria de V.

Demonstra¢io. Uma vez que D, ¢ V, pelo Lema 3.1.1, 2¢ € Id*(V), para
algum d > 1. Consequentemente, pelo corolario anterior, qualquer mondémio
contendo pelo menos t variaveis antissimétricas é uma *-identidade de V.

Para provar o lema, basta mostrarmos que qualquer produto g := [wy, ws] . ..
[was_1, W] é uma x-identidade para V, onde cada w; é uma variavel simétrica
ou antissimétrica. Nesse sentido, para um comutador [w;, w;41], temos trés
casos a considerar: ou ambas as variaveis sao simétricas, ou ambas sao an-
tissimétricas, ou apenas uma das variaveis é antissimétrica.
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Note que, no primeiro e no segundo caso, o comutador [w;,w; 1] re-
sulta, numa avaliacao de elementos de uma =x-algebra, em um elemento
antissimétrico. J& no terceiro, ao desenvolver o comutador, obtemos dois
monomios contendo apenas uma variavel antissimétrica cada.

De todo modo, concluimos que, ao substituir as variaveis por elemen-
tos da x-dlgebra, obtemos que cada parcela contém pelo menos ¢ elementos
antissimétricos, resultando assim que g é uma x-identidade de V. O

Como consequéncia do Lema 3.1.4 e da Observacao 1.1.14 obtemos o
seguinte.

Teorema 3.1.5. Se D, ¢ V entao existe k > 1 tal que Sto(1,...,x9) €
uma identidade ordindria em V.

Portanto, a juncao dos Teoremas 1.5.1 e 3.1.5 nos garante o seguinte
corolario.

Corolario 3.1.6. Se D, ¢ V entao V satisfaz uma identidade de Capelli de
algum posto.

Neste ponto, chamamos atencao para o Teorema 2.2.22, que nos diz que
se uma x-variedade V satisfaz uma identidade de Capelli de algum posto,
entdo V = var*(C) para alguma x-dlgebra C' finitamente gerada.

Por fim, Sviridova mostrou em [35] o seguinte.

Teorema 3.1.7. Se V € uma x-variedade gerada por uma x-dlgebra fini-
tamente gerada, entdao existe uma x-dlgebra B de dimensao finita tal que
V = var*(B).

Com isso, a juncao dos resultados apresentados nos fornece o seguinte.

Corolario 3.1.8. Seja V uma x-variedade. Se D, ¢ V, entao V = var*(A)
para alguma x-algebra A de dimensao finita.

3.1.1 x-variedades de crescimento polinomial

Finalmente, estamos preparados para apresentar alguns resultados de ca-
racterizacoes das x-algebras de crescimento polinomial da sequéncia de *-
codimensoes. Para isso, inciamos com a seguinte observacgao.

Observacao 3.1.9. Recordamos que, no Exemplo 1.3.7 e Teorema 1.3.5,
cn(M) = ¢,(UTy) = 2" Y(n — 2) + 2, para todo n > 1. Assim, pelo Lema
2.2.12, temos que

2" (n —2) + 2 = c, (M) < ¢ (M,).

Portanto, ¢ (M,) cresce exponencialmente.
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Novamente, estamos em busca de um resultado que nos diga quais *-
algebras devemos excluir de uma *-variedade para garantirmos que essa tenha
crescimento polinomial. Sob essa perspectiva, apresentaremos os resultados
seguintes.

Lema 3.1.10. /29, Teorema 4] Sejam A uma *-dlgebra de dimensdo finita
sobre um corpo de caracteristica zero e A1®. . . DA, +J(A) uma decomposi¢ao
de Wedderburn-Malcev de A dada pelo Teorema 1.4.6. Se existem r,s €
{1,....,m}, r#s, tal que A, J(A)A; # {0}, entio M, € var*(A).

Demonstragao. Tomamos A, e Ag, com 1 # s, tais que A, J(A)As # 0. Dessa
forma, existe j € J(A) tal que iyjis # 0, onde iy € i3 sdo as unidades em A, e
Aj, respectivamente. Seja ainda k > 1 o maior inteiro tal que i1jip € J(A)*
e consideremos a dlgebra A := A/J(A)**1. Desde que J(A) é um x-ideal,
segue que J(A)F+! ¢ um #-ideal e, portanto A é uma *-algebra. Além disso,
observe que A € var*(A).

Considere as imagens i1, 42, 11jis € i2j*i; dos elementos iy, 1o, i1 jis €
iy j*i1, Tespectivamente e S = spanp{iy, 79,41 jia, i2j*1; }. Uma vez que i3 =
il, ’l% = ’ig, ’iliz = izil =0e {lelgj*ll, ZQJ*leZQ} Q J(A)k+1 temos que

119 = 1201 = 0 € 11Jig127% 11 = 127%i1 11J12 = 0.

Logo, S é uma %-subélgebra de A.
Considere o homomorfismo de dlgebras ¢ : S — M, definido por:

11 > €11 + €4q, 1o F> €22+ €33, 1102 k> €12, 120711 > €34.

Observamos que ¢ é um isomorfismo de algebras que preserva a involucao.
Assim, temos que A possui uma x-subdlgebra isomorfa a M,. Portanto,

M, € var*(A) C var*(A), como gostariamos. O

Lema 3.1.11. Sejam A uma *-dlgebra de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero e By & ... ® B, + J(A) uma
decomposicao de Wedderburn-Malcev de A dada pelo Teorema 2.5.10. Se M,,
D, ¢ var*(A), entao B; = F, para todo i =1,...,m.

Demonstracdo. Considere uma decomposicao de Wedderburn-Malcev como
apresentada no enunciado. Uma vez que cada B; é uma x-algebra simples
com involucao induzida, pelo Teorema 2.3.14 temos trés casos a considerar:
ou B; = (M,(F),t); ou B; = (M(F),s); ou B; = (M,(F) & M,(F)°, %),
onde * é a involucao troca.

No primeiro caso, se n > 2, pelo Exemplo 2.1.21, (M,(F),t) contém
uma #*-subdlgebra isomorfa a (Ms(F'),t). Portanto, pela Observagao 2.2.18,
M, €V, uma contradicao.
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No segundo caso, desde que [ > 2 é par, pelo Exemplo 2.1.21, B; possui
uma *-subélgebra isomorfa a (M (F'), s). Logo, pela Observagao 2.2.17, D, €
var*(A), uma contradi¢ao. Portanto, esse caso nao pode ocorrer.

Por fim, no terceiro caso, considerarmos a aplicacdo ¢ : D, — M,(F) @
M, (F)°? dada por ¢(a,b) = (aeq1,beir). Note que esse é um monomorfismo
de algebras que preserva involucao. Logo, (M, (F)& M, (F)°, x) contém uma
x-subalgebra isomorfa a D,, outra contradi¢ao. Logo, esse caso também nao
pode ocorrer.

Desse modo, obtemos B; =2 F, Vi =1,...,m. O

No ano de 2000, Giambruno e Zaicev caracterizaram em [17] as *-algebras
de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado com crescimento
polinomial da sequéncia de *-codimensoes a partir do comportamento da
sequéncia de codimensoes ordindrias e da sua decomposicao de Wedderburn-
Malcev.

Teorema 3.1.12. Seja A uma x-dlgebra de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado F de caracteristica zero. Entao ¢} (A) € polinomial-
mente limitada se, e somente se,

1. ¢,(A) € polinomialmente limitada;

2. A= B+ J(A) é uma decomposicao de Wedderburn-Malcev dada pelo
Teorema 2.3.10 onde b* = b, para todo b € B.

Demonstra¢ao. Suponha ¢’ (A) polinomialmente limitada. Pela Proposicao
2.2.12, ¢, (A) < ¢ (A) < an', para algumas constantes a e t. Logo, o primeiro
item esta verificado.

Para o segundo item, podemos tomar A = B + J(A) uma decomposicao
de Wedderburn-Malcev dada pelo Teorema 2.3.10, onde B = B; & ... & B,
¢ maximal semissimples e By, ..., B,, sao subalgebras *-simples. Desde que
a Observagao 3.1.9 e a Proposigao 2.2.19 nos garante que M,, D, ¢ var*(A),
segue do Lema 3.1.11 que B, = F' (como *-élgebra), para todo t = 1,...,m.
Consequentemente, a involucao é invariante em cada componente *-simples
e age trivialmente sob a mesma. Portanto, % age trivialmente sobre B.

Reciprocamente, suponha que os itens 1 e 2 sao verificados. Tomamos
a € A” eescrevemos a = b+jondeb € Be j € J(A). Desde que a involugao
age trivialmente em B, temos que

a—a"=j—j5" € J(A). (3.1)
Por outro lado, temos satisfeito a* = —a, isto é,

a+a* =0 (3.2)
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Portanto, se a € A~ a jungao das igualdades (3.1) e (3.2) nos leva a 2a €
J(A). Desde que F' tem caracteristica zero, obtemos A~ C J(A).

Assuma que ¢ é o indice de nilpoténcia de J(A). Uma vez que A~ C J(A)
entdo zy ...z, € Id*(A). Logo, pela Proposicao 2.2.21, qualquer monémio
contendo pelo menos ¢ varidveis antissimétricas é uma *-identidade de A.
Uma vez que ¢,(A) é polinomialmente limitada por hipétese, pelo Lema
2.2.20, ¢} (A) é polinomialmente limitada, como gostarfamos.

O

Finalmente, apresentamos uma demonstracao mais atualizada do teorema
provado por Giambruno e Mishchenko em [12].

Teorema 3.1.13. Seja V uma *-variedade. Entao V tem crescimento poli-
nomial da sequéncia de *-codimensdes se, e somente se, D, M, & V.

Demonstracao. Suponha que V é uma x-variedade de crescimento polinomial.
Uma vez que a Observacao 3.1.9 e a Proposigao 2.2.19 nos dizem que D, e
M, tém crescimento exponencial da sequéncia de x-codimensoes, segue que
estas nao pertencem a V.

Reciprocamente, suponha D,, M, ¢ V. Pelo Corolario 3.1.8, podemos
considerar V = var*(A), onde A é uma *-algebra de dimensao finita. Ainda,
pela Observagao 2.2.11, podemos assumir I’ algebricamente fechado. Desse
modo, consideramos uma decomposicao de Wedderburn-Malcev dada pelo
Teorema 2.3.10

A=B+J(A) =B @...® B, + J(A). (3.3)

Pelo Lema 3.1.11, B; = F, Vi = 1,...,m. Portanto, B = F&...& F e
assim, B é uma *-subalgebra maximal de A com involucao induzida trivial.
Além disso, cada componente B; é simples.

Ademais, como M, ¢ V, pelo Teorema 3.1.10, verificamos que B;J(A) By, =
0,Vi,k € {1,...,m} com i # k. Desde que a decomposigao em (3.3) satisfaz
as condigoes do Teorema 1.5.2, temos que ¢, (A) tem crescimento polinomial.
Desse modo, temos satisfeitas as condicoes 1 e 2 do Teorema 3.1.12 e assim,
V tem crescimento polinomial da sequéncia de x-codimensoes. O

Como consequéncia do teorema anterior, temos que se A é uma *-algebra
sobre um corpo de caracteristica zero, entao a sequéncia de x-codimensoes é
polinomialmente limitada ou cresce exponencialmente. Além disso, é possivel
mostrar, como foi feito no caso ordinario, que M, e D, tém crescimento quase
polinomial e assim, o seguinte corolario é obtido.

Corolério 3.1.14. var*(M,) e var*(D,) sdo as tnicas *-variedades de cres-
cimento quase polinomial.
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3.2 Superalgebras

Os proximos resultados nos permitira, sob certas condigoes, considerar-
mos uma supervariedade V' como sendo gerada por uma superdlgebra de
dimensao finita, cujas demonstragoes poderao ser consultadas em [20]. Para
nossos propoésitos, vamos iniciar com um resultado a respeito das subvarie-
dades préprias de vard (G9").

Lema 3.2.1. Seja V uma subvariedade propria de vard™ (G97). Entdo existe
um inteiro n > 1 tal que z; ...z, € Id9 (V).

Demonstracao. Seja V uma subvariedade prépria de varf (G9"). Em outras
palavras, existe um inteiro nao negativo r e um polinémio multilinear f =
FWas e Yr 215y Zmey) € 1d97(V), tal que f ¢ Id97(G9"). Uma vez que,
(Y1, Y2l [Y1, 21] € 21 © 25 s@o identidades graduadas de G9", podemos reordenar
os monomios de f de modo a obtermos

f=az...2my1...y (mod Id’(G")), com a # 0.

Assim, desde que f é uma identidade graduada de V, podemos supor,
sem perda de generalidade, que f = 21...2u_¥1 ...y,.. Desde que 1d9" (V)
é um Th-ideal e FOFD C FO) substituindo 11 = Zm—ri1Zm_ri2, .-, Yr =
Zmar—1Zmir Obtemos

FWas e Yy 21, ooy Zmr) = 21+ Zmar € 1A (V).
Assim, basta tomarmos n = m + r, concluindo a prova do lema. O

Antes de provarmos o préximo resultado, tomamos conhecimento da se-
guinte observacao.

Observacgao 3.2.2. [20, Observagao 11.3.6] Se g(z1, . .., 2,) € Py ,NId7 (G"),
entao

Z (sgno)g(2o1); - - 2em)) = 0, em F(Y U Z).

UES’n

A titulo de exemplo, como z1 20 + 2921 € Pya N 1d9(G9"), observe que

Z (s8N 0)25(1)20(2) + Zo(2)%0(1) = (2122 + 2221) — (2221 + 2122) = 0.
oc€ES2

Corolario 3.2.3. Considere V uma supervariedade. Se G9" ¢ V., entao
Stn(z1,. .., 2,) € 1d7(V), para algum n > 1.
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Demonstra¢ao. Suponha que G9" ¢ V. Logo, W := V Nwvar? (G") é uma
subvariedade prépria de var?™(G9"). Assim, pelo Lema 3.2.1, existe um inteiro
n > 1 tal que 21...z2, € [d7"(W).

Pela Proposicao 1.2.5, temos que Id9" (W) = Id9" (V) + I1d"(GY"). Logo,
existe um polinémio g € 1d"(G9") tal que

f=z1...2n+g€ld" (V).

Posto que, podemos considerar f é multilinear, assumimos g = g(z1, ..., 2,)
multilinear. Como o Ts-ideal é fechado por endomorfismos, segue que, alter-
nando as varidveis de f(z1,..., z,), ainda obtemos uma identidade graduada
de V. Observe que isso nos fornece

Z (S8 0)Z6(1) - - - Zo(n) + Z (sgno)g(2o1); - - - » 2om)) € 1d7 (V).

O'ESn OeS’l’L

Desde que a Observagao 3.2.2 nos diz que ) ¢ (sgno)g(25(1); - - - Zo(n)) = 0
na algebra livre, obtemos

Z (sgno)2s(1) - - - Zo(n) = Stul21, ..., 2n) € Id”"(V), para algum n > 1,
O’GSn

como gostariamos. O]

A seguir, apresentamos um lema e um teorema técnico, cujas demons-
tragoes encontram-se em [20, Lemma 11.4.1] e [20, Lemma 11.4.2].

Lema 3.2.4. Seja A = A© + AD wma superdlgebra. Se AQ satisfaz uma
identidade de Capelli e AV satisfaz uma identidade standard, entdo A satis-
faz uma identidade de Capelli de algum posto.

Teorema 3.2.5. Seja A uma superdlgebra. Entio G, G9" ¢ vard™(A) se, e
somente se, A satisfaz uma identidade de Capelli.

Demonstracao. Desde que um polinomio de Capelli de posto qualquer nao é
uma identidade de G nem de G9", uma direcao é imediata.

Para a reciproca, suponha que G, G ¢ var9 (A), desde que vard" (A©)) C
var9 (A), segue que G ¢ vary (A®) = var(A®). Logo, pelo Teorema 1.5.1,
A satisfaz uma identidade de Capelli.

Além disso, desde que G9" ¢ wvar9"(A), segue pelo Corolario 3.2.3 que
Sta(21,...,2,) € Id(A), para algum n, ou seja, A satisfaz uma identidade
standard. Portanto, pelo Lema 3.2.4, A satisfaz uma identidade de Capelli
de algum posto. O]
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Neste passo, observe que o Teorema 2.2.22 nos diz que se uma super-
variedade )V satisfaz uma identidade de Capelli de algum posto, entao V =
vard”(A) para alguma superélgebra A finitamente gerada. Em [23], Kemer
mostrou o seguinte.

Teorema 3.2.6 (Kemer). Se V € uma supervariedade gerada por uma su-
perdlgebra finitamente gerada, entdo ¥V = vard (A), para alguma superdlgebra
A de dimensao finita.

A par dos resultados acima, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.2.7. Seja V uma supervariedade. Se G,G9 ¢ V, entao V =
vard"(A) para alguma superalgebra A de dimensao finita.

3.2.1 Supervariedades de crescimento polinomial

Finalizamos este capitulo apresentando algumas caracterizacoes das su-
pervariedades de crescimento polinomial. Para isso, consideramos o seguinte
lema.

Lema 3.2.8. Sejam A uma superdlgebra de dimensdo finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero e By & ... ® B, + J(A) uma
decomposicao de Wedderburn-Malcev de A dada pelo Teorema 2.3.10. Se
UT,, UTY", D" ¢ vard"(A), entio B; = F, para todo i =1,...,m.

Demonstracao. Desde que, parat = 1,..., m, B; ¢ uma subdlgebra graduada
simples e F' é algebricamente fechado, pelo Teorema 2.3.15 temos trés possibi-
lidades a considerar: ou B; = M,,(F') com graduagao trivial ou B; = My, ;(F),
comk >1>0,ou B; = M,(F)®cM,(F) com graduacao (M, (F),cM,(F)).

No primeiro caso, observe que se n > 2, entao B; contém uma subéalgebra
isomorfa a UT, com graduacao trivial, uma contradigao.

Para o segundo caso, considere o monomorfismo de superdlgebras v :
UTy" — My, (F) dado por

€11 k> €11, €22 7 C(k4l)(k+l); €12 77 €(1(k+1))-

Com isso, observe que ¥((UTY) @) C My ;(F)Q e p(UTY)V) C My, (F)W,
Logo, Mj;(F') contém uma subalgebra isomorfa a UT§", uma contradigao.

Por fim, para o terceiro caso, se n > 1, considere o monomorfismo de
superalgebras p : D9" — M, (F @ cF'), dado por

(1, 1) — €11, (1, —1> = Ccé11.-
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No caso em que n = 1, basta notarmos que p : D9 — F & cF' dado por
p((a,b)) = (a,5%) ¢ um isomorfismo de superdlgebras. Desse modo,
p((DINO) C M,(F @ cF)© = M,(F) e p((D")V) C M,(F @ cF)") =
cM,(F). Assim, M, (F & cF) contém uma subdlgebra isomorfa a D9, uma
contradicao.

Portanto, o tnico caso que pode ocorrer é B; = F', para todo 1. O

Teorema 3.2.9. Seja A uma superdlgebra de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado F. Entdo ¢ (A) € polinomialmente limitada se, e
somente se,

1. ¢, (A) € polinomialmente limitada;

2. A= B+ J(A) € uma decomposicao de Wedderburn-Malcev dada pelo
Teorema 2.3.10 onde B é uma subdlgebra maximal semissimples de A
com graduacao induzida trivial.

Demonstragao. Suponha ¢9"(A) polinomialmente limitada, pela Proposigao
2.2.12, ¢ (A) < ¢9"(A) < an', para algumas constantes a e t. Logo, ¢,(A) é
polinomialmente limitada.

Para o item 2, considere A = B+J(A) uma decomposigao de Wedderburn-
Malcev dada pelo Teorema 2.3.10, onde B = B1®...® B,, ¢ uma superalgebra
maximal semissimples. Desde que ¢?"(A) é polinomialmente limitada, pela
Observagao 2.2.14 e Proposicao 2.2.19, UTy, UTY", D9" ¢ var9 (A). Logo,
pelo Lema 3.2.8, B; = F, para todo i, ou seja, B = FF'& ... & F. Assim,
como Bi(o) =Be Bi(l) = {0}, para todo i, temos que ¢ induz uma graduagao
trivial em B, onde ¢ é o automorfismo induzido pela superestrutura de A.

Reciprocamente, suponha que as condicoes 1 e 2 sao satisfeitas. Desde
que A = B+ J(A), tomamos a € A e escrevemos a = b+ j com b € B = B
e j € J(A). Consideramos ainda ¢ o automorfismo induzido pela graduagao.
Desde que B possui graduacao induzida trivial, temos que

a—a¥=j—73%€J(A). (3.4)
Em particular, para todo elemento a € A1, temos a¥ = —a, isto é
a?+a=0. (3.5)

Portanto, se a € AW a juncdo das igualdades (3.4) e (3.5) nos fornece
2a € J(A), isto é a € J(A). Logo, AV C J(A);

Neste passo, assuma que ¢ é o indice de nilpoténcia de J(A). Uma vez
que, AN C J(A) entdo 2 ...z, € Id"(A). Logo, pela Proposicio 2.2.21,
qualquer monomio contendo pelo menos g variaveis impares é uma identidade
graduada de A. Desde que ¢,(A) é polinomialmente limitada, pelo Lema
2.2.20, ¢9"(A) é polinomialmente limitada, como queriamos. O
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Antes de partirmos para o principal resultado desta secao, apresentamos
o seguinte lema.

Lema 3.2.10. Sejam A uma superdlgebra de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero e By & ... ® B, + J(A) uma
decomposicao de Wedderburn-Malcev de A dada pelo Teorema 2.3.10. Se
exristem r,s € {1,...,m}, r # s, com BﬁO)J(A)(l)Bgo) # {0}, entao UTY" €
vard (A).

Demonstracao. Assuma que existam naturais r e s como no enunciado, de
modo que BﬁO)J(A)(l)BLgO # {0}. Dessa forma, existe j € J(A)Y tal que
11712 # 0, onde iy e iy sao as unidades em B,EO) e B§°), respectivamente.
Consideramos o espaco vetorial S = spanp{iy, i, i17i2}. Desde que i; e iy
sao idempotentes e ortogonais entre si, S é uma F-subalgebra de A. Além
disso, observe que se ¢ é o automorfismo induzido pela graduacao de A, temos
que (i) =iy, para t = 1,2, e p(i1jis) = —i1jis, desde que j € J(A)Y. Isso
nos diz que S é uma superalgebra com graduacao induzida de A, onde

SO — span{iy, is} e S = span{iyjis}.
Seja ¢ : S — UTY" 0 homomorfismo de F-dlgebras definido por:
i1 > e, dg b ean,  01fig > €qa.

Observamos que ¢ ¢ de fato um isomorfismo que preserva a graduacao.
Logo, A possui uma subdlgebra isomorfa a UTy . Portanto, UTS" € var? (A),
como gostariamos. H

Finalmente, juntando as pecas apresentadas até o momento, estamos ap-
tos a exibir uma demonstragao mais atualizada para a caracterizacao das
supervariedades de crescimento polinomial, demonstrada originalmente em
2001 por Giambruno, Mishchenko e Zaicev [13].

Teorema 3.2.11. Seja V uma supervariedade. EntaoV tem crescimento po-

linomial da sequéncia de codimensoes graduadas se, e somente se, G, UT,, GI",
Ty, D" ¢ V.

Demonstracao. Desde que a Observagao 2.2.14 e a Proposicao 2.2.19 nos
afirmam que as superalgebras acima geram supervariedade de crescimento
exponencial, uma dire¢ao é imediata.

Suponha entao que G, UTy, G9", UTY", D" ¢ V. Uma vez apresentado
o Corolario 3.2.7, podemos tomar V = var? (A) para alguma superalgebra
A de dimensao finita. Ainda, pela Observagao 2.2.11, podemos considerar F'
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algebricamente fechado. Desse modo, podemos tomar uma decomposicao de
Wedderburn-Malcev de A dada pelo Teorema 2.3.10

A=B1@...® B, +J(A4),
onde, pelo Lema 3.2.8, cada B; = F, Vi =1,...,m, e assim, B; = BZ-(O) =
F ¢é simples. Portanto, B := By & ... @& B, ¢ uma subalgebra maximal
semissimples de A com graduagao induzida trivial.
Considere, também

AO =BO g ¢ BO L jA)©

a componente homogénea par de A. Sabemos que A® é uma subélgebra
de A munida da graduacio trivial. Portanto, temos Id?"(A(®)) C Id(A®).
Uma vez que UTy, G ¢ var?d (A®), entdo UTy, G ¢ var(A©®). Pelo Teorema
1.5.4, ¢,(A®) ¢ polinomialmente limitada. Desse modo, pelo Teorema 1.5.2,
concluimos que

B J(A)OBY = B.J(A)OB, =0, Vi,k € {1,...,m} com i # k.
Além disso, desde que UTY" ¢ V, pelo Teorema 3.2.10, verificamos que
BOJ(A)WBY = B.J(A)VB, =0,Vi, k€ {1,...,m} com i # k.

Como consequéncia das duas afirmagoes anteriores, obtemos B;J(A)By = 0,
para todos i,k € {1,...,m}, i # k.

Logo, pelo Teorema 1.5.2, ¢, (A) é polinomialmente limitada. Assim, pelo
Teorema 3.2.9, concluimos que V tem crescimento polinomial da sequéncia
de codimensoes graduadas.

[]

A partir do teorema apresentado, conclui-se que as superalgebras G, UT5,
G9, UTY" e DI geram supervariedades de crescimento quase polinomial.
Além disso, nao existem supervariedades de crescimento intermedidrio, isto é,
ou a sequéncia de codimensoes de uma superalgebra cresce polinomialmente,
ou cresce exponencialmente.

Outrossim, segue a lista de todas as supervariedades de crescimento quase
polinomial.

Corolario 3.2.12. As supervariedades varf (G), var? (UTy), vard™ (G9"),
vard (UTY") e vard™(DI") sao as Unicas supervariedades de crescimento quase
polinomial.
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Capitulo 4
x-superalgebras

No ano de 2016, Giambruno, dos Santos e Vieira [16] caracterizaram as
x-supervariedades geradas por x-superdlgebras de dimensao finita com cres-
cimento polinomial da sequéncia de codimensoes *-graduadas, mostrando ser
necessario e suficiente excluir cinco *-superalgebras da *-supervariedade para
garantir tal resultado. Somente em 2019, Giambruno, loppolo e La Mattina
exibiram um resultado que nos permitiu retirar a hipdtese de dimensao finita
da caracterizacao anterior. Nesse contexto, definiremos os novos conceitos
transcritos para x-superalgebra e apresentaremos o resultado demonstrado
em [16].

4.1 Definicoes e exemplos

Neste passo, apresentaremos o conceito de x-superalgebra, exibiremos
alguns exemplos e defini¢coes importantes.

Iniciamos esta se¢ao com o seguinte exemplo: considere a superdlgebra D
munida da graduaciao (D, DW) = (F(1,1), F(1,-1)). No Exemplo 2.1.6
vimos que algebra D admite a involugao troca x dada por (a,b)* = (b, a).
Além disso, observe que (D©)* = DO ¢ (DM)* = DO,

Incitados pelo exemplo acima, dizemos que * é uma involugao gradu-

ada em uma superalgebra A = A© 4 AM ge essa preserva as componentes
homogéneas A® e AM ou seja, (A®)" = A©® ¢ (AM)" = AD),

Definicao 4.1.1. Uma superdlgebra A munida de uma involucao graduada
* é chamada de x-superalgebra.

Exemplo 4.1.2. Desde que toda algebra admite a graduacao trivial, toda
algebra com involugao pode ser vista como uma *-superalgebra com gra-
duagao trivial. Logo, o conceito de k-superalgebras generaliza o estudo de
algebras com involucao.
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Exemplo 4.1.3. Se A é uma superdlgebra comutativa, entao A pode ser
vista como uma *-superalgebra com involucao trivial.

Exemplo 4.1.4. Consideremos a algebra comutativa D = F & F.

1) A élgebra D é uma *-superélgebra com graduacao trivial e involugao
troca. Denotaremos essa x-superdlgebra por D,;

2) A élgebra D com graduacao (F(1,1), F(1,—1)) e involucao trivial é
uma x-superalgebra que denotaremos por D9";

3) A élgebra D com graduacao (F'(1,1), F(1,—1)) e involugao troca é
uma *-superalgebra que denotaremos por D97

Exemplo 4.1.5. Consideremos a algebra M definida no Exemplo 1.3.7.

1) A &lgebra M é uma *-superalgebra com graduagao trivial e involucao
reflexao. Denotaremos essa *x-superalgebra por M,;

2) A dlgebra M com graduagao nao trivial (F(e114€44)DF (e22+e33), Fe1o®
Fesy) e involugao reflexdo é uma *-superalgebra. Denotaremos essa -
superélgebra por M9,

Lema 4.1.6. Sejam A uma superdlgebra sobre um corpo F' de caracteristica
diferente de 2 munida de uma involucdo x e ¢ o automorfismo induzido pela
superestrutura. Entdo, A € uma x-superdlgebra se, e somente se, x0p = Qox.

Demonstracdo. Considere A = A© + AW uma s-superélgebra e ¢ o auto-
morfismo de ordem no méaximo dois induzido pela superestrutura dado por
o(a) = p(ap+a;) = ag—a;, onde a = ag+a; € Acom ayg € AV ea; € AV,
Logo,
p(a”) = plag + ay) = ag — a7 = p(a)”,

isto é, pox =% o0 .

Suponha agora que ¢ o x = % o . Basta verificarmos que as componentes
homogéneas de A sao preservadas pela aplicagao *. Para isso, observe que se
ap € A entdo

p(ag) = ¢(ao)” = ag,

ou seja, aj € A, Da mesma forma, se a; € AY, entdo

p(a)) = p(a)" = —aj,

ou seja, at € AW, Desse modo, A é uma *-superalgebra. O
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Observe que se A = A® 4 AM ¢ uma superdlgebra munida de uma
involucdo graduada, entdo podemos decompor A©® = (AO)* L (A©)~ ¢
AWM = (AYF | (AW)=. Mais que isso, o lema anterior nos diz o seguinte.

Corolario 4.1.7. Sejam A uma superalgebra sobre um corpo F' de carac-
teristica diferente de 2 munida de uma involucao *. Entao, A é uma -
superdlgebra se, e somente se, os subespacos AT e A~ sdo subespacos gradu-
ados.

Como consequéncia, podemos escrever
A= (AO) F (AD) 4 (A0) 4 (AD)",

onde (A®)* denota a componente homogénea par simétrica, (AM)*
a componente homogénea impar simétrica, (A?)~ a componente
homogénea par antissimétrica e (AY))~ a componente homogénea
impar antissimétrica.

Exemplo 4.1.8. Para a x-superdlgebra M9, temos que (M©)* = F(ej; +
eas) + Flex + eg3), (MW)T = Fley + egs), (M@)™ = {0} e (MW)7) =
F(€12 - 634)-

Se A é uma superalgebra com involucao graduada % e B superalgebra
com involugao graduada <, um isomorfismo de x-superdlgebras de A em B é
um isomorfismo de algebras ¢ : A — B que preserva graduacao e involugao,
isto é,

P((A)T) = (B, o((A9)7) = (B,
P((AD)T) = (BY)F e p((AM)7) = (BY)™.

4.2 Identidades x-graduadas e codimensoes -
graduadas

Nesta secao, estenderemos os conceitos de algebra livre, identidades po-
linomiais, T-ideal, variedade e sequéncia de codimensoes para o contexto de
x-superalgebras.

Sejam X = {z1,x9,...} um conjunto enumerédvel de varidveis, F um
corpo de caracteristica zero, ¢ um automorfismo de ordem no maximo 2
e * uma involu¢do graduada definidos na algebra livre F'(X). Denotamos
por F(X | Zy,x) := § a s-superalgebra livre associativa unitdria gerada
pelos elementos {z;,zf, a7, (z7)* | i € N}. Denotamos por Yy = {yio :=

(z; + af) + (x; + a7)* | i € N} o conjunto das varidveis simétricas pares,
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Vi = {yi1 == (v; —27) + (z; — x7)* | i € N} o conjunto das varidveis
simétricas impares, Zy = {z;0 := (x;+27) — (x;+27)* | i € N} o conjunto
das varidveis antissimétricas pares e Z; = {z;1 := (v; —x]) — (x; —x7)* |
i € N} o conjunto das varidveis antissimétricas impares. Desse modo,
podemos escrever X como uniao disjunta de YoUY;UZyUZ;, melhor dizendo,
podemos escrever os elementos f € § da forma

f = f(yLO? ey Ym0y Y11, - - Yn 15, 21,05 - - -5 Rp,0s R1,15 - - 7Zq,1)7

os quais chamaremos de polinémios x-graduados. Assim, iremos nos refe-
rir as variaveis de YyUZy como homogéneas de grau 0, e as varidveis de Y;UZ;
como homogeéneas de grau 1. Ademais, referimos as variaveis de Yy UY; como
simétricas e Zy U Z; como variaveis antissimétricas.

Além disso, observe que § de fato admite uma estrutura de x-superdlgebra,
definindo §® como o espaco gerado por todos os monomios nas variaveis de
X que contém um nimero par de varidveis de grau 1 e §Y o espaco gerado
por todos os monomios em variaveis de X que contém um nutmero impar de
variaveis de grau 1. Assim definido, temos que as componentes g9 e g1 sa0
invariantes pela involucao, ou seja, § € uma x-superdlgebra.

Analogamente, podemos visualizar a édlgebra livre F(X) C § definindo
Ti = Yio + Yi1 + 2o + 2i1, para todo i € N. No caso em que F(X UY)
¢ a x-algebra livre, temos F(X UY) C § onde {yio +vi1 | ¢ € N} é o
conjunto dos elementos simétricos e {z;0 + 2,1 | ¢ € N} é o conjunto dos
elementos antissimétricos. Para a superdlgebra livre, temos F(X UY) C §
onde {y;0+zi0 | ¢ € N} é o conjunto dos elementos pares e {y;1+2;1 | ¢ € N}
é o conjunto dos elementos impares.

Nosso proximo passo consiste em transcrever o conceito de identidade
polinomial para x-superalgebras.

Definicao 4.2.1. Seja A uma *-superdlgebra. Dizemos que f € § é uma
identidade x-graduada de A se

f(af’o,..., mo,bfl,...,bjl,aio,..., p07bf1a---vb;1):07
para todos afy,..., a+0 € (AN by, b0 € (AN, alg,....a,, €
(A~ e byy, ..., bgy € (AD)™.

Nesse caso, denotamos simplesmente por f =0 em A.

Exemplo 4.2.2. Para a dlgebra D9 temos que (D©)* = F(1,1), (D)~ =
{0}, (DWY* = {0}, (DW)~ = F(1,—1). Assim, 2,9 e y11 sdo x-identidades
graduadas de DI,
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Exemplo 4.2.3. Desde que (M)~ = {0}, segue que 2,9 = 0 em M9
Além disso, observe que x1 ;721 é sempre uma identidade *-graduada de
Mgm" onde Ti1 = Yi1 Ou Ty = 241, para 1= 1, 2.

Neste passo, consideramos o ideal das identidades *-graduadas de A,
isto é,

I (A)={f€§| f=0em A}.

Note que, Id9"(A) é um ideal e é invariante sob qualquer endomorfismo
de § que preserva a graduagao e que comuta com a involucao. Em outras
palavras, Id9"*(A) é um Ty-ideal de §, dito o Tj-ideal de A.

A seguir descreveremos o T;-ideal de algumas *-superalgebras.

Proposicao 4.2.4. [16, Theorem 5.1]
L. 1d9"(D,) = (Id*(Dy), y1,1, 211) 13
2. Ido"(M,) = (Id*(M.), y11, 211) 13
3. 1do(D9") = (Id9" (D7), 210, 21,1)7; -

Demonstracao. Desde que D, é uma *x-superalgebra com graduacao trivial,
podemos ver Id*(D,) C 1d9""(D,), entao (Id*(D.),y11,z11)1; € 1d7" (D).
Por outro lado, seja f € Id*(D,) multilinear. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que f = f(y1.0,- - Ym0, 21,0, - - - s Zno). Como f ¢ uma iden-
tidade x-graduada de D, temos que f = 0 (Id*(D,)). Assim, concluimos que
]dgm(D*) g <]d* (D*), Y11, 211>T2* . LOgO, ]dgm(D*) = <]d* (D*), Y11, 211>T2* .
Analogamente, os demais 7 -ideais podem ser verificados. O

Neste passo, denotamos a classe de todas as x-superalgebras que satis-
fazem as identidades x-graduadas de uma *-superédlgebra A por var?(A) a
x-supervariedade gerada por A, em outras palavras, B € var9(A) se, e
somente se, Id9"(A) C Id'"*(B).

Os polinomios *-graduados multilineares desempenham um papel impor-
tante no estudo da Pl-teoria, desde que, sobre um corpo de caracteristica
zero, 1d9"(A) é completamente determinado pelas identidades multilineares
x-graduadas. Desse modo, tomamos conhecimento da seguinte definicao,

Pﬁ” = SpanF{wa(l) - Wo(n) | o€ Sp, w; = Yig: O Wi = Zig,, gi = 0, 1}

é o espaco dos polindmios multilineares x-graduados.

Vimos nos casos anteriores que um método bem estabelecido para enten-
der o crescimento das identidades polinomiais de uma dada PI-algebra pode
ser obtido através da sequéncia numérica que associamos a essa algebra,
chamada de sequéncia de codimensdes (ou p-codimensoes para p-dlgebras).
Nesse contexto, consideramos a seguinte defini¢ao.
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Definicao 4.2.5. Paran > 1, a n-ésima codimensao x-graduada de uma

) Pgri
*-superdlgebra A é dada por ¢9"*(A) := dim — .
pera’s por ¢;7(4) "I A Tdomi(A)

Para uma *-supervariedade V gerada por uma *-superalgebra A, defini-
mos a n-ésima codimensao *-graduada de V como ¢(V) = cI"(A).

Analogo ao estudo de édlgebras ordinarias, o préximo lema nos permitira
considerarmos o corpo algebricamente fechado sempre que formos tratar de
resultados a respeito das codimensoes *-graduadas.

Lema 4.2.6. Seja F' um corpo, K uma extensao de F' e A uma *-superdlgebra
sobre F. FEntao A ® K wista como K-dlgebra € uma *-superdlgebra com
(AR K)9) T = (AU TR K e (AR K)¥9)~ = (A9~ ®@ K, para g; = 0, 1.
Além disso, <& (A) = (AR K).

Observe que se A é uma x-superalgebra, entao podemos considerar P,
P? como subespagos de P9 o que nos permite considerarmos Id(A) C
Id?(A) C Id*(A). De forma similar aos estudos anteriores, buscamos
relacionar a codimensao ordindria de uma *-superalgebra A com a sua -
codimensao e a codimensao x-graduada. Essa correspondéncia pode ser ve-
rificada a seguir.

Lema 4.2.7. [16, Lemma 3.1, | Seja A uma *-superdlgebra. Entdo, para
todon > 1, temos

1. cy(A) < i (A) < (A);

2. ca(A) < ' (A) < 1'(A);

3. cd"(A) < 4", (A).

Como consequéncia, temos o seguinte.

Corolario 4.2.8. Seja A uma x-superalgebra. Entao, A é uma Pl-algebra
se, e somente se, sua sequéncia de codimensoes *-graduadas c9(A), n > 1,
é exponencialmente limitada.

Desse modo, com o intuito de obter resultados que nos permitem limitar
a sequeéncia de codimensoes x-graduadas de uma x-superalgebra por uma
funcao polinomial, podemos estender as defini¢oes de crescimento polinomial,
exponencial e quase polinomial para *-superalgebras, de forma analoga ao
caso ordindrio.
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Exemplo 4.2.9. As x-supervariedades var?™(D,), vard™(M.), vard™(D?"),
vard™ (DI e vard™ (M9 tém crescimento exponencial. De fato, pelo Lema
4.2.7, temos

cn(D.) < e(Ds), (M) < " (M), ¢ (D) < (D7),

e (M) < (M) e e (D) < e (D).
Desde que ¢ (D,), ¢ (M,), 9" (D), ¢ (Mgri) o C%r(Dgri) tém crescimento

’n n n

: T T4 T r T T4 T T
exponencial, segue que (D), 9" (M,), 9 (D), 9™ (MI™) e 9™ (DI™)
crescem exponencialmente.

Para uma composicao (n1,ng,n3,n4) := (n) de n, definimos P, como o
espago dos polinomios *-graduados multilineares nas varidveis 419, . . ., Yn,.0,
Yily - YUnols 2105520505 Z11,---52ng1. Observe que em PJ" existem
( " ) = ( <Z>) subespagos isomorfos a P,y. Logo, temos

n1,n2,13,n4
Pgm = @( " >P<n>.

Além disso, para todo n > 1, a (n)-ésima codimensao x-graduada de

A é dada por
. Py
w(A) =d .
con(A) 3= dimp 5T i )

Pela discussao anterior, a relacao entre ¢, (A) e ¢ (A) é dada por

) = (1 et (1)

(n)

Observagao 4.2.10. Note que se {fi(z1,...,%,) i<i<m é uma base de P,
(mod Id(A)), restringindo nossas variaveis as substitui¢oes especificas, pode-
mos considerar {fi(y1,07 ey Yni 0 Y11 - -3 Yne, 15, 21,05 - - - 5 Rng,00 Rl - - ey Zn4’1)},
1 <i < m, um conjunto linearmente independente de P,y médulo Id?"(A).
Assim,

¢y (A) < cen(A).

Finalizaremos esta segao calculando os T3 -ideais das *-superalgebras D"
e M9 e descrevendo o comportamento das codimensoes x-graduadas. Para
isso, considere as seguintes observagoes.

Observagao 4.2.11. Sejam f € § e I = (2, x1,1x2,1>T*, entao x11fre) €
2
I, onde x;; ¢ uma varidvel homogénea de grau 1.
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Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que f é um
monomio. Desde que § admite uma estrutura de superalgebra, segue que
o produto de uma variavel homogénea de grau 1 por uma de grau 0 resultara
em um mono6mio pertencente & componente impar . Desde que o produto
de dois elementos de grau 1 pertence ao ideal I e 219 € I podemos supor,
sem perda de generalidade, que o monomio f contém apenas variavel de do
tipo ¥;0. Desse modo, f contém um ntmero par de varidveis de grau 1, logo
(211, f] € V. Finalmente, basta observar que

z11fres = [x11, floar + fri1221.

Uma vez que, cada termo a direita pertence ao ideal I, segue o resultado.
O

Teorema 4.2.12. [16, Theorem 6.3] 1do (M9™) = (z, $1,1$271>T*.

Demonstracao. Seja I = <2170, a:171x271>T*. Pelo Exemplo 4.2.3, temos que
2

I C Id9"*(M¥9""). Para concluir a igualdade entre os ideais, basta vermos que,
para uma identidade *-graduada multilinear f de grau n de M9, temos
f=0 (modlI).

Desde que, a Observacao 4.2.11 nos diz que qualquer monémio contendo
pelo menos duas variaveis homogeéneas de grau 1 esta em [ segue que cada
monomio de f contém no maximo 1 varidvel homogénea de grau 1. Além
disso, observe que [y1.0,%2.0] € (%), 0 que acarreta [y1 0, y2,0] = 0 (mod I),
ou seja, YioYjo = —Yjo0Yio (mod I). Desse modo, temos duas possibilidades
a considerar: ou f = ayig...Yno (modI), ou f é combinacdo linear de
elementos da forma ¥;, 0. .- ¥i,,001,1%i51,0 - - - Yin_1,0, onde 0 <t <n — 1,4 <
<< ey <o <lpq.

Para o primeiro caso, tomando uma avaliagao com y; o = 1 a matriz iden-
tidade em M9 para todoi =1,...,n, temos f = al (modI). Desde que f
¢ uma identidade *-graduada de M9, temos que « =0 e f =0 (mod I).

Para o segundo caso, tome i; < ... < ¢; e considere a avaliagao v;, o =
coe =Y 0 = €11 €44, Yiy 1,0 = - = Yi,, 0 = €22 T €33 € T = €12+ €34 5€ T
¢ uma varidvel simétrica impar, ou x1; = €12 — €34, se 11 ¢ uma variavel
antissimétrica impar. De todo modo, note que nessa avaliagao,

Qiysnyin=1Yi1,0 -+ - Yir, 001,1Yi141,0 - - - Yip_1,0 = Xiq i1 €12

e todo monomio de f que difere desse, resulta em zero nessa avaliacao. Desde
que f é uma identidade *-graduada de M9, temos que o, ., = 0. Logo,
feleldm™ (M) C I, concluindo assim a igualdade. O

Teorema 4.2.13. [d9" (D) = <Z1,o, y1,1>T* e ci (D) = 2™,
2
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Demonstragao. Seja I o Ty-ideal gerado por z;9 e ;1. Vimos no Exemplo
4.2.2 que I C Id9 (D).

Para a inclusdo contrdria, seja f € Id"(D9") uma identidade *-graduada
multilinear. Uma vez que [y10,%20] € [21.1,221] s80 consequéncias de zj g
e [y1,0,211] é consequéncia de y;; temos que esses polinomios *-graduados
pertencem a I. Logo, podemos considerar, sem perda de generalidade,

f=avi0. - Ymoz11---2n1 (mod I).

Quemos ver que f =0 (mod I), para isso, considere a = (1,1) e b = (1, —1),
temos que
fla,...;a,b,...,b) = a(l,(—=1)") # 0.

Desde que f é uma identidade x-graduada de D9, temos que o = 0.
Consequentemente 1d9"* (D) C I, concluindo assim a igualdade entre os
T5-ideais.

Visto que, todo polinémio *-graduado multilinear contendo n; variaveis
homogéneas pares simétricas e ng variaveis homogéneas impares antissimétricas
pode ser escrito como combinagao linear do monomio y1 ... Yn, 0211 - - - Zng.1
médulo 1d97 (D97, temos que ¢,y (D) = 1, para todo (n1,0,n3,0) = (n)
particao de n. Logo, temos que

n

om0 (1 Jewom = (1) =2

n
(n) =0 N

[]

4.3 x-superalgebras simples e o expoente x-
graduado

Nesta secao, apresentaremos a versao do Teorema de Wedderburn-Malcev
para x-superalgebras. Em seguida, classificaremos as *-superalgebras simples
de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero. Por fim, definiremos o expoente x-graduado de uma x-superalgebra A
e exibiremos um método para calculd-lo quando essa tem dimensao finita.

Antes disso, tomamos conhecimento das seguintes definigoes.

Definicao 4.3.1. Sejam A uma *-superalgebra, ¢ o automorfismo de ordem
no maximo dois induzido pela superestrutura, * a involugao graduada de A
e I um ideal de A. Dizemos que I é um ideal *-graduado se [ é um ideal
com graduacao induzida e também um x-ideal. De forma equivalente, temos
I*=Tlel* =1
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Além disso, dizemos que uma *-superalgebra A é uma x-superalgebra
simples se A? # {0} e os tnicos ideais *-graduados de A sao A e {0}. De
imediato, observe que se uma x-superalgebra A é uma &dlgebra simples ou
uma *-algebras x-simples, entdao A é uma x-superalgebra simples. Porém,
uma x-superalgebra simples pode nao ser uma algebra simples, nem uma
x-algebra x-simples.

Exemplo 4.3.2. Considere a x-superédlgebra M, (F) @& ¢M,(F) com gra-
duacao (M, (F),cM,(F)) e involucao dada por (a+be)’ = a*—cb*, onde * de-
nota a involucao transposta ou simplética. Vimos que 1TJFC]Mn(F )e l%CMH(F )
sao os unicos ideais dessa algebra, porém nenhum ¢ um x-ideal. Portanto,
M, (F) @& ¢M,(F) nao é simples, mas é x-simples. Logo, essa élgebra é uma
x-superalgebra simples.

Exemplo 4.3.3. A x-superélgebra A = My (F), com k > 1, k > [ > 0, com
involugao transposta ou simplética uma *-superalgebra simples, ja que essa
¢é simples. Observe que a involucao simplética sé esta definida para o caso
emque k=1loul=0ceképar.

Observacgao 4.3.4. Se A é uma *-superalgebra simples, entao A nao é nilpo-
tente. De fato, basta observar que, se A é uma *-superalgebra simples nilpo-
tente de indice n, entao A" ¢ um ideal *-graduado. Logo, ou A"~ = {0},
o que contraria a minimalidade de n, ou A"™! = A e nesse caso 4% = {0},
um absurdo.

Proposicao 4.3.5. Considere A uma *-superalgebra de dimensao finita so-
bre um corpo F' de caracteristica zero e ¢ o automorfismo induzido pela
superestrutura. Entao:

1. J(A) é um ideal *-graduado;

2. Se A é uma *x-superdlgebra simples, entao A é simples ou A é x-simples
ou A = B @ B¥ para algum ideal *-simples B.

Demonstrag¢ao. Para o primeiro item, vimos no Teorema 2.3.8 que J(A) é um
p-ideal de A, isto é, invariante sob todo automorfismo e antiautomorfismo ¢
de ordem no méximo 2 de A. Desse modo, J(A) é um ideal *-graduado.

Para o segundo item, suponha que A é uma *-superalgebra simples que
nao ¢ simples como &lgebra ordinédria. Desde que o primeiro item diz que o
radical de Jacobson é um *-ideal graduado e A nao é nilpotente, segue que
J(A) =0 e, pelo Teorema 1.4.6, A é semissimples. Assim, podemos escrever
A=DB®...P% B, onde cada B; é um ideal bilateral minimal de A e é
simples.
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Observe que se Bf = B;, entao A contém um ideal *-simples, isto é, o
proprio B;. Do contrério, temos que B; & B} ¢ um ideal *-simples. De todo
modo, A contém um ideal x-simples, o qual chamaremos de B. Note que, se
BY = B, entao B é um ideal x-graduado de A, consequentemente, A = B é
x-simples. Por fim, se BY # B, entao B @ BY¥ é um ideal x-graduado de A,
consequentemente, A = B @& BY para algum ideal x-simples B de A. m

Finalmente, exibimos a versao do Teorema de Wedderburn-Malcev para
uma x-superalgebra de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica zero,
a qual pode ser consultada em [16].

Teorema 4.3.6. Sejam A uma *-superdlgebra de dimensdo finita sobre um
corpo F' de caracteristica zero e p o automorfismo induzido pela superestru-
tura de A. Entao,

1. A= B+ J(A), onde B é uma subdlgebra mazimal semissimples de A
com B*=B e BY = B;

2. se A € uma *-superdlgebra semissimples, entao A € soma direta de
x-superalgebras simples.

Relembramos que, nos casos anteriores, o comportamento assintotico da
sequencia de codimensoes, em cada contexto, pode ser estudada a partir da
estrutura da &lgebra, fornecida pelas versoes do Teorema de Wedderburn-
Malcev. Com o objetivo de obter tal resultado, apresentamos a classificacao
das x-superélgebras simples, provada pelos autores em [16].

Teorema 4.3.7. Seja A uma x-superdlgebra simples de dimensao finita so-
bre um corpo F algebricamente fechado de caracteristica zero. Entao A €
isomorfa a uma das sequintes x-superdlgebras:

(1) My, (F), comk > 1, k>1>0, com involugdo transposta ou simplética.
Este ultimo caso ocorre apenas quando k = | ou quando |l = 0 e k €
par;

(2) My (F)® My, (F)P, comk >1,k>1>0, com graduagdo induzida e
involucao troca;

(3) M,(F)+ cM,(F), com involu¢io dada por (a + bc)t = a* — cb*, onde
x denota a involucao transposta ou simplética,

(4) M,(F)+cM,(F), com involugdo dada por (a+be)’ = a* + cb*, onde x
denota a tmvolucao transposta ou simplética,
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(5) (My(F) + cM,(F)) ® (Mn(F) 4 cM,(F))%, com graduagio dada por
(Mo (F) © My (F)%, e(My(F) @ M, (F)™))
e tnvolucao troca.

Demonstra¢ao. Sejam A uma *-superalgebra simples e ¢ o automorfismo
induzido pela superestrutura. Pela Proposicao 4.3.5, ou A é simples como
algebra ordinaria ou A é x-simples ou A = B® B¥, para algum ideal *-simples
B.

Para o primeiro caso, suponha que A é simples. Pela demonstracao do
Teorema 2.3.15, temos que A é isomorfa a My (F), comk >1ek > 1> 0.
Desde que a demonstragao do Teorema 2.3.14 nos diz que, nesse caso, A
admite apenas a involucao simplética ou transposta e essas sao involucoes
graduadas em My (F'), temos que A ¢ isomorfa a uma x-superalgebra do
tipo (1).

Para o segundo caso, suponha que A é x-simples, mas nao é simples. Nesse
caso, vimos no Exemplo 2.3.9 que A = B & B com involugao troca, para
alguma subdlgebra simples B de A. Basta entao estudarmos a graduacao
induzida pelo automorfismo ¢ nessa algebra. Nesse contexto, se BY = B,
entdo (B?)¥ = B. Pela demonstracao do Teorema 2.3.15, temos que B =
My (F)comk >1,k>1>0,isto é, A éisomorfa a uma x-superalgebra do
tipo (2).

Por outro lado, se tivermos BY # B, entao BY¥ = B°. Desse modo,
podemos considerar ¢((a, b)) = (¢o(b), v1(a)), onde (a,b) € BB e g, ¢ :
B — B sao mapas lineares. Seja ¢ a involucao troca em A. Observe que,
para todo (a,b) € A, temos

(0((a,0)))" = (o (b), p1(a))® = (¢1(a), po(D)); (4.2)
((a,0)7) = ((b; a)) = (po(a), pa(b))- (4.3)
Desde que ¢ comuta com ¢, pela igualdade entre (4.2) e (4.3) resulta que

wo = 1 e assim ¢((a,b)) = (¢o(b), po(a)), para todo (a,b) € A. Além disso,
se (a1, by1), (ag,by) € A, temos

¢((a1,b1)(az,bs)) = p((aras, bobr)) = (po(b2b1), po(araz));  (4.4)
¢((a1,b1))p((az, b2))) = (po(b1)po(b2), po(az)po(ar)). (4.5)

Uma vez que ¢ é um automorfismo de ordem no maximo dois, segue de

(4.4) e (4.5) que

(¢o(bab1), po(araz)) = (¢o(b1)po(ba), polaz)polar)),
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para todos (ai,b1), (az,b2) € A. Essa igualdade nos permite concluir que
Yo € um antiautomorfismo de ordem no méximo 2 na algebra B, isto é, (g
é uma involucao em B. Assim sendo, considerando ¢y := *, temos que
©((a,b)) = (b*,a*), para todo (a,b) € A, onde * é, na verdade, a involucao
transposta ou simplética em B.

Ainda precisamos entender como esses argumentos induzem uma superes-
trutura na algebra A. Para isso, observe que, para todo (a,b) € A, podemos
escrever

(a,b) = %(a +0",a" +b) + %(a — b, —a" + ),
isto é,
(a,8) = 5 (a,b) + p((a,B))) + 5 ((a,b) — o((a, ).

Desde que A©) = {(a,b) + ¢((a,b)) | (a,b) € A} e AV = {(a,b) — ¢((a,)) |
(a,b) € A}, as igualdades acima nos permitem reescrever

A® ={(a,a*) |a € B} e AV ={(a,—a") | a € B}.

Finalmente, basta observar que A©® = M, (F)e AWM = (1, -1)A©®) = cA0) =~
cM,(F), onde ¢ =1 e ¢® = —c. Nesse caso, pelos Teoremas 2.3.14 e 2.3.15,
temos que A = M, (F)+cM, (F) com involugao dada por (a+cb)' = a* —cb*,
onde *x denota a involucao transposta ou simplética, isto é, obtemos uma
algebra do tipo (3).

Para o quarto caso, suponha que A = B @ B¥, para algum ideal *-
simples B. Se B é simples, entdao B = M, (F') com involucao simplética ou
transposta. Pela demonstracdo do Teorema 2.3.15, A = M, (F) + ¢M,(F)
com graduacao (M, (F),cM,(F)). Logo, se t é uma involu¢ao em A, temos
(a4 cb)T = a + cb' = a* + cb*, onde * denota a involugao transposta ou
simplética, ou seja, A é isomorfa a uma *-superdlgebra do tipo (4).

Por outro lado, se B é x-simples, mas nao é simples, pelo Exemplo 2.3.9
temos que B = I ® I°? com involugao troca, para alguma subélgebra simples
I de A. Desse modo, note que

A=(IaI")e(IaI?)?=Ia1%) & (" (I7)?)

Observe que, pelo Teorema 2.3.15, [ & I¥ = M, (F) & cM,(F). Além
disso, pelo Exemplo 2.3.9 e propriedades da algebra oposta, temos que

[P @ (I7)7 =170 (IP)P = (1o I7) = (My(F) ® cMy(F))*.

Desse modo, A = (M,,(F)®cM,(F))® (M, (F)®cM,(F))°, com graduagao
dada por
(M (F) @ My, (F)%, (M (F) © My (F)™))
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e involugao troca, isto é, A é isomorfa a uma *-superalgebra do tipo (5).
O

Finalizamos esta secao com uma breve discussao a respeito do expoente
x-graduado de uma x-superalgebra. Mais tarde, iremos exibir uma caracte-
rizagao das x-superalgebras de crescimento polinomial da sequéncia de co-
dimensoes x-graduadas a partir do expoente x-graduado. Nesse intuito, re-
cordamos o Corolario 4.2.8, o qual nos diz que a sequéncia de codimensoes
x-graduadas de uma PI-algebra A é exponencialmente limitada, isto é,

0 < 7(A) < a", onde a > 2.

Desse modo, faz sentido definirmos o expoente x-graduado de A como
exp” (A) = lim (/0" (A).

Exemplo 4.3.8. Como consequéncia da Proposigao 4.2.4, obtemos ¢4 (D,) =
¢t (D,) = 2". Logo, expd™(D,) = 2.

n

Note que se Id9"*(A) C Id"*(B), temos que cd"(B) < cI"(A), logo
exp (B) < exp?™(A).

A seguir exibimos um importante limitante superior e inferior para a
sequéncia de codimensoes *-graduadas de uma x-superalgebra.

Teorema 4.3.9. [21, Theorem 5] Seja A um x-superdlgebra de dimensao
finita sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteristica zero. Entao
existe um inteiro nao negativo q e constantes nao nulas Cy,Cy,t1 e ty tais
que

Cin"q" < I"(A) < Cyn™2q".

Consequentemente, exp?"'(A) = q.

No caso em que A um x-superalgebra de dimensao finita sobre um corpo
F' algebricamente fechado de caracteristica zero, dos Santos [33] exibiu um
método para calcular o expoente x-graduado. Para isso, seja A = B + J(A)
uma decomposicao de Wedderburn-Malcev de A dada por 4.2.8, consideramos
todos os produtos

Bi1JBioJ ... JBiy 1J By #0, (4.6)

onde B;1, ..., B; sao *-subdlgebras simples que aparecem na decomposigao
de B como soma direta de x-superdlgebras simples e J := J(A). Entéao,

exp? (A) = max dimp(Bi1 @ ...® Big),
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onde o maximo ¢ tomado em ¢ satisfazendo (4.6).

Antes de partirmos para o proximo coroldrio, observamos que, assim
como a sequencia de codimensoes é invariante por extensoes por escala-
res, o Pl-expoente também é invariante por extensoes, isto é, exp% Z(A) =
exp%i(A ® K), onde K é uma extensdao do corpo F. Consequentemente,
estendendo a um corpo algebricamente fechado, obtemos como corolario do

teorema anterior o seguinte resultado.

Corolario 4.3.10. Seja A um *-superdlgebra de dimensao finita sobre um
corpo F' de caracteristica zero. Entdao exp?™(A) existe, ¢ um inteiro nao
negativo e exp?"(A) < dimp(A).

Por fim, apresentamos uma caracterizacao das x-superalgebras de cresci-
mento polinomial através do expoente *-graduado, que pode ser provada de
maneira analoga ao Teorema 2.3.20, estendendo a um corpo algebricamente
fechado antes.

Teorema 4.3.11. Seja A uma x-superdlgebra de dimensao finita sobre um
corpo F de caracteristica zero. FEntao A tem crescimento polinomial da
sequéncia de codimensoes *-graduadas se, e somente se, exp?™(A) < 1.

4.4 x-supervariedades de crescimento polino-
mial

Finalizamos este trabalho com a caracterizacao das x-supervariedades de
crescimento polinomial via exclusao de algebras.

Com o proposito de obter resultados para algebras de dimensao qual-
quer, em 2019, Giambruno, Ioppolo e La Mattina exibiram em [9] condigoes
suficientes para garantirmos que uma x-supervariedade é gerada por uma
x-superalgebra de dimensao finita.

Teorema 4.4.1. Seja V uma x-supervariedade. Se D, ¢ V, entio V =
var9"(A) para alguma *-superdlgebra A finitamente gerada.

Enunciamos o teorema seguinte, cuja demonstracao é analoga ao caso de
algebras com superinvolucao, mostrado pelos autores em [1].

Teorema 4.4.2. Seja V uma *x-supervariedade gerada por uma x-superdlgebra
B finitamente gerada sobre um corpo F algebricamente fechado de carac-
teristica zero. Entao V = varf"(A), para alguma *-superdlgebra A de di-
mensao finita sobre F.
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Como corolario dos Teoremas 4.4.1 e 4.4.2, obtemos o seguinte.

Corolario 4.4.3. Seja )V uma *-supervariedade sobre um corpo F' algebrica-
mente fechado de caracteristica zero. Se D, € V, entdo V = var9™(A) para
alguma x-superalgebra A de dimensao finita.

Finalmente, estamos aptos a exibir os resultados expostos em [16]. Antes
disso, observe que escrevendo ny + ny + n3 + ny = n como soma de inteiros
nao negativos e denotando por t a soma ns + ns + nyg, temos

n n! n! .
S T oS b,
ni, N, N3, Ny ny! (n—1t)!

para alguma constante b. Além disso, se existe uma constante ¢ tal que

t =n9 4+ ng+ng < q, entao
n
<cnf,
> ()

n—n1<q
para alguma constante c. Enunciamos o resultado obtido no seguinte lema.

Lema 4.4.4. Seja n > 1 um inteiro e ny + ny + ng + ng = n uma soma de
inteiros nao negativos. Se n —ny = ny + n3 + ny < q, para algum inteiro

positivo q, entao
3 ( ; ) < ent,
(n)) —

para alguma constante c.

Lema 4.4.5. Considere A uma *-superdlgebra de crescimento polinomial da
sequéncia de codimensées ordindrias. Se existe um natural q tal que qualquer
monomio contendo um produto de pelo menos q varidveis de Y1 U Zg U Zy €
uma identidade x-graduada de A, entio cI(A) € polinomialmente limitada.

Demonstragao. Suponha c¢,(A) < an’, para algumas constantes a e t. A
relagao entre ci,(A) e ¢, (A) nos diz que

cmy(A) < en(A) < an'.

Note que se existe tal inteiro ¢, entao para todon—mn; =no+ng+nys > ¢q
temos que P,y N1d"(A) = P, e consequentemente, ¢,y (A) = 0. Portanto,
pelo Lema 4.4.4, para todo n — ny; < ¢ concluimos que,

T A) = %; <<Z>) ey (A) < omtn_%;q( <Z>) < acn"",

como desejamos.
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Antes do proximo resultado, considere a seguinte proposicao.

Proposicao 4.4.6. Seja A uma *-superalgebra. Se existe um inteiro ¢ > 1
para o qual ;, ...z;, ¢ uma identidade *-graduada de A, onde z; € Y; U
ZoU Zy, para todo k =1,...,q, entao todo monomio contendo pelo menos ¢
variaveis em Y; U Zp U Z; é uma identidade *-graduada de A.

De fato, vimos na Observacao 2.1.8 que o produto de Jordan entre um
elemento simétrico e um antissimétrico é antissimétrico. Além disso, o co-
mutador de Lie entre dois elementos simétricos é antissimétrico. Utilizando
essas propriedades, a demonstragao segue analoga a da Proposicao 2.2.21.

Assim sendo, estamos capacitados a demonstrar uma primeira caracte-
rizacao das x-supervariedades de crescimento polinomial, a partir da sequéncia
de codimensoes ordinarias e de sua decomposicao de Wedderburn-Malcev.

Teorema 4.4.7. [16, Teorema 8.3] Seja A uma *-superdlgebra de dimensao
finita sobre um corpo algebricamente fechado F. Entao c¢I™(A) é polinomial-
mente limitada se, e somente se,

1. ¢, (A) € polinomialmente limitada;

2. A= B+ J(A), onde B € uma subdlgebra maximal semissimples de A
com graduacao induzida trivial e involugao induzida trivial.

Demonstragdo. Inicialmente, supomos ¢ ( A) polinomialmente limitada. Em
vista do Teorema 4.2.7 temos que ¢, (A) é polinomialmente limitada. Assim,
o primeiro item esta verificado.

Para o segundo item, tomamos uma decomposicao de Wedderburn-Malcev
A= B+J(A),onde B = B;®...® B, 6 uma x-superdlgebra maximal semis-
simples. Desde que ¢Z(A) ¢ polinomialmente limitada, segue do Teorema
4.3.11 que exp"(A) < 1. Desse modo, temos que B;J(A)B; = {0} para todo
i#jcomi,je€{l,...,m}. Portanto, dimp B; = 1, para todo i = 1,...,m.
Em outras palavras, temos que B; = F para todo i € {1,...,m}. Pelas
demonstracoes dos Teoremas 3.1.12 e 3.2.9, temos que B possui graduacao
trivial e involugao induzida trivial.

Reciprocamente, tomamos como verdadeiras as condigoes 1 e 2. Con-
sideramos A = B+ J(A) = B ® ... ® By, + J(A) uma decomposicao de
Wedderburn-Malcev, onde B possui graduacao e involucao induzida trivial.
Desde que B estd munida da involucao trivial, decorre da demonstracao do
Teorema 3.1.12 que A~ C J(A). Da mesma forma, como B possui graduagao
trivial, segue da demonstracio do Teorema 3.2.9 que A C J(A). Assim
sendo, temos que ;, ...x;, ¢ uma identidade *-graduada de A, onde g é o
indice de nilpoténcia de J(A) e z;, € Y1 U Zy U Zy, para todo k = 1,...,q.
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Desse modo, pela Proposicao 4.4.6, qualquer monomio contendo pelo me-
nos ¢ variaveis em Y; U Zy U Z; é uma identidade x-graduada de A. Desde
que ¢, (A) é polinomialmente limitada, decorre do Lema 4.4.5 que ¢4 (A) é
polinomialmente limitada, como gostariamos. O

Nosso préoximo passo consiste em obter um resultado de caracterizagao
via exclusao de x-superalgebras da x-supervariedade. Nesse intuito, conside-
ramos os seguintes lemas.

Lema 4.4.8. Sejam A uma *-superdlgebra de dimensdao finita sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e By & ... ® B, + J(A)
uma decomposicao de Wedderburn-Malcev de A, onde By, ..., B, sdo *-
superdlgebras simples. Se existem inteiros r,s € {1,...,m}, r # s, tais
que BV J(A)WBY) £ {0}, entdo M € vardi(A).

Demonstracao. Sejam BY ¢ BS)), com r # s, tais que BﬁO)J(A)(l)BS(,O) £ 0.
Dessa forma, existe j € J(A)(l) tal que 7179 # 0, onde 7; e iy s@0 as unidades
em B e Béo), respectivamente. Tomamos ainda, k£ > 1 o maior inteiro tal
que iy J(A)iy C J(A)* e consideramos a algebra A := A/J(A)F*1,

Desde que J(A) é um ideal x-graduado, A é uma *-superéalgebra. Além
disso, observe que toda identidade x-graduada de A é uma identidade -
graduada de A, isto é, A € vary™(A).

Consideramos também, as imagens 71, s, 11j12 € 19j*1; dos elementos i1,
19, 11 J 12 € 19 J i1, respectivamente, e definimos

S = spanp{iy, ia, 112, i27%11}

Uma vez que 77 e 19, sao ortogonais e idempotentes, £ > 1 foi tomado de
modo que i,jiaj*, j*i1jia € J(A)* segue que S é uma subélgebra de A.
Mais que isso, S é uma *-superalgebra com

(SO = span{iy, iz}, (S©)~ = {0},
(ST = span{ijis + 2571} e (SW)™ = span{i1jiz — i2j"1}-

Ademais, seja ¢ : S — M9 0 homomorfismo de x-superdlgebras definido
por:

11 > e11 + ey, 19 > €22 + €33,  11]l2 > €12, 12)%11 —> €34.

Observamos que ¢ é de fato um isomorfismo que preserva a graduagao e
involucao. Logo, A possui uma *-superalgebra isomorfa a M9™. Portanto,
M9 € vard™(A) C vard™(A), como gostarfamos.

O
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Lema 4.4.9. Sejam A e B x-superdlgebras onde B tem graduacao trivial.
Se B ¢ var?(A) entio B ¢ var*(A).

Demonstragdo. Suponha que B € var*(A©®). Observe que Id" (A©)
(Id*(A©), y1 1, 211) e 1d9(B) = (Id*(B),y1.1,21.1). Desde que Id*(A©)
Id*(B), segue que B € vard™(A®) C vard(A).

Nl

U

Lema 4.4.10. Seja A uma *-superdlgebra de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero e By®...® By, + J(A) uma de-
composicao de Wedderburn-Malcev dada pelo Teorema 4.3.6. Se M,, D,, D",
DI ¢ var9d™(A), entio B; = F, para todo i =1,...,m.

Demonstracdo. Considere a decomposicao de Wedderburn-Malcev de A dada
pelo enunciado e seja A® = BO 4 J(4)© = BV ¢ @ B,io) + J(A)© a
componente homogénea par dessa algebra. Desse modo, A©® é uma algebra
com involucao induzida e graduacao trivial.

Observe que, em decorréncia do Lema 4.4.9, M,, D, ¢ var*(A©). Assim,
pelo Teorema 3.1.13, ¢ (A©)) = cg( A®) ¢ polinomialmente limitada. Além
disso, pelo Lema 3.1.11, temos que BZ»(O) = F paratodoi =1, ...,k Uma
vez que cada dlgebra B; é uma x-superdlgebra simples, pelo Teorema 4.3.7
temos apenas trés casos a considerar: ou B; = F; ou B; & F @ cF com
graduagao (F, cF') e involuc¢do dada por (a + ¢b)* = a —cb; ou B; = F & cF
com graduacao (F,cF) e involugao dada por (a + cb)* = a + cb.

Note que, no segundo e terceiro caso, B; & D9 e B; = DI, respecti-
vamente. Desde que essas x-superagebras nao pertencem a var?™(A), segue
que a unica possibilidade é B; = F', para todot=1,... k. O

Exibiremos aqui, com o auxilio dos Teoremas 4.4.1 e 4.4.2, a demonstragao
mais geral do resultado provado em [16], retirando-se a hipétese de dimensao
finita.

Teorema 4.4.11. Seja V uma *x-supervariedade sobre um corpo de carac-
teristica zero. Entdo ¢&"'(V) € polinomialmente limitada se, e somente se,
M,, D, DI, D9t M9 & V.

Demonstragdo. Assuma que ¢*(V) é polinomialmente limitada. Pelo Exem-
plo 4.2.9 as s-supervariedades geradas pelas *-superalgebras M,, D,, D",
D9 e M9 tém crescimento exponencial, logo essas nao pertencem a V.
Reciprocamente, suponha que M,, D,, D" D9 M9 ¢ V. Desde que
D, ¢ V, pelo Corolario 4.4.3, podemos considerar V = var9™(A) para alguma
x-superalgebra A de dimensao finita. Além disso, vimos que sempre que
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quisermos tratar de resultados a respeito da sequéncia de codimensoes -
graduadas, podemos considerar o corpo algebricamente fechado. Desse modo,
podemos tomar A = B1®...® B,,+J(A) uma decomposigao de Wedderburn-
Malcev de A dada pelo Teorema 4.3.6, onde, pelo Lema 4.4.10, B; = F é
simples, para todo ¢ = 1,...,m. Desse modo, B possui graduacao trivial
e involucao trivial, ou seja, B; = Bi(o). Além disso, pela demonstracao do
Lema 4.4.10 temos que ¢, (A©) < ¢ (A©) é polinomialmente limitada, isso
implica que exp(A©®) < 1, ou seja,

BZ-(O)J(A)(O) = {0}, para todos i,l € {1, ... k},i # L.

Suponha que exista i, [ € {1, ...,k}, i # [, tal que B(O)J(A)(1 B + {0}.
Pelo Teorema 4.4.8, M9 € vargm(A), outra contradicao. Portanto,

B )J(A)(l)B = {0}, para todos i,l € {1,...,k},i # L.

7

Consequentemente, para todos i,1 € {1,...,k}, i # [, temos que B;J(A)B, =
{0}. Assim, pelo Teorema 1.5.2, temos que ¢, (A) é polinomialmente limitada.
Desse modo, temos satisfeita as condi¢oes do Teorema 4.4.7, logo concluimos

que ¢7"*(A) é polinomialmente limitada e o teorema estéd demonstrado.
O

Por fim, concluimos que se A é uma *-superalgebra, entao a sequéncia
de codimensdes *-graduadas {c?*(A)},>1, ¢ polinomialmente limitada ou
cresce exponencialmente. Além disso, identificamos as x-supervariedades de
crescimento quase polinomial.

Corolario 4.4.12. As *-superdlgebras M., D,, D9 D9 e M9 geram as
Unicas *-supervariedades de crescimento quase polinomial.

4.5 Consideracoes finais

Finalizamos este trabalho com uma breve motivacao para futuras pesqui-
sas na Pl-teoria, apresentando alguns resultados que vem sendo desenvolvidos
na linha de pesquisa apresentada até o momento. Para isso, consideramos F'
um corpo de caracteristica zero e G um grupo qualquer.

A préxima definigao generaliza o conceito de superdlgebra.

Definigao 4.5.1. Dizemos que A é uma algebra G-graduada se existem
subespacos {A(g)}geg, chamados componentes homogéneas, satisfazendo

A= @A e ADAM C AW para todos g, h € G.

geG
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Além disso, uma involucao * em uma algebra G-graduada A é dita ser
uma involugdo G-graduada se (A9)* = A para todo ¢ € G. Em
outras palavras, uma involu¢ao G-graduada nada mais é que uma involugao
que preserva as componentes homogéneas. Assim sendo, dizemos que uma
algebra G-graduada A é uma (G, *)-algebra se A admite uma involucao G-
graduada. Observe que, no caso em que G = Z,, A é uma *-superalgebra,
isto é, a definicao apresentada generaliza a definicao de uma *-superélgebra,
assim como algebras com involucao. Desse modo, faz-se pertinente o estudo
de tais algebras como uma motivacao apresentada neste espaco.

Exemplo 4.5.2. Toda x-dlgebra A é uma (G, *)-dlgebra munida da G-
graduacao trivial dada por A = Ae AW = {0} paratodog # 1 € G. Em
particular, denotamos por D, a (G, x)-dlgebra D = F @ ¢F com G-graduagao
trivial e involucao troca, onde ¢? = 1.

Seja G um grupo finito e considere a algebra de grupo F'G com G-
graduagdo canénica definida por (FG)¥ = spanp{g}. Considere o sub-
grupo de G, C, = (h) o grupo ciclico de ordem prima p gerado por h, onde
p divide |G]|.

Exemplo 4.5.3. F'C), ¢ uma subalgebra G-graduada de F'G munida da G-
p—l i i .

graduagao FC, = @FC},}L), onde FCI()h) =spanp {h'}, 0 <i<p-—1le
=0

FCY = 0 para todo g ¢ (h). Denotamos por (FC,)¢ a (G, *)-dlgebra FC,
com G-graduacao definida anteriormente e involugao trivial.

Em particular, se a ordem de G é par, denotamos por D¢ a 4lgebra D com
involucdo troca e G-graduacdo (D,)V) = F, (D,)® = cF e (D,)¥ = {0}
para todo g ¢ Cy = {(c | 2 = 1).

Exemplo 4.5.4. Para cada g € G, g # 1, a adlgebra M com G-graduacgao
M® = spanp{e + eqs, €20 + €33}, MY = spanp{ers, ez} ¢ MM = {0},

para todo h ¢ {1, g}, e munida com involugao reflexdo é uma (G, x)-dlgebra,
denotada por My ..

No caso em que g = 1, definimos M,y a (G,*)-algebra M com G-
graduacao trivial e involucao reflexao.

Seja G um grupo finito e F(X | G, *) a élgebra associativa unitaria livre

gerada pelo conjunto X = LEJGX;, onde Xy = {z14,27,,...} e X; NX> =10
g
para todo g; # g2. Desse modo, um elemento f € F(X | G, %) serd chamado

de polinémio (G, x)-graduado. Observamos que F(X | G,*) admite uma
estrutura de algebra (G, *)-graduada. Assim sendo, faz sentido a seguinte
definicao.
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Definigao 4.5.5. Um polinomio (G, *)-graduado
f(xl,glvitigl: <5 g s x;,gn) € F<X ’ G> *>
¢ uma (G, x)-identidade em uma (G, *)-algebra A se

Flag™, (@), el (alf))) = 0,
para todos a§91) e Al . ,adn € A7) Nesse caso, denotamos por f = 0
em A.

Portanto, podemos considerar 1d“*)(A) o conjunto de todas as (G, *)-
identidades de A. Além disso, definimos V = var©*(A) a (G, *)-variedade
gerada por A, isto é, B € V se, e somente se, Id©*)(A) C Id'%*)(B). Ade-
mais, para um grupo finito G, consideramos o espago dos (G, *)-polindmios
multilineares de grau n, ple = span{xgg(ll)) . .xfrg(’;)) | o€ Sy, g1,--,0n €

G},

Definigao 4.5.6. Paran > 1, a n-ésima (G, *)-codimensao C%G’*)(A) de uma
(G, *)-dlgebra A é dada por

P’rgG,*)
(G’*)(A) = dimp .
P 0 1d(E#)(A)

C

n

E de interesse o caso em que a sequéncia de (G, *)-codimensoes de uma
(G, *)-algebra A é polinomialmente limitada. Nesse caso, dizemos que A
tem crescimento polinomial da sequéncia de (G, x)-codimensoes.

A fim de apresentar resultados que estendem as caracterizagoes anteriores
para uma (G, *)-algebra, temos o seguinte resultado provado por Oliveira,
dos Santos e Vieira [30] no caso em que G é um grupo abeliano finito e
V = var(@*(A) para uma (G, *)-algebra A de dimensdo finita.

Teorema 4.5.7. Seja V uma variedade gerada por uma (G, x)-dlgebra de
dimensao finita sobre F'. Entao, V tem crescimento polinomial se, e somente
se, uma das duas opcoes ocorrem

1. ordem de G € par e D, DY, (FC,) e M. & V;
2. ordem de G € impar e D, (FC,)% e M. & V;

para todo primo p que divide a ordem de G e para todo g € G.
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Assim, algumas perguntas tornam-se motivacoes para continuas pesqui-
sas. A titulo de exemplo, tal resultado é vélido para uma (G, x)-variedade
gerada por uma (G, x)-dlgebra de dimensao qualquer? Podemos encontrar
condigoes suficientes para garantir que uma (G, *)-variedade seja gerada por
uma (G, x)-algebra de dimensao finita? Nos questionamos ainda a respeito
de outras caracterizagoes de crescimento polinomial da sequéncia de (G, *)-
codimensoes, tais como a partir da sequéncia de cocaracteres e da estrutura
da algebra. Também, podemos ampliar nossos estudos na classificacao das
subvariedades das variedades de crescimento quase polinomial ou trabalhar
nos estudos das (G, *)-variedades unitarias e também nas minimais. Tais
questionamentos confirmam que a Pl-teoria é um caminho de grandes opor-
tunidades a serem exploradas.
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