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RESUMO

O estudo das filas visa equacionar custos operacionais com a eficiéncia do sistema e
permitem o dimensionamento racional da infraestrutura, recursos humanos, do
maquinario necessario e instalagées visando uma melhor performance. Para tanto,
sao definidos alguns parametros que visam sistematizar o estudo das filas, dentre os
quais se destaca a intensidade de trafego. Para um estudo mais consistente desses
sistemas pode-se empregar a inferéncia Bayesiana, que se baseia na associagao de
conhecimentos prévios sobre determinado sistema por um especialista da area,
chamada de priori, aos conhecimentos empiricos obtidos a partir da analise de dados
coletados in loco, utilizando, para tanto, o Teorema de Bayes. Esta monografia visa
estabelecer um intervalo de credibilidade para intensidade de trafego em filas M/M/s
utilizando o algoritmo amostragem-reamostragem por importancia (SIR) com
distribuicdo a priori informativa utilizando uma distribuigao triangular, fazendo uso de
um programa desenvolvido no software R e analisando uma situagao pratica

envolvendo observacgodes de filas em um supermercado.

Palavras-chave: Filas Markovianas. Intensidade de Trafego. Sampling Importance

Resampling (SIR). Fator de Bayes.



ABSTRACT

The study of the queues aims to equate operating costs with the efficiency of the
system and allow the rational sizing of the infrastructure, human resources, the
necessary machinery and installations, aiming at a better performance. To this end,
some parameters are defined that aim to systematize the study of queues, among
which traffic intensity stands out. For a more consistent study of these systems,
Bayesian inference can be used, which is based on the association of prior knowledge
about a given system by a specialist in the area, called priori, to the empirical
knowledge obtained from the analysis of data collected in loco, using, for that, the
Bayes Theorem. This monograph aims to establish a sensitivity interval for traffic
intensity in M/M/s queues using the importance-resampling-initiated algorithm (SIR)
with an informative a priori distribution using a triangular distribution, making use of a
program developed in the R software and analyzing a practical situation involving

observations of queues in a supermarket.

Keys Words: Markovian Rows. Traffic Intensity. Sampling Importance Resampling
(SIR), Bayes Factor.
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1. Introdugao

O oferecimento de servigos diversos pressupde um sistema de atendimento e
clientes a serem atendidos. Em um cenario ideal, um novo cliente somente chegaria
ao sistema de atendimento quando o atendimento anterior estivesse finalizado, nao
ocasionando a formacgao de filas. Porém, tanto o tempo entre as chegadas de clientes
quanto o tempo de atendimento de cada usuario para realizar o servigo sao variaveis
aleatdrias e, a depender de como o sistema € estabelecido, sdo formadas grandes
filas.

No cotidiano é muito comum encontrarmos sistemas com filas de espera de
usuarios por atendimento: para comprar uma passagem no metrd, um ingresso no
cinema, nos servigos bancarios, pedagios em estradas, dentre outros. Em alguns
sistemas presentes no cotidiano moderno também ocorrem a formacao de filas, mas,
geralmente, ndo as percebemos como tal. E o caso, por exemplo, da troca de
mensagens em uma rede de computadores e o controle de documentos enviados para
impressao.

De uma maneira geral, do ponto de vista do prestador de servigo, quanto menor
o0 numero de postos de atendimento melhor, pois os gastos com funcionarios e/ou
manutencao e equipamentos € minimizado. Ja sob a 6tica dos usuarios, quanto maior
0 numero de postos de atendimento melhor, uma vez que o tempo nas filas seria
reduzido. “O dimensionamento do sistema, considerando apenas um dos pontos de
vista mencionados, implica insatisfagdo/perdas para o outro setor envolvido” (Fogliatti
& Mattos, 2007). A Figura 1 mostra uma relagao entre os custos para os usuarios (Cu)

e os custos para a geréncia (Cg) em fungdo do numero de postos de atendimento.
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Figura 1 - Custos dos usuarios e da geréncia em fungdo do numero de postos de

atendimento.

A Custo

Cu

I I I t I Ir >

Postos de atend. em paralelo

(Fogliatti & Mattos, 2007)

Além da questao dos custos despendidos pelas geréncias dos sistemas de
atendimento e do tempo e recursos empregados pelos usuarios dos sistemas, ha
Servicos nos quais o tempo maximo que um usuario pode permanecer na fila é
determinado por lei. E o caso da lei municipal 7617 de 11 de dezembro de 1998 (PBH,

1998), que traz o seguinte texto:

Art. 1° Ficam os estabelecimentos bancarios que operam no
Municipio obrigados a atender cada cliente no prazo de 15
(quinze) minutos, contados a partir do momento em que ele

tenha entrado na fila de atendimento.

Art. 5° O descumprimento do disposto nesta Lei sujeita o
estabelecimento infrator a aplicagdo das seguintes penalidades:

| - adverténcia;
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Il - multa de 5.000 (cinco mil) Unidades Fiscais de Referéncia -

UFIRs -, na primeira reincidéncia;

[l - duplicagdo do valor da multa, em caso de nova reincidéncia.

No ano de 2022, no Estado de Minas Gerais, a Unidade Fiscal de Referéncia
esta estabelecida em R$ 4,7703 o que faz com que o valor da multa no caso da
primeira reincidéncia esteja fixado em R$ 23.815,5 (Gerais, 2022). Legislagdes
semelhantes também comecam a se espalhar com vistas a regulamentar o tempo de
espera em filas em outros servigos essenciais como em hospitais, por exemplo (DF,
2000).
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2. Sistema Com Filas

Segundo Fogliatti e Mattos, “um sistema com fila € qualquer processo no qual
usuarios oriundos de uma determinada populagdo chegam para receber um servigo
pelo qual esperam, se for necessario, saindo do sistema assim que o servico é
completado. Essa espera acontece quando a demanda é maior do que a capacidade
de atendimento oferecido, em termos de fluxo” (Fogliatti & Mattos, 2007).

Os processos de chegadas de usuarios a um sistema com filas podem ser
deterministicos, no qual se sabe o numero de chegadas e 0 momento em que elas
acontecerao, como no caso de agendamento prévio de atendimento, por exemplo, ou
estocasticos, que apresentam um comportamento aleatério caracterizado por uma
distribuicao de probabilidades, o que acontece em uma fila de supermercados, por
exemplo. De um modo geral, pode-se dizer que um processo estocastico € qualquer
processo que evolui de maneira aleatoéria (Mendonga, 2014).

Existem algumas disciplinas de atendimento, que s&o critérios estabelecidos
pela geréncia do sistema para atender os usuarios. Neste trabalho sera estudado
disciplinas de atendimento do tipo FIFO (first in — first out), na qual os usuarios séo
atendidos na ordem de chegadas. Essa €, também, a mais comumente adotada em
sistemas com filas.

Kendall, em 1953, prop6s uma notacdo que € amplamente utilizada para se
descrever um sistema com fila (Kendall, Stochastic processes occurring in the theory
of queues and their analysis by the methd of imbedded markov chains, 1953). Nela é
empregada uma notagao do tipo A/B/C/D/E, na qual A denota a distribuicdo do tempo
entre chegadas sucessivas de usuarios, B se refere a distribuicdo do tempo de
atendimento que o usuario passa no posto de atendimento, C denota o numero de
postos de atendimento em paralelo (tal qual o numero de cabines de atendimento em
um pedagio, por exemplo), D diz respeito a capacidade fisica do sistema (quantos
clientes em fila o sistema comporta) e E se refere a disciplina de atendimento. No
presente estudo os parametros D e E sempre vao dizer respeito a sistemas com
capacidade fisica infinita e disciplina de atendimento do tipo FIFO.

Quando o sistema tem capacidade fisica infinita e a disciplina de atendimento
€ do tipo FIFO, pode ser feita uma simplificacdo da notagcdo de Kendall omitindo as
duas ultimas letras. No presente trabalho, serdo estudados sistemas com fila

representados pelo modelo M/M/s, nos quais os tempos entre as chegadas dos
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usuarios e o atendimento deles sao distribuicbes exponenciais (Memoryless ou
Markovianas) sendo s o numero de postos de atendimento. Segundo Montgomery e
Runger a propriedade de falta de memdéria € uma “propriedade de um processo de
Poisson. A probabilidade de uma contagem em um intervalo depende somente do
comprimento do intervalo (e ndo do ponto inicial do intervalo)”, sendo a distribuicdo
exponencial a unica distribuicdo continua com essa propriedade (Montgomery &
Runger, 2012).
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3. Estimativa de Parametros

Como visto na secao anterior, no caso de filas M/M/s, a definicdo da taxa de
chegadas (A) e da taxa de atendimentos (p) séo fatores determinantes para o correto
dimensionamento de sistemas com filas. Um parédmetro que engloba essas duas

grandezas € a intensidade de trafego (p) definida da seguinte forma:
2 -
p= ” Equacao 1

Segundo Kendall, quando uma fila possui uma entrada aleatdria e a intensidade
de trafego apresenta um valor menor que uma unidade, o sistema nao fica saturado
(Kendall, Some problems in tne theory of queues, 1951). Assim, se p<1, o sistema
esta em equilibrio e apresenta uma distribuicdo estacionaria. A Equacgao 2, mostrada
a seguir, expressa a distribuicdo estacionaria da quantidade de clientes N no sistema
(Braz, 2022).

MPO,O<nSs
n!

B,=P(N=n)= Equacéo 2

SSTl
P P,n>s
s! 0

O valor de Po pode ser determinado considerando o numero de clientes igual a
zero, o que torna Po igual a P, e que a soma das probabilidades deve ser igual a 1.

Assim Po na equacéo 2 é dado por:
s—-1 j s -1
(sp)!  (sp)” 1

——
= J! st (1-p)

P0=

Se x = {x1, X2, X3, ..., Xn} for a quantidade de clientes observadas em instantes
diversos, onde n € o tamanho dos instantes aleatérios, ha uma amostra de tamanho
n e a funcao de verossimilhanca associada é dada pela equagao 3, na qual | € a fungao

indicadora.
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n [Gp)i sSp¥i 5
L(,D|X) = 1li=1 [ x;! POI{OSxiSS} + TPOI{xps}] Equagao 3

De acordo com Sousa, “0 Método da Maxima Verossimilhanca consiste
basicamente em obter a estimativa mais verossimil dentro de uma amostra para o
parametro populacional desconhecido. O valor mais verossimil que o estimador pode
assumir € 0 mesmo que maximiza a probabilidade da amostra em questao ocorrer.
Dessa forma, a fungao de probabilidade das variaveis aleatérias que representam uma
amostra é encarada como funcéo do correspondente parametro populacional de modo
que possa ser obtida a estimativa desse parametro desconhecido” (Sousa, 2018). Em
outras palavras, a fungéo de verossimilhanca utiliza informacgdes a respeito dos dados

coletados in loco.
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4. Inferéncia Bayesiana

Nas palavras da Professora Cristina Graciele Cardoso, “a inferéncia Bayesiana
adiciona no modelo preditivo, além dos dados coletados, as informagdes subjetivas.
Nesse caso, o pesquisador admite a existéncia de algum conhecimento que os dados
coletados nado dao conta de prever e que podem fazer diferengca para a previsao”
(Cardoso, 2020). No presente estudo, o modelo preditivo se refere a fungao de
verossimilhanga e as informagdes subjetivas sdo chamadas de priori.

Quando ndo se tem conhecimento algum sobre o comportamento do sistema
em estudo, uma aproximagao adequada para a priori € uma distribuigdo continua
(Quinino & Cruz, 2021). Havendo conhecimento prévio, uma distribuicdo triangular,
que é uma distribuicdo de probabilidade que possui um valor minimo a, um valor
maximo b e uma moda ¢, de modo que a fungdo densidade de probabilidade é zero
para os extremos (a e b), e afim entre cada extremo e a moda, gerando um grafico
triangular, pode ser utilizada como aproximagéo da informagéo a priori. A distribuigédo
triangular é uma distribuigao simples e util quando se tem poucos dados, conhecendo-
se um valor minimo (a), um valor maximo (b) e um valor mais provavel (c) é possivel
obter uma distribuicdo triangular que resulta em uma boa aproximagdo das
probabilidades de ocorréncia do evento em estudo, o que facilita muito no caso de se
ter apenas uma opinido de um especialista para a estimativa da priori. A figura a seguir

ilustra uma distribuic&o triangular.

Figura 2: Distribuic&o triangular

=
A |I-‘l
£3

i x C b

(Wikipédia, 2022)
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A priori, que representa o conhecimento prévio do sistema, e que, associada
através do Teorema de Bayes aos dados obtidos a partir de medi¢des (fungao de
verossimilhanga), fornece um valor mais robusto das condigbes de operagdo do
sistema, chamado de posteriori. Em termos matematicos a distribuicdo a priori (p),

definida entre a e b, pode ser expressa por:

Gaea tSPSe ~
n(p) = 2(b—p) Equacéo 4
-aw-0 ¢ PSP

No exemplo numérico desenvolvido neste trabalho foi utilizada uma distribuigao
triangular com c¢ = 0,7, valor considerado o mais provavel de acordo com o

especialista. A distribuicdo a Posteriori € dada pela equagao 5, descrita a seguir.

n(p|dados) « w(p)L(p|dados)

( )xi S xi -
n(pldados) o () [Tiey |“E- Polipsxss) + = Polix>g|  Equagdo 5

A equagao 5, empregada no processo inferencial de p, € denominada posteriori,
sendo proporcional a priori, definida anteriormente, multiplicada pela fungdo de
verossimilhanca  (produtério das  probabilidades). Para transformar a
proporcionalidade contida na equagdo 5 em uma igualdade é necessario o uso de
uma constante de proporcionalidade (K) que permita que, ao se integrar a funcao de
0 a 1, se obtenha como resultado 1, fazendo com que a distribuicdo da posteriori seja
uma fung¢ao densidade de probabilidade cuja média correspondera a uma estimativa
bayesiana da intensidade de trafego p.

Intervalos de credibilidade de p, uma vez que se trata de inferéncia Bayesiana,
também podem ser determinados a partir da posteriori através da integracéo da
funcao encontrada com limites que contenham uma probabilidade pré-estabelecida.
Da mesma forma podemos avaliar hipéteses em relagédo a p, uma vez que dispomos
da sua distribuicao a posteriori. No entanto, esse € um procedimento de dificil
realizacdo, sendo necessario o calculo de integrais nao triviais, mas que pode ser
aproximado com eficiéncia por algoritmos como o Sampling Importance Resampling
(SIR).
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5. Sampling Importance Resampling (SIR)

Sampling Importance Resampling (SIR) € um método empregado na inferéncia
Bayesiana que visa obter uma amostra aleatéria de uma de uma distribuicdo a
posteriori (Skare, Bolviken, & Holden, 2003). O método consiste em selecionar uma
amostra aleatéria de tamanho k da fungdo densidade de probabilidade a priori m(p).
Em geral o tamanho de k é maior ou igual a 5000, na qual os valores amostrais s&o
designados por ppriori, i = 0, 1, 2, ..., k. Uma fungéo de pesos Wi, comi=0,1,2, ...,k
€ calculada para cada ponto de ppriori, sSendo Wi obtida a partir da funcdo de
verossimilhanga expressa na equagao 3. Entdo, uma amostra aleatoria de tamanho k
€ selecionada da distribuicdo a priori pprior,i, coOm probabilidade proporcional a fung¢ao
de pesos Wi. Essa nova amostra, denominada pposti, i = 0, 1, 2, ..., k, pode ser
considerada como vinda da distribuicao a posteriori de p, bem como ser utilizada para
estimativas Bayesianas de p (Quinino & Cruz, 2021).

Os pontos de pposti podem ser considerados como tendo seus valores
distribuidos como uma observagao da equacao 6, representada a seguir, que utiliza
uma constante para transformar a proporcionalidade expressa na equag¢ao 5 em uma

igualdade.

n(p|dados) = K X L(p|dados) X w(p) Equacéo 6
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6. Exemplo numérico

Com a finalidade de exemplificar o que foi visto até aqui, segue o exemplo que
se baseia em dados coletados em um supermercado cujo objetivo é avaliar a
intensidade de trafego p de uma fila do tipo M/M/6 (tempo entre as chegadas dos
usuarios e o tempo de atendimento sao distribuicbes Markovianas e o sistema contém
6 postos de atendimento). A tabela 1 organiza 100 dados coletados da quantidade
total de clientes em atendimento e em fila, associando a frequéncia observada (F) ao
numero total de pessoas no sistema (O). Assim, por exemplo, um numeroF=8e O =

3 indica que em 8 observagdes haviam 3 pessoas no sistema.

Tabela 1: Numero total de pessoas no sistema e suas frequéncias

F o F o F
1 3 9 6 17 1
2 1 10 3 18 2
3 8 11 3 19 3
4 13 12 3 20 4
5 10 13 1 21 1
6 9 14 5 22 4
7 6 15 4 23 1
8 6 16 3

Fonte: Elaborado pelo autor

A partir desses dados e com o programa contido no Anexo A, foi
implementado o SIR para obtengdo da posteriori de p, mostrada na figura 2. A
distribuicao a priori foi obtida com uma distribui¢ao triangular com os parametros a =
0, b=1eamodac=0,7, indicando o conhecimento prévio do sistema em estudo. O

programa em questéao foi feito no aplicativo R, versao 4.2.2.
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Figura 3: Distribuicdo a posteriori

Distribui¢do a Posteriori

8000

6000

4000

Frec

2000

r T T T
082 084 0.86 088 0.90

p

Fonte: Elaborado pelo autor

A estimativa de p a posteriori foi de 0,8633045 sendo o intervalo percentilico de
credibilidade de 95% igual a [0,8388307; 0,8867395].

Kass e Raftery propuseram um teste de hipéteses sob a estrutura bayesiana
gue envolve o calculo do fator de Bayes B1o, que € a divisdo da probabilidade a favor

de H1 sobre a probabilidade a favor de Ho, expressa na equagao 7 abaixo.

P(H1/dados)/P(Ho/dados) = Bio{f P(H1)/P(Ho) Equagcdo 7

B1o € um resumo da evidéncia fornecida pelos dados em favor de uma hipétese
alternativa H1 em oposi¢cdo a uma hipétese nula Ho. Uma vez calculado B1o, as
decisdes a favor ou contra H1 podem ser tomadas com base na seguinte regra
(Choudhury & Borthakur, 2008):

Tabela 2: Critérios para tomada de decisdo contra Ho

2loge(B10) Evidéncia contra Ho

0aZ2 Nao mais que uma simples mengao
2a6 Positiva

6a10 Forte

>10 Determinante

Fonte: Elaborado pelo autor
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O gerente do supermercado considerou importante, baseado em estudos
anteriores, avaliar as hipdteses H,: p < 0,86 contra H;: p > 0,86. Caso tenhamos
evidéncia contra H, sera avaliado a possibilidade de aumento de atendentes. O
programa disponivel no Anexo A foi utilizado no software R e o Fator de Bayes nele
encontrado indicou um valor de 21,34, sendo 2In(21,34) = 6.12, o0 que indica uma

grande evidéncia contra Ho.
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7. Conclusao

O estudo de sistemas com filas € muito relevante para diversos sistemas,
podendo evitar prejuizos financeiros para empresas e desgastes desnecessarios para
usuarios. Os procedimentos desenvolvidos no presente estudo podem servir de
ferramenta no processo de tomada de decisdo quando é necessario avaliar se um
determinado sistema de filas M/M/s possui uma intensidade de trafico p que garanta
um tamanho médio de fila considerado razoavel pelo setor de controle de qualidade.
No caso em estudo, por exemplo, houve a indicagao de que € necessario um aumento
do numero de postos de atendimento que, em um primeiro momento, pode envidar
gastos por parte da geréncia, mas com uma melhoria na qualidade de atendimento

que se faz necessaria de acordo com os dados coletados.
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Anexo A: programa para determinagao do intervalo de credibilidade

library(pracma)

library(HDInterval)

library(triangle)

tic()

clear()

corridas=50000

alfa=0.05 #A ser usado no Intervalo de Cridibilidade
R<-rep(c(1:23),¢(3,1,8,13,10,9,6,6,6,3,3,3,1,5,4,3,1,2,3,4,1,4,1))
Ta=100

s=6

rf <- function(rhoe){
P0=0
for(j in 0:(s-1){
P1=((s*rhoe)"j)/factorial(j)
PO0=P1+P0
}
P0=P0+((s"s)*(rhoe?s))/(factorial(s)*(1-rhoe))
P0=1/P0
E1=1
for (iin 1:Ta) {
i1=R][i]
if (i1<=s) {
E11=(((s"i1)*((rhoe)"i1))/factorial(i1))*PO
E1=E1*E11
Jelse{
E11=(((rhoe’i1)*(s"s))/factorial(s))*P0
E1=E1*E11
}

}
VeroA=E1

return(VeroA)
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}
#R1<-rbeta(corridas,1,1) #priori
R1<-rtriangle(corridas,0,1,0.7)
Priori=R1
R2=matrix(0,corridas,3)
for (i in 1:corridas){

k=RA1[i]

P1=rf(k)

R2[i,11=P1
}

R2[,2]=R2[,1]/sum(R2[,1])
R2[,3]=sample(R1,corridas,replace=T,prob=R2[,2])
Posteriori=R2][,3]

windows(record = T)

hist(Posteriori,main="Distribuicdo a Posteriori",xlab=expression(rho))

LimitesA<-hdi(Posteriori)
LimitesB=quantile(Posteriori,c(0.025,0.975))
cat('Limites HPI - pacote do R',"\n")
cat('Limite Inferior de Credibilidade - 95% =',LimitesA[1],"\n")
cat('Limite Superior de Credibilidade - 95% =',LimitesA[2],"\n")
cat('Limites Percentilico',"\n")
cat('Limite Inferior de Credibilidade - 95% =',LimitesB[1],"\n")
cat('Limite Superior de Credibilidade - 95% =',LimitesB[2],"\n")
#Chen-Shao Estimation Algorithm - HDI
Posteriori=sort(Posteriori)
jmax=corridas-ceil((1-alfa)*corridas)
Intervalos<-matrix(0,jmax,3)
for (i in 1:jmax){

j1=i

j2=j1+ceil((1-alfa)*corridas)
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Intervalos[i,1]=Posteriori[j1]

Intervalos[i,2]=Posteriori[j2]
}
Intervalos|,3]=(Intervalosl[,2]-Intervalos[,1])
Intervalos=sortrows(Intervalos,3)
cat('Limites Chen_Shao - Implementei - Bem simples',"\n")
cat('Limite Inferior de Credibilidade - 95% =',Intervalos[1,1],"\n")
cat('Limite Superior de Credibilidade - 95% =',Intervalos[1,2],"\n")

cat('Estimativa de rho a posteriori=',mean(Posteriori),"\n")

#Valor maximo de rho toleravel
L=0.86

PH1data=mean(Posteriori>L)
PHOdata=mean(Posteriori<=L)
PH1=mean(Priori>L)
PHO=mean(Priori<=L)

FB=(PH1data/PHO0data)/(PH1/PHO0)
#print(FB)

cat('Fator de Bayes =',FB,"\n")
D=2%log(FB)

#print(D)

cat('2In(FB)=",D,"\n")

toc()



