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Resumo
O desenvolvimento de métodos de preparação e caracterização de estados quânticos e
emaranhados são de grande importância para o progresso da informação quântica e o
desenvolvimento de novas tecnologias. Nesta tese, estudamos a preparação de estados
de fenda de dimensão D1 ×D2 e apresentamos resultados experimentais para dimensão
2 × 3. Quanto à caracterização, analisamos como a coerência quântica das partes de um
estado bipartido qualquer, nos fornece informações a respeito do emaranhamento e da
matriz densidade do estado conjunto. Além disso, discutimos as possibilidades de obtenção
experimental da coerência quântica de estados de fenda, e apresentamos resultados obtidos
para qutrits.

Palavras-chave: Estados de fenda. Coerência quântica. Estados bipartidos D1 ×D2.



Abstract
The development of methods for preparing and characterizing quantum and entangled
states is of great importance for the progress of quantum information and the development
of new technologies. In this thesis, we study a slit state preparation of dimension D1 ×D2

and presented experimental results for dimension 2 × 3. As for the characterization, we
analyze how the quantum coherence of the parts of any bipartite state, provides us with
information about the entanglement and the density matrix of the joint state. Also, we
discuss how to obtain experimental quantum coherence of slit states, and present results
obtained for qutrits.

Keywords: Slit states. Quantum coherence. D1 ×D2 bipartite states.
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Introdução

Sistemas que manifestam propriedades quânticas possuem características estranhas
ao tratamento clássico. Nesse sentido, podemos citar a necessidade de descrição de ob-
serváveis por meio de operadores incompatíveis, dando origem às relações de incerteza
de Heisenberg e às dualidades interferométricas; outros exemplos são o antibunching de
fótons, o comportamento dual da matéria e o emaranhamento. Este último, em particular,
se mostrou útil na realização de tarefas envolvendo a codificação e a transmissão segura de
informação [1]. Por isso, o aprimoramento de técnicas de preparação e caracterizaçao dos es-
tados emaranhados, é essencial para a aplicação da mecânica quântica no desenvolvimento
de novas tecnologias.

No que diz respeito à preparação, fótons gerados no processo da Conversão Para-
métrica Descendente (CPD) vêm sendo amplamente utilizados na preparação de estados
emaranhados em diversos graus de liberdade, dentre eles o momento linear [2–11]. O uso de
fendas múltiplas para discretizar o momento linear transversal desses fótons possibilita a
preparação de estados de altas dimensões e com diferentes simetrias, chamados de estados
de fenda. Na literatura anterior ao presente trabalho, os estudos sobre o assunto estiveram
focados nos estados de fenda bipartidos em que as partes possuem a mesma dimensão.
Assim, neste trabalho procuramos analisar as técnicas de preparação de estados de fenda
de uma forma geral, considerando estados de dimensão quaisquer D1 ×D2.

Assim como o emaranhamento, o comportamento dual de sistemas quânticos (ora
como partícula, ora como onda) também foi alvo de muitos trabalhos, principalmente no
início do desenvolvimento do formalismo da mecânica quântica [12]. Ao longo dos anos,
muitos autores redirecionaram o foco (inicialmente voltado para a natureza dos sistemas
quânticos) para os efeitos produzidos pelo aparente comportamento dual da natureza, a
saber, as dualidades interferométricas [13–15]. A busca por uma relação quantitativa para
essas dualidades foi de encontro à necessidade de se quantificar a potencialidade de um
estado quântico produzir interferência, capacidade esta nomeada como coerência. Para
estados de mais de dois níveis, em 2014 Baumgratz e coautores fomentaram discussões
sobre o assunto dentro da literatura recente, propondo alguns quantificadores [16]. Desde
então, diferentes autores têm estudado métodos de obtenção experimental da coerência de
estados quânticos [17,18]. Neste trabalho, estudamos a coerência de estados de fenda de
dimensão maior que dois, analisando diferentes técnicas experimentais para a obtenção da
coerência desses estados. Além disso, no caso de estados bipartidos, discutimos o papel da
coerência quântica das partes na caracterização do estado conjunto.

O texto da tese está dividido em três partes, sendo a primeira composta por
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revisão teórica e nossa contribuição nas análises teóricas sobre a preparação e medição
da coerência dos estados de fenda. No Cap.1, discutimos questões gerais sobre coerência
quântica, fazendo um paralelo com o conceito de coerência presente na óptica clássica. No
Cap.2 tratamos especificamente sobre a preparação dos estados de fenda. Em seguida, no
Cap.3, revisamos as formas mais comuns de medição dos estados de fenda, analisando a
relação dessas com as possibilidades de obtenção experimental da coerência quântica. Já
na segunda parte da tese, apresentamos os resultados experimentais obtidos pela aplicação
das discussões da primeira parte. Assim, nos Caps. 4 e 5 estão as descrições exeprimentais
da preparação de estados de fenda 2 × 3 e da medição da coerência quântica de qutrits,
respectivamente. Por fim, no Cap.6, analisamos como a coerência quântica das partes
de um estado bipartido atua na caracterização da matriz densidade e da quantidade de
emaranhamento do estado conjunto.



Parte I

Discussão teórica
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1 Coerência

Como mencionado na introdução da tese, o presente trabalho tem os estados de
fenda como objeto central de estudo. Além das análises envolvidas na preparação destes
estados, a coerência quântica é a principal propriedade explorada ao longo do trabalho.
Visando a construção de uma base para as discussões subsequentes, neste capítulo a
coerência quântica é apresentada numa perspectiva geral. Na seção 1.1, definimos o
conceito de coerência nos contextos da óptica clássica e da mecânica quântica. Na Sec.1.2
estudamos alguns quantificadores propostos ao longo das últimas décadas, primeiro para
sistemas bidimensionais e, posteriormente, para dimensões maiores. Por fim, na Sec.1.3
revisamos o tratamento dos efeitos observáveis associados à coerência, onde a interação
com marcadores de caminho é considerada.

1.1 Conceito geral
Em óptica ondulatória, a coerência é a propriedade referente à correlação entre

campos de dois feixes em um determinado instante de tempo em um certo ponto espacial,
ou mesmo em instantes e pontos diferentes [20]. A manifestação visível dessa correlação
se dá pelo aparecimento de franjas de interferência, quando os feixes correlacionados são
sobrepostos em um anteparo distante da fonte em um determinado instante [19]. Se o
produto escalar entre os dois campos for nulo ou se a fase relativa entre eles variar de
forma aleatória (fazendo com que a média temporal seja nula [21]), as fontes de origem
dos dois campos são independentes e a sobreposição não é capaz de produzir oscilações na
intensidade do campo resultante.

Em mecânica quântica, o estudo da coerência começa antes mesmo do termo ser
usado, sendo parte importante dos debates entre Einstein e Bohr [12]. Desde o inícios
dessas discussões, é conhecido o fato de que saber a trajetória de uma partícula ao longo de
um interferômetro impossibilita a observação de interferência. Em outras palavras, em um
interferômetro qualquer não se pode distinguir completamente (com 100% de certeza) a
trajetória de uma partícula e observar interferência amo mesmo tempo. Mesmo na situação
em que o conhecimento da trajetória é apenas probabilístico, a observação de interferência
é prejudicada. Como as franjas de interferência constituem o efeito observável da coerência
1 [13], esta sempre esteve associada a uma não distinção entre possíveis estados de um
sistema, como os caminhos em um interferômetro [12]. Dessa forma, podemos dizer que a
coerência é a propriedade atrelada à produção de interferência, e se manifesta quando os
possíveis estados da base na qual o sistema é descrito não podem ser distinguidos.
1 A palavra coerência não está presente em algumas referências antigas, mas a ideia é a mesma.
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1.2 Os quantificadores de coerência
Uma vez que a coerência é uma propriedade associada à interferência, torna-se

relevante o conhecimento de qual a quantidade de coerência é responsável pela produção de
um certo padrão de interferência. O caso mais simples acontece na ausência de coerência,
quando nenhuma interferência é produzida. Para outros casos, parâmetros que quantifiquem
a coerência do estado dos sistema são necessários. Nessa seção revisamos a medida de
coerência para casos bidimensionais e algumas das propostas para sistemas de maiores
dimensões.

1.2.1 Sistemas bidimensionais

• Caso clássico

Consideremos a situação exemplo na qual dois feixes de luz, oriundos de pontos r⃗1

e r⃗2, propagam durante os intervalos de tempo t1 e t2, sendo seus campos descritos pelas
funções E⃗1 (r⃗1, t1) e E⃗2 (r⃗2, t2). Se os dois feixes se sobrepõem no ponto r⃗ em um dado
instante t, após a propagação nos respectivos intervalos de tempo, a intensidade média ⟨I⟩
do campo resultante E⃗ (r⃗, t) é dada por [19]

⟨I (r⃗, t)⟩ =
〈
|E⃗ (r⃗, t) |2

〉
=
〈
|E⃗1 (r⃗1, t− t1) + E⃗2 (r⃗2, t− t2) |2

〉
=
〈
|E⃗1 (r⃗1, t− t1) |2

〉
+
〈
|E⃗2 (r⃗2, t− t2) |2

〉
+ 2Re

[〈
E⃗1 (r⃗1, t− t1) · E⃗∗

2 (r⃗2, t− t2)
〉]

= ⟨I1 (r⃗1, t− t1)⟩ + ⟨I2 (r⃗2, t− t2)⟩ + 2Re [G (r⃗1, r⃗2, t1 − t2)] . (1.1)

Os dois primeiros termos na expressão acima correspondem às intensidades mé-
dias dos campos E⃗1 (r⃗1, t1) e E⃗2 (r⃗2, t2) em seus pontos de origem. Já o terceiro termo
corresponde à parte real da função de correlação ou função de coerência mútua, podendo
ser escrito como |G (r⃗1, r⃗2, t1 − t2) | cos (δ), sendo δ a fase da função de coerência [19,21].
No caso em que a função de coerência mútua é não nula, a intensidade resultante em r⃗

apresenta oscilações, cujo contraste é quantificado pela visibilidade ν, definida como [19]

ν = ⟨Imax (r⃗, t)⟩ − ⟨Imin (r⃗, t)⟩
⟨Imax (r⃗, t)⟩ + ⟨Imin (r⃗, t)⟩ = 2|G (r⃗1, r⃗2, t1 − t2) |

⟨I1 (r⃗1, t− t1)⟩ + ⟨I2 (r⃗2, t− t2)⟩
, (1.2)

onde Imax e Imin correspondem aos valores máximo e mínimo de intensidade.

Portanto, a visibilidade do padrão de interferência produzido pela superposição
de dois feixes, quantifica a correlação entres os feixes definida pela função de coerência
mútua. A visibilidade é, portanto, um quantificador de coerência para o caso clássico.

• Caso quântico
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Para estados quânticos, L. Mandel mostrou que a visibilidade do padrão de interfe-
rência produzido por um ensemble de fótons igualmente preparados em uma superposição
bidimensional, quantifica o grau de coerência quântica do sistema [22]. Em sua análise,
Mandel considerou o estado geral

ρ̂ = ρ11 |1⟩ ⟨1| + ρ22 |2⟩ ⟨2| + ρ12 |1⟩ ⟨2| + ρ21 |2⟩ ⟨1| , (1.3)

que pode ser escrito como uma combinação de um estado puro ρ̂p (maximamente coerente)
e um estado completamente misto ρ̂m (incoerente) com os mesmos coeficientes diagonais
do estado puro. Sendo ρ̂p e ρ̂m escritos como

ρ̂p = |α1|2 |1⟩ ⟨1| + |α2|2 |2⟩ ⟨2| + α1α
∗
2 |1⟩ ⟨2| + α2α

∗
1 |2⟩ ⟨1| ; (1.4)

ρ̂m = |α1|2 |1⟩ ⟨1| + |α2|2 |2⟩ ⟨2| , (1.5)

Mandel considerou o estado ρ̂ escrito como

ρ̂ = Ppρ̂p + Pmρ̂m, (1.6)

onde Pp e Pm são as probabilidades de o estado estudado ser da forma das Eqs. 1.4 e 1.5,
respectivamente.

Separando os elementos diagonais e não diagonais em ambos os lados da Eq.(1.6) e
considerando a normalização do estado, temos que Pp + Pm = 1. Diante disso, podemos
escrever

ρ̂ = |α1|2 |1⟩ ⟨1| + |α2|2 |2⟩ ⟨2| + Pp (α1α
∗
2 |1⟩ ⟨2| + α2α

∗
1 |2⟩ ⟨1|) , (1.7)

onde Pp determina o quanto |1⟩ e |2⟩ são intrinsecamente indistinguíveis no estado prepa-
rado2.

Comparando os coeficientes das Eqs.(1.3) e (1.7) obtemos

ρ11 = |α1|2 ; ρ22 = |α2|2 ; |ρ12|2 = P 2
p |α1|2 |α2|2 , (1.8)

Pp = |ρ12|√
ρ11ρ22

. (1.9)

Na detecção do ensemble de fótons preparados no estado da Eq.(1.3), a distribuição
espacial de fótons registrados apresenta uma oscilação cuja visibilidade ν (de forma análoga
ao caso clássico) é dada por [22]

ν = 2 |ρ12| . (1.10)

Assim, Mandel mostrou que a visibilidade das oscilações na distribuição de probabilidade
de detecção, quantifica a coerência presente em um sistema quântico de dois níveis.
2 Como evidenciado em [14], na Ref. [22] a relação entre coerência e indistinguibilidade é estabelecida

no caso em que não há marcadores de caminho interagindo com o sistema. As situações em que essa
interação é considerada, serão estudadas no Caps.3 para sistemas de estados de fenda.
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1.2.2 Sistemas de dimensão maior ou igual a três

Como visto acima, a medida de contraste de um padrão de interferência quantifica
a coerência de sistemas bidimensionais, tanto no âmbito clássico quanto no quântico.
No entanto, as discussões apresentadas na seção anterior não se aplicam à sistemas de
dimensões maiores, sendo necessário o estabelecimento de generalizações. À seguir, veremos
algumas tentativas de generalização presentes na literatura.

• Caso quântico

Em relação aos sistemas quânticos, Stephan Dürr propôs em 2001 uma generalização para
a visiblidade [15] , à qual chamaremos de visibilidade generalizada, V definida como

V =
√√√√ D

D − 1
∑
l

∑
l;m̸=l

|ρlm|2, (1.11)

onde ρlm são os coeficientes não diagonais do estado ρ̂ = ∑
l

∑
m ρlm |l⟩ ⟨m| de dimensão

D. Apesar de não ser satisfatória na generalização de algumas relações de complemen-
tariedade [23, 24], a medida proposta por Dürr foi usada por diferentes autores [25, 26].
Em 2014, T. Baumgratz e colaboradores propuseram quantificadores que respeitassem as
propriedades contidas no tratamento da coerência quântica como um recurso3 [16]. Dentre
os quantificadores propostos, está a norma l1 de coerência (nomeada pelos próprios autores
como l1 norm of coherence) definida, de forma normalizada, como

C = 1
D − 1

∑
l

∑
m̸=l

|ρlm| , (1.12)

onde D é a dimensão do estado normalizado ρ̂.

A medida C, proporcional à norma l1 dos coeficientes não diagonais da matriz
densidade do estado analisado, foi validada por outros autores [28] e tem sido amplamente
estudada nos últimos seis anos [18,29–32]. Neste trabalho, estudamos o quantificador C
(que no decorrer do texto chamamos apenas de norma l1) em sistemas envolvendo estados
de fótons codificados em momento linear transversal, sobre os quais tratamos no próximos
capítulos.

• Caso clássico

Já em relação aos sistemas clássicos, a problematização de um quantificador de coerência
de sistemas com dimensão maior que dois, não é muito trabalhada na literatura [20,21,60].
3 Teoria de recurso é um tópico que se encontra fora do escopo do presente trabalho, de forma que

indicamos a leitura da Ref. [27] para um melhor entendimento da teoria utilizada em [16]
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Entretanto, o entendimento de que a visibilidade (Eq.(1.2)) se refere à coerência mútua
entre um par de feixes se faz presente nos textos didáticos sobre o assunto. Além disso,
para dimensões maiores também encontramos na literatura a noção de que as funções de
coerência, de cada par do conjunto, contribuem de forma independente para a formação da
interferência total [67]. No Cap.3, aprofundamos essa discussão para os estados quânticos,
mas destacamos que as mesmas análises podem ser estendidas para sistemas clássicos.

1.3 A manifestação da coerência é dependente do observador
Vimos na Sec.1.1 que a formação de franjas de interferência é a manifestação

visível da presença de coerência no sistema estudado, sendo este clássico ou quântico. Nas
discussões em torno das Eqs.(1.2) e (1.10), a produção de franjas de interferência aparece
como dependente apenas do estado estudado, no caso quântico, e da fonte de luz analisada,
no caso clássico. Porém, a obtenção de franjas também depende do processo de observação
e análise do sistema.

• Caso quântico

Como mencionado na Sec.1.2, Mandel descreve a coerência de um estado quântico
como consequência da indistinguibilidade intrínseca entre os estados que compõem o estado
de superposição em que o sistema foi preparado. No entanto, distinguir estes possíveis
estados, bem como identificar a presença de coerência quântica por meio da observação
de interferência, também depende do aparato de medição. A análise matemática dessa
dependência foi apresentada pela primeira vez na Ref. [14], onde Englert considerou a
interação de estados bidimensionais com marcadores de caminho no processo de medição.
Posteriormente, o tratamento foi estendido para dimensões maiores [25,28], como mostrado
a seguir.

Tomando o estado geral de dimensão D

ρ̂ =
Λ∑

l=−Λ

Λ∑
m=−Λ

ρlm |l⟩ ⟨m| (1.13)

tal que Λ ≡ (D − 1)/2 ,vamos considerar que no processo de medição ρ̂ interage com um
segundo sistema, que podemos chamar de marcador de caminho, como ilustrado na Fig.1.
Se a interação ocorre de forma tal que cada possível estado do marcador se acopla a um
único estado que compõe a superposição do sistema analisado (Fig.1), podemos escrever o
estado conjunto (sistema-marcador) ρ̂T como

ρ̂T =
Λ∑

l=−Λ

Λ∑
m=−Λ

ρlm |l⟩ |pl⟩ ⟨m| ⟨pm| , (1.14)
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onde {|pl⟩} são os possíveis estados do marcador.

Apesar de o estado de interesse ser o estado ρ̂, após a interação com o marcador
o resultado da medição não fornecerá informações à respeito do estado original ρ̂, mas
do estado reduzido obtido pelo traço parcial sobre o estado do marcador (Fig.1(a)). Em
outras palavras, o estado disponível para observação ρ̂p é dado por

ρ̂o = Trp (ρ̂T ) =
Λ∑

l=−Λ

Λ∑
m=−Λ

ρlm ⟨pl|pm⟩ |l⟩ ⟨m| . (1.15)

Figura 1 – Esquema ilustrativo da interação de um sistema quântico com um marcador de
caminho. Em (a) o estado de interesse interage com um segundo sistema antes
do plano de detecção, de forma que as informações obtidas na detecção não são,
necessariamente, oriundas do estado inicial. (b) corresponde a configuração
em que ⟨pl|pm⟩ = 0 . Nesse caso, os estados da base (no qual o do estado de
interesse é descrito) são perfeitamente discriminadas pelo marcador de forma
que nenhuma interferência é observada, ainda que o estado de interesse tenha
uma superposição coerente. (c) corresponde a configuração em que ⟨pl|pm⟩ ≠ 0.
Nesse caso, os possíveis estados da base não são distinguidos pelo marcador
de caminho. Assim, caso o estado de interesse tenha coerência, franjas de
interferência serão observadas.

Pela Eq.1.15, temos que os coeficientes do estado disponível ρ̂o dependem dire-
tamente do produto interno entre os possíveis estados do marcador de caminho. Em
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particular, no caso em que dois estados |pl⟩ e |pm⟩ são ortogonais entre si, nenhuma
informação sobre o coeficiente ρlm é disponibilizada. Nesse caso, podemos dizer que o
marcador de caminho é capaz de distinguir os possíveis estados |l⟩ e |m⟩, eliminando a
possibilidade de observarmos alguma interferência devido à coerência inicial entre o par
(|l⟩ e |m⟩) (Fig.1(b)). Por outro lado, se dois estados |pl⟩ e |pm⟩ são não ortogonais, |l⟩ e
|m⟩ não são totalmente distinguidos pela medição (Fig.1(c)), uma vez que a distribuição de
probabilidade obtida na medição possui contribuições dos coeficientes ρlm com l ≠ m. Nesse
caso, se ρlm é não nulo observamos interferência. Portanto, a manifestação da presença de
coerência num determinado estado depende diretamente do aparato de medição utilizado.

Nas Secs.3.2 e 3.3 apresentamos uma análise mais profunda sobre a influência de
marcadores de caminho na determinação experimental da coerência quântica de estados
de fenda, cuja preparação discutiremos no Cap.3.

• Caso clássico

No caso clássico, apesar de não encontrarmos na literatura uma análise envolvendo
marcadores de caminho, a observação de franjas de interferência depender não apenas
da fonte estudada, mas também do aparato de medição, é um fato evidente e de natural
entendimento. Em experimentos de fenda dupla, por exemplo, a observação da luz próxima
à fonte [33, 105] (no campo próximo) não nos permite identificar a presença de coerência.
Neste caso, podemos dizer que a abertura fonte de cada feixe pode ser identificada, ou
em outras palavras, as aberturas podem ser distinguidas uma da outra. Diante disso,
nossas discussões sobre marcadores de caminho em sistemas de estados de fenda podem ser
aplicadas à casos clássicos, isto é, experimentos ópticos de fendas múltiplas. Salientamos
no entanto, não apresentamos uma discussão mais detalhada sobre essa aplicação, uma
vez que os estados quânticos são o foco do presente trabalho.

Conclusão
Neste capítulo, revisamos os quantificadores de coerência e apresentamos uma breve

discussão conceitual para coerência dentro dos contextos clássico e quântico. Em todo
capítulo demos ênfase aos sistemas ópticos, uma vez que estes constituem parte central
deste trabalho e estarão presentes ao longo de todo o texto.
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2 Estados de fenda

Nas discussões a seguir, focamos no sistema físico estudado no trabalho, a saber,
estados fotônicos codificados em momento linear transversal, também chamados de estados
de fenda. Este e o próximo capítulo tratam, respectivamente, dos processos de preparação
e medição desses estados.

Na primeira seção (Sec.2.1), estabelecemos uma visão geral sobre a discretização do
momento linear transversal de fótons para a preparação de estados de uma e duas partes.
Em seguida (Sec.2.2), descrevemos nossas contribuições na generalização de dois métodos
de preparação de estados bipartidos. Por fim, na Sec.2.2, analisamos a possibilidade de
prepararmos estados de uma parte por meio do traço parcial de estados bipartidos.

2.1 Visão geral
Estados quânticos descritos por uma base de estados discreta vêm sendo ampla-

mente explorados nos estudos fundamentais sobre a mecânica quântica, bem como no
desenvolvimento de protocolos de informação quântica [6, 7, 34–37]. Por isso, a preparação
de estados discretos é uma tarefa essencial no desenvolvimento e aplicação da área em
novas tecnologias.

No caso de estados preparados com fótons, uma possibilidade é a discretização do
momento linear transversal por meio de fendas múltiplas, que possibilita a preparação
de estados em altas dimensões [38–40]. Por esses fatores, os estados de fenda vêm sendo
aplicados em diversos experimentos de óptica quântica.

2.1.1 Discretização do momento linear transversal

A técnica consiste em fazer com que fótons sejam transmitidos por uma fenda
múltipla, posicionada em um plano fixo e com as aberturas orientadas perpendicularmente
à direção de propagação dos fótons. Cada abertura transmite fótons com momento linear
dentro de um único e específico intervalo. Para fendas múltiplas com aberturas estreitas
consideramos que cada abertura por onde é transmitido um fóton, define um único estado
da base de caminhos do sistema, ou seja, consideramos o estado como discreto [41].

A Fig.2 ilustra a discretização ao longo da direção ortogonal ao comprimento das
aberturas. Todas as operações sobre o estados são realizadas ao longo dessa direção. O
tamanho das aberturas ao longo da direção ŷ é considerada grande comparada com a
largura do feixe. Por isso, podemos analisar os cálculos envolvidos considerando apenas a
dimensão na qual a discretização acontece.
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Figura 2 – Fótons propagando no sentido ẑ positivo, com uma certa distribuição de
momento linear transversal, são transmitidos por uma fenda múltipla fixa no
plano em z = za. As aberturas são separadas centro a centro de uma distância
d, sendo cada uma de largura 2a. Além disso, o posicionamento das aberturas
é tal que a discretização ocorre em x̂ e a distribuição inicial dos fótons ao longo
de ŷ permanece inalterada. O número de aberturas do conjunto determina a
dimensão do estado, de forma que a figura ilustra o exemplo em que uma fenda
tripla é utilizada na preparação de um qutrit (estado quântico de dimensão
igual a três) espacial.

Na Fig.2, os fótons propagam no sentido ẑ positivo, a maior dimensão de cada
abertura retangular é orientada na direção ŷ e a componente x̂ do momento linear dos
fótons é discretizada. Nesse caso, o estado quântico do ensemble de fótons igualmente
preparados, ao longo da direção x̂, em um dado plano z constante pode ser escrito como

|ψz⟩ =
∫

Φ (qx, z) |qx⟩ dqx, (2.1)

onde Φ (qx, z) é a função que define os coeficientes do estado, qx é a componente x̂ do
momento linear dos fótons e |qx⟩ indica o estado de um fóton de momento linear qx [43].
No espaço das posições, esse mesmo estado é escrito como

|ψz⟩ =
∫

Φ (x, z) |x⟩ dx, (2.2)

onde [44] |x⟩ = (1/2π)
∫
eiqx |q⟩ dq 1, e Φ (x, z) é a amplitude do estado descrito no espaço

das posições e reproduz o perfil transversal que seria observado, ao longo de x̂ no plano
z, caso a fonte de luz fosse clássica [21, 43]. Por tornar alguns cálculos mais simples e
facilitar a visualização dos resultados, desenvolvemos todas as nossas análises no espaço
das posições, como mostrado ao longo do texto.

No plano em que a fenda múltipla é posicionada (z = za na Fig.2), o perfil transversal
incidente Φin (x, za) é modificado pelo conjunto de aberturas. Matematicamente, o perfil
1 Aproximação válida considerando todas dimensões envolvidas como muito maiores que o comprimento

de onda do fóton. Apesar de não haver um vetor posição para descrever o estado dos fótons, essa notação
simplifica os cálculos de propagação e permite a visualização de onde os fótons seriam detectados ao
longo de x̂, caso uma medição fosse realizada no plano z.
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resultante dessa modificação Φout (x, za) é dado por [61]

Φout (x, za) = Φin (x, za)T (x), (2.3)

onde T é a função transmissão da fenda múltipla [33]. Definindo o centro do perfil incidente
como x = 0, e considerando a fenda múltipla posicionada de forma que seu centro coincida
com essa posição, T é definido como [33]

T (x) =
Λ∑

l=−Λ
Π
(
x− ld

2a

)
, (2.4)

onde Λ = (D − 1)/2, D é o número de aberturas na fenda múltipla e Π
(
x−ld

2a

)
é a função

retângulo descrevendo uma abertura de largura 2a e centro em x = ld.

Assim, o estado no plano em z = za, imediatamente após as aberturas, pode ser
escrito como [33]

|Ψ⟩ =
∫

Φout (x, za) |x⟩ dx, (2.5)

.

Substituindo as Eqs.(2.3) e (2.4) na Eq.(2.5), e considerando que 2a é pequeno o
suficiente para que a função Φ tenha o mesmo valor dentro do intervalo de cada abertura,
podemos fatorar Φin (ld, za) de cada termo do somatório, de forma que

|Ψ⟩ =
Λ∑

l=−Λ
Φin (ld, za)

∫
Π
(
x− ld

2a

)
|x⟩ dx

|Ψ⟩ ∝
Λ∑

l=−Λ
Φin (ld, za) |l⟩ , (2.6)

onde o estado de caminho |l⟩ é definido como [5,41]

|l⟩ ≡
√
π

a

∫
Π
(
x− ld

2a

)
|x⟩ dx. (2.7)

A Eq.(2.6) descreve um estado discreto na base {|l⟩}, cuja dimensão é determinada
pela quantidade D de aberturas da fenda múltipla, e cujos coeficientes são determinados
pela amplitude do perfil do campo incidente sobre o plano em z = za, nas posições em
x = ld.

2.1.2 Estados bipartidos

O procedimento descrito acima tem sido muito utilizado na preparação de estados
quânticos bipartidos [40, 45–47]. Nesse caso, pares de fótons são transmitidos por duas
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fendas múltiplas, como mostrado na Fig. 3. Se ambas discretizam a componente x̂ do
momento linear de fótons, o estado do sistema pode ser escrito, à semelhança da Eq. (2.2),
como [41]

|ψz⟩ =
∫ ∫

Φ (xi, xs, zi, zs) |xi⟩ |xs⟩ dxidxs, (2.8)

onde i e s são índices que rotulam cada um dos fótons que viajam em direções diferentes,
sendo partes de um sistema quântico bipartido.

Na preparação de estados de fenda bipartidos, a função Φin (xi, xs, zi, zs) (que
define os coeficientes do estado incidente sobre o plano das fendas) é modificada pelos
dois conjuntos de aberturas de forma simultânea e independente. Se cada fenda múltipla
intercepta fótons de cada uma das partes do estado em planos equivalentes, isto é, em
zi = zs = za, a amplitude Φout (xi, xs, za) do sistema imediatamente após as aberturas é
(por extensão da Eq. (2.3))

Φout (xi, xs, za) = Φin (xi, xs, za)TiTs, (2.9)

onde Φin (xi, xs, za) corresponde ao estado em zi = za e zs = za, imediatamente antes
das aberturas. Além disso, Ti e Ts são as funções transmissão de cada fenda múltipla no
caminho das partes i e s, respectivamente.

Figura 3 – Na preparação de estados de fenda bipartidos, o momento linear transversal de pares de
fótons gerados igualmente por uma fonte, é discretizado por um par de fendas múltiplas.
O número de aberturas em cada fenda múltipla determina a dimensão de cada parte do
estado. Já as correlações do estado preparado após as aberturas, depende diretamente das
correlações entre cada par, estabelecidas pela fonte.

A partir da Eq.(2.9), a extensão dos cálculos das Eqs.(2.5)-(2.6) para dois fótons
resulta no estado [5, 61]

|Ψ2⟩ ∝
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ls=−Λs

Φin (lid, lsd, za) |li⟩ |ls⟩ . (2.10)

Semelhantemente à Eq. (2.6), a dimensão do estado na Eq.(2.10) é determinada
pela quantidade de aberturas nos caminhos dos fótons de cada parte. Já as correlações
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entre as partes, são governadas pela amplitude de probabilidade conjunta Φin (lid, lsd, za).
Esta função determina, portanto, a forma do estado preparado e as correlações entre os
modos de fenda de cada parte. A preparação de estados com características específicas
envolve o controle sobre essa função, como descrito detalhadamente na sequência.

2.2 Estados bipartidos produzidos a partir da Conversão Paramé-
trica Descendente
Nas últimas três décadas, a Conversão Paramétrica Descendente (CPD) tem sido

explorada na preparação de estados de fótons emaranhados [4–7, 38–41, 46–51, 73] em
diferentes graus de liberdade, dentre eles o momento linear transversal. Nesta seção,
revisamos alguns métodos de preparação de estados de fenda a partir da CPD, bem como
nossa contribuição para o aprimoramento dos mesmos. Nosso foco se encontra na aplicação
dos métodos já conhecidos na preparação de estados bipartidos com as partes possuindo
dimensões diferentes.

A Conversão Paramétrica, como ilustrado na Fig.4, ocorre de forma espontânea
quando um feixe de laser intenso (o feixe de bombeio ou pump) interage com um cristal
não linear posicionado em um plano fixo ao longo do sentido de propagação do pump.
Essa interação resulta na criação de pares de fótons gêmeos, também conhecidos como
bifótons [3]. Os fótons gêmeos, nomeados como signal e idler, podem ser gerados sob
dois tipos de casamentos de fase. No Casamento de Fase Tipo I signal e idler possuem
polarização iguais e ortogonais à do pump. Já no Casamento de Fase Tipo II, a polarização
dos fótons são ortogonais entre si, sendo uma delas igual a do pump [2, 52]. Tanto
energia quanto momento (linear e angular [59]) são conservados no processo, de modo
que os fótons de cada par são correlacionados. Diferentes autores estudaram a natureza
dessas correlações e mostraram que os fótons são emaranhados em diversos graus de
liberdade [7, 53,54,83] [8–11,38,56,57], como polarização [56], momento angular [8–10,57],
frequência [11] e caminho transversal [38].

A preparação de estados de fenda com fótons produzidos na CPD já foi explorada
em diferentes trabalhos [4, 41, 56, 65]. Em todos eles cada um dos fótons é transmitido
por fendas múltiplas contendo o mesmo número de aberturas, resultando em estados de
dimensão D ×D [58]. Utilizando o grau de liberdade de polarização dos fótons, estados
2 × 3 também foram estudados nas Refs. [41] e [66]. Já a possibilidade de codificarmos
ambas as partes de um estado Di × Ds em variáveis espaciais, se mostra interessante
por demandar uma menor complexidade experimental e expandir as possibilidades de
correlação entre as partes.

No plano do cristal em z = zc, imediatamente após a geração, a função que
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Figura 4 – O campo eletromagnético do feixe de bombeio interage com o cristal não linear ocasionando,
com uma pequena probabilidade, a aniquilação de um fóton do pump e a criação de um par
de fótons emaranhados em diversos graus de liberdade. Momento linear é conservado no
processo, de forma que as possíveis direções de emissão de cada fóton gêmeo formam cones.
Se o processo ocorre sob o casamento de fase Tipo I, os cones são coaxiais, como mostrado
na figura.

determina os coeficientes do estado do bifóton Φ (xi, xs, zc) é tal que [42,86]

Φzc (xi, xs, zc) ∝ E
(
xi + xs

2 , zc

)
ξ
(
xi − xs

2 , zc

)
, (2.11)

onde os índices i e s fazem referência às variáveis dos fótons idler e signal, e zi = zs = zc. A
função ξ ((xi − xs) /2, zc) é chamada de Função Casamento de Fase e depende diretamente
das propriedades do cristal 2, cuja influência sobre o estado gerado tem sido bem investigada
na literatura [89–92]. Para cada cristal utilizado, a função ξ

(
xi−xs

2 , zc
)

é fixa e não pode
ser modificada ( [68]). No entanto, o casamento de fase propagado pode ser modificado em
planos posteriores a z = zc, uma vez que operações podem ser realizadas sobre a amplitude
de probabilidade conjunta inicial Φzc (xi, xs, zc) ( Eq. (2.11)).

Ainda sobre a Eq.(2.11), E ((xi + xs) /2, zc) descreve a amplitude do campo elétrico
clássico do feixe de bombeio em função da coordenada x̂, no plano em z = zc. Devido à
conservação de momento linear e a consequente transferência do espectro angular do pump
para o bifóton [88], podemos escrever a função E em termos das variáveis espaciais xi e xs
no lugar da variável espacial referentes ao feixe do pump, xp [3, 4]. Assim, a correlação
entre os fótons gêmeos num determinado plano é diretamente influenciada pela função que
descreve o perfil espacial do pump nesse mesmo plano [41]. Como consequência, operações
realizadas sobre o feixe de bombeio em planos anteriores ao plano do cristal modificam
as amplitudes do pump e a amplitude de probabilidade de detecção do bifóton de forma
semelhante. Nos últimos anos, o controle da correlação por meio de manipulações feitas
sobre o pump vêm sendo explorado de forma manual e eletrônica [58,93–95]. Esse controle

2 ξ̃ (qs − qi) = sinc
(
L(|qs−qi|2)

8neffw/c

)
, onde L é o comprimento do cristal e neff é o índice de refração efetivo

para fótons gêmeos de frequência w.
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tem se mostrado útil não apenas na preparação de estados emaranhados, mas também na
manutenção da correlação dos pares de fótons em meios turbulentos [96–99].

Considerando que fendas múltiplas são colocadas no caminho dos fótons gêmeos
(como na Sec. 2.1), e supondo que as mesmas são posicionadas em zi = za e zs = za, o
estado obtido em za logo após as fendas é (de forma semelhante a Eq.2.10)

|Ψ⟩ ∝
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ls=−Λs

Φin (lid, lsd, za)) |li⟩ |ls⟩

|Ψ⟩ ∝
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ls=−Λs

Ein

(
(li + ls) d

2 , za

)
ξin

(
(li − ls) d

2 , za

)
|li⟩ |ls⟩ . (2.12)

A Eq.(2.12) nos mostra que a amplitude sobre os planos em zi = zs = za é o produto
das duas funções, ξ e E, propagadas do cristal até as aberturas. Então, o coeficiente de um
par |li⟩ |ls⟩ é determinado pelo produto das duas funções Ein e ξin nos pontos (li + ls) d/2 e
(li − ls) d/2, respectivamente. Para uma determinada dimensão Di ×Ds, preparar estados
diferentes implica na manipulação de Φin (xi, xs, za) nos pontos (xi = lid e xs = lsd).
Realizar operações sobre os fótons entre o cristal e as fendas múltiplas é matematicamente
equivalente a dizer que as duas funções na Eq.(2.11) são modificadas na propagação.

É interessante observarmos que a Eq. (2.12) não apresenta restrições quanto ao
número de aberturas em cada caminho. Neste trabalho, exploramos principalmente a
situação na qual o números de aberturas no caminho dos fótons signal e idler são diferentes,
e analisamos como Φ (xi, xs, zc) controla as correlações de cada par |li⟩ |ls⟩. Para tanto,
consideramos dois métodos para manipularmos a amplitude do bifóton. Em cada um
deles, uma das funções Ein ((xi + xs)/2, za) ou ξin ((xi − xs)/2, za), é predominante na
determinação dos coeficientes de cada |li⟩ |ls⟩ para o estado quântico do bifóton no plano
das fendas [4, 41].

2.2.1 Projeção da imagem do cristal sobre o plano das fendas.

O primeiro método consiste em projetar uma imagem ampliada do plano em z = zc

sobro o plano em z = za. Nesse caso, Φin (xi, xs, za) reproduz Φ (xi, xs, zc) (Eq.(2.11)) de
forma ampliada e com fase modificada. Como ilustrado na Fig. 5, um telescópio projetando
a imagem ampliada do cristal sobre o plano das fendas. Uma lente cilíndrica Lc e uma
lente esféria L2 são colocadas nos planos em z = zlc e z = zl2, respectivamente. Além disso
zlc − zc e zl2 − zc são iguais aos comprimentos focais das lentes cilíndrica (fc) e esférica
(f2), respectivamente.

Para o cálculo da propagação da amplitude Φzc (xi, xs, zc) (Eq.(2.11)) até as aber-
turas, utilizamos as ferramentas apresentadas no Ap.A, por meio de um procedimento
semelhante ao explicado na Sec.A.2 (o cálculo detalhado pode ser encontrado na Ref. [68]).
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Figura 5 – Esquema gráfico do setup experimental em que a uma lente cilíndrica e uma lente esférica
compõem o telescópio que projeta a imagem do plano do cristal, em z = zc, sobre o plano das
aberturas, em z = za. O fator de aumento da imagem é dado pela razão (zl2 − zc) / (zlc − zc).

A amplitude obtida no plano das fendas nesse caso é tal que

Φin (xi, xs, za) ∝ e
i kfc

2f2 (x2
i +x2

s)ξ
(

fc(xi−xs)
2f2

,zc

)
E
(

fc(xi+xs)d

2f2
,zc

)
, (2.13)

E o estado imediatamente após as aberturas é dado por

|Ψ⟩ ∝
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ls=−Λs

ei
k

2p(l2i +l2s)d2
ξ
(

(li−ls)d

2p
,zc

)
E
(

(li+ls)d

2p
,zc

)
|li⟩ |ls⟩ , (2.14)

onde k é o módulo do vetor de onda do feixe de bombeio (pump) e p = f2/fc é o fator de
aumento da imagem.

Montagens semelhantes foram utilizadas na preparação de estados de dois qubits
em [4] (signal e idler são transmitidos por fendas duplas) e de quatro qubits em [5,69]. No
caso em que uma fenda dupla e uma fenda tripla são utilizadas, o estado após as fendas
(para Λi = 1/2 e Di = 2, e Λs = 1 e Ds = 3), é

|Ψ⟩ ∝
{
ξ
(

− d
4p
,zc

) [
eiφE

(
− 3d

4p
,zc

)
|− 1

2 −1⟩ + E
(

d
4p
,zc

)
| 1

2 0⟩
]

+ eiφξ
(

− 3d
4p
,zc

)
E
(

− d
4p
,zc

)
| 1

2 −1⟩

+eiφξ
(

3d
4p
,zc

)
E
(

d
4p
,zc

)
|− 1

2 1⟩ + ξ
(

d
4p
,zc

) [
E
(

− d
4p
,zc

)
|− 1

2 0⟩ + eiφE
(

3d
4p
,zc

)
| 1

2 1⟩
]}
, (2.15)

onde φ = kd2/(2p).

Os coeficientes do estado |Ψ⟩ (Eq.(2.15)) sofrem a influência do valor da função
casamento de fase em pontos diferentes, e alguns coeficientes sofrem a influência do valor do
perfil transversal do pump em um mesmo ponto, isto é, E (±d/ (4p) , zc) estão presentes em
mais de um coeficiente. No entanto, o único parâmetro ajustável na montagem experimental
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após o cristal ( Fig.5), é o fator de aumento p. Pelo fato de a função casamento de fase ser
definida simetricamente [42], sua imagem em z = za também o é. O mesmo vale para o
perfil do pump no plano do cristal. Assim, ξ (+x, za) = ξ (−x, za) e E (+x, za) = E (−x, za)
na Eq. (2.15), limitando o conjunto de possíveis estados à serem preparados. Para uma
melhor visualização desses aspectos, dispomos os coeficientes da Eq.(2.15) na matriz de
coeficientes M (PMF)

2×3 abaixo, onde a simetria das funções foi considerada [81].

M
(PMF)
2×3 =


|−1⟩ |0⟩ |1⟩

|−1
2⟩ ξ1 × E2 e

iφ ξ1 × E1 ξ2 × E1 e
iφ

|1
2⟩ ξ2 × E1 e

iφ ξ1 × E1 ξ1 × E2 e
iφ

, (2.16)

onde ξ1 = ξ
(

± d
4p
,zc

)
, ξ2 = ξ

(
± 3d

4p
,zc

)
, E1 = E

(
± d

4p
,zc

)
, E2 = E

(
± 3d

4p
,zc

)
, cada figura

geométrica identifica os termos que são iguais e PMF se refere a Phase Matchinf Function.

Os elementos transversalmente na matriz M (PMF)
2×3 , seguindo do canto superior

esquerdo para o canto inferior direito, são determinados pelo valor da função casamento
de fase nos mesmos pontos (ou em pontos simétricos). Já os elementos das anti-diagonais,
simétricas em relação a uma anti-diagonal central, são determinados pelo valor do perfil
espacial do pump em um mesmo ponto (ou no ponto simétrico). Esse fato é observado
em qualquer dimensão (incluindo D ×D), como exemplificado nas matrizes para estados
3 × 4 e 3 × 3 a seguir,

M
(PMF)
3×4 =



|− 3
2⟩ |− 1

2⟩ |1
2⟩ |3

2⟩
|−1⟩ ξ1 × E3 e3iφ ξ1 × E2 e

iφ ξ2 × E1 e
iφ ξ3 × E1 e

3iφ

|0⟩ ξ2 × E2 e
2iφ ξ1 × E1 ξ1 × E1 ξ2 × E2 e

2iφ

|1⟩ ξ3 × E1 e
3iφ ξ2 × E1 e

iφ ξ1 × E2 e
iφ ξ1 × E3 e3iφ


(2.17)

M
(PMF)
3×3 =



|−1⟩ |0⟩ |1⟩

|−1⟩ ξ6 × E4 e
3iφ ξ5 × E5 e

iφ ξ4 × E6 e
iφ

|0⟩ ξ5 × E5 e
2iφ ξ6 × E6 ξ5 × E5

|1⟩ ξ4 × E6 e
3iφ ξ5 × E5 e

iφ ξ6 × E4 e
iφ

 (2.18)

onde ξ3 = ξ
(

± 5d
4p
,zc

)
ξ4 = ξ

(
± d

p
,zc

)
, ξ5 = ξ

(
± d

2p
,zc

)
, ξ6 = ξ (0,zc), E3 = E

(
± 5d

4p
,zc

)
, E4 =

E
(

± d
p
,zc

)
, E5 = E

(
± d

2p
,zc

)
e E6 = E (0).

No plano das aberturas, a imagem ampliada do perfil transversal do pump em
z = zc é mais larga do que a imagem da função casamento de fase nesse mesmo plano [4].
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No caso ideal, E (xi+xs
2 ,za) = E

(
xi+xs

2p
,zc

)
é constante ao longo das aberturas e pode ser

fatorado da Eq.(2.15).

Considerando essa situação para o estado 2 × 3, há dois possíveis estados à se-
rem preparados. O primeiro, é descrito pela Eq.(2.15) quando E (xi+xs

2 ,za) = cte, isto é,
ξ (±d/(4p),zc) e ξ (±3d/(4p),zc) são diferentes de zero [81]. O segundo é obtido com a imagem
do cristal no plano das aberturas estreita o suficiente para que ξ (±3d/(4p),zc) seja nulo, o
que resulta no estado

|ψI⟩ ∝ |− 1
2⟩
(
eiφE2 |−1⟩ + E1 |0⟩

)
+ | 1

2⟩
(
eiφE2 |1⟩ + E1 |0⟩

)
. (2.19)

A Fig.6 é uma ilustração das correlações no estado |ψI⟩. Quando um fóton idler
é identificado como sendo transmitido pela abertura li = −1/2 da fenda dupla, seu par
signal é identificado como transmitido por uma das aberturas ls = −1 ou ls = 0. Isto é,
cada possível caminho do sistema i está correlacionado com um superposição de possíveis
caminhos do sistema s.

Figura 6 – Correlação do estado ψI Eq.(2.19). Se um fóton do qubit (sistema i) é detectado em |−1/2⟩,
seu par (sistema s) é detectado em uma superposição entre |−1⟩ e |0⟩. Esferas de mesma cor
indicam fótons de um mesmo par, sendo cada parte diferenciada pelos contornos preenchido
(na fenda dupla) e pontilhado (na fenda tripla).

O número de estados bipartidos que podem ser preparados por esse método é
limitado por dois fatores, em qualquer dimensão. O primeiro, é o fato de o ajuste da
largura da função propagada ser a única manipulação possível. Dessa forma, fazer a imagem
do casamento de fase em z = za estreita o suficiente para que um certo ξj = 0 seja nulo,
impede que qualquer ξj′ com j′ > j seja diferente de zero. No caso 2 × 3, por exemplo,
não seria possível zerar ξ1 e não zerar ξ2. Consequentemente, não seria possível preparar
um estado apenas com as correlações |1

2 − 1⟩ e |−1
21⟩. O segundo fator limitante é devido

a diferentes pares |lils⟩ terem o mesmo coeficiente ξj . Para a dimensão 2 × 3, por exemplo,
essa característica faz com que não seja possível preparar um estado com |−1

20⟩ e sem
|1

21⟩.

2.2.2 Mudando o perfil transversal do feixe de bombeio

No segundo método, a propagação do bifóton até o plano das aberturas é tal
que a função ξ

(
xi−xs

2 , za
)

é mais larga do que E
(
xi+xs

2 , za
)

[61]. Na configuração ideal,
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ξ
(
xi−xs

2 , za
)

é constante na região das aberturas e os coeficientes da Eq.(2.12) são deter-
minados apenas pelo perfil transversal do feixe de bombeio. Como consequência, controlar
o perfil do pump que incide sobre o cristal significa controlar os coeficientes do estado na
Eq.(2.12) [38, 95].

Figura 7 – Esquema gráfico do setup experimental em que uma lente esférica projeta a imagem do plano
em z = zp, anterior ao cristal, sobre o plano das aberturas, em z = za. O fator de aumento
da imagem é dado pela razão (za − zl3 − f) /f , sendo f a distância focal da lente utilizada.

Como ilustrado na Fig. 7, a imagem de um plano anterior ao cristal é projetada sobre
o plano em z = za. Após o cristal, os fótons gerados de forma colinear são transmitidos por
uma lente L3 de distância focal f = (zl3 − zp) /2 = (za − zl3) /2, posicionada em z = zl3. O
feixe de bombeio não sofre a ação de L3 na Fig. 7, no entanto se o feixe do pump seguisse
o caminho dos fótons gêmeos, a distribuição de intensidade do feixe de bombeio observada
em z = za seria a mesma observada em z = zp. Novamente, o cálculo de Φin (xi, xs, za)) é
feito de forma semelhante à mostrada no Ap.A, sendo encontrado de forma detalhada na
Ref. [68]. Nessa configuração, a imagem não ampliada do plano em z = zp é projetada
sobro o plano em z = za. Além disso, o casamento de fase propagado é aproximadamente
constante, de forma que Φin (xi, xs, za) é proporcional a E (xp, zp) [68]. Assim, o estado do
bifóton logo após as aberturas é

|Ψ⟩ ∝
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ls=−Λs

eiϕ(li−ls)2
E
(

(li+ls)d

2 ,zp

)
|li⟩ |ls⟩ , (2.20)

onde ϕ = k/(8(za − zc)) é a fase adquirida na propagação e k é o módulo do vetor de onda
do pump [61].

Os coeficientes do estado da Eq.(2.20) são determinados pelo valor de E (xp, zp)
nos pontos xp = (li + ls) d/2 (Eq.(2.21)). Para a dimensão 2 × 3, o estado geral descrito
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na Eq.(2.20) é

|Ψ⟩ ∝
[
|− 1

2⟩
(
E (− 3d

4 ,zp) |−1⟩ + E (− d
4 ,zp) |0⟩ + e2iϕd2

E ( d
4 ,zp) |1⟩

)
+

+ | 1
2⟩
(
e2iϕd2

E (− d
4 ,zp) |−1⟩ + E ( d

4 ,zp) |0⟩ + E ( 3d
4 ,zp) |1⟩

)]
. (2.21)

Ao contrario do método anterior, podemos modificar não apenas a largura do
perfil, mas também a amplitude do campo em regiões específicas. Portanto, para uma
abordagem mais geral não consideraremos o perfil do pump simétrico como o foi em [38].
Semelhantemente ao caso anterior, podemos escrever uma matriz de coeficientes para o
estado da Eq.(2.21), a saber [81]

M
(pump)
2×3 =


|−1⟩ |0⟩ |1⟩

|−1
2⟩ C3 C1 C2 e

2iϕd2

|1
2⟩ C1 e

2iϕd2
C2 C4

, (2.22)

onde C1(2) = E (−(+) d
4 ,zp) e C3(4) = E (−(+) 3d

4 ,zp).

Mesmo considerando a possibilidade de o perfil do pump ser não simétrico, alguns
coeficientes da matriz M (pump)

2×3 (dispostos em diagonal) são determinados pelo valor da
função E

(
d(li+ls)

2 ,zp

)
em um mesmo ponto, análogo ao observado nas Eqs.(2.16-2.18). Essa

característica é intrínseca ao método, sendo observada em qualquer dimensão. Tomando
como exemplo os estados 3 × 4 e 3 × 3, temos

M
(pump)
3×4 =



|− 3
2⟩ |− 1

2⟩ |1
2⟩ |3

2⟩

|−1⟩ C5 C3 C1 e
2iϕd2

C2 e
9iϕd2/4

|0⟩ C3e
2iϕd2

C1 C2 C4 e
2iϕd2

|1⟩ C1 e
9iϕd2/4 C2 e

2iϕd2
C4 C6

, (2.23)

onde C5(6) = E (−(+) 5d
4 ,zp), C7(8) = E (−(+) d

2 ,zp), C9(10) = E (−(+)d,zp) e C11 = E (0,zp).

M
(pump)
3×3 =



|−1⟩ |0⟩ |1⟩

|−1⟩ C9 C7 C11 e
2iϕd2

|0⟩ C7 e
2iϕd2

C11 C8

|1⟩ C11 e
9iϕ/4 C8 e2iϕd2

C10

 (2.24)

O número de correlações possíveis é, portanto, limitado pelo fato de mais de um
coeficiente ser determinado pelo valor da função E (xp/2,zp) em um mesmo ponto. Não é
possível, por exemplo, prepararmos um estado 3 × 4 com |0 − 3

2⟩ sem |−1 − 1
2⟩. Apesar

disso, a possibilidade de modificarmos cada região do perfil do pump separadamente
aumenta o número de estados possíveis, se comparado com o método anterior. Uma
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possibilidade muito utilizada na preparação de estados de fenda D × D, consiste em
utilizar uma lente para focalizar o feixe de bombeamento no plano das aberturas (sem a
presença da L2) [38]. Essa configuração é eficiente na preparação de estados maximamente
emaranhados [38, 41, 47, 55], mas limita a quantidade de estados com outros graus de
emaranhamento que podem ser preparados, uma vez que modifica apenas a largura de
E (xi+xs

2 ,za). No caso 3 × 3, por exemplo, se a focalização é tal que C9 = 0, então C10 = 0,
e se C7 = 0, C8 = 0.

Uma configuração possível onde o perfil do pump é zerado em um determinado
ponto x, mas não em −x, é mostrado na Fig.8. Em z = zp, o feixe de bombeamento
é bloqueado uniformemente ao longo de ŷ, e em torno de um ou mais pontos ao longo
de x̂. Assim, o perfil E (xp,zp) imediatamente após os bloqueios, bem como sua imagem
E ((xi+xs)/2,za), apresenta “buracos” correspondentes às regiões bloqueadas.

Figura 8 – Ilustração de um feixe de laser passando por um slide transparente contendo faixas escuras.
Essas faixas bloqueiam a passagem de luz, de forma que o perfil transversal do feixe
transmitido apresenta regiões de intensidade nula, correspondentes às regiões das faixas
escuras.

Tomando como exemplo a dimensão 2 × 3, se o feixe de bombeamento é bloqueado
em torno de xp = −d/4 e xp = +3d/4, a imagem do perfil transversal do pump sobre o
plano das aberturas também é nula nessas regiões. Nesse caso, o estado |ψII⟩ preparado
logo após as aberturas é tal que C1 = C4 = 0, ou seja

|ψII⟩ ∝ |− 1
2⟩
(
C3 |−1⟩ + e2iϕd2

C2 |1⟩
)

+ C2 | 1
2⟩ |0⟩ . (2.25)

Se os cortes são feitos em torno de xp = +d/4 e xp = −3d/4, temos que C2 = C3 = 0,
e o estado obtido após as fendas é espelhado com relação ao da Eq.(2.25), isto é
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|ψ′
II⟩ ∝ | 1

2⟩
(
e2iϕd2

C1 |−1⟩ + C4 |1⟩
)

+ C1 |− 1
2⟩ |0⟩ . (2.26)

No caso em que o feixe é bloqueado em torno de dois pontos simetricamente opostos
com relação ao centro, há duas modificações possíveis para a dimensão 2 × 3. A primeira
consiste em zerar E (xp,zp) em torno de x = +d/4 e x = −d/4 (C1 = C2 = 0), o que resulta
no estado |ψIII⟩

|ψIII⟩ ∝ C3 |− 1
2⟩ |−1⟩ + C4 | 1

2⟩ |1⟩ . (2.27)

Já na segunda modificação, E (xp,zp) é zerado em torno de x = +3d/4 e x = −3d/4
(C3 = C4 = 0), resultando no estado |ψIV ⟩

|ψIV ⟩ ∝ |− 1
2⟩
(
C1 |0⟩ + e2iϕd2

C2 |1⟩
)

+ | 1
2⟩
(
C2 |0⟩ + e2iϕd2

C1 |−1⟩
)
. (2.28)

O estado |ψIV ⟩ também pode ser preparado com uma lente (que pode ser posicionada
antes ou depois do cristal) focalizando fracamente o feixe de bombeamento no plano das
aberturas. Caso E ((xi+xs)/2,za) seja estreito o suficiente para que E (±3d/4,za) = 0, um
estado com as mesmas correlações da Eq.(2.28) é obtido. Assim, |ψIV ⟩ é o estado obtido
quando o procedimento feito em [38,87], para estados 3 × 3, é aplicado à dimensão 2 × 3.

Nos estados das Eqs. (2.25) e (2.28), assim como na Eq.(2.19), todos os estados das
bases {|li⟩} e {|ls⟩} estão presentes. Em outras palavras cada |ls⟩ possui correlação direta
com algum |li⟩. O emaranhamento desses estados é pequeno, mesmo para valores otimizados
e não nulos de cada um dos coeficientes [62]. Em contrapartida, |ψIII⟩ (Eq.(2.27)), não
acessa todos os possíveis estados no espaço do qutrit. O caminho ls = 0 permanece livre
mas não aparece nas correlações, de forma que o estado |ψIII⟩ se comporta, de maneira
efetiva, como um estado de dimensão 2 × 2, sendo o emaranhamento máximo quando
C3 = C4.

Para investigarmos se é possível prepararmos um estado maximamente emaranhado
envolvendo todos os {|li⟩} e {|ls⟩}, recorremos à decomposição de Schmidt já que em nossas
análises supomos que os estados são puros [78]. Tomando um estado Di ×Ds (Di ≤ Ds),
o emaranhamento será máximo se seus coeficientes de Schmidt são iguais a 1/

√
Di [62].

Em outras palavras, se os autovalores da matriz densidade reduzida de uma das partes do
sistema são iguais a 1/Di [62]. Para a dimensão 2 × 3, por exemplo, os dois autovalores
não nulos devem ser iguais a 1/2. Isso acontece, como mostrado na Sec.B.1, se

C3 = − C1

2 cos(2ϕd2) , (2.29)
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com o feixe de bombeamento considerado inicialmente simétrico. No caso especial em que
2ϕd2 = π, o seguinte estado após as fendas é obtido

|ψV ⟩ = 1√
2

{
|− 1

2⟩
[3
2

(
−1

2 |−1⟩ + |0⟩ + |1⟩
)]

+ | 1
2⟩
[3
2

(
|−1⟩ + |0⟩ − 1

2 |1⟩
)]}

, (2.30)

o qual pode ser reescrito na forma

|ψV ⟩ = 1√
2

{|− 1
2⟩ |Ω1⟩ + | 1

2⟩ |Ω2⟩} , (2.31)

onde |Ω1⟩ e |Ω2⟩ são definidos como [81]

|Ω1⟩ = 3
2

(
−1

2 |−1⟩ + |0⟩ + |1⟩
)
, |Ω2⟩ = 3

2

(
|−1⟩ + |0⟩ − 1

2 |1⟩
)
. (2.32)

O perfil transversal do feixe de bombeamento necessário para a preparação do
estado |ψV ⟩, é tal que |E (−(+) 3d

4 ,zp) | = |E (−(+) d
4 ,zp) |/2. Além disso, o setup experimental

utilizado deve ser ajustado para que ϕd2 = π/2. A necessidade de controlar a fase ϕ e a
amplitude relativa entre alguns pontos do perfil, faz com que a preparação de |ψV ⟩ seja
experimentalmente mais complexa do que as dos outros estados apresentados.

O perfil transversal do pump em z = zp pode ser manipulado de muitas outras
maneiras, resultando em diferentes estados de fenda. A Fig. 9 ilustra as correlações dos
estados |ψII⟩-|ψV ⟩ e de mais dois exemplos, para dimensão 2 × 3, em que apenas um corte
é feito em E (xp,zp) 3.

[a] [b] [c]

[d] [e] [f]

Figura 9 – Correlação dos estados. Esferas de mesma cor indicam fótons de um mesmo par, sendo cada
parte diferenciada pelos contornos preenchido (na fenda dupla) e pontilhado (na fenda tripla).
As correlações dos estados |ψII⟩-|ψV ⟩ são respectivamente ilustradas em (a)-(d). (e) e (f)
correspondem aos exemplos em que apenas C1 = 0 e C3 = 0, respectivamente.

3 Neste trabalho consideramos as possibilidades em que as aberturas são posicionadas de forma simétrica
com relação ao centro do perfil do pump (xp = 0). Dessa forma, deixamos em aberto as possibilidades
que envolvem o posicionamento não simétrico das aberturas para a preparação de estados com diferentes
correlações.
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A possibilidade de obtermos diferentes correlações por meio do controle sobre
o perfil transversal da amplitude conjunta dos fótons gêmeos também abre o leque de
possibilidades na preparação de estados de fenda compostos por uma única parte. O uso
dos métodos de preparação de estados bipartidos na preparação de estados unipartidos é
discutido na seção à seguir.

2.3 Preparação de estados de um qudit por meio de traço parcial
de um estado bipartido
Estados bipartidos também podem ser usados como base para a preparação de

estados de uma única parte. A realização de traço parcial sobre o sistema resulta em estados
reduzidos de apenas um qudit, sendo que os coeficientes dos estados reduzidos dependem da
amplitude conjunta Φin (xi, xs, za) (Eq.(2.10)). Partindo do estado da Eq.(2.12) e supondo,
por exemplo, que traço parcial seja realizado sobre a parte i do sistema, o estado reduzido
ρs é dado por (Ap. C) [76]

ρ̂s = Tri (|Ψ⟩ ⟨Ψ|)

ρ̂s ∝
Λi∑

li=−Λi

 Λs∑
ls=−Λs

Λs∑
ms=−Λs

Φin (lid, lsd, za) Φ∗
in (lid,msd, za) |ls⟩ ⟨ms|

 , (2.33)

sendo o somatório final dependente de ls e ms.

Para o caso em que o traço parcial é realizado sobre a parte s do sistema, obtemos
um estado ρ̂i descrito de forma completamente análoga à Eq. (2.33) (com os somatórios
dos índices ls, li e mi).

Caso a função Φin (xi, xs, za) possa ser escrita como um produto de duas funções,
uma dependente apenas de xi e outra apenas de xs, a Eq.(2.33) dependerá apenas dos
somatórios sobre as funções dependentes de ls e ms, indicando a ausência de correlação
inicial entre as duas partes. Em contrapartida, se o estado bipartido é preparado com
fótons produzidos pela CPD, por exemplo, sabemos que a função Φin (xid, xsd, za) é não
separável com relação as variáveis xi e xs [42]. Isso faz com que o estado ρ̂s carregue a
correlação do sistema de duas partes, sendo seus coeficientes determinados pelos sistema
de origem, isto é, o estado bipartido.

Considerando os dois métodos de preparação descritos na Sec.2.2, o estados reduzi-
dos ρ̂s em cada um deles, são

ρ̂s1 ∝
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ls,ms=−Λs

eiφ(l2s−m2
s)ξ

(
(li−ls)d

2p
,zc

)
ξ
(

(li−ms)d

2p
,zc

)
|ls⟩ ⟨ms| , (2.34)

para a imagem ampliada do cristal projetada sobre o plano das aberturas, e

ρ̂s2 ∝
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ls,ms=−Λs

eiϕ(2li(ms−ls)+l2s−m2
s)E

(
(li+ls)d

2 ,zp

)
E∗

(
(li+ms)d

2 ,zp

)
|ls⟩ ⟨ms| ,(2.35)
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para a imagem do perfil do pump em z = zp projetada sobre o plano em z − za.

Novamente, os estados reduzidos da parte i, ρ̂i1 e ρ̂i2, são descritos de forma análoga
às Eqs. (2.34) e (2.35), respectivamente.

Conclusão
Neste capítulo, revisamos os pontos principais sobre o uso de fendas múltiplas na

preparação de estados quânticos, e mostramos que métodos conhecidos ainda podem ser
explorados de muitas formas além daquelas feitas na literatura.
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3 Medições em sistemas de estados de fenda

Tanto em óptica clássica quanto em óptica quântica, os experimentos envolvendo
fendas múltiplas são, em geral, estudados por meio de dois tipos de medição: a imagem
e a transformada de Fourier óptica do plano da fenda múltipla. No caso clássico, a
imagem fornece a intensidade do campo elétrico que emerge de cada abertura. Já a
transformada de Fourier óptica, fornece a distribuição de intensidade do campo resultante
vindo das aberturas e propagado até um plano distante da fonte [33]. No caso quântico, a
imagem nos permite determinar o número de fótons transmitidos através de cada uma das
aberturas [40,84,85]. Já a transformada de Fourier óptica nos permite obter a distribuição
de probabilidade de detectarmos fótons em um plano distante das aberturas onde não seja
possível discernir o caminho de cada fóton, ou a abertura de origem de cada um [21,33].
Neste capítulo, revisamos as descrições teóricas desses dois tipos de medição, apresentando
nossas contribuições para o entendimento das mesmas, e as relacionamos com o problema
da determinação da corência quântica de estados de fenda de altas dimensões.

Nas três primeiras seções, analisamos as medições de estados de uma e duas
partes, sendo a primeira seção uma revisão teórica sobre os dois processos de medição
citados acima. Na Sec. 3.2, mostramos como a descrição da interação do estado com um
marcador de caminho (Cap.1) é aplicada às medições dos estados de fenda. Em seguida,
na Sec.3.3, relacionamos a análise da seção anterior com os possíveis métodos para a
obtenção experimental da norma l1 de coerência. Por fim, na Sec.3.4, discutimos a extensão
das medições descritas na Sec.3.1 para estados bipartidos, e as medições marginais na
preparação de estados de uma parte.

3.1 Operadores de medição e probabilidades de detecção
Para qualquer sistema quântico em um certo estado ρ̂, a probabilidade de obtermos

um resultado α após uma medição associada a um operador M̂α é dada por [75]

Pα = Tr
(
Γ̂ρ̂
)
, onde Γ̂ = M̂ †

αM̂α. (3.1)

Em sistemas ópticos, as distribuições de probabilidade são experimentalmente
obtidas a partir da contagem de fótons registrados por um detector fixo em um plano
(em z = zd) que chamamos de plano de detecção. A taxa temporal com que os fótons
em um estado ρ̂ são registrados em um determinado ponto (x, y) no plano de detecção, é
proporcional ao Tr

(
Ê(−) (x, y, zd) Ê(+) (x, y, zd) ρ̂

)
, sendo Ê(−) (x, y, zd) o operador campo

elétrico no ponto (x, y) do plano em z = zd [43, 77].
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Na medição dos estados de fenda, a distribuição de fótons registrados em z = zd

é avaliada na mesma direção em que a discretização do momento linear ocorre, como as
demais operações sobre o estado. Neste trabalho, como descrito no Cap.2, o momento
linear dos fótons é discretizado ao longo da direção x̂. Assim, a probabilidade P (x, zd) de
detectarmos um fóton em alguma posição x do plano em z = zd é tal que [43,77]

P (x, zd) = Tr
(
Ê(−)(x, zd)Ê(+)(x, zd)ρ̂

)
. (3.2)

Portanto, as medições feitas sobre os estados de fenda são associadas ao operador positivo

Γ̂ = Ê(−) (x, zd) Ê(+) (x, zd) . (3.3)

Considerando um estado de fenda geral, descrito como

ρ̂ =
Λ∑

l=−Λ

Λ∑
m=−Λ

ρlm |l⟩ ⟨m| 1, (3.4)

podemos escrever o operador Γ̂ na mesma base de ρ̂, a saber [61, 70]

Γ̂ =
Λ∑

l=−Λ

Λ∑
m=−Λ

⟨l| Ê(−) (x, zd) Ê(+) (x, zd) |m⟩ |l⟩ ⟨m| , (3.5)

e o produto Γ̂ρ̂ como

Γ̂ρ̂ =
Λ∑

m=−Λ

Λ∑
l=−Λ

Λ∑
r=−Λ

⟨m| Ê(−) (x, zd) Ê(+) (x, zd) |l⟩ ρlr |m⟩ ⟨r| . (3.6)

Nesse caso, escrevemos a probabilidade P (x, zd) (Eq.(3.2)), ou melhor, o traço de
Γρ̂ como

P (x, zd) =
Λ∑

m=−Λ

Λ∑
l=−Λ

⟨m| Ê(−) (x, zd) Ê(+) (x, zd) |l⟩ ρlm. (3.7)

A Eq.(3.7) mostra que a probabilidade P (x, zd) de um fóton ser detectado depende
não apenas do estado preparado, mas também dos valores {⟨m| Ê(−)(x, zd)Ê(+)(x, zd) |l⟩},
e consequentemente, do operador implementado na medição (Eq.(3.3)). Além disso, os
diferentes processos de medições envolvem diferentes expressões para os operadores campo
elétrico.

Com relação à determinação dos operadores atuantes em cada medição, trabalhos
anteriores mostraram que Ê(+)(x, zd) é o operador campo elétrico de um fóton propagado
através dos componentes ópticos do setup de medição até o plano em z = zd [61]. Neste
trabalho, o setup de medição engloba toda montagem experimental entre o plano das
1 Como na descrição do capítulo anterior, Λ = (D − 1)/2 e D é a dimensão do estado definido pelo

número de aberturas da fenda múltipla.
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aberturas e o plano de detecção. Em todas as configuraçoes de medição utilizadas, uma
lente esférica é posicionada no meio do caminho entre a fenda múltipla e o detector, como
mostrado na Fig. 10. Sendo assim, o cálculo de Ê(+)(x, zd) é igual ao da propagação de
um fóton que propagando do plano em z = za até o plano em z = zd, sendo transmitido
por uma lente em z = zl (Fig. 10).

As configurações correspondentes às duas medições abordadas, à saber, imagem e
transforma da de Fourier, são descritas na sequência.

Figura 10 – Esquema do setup de medição. Uma lente esférica é colocada no plano em
z = zl, à meia distância entre o plano das aberturas em z = za e o plano de
detecção em z = zd. Em (a) a lente possui distância focal igual a (zl − za) /2
e a imagem não ampliada do plano das aberturas é projetada sobre o plano de
detectção. Em (b) a lente possui distância focal igual a zl−za e a transformada
de Fourier óptica do plano das aberturas é projetada sobre o plano de detectção.

• Imagem

Na primeira configuração (Fig.10(a)), a lente posicionada entre a fenda múltipla e o
detector possui uma distância focal f tal que zl − za = zd− zl = 2f . Nessa situação, a lente
projeta a imagem do plano da fenda múltipla sobre o plano de detecção, como mostrado
na Sec. A.2. Partindo do cálculo apresentado na Sec.B.2 e da Eq.(3.7), temos que neste
caso a probabilidade de um fóton ser detectado em um ponto x do plano em z = zd é dada
por

P I(x, zd) ∝
Λ∑

l=−Λ

Λ∑
m=−Λ

∏(
x−md

2a

)∏(
x− ld

2a

)
⟨l| ρ̂ |m⟩

P I(x, zd) ∝
Λ∑

l=−Λ

∏(
x− ld

2a

)
ρll. (3.8)

A distribuição de probabilidade da Eq.(3.8) mostra que a medição da imagem da
fenda múltipla nos permite acessar o valor de cada elemento diagonal da matriz densidade
do estado (proporcional a contagem de fótons registrados em torno de x = ld, dentro de
um intervalo 2a ).
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• Transformada de Fourier óptica

No caso em que a distância focal f2 da lente em z = zl é tal que zl − za = zd − zl = f2

(Fig.10(b)), a transformada de Fourier do plano da fenda múltipla é projetada sobre o
plano de detecção, como discutido nas Secs. A.2 e B.2. A partir da Sec.B.2 e da Eq.(3.7),
a probabilidade de detectarmos um fóton em um ponto x do plano z = zd nesse caso é
dada por

P F (x, zd) ∝ sinc2
(
kax

f2

) Λ∑
l=−Λ

Λ∑
m=−Λ

e
−i k(l−m)d

f2
x
ρlm

∝ sinc2
(
kax

f2

) Λ∑
l=−Λ

ρll +
Λ∑

l=−Λ

Λ∑
m̸=l,m=−Λ

2 cos
(
k (l −m) d

f2
x+ φlm

)
|ρlm|

 , (3.9)

onde φlm é a fase do coeficiente complexo ρlm, e para um estado normalizado ∑l ρll = 1
[43, 77].

A distribuição de probabilidade descrita na Eq.(3.9) apresenta uma oscilação
ponderada pelos coeficientes não diagonais de ρ̂, mas também depende de todos os
outros. Por isso, os coeficientes {ρlm; l ̸= m} não podem ser determinados diretamente da
distribuição de contagenm proporcionail a Eq.(3.9), ao contrario dos coeficientes {ρll}, que
podem ser obtidos diretamente dos dados experimentais proporcionais a Eq.(3.8).

A informação a respeito de cada ρlm(l ̸= m) está disponível na Eq.(3.9) mas
nem sempre é acessível, como veremos na sequência. Na Sec.3.3 abordamos o problema
diretamente, onde discutimos as possíveis maneiras de determinarmos o valor da soma∑
l,m;l ̸=m |ρlm| a partir do padrão de interferência da Eq.(3.9).

3.2 Paralelo entre medições de estados de fenda e o formalismo de
marcadores de caminho
Na revisão da seção anterior, as Eqs.(3.7), (3.8) e (3.9) mostram que o resultado

de uma medição, e as informações dela extraídas, dependem do operador implementado,
e portanto, do setup experimental. Como consequência, a observação de franjas de in-
terferência produzidas por um determinado estado, depende não apenas do estado em
si, mas também de como a medição é feita. Essa dependência tem sido discutida em
muitos trabalhos onde a coerência quântica é estudada em interferômetros de dois ou mais
caminhos. Para estabelecermos uma conexão entre a análise dos estados de fenda e os
demais trabalhos da literatura, propomos um paralelo entre a descrição de medição via
interação com marcadores de caminho (apresentada na Ref. [14]) e a introduzida na seção
anterior. Além disso, discutimos a relevância de nossas análises na medição da norma l1
de coerência.
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Como ponto de partida, observemos que a Eq.(3.7) é um somatório em que cada
termo corresponde a um par lm. Se construirmos uma matriz densidade ρ′ com os termos
da Eq. (3.7), de forma que cada coeficiente ρ′

lm seja dado pelo termo correspondente ao
par lm na Eq. (3.7), o operador de estado ρ̂′ obtido é

ρ̂
′ =

λ∑
l,m=−λ

(
ρlm ⟨m|E(−)(x, zd)E(+)(x, zd) |l⟩

)
|l⟩ ⟨m| . (3.10)

Voltando ao Cap.1,destacamos a semelhança entre as Eqs. (1.15) e (3.10). O estado
hipotético ρ̂

′ é descrito como se houvesse uma espécie de marcador de caminho, cujos
possíveis estados dependem da configuração experimental entre os planos em z = za

e z = zd (já que o valor de cada ⟨m|E(−)(x, zd)E(+)(x, zd) |l⟩ depende da configuração
experimental).

Experimentos com estados de fenda são basicamente constituídos de um ensemble
de fótons propagando através de um setup experimental até um plano onde os fótons são
registrados. Se a descrição dos resultados permanece inalterada, a separação entre etapas de
preparação, evolução e medição podem ser feitas de forma conveniente a uma determinada
análise do experimento. Assim, a distribuição de probabilidade de detecção de fótons pode
ser obtida por diferentes maneiras. Na seção anterior, por exemplo, Ê(+)(x, zd) ∝ a† foi
calculado considerando o campo propagado através dos componentes ópticos do setup de
medição, partindo do plano das fendas até o plano do detector. No entanto, a distribuição
de probabilidade resultante também poderia ser obtida considerando a propagação do
estado de fenda, preparado em z = za, até o plano imediatamente após a lente. O operador
E(+)(x, zd) seria, então, calculado considerando a propagação de um fóton de z = za até
zl. Poderíamos ainda propagar o estado preparado no plano das aberturas até o plano
do detector. Nesse caso, Ê(+)(x, zd) teria o papel apenas de aniquilar os fótons no plano
em z = zd. Em uma outra possibilidade, podemos supor a existência de um marcador de
caminho entre o plano das aberturas e o plano de detecção, com o qual os fótons do estado
preparado em z = za interagem produzindo um estado conjunto em z = zd, semelhante ao
da Eq.(1.14).

Vamos considerar o estado de um fóton transmitido por uma determinada abertura
l e propagado até o plano em z = zd, através da montagem experimental mostrada na Fig.
10. Sendo |nl⟩ o estado no plano em z = za, escrito como

|nl⟩za
∝

∫ ∞

−∞

∏(
x− ld

2a

)
|x⟩ dx, (3.11)
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o estado final |pl⟩ = |nl⟩zd
em z = zd, é tal que2

|pl⟩ ∝



∫ ∏(x−ld
2a

)
|x⟩ dx na configuração da Fig.10(a)

∫
sinc (kax/f) e−i kld

f
x |x⟩ dx na configuração da Fig.10(b).

. (3.12)

A descrição da propagação dos fótons que saem do plano das abertura e passam
pelo setup experimental até zd é análoga à descrição em que cada possível |l⟩ (do estado de
interesse) interage com seu respectivo marcador |pl⟩ antes de ser detectado. Nesse sentido,
podemos considerar que o estado resultante ρ̂T no plano de detecção é tal que

ρ̂T =
Λ∑

l,m=−Λ
ρlm |l⟩ |pl⟩ ⟨m| ⟨pm| . (3.13)

Já o estado observado ρ̂o é dado pelo traço parcial sobre os estados do marcador
de caminho, isto é,

ρ̂o = Trp (ρT ) =
Λ∑

l,m=−Λ
⟨pm|pl⟩ ρlm |l⟩ ⟨m| . (3.14)

Para as duas situações consideradas, temos que

ρ̂o ∝


∑Λ
l=−Λ

∏2
(
x−ld

2a

)
ρll |l⟩ ⟨l| na configuração da Fig.10(a)

∑Λ
l,m=−Λ sinc2

(
kax
f2

)
e
i kd

f2
x(m−l)

ρlm |l⟩ ⟨m| na configuração da Fig.10(b).

(3.15)

É interessante analisarmos as duas possibilidades da Eq. (3.15) tendo em mente o
conteído da Sec.1.3, onde discutimos os efeitos da ortogonalidade dos possíveis estados do
marcador de caminho na determinação dos coeficientes diagonais e não diagonais do estado
de interesse. No primeiro caso da Eq.(3.15) (Fig.10(a)), os possíveis estados do conjunto
{|pl⟩} são ortogonais entre si. Nesse caso, podemos determinar apenas os coeficientes
diagonais do estado de interesse, isto é, os coeficientes {ρll} do estado ρ̂. Já no segundo
caso ( Fig.10(b)), os estados {|pl⟩} diferem entre si apenas por uma fase. Assim, fótons
vindos de cada uma das aberturas não podem ser diferenciados e o estado observado é
escrito em termos de todos os coeficientes de ρ̂.

Dados os argumentos construídos até aqui, destacamos o paralelo existente entre
as descrições envolvendo a interação de um sistema com um marcador de caminho e a
descrição tradicional de experimentos envolvendo estados de fenda. Experimentos como o
da Fig.10 parecem possuir uma espécie de marcador de caminho, cujos possíveis estados
2 Cálculo feito de forma detalhada na Sec.A.2.
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Figura 11 – Esquema ilustrativo propagação de um estado de fenda através de um setup
experimental. Em analogia a Fig. 1, podemos considerar o estado no plano
de detecção como resultado da interação entre o estado em za (estado de
interesse) e o estado de um fóton originado em za e propagado até o plano
zd. Em (a) o estado de interesse interage com um setup experimental geral,
sendo que o que é observado no plano de detecção dependen diretamente dessa
interação (propagação) de forma análoga ao caso da Fig.1 (a). (b) corresponde
a configuração em que ⟨nl|nm⟩zd == ⟨pl|pm⟩ = 0 (Eq.(3.12)). Nesse caso a
imagem do plano das aberturas é projetado em za e as aberturas de origem de
cada fóton detectado são perfeitamente discriminados, como no caso da Fig.1
(b). (c) corresponde a configuração em que ⟨nl|nm⟩zd == ⟨pl|pm⟩ ≠ 0. Nesse
caso, a transformada de Fourier do plano za é projetada em zd e as aberturas
de origem dos fótons detectados não podem ser identificadas, como no caso
da Fig.1 (c).

{|pl⟩} são determinados pela configuração do setup de medição (pelo campo propagado
entre za e zd). Quando a imagem do plano das aberturas é projetada sobre o plano de
detecção, os estados do conjunto {|pl⟩} são ortogonais, e nenhuma coerência pode ser
observada, independente de qual seja o estado ρ̂ (de forma semelhante ao caso em que
o marcador de caminho se encontra em uma superposição de estados ortogonais). Por
outro lado, a projeção da transformada de Fourier óptica do plano da fenda múltipla
sobre o plano de detecção, produz um conjunto de estados indistinguíveis, possibilitando a
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observação da coerência do estado inicial (como no caso em que oo marcador de caminho
de encontra numa superposição de estados não ortogonais) [82].

A determinação da coerência quântica de um estado, a partir do padrão de interfe-
rência resultante da medição no plano de Fourier, não é uma tarefa trivial. Como será
mostrado na próxima seção, a questão principal a ser respondida é: como podemos extrair
o valor de ∑l,m;l ̸=m ρlm da curva experimental descrita na Eq.(3.9).

3.3 Medição da norma l1 de qudits codificados em caminho trans-
versal
Desde o tratamento teórico da Ref. [16], outros autores têm trabalhado no problema

experimental referente à determinação da coerência quântica. Um dos quantificadores
definidos na Ref. [16] foi obtido experimentalmente em 2016, para o estado de um qubit
codificado em polarização [17]. Em relação aos estados de fenda, T. Paul e T. Qureshi
analisaram a teoria envolvida na determinação experimental da norma l1, a partir da
medição de um padrão de interferência como o da Eq.(3.9). Nesta seção, discutimos o
método proposto na Ref. [18], e apresentamos alternativas para os casos em que o mesmo
não é válido.

Na Sec.3.1, vimos duas medições típicas em experimentos envolvendo estados de
fenda. Uma delas nos permite discriminar o caminho dos fótons, nos dando acesso apenas
aos elementos diagonais da matriz densidade do estado preparado no plano da fenda
múltipla. Para que tenhamos acesso aos elementos não diagonais, necessitamos de um setup
de medição através do qual os caminhos dos fótons não possam ser identificados, o que
ocorre quando a transformada de Fourier óptica do plano em z = za é projetada em z = zd.
Porém, o valor da norma l1 não pode ser extraído diretamento da curva experimental
descrita pela Eq.(3.9). A princípio, essa limitação se dá em todas as dimensões onde há
a possibilidade de superposição, uma vez que a distribuição de probabilidade no plano
de Fourier depende tanto de elementos não diagonais quanto diagonais,independente da
dimensão. Para os estados bidimensionais, a visibilidade do padrão de interferência nos
fornece a soma dos módulos dos dois coeficientes não diagonais. Já para dimensões maiores,
não podemos definir um contraste e a soma dos módulos dos coeficientes não diagonais
envolve mais de dois termos.

Conforme a Ref. [18], a determinação da coerência quântica pode ser feita com
o auxílio de um segundo estado de fenda ρ̂diag, previamente identificado como sendo
incoerente e contendo os mesmos coeficientes diagonais do estado estudado ρ̂. A medição
do estado ρ̂diag no plano de Fourier resulta na seguinte distribuição de probabilidade ao
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longo de x̂ no plano em z = zd

Pdiag(x, zd) ∝ sinc2
(
kax

f2

) Λ∑
l=−Λ

ρll

 , (3.16)

a qual não apresenta oscilações, como esperado para um estado incoerente.

Sendo ρ̂ o estado cuja coerência pretendemos determinar e ρ̂diag o estado previamente
conhecido como incoerente, podemos definir a curva de oscilação Θ (x, zd) como

Θ (x, zd) = P F (x, zd) − Pdiag(x, zd)
Pdiag(x, zd)

Θ (x, zd) =
Λ∑

l=−Λ

Λ∑
m ̸=l,m=−Λ

2 cos (γ (l −m)x+ φlm) |ρlm| , (3.17)

onde γ = kd/f2, e a normalização de ρ̂diag foi considerada.

Apesar de a função Θ (x, zd) não ser resultado direto de uma medição, como P (x, zd)
e Pdiag (x, zd), a curva resultante na Eq.(3.17) pode ser usada na determinação da coerência
quântica de alguns estados, a saber, aqueles que cujas fases {φlm} são todas nulas (ou
iguais a π). Para esses estados, todos os termos cossenoidais na Eq.(3.17) possuem o
mesmo ponto de máximo (ou de mínimo), de forma que o valor máximo (ou mínimo) de
Θ (x, zd) é igual à norma l1 do estado.

Tomando como exemplo o estado geral de dimensão D = 3, representado pela
matriz densidade

ρ =


⟨−1| ⟨0| ⟨1|

|−1⟩ ρ−1−1 |ρ−10| eiφ−10 |ρ−11| eiφ−11

|0⟩ |ρ−10| e−iφ−10 ρ00 |ρ01| eiφ01

|1⟩ |ρ−11| e−iφ−11 |ρ01| e−iφ01 ρ11

, (3.18)

temos que Θ (x, zd) para essa dimensão é dado por

Θ3 (x, zd) = 2 |ρ−10| cos (γx+ φ−10) + 2 |ρ01| cos (γx+ φ01)
+2 |ρ−11| cos (2γx+ φ−11) . (3.19)

Diferentes estados de qutrit resultam em funções Θ3 com diferentes coeficientes e
diferentes fases. Na Fig.12 estão as simulações da Eq. (3.19) para estados com diferentes
valores de ρlm e φlm. Nas Figs. 12(a) e (b) todas as fases são nulas ({φlm = 0}). Nas Figs.
12(c) e (d) {φlm = π}, na Fig. 12(e) {φlm = π/2}, e na Fig. 12(f), φ−11 = 2π/3, φ−10 =
π/2, φ01 = 5π/3. Além disso, nas Figs. 12(b), (d) e (f) |ρ−11| = 0.25, |ρ−10| = 0.2,
|ρ01| = 0.35, e nas Figs.12(a), (c) e (e) |ρ−11| = 0.4, |ρ−10| = 0.1, |ρ01| = 0.5. Em cada
gráfico, a linha horizontal superior indica o valor de 2 (|ρ−11| + |ρ−10| + |ρ01|) , e a linha
inferior indica o oposto deste valor.
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Figura 12 – Curvas teóricas da função de oscilação Θ (x, zD) na Eq.(3.19) para qutrits. As linhas azuis
e tracejadas (no topo das curvas) indicam o valor da norma l1 (coerência quântica não
normalizada) dos estados correspondentes à cada curva, as linhas de pontos na cor laranja
(na parte de baixo das curvas) indicam o valor negativo da norma l1 de cada estado. Em
(a) e (b) todas as fases φlm são iguais a zero, i.e., {φlm = 0}. Em (c) e (d) {φlm = π},
em (e) {φlm = π/2}, e em (f) φ−11 = 2π/3, φ−10 = π/2, φ01 = 5π/3. Em (b), (d) e (f),
|ρ−11| = 0.25, |ρ−10| = 0.2, |ρ01| = 0.35, e em (a), (c) e (e), |ρ−11| = 0.4, |ρ−10| = 0.1,
|ρ01| = 0.5.

A Fig. 12 mostra que para estados com todas as fases nulas (Figs.12(a) e (b)), e
com todas as fases iguais a π (Figs. 12(c) e (d)), a coerência quântica pode ser determinada
diretamente do gráfico, sendo

C =


Θmax(xmax,zd)

(3−1) para {φlm = 0} ,

Θmin(xmin,zd)
(3−1) para {φlm = π} .

(3.20)

Na Ref. [18] os autores propõem a determinação da coerência quântica de estados
com fases nulas, a partir dos máximos centrais das funções descritas nas Eqs.(3.16) e
(3.17)3. Tal proposta é equivalente à análise de um único ponto (de máximo ou mínimo)
das curvas mostradas nas Figs. 12 (a)-(d).

Nas Figs. 12(e) e (f), onde as fases são diferentes, a oscilação não atinge o valor
da norma l1 do estado. Portanto, a menos que saibamos previamente que {φml = 0} (ou
3 Os autores de [18] mostram que C = [PF (xmax, zd)/Pdiag(xmax, zd)] − 1 para estados de fases nulas.



Capítulo 3. Medições em sistemas de estados de fenda 50

{φml = π}), não podemos determinar a coerência quântica do estado estudado a partir da
função Θ (x, zd). Assim, tanto a necessidade de se caracterizar estados completamentes des-
conhecidos, como o fato de a suposição {φml = 0} (ou {φml = π}) não ser compatível com
muitos dos estados preparados em laboratório, faz com que a determinação experimental
da coerência quântica de estados mais gerais precise ser estudada.

Um ponto importante à ser destacado na Eq.(3.9), é o fato de que cada termo do
segundo somatório corresponde a uma oscilação consequente da superposição entre um
par de modos de fenda, sendo φml a fase relativa entre os modos transversais em cada
estado do par (|l⟩ e |m⟩). Como consequência, se apenas os fótons oriundos de um par de
aberturas chegar até o detector, o padrão de interferência observado será o de um estado
bidimensional. Neste caso, a visibilidade do padrão interferência é igual à coerência entre
os dois modos de fenda considerados [22].

Tomando novamente D = 3 como exemplo, se apenas os fótons oriundos das
aberturas l = −1 e m = 1 chegarem até o detector, o padrão de interferência observado ao
longo de x̂ no plano em z = zd pode ser escrito como

P−11(x, zd) ∝ sinc2
(
kax

f2

)
[1 + V−11 cos (2γx− φ−11)] , (3.21)

onde V−11 = 2 |ρ−11| / (ρ−1−1 + ρ11), e ρ−11, ρ11 e ρ−1−1 são os elementos da matriz densidade
do qutrit em questão.

Considerando os padrões que seriam obtidos para os outros pares de aberturas,
l = −1, m = 0 e l = 0, m = 1, podemos determinar a coerência do qutrit somando, de
forma ponderada, as visibilidades dos padrões de interferência produzidos por todas as
combinações de pares de aberturas. Para o estado geral descrito na Eq.(3.18), podemos
escrever [82]

C = 1
(3 − 1)

V−10 (ρ−1−1 + ρ00) + V−11 (ρ−1−1 + ρ11) + V01 (ρ00 + ρ11)
ρ−1−1 + ρ00 + ρ11

. (3.22)

Na ilustração da Fig.13, uma das aberturas da fenda tripla é bloqueada mecani-
camente, de forma que o padrão de interferência seja consequente da superposição dos
estados correspondentes a apenas duas aberturas. Nesse caso, para determinarmos o valor
de C na Eq.(3.22), também é necessário realizar a medição no plano de imagem, à fim
de determinarmos os valores dos coeficientes ρ−1−1, ρ00 e ρ11. Portanto, a determinação
experimental de todos os termos da Eq.(3.22) envolve a realização de quatro varreduras
ao longo de x̂ no plano em z = zd (três padrões de interferência e uma imagem). Para um
estado de dimensão D > 2, é necessária uma quantidade N de varreduras igual um mais a
combinação de D dois à dois, isto é

N = 1 + D!
2 (D − 2)! = 1 + D2 −D

2 . (3.23)
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Figura 13 – Ilustração do procedimento experimental para a medição de padrões de interferência entre
pares. Com uma lente projetando a transformada de Fourier do plano da fenda múltipla
sobre o plano de detecção, um bloqueio mecânico é utilizado de forma a permitir que os
fótons sejam transmitidos por apenas duas aberturas da fenda múltipla, em direção ao
detector. A figura mostra o exemplo em que l = −1 e m = 1 são deixados livres, produzindo
o padrão de interferência descrito pela Eq.(3.21).

Apesar do rápido crescimento de N com a dimensão D, o método se mostra
interessante pelo fato de nos permitir determinar o valor da coerência quântica de qualquer
estado, e também o módulo de cada um dos elementos de sua matriz densidade. Além
disso, podemos determinar quais são as fases relativas entre dois elementos não diagonais
de ρ. A fase relativa φ−10 − φ01, por exemplo, é dado pelo deslocamento entre os máximos
centrais dos padrões de interferência proporcionais a P−10(x, zd) e P01(x, zd).

3.4 Medição de estados bipartidos
As discussões feitas até aqui envolveram as medições de estados de fenda de uma

única parte. Nesta seção, consideramos diferentes combinações das configurações ilustradas
na Fig.10 para a medição de estados bipartidos. Além disso, mostramos como o traço
parcial, apontado na Sec.2.3, é implementado experimentalmente.

3.4.1 Medição conjunta de imagem e padrão de interferência

Em sistemas bipartidos, operadores de medição como o da Eq.(3.3) atuam em
cada um dos subespaços i e s, e a probabilidade de os fótons serem registrados em
coincidência depende do registro de fótons de ambas as partes, dentro de uma mesma
janela temporal [43].

Assim, para o estado geral

ρ̂ =
Λi∑

mi,li=−Λi

−Λs∑
ms,ls=Λs

ρlimi,lsms |li⟩ ⟨mi| ⊗ |ls⟩ ⟨ms| , (3.24)
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a probabilidade P (xi, xs, zd) pode ser escrita como

P (xi, xs, zd) ∝
Λi∑

mi,li=−Λi

Λ∑
ms,ls=−Λs

⟨lils| ρ̂ |mims⟩

× ⟨mims| Ê(−)
i (xi, zd)Ê(−)

s (xs, zd)Ê(+)
i (xi, zd)Ê(+)

s (xs, zd) |lils⟩ , (3.25)

onde ρ̂ é o estado conjunto e os subíndices i e s correspondem às duas partes do sistema.

Uma vez que os operadores atuam de forma independente sobre cada uma das
partes, as coincidências podem ser obtidas sob diferentes combinações. Considerando
as configurações descritas na Sec.3.1, há três combinações possíveis para as medições
conjuntas. Em todas elas, consideramos que uma lente esférica é colocada no caminho
de cada parte em zi = zfi

e zs = zfs , entre o plano das aberturas (em zi = zs = za) e os
planos de detecção (em zi = zd e zs = zd). Além disso, as distâncias entre os detectores e
as respectivas fendas múltiplas são iguais.

• Imagem-Imagem.

Na primeira combinação possível, as duas lentes possuem distâncias focais tais que
fi = fs = (za − zd) /4. Os operadores de medida atuando em ambas as partes são os
mesmos obtidos no Apêndice B.2 para a situação em que a imagem da fenda múltipla
é projetada sobre o plano de detecção. Nesse caso, semelhantemente a Eq.(3.8),
a probabilidade de registrarmos uma contagem em coincidência nas posições xi e
xs [43] é

P (xi, xs, zd) ∝
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ls=−Λs

∏(
xi + lid

2a

)∏(
xs + lsd

2a

)
ρlilslils , (3.26)

onde {ρlilslils} são os elementos diagonais da matriz densidade do estado conjunto.
Assim, a medição em coincidências com a projeção das imagens de ambas as fendas
sobre os planos de detecção, permite a determinação dos elementos diagonais da
matriz densidade conjunta.

• Transformada de Fourier-Transformada de Fourier.

Na segunda configuração, as distâncias focais das duas lentes são tais que as trans-
formadas de Fourier dos planos das aberturas, em zi = za e zs = za, são projetadas
sobre os planos de detecção em zi = zd e zs = zd. Assim, cada parte é sujeita a um
operador de medida em que a transformada de Fourier óptica do plano da fenda
múltipla é projetada sobre o plano de detecção (calculado na Sec.B.2). Nesse caso, a
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probabildade de registrarmos uma coincidência é tal que

P (xi, xs, zd) ∝ sinc2(kaxi/f2)sinc2(kaxs/f2)
 Λi∑
li=−Λi,

Λs∑
ls=−Λs,

ρlili,lsls+

Λi∑
mi,li=−Λi;mi ̸=li

Λs∑
ms,ls=−Λs;ms ̸=ls

2|ρmili,msls|cos
(
γ(xi(mi−li))+xs(ms−ls)+(φmili

+φmsls)
) .
(3.27)

Padrões de interferência com ambas as partes sendo detectadas nos respectivos
planos de Fourier, já foram bem estudados para estados 2 × 2 [51] e aplicados na
execução de diferentes experimentos [7, 55]. A Eq.(3.27) possui termos cossenoidais
dependentes apenas de xi ou xs, e também termos dependentes de xi ± xs, os quais
são conhecidos como termos de interferência condicionais. Já é bem estabelecido que
a presença de apenas termos de interferência condicional (dependentes de xi ± xs)
na Eq.(3.27) indica um emaranhamento máximo em alguns estados D ×D [51, 55],
a saber, estados de Bell e estados anti-correlacionados em dimensões maiores que
dois. No entanto, essa relação não é geral. Em grande parte dos estados de dimensão
Di × Ds (Di ̸= Ds) um modo de fenda de uma das partes é correlacionado com
uma superposição de modos de fenda da outra parte. Para qualquer estado com essa
característica, seja qual for a dimensão, não podemos fazer uma ligação direta entre
a quantidade de emaranhamento e a presença (ou ausência) de termos condicionais
na Eq.(3.27).

Tomando como exemplo o estado |ψV ⟩ ( Eq. (2.30)), temos que a Eq.(3.27) para esse
estado é dada por

PV (xi, xs, zd) (xi, xs) =
{

1 + 8
9 cos (γ (xi − xs)) − 2

9 cos (γ (xi − 2xs))

−4
9 cos (γ (xi + xs)) − 1

9 cos (γ (xi + 2xs)) − 1
9 cos (γxi)

}
. (3.28)

Apesar de o emaranhamento de |ψV ⟩ ser máximo, PV (xi, xs, zd) possui termos não
condicionais (dependente apenas de xi).

• Imagem - Transformada de de Fourier

A terceira configuração consiste em mesclar as duas medições descritas na Sec.3.1.
Neste trabalho, consideramos o uso desta configuração na caracterização de estados
em que um modo de fenda de uma das partes é correlacionado com alguma superpo-
sição de modos de fenda da segunda parte. Nos casos em que as correlações entre os
modos das partes são “um para um” (um modo de uma parte correlacionado com
outro modo de outra parte), os resultados são triviais.
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Tomando como exemplo o caso em que a parte i é detectada no plano de imagem
(fi = (za − zd) /4), a probabilidade de detecção em coincidência é dada por

P (xi, xs, zd) ∝ sinc2(kaxs/fs)
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ms,ls=−Λs

ρmili,mslse
iγxs(ms−ls)∏ (xi−lid

2a
)

(3.29)

onde a propriedade de ortogonalidade da função retângulo foi utilizada e γ = kd/fs.

A partir da Eq.(3.29), observamos que para cada posição fixa do detector di, dentro
do intervalos 2a em torno dos pontos lid, a varredura do detector ds produz diferentes
oscilações nas coincidências. Podemos, dessa forma, reescrever a Eq.(3.29) como

P (xi, xs, zd) ∝ sinc2 (θxs) ×
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ls,ms=−Λs

∏
(xi−lid

2a
)F (li)

ψ (xs, ls,ms) , (3.30)

onde F (li)
ψ (xs, ls,ms) é a função que descreve a oscilação observada na varredura

de ds, enquanto di é mantido fixo na posição xi = lid. Como F
(li)
ψ (xs, ls,ms) é

governado pelos coeficientes ρlili,msls , as oscilações observadas dependem de qual
parte do sistema é detectada no plano de Fourier.

Tabela 1 – Expressões teóricas das funções F (ls)
ψ (xi, li,mi) para os estados |ψI⟩ , |ψII⟩ e |ψV ⟩. Detector

do qubit é varrido no plano de Fourier enquanto o detector do qutrit permanece fixo no plano
de imagem nas posições xs = lsd (γ = γ = kd/fi).

State F
(−1)
ψ (xi) F

(0)
ψ (xi) F

(1)
ψ (xi)

|ψI⟩ 1 [1 − cos (γxi)] 1

|ψII⟩ 1 1 1

|ψV ⟩
[
1 − 4

5 cos (γxi)
]

[1 − cos (γxi)]
[
1 − 4

5 cos (γxi)
]

Como exemplo, nas Tabelas (1) e (2) estão as funções F (ls)
ψ (xi, li,mi) de alguns dos

estados analisados no Cap.2. As oscilações estão presentes nos casos em que o modo de
fenda selecionado pelo detector no plano de imagem é correlacionado com uma superposição
de modos de fenda da outra parte. Assim, essa medição é útil na caracterização parcial
do estado, pois nos permite identificar se as correlações entre as partes do sistema são do
tipo “um para um” na base dos estados de fenda.
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Tabela 2 – Expressões teóricas das funções F (li)
ψ (xs, ls,ms) para os estados |ψI⟩ , |ψII⟩ e |ψV ⟩. Detector

do qutrit é varrido no plano de Fourier enquanto o detector do qubit permanece fixo no plano
de imagem nas posições xi = lid (γ = kd/fs, ϕ, C2 e C3 são descritos na Eq.(2.22)).

State F
(−1/2)
ψ (xs) F

(1/2)
ψ (xs)

|ψI⟩ [1 + cos (γxs)] [1 + cos (γxs)]

|ψII⟩ 1
[
1 + 2C3C2

C2
3 +C2

2
cos (ϕd2) cos (2γxs)

]
|ψV ⟩

[
1 + 4

9 (cos (γxs) − cos (2γxs))
] [

1 + 4
9 (cos (γxs) − cos (2γxs))

]

3.4.2 Probabilidades marginais e a operação traço parcial

Além das três combinações acima, podemos detectar os fótons em coincidências
mantendo um dos detectores completamente aberto enquanto o outro é varrido ao longo de
x̂. Nesse caso, o caminho do fóton que chega no detector aberto, bem como a posição onde
o mesmo é registrado, não é identificável. Portanto, os fótons assim registrados servem
como um trigger que sinaliza a presença do par do fóton registrado no outro detector,
em uma dada posição x. Na Eq.(3.25), as variáveis xi e xs correspondem às posições de
detectores pontuais registrando fótons nos planos em z = zd, ao longo de x̂. Assim, abrir o
detector de uma das partes é equivalente a integrar a expressão da Eq.(3.25) sobre uma
das variáveis, ao longo de todo intervalo. No caso de o detector di ser aberto por exemplo,
a probabilidade de detectarmos os fótons em coincidência será dada por

P (xs, zd) =
∫ ∞

−∞
P (xi, xs, zd)dxi. (3.31)

A função a ser integrada na Eq.(3.31) depende do operador Γ (Eq.(3.5)) implemen-
tado sobre a parte do sistema cujo detector é aberto (i). Apesar disso, a probabilidade
resultante P (xs, zd) não depende do operador de medida atuando sobre essa parte do
sistema. A mesma distribuição de probabilidade é obtida para os casos em que o detector
aberto está no plano de imagem e no plano de Fourier. Como mostrado em detalhes no
Ap. C, a Eq.(3.31) resulta em

P (xs, zd) ∝
Λi∑

li=−Λi

Λs∑
ms,ls=−Λs

(
⟨lims|E(−)

s (xs, zd)E(+)
s (xs, zd) |lils⟩

)
⟨ls| ⟨li| ρ̂ |li⟩ |ms⟩ , (3.32)

e descreve a probabilidade de detectarmos um fóton no estado

β̂ =
Λi∑

ni=−Λi

⟨ni| ρ̂ |ni⟩ =
Λi∑

ni=−Λi

Λi∑
li,mi=−Λi

Λs∑
ls,ms=−Λs

ρlils,mims ⟨ni| |lils⟩ ⟨mims| |ni⟩ . (3.33)

A expressão acima é a obtida na Sec.2.3 para o estado reduzido da parte s do
sistema bipartido. Portanto, a implementação experimental do traço parcial se faz pela
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abertura do detector da parte do estado que matematicamente tomamos o traço parcial.
Cada registro nesse detector é uma sinalização para o registro da outra parte do sistema
no detector correspondente.

Este tipo de detecção é também conhecida como detecção de probabilidade marginal.
Se a parte s do sistema for detectada no plano de imagem, a detecção marginal nos permite
determinar os coeficientes diagonais da matriz densidade reduzida que representa o estado
da parte i. Já a detecção no plano de Fourier, nos fornece as mesmas informações discutidas
na Sec.3.3, mas agora referente a um estado que é parte do estado bipartido. No caso dos
estados preparados com fótons gerados pela CPD, podemos escrever a Eq.(3.32)

P (xs, zd) ∝ sinc2 (θxs)
∑
li

∑
ls

∑
l′s

Φin (lid,lsd,za) × Φ∗
in (lid,l′sd,za) eiγ(l′s−ls)xs

P (xs, zd) ∝ sinc2 (θxq) × F (1) (xq, zd) , (3.34)

onde F (1) (xq) é a função que descreve a oscilação na distribuição de probabilidade.

Um ponto importante a ser observado é o fato de que, para dimensão 2 × 2 há uma
relação direta entre a quantidade de emaranhamento de um estado puro e a visibilidade do
padrão de interferência marginal. Estados cujas probabilidades marginais não apresentam
oscilações (contraste nulo) possuem um valor máximo de Concorrência [58]. Além disso,
estados maximamente emaranhados de dimensão D ×D, em que as correlações entre os
modos de cada parte são do tipo um para um (um vetor da base de uma parte com outro
vetor da base de outra parte), também não apresentam oscilações nas distribuições de
probabilidade medidas no plano de Fourier. Nesses casos a ausência de oscilações indica
que o estado conjunto é maximamente emaranhamento. Essa afirmação, porém, não é
verdadeira para todo e qualquer estado.

Em relação aos estados com as partes possuindo dimensões diferentes, é importante
ressaltarmos que em geral as partes de um estado Di × Ds (com Di ̸= Ds) produzem
diferentes padrões de interferência marginais, devido à assimetria na dimensão. Por isso, a
dimensão da parte a ser traçada deve ser levada em conta em todas as análises envolvendo
os estados reduzidos. As conclusões a respeito do estado conjunto, obtidas a partir das
medições marginais, devem ser as mesmas independente da parte analisada. Portanto, a
caracterização do estado conjunto por meio dos estados reduzidos em sistemas Di ×Ds

(com Di ̸= Ds) deve levar em conta a dimensão de cada parte .

Conclusão
Neste capítulo, discutimos questões envolvendo a medição de estados de fenda de

uma e duas partes e mostramos quais informações podemos obter, e como obtê-las, a
partir das medições de imagem e transformada de Fourier óptica. A aplicação e verificação
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experimental das análises feitas estão contidas nas descrições experimentais dos dois
próximos capítulos.



Parte II

Experimentos
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4 Estados 2 × 3

Introduzindo a parte experimental do trabalho, neste capítulo mostramos como
implementamos as análises anteriores na preparação e medição de estados 2 × 3. Na
primeira seção, descrevemos as montagens experimentais e os resultados das medições
conjuntas nos dois planos de imagem (Sec. 3.4). Também mostramos as curvas observadas
nas medições feitas com um dos detectores no plano de imagem e o outro no plano de
Fourier (Sec.4.2), e as curvas obtidas nas medições marginais (Sec.4.3).

4.1 Preparação e medições dos coeficientes diagonais do estado
conjunto
Em todos os procedimentos apresentados nesta tese utilizamos uma montagem

experimental base, mostrada na Fig.14. Um laser contínuo de λ = 405 nm é filtrado por
uma fibra óptica monomodo, garantindo uma maior estabilidade do perfil transversal
durante o experimento [60]. O feixe de bombeamento que sai da fibra incide sobre o cristal
não linear com de 2 mm de espessura e composição BiB3O6 (cristal BiBo), posicionado
no plano em z = zc. Na interação entre o feixe de bombeamento e o cristal, pares de
fótons gêmeos com λ = 810 nm são gerados com a mesma polarização (casamento de fase
tipo I) e de forma colinear. Um espelho dicróico é usado para refletir o pump transmitido
pelo cristal para fora do experimento. O divisor de feixes não polarizador (BS) divide os
fótons em refletidos e transmitidos, de forma aproximadamente equilibrada. No caminho
dos fótons refletidos e transmitidos são colocadas uma fenda tripla e uma fenda dupla,
respectivamente, nos planos zi = za e zs = za. Filtros de interferência centrados em 810
nm com 30 nm de largura de banda são acoplados a dois detectores para permitir a
seleção em frequência dos pares de fótons. Lentes de microscópio acoplam os fótons em
fibras multimodo, levando-os até detectores do tipo fotodiodo de avalanche (APD) [21].
Quando cada um dos APDs registra um fóton dentro de uma janela temporal de 5 ns,
uma coincidência é registrada.

Alguns fótons de um mesmo par são transmitidos ou refletidos pelo BS simultane-
amente, passando pela mesma fenda múltipla e sendo registrados pelo mesmo detector.
Estes fótons não interferem em nossos resultados, uma vez que consideramos apenas
as estastísticas de contagens em coincidências. Assim, efetivamente podemos considerar
que uma parte do sistema é transmitida (idler) e a outra é refletida (signal) pelo BS.
A distância entre o cristal e cada uma das fendas múltiplas é igual a 40cm, sendo o
centro do BS posicionado a 33cm do cristal. Cada um dos detectores é mantido à uma
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distância de 40cm das fendas múltiplas. Essas distâncias foram mantidas fixas em todos
os procedimentos.

Figura 14 – Montagem experimental base para a preparação e medição dos estados de fenda de dimensão
2×3. Um feixe de laser de 405 nm passa por uma fibra monomodo e incide sobre o cristal não
linear do tipo BiBo, de 5 mm de expessura, onde fótons gêmeos são gerados colinearmente
e com mesma polarização. Um divisor de feixe não polarizador (BS) divide os fótons para
dois caminhos diferentes, onde fendas múltiplas são colocadas à mesma distância do BS.
Detectores são colocados a 40 cm de cada uma das fendas múltiplas, sendo que à meia
distância entre as aberturas e os detectores, lentes com distâncias focais de 10 e 20 cm são
posicionadas para projetar, respectivamente, a imagem e a transformada de Fourier dos
planos das aberturas sobre os planos de detecção. Filtros de interferência são acoplados aos
dois detectores Ds e Di para permitir a seleção em frequência dos pares de fótons, os quais
são ligados a um programa computacional onde as contagens em CNC são registradas. Um
espelho dicróico (DM) reflete o feixe de bombeamento para fora da montagem experimental,
impedindo que este chegue aos detectores.

As regiões sombreadas de azul e lilás na Fig.14 correspondem a partes para
preparação e medição dos estados, respectivamente. Em todas as medições, lentes esféricas
são posicionadas a meia distância entre as fendas múltiplas e os detectores, a 20 cm dos
planos de detecção [21]. A projeção da transformada de Fourier do plano das aberturas
sobre o plano de detecção foi feita com uma lente de comprimento focal igual a 20 cm. A
projeção da imagem das fendas múltiplas foi feita com uma lente de distância focal igual a
10 cm. As diferentes medições descritas na Sec.3.4 correspondem ao uso combinado das
duas lentes.

A Fig.15 mostra como o setup base da Fig. 14 foi modificado na implementação
dos dois métodos de preparação descritos na Sec.2.2. Na sequência, veremos em detalhes
cada um dos processos de preparação juntamente com a medição plano de imagem - plano
de imagem.

• Correlações governadas pelo casamento de fase propagado
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Figura 15 – Modificações da montagem experimental base para a preparação de estados de fenda 2 × 3
por dois métodos diferentes. Em (a) a lente L1 de foco igual a 50 cm focaliza o feixe de
bombeamento sobre o cristal (colocado a 50 cm da lente). Entre o cristal e o divisor de feixe,
uma lente cilíndrica Lc de foco igual a 5 cm e uma lente esférica L2 de foco igual a 20 cm
formam um telescópio que projeta a imagem do plano do cristal sobre o plano das aberturas,
com fator de ampliação igual a 4, fazendo com que todas as aberturas sejam iluminadas.
Lc e L2 são posicionadas de forma tal que o foco anterior de ambas coincide com a posição
do cristal. Em (b), uma lente L3 posicionada a 15 cm do cristal e de distância focal igual a
12, 5 cm, projeta a imagem não aumentada de um plano (onde slides transparentes com
faixas escuras são posicionados) a 10 cm do plano do cristal, sobre o plano das aberturas.

Na montagem da Fig.15 (a), a lente esférica L1 (de foco igual a 50 cm) focaliza o
pump no centro do cristal não linear em z = zc. Após esse plano, a lente cilíndrica Lc de
foco igual a 5 cm e a lente esférica L2 de foco igual a 20 cm projetam a imagem do plano
em z = zc sobre os planos zi = za e zs = za com um fator de ampliação igual a 4, sendo
φ ≈ 3, 014π (Eq.(2.15)).

Inicialmente alinhamos o sistema sem a presença do espelho dicróico, tomando o
feixe de bombeamento como referência no alinhamento a olho nu. Utilizamos o setup de
medição de imagem para refinarmos o alinhamento e posicionarmos as aberturas ao longo
de x̂. O posicionamento transversal das fendas múltiplas foi realizado da seguinte forma:
com todas as lentes posicionadas e o sistema alinhado, acoplamos aberturas de 100µm à
entrada dos detectores. Fixamos Di na posição de maior contagem individual, também
chamada de contagem simples, e varremos Ds ao longo de x̂. O perfil de coincidências
obtido nessa varredura reproduz o perfil transversal do bifóton em zs = zi = za, e está
mostrado na Fig.16(a). Com os dois detectores fixos nas posições de maior contagem em
coincidência, posicionamos as fendas múltiplas de forma que o centro da abertura do meio
da fenda tripla, e o centro da parte escura da fenda dupla, coincidisse com o pico de
contagem simples em cada detector. Como o centro do perfil de coincidências (CNCs)
coincide com o pico de contagens simples, esse procedimento também alinha os centros
das fendas múltiplas com o pico de CNCs.

A observação das correlações entres as partes do estado assim preparado pode ser
observada na medição plano de imagem-plano de imagem. Para tanto, fixamos um dos
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detectores em cada pico de contagem simples correspondente a imagem de cada abertura
(sendo três picos para Ds e dois para Di). Para cada posição fixa varremos o outro detector
ao longo de x̂ e registramos CNCs ao longo de cada varredura. Os resultados dessa medição
depois de normalizados se transformam em probabilidade, e nos permitem determinar os
elementos da matriz de coeficientes do estado, que equivalem aos coeficientes diagonais
da matriz densidade do estado. A matriz de coeficientes obtida nessa preparação está
mostrada na Fig.16(b).

Comparando a Eq.(2.16) e a Fig.16(b), observamos que as correlações do estado
preparado são predominantemente governadas pelo perfil do casamento de fase propagado
até z = za, em outras palavras, ξ1/ξ2 < E1/E2 (Eq.2.11). Diferentemente da previsão
teórica descrita no Cap.2, os coeficientes de |−1/2,−1⟩ e |1/2,1⟩ são diferentes uma vez que o
perfil do bifóton obtido experimentalmente (Fig.16(a)) é não simétrico com relação pico
central em x = 0. A partir dos valores experimentais mostrados na Fig.16(b), obtidos para
os coeficientes da Eq.(2.16), temos que
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(4.1)

• Correlações governadas pelo perfil transversal do feixe de bombeamento

Na Fig.16 (c), mostramos a distribuição espacial dos fótons transmitidos por esse
slide no plano da imagem, sem a presença das fendas múltiplas. Note que temos dois picos
com alturas diferentes (transmissão assimétrica)

Na implementação do segundo método, retiramos as lentes L1, Lc e L2 e posici-
onamos a lente esférica L3, de foco igual a 12, 5 cm, entre o cristal e o divisor de feixes
(Fig.15(b)). A distância entre a lente e as aberturas, bem como entre a lente e o plano em
z = zp é de 25 cm. Novamente, utilizamos o feixe de bombeamento para o alinhamento
inicial e fixamos os detectores nos pontos de máxima contagem em coincidências nos planos
de imagem. Em z = zp, introduzimos um slide transparente com duas faixas escuras de
largura 150 µm e separação 250 µm centro a centro. Na sequência, varremos o slide ao
longo de x̂ a fim de identificarmos a posição coincidente entre o centro entre as duas faixas
escuras e o pico de CNCs. Fixamos o slide na posição correspondente e o deslocamos de
62, 5 µm para cima. Em seguida, varremos o detector Ds ao longo de x̂, e observamos o
perfil de CNC mostrado na Fig.16(c). Esse perfil indica a distribuição espacial dos fótons
transmitidos pelo slide no plano da imagem sem a presença das fendas múltiplas. Além
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disso, o perfil transversal do bifóton no plano em z = za (Fig.16(c)) corresponde ao perfil
transversal do feixe de bombeamento em z = zp.

O posicionamento das fendas múltiplas e a medição das correlações nos planos de
imagem foram feitos pelos mesmos procedimentos realizados na preparação anterior. A
Fig.16(d) mostra a matriz de coeficientes obtida nesse caso. O valor dos coeficientes nela
indicados e as correlações predominantes correspondem ao esperado teoricamente para
E(+d/4) ≈ 0 e E(−3d/4) ≈ 0, como no estado |ψII′⟩ (Eq.(2.26)) [81].

Utilizamos um segundo slide contendo uma única faixa escura de largura igual a
250 µm. Sem as fendas múltiplas e com os detectores fixos nas posições correspondentes à
maior contagem em CNCs, posicionamos o slide em z = zp de forma a alinhar o centro da
região escura com a posição de maior CNC. As Figs.16(e) e 16(f) mostram, respectivamente,
o perfil do bifóton medido quando a imagem do slide é projetada em z = za e a matriz de
coeficientes obtida na presença das fendas múltiplas. Como esperado teoricamente para
E(+d/4) = E(−d/4) = 0 (Eq.(2.27)), há a predominância de correlações que envolvem
apenas duas dentre as três aberturas da fenda tripla.

Figura 16 – Perfil transversal do bifóton no plano das fendas em z = za e as respectivas matrizes de
coeficientes dos estados ψI em (a) e (b) (Eq.(2.19)), ψII′ em (c) e (d) (Eq.(2.26)) e ψIII
em (e) e (f). Os valores indicados pelas barras, são a potência quadrática dos coeficientes
nas Eqs. (2.22) e (2.16). As linhas vermelhas (linhas centrais) em (a), (c) e (e) indicam a
região do perfil concidente com o centro das duas fendas múltiplas.
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4.2 Análise qualitativa dos resultados das medições plano de imagem-
plano de Fourier
A segunda medição feita sobre os três estados da seção anterior, envolve a combina-

ção das medições de imagem e transformada de Fourier aplicadas em cada uma das duas
partes, como descrito na Sec.3.4. Para cada um dos três estados preparados, as medições
mistas foram feitas com duas configurações do setup de medição.

Na primeira configuração, uma lente com foco de 20cm é colocada à meia distância
entre a fenda tripla e o detector Ds, enquanto uma lente de foco de 10cm é colocada entre
a fenda dupla e o detector Di, como nas medições descritas na seção anterior. Assim, a
imagem do plano da fenda dupla e a transformada de Fourier do plano da fenda tripla são
projetadas sobre os respectivos planos de detecção. As coincidências foram registradas ao
longo de duas varreduras de Ds. Em cada uma das varreduras, Di foi mantido fixo em um
dos picos de contagem simples, correspondente à imagem de uma das duas aberturas da
fenda dupla. Fendas simples de 50µm e 100µm foram acopladas à Ds e Di, respectivamente.
As Figs. 17(a),(c) e (e) mostram as curvas de coincidências obtidas nas varreduras de
Ds para os três estados preparados. Na segunda configuração, as lentes foram trocadas,
fazendo com que a imagem do plano da fenda tripla e a transformada de Fourier do
plano da fenda dupla fossem projetadas sobre os respectivos planos de detecção. Assim, as
coincidências foram registradas ao longo de três varreduras de Di. Em cada uma delas,
Ds foi mantido fixo em um dos picos de contagem simples, correspondendo à imagem de
uma das aberturas da fenda tripla. Fendas simples de 100µm e 50µm foram acopladas
à Ds e Di, respectivamente. As Figs. 17(b),(d) e (f) mostram os dados experimentais
obtidos nessa configuração para cada um dos três estados preparados. As Figs. 17(a) e
(b) correspondem ao estado preparado com o telescópio (Fig.15). Figs. 17(e) e (f), e Figs.
17(c) e (d) correspondem respectivamente aos estados preparados com as transparências
contendo uma e duas faixas escuras [81].

Observamos uma variação pronunciada entre os dados experimentais e as expressões
teóricas esperadas para as medições mistas mostradas nas Tabelas I e II da Sec. 3.4. Essa
diferença se dá principalmente, pelo fato de os coeficientes dos estados preparados não
possuirem o mesmo valor dos coefcientes dos estados descritos na análise teórica do Cap.2,
onde alguns coeficientes eram completamente zerados e o perfil do bifóton foi considerado
simétrico para a preparação com o telescópio. A influência dos coeficientes não nulos,
indicados pelas barras escuras (barras menores) nas matrizes das Figs.16(b),(d) e (f),
podem ser claramente vistas nas oscilações obtidas para as varreduras de Di no plano
da transformada de Fourier da fenda dupla. Apesar disso, verificamos forte concordância
entre os dados experimentais e as curvas teóricas calculadas com os valores reais dos
coeficientes, isto é, os valores obtidos na medição de imagem e mostrados nas Figs.16(b),(d)
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Figura 17 – Padrões de interferência obtidos nas medições plano de imagem-plano de Fourier. Em (a),
(c) e (e), Di é mantido fixo em cada um dos picos de contagens correspondendo às aberturas
da fenda múltipla. Em (b), (d) e (f), Ds mantido fixo nos picos correspondendo à cada uma
das aberturas da fenda tripla. As marcações pontuais (círculos, quadrados e triângulos)
indicam os valores experimentais obtidos durantes as medições e as linhas contínuas (sólidas,
pontilhadas e tracejadas) são as curvas teóricas descritas na Eq.(3.29) para estados com
coeficientes determinados a partir das matrizes da Fig.16. Os padrões de interferência em
(a) e (b), (c) e (d), (e) e (f) correspondem aos estados com coeficientes mostrados nas
Fig.16(b), Fig.16(d) e Fig.16(f), respectivamente.

e (f). As curvas teóricas obtidas com os valores de coeficientes mostrados na Sec.4.1 estão
superpostas aos pontos experimentais na Fig.17. É interessante observarmos que os padrões
de interferência são mais pronunciados (maior coerência) nos estados em que um único
modo da fenda dupla é correlacionado com uma superposição de modos da fenda tripla.
Nesse sentido, fixar Di na posição de imagem da respectiva abertura da fenda dupla,
projeta o estado da parte S numa superposição, capaz de produzir interferência quando
observada no plano da transformada de Fourier do plano das aberturas.

4.3 Análise qualitativa dos resultados das medições marginais no
plano de Fourier
Na terceira medição que implementamos, varremos um dos detectores no plano da

transformada de Fourier da fenda múltipla enquanto o outro detector foi mantido aberto
(como discutido na Subsec.3.4.2). Utilizamos lentes diferentes para projetar a imagem de
uma das partes e a transformada de Fourier da segunda parte sobre os respectivos planos
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de detecção, sendo o detector posicionado no plano de imagem mantido aberto.

Em um primeiro momento, enquanto Di foi mantido aberto, as coincidências foram
registradas em uma única varredura de Ds no plano de Fourier. O mesmo foi feito na
situação inversa, Ds mantido aberto e Di varrido no plano de Fourier. Nas duas situações,
acoplamos aberturas de 50 µm de largura aos detectores posicionados no plano de Fourier.

Para cada um dos três estados preparados, obtivemos duas curvas experimentais
correspondentes aos padrões de interferência produzidos pelos estados reduzidos. Na Fig.16,
estão os dados experimentais obtidos para cada estado. Fig. 18(a) e (b) correspondem
ao estado preparado com o telescópio (Eq.(2.19)), Figs. 18(e) e (f), e Figs. 18(c) e (d)
correspondem aos estados preparados com as transparências contendo uma e duas faixas
escuras, respectivamente (Eqs.(2.26) e (2.27)). As curvas teóricas, calculadas com os
valores experimentais obtidos para a matriz de coeficientes, estão sobrepostas aos dados
experimentais. Novamente, observamos concordância entre os dados e as curvas previstas.
Já é bem conhecido da literatura que padrões de interferência marginais nos dão informação
a respeito da quantidade de emaranhamento de um estado bipartido puro de dimensão
2 × 2. No entanto, essa relação não é direta quando alguma das partes do estado possui
dimensão maior que dois. Apenas uma observação simples de cada uma das Figs. 18 (c) e
(d), por exemplo, levaria à conclusões diferentes a respeito do emaranhamento do estado
conjunto. Como veremos no Cap. 6, a determinação do emaranhamento de estados de
dimensão maior que 2×2 envolve a análise de outras variáveis além da coerência do padrão
de interferência marginal.

Conclusão
Por meio dos dados apresentados neste capítulo, bem como no Cap.2, mostramos

que as correlações espaciais entre os fótons gerados na CPD podem ser modificadas pela
manipulação do perfil transversal do feixe de bombeamento ou do casamento de fase
propagado antes de os fótons serem transmitidos por fendas múltiplas. Isso permite a
obtenção de diferentes estados bipartidos de caminho em diferentes dimensões, o que
se mostra útil ao estudo experimental dos estados Di ×Ds (com Di ̸= Ds), atualmente
escassos na literatura.
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Figura 18 – Padrões de interferência resultantes de medições marginais. Di é mantido aberto durante
as medições de (a),(c) e (e), enquanto Ds é mantido aberto em (b),(d) e (f) . Os pontos
indicam os valores experimentais medidos, bem como suas respectivas barras de erro. A
linha azul (linha sólida) indica, em cada gráfico, a curva teórica descrita na Eq.(3.34) para
os estados com valores de coeficientes determinados por meio da Fig.16 (b), (d) and (f). Os
padrões de interferência em (a) e (b), (c) e (d) e, (e) e (f) são produzidos pela medição
marginal das partes dos estados das Fig.16(b), Fig.16(d) e Fig.16(f), respectivamente.
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5 Norma l1 de qutrits

Como discutido na Parte I, o entendimento teórico acerca da coerência quântica
de estados de alta dimensão tem avançado nos últimos anos [16,18,28], ao passo que os
estudos experimentais tem avançado mais lentamente. Em uma das etapas do presente
trabalho, implementamos a proposta experimental da Ref. [18], sobre a qual discutimos
na Sec.3.3. Em nosso experimento, verificamos a funcionalidade da proposta (dentro de
seu limite de validade) para a medição da coerência quântica de qutrits.

Na primeira seção deste capítulo descrevemos como os estados qutrits foram prepa-
rados. Em seguida (Sec.5.2), descrevemos os procedimentos realizados para a determinação
da coerência quântica e as análises para a validação do método.

5.1 Qutrits obtidos a partir de estados 2 × 3

Para a verificação experimental do método proposto por T. Paul e T. Quresh na
Ref. [18], recorremos a estados cujos respectivos valores de coerência também pudessem ser
determinados pelo método já conhecido (contraste do padrão de interferência produzido
pelo estado), possibilitando a comparação dos resultados. O contraste é bem definido para
padrões de interferência com um único período espacial. Assim, para que os resultados
pudessem ser comparados, os estados usados no experimento são tais que os padrões
de interferência obtidos por meio da medição no plano de Fourier possuem uma única
frequência de oscilação mesmo possuindo dimensão maior que dois.

Na Sec.2.3 mostramos que a operação de traço parcial (sobre uma das partes do
sistema bipartido) pode ser usada para a preparação de diferentes estados de uma única
parte. Considerando as vantagens do método, mencionadas anteriormente e discutidas na
sequência, os estados utilizados no experimento descrito neste capítulo foram obtidos por
meio do traço parcial de estados 2 × 3. Partindo, respectivamente, dos estados descritos
nas Eqs.(2.19) e (2.26), a operação de traço parcial (sobre os subespaços dos qubits de
cada estado) resulta em estados de qutrits que podem ser escritos de forma geral como

ρa =


ρ−1−1 |ρ−10| 0
|ρ−10| ρ00 |ρ01|

0 |ρ01| ρ11

 , ρb =


ρ−1−1 0 |ρ−11|

0 ρ00 0
|ρ−11| 0 ρ11

 . (5.1)

As matrizes ρa e ρb representam estados genéricos, que possuem como característica
em comum os coeficientes nulos apontados na Eq.(5.1). Esses estados possuem simetrias
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específicas que resultam nas funções de oscilação

Θa (x, zD) = Aa cos (γx) ,
Θb (x, zD) = Ab cos (2γx) , (5.2)

onde Aa = 2 (|ρ−10| + |ρ01|) e Ab = 2 |ρ−11| são as respectivas amplitudes de oscilação.

O padrão de interferência produzido pela medição do estado representado por ρb
possui apenas um termo cossenoidal (como pode ser observado em Θb (x, zD)), uma vez
que possuem apenas um coeficiente não nulo acima da diagonal de ρb (|ρ−11|). Em outras
palavras, ρb representa o estado de um qutrit no qual apenas dois dentre os estados da base
usada na descrição do estado do sistema são indistinguíveis. Já a interferência produzida
pelo estado representado por ρa é composta de dois termos cossenoidais com a mesma
frequência de oscilação (como observado em Θa (x, zD)). Isso ocorre pelo fato de |ρ−11| = 0,
sendo este elemento da matriz o responsável pela amplitude do termo cossenoidal com
frequência diferente daquelas devido à superposição entre |0⟩ e |1⟩, e entre |0⟩ e |−1⟩.
Portanto, seja devido a um único termo de oscilação ou a uma única frequência de oscilação,
os estados ρ̂a and ρ̂b produzem oscilações (Θa e Θb) equivalentes às produzidas por estados
bidimensionais, e portanto, com contrastes bem definidos [20].

Além disso, as fases dos coeficientes não diagonais dos estados representados na Eq.
(5.1) são todas nulas, fazendo com que o valor da coerência quântica de ambos possa ser
determinado por meio das funções descritas na Eq.(5.2), ou seja, por meio da proposta feita
pelos autores da Ref. [18]. Assim, apesar de os estados estudados produzirem oscilações
simples, os escolhemos intencionalmente visando a verificação do método e a sua validação
no uso para estados possuindo fases nulas (ou igual a π) em qualque dimensão, e com
qualquer simetria.

5.2 Obtenção da coerência quântica
A montagem experimental que utilizamos para a determinação da norma l1 é a

mesma descrita no capítulo anterior (Fig.14 e Fig. 15). Estados 2 × 3 foram inicialmente
preparados da forma descrita na Sec.4.1, sendo que o slide usado na segunda configuração
foi o mesmo usado na preparação do estado correspondente à Fig.16(d).

Para a medição, utilizamos lentes para projetar a imagem da fenda dupla e a
transformada de Fourier do plano da fenda tripla em seus respectivos planos de detecção,
como descrito nas Secs.3.4 e 4.2. Mantendo Di aberto, realisamos a varredura de Ds

registrando as contagens em CNCs para ambos os estados preparados. Neste processo,
o registro em CNC é importante não apenas por fornecer a estatística produzida pelo
estado marginal (Eq.(5.1)), mas também por garantir que o estado estudado é de origem
quântica.



Capítulo 5. Norma l1 de qutrits 70

• Contraste do padrão de interferência

As distribuições de probabilidade P (xs, zd) (Eq.(3.31)) obtidas para os estados ρ̂a e
ρ̂b (Eq. (5.1)) estão mostradas em preto nas Figs. 19(a) e (c). Os pontos correspondentes aos
dados experimentais estão sobrepostos aos fits das expressões teóricas (linhas pontilhadas),
nos quais os módulos dos elementos não diagonais de ρa e ρb foram deixados como
parâmetros livres.

As Figs.19(a) e (c) mostram, como já mencionaodo na Sec. 5.1, que ρ̂a e ρ̂b

produzem padrões de interferência para quais podemos calcular o contraste da forma usual.
O contraste desses padrões nos fornece a soma dos módulos dos elementos não diagonais
de ρ̂a e ρ̂b. Nas tabelas 3 e 4 estão os valores da coerência quântica de ρ̂a e ρ̂b, obtidos
por meio da soma dos parâmetros livres dos fits das expressões teóricas e por meio do
cálculo do contraste dos padrões de interferência, respectivamente. Estes valores são úteis
para a comparação com os resultados obtidos por meio do método discutido na Sec.3.3,
implementado como descrito à seguir.

Figura 19 – Curvas experimentais dos padrões de interferência e difração e as resultantes curvas de
oscilação, sendo as Figs.19(a) e (b), e Figs.19(c) e (d) correspondentes aos estados ρa e ρb,
respectivamente. As curvas em preto nas Figs.19(a) e19(c) são os padrões de interferência
produzidos pelos estados, e as curvas em vermelho são as difrações resultantes da medição
do padrão de cada abertura no plano de Fourier. As Figs.19(b) e (d) mostram as curvas
de oscilação obtidas a partir dos dados das Figs.19(a) e 19(c) respectivamente. Os dados
experimentais dos padrões de interferência e das curvas de oscilação estão sobrepostos aos
fits das curvas teóricas, enquanto os dados em vermelho estão sobrepostos às curvas teóricas
para a difração.

• A curva de oscilação
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A obtenção da curva de oscilação Θ (x, zd) (Eq. (3.17)) envolve a distribuição de
probabilidade Pdiag (x, zD) (Eqs.(3.16), pertencente a um estado diagonal previamente
conhecido contendo os mesmos coeficientes diagonais do estado cuja coerência quântica
desejamos determinar. No entanto, não é necessário que um segundo estado seja preparado
para que possamos obter a curva de difração no plano de Fourier. Para simular a presença
do estado incoerente, medimos as curvas de difração produzida por fótons provenientes de
cada abertura da fenda tripla, sempre em coincidências com Di. A soma das três curvas
obtidas reproduz a curva que seria obtida com a medição de um estado incoerente.

Figura 20 – Ilustração do procedimento experimental para a medição das curvas de difração produzidas
por fótons oriundos de cada uma das aberturas. Em cada varredura de D2 no plano de
Fourier da fenda múltipla, duas das três aberturas são bloqueadas, e apenas os fótons que
passam por uma das aberturas chegam ao detector, onde as coincidências são registradas.

A Fig.20 ilustra o procedimento que utilizamos para que fótons provenientes
de cada abertura pudessem ser detectados separadamente. Posicionamos uma abertura
retangular de 100µm de largura imediatamente após a fenda tripla, de forma que duas
das três aberturas fossem bloqueadas. Registramos as contagens em CNCs ao longo de
três varreduras de Ds, cada uma delas correspondendo ao alinhamento da fenda simples
em frente a uma das aberturas da fenda tripla. Embora seja necessária uma quantidade
de varreduras igual à dimensão, a complexidade do aparato experimental para este
procedimento é menor do que a que seria necessária para a preparação de um segundo
estado incoerente. Nas Figs.19 (a) e (c), a soma das três curvas de difração para os estados
ρ̂a e ρ̂b são mostradas em vermelho, sendo que os dados experimentais estão superpostos
às curvas teóricas para a difração do estado incoerente (linha preenchida).

Ressaltamos que não podemos determinar o caminho dos fótons a partir das curvas
obtidas em cada uma das varreduras, mesmo que os fótons de apenas uma das aberturas
estejam chegando no plano de detecção. Como discutido na Sec.3.2, a identificação da
abertura de origem de cada fóton depende do setup de medição utilizado, e não apenas de
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como o estado é preparado, isto é, não depende apenas de onde os fótons saem a partir do
plano das aberturas. O uso de uma lente para a projeção da transformada de Fourier do
plano das aberturas sobre o plano de detecção impede que o caminho seja marcado, como
discutido no Cap.3.

A partir das curvas experimentais P (x, zD) e Pdiag (x, zD) (Figs.19(a) e (c)), ob-
temos a curva de oscilação Θ (x, zd) por meio da operação mostrada na Eq. (3.17). As
Figs.19 (b) e (d) mostram as curvas obtidas para os estados ρ̂a and ρ̂b, respectivamente.
Mais uma vez, os pontos correspondentes aos dados experimentais estão sobrepostos aos
fits das expressões teóricas (em azul), cujos parâmetros livres são A1 e A2 (Eq. (5.2)).

Na Tab.3, mostramos os valores de coerência quântica de ρ̂a e ρ̂b obtidos por meio
dos fits das curvas de oscilação, e observamos concordância entre os valores fornecidos
pelos ajustes de P (x, zD) e Θ (x, zd) [82].

Tabela 3 – Valores experimentais da coerência quântica dos estados ρ̂a e ρ̂b, obtidos por meio dos
parâmetros livres dos fits das curvas de oscilação (Eq.(5.2)) e dos padrões de interferência
(Eq.(3.9)) produzido por cada estado.

Estado Fit da Fit da
interferencia oscilação

ρ̂a 0.579 ± 0.034 0.568 ± 0.039

ρ̂b 0.355 ± 0.025 0.325 ± 0.035

De modo geral, analisar os dados experimentais por meio do fit de uma determinada
função exige um conhecimento prévio sobre a expressão teórica da função a ser fitada. Na
situação em que a única informação disponível é que os coeficientes possuem fases nulas, o
ajuste da curva de oscilação se torna uma tarefa mais complexa, principalmente com o
aumento da dimensão. Portanto, é interessante que o valor da coerência quântica também
possa ser determinado a partir das curvas de oscilação na ausência de um ajuste, de forma
semelhante à determinação do contraste dos padrões de interferência a partir dos valores
máximo e mínimo do padrão de interferência.

Na Tab.4, mostramos os valores obtidos por meio do cálculo do contraste dos
padrões de interferência (primeira coluna da tabela), pelo cálculo do valor médio dos
picos das oscilações das Figs.19(b) e (d) (segunda coluna), e por meio da forma proposta
na Ref. [18] (terceira coluna) [82]. Nesta, consideramos apenas os picos das curvas nas
Figs.19(a) e (c). Novamente, observamos concordância entre os valores experimentais
obtidos e destacamos a alta imprecisão do valor obtido considerando apenas um ponto em
cada uma das curvas das Figs.19(a) e (c), como proposto na Ref. [18].

• Valores obtidos e o valor máximo previsto
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Tabela 4 – Valores experimentais da coerência quântica dos estados ρ̂a e ρ̂b, obtidos por meio do cálculo
do contraste dos padrões de interferência, do valor médio dos picos das curvas de oscilação,
e da fórmula proposta na Ref. [18].

Estado Pmax − Pmin Média Pmax − Pmax
diag

Pmax + Pmin dos picos Pmax
diag

ρ̂a 0.555 ± 0.024 0.530 ± 0.034 0.565 ± 0.091

ρ̂b 0.353 ± 0.001 0.346 ± 0.049 0.313 ± 0.146

A Eq.(3.22) nos permite não apenas calcular o valor esperado para a coerência quân-
tica de um estado específico, mas também estimar o valor máximo de coerência quântica
que uma classe de estados pode atingir. Estados descritos por matrizes densidade como as
da Eq. (5.1), por exemplo, não atingem o valor máximo de coerência, independentemente
do valor dos coeficientes não nulos. Para o estado teórico ρ̂a, por exemplo, V−1,1 = 0 e a
corência quântica, a partir da Eq.(3.22), pode ser escrita como

Ca = 1
2
V−10 (ρ−1−1 + ρ00) + V01 (ρ00 + ρ11)

ρ−1−1 + ρ00 + ρ11
= V−10 (ρ−1−1 + ρ00) + V01 (ρ00 + ρ11)

2 , (5.3)

onde a normalização do estado foi considerada.

Ainda que haja coerência máxima entre os modos |−1⟩ e |0⟩, isto é, mesmo que
V−10 = V01 = 1, Ca é menor que 1, uma vez que (ρ−1−1 + ρ00) < 1 e (ρ00 + ρ11) < 1.

Além de verificarmos que os estados quânticos preparados possuem coerência
quântica menor que um, também podemos investigar o valor máximo para a coerência de
estados como ρ̂a e ρ̂b. Em trabalhos anteriores, como Refs. [14] e [28], foi mostrado que
quanto maior for a diferença entre os coeficientes diagonais de um determinado estado,
menor será a coerência quântica do mesmo. Assim, o limite superior da coerência quântica
de uma determinada classe de estados (com uma determinada simetria, como na Eq. (5.1))
é atingido quando todos os coeficientes diagonais são iguais [26,80].

Considerando um estado com os mesmos coeficientes nulos de ρ̂a, e com todos os
coeficientes diagonais iguais a 1/3, temos

Ca = V−10 + V01

3 . (5.4)

Portanto, o limite superior para a coerência quântica neste caso é 2/3 ≈ 0, 67.
Assim, apesar de os resultados experimentais para ρ̂a mostrados nas Tabs.3 e 4 serem
baixos, são apenas ligeiramente menores que o limite superior.

Já para o estado ρ̂b, temos que ρ̂b, V−10 = V01 = 0 e Cb = V−11
(ρ−1−1+ρ11)

2 . Se todos
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os coeficientes diagonais forem iguais a 1/3, temos

Cb = V−11

3 . (5.5)

Neste caso, o limite superior para a coerência quântica é 1/3 ≈ 0, 33. Observamos
que os resultados obtidos para o estado ρ̂b estão próximos ao limite superior, considerando
o intervalo de incerteza experimental. Neste caso, os valores ultrapassam ligeiramente o
limite superior devido à influência dos coeficientes da matriz densidade que são iguais a
zero na Eq. (5.1), mas que experimentalmente não são completamente nulos.

Conclusão
Considerando as análises teóricas feitas na Sec.3.3, bem como as descrições experi-

mentais deste capítulo, mostramos que o método proposto na Ref. [18] é válido para a
determinação da coerência quântica de estados com altas dimensões, desde que os coefici-
entes dos estados estudados tenham fases nulas (ou todas iguais a π). Mostramos ainda
que é possível que o método seja implementado sem a preparação de um segundo estado,
e que neste caso o cálculo feito apenas com o valor máximo dos padrões de interferência e
difração aumenta a incerteza do valor obtido. Já para os estados em que os coeficientes
possuem fases não nulas, ou mesmo nos casos em que a dimensão é a única informação
disponível sobre o estado estudado, o método geral expresso na Eq.(3.22) é aplicável.



Parte III

Caracterização de estados bipartidos via
coerência das partes
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6 A coerência quântica das partes e a carac-
terização do estado conjunto

No Cap.2, vimos as diversas possibilidades de estados de fenda bipartidos que
podem ser preparados com pares de fótons gerados pela CPD. Além disso, estudamos
técnicas para obtenção experimental da coerência quântica de qudits. No Cap.5 em especial,
determinamos o valor da coerência quântica de qutrits, os quais constituiam uma parte de
um estado bipartido.

Neste capítulo, discutimos as informações sobre o estado conjunto (bipartido) que
podem ser obtidas por meio da análise de apenas uma das partes do sistema, e em especial,
por meio da análise da coerência quântica de apenas uma das partes. Na primeira seção,
analisamos as matrizes densidade das partes, apontando as informações contidas em cada
uma delas a respeito da matriz densidade conjunta. Em seguida, na Sec.6.2, estudamos a
determinação da quantidade de emaranhamento do estado por meio da coerência quântica
de uma das partes.

6.1 A matriz densidade conjunta
A reconstrução da matriz densidade de um estado pode ser feita por meio da to-

mografia quântica: processo no qual medimos a distribuição de probabilidade de obtermos
um resultado positivo quando um conjunto informacionalmente completo de operadores
positivos atua sobre um ensemble de fótons igualmente preparados [72]. A tomografia de
estados de fenda, realizada em [73], exige um aparato experimental a parte da preparação
e detecção. Devido a essa complexidade, nem sempre conseguimos realizar um grupo de
medições informacionalmente completo. No caso de um conjunto de medições informa-
cionalmente incompleto, podemos obter um conjunto de possíveis matrizes densidade
para o estado analisado [74]. Se considerarmos ainda a existência de situações em que há
interesse no conhecimento de apenas algumas características do estado, não é necessário
que recorramos à tomografia e à complexidade experimental nela exigida. Assim, apesar de
as análises a seguir não se mostrarem eficientes para a caracterização completa do estado,
cremos que as mesmas podem ser úteis em diversas situações, principalmente naquelas em
que o valor de apenas alguns coeficientes do estado são de interesse.

• A coerência dos estados reduzidos

Para um estado como o da Eq.(3.24), a matriz densidade reduzida obtida pelo
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traço parcial sobre a parte s, por exemplo, é escrita como

ρ̂i = Trs (ρ̂) =
∑
mi,li

∑
ls

ρlimi,lsls |li⟩ ⟨mi| . (6.1)

Considerando a situação análoga para o sistema s, temos que a coerência quântica
de ρ̂i e ρ̂s determinam o valor da soma dos módulos de alguns pares de elementos da
matriz densidade conjunta ρ. Tomando como exemplo um estado 2 × 3, onde Ds = 3 e
Di = 2, as respectivas matrizes ρs e ρi podem ser escritas como

ρi =
ρ− 1

2 − 1
2 ,−1−1 + ρ− 1

2 − 1
2 ,00 + ρ− 1

2 − 1
2 ,11 ρ− 1

2
1
2 ,−1−1 + ρ− 1

2
1
2 ,00 + ρ− 1

2
1
2 ,11

ρ∗
− 1

2
1
2 ,−1−1 + ρ∗

− 1
2

1
2 ,00 + ρ∗

− 1
2

1
2 ,11 ρ 1

2
1
2 ,−1−1 + ρ 1

2
1
2 ,00 + ρ 1

2
1
2 ,11

 , (6.2)

ρs =


ρ− 1

2 − 1
2 ,−1−1 + ρ 1

2
1
2 ,−1−1 ρ− 1

2 − 1
2 ,−10 + ρ 1

2
1
2 ,−10 ρ− 1

2 − 1
2 ,−11 + ρ 1

2
1
2 ,−11

ρ∗
− 1

2 − 1
2 ,−10 + ρ∗

1
2

1
2 ,−10 ρ− 1

2 − 1
2 ,00 + ρ 1

2
1
2 ,00 ρ− 1

2 − 1
2 ,01 + ρ 1

2
1
2 ,01

ρ∗
− 1

2 − 1
2 ,−11 + ρ∗

1
2

1
2 ,−11 ρ∗

− 1
2 − 1

2 ,01 + ρ∗
1
2

1
2 ,01 ρ− 1

2 − 1
2 ,11 + ρ 1

2
1
2 ,11

 , (6.3)

.

Cada termo ρlimi,lsms nas matrizes acima correspondem aos coeficientes do estado
geral descrito na Eq.(3.24), cuja matriz densidade é

ρ =



ρ− 1
2 − 1

2 ,−1−1 ρ− 1
2 − 1

2 ,−10 ρ− 1
2 − 1

2 ,−11 ρ− 1
2

1
2 ,−1−1 ρ− 1

2
1
2 ,−10 ρ− 1

2
1
2 ,−11

ρ∗
− 1

2 − 1
2 ,−10 ρ− 1

2 − 1
2 ,00 ρ− 1

2 − 1
2 ,01 ρ− 1

2
1
2 ,0−1 ρ− 1

2
1
2 ,00 ρ− 1

2
1
2 ,01

ρ∗
− 1

2 − 1
2 ,−11 ρ∗

− 1
2 − 1

2 ,01 ρ− 1
2 − 1

2 ,11 ρ− 1
2

1
2 ,1−1 ρ− 1

2
1
2 ,10 ρ− 1

2
1
2 ,11

ρ∗
− 1

2
1
2 ,−1−1 ρ∗

− 1
2

1
2 ,0−1 ρ∗

− 1
2

1
2 ,1−1 ρ 1

2
1
2 ,−1−1 ρ 1

2
1
2 ,−10 ρ 1

2
1
2 ,−11

ρ∗
− 1

2
1
2 ,−10 ρ∗

− 1
2

1
2 ,00 ρ∗

− 1
2

1
2 ,10 ρ∗

1
2

1
2 ,−10 ρ 1

2
1
2 ,00 ρ 1

2
1
2 ,01

ρ∗
− 1

2
1
2 ,−11 ρ∗

− 1
2

1
2 ,01 ρ∗

− 1
2

1
2 ,11 ρ∗

1
2

1
2 ,−11 ρ∗

1
2

1
2 ,01 ρ 1

2
1
2 ,11


. (6.4)

As matrizes acima nos mostram que a norma l1 de ρi é proporcional à soma dos
módulos dos coeficientes em vermelho acima da diagonal principal de ρ. Já a norma l1 de
ρs, é proporcional à soma dos módulos dos conjuntos formados pelos coeficientes marcados
pela mesma cor acima da diagonal principal de ρ. Em outras palavras, corresponde à
adição dos módulos da somas dos coeficientes circulados de verde, coeficientes circulados
de roxo, e dos circulados de laranja.

A medição de imagem dos estados marginais também nos dá informação sobre
a soma de alguns coeficientes diagonais em ρ. Já os coeficientes deixados em cinza, são
aqueles a respeito dos quais não temos nenhuma informação por meio dessa análise.
Assim, a determinação dos coeficientes diagonais e da coerência quântica de ρ̂i e de ρ̂s,
correspondem ao valor total de grupos de coeficientes de ρ.
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• A coerência das projeções de cada parte

Na situação em que a parte s, por exemplo, é selecionada em um único estado |ls⟩ (medição
de imagem), ao invés de uma medida de um padrão de interferência (ou imagem) marginal,
a operação sobre o estado é Tr (|ls⟩ ⟨ls| ρ̂). Nesse caso, para cada |ls⟩ selecionado, a parte i
é projetada no estado Îls dado por

Îls =
∑
mi,li ρlimi,lsls |li⟩ ⟨mi|∑

li |ρlili,lsls|
. (6.5)

Cada estado Îls possui uma coerência quântica própria, de forma que podemos
definir

CIls
=

( 1
Di − 1

) ∑
mi ̸=li |ρlimi,lsls|

NIls

, (6.6)

onde NIls
é o fator de normalização do estado Îls .

Definições análogas podem ser feitas para o sistema s, com Ŝli e CSli
definidos de

forma semelhante à Îls e CIls
, respectivamente. A coerência quântica de cada Îls e Ŝli nos

fornece a soma dos módulos de coeficientes dispostos em blocos na matriz ρ. Cada um
desses blocos correspondem a um mesmo valor de ls e li.

Tomando novamente o estado descrito na Eq.(6.4) como exemplo, podemos escrever
as matrizes

I−1 = 1
NI−1

ρ− 1
2 − 1

2 ,−1−1 ρ− 1
2

1
2 ,−1−1

ρ∗
− 1

2
1
2 ,−1−1 ρ 1

2
1
2 ,−1−1

 , I0 = 1
NI0

ρ− 1
2 − 1

2 ,00 ρ− 1
2

1
2 ,00

ρ∗
− 1

2
1
2 ,00 ρ 1

2
1
2 ,00

 ,

I1 = 1
NI1

ρ− 1
2 − 1

2 ,11 ρ− 1
2

1
2 ,11

ρ∗
− 1

2
1
2 ,11 ρ 1

2
1
2 ,11

 ; (6.7)

S−1/2 = 1
NS−1/2


ρ− 1

2 − 1
2 ,−1−1 ρ− 1

2 − 1
2 ,−10 ρ− 1

2 − 1
2 ,−11

ρ∗
− 1

2 − 1
2 ,−10 ρ− 1

2 − 1
2 ,00 ρ− 1

2 − 1
2 ,01

ρ∗
− 1

2 − 1
2 ,−11 ρ∗

− 1
2 − 1

2 ,01 ρ− 1
2 − 1

2 ,11



S1/2 = 1
NS1/2


ρ 1

2
1
2 ,−1−1 ρ 1

2
1
2 ,−10 ρ 1

2
1
2 ,−11

ρ∗
1
2

1
2 ,−10 ρ 1

2
1
2 ,00 ρ 1

2
1
2 ,01

ρ∗
1
2

1
2 ,−11 ρ∗

1
2

1
2 ,01 ρ 1

2
1
2 ,11

 . (6.8)
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Para observarmos a relação entre Sli , Ils e a matriz densidade conjunta, podemos
escrever ρ com o código de cores usado acima, de forma que

ρ =



ρ− 1
2 − 1

2 ,−1−1 ρ− 1
2 − 1

2 ,−10 ρ− 1
2 − 1

2 ,−11 ρ− 1
2

1
2 ,−1−1 ρ− 1

2
1
2 ,−10 ρ− 1

2
1
2 ,−11

ρ∗
− 1

2 − 1
2 ,−10 ρ− 1

2 − 1
2 ,00 ρ− 1

2 − 1
2 ,01 ρ− 1

2
1
2 ,0−1 ρ− 1

2
1
2 ,00 ρ− 1

2
1
2 ,01

ρ∗
− 1

2 − 1
2 ,−11 ρ∗

− 1
2 − 1

2 ,01 ρ− 1
2 − 1

2 ,11 ρ− 1
2

1
2 ,1−1 ρ− 1

2
1
2 ,10 ρ− 1

2
1
2 ,11

ρ∗
− 1

2
1
2 ,−1−1 ρ∗

− 1
2

1
2 ,0−1 ρ∗

− 1
2

1
2 ,1−1 ρ 1

2
1
2 ,−1−1 ρ 1

2
1
2 ,−10 ρ 1

2
1
2 ,−11

ρ∗
− 1

2
1
2 ,−10 ρ∗

− 1
2

1
2 ,00 ρ∗

− 1
2

1
2 ,10 ρ∗

1
2

1
2 ,−10 ρ 1

2
1
2 ,00 ρ 1

2
1
2 ,01

ρ∗
− 1

2
1
2 ,−11 ρ∗

− 1
2

1
2 ,01 ρ∗

− 1
2

1
2 ,11 ρ∗

1
2

1
2 ,−11 ρ∗

1
2

1
2 ,01 ρ 1

2
1
2 ,11


. (6.9)

Temos então, que a norma l1 de cada Ils é proporcional ao módulo de um dos
elementos acima da diagonal principal de ρ. Já a norma l1 de cada Sli , é proporcional à
soma dos módulos dos elementos da matriz densidade dispostos em um bloco acima da
diagonal de ρ. Além disso, a imagem tanto de cada uma das projeções, de ambas as partes,
nos fornece o valor de um dos coeficientes diagonais de ρ.

• Coerência entre pares de uma das partes

Como discutido nos capítulos anteriores, se o estado a ser analisado tiver dimensão
maior que dois e for completamente desconhecido, não podemos fazer nenhuma afirmação
a respeito das fases ou da distribuição dos coeficientes em sua matriz densidade, de forma
que a norma l1 deve ser determinada por meio da soma das coerências quânticas obtidas
através dos padrões de interferência entre os pares dos estados da base.

Para um estado 2 × 3, a coerência quântica entre cada par da base de estados
do qutrit é proporcional à soma dos módulos de dois coeficientes acima da diagonal. Na
Eq.(6.4) corresponde à soma dos módulos de elementos marcados pela mesma cor. Já a
coerência quântica entre os pares nas projeções do qutrit descritos nas Eqs.(6.7)-(6.1), são
proporcionais ao módulo de um dos elementos não diagonais em ρ.

6.2 O emaranhamento
A determinação da quantidade de emaranhamento de um estado bipartido é de

fundamental importância, dado o uso na implementação de protocolos de informação
quântica [1]. Considerando a situação na qual a tomografia completa de um estado não pode
ser realizada por algum motivo, nesta seção estudamos a possibilidade de determinarmos
a quantidade de emaranhamento de um estado bipartido a partir de um dos estados
reduzidos.

A quantidade de emaranhamento de um estado D1×D2 puro pode ser determinada a
partir dos valores dos coeficientes de Schmidt (como explorado anteriormente na Sec.2.2.2).
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Para estados de fenda 2 × 2, já foi mostrado que medições feitas com os dois detectores no
plano de Fourier (3.27), nos permitem detectar os fótons nos estados da base de Schmidt,
e assim determinar o valor dos coeficientes [61]. No entanto, essa possibilidade se restringe
aos estados reduzidos cujos coeficientes diagonais são iguais, como demonstramos na
Sec.B.3. Além disso, a relação entre a medição de ambas as partes no plano de Fourier e
as bases de Schmidt para estados de dimensão maior, permanece, ao nosso conhecimento,
em aberto na literatura. Sendo assim, uma alternativa na determinação da quantidade de
emaranhamento de um estado se faz necessária.

Em um conhecido trabalho de 2007, Jakob e Bergou obtiveram uma relação
de complementaridade envolvendo o quantificador de emaranhamento chamado de I-
concorrência C e a função ν proporcional à norma l2 do estado reduzido [26], aceito na
época como quantificador de indistinguibilidade (ou coerência quântica na linguagem
atual) [15] . Considerando um estado puro Di ×Ds (Di ≤ Ds), temos que para o estado
reduzido ρ̂i por exemplo,

ν2
i = 2

∑
j ̸=k

∣∣∣ρijk

∣∣∣2 . (6.10)

Já a I-concorrência é dada por [79]

C (|ψ⟩) =
√

2 [1 − Tr (ρ̂2
i )] =

√
2 [1 − Tr (ρ̂2

s)], (6.11)

e cujo quadrado é proporcional ao grau de mistura dos estados reduzidos, sendo portanto,
diretamente ligada à pureza de ρ̂i e ρ̂s.

Em [26] os autores obtiveram

p2
i + ν2

i + C2 (|ψ⟩) = 2 (Di − 1)
Di

, (6.12)

onde pi é a preditibilidade de ρ̂i. Sendo uma medida do quão diferente são os valores dos
coeficientes diagonais de ρi, pi é definida como

pi =

√√√√√2
∑

j

∣∣∣ρijj

∣∣∣2 − 1
Di

. (6.13)

Tendo ν (proporcional à norma l2) sido rejeitado como um bom quantificador de
coerência quântica [23], a Eq.(6.12) é inválida, como destacado em [80]. Para Di = 2 no
entanto, os quantificadores proporcionais às normas l1 e l2 assumem o mesmo valor, de
forma que a Eq.(6.12) é válida para qubits1.

1 A norma lp de um vetor W⃗ é definida como
∥∥∥W⃗∥∥∥

p
=
(∑

j |wj |p
)(1/p)

, onde wj indica a componente
j do vetor [103]. Nos cálculos dos quantificadores de coerência proporcionais às normas l1 e l2, os
elementos fora da diagonal da matriz densidade do estado formam um vetor, sendo cada elemento uma
componente.
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À seguir, procuramos obter uma relação entre a I-concorrência do estado conjunto,
a preditibilidade e a coerência dos estados reduzidos, que nos permita determinar a
quantidade de emaranhamento do conjunto por meio do estudo das partes. Para tanto,
vamos partir da forma normalizada da Eq.(6.12). Tomando as formas normalizadas tais
que Vi =

√
Di

2(Di−1)νi, Ω =
√

Di

2(Di−1)C e Pi =
√

Di

2(Di−1)pi, temos

P 2
i + V 2

i + Ω2 = 1. (6.14)

Considerando também a forma normalizada da medida de coerência quântica Ci do
estado ρ̂i, podemos escrever C2

i como

C2
i = 2

Di (Di − 1)V
2
i + Ti

(Di − 1)2 , (6.15)

onde Ti = 8∑j<k

∑
r<q;j,k ̸=r,q

∣∣∣ρijk

∣∣∣ ∣∣∣ρirq

∣∣∣, sendo bem definido apenas para Di ≥ 3.

Usando a expressão acima para escrever Vi em função de Ci e Ti, e substituindo Vi
na Eq.(6.14) obtemos

Ω2 + P 2
i + Di (Di − 1)

2 C2
i = 1 + Di

2 (Di − 1)Ti. (6.16)

A expressão acima mostra que existe uma relação entre a coerência quântica, a
pureza (quantificada por 1 − Ω) e o balanceio (quantificado por 1 − P) entre os estados da
base de um estado (nesse caso so subsistema i). No caso de sistemas de dimensão maior que
dois, essa relação envolve a terceira variável T , cuja interpretação se encontra em aberto, e
cuja relação direta com C será discutida na sequência. Apesar disso, é bem estabelecido na
literatura a noção de que a coerência máxima em uma determinada dimensão D é atingida
por estados puros (Ω=0) e com coeficientes diagonais da matriz densidade equilibrados
(−P = 0). Para estados bidimensionais T = 0 e a relação entre preditibilidade (ou balanço
dos estados da base) pureza e coerência podem ser observadas na Fig.21, apresentada na
Ref. [107].

Ao longo desse trabalho, estudamos as possibilidades para determinarmos experi-
mentalmente o valor de C de um estado qualquer. P 2

i pode ser facilmente determinado por
meio da medição de imagem, no caso de ρ̂i ser um estado de fenda. Assim, poderíamos
determinar a quantidade de emaranhamento do estado bipartido Ω por meio das medições
de imagem e coerência quântica do estado reduzido, não fosse o termo Ti do lado direito
da Eq.(6.16). Apesar de não podermos determinar o valor de Ω a partir dos valores de Pi
e C, estes nos fornecem um intervalo de valores para a quantidade de emaranhamento do
estado.

As normas l1 e l2 de um determinado vetor W⃗ são relacionadas pela desigualdade
[104] ∥∥∥W⃗∥∥∥

2
≤
∥∥∥W⃗∥∥∥

1
≤

√
n
∥∥∥W⃗∥∥∥

2
, (6.17)
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sendo n a dimensão do vetor, ou o número de elementos do conjunto cuja norma se
pretende calcular. Com relação aos estados quânticos, o conjunto sobre o qual calculamos
as normas l1 e l2, presentes nas definições de Vi e Ci, são compostos pelos coeficientes não
diagonais do estado analisado tendo, portanto, D2

i −Di elementos.

Figura 21 – Representação da Esfera de Bloch apresentada na Ref. [107]. Considerando um
estado de um qubit ρ, a figura ilustra a relação entre a pureza P(ρ) e a coerência
C(ρ). Para um valor fixo de pureza (raio na esfera de Bloch), o estado de
maior coerência é aquele composto uma superposição equilibrada dos estados
da base. Além disso, para estados com valores diagonais fixos (representados
no plano equatorial da esfera n ocaso bidimensional), a coerência é limitada
pelo valor da pureza (o que também ocorre para estados de dimensão maior
que dois).

Considerando a Eq.(6.17), bem como as definições de Vi e Ci, podemos escrever

(Di − 1)
Di

V 2
i ≤ (Di − 1)2 C2

i ≤ (Di − 1)2 V 2
i . (6.18)

Substituindo o valor de V 2
i (dado pela Eq(6.15)) na expressão acima, obtemos

(Di − 1) C2
i − T 2

i

Di − 1 ≤ 2 (Di − 1)2 C2
i ≤ Di (Di − 1)2 C2

i −DiT
2
i . (6.19)

O limite inferior da equação acima permite que Ci e Ti assumam valores negativos.
No entanto, por definição, Ci e Ti são sempre positivos. Além disso, no caso em que Ci = 0,
Ti também é nulo. Assim, descartando os resultados fisicamente impossíveis, temos que
o limite inferior de Ti é zero. Assim, nos casos em que a coerência quântica do estado
analisado é nula, podemos estabelecer uma relação direta entre Ω e Pi. Portanto, se a
coerência quântica de um dado estado ρ̂i for igual a zero, o emaranhamento de um estado
bipartido e puro, contendo ρ̂i como uma das partes, pode ser determinado apenas com a
informação sobre o valor de Pi (Eq.(6.16)).
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Avaliando o limite superior de Ti a partir da Eq.(6.19), temos

2 (Di − 1)2 C2
i ≤ Di (Di − 1)2 C2

i −DiTi

Ti ≤ (Di − 1)2 (Di − 2)
Di

C2
i . (6.20)

Substituindo a relação da Eq.(6.20) na Eq.(6.16), obtemos

Ω2 + P 2
i + Di (Di − 1)

2 C2
i ≤ 1 + (Di − 1) (Di − 2)

2 C2
i

Ω2 ≤ 1 − P 2
i − (Di − 1) C2

i . (6.21)

A relação acima (Eq.(6.21)) se torna uma igualdade quando quando Ci = 0, ou
quando a igualdade na Eq.(6.20) é atingida. Resolvendo a Eq.(6.20), verificamos que a
igualdade é atingida quando, além do caso trivial nulo, o estado analisado possui uma
simetria entre seus coeficientes tal que

∑
j ̸=k

∣∣∣ρijk

∣∣∣2 =
8∑j<k

∑
r<q;j,k ̸=r,q

∣∣∣ρijk

∣∣∣ ∣∣∣ρirq

∣∣∣
Di − 2 . (6.22)

Conclusão
Nos capítulos anteriores, estudamos as principais propriedades e métodos de prepa-

ração de estados de fenda, de uma e duas partes. Estudamos também as possibilidades de
determinarmos a coerência quântica de estados de fenda de uma parte. Neste capítulo,
analisamos como essa determinação pode ser útil na caracterização de um estado bipartido
do qual o estado analisado seja uma das partes, sendo esta caracterização parcial e referente
à matriz densidade e à quantidade de emaranhamento do estado bipartido.
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Conclusão final

Tendo os estados de fenda como objeto central de estudo, o presente trabalhou
abordou tanto a preparação quanto a caracterização destes estados. Apesar de ser um
tópico muito explorado na literatura, até o momento nenhum trabalho havia usado técnicas
conhecidas para preparação de estados bipartidos com as partes possuindo dimensões
diferentes. No Cap.2 desenvolvemos uma análise geral (englobando estados D1 ×D2 com
D1 = D2 ou ̸= D2) sobre a preparação de estados de fenda a partir de fótons gerados
pela CPD, e no Cap.4 mostramos os resultados experimentais obtidos para a dimensão
2 × 3.

Referente à caracterização dos estados de fenda bipartidos, o trabalho teve como foco
situações hipotéticas em que a tomografia completa não é possível, e também situações em
que temos acesso a apenas uma das partes do sistema. Essa última situação em particular,
vai de encontro ao problema da coerência quântica de estados de dimensão maior que
dois, para os quais a definição de novos quantificadores de coerência quântica fomentaram
pesquisas recentes sobre o assunto. Tendo discutido os tópicos gerais sobre coerência no
Cap.1, no Cap.3 analisamos a observação do efeito de coerência (interferência) em estados
de fenda. Naquele capítulo, também mostramos que o processo de medição dos estados de
fenda pode ser analisado considerando a interação entre o sistema estudado e marcadores
de caminho. Além disso, apresentamos os resultados experimentais obtidos para a norma
l1 de coerência de dois estados de qutrits (Cap.5).

Considerando as discussões dos Caps.1,3 e 5, na terceira parte da tese estudamos
o papel da coerência quântica das partes de um estado bipartido na caracterização do
estado conjunto. Apesar de a tese tratar especificamente os estados de fenda, as análises
apresentadas no Cap.6 são gerais, e podem ser aplicadas a estados quânticos preparados a
partir de outros sistemas físicos, assim como alguns pontos discutidos no Cap.(3) [106].

Em suma, trabalhamos temas bem conhecidos na literatura, mas que apresentam
questões relevantes em aberto. Nossas contribuições para essas questões incluem: um
panorama geral sobre as possíveis correlações obtidas com o uso de fótons gêmeos na
preparação de estados de fenda bipartidos, bem como resultados experimentais para
dimensão 2 × 3; análise teórica detalhada sobre o efeito observável produzido pela presença
de coerência em sistemas de qudits espaciais (a interferência); a verificação experimental de
um método proposto na literatura para a obtenção experimental da coerência quântica de
estados de fenda; um estudo da caracterização parcial da matriz densidade de um estado
bipartido, por meio da coerência quântica de cada parte, e a relação entre a quantidade de
emaranhamento de um estado bipartido e a norma l1 de cada parte.
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APÊNDICE A – Cálculos gerais para a
propagação

Neste apêndice apresentamos, em linhas gerais, os cálculos de propagação que
servem de base para o entendimento de todo o estudo teórico apresentado ao longo do
texto. A primeira seção contém alguns conceitos básicos referentes à Óptica de Fourier.
Já as seções A.2 e A.3 tratam, respectivamente, da propagação de feixes através de uma
lente esférica e da propagação geral de um conjunto de fótons igualmente preparados.

A.1 Ferramentas da Óptica de Fourier
Para um campo elétrico harmônico e escalar, cuja parte espacial obedece a Equação

de Helmholtz, podemos, para cada z constante, decompor o perfil transversal do campo
em ondas planas, obtendo assim, seu espectro angular, mencionado ao longo do texto, e
definido como [33]

Ẽ (qx, qy, z) =
∫ ∫

E (x, y, z) e−i(xqx+yqy)dxdy, (A.1)

e que se modifica por uma propagação livre ao longo de z, positivo, de forma tal que [33]

Ẽ (qx, qy, z) = Ẽ (qx, qy, z0) eikz(z−z0). (A.2)

Caso o campo passe por algum componente óptico linear, o perfil transversal do
campo elétrico transmitido será dado pelo produto entre a função que descreve o perfil
sobre o plano do elemento óptico e a função transmissão referente ao componente óptico
em questão (como exemplo, temos a soma de funções retângulo representando fenda
múltipla). Assim, sabemos calcular de forma direta (como produto de duas funções) a
ação da propagação livre sobre o espectro angular, e a ação de elementos ópticos sobre o
perfil transversal do campo. Para uma situação em que o feixe passa por uma sucessão de
propagações livres intercaladas com elementos ópticos, o perfil transversal resultante é
obtido por meio do cálculo de várias integrais. Para simplificarmos os cálculos e torna-los
mais práticos, podemos podemos usar o método descrito na Ref. [33] para elementos
ópticos com funções transmissão conhecidas (e operações sobre o feixe incidente), o qual
apresentamos na sequência.
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A.1.1 Sistemas ópticos tratados como operadores

Uma técnica prática para determinamos o comportamento de um feixe através de
um conjunto de elementos ópticos lineares, é pela utilização da álgebra de operadores,
sendo os quatro operadores base, Q,P ,F e R, definidos como à seguir [33]

Multiplicação por uma fase expo-
nencial quadrática

Q [c] {U(x)} = ei
k
2 cx

2
U(x) (A.3)

Dimensionamento por uma cons-
tante b

P [b] {U(x)} = |b|
1
2 U(bx) (A.4)

Transformada de Fourier F {U(x)} = 1
2π

∫ ∞

−∞
U(x)e−iqxdx (A.5)

Propagação no espaço livre por
uma distância d

R [d] {U(x1)} = 1√
iλd

∫ ∞

−∞
U(x1)ei(k/2d)(x2−x1)2

dx1

(A.6)

Além disso, os quatro operadores apresentam as seguintes propriedades:

R [d] = Q
[1
d

]
P
[
k

d

]
FQ

[1
d

]
(A.7)

P
[
k

f

]
F = R [f ] Q

[
−1
f

]
R [f ] .

(A.8)

Essas relações nos permitem propagar um campo elétrico por um conjunto de
sistemas ópticos lineares sem ser necessária a resolução de integrais dentro de integrais.
Para tanto, precisamos conhecer a função transmissão de cada sistema óptico e associar
a ação de cada um deles às expressões definidas acima. Assim, representamos a ação
do conjunto como um produto de operadores e usamos tais relações para simplificar a
expressão o máximo possível.
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A.2 Propagação na projeção de imagem e da transformada de
Fourier
Na montagem experimental ilustrada na Fig.22, um feixe de laser (fonte de luz

clássica) se propaga à partir de um plano em z = za até um plano em z = zd, sendo
transmitido por uma lente esférica posicionada em um plano intermediário em z = zl.
Sendo Φ (x, zd) o perfil transversal do feixe no plano em z = zd, ao longo de x̂, o mesmo é
dado por

Φ (x, zd) = R [d2]
{

Q
[
− 1
f

]
{R [d1] {Φ (xa, za)}}

}
, (A.9)

onde d1 = zl − za, d2 = zd − zl e f é a distância focal da lente esférica. Considerando as
definições apresentadas na Sec.A.1, temos que

Φ (x, zd) ∝ e
ik

2d2
x2
∫
e− ik

2f
x2

l

(∫
Φ (xa, za) e

ik
2d1

(xl−xa)2
dxa

)
e

ik
2d2

(x−xl)2
dxl (A.10)

Φ (x, zd) ∝ e
ik

2d2
x2
∫

Φ (xa, za) ei
k

2d1
x2

a

(∫
ei

k
2 bx

2
l e

−i 2kxa
2d1

xle
−i 2kx

2d2
xldxl

)
dxa, (A.11)

onde b =
(

1
d1

+ 1
d2

− 1
f

)
.

Para as configurações experimentais onde 1
d1

+ 1
d2

= 1
f
, b = 0 e a expressão acima é

simplificada de forma que

Φ (x, zd) ∝ e
ik

2d2
x2
∫

Φ (xa, za) ei
k

2d1
x2

a

∫
e

−i 2kxa
2d1

xle
−i 2kx

2d2
xldxldxa

Φ (x, zd) ∝ e
ik

2d2
x2
∫

Φ (xa, za) ei
k

2d1
x2

aδ

(
kxa
d1

+ kx

d2

)
dxa

Φ (x, zd) ∝ e
i k

2d2

(
1+ d1

d2

)
x2

Φ
(

−d1

d2
x, za

)
, (A.12)

e o perfil transversal do feixe em z = za é reproduzido em z = zd adicionado à uma fase e
escalonado por um fator de aumento. Em outras palavras, a imagem do plano em z = za

é projetada sobre o plano em z = zd. No caso em que d1 = d2 = 2f , a imagem é não
ampliada em relação ao perfil em z = za, e reproduz em zd o perfil do plano em z = za de
forma invertida.

Nos casos em que a 1
d1

+ 1
d2

̸= 1
f
, a última exponencial dentro da integral entre

parêntesis na Eq.(A.11), evidencia a transformada de Fourier do produto de exponenciais
dependentes de xl. A função resultante é igual a convolução entre as transformadas de
Fourier das duas primeiras exponenciais. Modificando a variável de integração de xl para
kx/d2 e operando a convolução como dependente dessa variável, temos que

Φ (x, zd) ∝ e
i k

2

(
1

d2
− 1

d2
2b

)
x2 ∫

Φ (xa, za) e
i k

2

(
1

d1
− 1

d2
1b

)
x2

a
e

−ixa
kx

d1d2bdxa. (A.13)
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Figura 22 – Ilustração da montagem experimental genérica em que um feixe de luz se
propaga ao longo de ẑ, a partir de um plano em z = za até um plano em
z = zd. Em plano intermediário, em z = zl, a luz é transmitida por uma lente
esférica de distância focal f .

Para as configurações experimentais onde d1 = d2 = f , b = 1/f e a expressão acima se
reduz a

Φ (x, zd) ∝
∫

Φ (xa, za) e−i kx
f
xadxa, (A.14)

mostrando que neste caso a transformada de Fourier óptica do plano em z = za é projetada
sobre o plano em z = zd.

A.3 A propagação dos estados quânticos
Com relação aos estado quânticos fotônicos descritos de maneira geral como

|ψz⟩ =
∫

Φ (x, z) |x⟩ dx, (A.15)

o cálculo da propagação do estado ao longo do setup experimental se dá por meio do cálculo
da propagação do perfil espacial Φ (x, z). Em cada plano em determinado z constante, o
estado |ψz⟩ é determinado pela amplitude espacial do campo neste mesmo plano.

No caso dos estados bipartidos estudados neste trabalho, a propagação do estado

|ψ⟩ =
∫ ∫

Φ (xi, xs, zi, zs) |xi⟩ |xs⟩ dxidxs, (A.16)

é descrita por meio do cálculo de Φ (xi, xs, zi, zs), que por sua vez se dá pela aplicação
das operações descritas na Sec.A.1 em cada parte do sistema à partir de seus respectivos
planos iniciais.
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APÊNDICE B – Cálculos referentes à
preparação e medição dos estados de fenda

Neste apêndice, estão os cálculos envolvidos em algumas análises referentes à
preparação e medição de estados de fenda.

B.1 Estado 2 × 3 maximamente emaranhado com correlação entre
todas as aberturas
Uma das maneiras de determinarmos os possíveis estados maximamente emara-

nhados de dimensão 2 × 3, preparados a partir de fótons gerados na CPD, se dá pela
análise dos coeficientes de Schmidt do estado mais geral nessa dimensão. Esses coeficientes
correspondem à raiz quadrada dos autovalores não nulos dos operadores de estado reduzidos
de cada parte do sistema bipartido.

Na configuração do setup de preparação descrito na Subsec.2.2.2, o estado geral
|Ψ⟩ preparado no plano das aberturas é descrito pela Eq.(2.20). Tomando o operador de
estado |Ψ⟩ ⟨Ψ| e considerando a dimensão 2 × 3, os autovalores não nulos dos estados
reduzidos de qualquer uma das partes (i ou s), são λ+ e λ− dados por

λ± = 1
2

1 ±

√(
|E (− 3d

4 )|2 − |E ( 3d
4 )|2

)2
+ 4 |g|2

2
(
|E (− d

4 )|2 + |E ( d
4 )|2

)
+ |E (− 3d

4 )|2 + |E ( 3d
4 )|2

 , (B.1)

onde g = e−2iϕd2
E (− 3d

4 )E∗ (− d
4 ) + e2iϕd2

E∗ ( 3d
4 )E ( d

4 ) + E (− d
4 )E∗ ( d

4 ).

Estados puros bipartidos numa dimensão arbitrária D1 × D2 (com D1 < D2) é
maximamente emaranhado se os coeficientes de Schmidt são todos iguais a 1/

√
D1. Para

dimensão 2 × 3 isso ocorre se

(
|E (− 3d

4 )|2 − |E ( 3d
4 )|2

)2
+ 4 |g|2 = 0. (B.2)

Uma possibilidade de fazermos com que a igualdade acima seja atingida, consiste em
manipular o perfil do feixe de bombeio de forma que E (− d

4 ) = E ( d
4 ) = 0, produzindo o

estado da Eq.(2.27). Supondo, no entanto, a exigência hipotética de que haja correlação
entre fótons passando por todas as aberturas de ambas as fendas múltiplas (dupla e tripla),
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nenhum dos coeficientes da Eq.B.2 pode ser nulo. Nesse caso, considerando um perfil
simétrico para o feixe de bombeio, é necessário que

e−2iϕd2
E ( 3d

4 )E∗ ( d
4 ) + e2iϕd2

E∗ ( 3d
4 )E ( d

4 ) + |E ( d
4 )|2 = 0, (B.3)

que por sua vez, ocorre se E ( 3d
4 ) = − E( d

4 )
2 cos(2ϕd2) . No caso especial em que 2ϕd2 = π,

E ( 3d
4 ) = E( d

4 )
2 e o estado então obtido é tal que

|ΨV ⟩ ∝ E ( d
4 )
[
|− 1

2⟩
(

−1
2 |−1⟩ + |0⟩ + |1⟩

)
+ | 1

2⟩
(

|−1⟩ + |0⟩ − 1
2 |1⟩

)]
. (B.4)

B.2 Operadores de medição e distribuição de probabilidade dos
estados bipartidos
Como mencionado ao longo do texto, o cálculo dos operadores Ê(+)(x, zd) para

cada medição, pode ser feito cosiderando a propagação de feixes ao longo do setup, e a
quantização do campo realizada posteriormente. Assim, para a montagem experimental
de medição englobando todos os componentes óticos e o espaço livre do plano da fenda
múltipla até o detector, podemos utilizar os cálculos já mostrados no apêndice anterior.

Dado os cálculos da Sec.A.2, e considerando um campo clássico em z = za descrito
como Φ (x, za) = E(x), o mesmo será descrito como

Φ (x, zd) ∝



e
i k

2f1
x2
E (−x) no caso em que a imagem não ampliada do plano

em z = za é projetada em z = zd por uma lente de foco f1;

∫
E (x′) e−i kx

f2
x′
dx′ no caso em que a transformada de Fourier óptica

do plano em z = za é projetada em z = zd por uma lente de foco f2.

(B.5)

A quantização do campo é feita de forma que o espectro angular Ẽ(q) é substituído
pelo operador aniquilação â(q), sendo Ẽ(q) ∝

∫
E(x)eiqxdx [3]. Assim, a aplicação do

operador Ê(+)(x, zd) sobre o estado

|l⟩ = a

π

∫
dqe−iqldsinc (qa) |q⟩ 1, (B.6)

é tal que
1 Como no restante do texto, d é a separação entre as aberturas da fenda múltipla e 2a é a largura de

cada abertura.
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Ê(+)(x, zd) |l⟩ ∝



e
i k

2f1
x2 ∫ ∫

e−iq′ldsinc (q′a) eiqxâ(q) |q′⟩ dqdq′para;

a projeção de image

∫
e−iqldsinc (qa) â(kx/f2) |q⟩ dq para a projeção

datransformada de Fourier.

(B.7)

Realizando cada uma das integrais acima, obtemos

Ê(+)(x, zd) |l⟩ ∝



e
i k

2f1
x2 ∏(x−ld

2a

)
|0⟩ para a projeção de imagem;

∫
e

−i kld
f2
x
sinc

(
ka
f2
x
)

|0⟩ para a projeção da

transformada de Fourier,

(B.8)

onde |0⟩ representa o estado de vácuo do campo eletromagnético.

B.3 A seleção dos estados de Schmidt na medição plano de Fourier-
Transformada de Fourier
Vamos tomar como exemplo o estado geral de um qubit, descrito pela matriz

densidade

ρ = 1
a1 + a2

 a1 w

w∗ a2

 . (B.9)

Os autovalores de ρ (o quadrado dos coeficientes de Schmidt) são λ± = 1
2 ±√

1+4|w|2−2a1a2
2(a1+a2) , e os autovetores (vetores da base de Schmidt)

|β±⟩ = (c1 ± c2) |− 1
2⟩ + | 1

2⟩√
1 + |c1 ± c2|2

; c1 = a1 − a2

2w∗ ; c2 =

√
(a1 − a2)2 + 4 |w|2

2w∗ . (B.10)

A probabilidade de detectarmos um fóton, no plano de Fourier, em um dos estados
|β±⟩ é (3.9)

P
(F )
β±

(x, zD) ∝ 1
|c1 ± c2|2

{
1 + |c1 ± c2|2 + 2 cos (kdx/f1)Re (c1 ± c2)

}
. (B.11)

Se em certa posição x1, P (F )
β+ (x1,zD) for máximo e P

(F )
β−

(x1,zD) for igual a zero,
podemos dizer que o detector fixo em x1 registra apenas fótons preparados no estado
|β+⟩, de forma que as contagens assim registradas são proporcionais ao quadrado de um
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dos coeficientes de Schmidt. O outro coeficiente é obtido se, em x2, P (F )
β+ (x2,zD) = 0 e

P
(F )
β−

(x2,zD) é máximo. A condição necessária para que isso ocorra é

2Re (c1 + c2)
1 + |c1 + c2|2

= −2Re (c1 − c2)
1 + |c1 − c2|2

, (B.12)

o que acontece se a1 = a2 (c1 = 0). Assim, a obtenção dos coeficientes de Schmidt
diretamente dos padrões de interferência só é possível para os estados com elementos
diagonais iguais. Para os casos onde isso não ocorre é necessário que outro método, ou
medida de emaranhamento seja utilizada.
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APÊNDICE C – Cálculos envolvendo o traço
parcial e a distribuição de probabilidade

marginal

Neste apêndice estão detalhados os cálculos referentes à operação de traço parcial
sobre os estados bipartidos (Sec.C.1), e a demonstração de que o uso de um dos detectores
para registrar, com a mesma probabilidade, todos os fótons que chegam em qualquer
posição (bulk ) na medição em coincidência é equivalente a essa operação (Sec.C.2).

C.1 Estado de um fóton à partir do traço parcial - exemplo no
sistema i
Supondo um estado bipartido geral

ρ̂ =
Λi∑

li,mi=−Λi

Λs∑
ls,ms=−Λs

ρlilsmims |lils⟩ ⟨mims| , (C.1)

o estado reduzido da parte s é dado pelo traço parcial sobre a parte i do sistema, de forma
que

ρ̂s = Tri (ρ̂)

=
Λi∑

li,mi=−Λi

Λs∑
ls,ms=−Λs

Λi∑
ji=−Λi

ρlilsmims ⟨ji| |lils⟩ ⟨mims| |ji⟩

=
Λi∑

li,mi=−Λi

Λs∑
ls,ms=−Λs

Λi∑
ji=−Λi

ρlilsmims ⟨ji| |lils⟩ ⟨mims| |ji⟩

=
Λs∑

ls,ms=−Λs

Λi∑
ji=−Λi

ρjilsjims |ls⟩ ⟨ms| . (C.2)

No caso em que fótons gerados pela CPD são utilizados, os estados de fenda
preparados são puros (Eq.(2.12)), de forma que

ρlilsmims = Φin (lid, lsd, za) Φ∗
in (mid,msd, za) , (C.3)

resultando no estado de fenda

ρ̂s =
Λs∑

ls,ms=−Λs

Λi∑
ji=−Λi

Φin (lid, lsd, za) Φ∗
in (mid,msd, za) |ls⟩ ⟨ms| . (C.4)
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C.2 O uso de um dos detectores como bulk (incapaz de identificar
a posição do fóton detectado) corresponde a operação de traço
parcial
Nas medições dos estados bipartidos, a distribuição de probabilidade conjunta é

proporcional à taxa de contagem em coincidências registradas por detectores pontuais, de
forma que

P (xi, xs, zd) ∝
Λi∑

mi,li=−Λi

Λ∑
ms,ls=−Λs

⟨lils| ρ̂ |mims⟩

× ⟨mims| Ê(−)
i (xi, zd)Ê(−)

s (xs, zd)Ê(+)
i (xi, zd)Ê(+)

s (xs, zd) |lils⟩ . (C.5)

O uso de um detector bulk implica em um registro não pontual dos fótons, isto
é, a distribuição de probabilidade não é descrita em cada ponto ao longo de x̂. O uso
do detector di como bulk, por exemplo, produz uma distribuição de contagem em CNC
matematicamente dada por

P (xs, zd) ∝
∫ ∞

−∞
P (xi, xs, zd)dxi

P (xs, zd) ∝
Λi∑

mi,li=−Λi

Λs∑
ms,ls=−Λs

⟨lils| ρ̂ |mims⟩ ×
∫ ∞

−∞

(
⟨mims|E(−)

i (xi, zd)E(−)
s (xs, zd)E(+)

i (xi, zd)E(+)
s (xs, zd) |lils⟩

)
dxi (C.6)

P (xs, zd) ∝
Λi∑

mi,li=−Λi

Λs∑
ms,ls=−Λs

ρlilsmims ⟨ms|E(−)
s (xs, zd)E(+)

s (xs, zd) |ls⟩ ×
∫ ∞

−∞

(
⟨mi|E(−)

i (xi, zd)E(+)
i (xi, zd) |li⟩

)
dxi. (C.7)

Considerando os cálculos mostrados na Sec.A.2, podemos escrever a última integral
na equação acima como

∫
⟨mi|E(−)

i (xi, zd)E(+)
i (xi, zd) |li⟩ dxi ∝

∫ [∫ ∫ ∏(
xa′ − ld

2a

)∏(
xa − ld

2a

)
e

−i k
2d1 (x2

a′ −x2
a) ×(∫ ∫

ei
kb
2 (x2

l −x2
l′)ei

k
d1

(xa′xl′ −xaxl)e
i

kxi
d2

(xl′ −xl)dxl′dxl

)
dxadxa′

]
dxi. (C.8)

Integrando primeiramente em xi, temos
∫

⟨mi|E(−)
i (xi, zd)E(+)

i (xi, zd) |li⟩ dxi ∝
∫ ∫ ∏(

xa′ − ld

2a

)∏(
xa − ld

2a

)
e

−i k
2d1 (x2

a′ −x2
a) ×[∫ ∫

ei
kb
2 (x2

l −x2
l′)ei

k
d1

(xa′xl′ −xaxl)
(∫

e
i

kxi
d2

(xl′ −xl)dxi

)
dxl′dxl

]
dxadxa′
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∝
∫ ∫ ∏(

xa′ − ld

2a

)∏(
xa − ld

2a

)
e

−i k
2d1 (x2

a′ −x2
a) ×[∫ ∫

ei
kb
2 (x2

l −x2
l′)ei

k
d1

(xa′xl′ −xaxl)δ (xl′ − xl) dxl′dxl
]
dxadxa′

(C.9)

∝
∫ ∫ ∏(

xa′ − ld

2a

)∏(
xa − ld

2a

)
e

−i k
2d1 (x2

a′ −x2
a)
∫
e
i k

d1
xl(xa′ −xa)

dxldxadxa′

∝
∫ ∫ ∏(

xa′ − ld

2a

)∏(
xa − ld

2a

)
e

−i k
2d1 (x2

a′ −x2
a)δ (xa′ − xa) dxadxa′

∝
∫ (∏(

xa − ld

2a

))2

dxa = cte. (C.10)

Assim, as expressões mostradas na Eq.(C.8) resulta em um valor constante (pro-
porcional a 1/(4a2)) e independente de qual seja o valor de b na Eq.(C.8). Substituindo o
resultado da expressão acima na Eq.(C.6), mostramos que o uso de um detector bulk em
uma das partes do estado equivale à realização da operação de traço parcial sobre a parte
correspondente a este detector.
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