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Resumo

As medidas de complexidade estatistica sao ferramentas singulares que podem ser utilizadas
com o objetivo de detectar fenomenos fisicos relevantes. Muitos desses fendmenos ocorrem de
tal modo que deixam assinaturas que podem ser interpretadas como mudancas do estado do
sistema e que poderiam ser lidas, por meio dessas medidas, como complexidade estatistica,
mensurada em uma escala de ordem e desordem. Estudamos a medida de complexidade
estatistica definida por Lépez-Ruiz et al., denominamo-la de medida de complexidade
estatistica classica, i.e., “classical statistical complexity measure” (CSCM), e a aplicamos
em um modelo simples de evolucao temporal discreta caracterizada pelas cadeias de Markov
finitas, em dimensao 2, para evolugoes estocésticas e bi-estocasticas. Introduzimos uma
versao quantica para essa medida de complexidade estatistica, denominada de medida
de complexidade estatistica quantica, ou seja, “quantum statistical complexity measure”
(QSCM), no contexto da teoria da informagao quéantica, e a usamos como fungao sinalizadora
de transi¢oes de correlagdoes quanticas, medidas em uma escala de ordem e desordem.
Discutimos a possibilidade de tais transi¢oes caracterizarem fenémenos fisicos interessantes,
tais como transi¢oes de fase quanticas ou variagoes abruptas nas distribui¢oes de correlagao.
Aplicamos nossa medida em dois modelos hamiltonianos soliveis analiticamente: o modelo
de Ising quantico-1D, no estado reduzido de particula tinica, e na cadeia de Heisenberg
XXZ de spin-1/2, no estado reduzido de duas particulas. Analisamos o comportamento da
medida em transi¢coes de fase quanticas para tamanhos de sistemas finitos, bem como no
limite termodinamico por meio da técnica do ansatz de Bethe. Concluimos que a medida
de complexidade estatistica quantica pode desempenhar um papel de fungao sinalizadora
de transigoes de correlagoes, além de também discernir transicoes de fase quanticas, devido
ao fato do carater de mudanca abrupta que varias quantidades fisicas experimentam nesses
pontos de transicao, além da maneira pela qual os estados reduzidos desses sistemas criticos

transitam nessa escala de ordem e desordem.

Palavras-chave: complexidade; medida de complexidade LMC; medida de complexidade
estatistica; cadeias de Markov; medida de complexidade estatistica quantica; transicoes de

fase quanticas; modelo de Ising quantico 1D; modelo de Heisenberg XXZ de spin-1/2.



Abstract

Statistical complexity measures are distinctive tools that can detect significant physical
phenomena. Many of these phenomena occur in such a way that they leave signatures
that can be interpreted as changes in the state of the system, which can be read as
statistical complexity through these measures, measured on a scale of order and disorder.
We investigate the classical statistical complexity measure (CSCM) defined by Lépez-Ruiz
et al. and apply it to a simple model of discrete time evolution, characterized by finite
Markov chains in dimension 2, for stochastic and bistochastic evolutions. Additionally, we
introduce a quantum version for measuring statistical complexity: the quantum statistical
complexity measure (QSCM), in the context of quantum information theory, and use it
as a signaling function for quantum correlation transitions, measured on a scale of order
and disorder. We consider the possibility that such transitions characterize intriguing
physical phenomena, such as quantum phase transitions or sudden variations in correlation
distributions. Our measure is applied to two analytically solvable Hamiltonian models:
the one-dimensional quantum Ising model in the reduced single-particle state, and the
Heisenberg chain XXZ of spin-1/2 in the state reduced by two particles. We analyze the
measurement behavior in quantum phase transitions for finite system sizes and in the
thermodynamic limit using the Bethe ansatz technique. We conclude that the quantum
statistical complexity measure can serve as a signaling function of correlation transitions
and distinguish quantum phase transitions, due to the abruptness that physical quantities
experience at these transition points and the way in which the reduced states of these

critical systems change within a scale of order and disorder.

Keywords: complexity; LMC complexity measure; statistical complexity measure; Markov
chains; quantum statistical complexity measure; quantum phase transitions; 1D-quantum

Ising model; Heisenberg XXZ spin-1/2.
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1 Introducao

Consideremos um processo fisico, quimico ou biologico tal qual, por exemplo, a
variacao da temperatura de uma determinada quantidade de dgua, uma mistura entre
duas solucdes diferentes ou a formacao de alguma rede neural. E intuitivo acreditar que se
pudermos classificar todas as configuracoes possiveis de tais sistemas, descritas por seus
padroes de ordem e desordem, seria possivel caracteriza-los e controléd-los. Por exemplo,
durante o processo de mudanga da temperatura da dgua, se conhecemos o padrao de ordem
e desordem da sua estrutura molecular e todas as interagdes envolvidas no processo, seria

possivel caracterizar e controlar completamente suas transicoes de fase.

Na teoria da informacao, a capacidade de identificar certos padroes de ordem e
de desordem nas distribuicées de probabilidade deveria nos permitir controlar a criacgao,
armazenamento e a transmissao da informacao. Desta forma, a caracterizagdo e quantifica-
¢ao da complexidade, nessa escala de ordem e desordem, contida em sistemas fisicos e em

suas partes constituintes poderiam ser cruciais para a teoria da informagao [1].

Um ponto de concordancia na literatura sobre a teoria da complexidade é que nao
existe um consenso para uma defini¢ao formal e unificada para a complexidade. A intuicao
sugere que sistemas que podem ser descritos como “nao-complexos” devam ser facilmente
compreendidos: eles podem ser descritos concisamente por meio de poucos parametros ou
variaveis, e seu conteido de informacao pode ser definido como “baixo”. Existem maneiras
consideraveis de se definirem medidas de complexidade de sistemas fisicos. Dentre tais
defini¢bes, podemos citar medidas baseadas em algoritmos de compressao de sequéncias de
tamanho finito [2-4], medidas de Kolmogorov ou Chaitin baseadas no tamanho do menor
algoritmo que pode reproduzir um determinado tipo de padrao [5,6] e medidas referentes

a teoria da informagao classica [7-13].

Recentemente, com o objetivo de apresentar uma tentativa de definicdo de uma me-
dida de divergéncia dentro da teoria da informagao geométrica, uma medida de divergéncia
canonica foi apresentada para quantificar a complexidade de sistemas classicos e quéanticos.
No dominio classico, provou-se que esta divergéncia coincide com a divergéncia classica de

Kullback-Leibler e no dominio quéntico ela se reduz a entropia relativa quantica [14, 15].

Visto que as medidas de complexidades estatisticas classicas atribuem a “simpli-
cidade” de uma distribuicao de probabilidade a quantidade de recursos necessarios para
armazenar uma determinada quantidade de informacao [16,17], da mesma forma, no reino
quantico, a complexidade de uma dada matriz densidade poder-se-ia ser traduzida como o

recurso necessario para criar, operar ou medir o estado quantico de um sistema [18-20].

Por outro lado, poderiamos supor que a complexidade, na teoria da informacao
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quantica, desempenharia um papel importante na quantificacdo de transi¢oes de padroes
de ordem e desordem, o que poderia indicar fenomenos fisicos quanticos de interesse, tais

como transicoes de correlagoes, até mesmo transicoes de fase quénticas.

Em relagao a complexidade contida nos sistemas fisicos, alguns dos modelos mais
simples da Fisica sao: uma certa quantidade de um gas com o comportamento de um gas
ideal e um cristal perfeito. Em um modelo de gés ideal, o sistema pode ser encontrado com
a mesma probabilidade em qualquer um dos microestados acessiveis, portanto, cada estado
contribui igualmente para a mesma quantidade de informacao. Por outro lado, em um
cristal perfeito, as regras de simetria restringem os estados acessiveis do sistema a apenas
um estado muito simétrico. Esses modelos simples sao casos extremos de complexidade
minima, em uma escala de ordem e desordem estatistica, portanto, deve existir! algum

estado intermedidrio, nessa escala, que possua um valor de complexidade méxima [21].

O principal objetivo deste trabalho é apresentar uma versao quantica da medida
de complexidade estatistica classica, baseada no significado fisico da caracterizagao e
quantificagdo de transigoes entre padroes de ordem e desordem estatistica de sistemas
quanticos. Como resultado dessa defini¢ao, iremos aplicar esta contrapartida quéntica no
estudo de transicoes de correlagoes e transigoes de fase quanticas. As propriedades fisicas
dos sistemas, ao longo de uma transicao de fase quantica, sdo abruptamente alteradas e,
dessa forma, ¢é interessante entender como a complexidade estatistica do sistema poderia
se comportar sob tais transi¢coes. Em nossa analise, como exemplo, estudamos o estado
reduzido de particula inica do modelo de Ising quantico-1D e o estado reduzido de duas
particulas do modelo de Heisenberg XXZ de spin-1/2. Esses dois modelos foram escolhidos
nesta tese por serem muito estudados na literatura, por terem diagonalizacao analitica e

possuirem pontos de transicao de fase bem conhecidos.

A tese esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, discutimos a nogao intuitiva
da complexidade, em que abordamos alguns dos seus aspectos historicos, incluimos algumas
das suas caracteristicas conceituais e, também, apresentamos alguns comportamentos
tipicos de sistemas fisicos denominados de “complexos” No Cap. 3, exibimos a “classical
statistical complezity measure”, i.e., a medida de complexidade estatistica classica (CSCM),
definida por Lépez-Ruiz, Mancini e Calbet (LMC) em [21]. Na Sec. 3.4, aplicamos essa
medida a um modelo simples de evolucao temporal discreta caracterizada pelas cadeias de
Markov finitas, em dimensao 2, para evolucoes estocasticas e biestocasticas. No Cap. 4,
introduzimos a contrapartida quantica desta medida: a “quantum statistical complexity
measure”, ou seja, a medida de complexidade estatistica quantica (QSCM). Apresentamos
algumas propriedades desta medida e exibimos uma expressao analitica desta medida
para um qubit, escrito na base de Bloch. Ja no Cap. 5, discutimos dois exemplos e

aplicagoes interessantes: o modelo de Ising 1D quéntico (Sec. 5.5), em que computamos

IEsse fato é garantido pelo andlogo do “Teorema de Rolle” para o RY.
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a medida de complexidade estatistica quantica para o estado reduzido de um qubit no
limite termodindmico com o objetivo de determinar o ponto de transicao de fase quantica.
Determinamos, ainda, o ponto de transicao quantica de primeira ordem e a transicao
de fase quantica continua para o modelo de Heisenberg XXZ de spin-1/2, com h = 0,
(Sec. 5.6), por meio da medida de complexidade estatistica do estado reduzido de dois
vizinhos (um estado de dois qubits), no limite termodindmico. Por fim, apresentamos as

consideragdes finais no Cap. 6.
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2 O significado de complexidade

2.1 Nocao intuitiva de complexidade

Uma nocao intuitiva de complexidade poderia ser evidenciada pela defini¢ao usual:
“o estado ou qualidade de ter muitas partes ou aspectos inter-relacionados; um objeto
complexo é um arranjo de partes, tao intrincado que é dificil de entender ou de lidar” [22].
O problema da caracterizacao da complexidade qualitativamente e quantitativamente é
um assunto vasto e em rapido desenvolvimento. Entretanto, ainda que varias definigoes e
interpretacoes desse termo tenham avancado em diferentes disciplinas, nao existe nenhuma
definigao global e abrangente para a complexidade [23,24]. Originalmente, a maioria dos
esforgos foram desenvolvidos nos campos da ciéncia da informagao, das ciéncias de dados
e da ciéncia da computagao. Recentemente, este tépico obteve um estimulo consideravel
na comunidade da fisica, em particular, em conexao com o estudo de transicoes de fase e
dindmica caodtica. Outro grande interesse foi gerado pela construcao dos primeiros modelos
matematicos da teoria da evolugao em biologia, além de varias aplicagoes interessantes e

promissoras em neurociéncia [1].

A complexidade, outrora um substantivo comum que descrevia objetos com muitas
partes interconectadas, agora designa uma area de estudo com muitos ramos diferentes.
Muitos sistemas importantes para a humanidade apresentam caracteristicas complexas:
mercados de valores financeiros, economias de trabalhadores hierarquizados em departa-
mentos, empresas e industrias; organismos multicelulares e suas inter-relagoes, a internet
e seus usudrios, servidores e sites; para nomear alguns deles. Cada um desses sistemas
complexos exibe uma propriedade peculiar denominada de emergéncia, descrita de maneira
aproximada pela frase comum! que “a acdo do todo é maior do que a soma das acdes das
diversas partes constituintes do sistema” [25,26]. A emergéncia, em si, é uma propriedade
sem uma definicdo rigorosa?. Entretanto, é razodvel imaginar que essa propriedade carrega
a incapacidade de ser reduzida a uma fungao trivial da interacao local entre as partes [27].
Além disso, sistemas complexos apresentam problemas para a epistemologia tradicional e
também para o método analitico (que consiste em separar um sistema em partes, para
fins de estudo). Essa separacao do sistema em partes pode alterar consideravelmente as

qualidades e as propriedades das proprias partes constituintes, que s6 podem ser razoa-

1Os Beatles podem ser considerados como um fendmeno musical que possuia uma caracteristica
andloga a emergéncia. A qualidade musical do grupo excedia, em muito, a qualidade de cada um dos 4
musicos individualmente.
’Esta tese t da fisi f id limi definicdo do léxi
pertence ao ramo da fisica e, portanto, faz sentido que limitemos a definicdo do léxico
“emergéncia” no dominio da mecanica quantica de muitos corpos, da fisica estatistica, da informagao
quantica, etc., como poderemos observar na Sec. 2.3.1.
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velmente compreendidas por sua incorporacao no todo. Esse fato pode ser descrito pelo
seguinte paradoxo: “a compreensao do todo depende da compreensdo das partes, entretanto,

a compreensao das partes também depende da compreensdo do todo” [26].

2.2 Uma introducao a perspectiva histérica do estudo em comple-
xidade

A formulagdo contemporénea da complexidade se divide no estudo dos denominados
complex physical systems, sistemas fisicos complexos (CPS) e os complezx adaptive systems,
sistemas complexos adaptativos (CAS). Os CPS sao aqueles onde as partes (subsistemas)
se submetem a regras deterministicas e permanentes, ainda que o comportamento do todo
(do sistema) se converta em imprevisivel e caético. J& os CAS consistem em sistemas
nos quais as partes transformam, modificam as regras pelas quais o seu comportamento
é regido. Nos CAS, os subsistemas ou partes sdo denominados de “agentes”. Sistemas

auténomos, sociais, em geral, sdo entendidos como sistemas complexos adaptativos [26].

O estudo de sistemas fisicos complexos, em geral, se concentra em arranjos geomé-
tricos (geralmente do tipo lattice-like) de elementos, nos quais as interagdes geralmente
dependem apenas de efeitos propagados dos primeiros vizinhos mais préximos. Um dos
primeiros estudos desses sistemas foi realizado por von Neumann (cf. [28]) em 1956. Nesse
estudo, ele projetou uma méaquina auto-reprodutora (que funcionava com um conjunto de
engrenagens, eixos etc.) em uma matriz semelhante a um tabuleiro de xadrez, denominada
de automato celular. Cada um desses quadrados s6 pode estar em um conjunto fixo
de estados distintos (cada quadrado poderia conter uma das 29 particulas diferentes);
as mudancas de estado sao determinadas pelas regras: por uma “lei universal” e uma
“geometria” (essas regras sao um analogo a “gravidade” e ao espago 3D). Cada um dos
estados muda, conforme ditado pelo estado dos outros quadrados circundantes. Com essa
maquina, von Neumann, na verdade, construiu um padrao complexo, claramente um
objeto nao-vivo que era capaz de executar algoritmos arbitrarios e poderia se reproduzir

de maneira demonstravel [25,27].

Embora a inferéncia de modelos concisos seja o objetivo principal de toda ciéncia,
a primeira formalizacdo desse problema pode ser encontrada na matematica discreta. O
objeto em estudo é representado como uma sequéncia numérica de 0's e 1's, que pode
ser periédica {011011011...}, com periodo igual a 011, ou nao-periédica, tal como, por
exemplo, {0100110001110101 01101100 01100001 01001100 01100001 ...}. Essa abordagem
acarretou, inicialmente, duas disciplinas diferentes: a ciéncia da computacao e a logica
matematica. Neste cenario, a complexidade de Kolmogorov de um padrao pode ser definida
como o tamanho do menor programa (no caso da logica matematica, um teorema), capaz

de reproduzir o estado/cadeia de entrada [5,6,29]. E essencialmente o comprimento do
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menor programa em um computador de uso geral necessario para gerar um determinado
padrao, dividido pelo tamanho do préprio padrao. Para tornar essa defini¢ao significativa, é
preciso considerar o limite de padroes infinitamente grandes. Desse modo, a complexidade
de Kolmogorov seria uma espécie de informacao “por unidade de pizel” ou de bits ou por
letra armazenada neste padrao, no limite de padroes infinitamente grandes [30]. Como
consequéncia dessa definicao, os estados completamente aleatérios possuem complexidade
maxima porque nao ¢ possivel realizarmos nenhuma compressao em sua cadeia de bits.
Na maioria das vezes, essa complexidade algoritmica coincide com a funcao entropia e,
portanto, poderia ser considerada, nesses casos especificos, como uma medida do grau de
“desordem” [12,30].

Relacionada a complexidade algoritmica de Kolmogorov, a medida de complexidade
baseada na “profundidade 1égica”, isto é, logical depth (cf. [31]), se fundamenta como uma
complexidade computacional relacionada ao tempo de execugao do programa mais curto
capaz de gerar uma string ou padrao. Ela também pode ser definida como a quantidade
minima de recursos computacionais, tais como tempo, memoria, etc., necessarios para

resolver uma determinada classe de problema.

A medida de complexidade relacionada a thermodynamic depth, ou seja, a “pro-
fundidade termodinamica”, associa a entropia de um sistema ao nimero de caminhos
histéricos possiveis no espago de fase que podem levar ao seu estado observado, foi definida
por Lloyd e Pagels em 1988 (cf. [32]). Sistemas denominados de “profundos” seriam todos
aqueles estados que sao “dificeis de serem construidos” e cujo estado final carregaria muita
informacao sobre a histéria que levou a sua construgao. Esta medida de complexidade
poderia ser entendida como uma medida complementar a “profundidade logica” de Bennett.
O formalismo da profundidade termodinamica captura, em sua esséncia, a quantidade
de aleatoriedade criada por um processo, embora nao diferencie, de maneira satisfatoria,

sistemas regulares de aleatorios.

A complexidade efetiva foi definida em 1995 por Gell-Mann como o comprimento
minimo da descri¢do das regularidades de um sistema [33]. Essa medida também esta
relacionada as medidas de complexidade algoritmicas. Entretanto, ela pretende diferenciar
caracteristicas aleatorias das incidentais e, desse modo, pertence a uma familia que tem
o objetivo de apreender a quantidade de “estrutura” que esta contida em um sistema,
ainda que a separacao entre tais caracteristicas sejam dificeis de serem compreendidas
em qualquer sistema empirico, além de a medida depender fortemente de critérios de

observagao e descrigao fornecidos.

Recentemente, a teoria da complexidade tornou-se associada a presenca de um
grande nimero de elementos interagentes em um sistema, e tem sido atribuida a ecolo-
gia, economia, biologia, aviacao, gestao, computacao, matematica, fisica, meio ambiente,

sistemas imunoldgicos etc., (cf. [34]). A primeira caracteristica comum inequivoca desses
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diversos campos consiste na visivel dificuldade de se atingir um acordo razoavel entre
os modelos e as observacoes (e essa dificuldade pode nao advir, necessariamente, de um
comportamento cadtico do sistema). A semelhanca dos comportamentos nao implica a
existéncia de principios gerais que regeriam esses sistemas denotados como “complexos”.
Ao invés de procurarmos por uma teoria “omnicompreensiva”’, dever-se-ia primeiramente
buscar a concordancia em um conjunto de caracteristicas gerais tipicas de um comporta-
mento complexo e, desse modo, restringir o interesse a uma classe bem definida de sistemas
que, de fato, compartem essas caracteristicas. Esses atributos podem ser, por exemplo,
a presenca de transformacoes que podem ser classificadas como transi¢coes de “ordem e
desordem”. Além disso, esses sistemas também possuem um certo grau de imprevisibi-
lidade e dispoem de interagoes ou correlacoes entre os subsistemas que podem mudar

drasticamente conforme a maneira na qual o sistema é dividido [1].

2.3 O conceito de complexidade

O sucesso da ciéncia moderna e do seu método experimental alcancou grande
precisao e reprodutibilidade e, desse modo, muitas das teorias fisicas foram descritas de
maneira a gerarem previsoes nao-ambiguas. Assim, sempre que havia um desacordo razoavel
entre teoria e experimentos, forcas externas imprevistas e “incontroldaveis” ou conhecimento

incompleto do estado do sistema eram atribuidos a essas possiveis dissonancias.

Um bom exemplo de um modelo de sucesso consiste no modelo de um gas ideal. O
estado de equilibrio de um gas ideal é especificado por apenas dois observaveis macroscopicos
independentes® tais como: pressao e volume, por exemplo, e que estao relacionados por
meio de equagoes de estado analiticas. Com o objetivo de obter uma descricao “suficiente”
de um fendmeno, a compreensao “real” do sistema implicaria a realizacdo de uma sintese
a partir dos dados observados e a consequente eliminagao de informacoes de variaveis que

poderiam ser consideradas como irrelevantes na descricao do modelo.

Um gas ideal poderia ser imaginado, “pictoricamente”, como uma colecao de sub-
regioes fundamentalmente independentes, cujos graus de liberdade internos poderiam
ser desprezados com relativa seguranca. Essas dificuldades foram superadas na mecanica
estatistica, ao postular a equiprobabilidade dos estados microscépicos acessiveis ao sistema,
no equilibrio. O sucesso da mecanica estatistica em explicar, por exemplo, a condutividade
elétrica, os calores especificos dos sélidos, a suscetibilidade magnética, etc., demonstra a
importancia dessa abordagem, devido ao fato que a supressao de graus de liberdades dos
constituintes do sistema, em favor das varidveis macroscopicas, pode nao implicar, em

muitos casos, a capacidade reduzida de realizar previsoes de grande relevancia cientifica [1].

3Um gés real é bem descrito pelo modelo de gas ideal se habitar o diagrama P-v-T em regides com
“baixas pressoes” e “altas temperaturas” (em relagdo as temperaturas e pressoes criticas de cada gas), i.e.,
fora da regido de saturagio e com fator de compressibilidade Z = 1, ver [35], p. 50.
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Dois problemas fundamentais concernentes & modelagem e formulagao fisica das
leis naturais sao: a exequibilidade pratica das previsoes, dadas regras dinamicas, além da
selec@o precisa das caracteristicas relevantes do sistema. Assim como o estudo de sistemas
nao-lineares demonstrou, advindo, como, por exemplo, da dinamica dos fluidos, incertezas
arbitrariamente pequenas sobre condicoes iniciais podem ser amplificadas exponencialmente
no tempo, na presenca de um caos deterministico, no caso de sistemas hamiltonianos de
muitas particulas. Essa dificuldade na descricao da interacido entre muitas particulas e,
também, na compreensao das correlagoes dinamicas entre as varias partes de um sistema,

torna muito dificil a sua compreensao e controle.

Nas vizinhangas dos pontos de transi¢oes de fase tais como ocorrem, por exemplo,
em materiais magnéticos, irrompe uma organizagao hierarquica em subdominios aninhados.
O procedimento de coarse-graining de Kadanoff é baseado na divisao em células “micros-
copicamente grandes” em um modelo de spin, tal como um modelo de Ising, mas muito
menores do que o comprimento de coeréncia e de correlagao e, em seguida, tratamos a
magnetizacao total dentro de cada célula como uma varidvel coletiva [36]. Este procedi-
mento levou a formalizagao da teoria dos grupos de renormalizagao [37]. As transi¢oes de
fase, no entanto, ocorrem em valores de parametros especiais (por exemplo, temperatura),
enquanto as estruturas hierdrquicas parecem ser uma caracteristica muito mais geral da

natureza desses sistemas complexos [1].

Em resumo, vimos que o conceito de complexidade esta estreitamente ligado a
noc¢ao de compreensao do sistema, na medida em que se baseia na precisao das descri¢coes
do modelo obtidas a partir de uma determinada quantidade de informagao condensada
sobre ele. Desse modo, uma boa “teoria da complexidade” pode ser imaginada como uma
teoria de modelagem, que deveria abranger varios processos reducionistas (supressao de
variaveis, separacao de interacoes mais fracas das mais fortes, isolamento das correlagoes
mais importantes, médias sobre subsistemas, etc.). Esta teoria deveria fornecer uma
definicao de complexidade e um conjunto de ferramentas para analisa-la. Ao definirmos

“complexidade”, trés pontos essenciais devem ser ponderados [1]:

1. A compreensao de um sistema complexo exige a presenca de um sujeito que descreve
um objeto/sistema por meio de previsoes ou modelos. Filosoficamente, uma teoria

da complexidade deveria ser uma “funcao” tanto do sujeito, quanto do objeto.

2. O objeto ou sistema, ou uma representacao conveniente dele, deve ser apropriada-
mente dividido em partes que, por sua vez, podem ser subdivididas em subelementos,
o que produziria uma hierarquia. Note-se que a hierarquia nao precisa manifestar-se
necessariamente no objeto, mas no modelo. Desse modo, a presenca de uma estrutura

hierarquica real nao é um indicador inequivoco de complexidade.



Capitulo 2. O significado de complezidade 25

3. Apés codificagao hierarquica do objeto, o sujeito se depara com o problema de estudar
as interagoes e correlagoes entre subsistemas e de incorpora-las ao modelo. Essas
interacoes e correlagoes em diferentes niveis de escala leva ao conceito de dimensiona-
mento. Deve-se determinar se o aumento da resolucao dentro da hierarquia estudada

leva a uma imagem estavel das interacgoes, ou se elas simplesmente desaparecem.

Esses trés pontos correspondem a um resumo descritivo do processo epistemolégico
de desenvolvimento de um modelo, com o objetivo de compreender um sistema que
manifesta caracteristicas complexas. Esses sistemas exibem varios tipos de comportamentos
reveladores. Vamos citar brevemente algumas das caracteristicas fundamentais desses

sistemas:

o Auto-organizagdo em padroes, como ocorre com bandos de péassaros, cardumes de

peixes ou em coldnias/enxames de insetos sociais;

o Comportamento cadtico dindmico, no qual pequenas mudangas nas condigoes iniciais

produzem grandes modifica¢oes posteriores;

« Comportamento de “cauda gorda”, no qual eventos raros (por exemplo, extingdes em
massa e quedas abruptas no mercado financeiro) ocorrem com muito mais frequéncia

do que seria previsto por uma distribuicao normal;

o Interagdo adaptativa, no qual os agentes que interagem (como ocorrem nos mercados
financeiros ou na teoria dos jogos) modificam suas estratégias de diversas maneiras a

medida que a experiéncia se acumula;

e Quebra de simetria. Essas quebras podem significar assinaturas fundamentais de

complexidade, principalmente se forem abruptas e inesperadas.

Além disso, como ja mencionado, o comportamento emergente também é requisito
essencial para chamar um sistema de “complexo”. Dessas caracteristicas enumeradas acima,
a emergéncia, a quebra de simetria ou a quebra de correlagoes desempenham um papel
importante nessa tese. O problema de Ising nos fornece um exemplo de um sistema simples
que é definido pela complexidade induzida pela emergéncia. Ao considerarmos uma rede
2D, com um pequeno ima em cada um dos pequenos dominios, poderiamos perguntar:
“que orientagoes esses imas eventualmente tomarao, se comegarem com os polos orientados
de maneira aleatéria?”. Uma possibilidade seria que todos os imas se alinhassem com
os polos norte de quaisquer um deles opostos aos polos sul de seus vizinhos adjacentes.
Entretanto, os imas geralmente se alinham em pequenos dominios nos quais, na borda
de um dominio, os polos norte sao opostos aos polos dos dominios adjacentes. Em vez
de um sistema geral e uniforme, poderiamos ter uma simetria tal, que muitos dominios

homogéneos pudessem ter orientagoes diferentes das dos seus vizinhos. Grosso modo, a
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medida que os imas comecam a alinhar-se, eles podem “congelar-se” em um estado com

uma geometria andloga aos dominios dos graos cristalinos em um sélido cristalino [25,27].

2.3.1 Emergéncia e transicoes de fase

Um problema importante para a epistemologia de sistemas de muitos corpos consiste

47 Os fendmenos emergentes

no estudo da manifestacao das denominadas “emergéncias
sao qualidades ou padroes apresentados por um sistema complexo que nao podem ser
compreendidos pelas qualidades constituidas das partes que o constituem. Por exemplo,
a “liquidez” da agua (e consequentemente o comportamento do liquido) nao advém
da compreensao das qualidades da molécula de dgua (H,O), nem pelas caracteristicas
individuais dos 4tomos constituintes (hidrogénio e oxigénio). A denominada “liquidez do

liquido” emerge das interagoes entre essas moléculas, entretanto, nao se limita a elas [26].

Uma conexao possivel entre a emergéncia de um “fenémeno” fisico macroscopico
detectavel e sistemas que sofrem transicoes de fase € o fato de que os sub-componentes de um
certo sistema (microcomponentes) sdo rapidamente reconfigurados em uma macroestrutura
qualitativamente diferente, ainda que esses microcomponentes permanecam inalterados.
Esta transformacao macro é o que podemos notar como uma propriedade emergente, tal

como, por exemplo, a magnetizacao total do sistema durante uma transicao de fase.

Ha a necessidade de diferenciarmos dois tipos de “emergéncia” em sistemas comple-
xos, ainda que esses diferentes tipos nao sejam completamente separados e independentes
em alguns casos: 7. emergéncias como o advento de propriedades holisticas nao redutiveis as
interagoes entre as partes e subsistemas de um sistema, e 7. emergéncias como o surgimento
de propriedades do todo nao suscetiveis de serem obtidas pela soma das contribuigoes de

cada uma das partes de um sistema [26].

O fendémeno de emergéncia consiste no aparecimento de novas estruturas, padroes
ou propriedades, em nivel “macro”, durante o processo de auto-organizacao de um sistema
complexo e que néo se confunde com as partes ou com os subsistemas em interacio. E um
resultado global de correlacoes e interacoes que ocorrem no nivel “micro”. Na termodinamica
de uma substancia pura, os estados pré e pés transicao de fase correspondem a configuragoes
de microestados muito similares. As caracteristicas em torno do ponto critico sdo muito
semelhantes (por exemplo, a energia cinética média das moléculas é aproximadamente igual
antes e depois da transigao) [38]. Desse modo, os processos de transi¢do de fase podem
ser entendidos como emergéncias de propriedades “macro” que advém das interagoes que

ocorrem no nivel “micro”.

Solé e outros cientistas da complexidade entendem esses fenomenos de “transicao

de fase” em uma quantidade enorme de sistemas, desde os modelos fisicos mais simples

4A “emergéncia” que interessa aqui, obviamente, advém do termo em portugués equivalente ao termo
inglés emergence, € ndo emergency.
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tais como o modelo de Ising classico, mas também em varios outros sistemas biologicos
e sociais [38]. Poderiamos, por exemplo, tentar investigar se a manifestagao da violéncia
étnica generalizada poderia ser explicada como um fenémeno que possui uma transicao de
fase: de uma fase com uma populagao nao agressiva, porém mista e composta por individuos

de duas etnias, para explosoes abruptas de violéncia em um conflito universalizado.

A “multidao” é um padrao muito comum que emerge das interagoes simples
entre muitas pessoas. Nao é possivel compreendermos o comportamento de uma grande
aglomeracao de pessoas a partir do entendimento de seus componentes isoladamente, porque
a multidao é um fendémeno coletivo préprio, com varias idiossincrasias especificas [26].
Entretanto, Solé, cf. [38], trata algumas manifestagdes complexas como fendémenos de
percolacao® e manifestacoes tais como rebelides e incéndios florestais parecem ser mais
plausivelmente tratadas como processos de percolagao e nao como sistemas que possuam

algum tipo de emergéncia.

Um dos exemplos mais interessantes na histéria da vida na Terra foi o aparecimento
do comportamento social entre animais tais como os insetos. E algo fascinante observar a
constituicao de sociedades complexas de individuos cooperantes tais como os coletivos de
formigas, cupins, abelhas etc. Varios experimentos indicam nitidamente que a amplificacao
de perturbacoes por meio de interacoes individuais leva a respostas coletivas quase que
instantaneas. Os estudos desses comportamentos de colonia (ou de enxame) poderiam
possuir aplicagoes em varias areas, tais como otimizacao combinatoria, redes de comunicagao
e robdética [39].

Como as colonias de insetos sociais podem se comportar de maneira tao complexa,
se as capacidades individuais dos individuos sao relativamente limitadas? De maneira
intuitiva, a ideia é que um coletivo de insetos pode estar em um estado de movimento
aleatério em relagado uns aos outros e, entao, a medida em que uma variavel muda, o
conjunto se transforma em um enxame que possui um movimento global coordenado.
A resposta para esta pergunta pode advir, em grande parte, da auto-organizacdo: as
sociedades de insetos podem compartilhar algumas propriedades dindmicas basicas de

outros sistemas fisicos complexos [39].

2.3.2 Sistemas em equilibrio ndo sdo complexos

Historicamente, a fisica tem se ocupado em estudar varios sistemas de “muitos
corpos” e, em particular, sistemas que estdo em equilibrio (muitas vezes estével). Um gés
ideal isolado termicamente do ambiente® com temperatura e pressao constantes e um certo

volume de areia em uma praia plana sem vento sao exemplos de sistemas “grandes” e

5 A ~ . . 7’ .

°0 fendémeno da percolagao implica que hé pelo menos um longo caminho que conectam pontos
separados por uma distancia da ordem do tamanho do préprio sistema.

6Aqui ndo iremos distinguir equilibrio de equilibrio quase-estético.
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em equilibrio. Se um sistema em equilibrio é levemente perturbado, ndo devemos esperar
que acontecam comportamentos complexos interessantes, do ponto de vista cientifico, tais

como grandes catdstrofes, transigoes de fase e assim por diante [40].

Os tnicos casos em que sistemas em equilibrio podem apresentar comportamento
complexo caracterizado por leis de poténcias ocorrem nos sistemas que apresentam transi-
¢oes de fase. As transicoes de fase aparecem quando o sistema passa de um estado dito
“desordenado” para um estado denominado de “ordenado”, quando um dos parametros de
controle do sistema é variado (tal como a temperatura, ou o campo magnético transversal
externo, por exemplo). Existem, também, as transigoes entre fases com diferentes ordena-
¢Oes e organizacoes. Exatamente no ponto critico que separa essas duas possiveis fases, um
comportamento complexo emerge, caracterizado por correlagdes de longo alcance (livres

de escala) e por dominios ordenados de todos os tamanhos [40].

A ideia que uma medida de complexidade pudesse realizar o papel de uma funcao
sinalizadora dos pontos de transicao de fase quantica adveio justamente dessas discus-
soes apresentadas. A mudanca entre diferentes padroes de ordem, ou entre um estado
“desordenado” para um outro estado que possuisse um certo padrao de ordem poderia ser
detectado por uma medida de complexidade quantica que fosse adequadamente definida.
Com esse objetivo em mente, definimos a contrapartida quantica da medida de complexi-
dade estatistica classica (CSCM) de Lépez-Ruiz, Mancini e Calbet (LMC) e aplicamos em
dois modelos hamiltonianos: o modelo de Ising Quantico 1D e o modelo de Heisenberg
XXZ de spin-1/2.

2.3.3 Transicoes de fase quanticas e emaranhamento

Uma diferenca fundamental entre a mecanica classica e a quantica consiste na possi-
vel existéncia de correlagoes ndo-classicas entre sistemas quanticos distintos. A propriedade
fisica responsavel por essas correlagdes é denominada de emaranhamento. Essas correlagoes
sao de natureza exclusivamente quantica e estao presentes, em principio, em muitos dos
sistemas e conjuntos de particulas quanticas que interagem globalmente. Espera-se que o
emaranhamento multipartite, (i.e., de muitas partes), desempenhe um papel fundamental
nos fenomenos de transicao de fase quantica, de modo equivalente ao que as correlagoes

estatisticas classicas realizam nas transigoes de fase cldssicas [41].

Ao contrario das transigoes de fase classicas, que ocorrem a uma temperatura
diferente de zero, as flutuagdes em uma transicao de fase quantica sao totalmente quanticas.
Durante uma transigao de fase quantica (TFQ), no ponto critico do espago de pardmetros,
correlagoes de longo alcance se desenvolvem no estado fundamental do modelo. A existéncia
de um ponto de TFQ em um sistema quantico de muitos corpos influencia fortemente o
comportamento do sistema préximo ao ponto critico, com o desenvolvimento de correlagoes

de longo alcance e um valor esperado diferente de zero para um parametro de ordem [42].
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No entanto, como o sistema estd em temperatura zero e, se assumirmos que nao
ha degenerescéncia do estado fundamental, o sistema deve ser, portanto, um estado puro.
Segue-se que as correlagoes que consistem na principal assinatura experimental de uma
transicao de fase quantica sao devidas ao emaranhamento de longo alcance entre as varias
partes no estado fundamental do sistema. Para sistemas que se aproximam de um ponto
critico, a estrutura do emaranhamento do estado fundamental deve sofrer uma transicao.
A evidéncia para tal transicao foi obtida, primeiramente, para o modelo de Ising classico

bidimensional, com campo magnético transversal externo [43].

Em transicoes de fase em sistemas classicos, no ponto critico, um parametro de
ordem diferente de zero caracteriza uma correlagao de longo alcance dada pela divergéncia
de comprimento de correlacao. Da mesma forma nas TFQs, espera-se que o emaranhamento
multipartite seja o maior valor possivel (provavelmente maximo) no ponto critico, e
isso implicaria que todas as partes do sistema estariam emaranhadas entre si. Todavia,
esta conjectura ainda nao pdde ser provada em geral por medidas de emaranhamento
conhecidas” [41]. A grande maioria dos esforgos na tentativa de responder essa questao foi
na direcao da utilizagao de medidas de emaranhamento bipartite, ambas calculadas para

Modelos de Ising quanticos com campos magnéticos transversais.

Algumas medidas de emaranhamento utilizadas para o estudo das TFQs sdo: i. a
concorréncia entre pares de spins na cadeia [42,44], ii. a entropia de emaranhamento entre
parte da cadeia de spins (um bloco de spins de tamanho L) e o resto da cadeia (cf.: [44,45]).
Entretanto, nenhuma das medidas de emaranhamento referenciadas atinge o valor méaximo
possivel para o emaranhamento quando o sistema se encontra no ponto critico. Em [41], os
autores demonstraram® que o emaranhamento global, dado por EG =2 — 2 §V:1 Tr(p3),
(em que p; representa a j-ésima matriz reduzida do sistema), atinge, de fato, um valor
maximo no ponto critico para o modelo de Ising com um campo magnético transversal
no limite termodindmico. Os mesmos autores provaram que ha uma relacao interessante
entre a quantidade FG, a entropia de von Neumann, a entropia linear Sy, e o 2-tangle, e

mostraram que todas as essas quantidades sao equivalentes para detectar as TFQ.

A técnica mais usual utilizada na mecénica estatistica com o intuito de determinar

as leis de poténcia que descrevem o decaimento polinomial das correlagbes no ponto

"Este problema ¢ dificil devido & abundéancia de topologias de emaranhamento quando existem muitas
partes (mais do que 2 ou 3 partes) em um sistema. Um bom exemplo para entender isso é observar a
diferenga do emaranhamento entre as 3 partes em cada um dos seguintes estados: |GHZ) = %, e

_ |001)+]010)+|100)
W) = V3
8No cenério multipartite existem medidas de emaranhamento que simplesmente sdo fungdes de somas

de medidas de emaranhamento entre duas partes, tais como, por exemplo, o emaranhamento global, que é
dado pela soma das concorréncias entre um qubit e todos os outros. Entretanto, a primeira medida de
emaranhamento multipartido que ndo é uma generalizagdo direta nem uma combinacao trivial de medidas
bipartidas foi introduzida por Coffman et al. em [46], e foi denominado de tangle. A entropia linear S,
consiste nos primeiros termos da expansao em série de Taylor da entropia de von Neumann e é dada por
Sr =1-—"Tr(p?).

. Para uma maior discussao sobre esse assunto, veja a Sec. 4.2.
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critico de uma TFQ consiste na teoria de grupo de renormalizacao (RG), originalmente
desenvolvida por Wilson em 1975, ver [47]. Técnicas de grupo de renormalizagio aplicadas
a teoria quantica de campos e sistemas hamiltonianos estao, atualmente, bem desenvolvidas
(para uma revisao sobre este assunto veja a Ref. [48]). Esta teoria, essencialmente, consiste
no descarte, sucessivamente, de graus de liberdade nao-dominantes em um sistema até que
os termos dominantes possam ser identificados. Cada esquema de renormalizacao toma
uma decisao sobre quais graus de liberdade em um sistema sao importantes e essa decisao,

por sua vez, determina para qual classe de sistemas o método é mais adequado [43].

Atualmente, um dos métodos mais bem sucedidos para o estudo das TFQ é
denominado de density matriz renormalization group (DMRG), que consiste em uma
técnica numérica que tem o objetivo de encontrar aproximacoes precisas para o estado
fundamental e os primeiros estados excitados de sistemas hamiltonianos quénticos. Este
método foi desenvolvido inicialmente por White, a principio, em um esforco para superar
as limitacoes do grupo de renormalizacdo Wilson na descricao de modelos hamiltonianos

quanticos unidimensionais [49-52].

O DMRG leva em consideragao o emaranhamento entre o sistema S e o restante
da rede. Para isso, o DMRG introduz um segundo subsistema da rede, o environment
E (o ambiente). Fisicamente, escolhemos o ambiente E adequado (de tal modo que a
maior parte do emaranhamento entre o sistema e a rede, i.e., entre S-rede seja de fato o
emaranhamento entre o bloco sistema e ambiente, isto é, S-F), e isso serd verdade se o
ambiente E contiver todos os sitios nos quais o sistema S se acopla mais fortemente. O
segundo passo é renormalizarmos (de modo semelhante & renormalizagao d la Wilson) os
operadores de S ao projetarmos nos graus de liberdade do sistema que mais contribuem
para o estado fundamental do bloco emaranhado. A diferenca entre as duas abordagens
estd em como o bloco é escolhido. No grupo de renormalizagao, esse subespaco é selecionado
por meio de iteracao até convergéncia, enquanto no DMRG a escolha é realizada levando-se

em conta o emaranhamento do estado fundamental [42].

2.4 A complexidade estatistica

As varias medidas de complexidade estatistica permitem que diferentes sistemas
fisicos possam ser comparados entre si, por meio da aplicacao de uma métrica comum.
Isso é especialmente significativo para sistemas relacionados estruturalmente. As possiveis
diferencas de complexidade estatistica entre tais sistemas relacionados poderiam reve-
lar estruturas, qualidades e aspectos de sua organizagao que estao relacionadas com a

complexidade estatistica.

Conforme discutido na Sec. 2.2, a maioria das medidas de complexidade existentes

na literatura podem ser classificadas em duas grandes classes: i. As medidas algoritmicas
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de contetido de informacao que capturam a aleatoriedade, a capacidade de informagao e a
descri¢ao de um processo/algoritmo. Nessa categoria, os processos aleatdrios e cadticos
possuem maior complexidade, porque a compressao desses sistemas é menos possivel. Sao
incluidas em uma segunda categoria, as medidas que incluem: 7. A complexidade estatistica
(definidas por vérios autores diferentes, alguns deles discutidos nesta tese), a complexidade
fisica e a complexidade neural. Neste grupo, a complexidade emerge como categoria
dissemelhante da aleatoriedade. Os sistemas complexos, nestas escalas, sdo 0s que possuem
grande quantidade de estrutura ou informacao codificada em estrutura de miltiplas escalas
temporais ou espaciais. No amago desse conjunto de métricas, os sistemas que sao ditos
altamente complexos se posicionam em algum lugar entre os sistemas altamente ordenados,
periddicos ou regulares, e os sistemas fortemente desordenados (e possivelmente cadticos).
Entretanto, devemos ressaltar que uma expressao geral que associa inequivocamente a
complexidade estatistica de um sistema e o seu grau de ordem e desordem ainda nao existe

na literatura.
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3 Medida de complexidade estatistica classica

(CSCM)

Considere um sistema que possua N estados acessiveis {z1, xs,- -, zyx}, quando
observado em uma escala definida, e com uma determinada probabilidade intrinseca
associada a cada um desses estados dada por 7= {p;},, de cardinalidade card(p) = N.
Como discutido anteriormente, uma funcao, candidata para quantificar a “complexidade”
da distribuicao de probabilidade associada a um sistema fisico, deve atribuir valor nulo
para sistemas “simples”, tais como sistemas com um maximo grau de ordem associado, isto
é, para distribuicoes de probabilidade puras: p= {p; = 1,p;» = 0}, para algum i € [1, N,
e, também, atribuir zero para sistemas maximamente desordenados que sao caracterizados
por um vetor que consiste em uma distribuicado uniforme 7= {Z; = 1/N}, para todo
1=1,...,N. Este vetor serd denominado, a partir de agora, de “vetor uniforme”. Vamos

abordar o caso de sistemas ordenados e desordenados separadamente.

3.1 Funcoes quantificadoras dos graus de ordem e de desordem

3.1.1 Grau de ordem

Um sistema fisico que possui o grau maximo de ordem pode ser considerado
como um sistema com uma alta simetria de todos os seus elementos. A distribuicao de
probabilidade que descreve tais sistemas é melhor representada por um vetor puro, que
determina o estado do sistema como apenas uma configuracao possivel. Fisicamente, este
¢é o caso de uma substancia a temperatura zero Kelvin, ou um cristal perfeito, cujas regras

de simetria restringem o estado acessivel a um estado muito simétrico.

Com o objetivo de quantificar o grau de ordem de um determinado sistema, essa
funcao deve atribuir valor maximo para distribui¢coes de probabilidade puras e associar o
valor zero para configuracoes equiprovaveis. Uma funcao! capaz de quantificar tal grau de
ordem ¢ a distancia® (induzida pela norma l;) entre o vetor distribuicao de probabilidade

e o vetor uniforme [53]:

DD =17~ A= 1(m— %) = |m— 5| (3.1)

10s autores na Ref. [21] definiram a medida apenas por meio da distancia euclidiana, (ndo normalizada,
isto ¢, sem o fator 1/2), induzida pela norma Iy, (norma euclidiana), Do(7,Z) = ||7—Z||2 = > (pi — %)2
ZEssas distancias advém das normas [, que sdo definidas como ||z||,= {Zz|xz|p}1/ P
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onde Z é um vetor cujos elementos sao Z; = 1/N, para todo i = 1,..., N. Esta fungio
D, denominada na literatura como func¢ao desequilibrio, quantifica o “grau de ordem” de
um vetor de probabilidades. Ela determina o quao “longe” um estado estd do estado
maximamente misto, ou seja, esta funcao esta relacionada a uma espécie de indicagao de
grau de pureza do estado. Ela é definida pela soma dos valores absolutos dos elementos do
vetor p'— Z. A medida desequilibrio “D” possuira valor zero para sistemas maximamente
mistos (desordenados) e tera um valor maximo para sistemas maximamente ordenados,

1.e., puros.

3.1.2 Grau de desordem

Em contraste com um sistema ordenado, um sistema que possui o maximo grau de
desordem ¢é descrito por uma distribuicao equiprovavel. Isso significa uma probabilidade
igual de ocorrer qualquer uma de suas configuragoes, como em um jogo de dados nao-

viciados, ou em uma funcao de particao de um gas ideal isolado.

De um ponto de vista estatistico, o vetor de probabilidades que descreve a carac-
teristica de equiprobabilidade é o vetor uniforme, representado por 7 , conforme definido
anteriormente. Pode-se definir o grau de desordem de um sistema como uma fungao que
atribui valor zero para distribui¢oes de probabilidades puras (associadas a distribui¢oes
maximamente ordenadas) e um valor méaximo para uma distribuicao de probabilidade
uniforme; uma funcao bem conhecida capaz de quantificar o grau de desordem de um

vetor de probabilidades é a entropia de Shannon:

H(p) = — Zpi log(ps), (3.2)

i=1
onde {p; > 0}, Vi € [1,N] e =¥, p; = 1. Dessa forma, a entropia de Shannon H ()
atribuird zero para sistemas maximamente ordenados, e um valor maximo para um vetor
uniforme, ou melhor, ira atribuir log N. A funcao log ¢ tomada na base 2 com o objetivo

de quantificar o grau de desordem em bits.

3.2 Como quantificar a complexidade estatistica classica

Com os estados maximamente ordenados e maximamente desordenados definidos
na escala de ordem e desordem, e com as Egs. (3.1) e (3.2) em mente, respectivamente,
“Lépez-Ruiz, Mancini e Calbet (LMC)”, em [21], definiram uma medida de complexidade
estatistica construida como um produto dessas fung¢oes quantificadoras de “ordem e
desordem”. Desse modo, devem existir estados intermediarios de ordem e desordem que
podem apresentar propriedades fisicas interessantes e que podem estar associadas a
comportamentos complexos. Portanto, nesse sentido, essa medida deve lidar com esses

estados intermedidrios de complexidade estatistica (medida nessa escala de ordem e
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desordem), contida nesses sistemas. Podemos, assim, definir a complexidade estatistica de
um estado (um vetor de probabilidades) por meio de tal escala. Sendo assim, LMC definiram
uma medida (Def. 1) capaz de quantificar a complexidade estatistica de um sistema nessa
escala [21]. Nesta tese, esta medida serd denominada de medida de complexidade estatistica
classica (CSCM), em fungao das suas principais caracteristicas e propriedades e, também,

devido ao fato que iremos construir a sua contrapartida quantica na Sec. 4.

3.2.1 Medida de complexidade estatistica classica (CSCM)

Uma funcao de bona fide candidata a quantificar a complexidade de uma distribuigao
de probabilidade deve satisfazer algumas propriedades: (i.) deve atribuir um valor minimo
(possivelmente zero) para extremos opostos da escala de ordem e desordem; (7i.) deve
ser sensivel a transigoes de padrdes de ordem e desordem; (7ii.) e deve ser computavel.
Portanto, a medida de complexidade estatistica classica foi definida por LMC conforme

mostrado na Def. 1:

Defini¢ao 1 (medida de complexidade estatistica classica - classical statistical complexity
measure - (CSCM)). Consideremos um vetor de probabilidades dado por o= {p;}¥,, com
card(p) = N, associado a uma varidvel aleatoria X, e que representa todos os estados
possiveis de um sistema. A fungio C(p) é uma medida da complexidade do sistema, na

escala de ordem e desordem:

1

= gy 1 P)DP 7). (3.3)

C(p)

A fungao C(p) serd nula para sistemas simples, tais como o modelo de gds ideal ou um cristal

perfeito, e deve atingir um valor mdximo para algum estado de complexidade intermedidria.

Quando lidamos com distribui¢oes de probabilidades compostas, tais como as
descritas por duas ou mais varidveis aleatérias, é possivel calcular tanto a CSCM da
distribuicado composta, quando as das distribui¢bes marginais. Esta definicdo poderia
tornar-se fundamental em vérios contextos em que possuimos apenas um conhecimento
marginal das distribui¢coes de probabilidade. Portanto, na Def. 2 definimos a medida de
complexidade estatistica classica para distribuicoes de probabilidades conjuntas e também

para distribuigoes de probabilidades marginais [53]:

Definig¢ao 2 (medida de complexidade estatistica classica de distribuigdes de probabili-
dades conjuntas e de distribui¢oes de probabilidades marginais). Dada uma distribui¢io
conjunta conhecida de duas varidveis aleatorias discretas X e Y, dadas por p(z;,y;), e de

dimensdo® global N, com N = card(pxy) e com dimensées locais dadas por Nx e Ny,

3Aqui iremos definir somente o caso da CSCM para varidveis discretas. A extensdo para varidveis
continuas é trivial e deverd seguir as mesmas ideias trabalhadas na Sec. 3.3.3.
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com Nx = card(px) e Ny = card(py), pode-se definir a CSCM da distribuicio conjunta
Cxy (Pxv(wi,y;)) pela Eq. (3.4)

Cxy (Pxy (2i,y5)) = H(pxy (zi,9;))D(Bxy (21, y7), D), (3.4)

log N
e da mesma forma, definimos a CSCM das duas distribuicoes marginais, Cx (px(x;)), pela
Eq. (3.5) e Cy (Py(y;)), pela Eq. (3.6)

!

Cx(Px (i) = e H(0x (2:)) D(Px (), Ix), (3.5)
Cy (By (43)) = o H (B () D(By (7). Iy ), (3.6)

onde px e py sdo fungoes de densidade de probabilidade marginais dadas pelas expressoes
px(xi) = Z;-szl Pxy (i, ;) € Py (y;) = S0 Py (4, y;). Os vetores uniformes Ix e Iy

estdo definidos nas dimensées apropriadas’®.

Além do fato ja discutido da importancia de termos a Def. 2 no caso de possuirmos
o conhecimento marginal do estado do sistema, esta definicdo se torna necessaria, no caso
classico, por completeza, ja que iremos necessitar deste conceito quando formos definir a
contrapartida quantica da CSCM, a QSCM. No caso da medida quantica iremos utilizar
o conceito de traco parcial de um estado quantico de varias partes. A generalizacao da
CSCM para varidveis continuas é direta e foi realizada nas Refs. [54,55], veja a Sec. 3.3.3.
Da mesma forma, também poderiamos generalizar a Def. 2 para lidar com densidades de
probabilidade condicionais discretas e continuas tais como p(x|y) ou p(y|x), que também
poderao ser uteis em alguns outros contextos mais gerais e deveriam ser explorados em
trabalhos futuros [53].

A medida de complexidade estatistica classica depende da natureza da descricao
associada a um sistema e da escala de observagao [21]. Esta fungao, generalizada como um
funcional da distribuicao de probabilidade, tem relacdo com uma série temporal gerada

por um sistema dindmico clssico [56].

Dois ingredientes sao fundamentais para definir tal quantidade: o primeiro é uma
funcao do tipo entropia que quantifica a informagao contida em um sistema, tal como,
por exemplo, a entropia de Tsallis [57], Escort-Tsallis [58] ou entropia Rényi [59,60]. O
outro ingrediente é a definicao de uma funcao de distancia no espago de probabilidades,
que indica o desequilibrio relativo a uma distribuigao fixa de interesse (nesta tese, iremos
considerar somente a distancia do vetor de probabilidades que representa o sistema ao vetor
uniforme). Para este propdsito, podemos usar uma distancia euclidiana (ou alguma outra

norma [, qualquer [56,61]), a distancia Bhattacharyya [62] ou a distancia de Wootters [63].

Também podemos aplicar uma medida de divergéncia estatistica, por exemplo,

a entropia relativa classica [64], a distancia de Hellinger e, também, a divergéncia de

4Aqui, resolvemos os possiveis problemas de interpretacio das dimensdes (dimensdo global N e
dimensoes das distribuigdes marginais Nx e Ny ), que poderiam ocorrer em [53].
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Jensen-Shannon [65]. Observamos o aparecimento muitas outras versoes generalizadas
de medidas de complexidade nas tltimas décadas, e essas fung¢oes provaram ser uteis em

alguns ramos da teoria da informacao classica [7,66-73].

3.3 Algumas propriedades e aplicacdes de algumas medidas de com-

plexidade classicas

3.3.1 CSCM para N = 2 por meio da norma Iy

Baseado na definicao de CSCM (Eq. 3.3), que consiste no produto da informagao
armazenada no sistema com o seu desequilibrio em relacao a distribuigao de equilibrio (vetor
uniforme), podemos exibir uma expressao analitica para a medida classica para N = 2, por
meio da fungdo desequilibrio definida por meio da norma [, isto é, Dy(p, f) = |lp— 7 ||o=
> (pi — %)2, para {p' = (p1,p2)T}, e o vetor uniforme é dado por 7= (1/2,1/2)T. O
vetor distribuicao de probabilidades pode ser escrito como: p; = z e py = 1 — x, com
p1+ p2 = 1, [21]. Vamos definir, (sem perda de generalidade), p; = x < 1/2. Portanto,
—r>—-1/2epy=1—2>1/2. Os casos em que py =1l epy =0,ouque py =0e py =1,

ou ainda p; = 1/2 e py = 1/2 sdo triviais, porque implicam C(z) = 0.

1
C(z) = 1OgQH(:c)DQ(x, 1/2), 2 (3.7)
C(x) = _log22 5 xlog (&) +log (1 — x) <x - ;) : (3.8)

3.3.2 CSCM para N = 2 por meio da norma [y

De maneira semelhante a realizada na Sec. 3.3.1, podemos calcular analiticamente a

medida de complexidade estatistica classica para N = 2, por meio da funcao desequilibrio

- S 2
definida por meio da norma [y, isto é Dy(p,Z) = ||p— Z|1= X; (pi - %) =3,

1
pPi — 35

para {p'= (p1,p2)T}, e o vetor uniforme, dado por 7= (1/2,1/2). O vetor distribuicio

)

de probabilidades pode ser escrito como: py =x e pp =1 — x, com p; + py = 1, [21]. Da

mesma forma e com as mesmas definigoes realizadas na Sec. 3.3.1, teremos (ver [53]):

1
2C(x) = 1OgQH(x)Dl(x, 1/2), 1 (3.9)
C(ac)——log22 xlog (11(;) +log (1 — x) :L’—2‘. (3.10)

3.3.3 (CSCM para variaveis continuas

Com o objetivo de estender a medida de complexidade estatistica classica (CSCM)
para varidveis continuas, os autores nas Refs. [21,55] calcularam primeiramente a entropia

de Shannon para uma distribui¢ao continua {p(x)}, com suporte no intervalo [—L, L] e
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L

com [ p(z)dz = 1. Primeiramente dividimos o intervalo em Az = 2&, de tal modo que
-

Ar =x; —xri_q,comi=1,---,Nexyg=—L e xry = L. Inicialmente consideramos um

distribuigao discreta aproximada: 7= {p;} = {p(Z;)Ax)}, com Z; € [x;_1, z;]. Desse modo,

a entropia de Shannon H(p) pode ser escrita como:

H(p) = = _p(%;) log(Z;) Az — Y p(7;) log(Ax) Az . (3.11)

i=1 i=1

2°Termo

O segundo termo da Eq. 3.11 tende a zero a medida que N — oo, devido ao fato de

2L
N

converge para a integral escrita na Eq. 3.12:

limpy o0 log(Az)Az = limy_, log (%) — 0. Portanto, o limite das somas de Riemann

H(p(x)) = = [ ple)log (p()) da. (3.12)

No caso continuo, a distribui¢ao retangular Z(z) é a generalizagdo natural de uma

distribui¢ao uniforme (vetor uniforme), no intervalo [—L, L], e pode ser escrita como:

1
—, sex €[-L,L];
I(z) = 2L (3.13)

0, caso contrario.

Dessa maneira, a fun¢ao desequilibrio, definida por meio da norma euclidiana, dada

por Dj(p(x) — Z(x)), pode ser escrita pela Eq. 3.14:

D(p(x) — T(x)) = / (o) - ;L) dr = / plefide — o (3.14)

Definiremos a translacdo D (p(z) —I) = Di(p(zx) —I(2)) + 5 = [*; p(x)*dz, como
funcao desequilibrio. Finalmente, a extensao da CSCM para varidveis continuas pode ser

escrita como:
C(p(x)) = H(p(x)) - Dalp(x) ~T(x)) = | = [ pla)log (p(@))da | - | [ pla)da | . (3.15)

A segunda integral na Eq. 3.15, que consiste na funcao desequilibrio transladada,
L

Dy(p(x) —Z(x)) = / p(z)?dz representa uma espécie de pureza e seria o analogo cléssico
L

da pureza P de um estado quantico diagonal, (no caso discreto seria p = diag{p;}), e a

pureza seria igual a: P = tr(p?).
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3.3.3.a CSCM para uma distribuicdo gaussiana

Suponhamos um continuo de estados representado pela variavel x, cuja densidade
de probabilidade p(z) seja dada pela distribui¢cdo normal de varidncia igual a o e média
nula: . )

p(x) = Poraas (—;) . (3.16)
As expressoes obtidas para entropia de Shannon H(p(z)), para o desequilibrio Dy(p(x) —
Z(x)) e para a CSCM, i.e., C(p(x)) da distribuicdo gaussiana dada pela Eq. 3.16, sdo
apresentadas, respectivamente, pelas equacoes: Eq. 3.17, Eq. 3.18 e, também, pela Eq. 3.19

(cf. [74]):
/+°O ) log(p(x))dz = @ + log(o 27r)> ; (3.17)
Dy(p(x) - T) = / (x)2dx _ !

Sy
Clp(w)) = H(p(a)) - Dalpla) 1)) = 5= (5 +loglovm)) . (319)

(3.18)

2\/_

1

A condigao que H(p(z)) > 0 implica que 0 > 0., = (2me)~2, o valor maximo
para a CSCM pode ser obtido analiticamente de maneira simples [74]. O ponto de maximo

ocorre quando 0 = ez = /5=

3.3.3.b CSCM para uma distribuicdo exponencial

Consideremos agora uma distribuicao de probabilidades exponencial de varidncia ~y

dada pela Eq. 3.20. Da mesma forma da Sec. 3.3.3.a,

1
Zem/, se x > 0;

plz) =4 7 (3.20)
0, caso contrario.

As expressoes obtidas para entropia de Shannon H(p(z)), para o desequilibrio
Dy (p(z) — Z(x)) e para a CSCM C(p(zx)) da distribuigdo exponencial, dada pela Eq. 3.20,
sao apresentadas, respectivamente, pela Eq. 3.21, Eq. 3.22 e, também, pela Eq. 3.23

(cf. [74]):

H(p(a)) = = [ p(@)log(p(x))dz = (1 +log(7)); (3.21)
Da(p(e) =T) = [ plofde = 5 (322)

Clp(x)) = H(p(x)) - Da(p(x) — Z(x)) = 217 (1+1log(7))- (3.23)
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A condigao que H(p(z)) > 0 implica que v > i = 1/e, 0 valor maximo para
a CSCM para a distribuicao exponencial pode ser obtido analiticamente. O ponto de

méaximo ocorre quando: v = Ypmar = 1, veja na Ref. [74].

3.4 Evolucao temporal discreta da CSCM para N = 2

Todos os resultados exibidos na Sec. 3.4 sdo novos, e ainda nao estao publicados

em nenhum periodico.

3.4.1 Cadeias de Markov, mapas estocasticos e biestocasticos

A evolugao temporal discreta de um vetor de probabilidades no espago de probabi-
lidades (também denominado de “simplexo” de probabilidades) se d4 por meio de mapas
estocasticos e biestocasticos, que consistem na aplicagao iterada dessas matrizes em um

vetor de probabilidades inicial.

Com o objetivo de compreendermos essa evolugao temporal em tempos discretos
da medida de complexidade estatistica classica (CSCM), devemos descrever como um
vetor de probabilidades evolui dentro do espaco de probabilidades. Posteriormente, estes
conceitos e resultados poderao ser importantes para compreendermos as evolugoes ou
mapas estocasticos e biestocasticos quanticos no espago de Hilbert-Schmidt para um estado

quantico p.

O exemplo mais simples de um processo estocastico é aquele em que cada variavel
aleatéria é condicionalmente independente de todas as outras variaveis precedentes e
depende apenas daquelas que as precedem imediatamente. Podemos dizer que, dado o
tempo presente, o futuro é condicionalmente independente do passado [75]. Tal processo
¢ denominado de Markov ou markoviano. Fisicamente, a suposicdo de markovianidade
corresponde a assumir que o ambiente causador do ruido em uma parte do processo X atua
independentemente do ambiente causador do ruido em uma outra determinada parte Y, (se
modelarmos um processo fisico como um processo estocastico consistindo por X — Y [76]).
Por simplicidade, iremos assumir aqui que todas as cadeias de Markov sao invariantes no
tempo, isto é, que as probabilidades condicionais p(x,|z,_1) ndo dependerao do tempo

discreto ou iteracao n.

Definicao 3 (cadeia de Markov). Um processo estocdstico discreto é uma cadeia de Markov
paran =1, 2, ---, se a probabilidade® Prob(X, 1 = Tpi1|Xn = Tn, X1 = Tpoa|- -+ | X1 =

11) = Prob(X, 1 = Tn11| X, = x,,). Neste caso, a probabilidade conjunta® é definida como

5Aqui usamos a notaciao Prob(-) = Pr(-) quando a varidvel aleatéria X,, possui o valor z,,, isto é,
quando X, = z,. A notacdo p(x1) é uma abreviacio e significa Prob(X; = x1).

6Aqui usamos a propriedade de Markov no teorema de Bayes (regra da cadeia para probabilidades):
Prob(Xi, ..., X,) = Prob(X, N ... N X1) = [[}_, Prob(Xi| ;=] X;), veja a Ref. [77].
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p(x1, T2y -+, Tpn) = pla1)p(aa|xr)p(as|za) - - - p(an|Te—1). Uma “boa” notagao para uma
cadeia de Markov é {X;}.

Se {X;} ¢ uma cadeia de Markov, entdo, X,, é definida como o estado da cadeia
no tempo n. Uma cadeia de Markov invariante no tempo é caracterizada pelo vetor de
probabilidades inicial e a matriz de transi¢do S = S;;, Vi, j € {1, 2, ---, m}, em que
Sij = Prob(X,+1 = j| X, =1) [75].

Admitamos que conhecemos o estado inicial em um tempo n € N, (o vetor de
probabilidades p(x,)) e queremos descobrir o estado num tempo n + 1, entdo basta
calcularmos: p(zp41) = Y., Stz 2ni11P(2y). Desse modo, as probabilidades posteriores
sao relacionadas as probabilidades anteriores por um processo linear mapeado em uma
matriz de transicao de probabilidades. Esta caracteristica de linearidade é ecoada também
nas descrigoes fisicas dos ruidos quanticos, simplesmente com matrizes densidade que
substituirdo as distribuigdes de probabilidade [76,77]. Se o estado em um determinado
tempo n for constante para todo instante posterior, isto é, para n+1,n+ 2, - - -, entao esse
estado é denominado de distribuicao estacionaria. Suponhamos que @ = S7, Vn, entdao 7

¢ uma distribuicao estacionaria.

Teorema 1. A matriz de transicio de uma cadeia de Markov é estocdstica.

Prova: " Vamos denominar as matrizes estocdsticas de S. Uma matriz é estocastica
por colunas se a soma dos elementos de cada uma das suas colunas for igual a 1. Ela serd

estocastica por linhas se a soma dos elementos de cada uma das suas linhas for igual a 1.

A demonstracao do Teo. 1 é muito simples, devido ao fato da soma, em 7, de
todas as probabilidades de transicao de um determinado estado ¢ qualquer para todos
os estados j ser igual a 1. Desse modo, a matriz de transicao tem que ser uma matriz
estocastica S;; = Prob(X,+1 = j|X,, = 1), entdo a soma, para todos os estados j, serd
dada por: 3, Si; = > Prob(X,11 = j|X, = i) = 1. Nesta tese, iremos utilizar somente

matrizes estocasticas por colunas. [

Teorema 2. Seja M(N) o espago de matrizes estocdsticas de dimensao N. Em dimensdo
N =2, o produto de duas matrizes estocdsticas S1 € M(2) e Sy € M(2), logo, S = Sy - Sy

¢ uma matriz estocdstica®.

Prova: As provas gerais dos teoremas desta secao sao muito simples. Nesta tese,

iremos provar somente os casos para a dimensao N = 2. Sejam S; e S, matrizes estocasticas

7Os teoremas provados nesta secdo sdo resultados triviais e muito conhecidos na literatura, entretanto,
fizemos a escolha de demonstrar os casos mais importantes, em dimensdo N = 2, com base no formalismo
apresentado e, também, com o propdsito da tese. Essa escolha foi baseada no fato de que as demonstracoes
exibidas sao diferentes da maioria das apresentadas pelos livros textos bésicos e poderao ser tteis para
futuros estudantes que se iniciam no tema. Para mais informagoes ver: [75, 78-84].

8E trivial observar que esse teorema vale para qualquer dimensio N € N, com N > 2.
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por colunas, definidas pelos niimeros reais a, b, ¢ e d, com {a,b,c,d} € (0,1).

1—a b
S = , 3.24
! ( a 1—b) ( )

1—c¢ d
) o

Portanto, S = 57 - S5 é uma matriz estocastica por colunas e pode ser escrita como:

(1—a)(1—c)+be b(l—d)+(1—a)d>.

al—c)+(1=b)c (1-0b)(1—d)+ad (3.26)

S =515 = (
E simples observar que a matriz S é estocastica por colunas, isto é, [(1 — a)(1 — ¢) + b] +
[a(l1 —¢)+ (1 —b)] =1 e que também [b(1 —d) + (1 —a)d] + [(1 —b)(1 —d) +ad] =1. O

Corolario 1. Seja S € M(2) uma matriz estocdstica. Logo, S™ =S -S---S, para m € N
| ——

, , . , . m vezes
¢ também uma matriz estocdstica.

Prova: Dada uma matriz estocéastica S € M(2):

1—a b
=) o

Para provar o Corolario, basta calcular a matriz S™ € M(2):

allza=b)™ 4 b b _ (I—a—b)™b
— a+b at+b a+b atb
"= T anmat? 0 e | - (3.28)
a+b a+b atb atb

Esta matriz S™ é trivialmente estocastica por colunas, como pode ser observado direta-

a(l—a—b)™ a a(l—a—=b)™ —a—b)"b a —a—b)™b
mente: [ + 2]+ [0 — A = le [ - S+ s + e =1
O

Teorema 3. Seja B uma matriz biestocdstica®. Logo, B™ = B-B---B, para m € N ¢
—_—

m vezes
também uma matriz biestocdstica.

Prova: Seja a matriz B € M(2) uma matriz biestocéstica dada por:

1—a a
o) -

Novamente basta calcularmos B™, que pode ser escrita como:
1,1 11
5+35(1—2a)" 5—5(1—2a)"
pro (30RO e ) (3:30)
A matriz B™ é trivialmente biestocastica porque as somas das linhas ou das colunas é

igual a: [+ 3(1—20)"] + [3 — 5(1 - 20)"] = 1. O

9Uma matriz B € M(2), de dimensdo n x n, é biestocdstica se 0 < B;; < 1, (Vi,j € [1,n]) e
S Bij= 2?21 B;; = 1. Precisamos excluir alguns casos 6bvios de matrizes biestocdsticas, tais como a
matriz identidade, além de I ® B e B @ I, para alguma matriz biestocastica B e assim por diante.
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Teorema 4. Sejam as matrizes B € M(2) e B™ € M(2) matrizes biestocdsticas, definidas
na Eq. (3.29), com 0 < a < 1, e seja a sequinte sequéncia de vetores probabilidade de
dimensao n = 2, definidos por uma cadeia de Markov irredutivel dada por {p(xo), plz1) =
B'p(xy), plx2) = B*p(w0), -+, plam) = B™p(xo)}, dada por meio da aplicacio: p(x,,) =
B™-p(xy), e definida no conjunto de tempos discretost = {1, 2,--- m, ---}, entdo o estado

. . A . s = . — _ 1 1I\T
limite desta sequéncia serd dado por ™ = Wlll_Igo B"plzg) = (5,3)"

Prova: A demonstracao do caso geral é muito simples, entretanto, para esta tese,
iremos exibir somente o caso da dimensao N = 2. Seja p(zo) = (71, 22)”7 um vetor de
probabilidades inicial qualquer, com: x; > 0, xo > 0 e 1 + x5 = 1. Vamos escrever a
matriz B e B™, como matrizes biestocasticas por colunas, com 0 < a < 1, da mesma

forma que foi definida na Eq. 3.29 e Eq. 3.30, respectivamente. Desse modo, teremos:

1_ m
7= lim ( @ ) - Fl@o), (3.31)
a

oy (22207 = =20)) (o) (3.32)
m=oo \ 111 —2q)m 14 1(1-2¢)" Tg

Para demonstrar o teorema basta aplicar o limite na Eq. 3.32: uma solucao:

) . (3.33)

O teorema fundamental do limite das cadeias de Markov irredutiveis, veja a Ref. [80],

(1 + (1 —2a)"z) + 22 — (1 — 2a)"22) |
(z1 — (1 — 2a)™zy + 29 + (1 — 2a)™x5) |

N N
N N

7 = lim (
m—00

A Eq. 3.33 é verdadeira, isto é, o limite existe se 0 < a < 1. [J

afirma que, se existe uma distribuicao estacionaria para uma dada matriz de transicao,
11
20 2
estaciondria tnica para todas as matrizes biestocésticas, e qualquer p(zy) inicial deve

ela deve ser tinica, portanto, a distribuigdo uniforme Z = ( )T, deve ser a distribuicao

convergir para: 7 = (3, )7, ¢f. [80].

3.4.2 CSCM para cadeias de Markov em dimensao N = 2

Na Sec. 3.4, estudamos alguns teoremas basicos das cadeias finitas de Markov. A
abordagem usual para esse estudo é determinar o espago de estados (nesta tese utilizamos
um espago de dimensao N = 2, por simplicidade), calcular as probabilidades relevantes,
(e com isso escrever as matrizes estocasticas ou biestocdsticas que descrevem o processo
estocdstico), determinar os estados estacionarios e, dado um estado inicial, estimar os
tempos esperados para a convergéncia até a distribuicao estacionéria de equilibrio [79]. A
estratégia para resolvermos um determinado problema relacionado com uma cadeia de

Markov por meio da teoria descrita na Sec. 3.4 deveria conter os seguintes passos:
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« Encontrar (caso exista) a matriz de transicdo P, tal que a cadeia associada seja
irredutivel e aperiédical®, de tal maneira que exista somente uma tnica distribuicao

de probabilidades estacionaria;

o Determinar um nimero m, “grande” o suficiente, de tal maneira que a distribui¢ao
de probabilidades p(,,) esteja suficientemente “proxima” a distribuigao estacionaria

.

Poder-se-ia suspeitar que este procedimento é desnecessariamente complicado: nao
seria muito mais simples projetarmos uma matriz de transigao especial P = S (uma matriz
onde todas as colunas sao idénticas a distribuigao estaciondria )7 Matematicamente isso
estaria correto, e o tempo discreto m seria igual a 1 para este caso. Para fins praticos, no
entanto, essa ideia ¢ inutil dado que em geral se desconhece a distribuicao de equilibrio em
problemas mais complexos e/ou em dimensées maiores. Algumas questdes naturalmente

surgem:

1. Como encontrar a matriz de transicao P com o objetivo de simularmos a distribuicao
77 Infelizmente ndo ha uma resposta simples para esta pergunta. Nao existe uma

regra geral para uma escolha apropriada de P para uma nova situagao particular.

2. Qual deve ser o valor de m (o ntimero de passos ou tempos discretos) com o objetivo
de se garantir a precisao desejada? Este problema ¢ denominado de problema da taxa
de convergéncia: com que rapidez a matriz P™ converge para a matriz estacionaria
Sy, (isto é, P™ — S;), ou para uma matriz “suficientemente” préxima'l & matriz

estacionaria, dado um ¢ > 07

3. Ao dividirmos a dindmica dada por uma matriz de transi¢ao estocastica ou biesto-
castica em uma soma de duas contribuicoes, uma parte “transiente”, que converge
exponencialmente para o estado de equilibrio para tempos suficientemente grandes,
e uma outra parte denominada de “regime permanente”, existem processos que
atingem um ponto de maximo da complexidade estatistica? Se existem tais processos

discretos, este maximo ocorre durante o dominio da dindmica transiente?

3.4.2.a CSCM para cadeias de Markov estocasticas em dimensdo N = 2

O objetivo deste estudo é de compreendermos um pouco melhor o significado da
quantidade CSCM, sem considerarmos todas as dificuldades técnicas de cada uma das

suas aplicagoes ja estudadas pela literatura. O Teo. 5 é um teorema muito simples e

0Uma cadeia de Markov é irredutivel e aperiédica se: i. as poténcias P™ da matriz de transicio
P convergem em componentes para uma matriz estocastica S, na qual todas as colunas sdo iguais a
distribuicao estacionéria 7. éi. sé existe uma distribuigio estaciondria de equilibrio, ¢f. [79]

1Se existe uma matriz estocastica P™ de tal modo que, dado € > 0, existe § > 0, tal que ||[P™— S|, < 4,
para algum m > 1 e para alguma norma matricial qualquer *.
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pode ser encontrado na literatura demonstrado por meio de varios métodos diferentes

(cf. [81,85,86]). Assim, nesta tese, escolhemos demonstra-lo por inducao, por simplicidade.

Teorema 5 (estado estaciondrio para cadeias de Markov com matrizes de transigao esto-

b b m —b
césticas). Seja a sequinte matriz Sy = = , e seja T(m) = % ¢ ) :

“la @ —a b
Em dimensao N = 2, dados possiveis estados E = {0,1}, e dada matriz de transi¢io
1—a b

a 1-—

e S S R L e A T
a 1-b a+bla a a+b —a b

Desse modo, a distribuicio de probabilidades estaciondria, para m — oo, é dada por:
. 1 b
T = .

a+b\a

Prova: A demonstracao se dara por inducao e podera ser vista no Apéndice A.2.

estocdstica S = ( b)’ com: 0 < a+b<2, amatrizS™ € dada por:

O Teo. 5 demonstra que a matriz estocastica S™ pode ser decomposta na soma
de duas matrizes que sao responséaveis pela dindmica: S™ = S, + T'(m), isto é, a matriz
estocastica S™ pode ser decomposta em um termo constante de regime permanente
(equilibrio estacionario) S; e em um outro termo 7'(m), responsavel pelo cardter transiente
do processo estocastico. O estado estaciondrio é determinado pelos autovetores (idénticos)
da matriz estacionaria Sy, que é obtida realizando-se o limite m — oo na decomposicao
mostrada pelo Teo. 5. Neste limite, Tp(m — 00) — O(2), onde O(2) é a matriz nula (com

todas as entradas iguais a zero), na dimensao N = 2, isto é, O,; = 0, para todo 7, j € [1,2].

Seja a matriz S™ dada pela Eq. 3.28. Dado um estado inicial, como, por exemplo,
o vetor py = (1,0)T, o vetor no tempo discreto m sera dado por Pim) = S"Do. Logo, os

elementos do vetor no tempo m serao dados por:

al—a=b)™ 4 b b _ (1-a=b)™b 1
g _ Qmz a+b a+b a+b a+b
p(m) - S Do = a + a(lfafb;_m —C"l_ (1*ai_b)mb : 0 5 (335)
atb T atb  asb T amp
R ==y
p(m) = ([: . a(lfjfb)m] . (336)
a+b a+b

Seja 7 definido como o estado estacionédrio de uma cadeia de Markov com matriz

de transicao estocastica, tal como mostrado no Teo. 5, podemos observar claramente
— =11 _ oja(l—a—b™

que ||p(m) - 7T||1— 2| atb

suficientemente grandes, é dominada pela quantidade |(1 —a —b)™|, com |1 —a —b| < 1

| e, com isso, podemos dizer que a dindmica, para tempos

e, portanto, a distancia l;, dada por ||p(m) — 7||1— 0, converge exponencialmente para
zero [87].
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Seja a matriz de transicdo para uma cadeia de Markov de tempo discreto em
um espago de estados finito de dimensao N, no caso desta tese, N = 2. Denotemos os
autovalores da matriz de transicao S como f; e fs, de tal modo que |Bi|> |B2|. O gap
espectral absoluto da matriz é 1 — f,, (para N = 2, 5, = (2). A cadeia converge para uma

distribuicao estacionaria tnica 7 se, e somente se, S, < 1 (cf. [88]).

Com o objetivo de separarmos a evolucao temporal de um determinado estado em
uma parte de dinamica transiente e uma outra parte em regime permanente, devemos
calcular o tempo de mistura. Dado um determinado € > 0, haverd um tempo no qual a
distancia entre a m-ésima iteragao do estado: p(,,,) = S™py dista menos do que €. Este
tempo é dado na Def. 4 e estabelece o ponto de transicao entre o regime transiente e o

regime permanente.

Definicao 4 (tempo de mistura). Suponhamos B, < 1, o tempo de mistura t,,;,(€) para um

determinado parametro € pode ser definido como ty,(e) = min{m > 0 : ||p(m) — 7|1 < €}.

Proposicao 1 (tempo de mistura [88]). Seja uma cadeia de Markov finita, reversivel e
aperiddica, de tal modo que min{p(,,} > 0. Seja: o = (/52(STS), i.e., a € definido como a

raiz quadrada do sequndo menor autovalor, (35), de STS e seja Tpim = min{w(x;)}, com

man max
tmzx ? tmm:

Tmin > 0. Para todo 0 < & < 1, o tempo de mistura t,,;.(¢) € | | esta dentro destes

limites:

i =log(2e) ™ [ — 1] < tuin(e) < [y log ()] = tmer. (337)
tmiz(€) = nint ([tmin, tmaz]) (3.38)

mix? Cmix

Onde nint(*) significa uma fungdo que arredonda o seu argumento para o inteiro

mais proximo.

Prova: As provas para o limite inferior e superior do tempo de mistura estao fora

do objetivo e do escopo desta tese e podem ser encontradas nas Refs. [88-91].

O tempo de mistura indica o ponto de transicao do regime transiente para o
permanente (para algum valor de ¢ fixo) para a cadeia de Markov descrita pela matriz
estocastica S. Note que este tempo independe do estado inicial da dindmica. Ainda que a
acdo da matriz transiente 7'(m) ainda possa ser detectada, ||pm) — 7|[1< €, para algum
0 < e << 1. A distancia do m-ésimo vetor de probabilidades simulado pi,,) ao estado de
equilibrio 7 decresce exponencialmente, isto €, 1lim,, 0| [Pim) — 7|1 o limy, oo (1 —a—b)™

0,se0<a+b<2.

A Fig. 1 mostra o comportamento da medida de complexidade estatistica classica
(CSCM), dada por C(pm ) = H(plm)) - D(Pm) — T), em azul, para uma cadeia de Markov
estocastica discreta, P,y = S™py, com py = (1, 0)T, para a matriz estocdstica S definida
conforme a Eq. 3.27, com a = 0.16 e b = 0.01, e com tempo discreto: 1 < m < 25. A evolugao

temporal das funcoes entropia de Shannon H(p(.,)), em vermelho, e a fungao desequilibrio
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D(p(m) — 7), em amarelo, também sao representadas para estes tempos discretos. A reta
horizontal ¢ assintota da entropia de Shannon, porque H (p(n)) — H(7) = 0.2337, quando
m— 00 e P — 7 = (=2, -%)7 ~ (0.058824, 0.941176)7.

atb’ atb
T 0<tmix<7
1.5¢F | o C(Pm) 1
i ® Hﬁ(m))
| D(pm) — 7)
. i
PY \
L4 i
......,.
i T e
0.5*. °.§ .o.. ]
i °
‘ ......
i e 0000
e
0 : L l 1‘...,..Q..‘.«,
1 5 10 15 20 25

Figura 1 — Medida de complexidade estatistica classica para uma cadeia de Markov esto-
castica C(p(m)), (CSCM), em azul; entropia de Shannon H (pi,,), em vermelho;
D(p(my — 7), em amarelo, para uma matriz S com a = 0.16 e b = 0.01, em
funcao dos tempos discretos 1 < m < 25. O tempo de mistura esta dentro do

intervalo 0 < ¢,,;, <7, para € = ﬁ, com 17 = 7, reta vertical trago-ponto.

A reta horizontal pontilhada indica: H(7) = 0.2237.

A Fig. 1 indica que o maximo de complexidade estatistica ocorre durante a dinamica
transiente, governada pelo efeito da matriz transiente 7'(m). Esta dindmica é dominada pela
regiao onde a entropia de Shannon atinge o ponto de maximo. A entropia de Shannon cresce
com uma taxa mais elevada neste intervalo do que a fungao desequilibrio decresce, apesar
de que ambas as funcoes, desequilibrio e entropia de Shannon, convirjam exponencialmente
para tempos grandes. A funcao desequilibrio D(p(,,) — 7) — 0, enquanto a entropia de

Shannon converge para H (pi,)) — H(7) = 0.2237. Para tempos suficientemente grandes,

C(p(m)) — 0, devido ao fato da fungao desequilibrio dominar a dindmica para estes tempos.

A Fig. 2 ilustra o médulo e as dire¢oes dos m-ésimos vetores da evolugao temporal
de pim) = S™py, com vetor inicial py = (1,0)”, para uma cadeia de Markov definida por
meio da matriz estocastica S™, (escrita como na Eq. 3.28), para valores de a pertencentes
ao intervalo a = [0.04,0.5], com Aa = 0.02 e b = 0.01, para tempos discretos 1 < m < 25.
O comportamento da norma ecuclidiana Iy dos vetores ||pim)||» estd ilustrada na barra de

cores.
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Figura 2 — Representacao dos vetores p(,,) = S™pp, para os tempos discretos 1 < m < 25,
com vetor inicial gy = (1,0)7, em funcdo de a(k), com k = 1,---, 24, para uma
cadeia de Markov com matrizes estocasticas definidas por a = [0.04, 0.5], com
Aa = 0.02 e b = 0.01. As normas Il dos vetores ||pm,||2 estao ilustradas na
barra de cores.

A dinamica mostrada na Fig. 1, para a = 0.16 e b = 0.01, esta ilustrada na Fig. 2,
na sétima coluna vertical, (i.e., a coluna de niimero 7), devido ao fato de no eixo horizontal
estarem representados os valores de a de tal modo que a(k) = 0.04 + 0.02(k — 1), para
os numeros representados no eixo horizontal: £k = 1,2,3,---,24, (somente os niimeros
impares foram indicados no eixo horizontal da Fig. 2). Nessa figura, observamos que o
comportamento do maximo da CSCM exibido na Fig. 1 durante a dindmica transiente
pode ser captado e observado na taxa de variacao nas diregoes dos vetores P, além
da mudanca nas suas normas l,. E importante notar que, ainda que as normas l; de
todos os vetores sejam iguais a 1, isto é, ||p(m)|1= 1, a norma que mede uma espécie
de “pureza” dos vetores, a norma lp, isto é, ||pim)||2, varia. A parte azul/roxa da Fig. 2
corresponde a diminui¢ao da pureza durante a dindmica transiente, o que corresponde a
um aumento da grandeza CSCM, na escala de ordem e desordem. Observamos também

a dindmica estacionaria, que ocorre em regime permanente, acontece quando os vetores

convergem para 7(a) = (70057 ar001) > 1o caso de k = 7 e a(k = 7) = 0.16, temos:

7(0.16) = (0.058824,0.941176)”. E interessante observarmos que as convergéncias, tanto
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nos moédulos dos vetores quanto nas suas diregoes acontecem na parte estacionaria da

dindmica (apds o tempo de mistura maximo).

Esse fato ocorre devido a modulagdo que a entropia de Shannon realiza na fungao
desequilibrio (a distancia euclidiana entre o m-ésimo vetor e o vetor estacionario), que é
sempre monotonicamente decrescente. Esse comportamento da entropia é transmitido para
a CSCM. Entretanto, o comportamento do produto entre entropia e a funcao desequilibrio
aparentemente explica melhor o comportamento da dindmica nas regides em azul/roxo da
Fig. 2, devido ao fato de os maximos da entropia de Shannon ocorrerem aproximadamente
no inicio dessas regioes entre o tempo de mistura minimo e o tempo de mistura maximo.
Nessas regides, nao somente héd um decrescimento na pureza do vetor e, consequentemente,
um aumento na entropia de Shannon, mas também ha um aumento na taxa de variagao
das diregoes dos m-ésimos vetores, que irao convergir para o vetor estaciondario 7, durante

a dindmica transiente.

34.2b CSCM para cadeias de Markov biestocasticas em dimensao N = 2

Nesta se¢ao, iremos calcular a CSCM para cadeias de Markov biestocasticas em
dimensao N = 2. De maneira semelhante ao realizado no Teo. 5, nesta tese, iremos
demonstrar o Teo. 6 por meio de inducao. Este teorema pode ser encontrado na literatura

demonstrado por meio de varios métodos diferentes (cf. [81,85,86]).

Teorema 6 (estado estaciondrio para cadeias de Markov com matrizes de transigao

1 a a

biestocésticas). Seja a sequinte matriz By = 5 , e seja também a matriz dada

a a

por Tg(m) = % © T | Em dimensio N = 2, dados possiveis estados E = {0, 1},
—a a

1—a a

e dada matriz de transicao biestocdstica B = . ,com: 0 <a <1, amatriz
a —a

B™ ¢é dada por:

1—a a 1 {fa a (1 —2a)™ a —a
_l_i

B™ = B, + Ty(m) = S
5(m) a 1—a 20 \a «a 2a —a a

(3.39)

Desse modo, a distribuicao de probabilidades estaciondria, para m — oo, € dada por:

T = (%’ %)T

Prova: A prova se darda por meio de indugao e podera ser vista no Apéndice A.2.

Do mesmo modo do que ja foi discutido pelo Teo. 5, o Teo. 6 demonstra que a matriz
biestocastica B™ pode ser decomposta na soma de duas matrizes que sao responsaveis
pela dindmica: B™ = B, + Tp(m), isto é, a matriz biestocéastica B™ pode ser decomposta

em um termo constante de regime permanente (equilibrio estacionéario) B, e em um outro
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termo Tg(m), responsavel pelo cardter transiente do processo biestocastico. O estado
estaciondario é determinado pelos autovetores (idénticos) da matriz estacionaria B, que é
obtida realizando-se o limite m — oo na decomposicao mostrada pelo Teo. 6. Neste limite,
Tp(m — o0) — O(2), onde O(2) é a matriz nula (com todas as entradas iguais a zero),
na dimensao N = 2, isto é, O;; = 0, para todo ¢,j € [1,2].

Seja a matriz B™ dada pela Eq. 3.30. Dado um estado inicial, como, por exemplo,
o vetor py = (1,0), o vetor no tempo discreto m serd dado por Pm) = B™py. Logo, os

elementos do vetor no tempo m serao dados por:

L [+ s =20 § - 5120 (1

oy = 0 = (§—§(1—2a)m §+;(1—2a)m) (0) (3.40)
L (31 —2a)"]
Dm) = ([§ 10 —za)m]) : (3.41)

Novamente, podemos observar que: ||pm,) — 7||1= |[(1 — 2a)™| e, com isso, podemos
dizer que a dindmica, para tempos suficientemente grandes, é dominada pela quantidade
(1 —2a)™|, com |1 —2a|< 1 e, portanto, a distancia {; dada por ||P(,,) — 7||1— 0, converge

exponencialmente para zero [87].

A Fig. 3 representa um exemplo de dindmica comandado pela matriz biestocastica
B, definida por a = 0.05, em funcao dos tempos discretos 1 < m < 30. Similarmente como
ocorreu com o processo regido pela matriz estocastica S (mostrado na Fig. 1) a Fig. 3
indica que o maximo de complexidade estatistica ocorre durante a dinamica transiente,

governada pelo efeito da matriz transiente Tg(m).

Esta dinamica é dominada pela regiao onde a entropia de Shannon cresce monoto-
nicamente. Similarmente a dindmica descrita por uma matriz de transicao estocastica, a
dinamica descrita pela matriz biestocastica B é dominada, para pequenos tempos, pela en-
tropia de Shannon. Inicialmente, durante o regime transiente, a entropia de Shannon cresce
com uma taxa superior a taxa em que a funcao desequilibrio decresce, ainda que ambas as
fungoes (desequilibrio e a entropia de Shannon) convirjam exponencialmente para zero, para

11

tempos suficientemente grandes. A funcao desequilibrio D (p() —f) — 0, com Z = (5, E)T,

enquanto a entropia de Shannon converge para H (p(,)) — H(Z) = In(2) =~ 0.693. Para

—

tempos suficientemente grandes, C(p(m)) — 0, devido ao fato da funcdo desequilibrio

dominar a dinamica para estes tempos.

A Fig. 4 representa os modulos e as dire¢oes dos vetores da evolucao temporal
P(my = B™po, com vetor inicial gy = (1,0)7, para uma cadeia de Markov definida por meio
da matriz biestocastica: B™, escrita como na Eq. 3.30, para a pertencente ao intervalo
a =[0.02,0.2], com Aa = 0.01, para os tempos discretos 1 < m < 19. O comportamento

da norma euclidiana [y dos vetores ||[p(m)||2 estd ilustrada na barra de cores.

A dinamica mostrada na Fig. 3, para a = 0.05, estd ilustrada na Fig. 4, na quarta
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Figura 3 — Medida de complexidade estatistica classica para uma cadeia de Markov biesto-
castica C(P(m)), (CSCM), em azul; entropia de Shannon H (p(,,)), em vermelho;
D(Pmy — f), em amarelo, para uma matriz B com a = 0.05, em funcao dos
tempos discretos 1 < m < 30. O tempo de mistura esta dentro do intervalo
1 <t <7, para e = ﬁ, it
horizontal pontilhada indica H(Z) = log(2) ~ 0.693.

com tM%* =7 (reta vertical trago-ponto). A reta

coluna vertical, (i.e., a coluna de ntiimero 4), devido ao fato de no eixo horizontal estarem
representados os valores de a de tal modo que a(k) = 0.02 4+ 0.01(k — 1), para os niimeros
representados no eixo horizontal: £ = 1,2,3,---,19 (somente os nimeros pares foram
indicados no eixo horizontal da Fig. 4). Nessa figura, observamos que o comportamento da
CSCM exibido na Fig. 3 durante a dindmica transiente pode ser captado e observado na

mudanca da dire¢ao dos vetores p(,,), além da mudanca nas suas normas l,.

E importante notar que, ainda que as normas {1 de todos os vetores sejam iguais a

1, isto &, ||p(m)|[1= 1, a norma que mede uma espécie de “pureza” dos vetores, a norma [y,

isto é, a norma ||Pi,||2 varia. A parte laranja/vermelha da Fig. 4 corresponde a diminuicao

da pureza durante a dindmica transiente, o que corresponde a convergéncia da grandeza

CSCM, na escala de ordem e desordem, porque C(7) = 0. Observamos, também, a dindmica

estacionaria, que ocorre em regime permanente, acontece quando os vetores convergem
11

para 7 = (3, E)T. E interessante observarmos que a convergéncia, tanto na pureza dos

vetores quanto nas suas diregoes, se realiza na parte estacionaria da dinamica.

De maneira analoga aos resultados obtidos para a dindmica via matriz estocéstica

S, para a dindmica biestocastica, regida pela matriz B, o comportamento do produto
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Figura 4 — Representacao dos vetores p(,,) = B™pp, para os tempos discretos 1 < m < 19,
com vetor inicial py = (1,0)7, em fungdo de a(k), para k = 1,---, 19, para uma
cadeia de Markov com matrizes biestocésticas definidas por a = [0.02,0.2], com
Aa = 0.01. As normas I, dos vetores ||Dm||2 estao ilustradas na barra de cores.

entre entropia e a fungao desequilibrio aparentemente explica melhor o comportamento
da dindmica nas regides em laranja/vermelho da Fig. 4, devido ao fato de os méximos
da entropia de Shannon ocorrerem aproximadamente no inicio dessas regioes entre o
tempo de mistura minimo e o tempo de mistura méaximo. Nessas regides, nao somente ha
um decrescimento na pureza do vetor e, consequentemente, um aumento na entropia de
Shannon, mas também ha uma taxa maior na variagdo as direcoes dos m-ésimos vetores,

que irdo convergir para o vetor estacionario 7, durante a dindmica transiente.

3.5 Revisao de algumas familias de medidas de complexidade

A existéncia desta secao se justifica por completeza. Nela, discorremos sobre duas
familias de medidas de complexidade que sao encontradigas na literatura. Devido ao
fato da simples mudanca da func¢ao desequilibrio gerar uma “nova” funcao complexidade
estatistica, cada uma dessas familias tera propriedades, resultados e exemplos interessantes

para serem discutidos. Para uma revisao bibliografica completa sobre o assunto, veja a

Ref. [56].
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3.5.1 Medida de complexidade de Shiner—Davison—Landsberg

Baseado em nocoes adequadamente definidas de ordem e desordem, fundamentos
estes que possuem um grau significativo de flexibilidade, Shiner, Davison e Landsberg
apresentaram em [10] uma medida de complexidade denominada de medida de comple-
xidade de Shiner, Davison e Landsberg (SDL). Essa medida foi duramente criticada nas
Refs. [92,93]. Ela foi definida por meio da fun¢ao quantificadora de “desordem” como a

entropia de Shannon normalizada A = H/H,,,, e a fun¢do que mediria o “grau de ordem’

como 2 = (1 — A). Portanto, eles definiram:
Cit =AY(1-A)°. (3.42)

Onde « é o “grau de forca” da desordem e 3 é o “grau de for¢a” da ordem. Se a distribuicao
de probabilidades possui um maximo local, é possivel realizar uma expansao em série de
Taylor de €2, em torno do seu ponto de maximo, em uma dimensao fixa N e, localmente
C ~ CPPL isto é, que C¥PL — CSCM, perto do seu ponto de maximo [10], para a = 8 = 1.
A grande critica levantada'? nas Refs. [92, 93] consiste no fato de que C53" é uma
funcao demasiadamente simples da entropia. Como consequéncia, pode nao conter novas

informagoes vis d vis & medida de ordem [7,95].

3.5.1.a Aplicacbes para a CSCM definida por meio da complexidade SDL

Ambas as medidas de complexidade (tanto a medida SDL quanto a CSCM, definida
por LMC) foram aplicadas ao caso de uma distribuigdo binomial, de probabilidade p e
em n experimentos independentes (de Bernoulli), dada por p(i) = (]j ) p'(1 —p)N~t com
o objetivo de determinar como o comprimento do conjunto de dados implica o maximo
e o minimo do valor da complexidade estatistica e como a probabilidade de sucesso das

tentativas repetidas determina o quao estatisticamente complexo é todo o conjunto [96].

Os valores maximos para ambas as medidas ocorrem em probabilidades desbalan-
ceadas (p # 1/2) e o seu valor é proximo a 0.25 para a SDL e aproximadamente 0.15
para a CSCM, definida por LMC. Por fim, pode-se dizer que a complexidade, medida
por LMC ou SDL, ndo aumenta com o nimero de experimentos sucessivos, se eles forem
independentes. Para aumentar a complexidade, os ensaios devem ser relacionados. Além

disso, probabilidades desequilibradas sao uma importante fonte de complexidade [96].

3.5.2 Medida de complexidade baseada na distancia de Wootters

O conceito de distancia estatistica de Wootters se origina no contexto da mecanica
quantica. Usa-se principalmente para distinguir entre diferentes preparagoes de um dado

estado quantico e, de forma mais geral, para verificar até que ponto dois desses estados

12E respondida em [94].
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diferem um do outro [7]. Se considerarmos, por exemplo, apenas preparagoes de estados
puros, que podem ser representados por raios em um espago de Hilbert adequado, a questao
é, portanto: Qual é a distdncia estatistica entre dois raios diferentes neste espago [97]7
Apesar da origem nao-classica, as consideragoes de Wootters sdo de natureza puramente
estatistica e, portanto, podem ser utilizadas em um espago de probabilidades qualquer O(N).

Em dimensao N = 2, baseado na incerteza-padrao (ou desvio padrdo) em um conjunto
grande de n medidas, Ap = \/%(X) = \/w = \/M. O objetivo inicial

n

implicito a essa concepgao de distancia ¢é levar em conta as flutuagoes estatisticas intrinsecas
a todas as amostras finitas. Ao considerarmos estes desvios estatisticos associados, as
frequéncias diferem ligeiramente das probabilidades “reais” e duas preparacoes serao
indistinguiveis em um determinado ntimero n de tentativas, se a diferenca entre as
probabilidades reais for inferior ao tamanho de uma flutuagao tipica caracteristica [7].
Desse modo, definimos em primeiro lugar a “regiao de incerteza” em torno de um ponto P.
Esta zona é composta por todos os pontos gtais que o expoente na Eq. 3.43 é, em valor

absoluto, menor®® que 1/2.

ng (G p)” _pﬂ . (3.43)

p(§) oc exp l—2 ; 5

Mais especificamente, {&;} ¢ o conjunto de resultados (apds n tentativas) associado

a um determinado conjunto de probabilidades {p;} e p é uma densidade de probabilidade.
Este conjunto é distribuido conforme uma distribui¢do multinomial, que obviamente serd
aproximada pela gaussiana da Eq. 3.43, quando n for suficientemente grande. Assim,
dois pontos P; e P, pertencentes ao espaco de probabilidades, podem ser denominados

“distinguiveis” em n tentativas se suas regioes de incerteza nao se sobrepuserem.

Para compreendermos melhor o conceito de distancia estatistica, suponhamos um
experimento de Optica classica com fotons e filtros polarizadores. Imagine-se um feixe
de fétons preparado por um filtro polarizador e analisado por um prisma de Nicol [98].
Cada um dos fétons, quando passa pelo prisma, possui exatamente duas opg¢oes: passar
diretamente pelo prisma (chamemos esse resultado de “sim”) ou ser desviado em uma
diregao especifica (resultado “nao”). Suponhamos que a orientacdo do prisma de Nicol seja
fixada de uma vez por todas de tal forma que fétons polarizados verticalmente sempre
passam direto. Ao contarmos as frequéncias de contagem, iremos obter a probabilidade

p(sim) = cos*(#), quando estivermos no limite do nimero de f6tons n muito grande.

Desse modo, a distancia estatistica entre duas orientacoes 6, e 0y, dada por d(6y, 6)
neste caso, se confunde com a distancia |0; — 65|. Para determiné-la definimos o seguinte
limite d(6y,605) = lim,, ﬁ X [Nimero de orientagdes intermediarias distinguiveis em n

tentativas|, em que o fator 1/4/n foi incluido para que o limite exista, ji que o niimero

13Para a dimensio N = 2 a escolha do limite 1/2 é 6bvio, entretanto para dimensdes maiores pode-se
escolher outros limites.
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de estados distinguiveis cresce com /n. Podemos associar uma regiao de incerteza que se

1/2
estende de: § — A até 0 + Af. Portanto, Af = fieA ;l@ l(p)] . Se assumimos
p p n
01 < 0, sem perda de generalidade, teremos:
0o 0o
1 db dp/df
(6,9 - / dg— P 44
( 1, 2) \/— 2A9 ; 2[p(1_p)]1/2 (3 )
1

Substituindo-se p(6) = cos?(6) na Eq. 3.44, obtemos a distancia estatistica como a
distancia entre as duas orientagoes: d(fy,6;) = 02 — 6;. De maneira andloga a discussao
anterior, podemos definir uma distancia entre dois estados de um espago de probabilidades
d(p1,p2) na Eq. 3.45:

d(p1, p2) zp[ Q[p(lcip@]lﬂ' (3.45)

A integral dada pela Eq. 3.45 pode ser resolvida por meio da substituicao u =

V1—p, portanto du = 5 \/— Dessa forma, a integral dada pela Eq. 3.45 pode ser escrita
como: [ m = arccos(,/p).

Considere uma curva suave parametrizada pelo pardametro ¢ em um espago de
probabilidades que ligue dois pontos p(0) = P, e p(1) = P». Seja p(t) um vetor de
probabilidades, parametrizado por t € [0, 1]. O comprimento ¢ estatistico (no espago de

probabilidade) desta curva é dado pela Eq. 3.46

) 69

. 1/2
Com a mudanga de varidveis x; = p;’", com dz; = ; ip;

1/2(1]%

E_/dt{l 1 [d”’ )1 }1/2. (3.47)

A Eq. 3.47 significa o comprimento euclidiano normal no espago x transformado. O

requerimento que a curva p(t) € RN, 61 =N p; = >N 22, Portanto, a curva deve estar

sobre uma esfera unitaria neste espaco transformado. A métrica acima induz imediatamente
uma métrica no espago de parametros. A medida que se move de um ponto # para um
ponto € + df no espago dos parametros (no exemplo abaixo, esse espago sera definido pela

dire¢do da polarizacao dos f6tons), as probabilidades associadas a esses pardmetros muda

0
de p(0) para p(6) + Z a—gdﬁj, onde os ¢; sao as coordenadas no espaco de parametros. A
;oY

distancia percorrida no espago de probabilidade é, portanto, dada pela Eq. 3.48

N 1 dp; Ap;
a0t = Z -y zk: ; agj 62 d0,d6, = 35" gjrdb;doy, (3.48)

i g,k
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Ccom 1
=2 — , 3.49

i 4k Di

definido como o tensor métrico que induz a distancia estatistica entre dois estados no espaco
de parametros. De certa forma, essa métrica significa a nogdo mais natural de distancia no
espaco de parametros, pois leva em conta a dificuldade de se distinguir diferentes estados.
O tensor métrico g;, ¢ idéntico a uma matriz familiar da teoria estatistica, a saber, a
“matriz de informagao de Fisher!* (dada por Z(6)),” introduzida por R. Fisher em conexao

com a teoria da inferéncia.

Exemplo: (Ref. [99]). O tipo mais simples de experimento probabilistico ¢ aquele
com apenas dois resultados possiveis. Um exemplo de tal experimento consiste na andlise da
polarizacao de um féton por meio de um prisma de Nicol, ou outro dispositivo semelhante,
conforme dito anteriormente. Se um feixe polarizado de f6tons for analisado dessa forma,
cada foton, ao encontrar o prisma, seguird um dos dois caminhos possiveis e pousara em
um dos dois detectores, que correspondem as duas polarizacoes ortogonais “vertical” e
“horizontal”. Neste exemplo, o espago de parametros consiste em um angulo 6 medido entre
0 € [0,27]. A partir do nosso conhecimento da probabilidade p(#), podemos calcular a
distancia estatistica entre 6 e 6 4 df, por meio da Eq. 3.48. Seja a probabilidade de o foton
estar polarizado na vertical dada como p, = cos?(#). Portanto, a probabilidade de o féton
estar polarizado na horizontal serd igual a p, = 1 — p, = sin?(#). Assim, a distancia entre
este dois estados serd:

1/2

2
4 sinQ(G)] df = 2d6. (3.50)

1 [d . T

cos?(0) | do

Assim, a distancia estatistica entre dois estados de polarizacao, ou seja, o niimero
de polarizagoes distinguiveis intermediarias, é proporcional ao angulo entre elas. Portanto,
no caso de polarizacao de fétons, a distdncia no espago de parametros (distancia entre

diferentes polarizagdes) é proporcional a distancia no espago de probabilidades.

Sabendo-se que a Eq. 3.47 significa o comprimento euclidiano usual no espaco
x transformado, a métrica acima induz imediatamente uma métrica no espago de pro-
babilidades. A menor distancia estatistica entre os vetores X; e X, no espacgo de x

¢ denominada de distdncia de Wootters Dy e consiste no angulo entre os vetores'®

l4Essa matriz pode ser derivada como o Hessiano da entropia relativa. Ele pode ser usado como
uma métrica Riemanniana para definir a métrica de Fisher-Rao nos casos de ser positiva-definida. Ela
também pode ser entendida como uma métrica induzida a partir da métrica euclidiana, apds a devida
mudancga de varidvel. No caso quéntico, para estados puros (em sua forma complexa), esta métrica é
denominada de métrica de Fubini-Study. A informagdo de Fisher em 1D consiste no seguinte valor

. 2 . 2
esperado: [Z(0)] =E [(% log f(;6)) ‘x} = [en (2 log f(x;0)]” f(x;0)da.

15A nogdo intuitiva de que o angulo entre dois vetores normalizados @ e @ é dado por = arccos(i - ¥)
é 1til neste momento.
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P2 = (0 0y bl e GV = (0%, " a7

lar entre os vetores, dado pela Eq. 3.51.

o arco-cosseno do produto esca-

Dy (P, G) = arccos {Z@M - @)W}. (351)

i=1

O valor da distancia Dy = 0, quando as distribuigoes coincidem e o valor de Dy,

sera maximo, caso os vetores sejam ortogonais. Inspirado nesta distancia mostrada na Eq.
3.51, os autores na Ref. [7] reescreveram as funcoes de ordem e desordem e definiram uma

medida de complexidade baseada na distancia de Wootters entre o vetor distribuicao de

probabilidades dado por P e o vetor uniforme, dado por 7 é:

i=1

arccos[(1/N)/?]

o arccos{gj[p( J1/2. [1/N]1/2}
Dy (P,I) = (3.52)

3.5.2.a Aplicacées para a CSCM definida por meio da distancia de Wootters
Mapa logistico

Como exemplo de aplica¢ao da medida de complexidade estatistica classica (CSCM)
definida como C = H - Dw(ﬁ,f), isto é, com a distancia de Wootters no papel da fungao
de desequilibrio, autores em [7] estudaram o mapa logistico classico: z,+1 = 1z, (1 — z,,),
que possui dinamica controlada pelo parametro r, para 0 < x, < 1e 0 < r < 4, com
o objetivo de comparar a CSCM com duas fungoes diferentes quantificadoras do grau
de “ordem”. O estudo comparou CSCM construida com a norma euclidiana Iy, (Eq. 3.8),
isto é, C = H - DQ(P,Z) com a CSCM baseada na Eq. 3.52, i.e., com a distancia de
Wootters como funcao desequilibrio. Eles obtiveram o inicio do caos na vizinhanca de
Too & 3.569946, regido onde o primeiro expoente de Lyapunov () torna-se positivo, o que

reflete a divergéncia exponencial das trajetérias no espago de Poincaré.

Os autores obtiveram o resultado de que a dindmica do mapa logistico é melhor
representada, neste caso, quando a CSCM ¢ definida por meio da distancia de Wootters.
O principal fato que levou a essa conclusao foi o comportamento do expoente de Lyapunov
e, como resultado, o grau relativo de “caoticidade” O expoente de Lyapunov cresce com o
parametro r e, desse modo, uma boa medida de complexidade deveria iniciar com valores
pequenos na vizinhanga anterior de r,, e crescer em funcao de r, até que, quando a
caoticidade tornar-se o fator dominante da dindmica, a medida de complexidade estatistica
deveria ser nula. Esse é exatamente o comportamento observado para a CSCM com
D= Dw(ﬁl,f) Eq. 3.52. O comportamento da CSCM por meio da norma euclidiana [,

isto 6, com Dy(7,Z) = ||7'—Z||2, definida na Eq. 3.8 nio captura a esséncia desta dinamica.
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4 Medida de complexidade estatistica quan-

tica (QSCM)

4.1 Como quantificar a complexidade estatistica quantica

4.1.1 Definicdo da medida de complexidade estatistica quantica (QSCM)

A versao quantica da medida de complexidade estatistica deveria medir a quanti-
dade de complexidade contida em um sistema quantico, na escala de ordem e desordem.
Para sistemas quanticos, as distribui¢oes de probabilidade sao substituidas por matrizes
densidade (operadores positivos, semi-definidos e de trago um). De maneira similar a do
caso classico, os casos extremos de ordem e desordem sao, respectivamente, os estados
quanticos puros |¢) (1| e os estados maximamente mistos Z := /N, onde N é a dimensao
do espaco de Hilbert-Schmidt dos sistemas quanticos em questao. Também em analogia
com a descri¢do para distribuicoes de probabilidade classicas, a medida de complexidade
estatistica quantica deveria ser nula para os graus maximos de ordem e desordem. Pode-se
definir a medida de complexidade estatistica quantica (QSCM) como o produto de uma
funcao que quantifica o “grau de ordem” e um quantificador de “grau de desordem”: uma
entropia quantica, que mede a quantidade de desordem relacionada a um sistema quantico
e uma medida de distinguibilidade entre pares de estados quanticos que desempenha o
papel de uma funcao desequilibrio. Uma das fungoes para medir a quantidade de desordem

de um sistema quéntico é a entropia de von Neumann S, dada por:

S(p) = —Tr[plog(p)], (4.1)

onde p é a matriz densidade do sistema. A distdncia do trago D entre p e o estado

maximamente misto normalizado quantifica o grau de ordem do sistema:
1 2
D(p,Z) =llp— Il = 5Trv (p ~ 1) (4.2)

Com as fungoes quantificadoras dos graus de ordem e desordem definidas, definimos

em [53] a medida de complexidade estatistica quantica (QSCM), conforme a Def. 5

Defini¢ao 5 (medida de complexidade estatistica quantica - quantum statistical complexity
measure - (QSCM)). Seja p € D(Hn) um estado quantico em um espaco de Hilbert de
dimensao N. Desse modo, podemos definir uma medida de complexidade estatistica quantica

como o sequinte funcional de p:

1
~ logN

C(p) S(p) - D(p, 1), (4.3)
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onde S(p) € a entropia de von Neumann e D(p,T) € a funcio distinguibilidade que diferencia

o estado p do estado mazrimamente misto normalizado L.

Em analogia com a contrapartida classica, na definicdo da medida de complexidade
estatistica quantica, ha uma carte blanche na escolha da fun¢io de entropia quantica, como,
por exemplo, a entropia quantica de Rényi [100], ou a entropia quantica de Tsallis [101].
Da mesma forma, podemos escolher outras func¢oes de desequilibrio tais como varias
medidas de distinguibilidade de estados quanticos. Podemos escolher, por exemplo, alguma
norma Shatten-p [102], ou uma entropia relativa quantica de Rényi [103], uma medida
“quantum skew divergence” [104], ou uma entropia relativa quantica qualquer [105]. Outra
caracteristica que pode auxiliar na generalizacao da medida é definir um estado quantico
mais geral p* como referéncia, em vez do estado maximamente misto normalizado Z, na
funcao de desequilibrio. Essa escolha deve ser guiada por alguma simetria fisica ou por
algum interesse fisico a priori. Alguns candidatos ébvios para estes estados mais gerais

sao o estado quantico térmico misto e o estado quantico puro térmico candnico [106,107].

Nesta tese, iremos definir a medida de complexidade estatistica quantica (QSCM),
conforme dito na Def. 6, por meio da distancia do traco entre o estado quantico reduzido p
e a identidade reduzida (na dimensao correta) Z, definido como o estado de referéncia [53].
A funcao “distancia do traco” foi escolhida, tanto na Def. 5, quanto na Def. 6, porque é a
distancia mais distinguivel no espago de Hilbert e, também, é monotonica sob operacoes

estocasticas [53].

Definigao 6 (medida de complexidade estatistica quantica da matriz reduzida). Seja
pse € D(Hnn) um sistema global de dimensio NM, ou qualquer estado composto de um
sistema e seu ambiente, e seja p = ps = Trelpse| € D(Hy), de dimensio N, o estado
reduzido deste estado composto (em que Trg é o trago-parcial sobre o ambiente). Desse
modo, podemos definir a medida de complexidade estatistica quantica da matriz reduzida

C(ps) como:

Clps) = C(Trplpse]) = oynS(Trelpse]) - D(Trelpse], I),
Clps) = @S(PS) - D(ps, 1), (4.4)

7

onde S(ps) € a entropia de von Neumann do estado reduzido ps = Trg|pse|, e D(ps,Z) é
a fungao distinguibilidade entre o estado reduzido (ps), e o estado maximamente misto Z,

definido no espaco adequado.

Para nossos propdsitos aqui, usaremos a Def. 6 (medida de complexidade estatistica
quantica da matriz de densidade reduzida) como a medida de complexidade estatistica
quantica (QSCM), que serd utilizada nesta tese [53]. O motivo dessa escolha é que
estudaremos as transicoes de fase quanticas, portanto, aplicaremos a QSCM no estado

de um qubit (reduzido de N — oo partes), isto é, no limite termodindmico, no caso do
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modelo de Ising-1D, (Sec. 5.5), e no caso do modelo de Heisenberg XXZ-1/2, (Sec. 5.6),
aplicaremos a QSCM no estado de dois qubits no limite termodindmico. A Def. 6 é o
andlogo quantico da Def. 2, i.e., é a contrapartida quantica da CSCM definida por meio
das “distribui¢oes de probabilidade marginais”. Extensoes dessas medidas definidas acima,

para variaveis continuas, sao triviais e nao merecem uma discussao mais detalhada.

4.1.2 Algumas propriedades importantes da QSCM

Para completar a introducao da medida de complexidade estatistica quéntica, deve-
mos exigir algumas propriedades importantes, com o objetivo de garantir um quantificador
de informacao de bona fide. A quantidade de ordem e desordem, medida pela QSCM, deve
ser invariante em operacoes unitarias locais porque esta relacionada com a pureza dos

estados quanticos [53].

Proposicao 2 (invaridncia por unitérias locais). A medida de complexidade estatistica
quantica € invariante sob a aplicacdo de transformacoes unitdrias locais, aplicadas no estado
quantico reduzido. Seja um estado quantico p = ps € D(Hg) reduzido (cuja dimensao é
igual a N ), e seja psg € D(Hsg) o estado composto do sistema-ambiente, de dimensdo

NM, tal que ps = Trg|psEg|, logo:
C(Us pUS) = Clp), (4.5)

onde p = ps € D(Hs), e Us € uma transformagao unitaria local que atua no espaco
D(Hs), e Trg € o trago parcial sobre os graus de liberdade do ambiente E. A extensdo

desta propriedade para o caso global (psg) € trivial e direta.

A prova para esta afirmacao é trivial e advém diretamente da invaridncia sob
transformacoes unitarias da entropia de von Neumann e da distancia do trago. Outra
propriedade importante diz respeito ao caso de compor o sistema com muitas copias
em algum contexto experimental qualquer. Consideremos um experimento em que o
experimentalista deva quantificar a QSCM de um dado estado p por meio de um certo
nimero n de copias idénticas p®™, o que implica, portanto, que a QSCM das copias deve

ser limitada pela quantidade de apenas uma cépia [53].

Proposicao 3 (subaditividade da medida de complexidade estatistica quantica). Dado
um estado produto p*"™, com dim(p) = N, a medida de complexidade estatistica qudntica
(QSCM) é uma fungao subaditiva:

C(p™") < nC(p). (4.6)

De fato, esta é uma propriedade razoavel e esperada para uma boa medida de

informagao, uma vez que o nimero regularizado de bits de informacgao obtidos de um
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determinado sistema nao pode aumentar apenas considerando-se mais copias do mesmo
sistema. A prova da Proposigdo 3 estd no Apéndice A e advém da aditividade da entropia

de von Neumann e da subaditividade da distancia do trago [53].

E importante notar que a complexidade estatistica quintica ndo é trivialmente

subaditiva sobre extensoes gerais com estados quanticos, por exemplo:

i. extensoes com estados maximamente mistos: vamos considerar um dado estado p

é estendido com um estado maximamente misto Z = I/N, com dim(p) = dim(Z) = N.

ClpeT) = sz» (47)
_C(p) , D(p,I)
= S0 (4.8)
Clp) 1
<245 (4.9)

A Eq. (4.9) apresenta um limite superior para a QSCM para o estado estendido. Esse
recurso demonstra que a medida do estado composto ¢é limitada pelo resultado de uma

copia [53].

ii. Na Eq. (4.12), apresentamos a QSCM para uma extensdo um pouco mais geral
dada por p®™ @ I®". Esse resultado também mostra que a medida do estado composto é

igualmente limitada pela quantidade de uma copia.

C(p*" @I < nWD(p,I), (4.10)
<n <C(2p) + D(g’z)) , (4.11)
<n <C(2") + ;) | (4.12)

17¢. Como um ultimo exemplo de propriedade, QSCM nao ¢é extensiva em relagao
a composi¢oes mais gerais, vamos considerar a extensdo com um estado puro [¢) (1],
com dimensoes dim(p) = dim(|1)(¢]), [53]. O andlogo desta propriedade para o dominio

classico pode ser observado em [108].

C(p® [)1) = 5o Do, )6, (4.13)
< 2i(gp§\[ (D(p,I) + N]\;l> . (4.14)

Conforme discutido, a QSCM é uma medida que pretende detectar mudancas
nas propriedades, como, por exemplo, mudancas nos tais padroes de ordem e desordem.
Portanto, a medida deve ser uma funcao continua sobre os parametros dos estados
responsaveis por suas caracteristicas de transicao. Naturalmente, a complexidade quantica

¢ uma funcao continua, uma vez que advém do produto de duas fungoes continuas. Devido
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a continuidade, é possivel definir a fungdo derivada da medida de complexidade estatistica

quantica [53]:

Definicao 7 (derivada). Consideremos um sistema fisico descrito pelo conjunto de estados
de um pardmetro: p(a) € D(Hy), para o € R. Podemos definir a derivada em rela¢io ao

parametro o como:
dC _ . Clolate)) —Clp(a))
— = 11In .
do e—0 c

(4.15)

Da mesma maneira tal como definida na Def. 7, é possivel obter derivadas de ordens

d?c

o5 € assim por diante [53].

mais altas, tais como, por exemplo

Em baixas temperaturas, os sistemas fisicos sao tipicamente ordenados e, a medida
que aumentamos a temperatura de um sistema, eles podem sofrer transi¢oes de fase ou de
ordem e desordem para estados menos ordenados: sélidos perdem sua forma cristalina em
uma transicao solido-liquido; substancias ferromagnéticas tais como o ferro perdem a sua
ordem magnética se aquecido acima do ponto de Curie em uma transicao ferromagnética-
paramagnética, etc. A descricao de sistemas fisicos depende de grandezas mensuraveis tais
como temperatura, forca de interacdo, correlacao entre varidveis, orientacao de um campo
externo, etc. Essas grandezas podem ser descritas por parametros em um espaco adequado,
por exemplo, consideremos um parametro que descreve alguma quantidade fisica «, e um

conjunto de estados de um pardmetro indicado por {p(«)}.

As transigoes de fase quanticas sao fenomenos fundamentais na fisica da matéria
condensada e estao intimamente relacionadas as correlagoes quanticas. Elas sao caracte-
rizadas por uma mudanca abrupta e acentuada na complexidade do sistema fisico que
exibe tais fendmenos emergentes quando este parametro de controle adequado a excede
um determinado valor critico. O estudo de transi¢des entre correlagoes, com o objetivo de
inferir propriedades fisicas de um sistema, pode gerar grande interesse e pode detectar
fisica nova. Sabemos que, no ponto de transicao de fase, o estado reduzido de N particulas
sofre transi¢oes abruptas que passam desde estados que possuem certa pureza e mudam

abruptamente para estados reduzidos que sao mistos.

Essas transi¢oes podem indicar um certo tipo de transicao de correlagoes, e tran-
sicoes de fase acarretam mudancas abruptas nas correlagoes entre os componentes do
sistema, que podem ser facilmente detectadas. Para sistemas compostos de muitas par-
ticulas, uma mudanca rapida no grau de ordem e desordem local pode ser associada a
uma transicao no padrao de correlagoes. Desta forma, uma mudancga detectavel nestes
parametros pode indicar uma alteracao na configuragao do sistema que é considerada aqui
como uma mudanca no padrao de ordem e desordem. Para os propositos desta tese, na

Def. 8 definimos o que consiste uma transigao de correlagoes, Ref. [53]:
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Definicao 8 (transicao de correlagoes). Em sistemas de muitas particulas, uma transicio
de correlagoes ocorre quando um sistema muda de um estado que possui uma certa ordem,

padrdo ou correlagdo para outro estado que possui outro padrdo de ordem ou correlagdo.

Na Def. 8 consideramos, por simplicidade, que ha uma relagdo univoca entre um
determinado “padrao de ordem” e uma determinada correlacao entre diversas partes do
sistema. Pontos criticos e transi¢oes de fase quanticas para modelos hamiltonianos com
campos magnéticos externos em temperaturas finitas ja foram estudados extensivamente na
literatura. No cenario da teoria da informacgao quéntica, as funcoes de correlagdo quéanticas
utilizadas nesses estudos de transigcoes de fase quanticas sdo geralmente a concorréncia e a
discérdia quantica (para uma revisao sobre discordia, veja [109,110]). O comportamento
das correlagoes quanticas para cadeias de Heisenberg XXZ de spin-1/2 via negatividade,
déficit de informacao e trace distance discord foi investigado em [111]. No entanto, outras
medidas de correlagdes quanticas também foram propostas para detectar transicoes de fase
quanticas, tais como: local quantum uncertainty em [112], emaranhamento de formagao
em [113,114], discérdia quantica (j4 mencionada acima), além da analise dos diversos tipos

de correlagoes classicas [115].

Os autores, na Ref. [116], revelaram uma transigao de fase quintica em uma cadeia
infinita XXZ-1D, utilizando-se da concorréncia e das desigualdades de Bell. Os comporta-
mentos da discordia quantica, coeréncia quantica e Wigner—Yansase skew information,
as relacoes entre as transicoes de fase e os pontos de simetria nas cadeias de Heisenberg
XXZ de spin-1 foram amplamente investigadas na Ref. [117]. As propriedades do estado
fundamental do modelo de Hubbard estendido unidimensional, para a perspectiva de
sua matriz densidade reduzida de N particulas, foram estudadas na Ref. [118]. Eles se
concentraram na matriz densidade reduzida de dois férmions e realizaram uma analise de

suas correlagoes quanticas e coeréncia ao longo das diferentes fases do modelo.

De forma abstrata, um estado quantico sistema-ambiente, cujo estado reduzido
passa por um caminho através do estado equiprovavel (no caso quéntico, é representado
pelo estado maximamente misto normalizado), é um exemplo de tais transigoes que
podem possuir algum significado fisico como veremos mais adiante em alguns exemplos.
Suponhamos que um certo subespago de um sistema quéantico possa ser interpretado
como possuindo uma certa ordem (e.g., um estado composto de N particulas com um
determinado grau de pureza) e que exista um caminho no qual este subespago passa pelo

estado maximamente misto normalizado [53].

Mudancas abruptas em quantidades fisicas que porventura ocorram durante esse
caminho podem ser interpretadas e analisadas como um indicativo da ocorréncia de uma
transicao entre correlagoes, conforme a Def. 8 quantificada em uma escala de ordem e
desordem. Para ilustrar o formalismo da medida de complexidade estatistica quantica

nesse contexto de transicao ordem e desordem, na Sec. 5 nds o aplicamos a dois sistemas
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quanticos bem conhecidos que exibem transi¢oes de fase quanticas: o modelo de Ising 1D
quantico (Sec. 5.5), e 0 modelo de Heisenberg XXZ de spin-1/2, Sec. 5.6, ver [53].

4.2 A QSCM para estados multipartites reduzidos

A ocorréncia de emaranhamento em sistemas multipartidos é uma das caracteristicas
mais importantes e distintas da teoria quantica. Com o nimero cada vez maior de aplicagoes
do emaranhamento como recurso, a sua quantificacdo! tornou-se um tépico contemporaneo
de pesquisa em informacao quantica. Apesar de o emaranhamento para estados puros e
mistos de dois qubits ja ser um assunto bem explorado, até o presente nao existe uma teoria
geral que seja aceita para a classificacio/quantificacio do emaranhamento em sistemas de

muitas partes, devido & enorme quantidade de topologias de correlacao [119].

Na teoria da informacao quéntica, o estado denominado de estado |GHZ), isto é,
estado devido a: “Greenberger, Horne, Zeilinger” (cf. [120,121]), consiste em um estado
de 3 partes (neste caso, de trés qubits), representante de uma das duas classes de estados

nao-separaveis, nesta dimensao, e é dado pela Eq. 4.16:

|GHZ) = a000) + b|111), (4.16)

com |a|?+|b|2= 1. Para o caso especial simétrico, a = b = -1. Outro estado que representa
) \/5

o emaranhamento de 3 ou mais particulas é o estado |W). Para trés qubits, esse estado é

representado? pela Eq. 4.17:

W) = ¢/001) + d|010) + €|100), (4.17)

com |e|*+|d|*+|c|?= 1. O caso especial simétrico ocorre quando: e =d = ¢ = %

Esses dois estados puros, |GHZ) e |W), representam duas classes distintas de
emaranhamento, porque nao podem ser transformados (nem mesmo probabilisticamente)
um no outro por operagoes quanticas locais. Observando-se os casos simétricos, podemos
notar que o estado |W) possui um emaranhamento um pouco menor do que o emaranha-
mento do estado |GHZ). Apesar de nao existir uma medida padrao de emaranhamento
multipartite para comparacao de topologias distintas de emaranhamento que nao sao mutu-
amente conversiveis, muitas medidas definem o estado |GH Z) como o estado maximamente

emaranhado para esta dimensao.

Uma propriedade importante do estado |GHZ) é que se escrevermos a matriz
densidade para este estado puro, pgyz = |GHZ)(GHZ|, e tragarmos um dos subsistemas,

por exemplo o subsistema 3, iremos obter um estado reduzido pl%; ;. Este estado reduzido ¢

!Todos os resultados exibidos na Sec. 4.2 sdo novos, e ainda nio estdo publicados em nenhum periédico.

20 estado |W) foi nomeado devido a Wolfgang Diir [122]. Entretanto, nota-se uma estrutura parecida
com um “W?”, com cada uma das suas “pontas” dadas pelos “1”. Observe o estado reescrito: |W) =
e|100) + d|010) + ¢|001).
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misto e separavel (para o caso simétrico, com |a|= |b|= %, o estado reduzido é um estado
maximamente misto naquele subespaco). Portanto, piy, = Tr3|GHZ)(GHZ|, logo,
P&z = 1al?100)(00] + [b*|11)(11]. Onde Trz significa o trago parcial sobre o subsistema 3.

Ja o estado puro |W), cuja matriz densidade é dada por py = |[W)(W/|, pode ser
descrito pela seguinte propriedade interessante: caso uma das trés partes seja perdida
(um dos trés qubits seja descartado), o estado reduzido pig = Trz|W)(WW| ainda serd
emaranhado. Essa espécie de “robustez” do emaranhamento do estado tipo |IW) contrasta
com o emaranhamento do estado |GH Z), que se torna separavel apds a perda de uma das
suas partes. A entropia de emaranhamento (entropia de von Neumann do estado reduzido)
consiste em uma boa medida para compararmos o emaranhamento de estados puros.
Considerando-se apenas estados simétricos, a entropia de emaranhamento para o |GH Z)
é dada por Sgrz e, podemos calcular: Sgrz = log(2) &~ 0.69 > Sy = log(525) ~ 0.64, em

que a ultima quantidade é a entropia de emaranhamento do estado |IV).

A Fig. 5 mostra a medida de complexidade estatistica quantica (QSCM) para o
estado |GHZ) reduzido da terceira parte, isto é, C(py,), para 0.01 < |a|< 1. Podemos
observar que o ponto de maximo ocorre em |a|= |b|= % Os minimos locais ocorrem para

|a|= sin(7/6) e para |a|= cos(7/6).

0.35

0.3

0.25|

0.2

PGHZ)

12

0.1r

0.05

0 0.2 0.4 la 0.6 0.8 1

Figura 5 — Medida de complexidade estatistica quantica (QSCM) para o estado |GHZ)
reduzido de um qubit: C(piy ), para 0.01 < |a|< 1. A reta vertical trago-ponto
corresponde ao valor |a|= sin(7/6). O valor |a|= % estd representado pela reta
vertical tracejada. A reta vertical continua corresponde ao valor |a|= cos(7/6).

Isso ocorre devido ao fato de |a|*+|b|*= 1 e a funcio C(p&y,) = S(piy ) - D(p&y 7 —
7 /4) atingir minimos locais para esses valores de |a|. A medida que |a| € [0.01, 1], cada uma

das partes da funcao D(pgy, —Z/4) = ||a|*—3|+|b|*—3}]| se anulard quando |a|= sin(r/6),
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ou quando [b]*=1— |a|*= cos(7/6), 0 que gera os pontos de minimo local. Quando a = \%,

o estado tripartite pgrz ¢ maximamente emaranhado e C(pty; ) atinge o ponto de maximo.

Podemos observar uma transi¢do de correlagao, quantificada na escala de ordem e
desordem, do tipo definido na Def. 8, ao observarmos os minimos locais na Fig. 5, quando
o pardmetro |a| varia continuamente. Ainda que a entropia aumente consideravelmente
com o aumento de |al, o fato de a func¢ao tornar-se localmente nula faz com que existam
estas cuspides. Quando os valores de |a| aumentam e, consequentemente, os valores de
|b| diminuem, h& uma troca continua entre os subespagos de [00)(00| e |11)(11] e suas
possiveis correlagoes. Esta é o tipo de transicdo a que a medida QSCM mostrou-se ser

sensivel.

A Fig. 6 ilustra as curvas de niveis do mapa de contorno da medida de complexidade
estatistica quantica, QSCM, para o estado |IW) reduzido de uma parte: C(pi?), para
le| = 0.2, |c|e€ [0, 1], |d|€ [0, 1]. Esse contorno foi realizado de tal modo que |c|?+|d|*+]|e|?*= 1.

A regido de maximo para C(pi#), para o caso estudado, ocorre para |c| = |d| ~ \/lg

C(PGHZ
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Figura 6 — Mapa de contorno da medida de complexidade estatistica quantica (QSCM)
para o estado |[W) reduzido de um qubit: C(pi2), para |e|= 0.05, |c| € [0, 1],
|d| € [0, 1], com [c[*+|d[*+[e]*= 1.

A Fig. 6 mostra que QSCM, normalizada da mesma maneira para ambos os estados,
atingiu um valor maior, para o estado reduzido piz, do que para o estado reduzido piy
isto ¢, C(pi2) ~ 0.4511 > C(piy,) ~ 0.3466. Esse resultado, provavelmente, indica que o
fato do estado reduzido de |W) poder atingir maiores valores de complexidade estatistica,

pode ser devido a sua topologia e robustez de emaranhamento apds uma das suas partes
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ser perdida. O fato do estado reduzido pi# ainda ser emaranhado (possuir correlagdes
nao-cléssicas), e o estado reduzido py, ser separdvel, poderia ser o responsével por esse

comportamento interessante.

Esses resultados obtidos podem ser titeis, em possiveis trabalhos futuros, para a
determinacao de transicoes de correlagoes entre estados com topologia de emaranhamento

diferentes, tais como as exemplificadas nos estados estudados nesta secao.
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5 Exemplos e aplicacoes

Nesta se¢ao, calculamos analiticamente a expressao de QSCM para um qubit na
Sec. 5.1 e apresentamos a aplicagao da QSCM em dois sistemas fisicos para evidenciar
transicoes de fase quanticas e transi¢oes de correlacao para o modelo de Ising 1D quantico
na Sec. 5.5 e no modelo de Heisenberg XXZ de spin-1/2, na Sec. 5.6. Todos os principais

resultados da Sec. 5 foram exibidos em [53], exceto os cdlculos expostos na Sec. 5.2.

5.1 QSCM de um qubit na base de Bloch

Seja um estado quantico de um qubit dado por p, escrito na base de Bloch:
p = 3(I+7-5). Na Eq. (5.1), exibimos analiticamente (em [53]) a medida de complexidade

estatistica quintica para um qubit C(p), definida da mesma forma na Def. 5, (Eq. 4.3):

r? r 1—r?
C(r)= —Earctanh(r) - Zlog ( 1 ) . (5.1)

Onde 7 = (z,y,2), r = |F]= Va2 + y2 + 22, com 0 < r < 1. O vetor & = (0,,0,,0,)" é
definido como o “vetor” de matrizes de Pauli [53].

E interessante notar que a complexidade estatistica quantica para um qubit, escrito
na base de Bloch, é uma funcao dependente apenas de r. Esse fato decorre claramente
da Prop. 2. Esta expressao analitica sera 1util no estudo de transicao de fase quantica no
modelo 1D-Ising, discutido na Sec. 5.5, onde sera obtida uma expressao analitica para o
estado de um qubit reduzido de N spins, no limite termodindmico [53]. Outras expressoes
que poderiam ser uteis em algum contexto podem ser obtidas, por exemplo, a distancia
do traco! entre o estado e o estado maximamente misto e normalizado, para um qubit,
também é fungdo apenas de 7, na base de Bloch, D(r) = r/2, e, portanto, a fungao de
entropia pode ser facilmente escrita como S(r) = 2C(r)/r, por meio da Eq. (5.1). Além
disso, exibimos a primeira (Eq. (5.2)), e a segunda (Eq. (5.3)) derivadas da QSCM, para
um qubit escrito na Base de Bloch [53]:

dC(r)
dr
d*C(r) r

T = 3 A=~ arctanh(r). (5.3)

1 1—1?
= —r - arctanh(r) — Zlog ( 4T ) , (5.2)

Ademais de uma possivel serventia em outros contextos analiticos em futuros traba-

lhos, a utilidade das Eq. 5.2 e Eq. 5.3 tornar-se-4 clara quando obtivermos analiticamente

'Distancia do traco normalizada.
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o estado de um qubit para o modelo de Ising Quantico 1D escrito na base de Bloch. O
fato de termos obtido o moédulo do vetor de Bloch para este modelo analiticamente, no

limite termodinamico, justifica a exibicao da QSCM para um qubit nessa base.

5.2 Modelo de Ising quantico 1D

5.2.1 Introducdo ao modelo de Ising quantico 1D

O modelo de Ising classico 1D foi originalmente proposto por Wilhelm Lenz para
seu estudante de fisica Ernest Ising. Em sua tese de doutorado de 1924 [123], ele resolveu
o modelo classico unidimensional e chegou a conclusao inicialmente de que o modelo nao
apresentava transicao de fase. O modelo em si era de uma construgao matematica simples
e tinha o objetivo de representar o ferromagnetismo. A ideia era a seguinte: um material
ferromagnético é modelado como uma rede de spins interativos que estao sob a acao de um
campo magnético externo. Essa interagao é tal que a energia é tdo menor quanto maior o
numero de spins vizinhos estiverem alinhados ao campo magnético. A variavel spin, neste
modelo classico 1D, é apenas uma variavel discreta que pode possuir apenas os valores
+1. No caso do modelo classico 2D, a energia de interacao entre os spins disputa com a
energia local fornecida pelo campo externo e podemos esperar uma transicao de fase no

modelo classico 2D, que é isomorfo ao modelo quantico 1D que sera estudado nesta tese.

O modelo de Ising quantico 1D mostra uma transicao de fase e, embora simples,
possui uma fisica bastante interessante e consiste em um toy model para muitos trabalhos de
informacao quantica. A principal motivagao no estudo desse tipo de modelo consiste no fato
de que as cadeias de spin tém grande interesse na modelagem de computadores quanticos,
e o estudo de tais sistemas finitos possui muitas aplicacbes na teoria da informacao
quantica. Existem muitos estudos sobre o emaranhamento desses modelos de rede e,
também, ha varios trabalhos que mostram como as medidas de emaranhamento podem
detectar transicoes de fase em alguns desses modelos hamiltonianos. Este capitulo é uma
introducao a esse modelo e sua solucao analitica, que também foi realizada por muitos
outros autores da literatura [124-127]. Aqui, usaremos Damski et al. [127] como referéncia
principal. Esse trabalho apresenta uma descri¢ao mais completa dos efeitos de um sistema
finito, bem como descreve todos os subespacos envolvidos no processo de diagonalizagao do
hamiltoniano. Nosso principal objetivo aqui é escrever o estado de um qubit, reduzido de
N particulas, no limite termodindmico, na base de Bloch, para o modelo de Ising quantico
1D com campo magnético externo. Apds esse procedimento, usaremos as quantidades

analiticas definidas nas Eqs. 5.2 e 5.3 para calcularmos a QSCM no limite termodinamico.

Vamos definir o modelo de Ising quantico 1D, no qual as variaveis discretas usadas

para representar os spins sao modificadas por operadores e a interacao entre esses spins
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(ou qubits) em uma rede é dada pelo seguinte hamiltoniano:
H=-J) ojoj—g) o, (5.4)
<iyj> i
onde o*; pu = {x,y, 2} sdo as matrizes de Pauli, J é uma constante de troca que define
a escala de forga da interacdo entre os pares de vizinhos mais préoximos - (i,7), e g é o
parametro que representa o campo externo transversal que ird induzir a transicio de fase

quantica, como iremos ver posteriormente.

Podemos definir J = 1, sem nenhuma perda de generalidade, devido ao fato de J
apenas definir a escala de energia do sistema. Consideremos uma cadeia de N qubits com
condigbes de contorno periddicas, tal que para qualquer operador O ~+1, valha o seguinte
O N1l = 0.0 espaco de Hilbert deste sistema é o produto tensorial do espaco de Hilbert

de cada sitio: H = (C2)®N. Desse modo, podemos reescrever a Eq.5.4 como:
N
=Y ofol —g> o (5.5)

E importante mencionar que um operador o significa l; ® L ® ... Qo ® ... @Iy,
com a atuagao do operador of' na posigao i-ésima e I; significa o operador identidade. A
mesma notagao se aplica ao operador o Ué‘ / (no qual o leitor deve imaginar e adicionar
produtos tensoriais com matrizes identidades nos sitios de indices ausentes). Podemos
estudar muito brevemente dois casos simples em que o estado fundamental é facilmente
obtido. O primeiro caso consiste no limite de campo magnético nulo g = 0. Nesse caso, o

hamiltoniano é composto apenas pelo termo de interacao, conforme mostrado na Eq. 5.6:
N

_Zgizafﬂ- (5.6)
i=1

O estado fundamental é apenas os dois possiveis estados ferromagnéticos (e qualquer
combinagao destes, devido a degenerescéncia na energia) ao longo da dire¢ao positiva e
negativa do eixo x:

1GSI=0) = |»— .. 1‘[ m +144))
(5.7)

GS§) = ¢ 4m) = Hﬁ () — ) -

O segundo caso é definido pelo limite g >> 1. O hamiltoniano consiste em apenas o
operador 0% que atua na cadeia de spins, Eq. 5.8. O estado fundamental deste hamiltoniano
é apenas um estado produto [1;), isto é, estado este que minimiza a energia do sistema e

esté representado na Eq. 5.9

H = - ¥ g, (5.8)
GS™>) =1t 1). (5.9)
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Encontrar o estado fundamental do modelo fora dos limites triviais g =0e g >> 1
¢ um dos nossos objetivos aqui e, para isso, a diagonalizacao deste hamiltoniano segue trés
etapas: uma transformacao de Jordan-Wigner, uma transformada discreta de Fourier e
uma transformacgao de Bogoliubov. Nas proximas subsegoes, cada um destes procedimentos

¢é explicado em detalhes, e a interpretacao fisica também é fornecida quando apropriado.

5.2.2 A transformacdo de Jordan-Wigner

O primeiro passo é transformar a Eq. 5.5 em um hamiltoniano quadratico fermio-
nico. Esta classe de hamiltonianos pode ser resolvida analiticamente e foi diagonalizada
primeiramente por Lieb et al. [128]. Para isso, usaremos uma ferramenta chamada de
transformada de Jordan-Wigner. O ponto central dessa transformada consiste em mapear
o espago de Hilbert de spins interagentes em um sistema de férmions interagentes, que

seja equivalente ao primeiro.

Para sermos mais claros, o espago de N qubits H = (C2)®N pode ser mapeado em
um sistema de férmions sem spin com orbitais simples no espaco de Fock correspondente
F%. Desse modo, teremos: H = F_ (CN ) Os autoestados do operador % sdo o “spin para
cima”: |1) e o “spin para baixo”: [|), com autovalores +1 e —1, respectivamente. Podemos
associar o estado |1) com um modo de estado vacuo no espago de Fock |0), e o estado [{)
com um modo de estado ocupado |1). No espago de um tnico qubit, o primeiro mapa entre
operadores surge:

o =1—2clc. (5.10)

Esse operador descrito na Eq. 5.10 possui autovalores 1 ou —1 e atuam nos estados |0) ou

|1), da mesma maneira que em um espago de um qubit.

Este resultado deve ser estendido caso tenhamos mais de um sitio, respeitando-se
a relacdo de anticomutagao para férmions. Com o objetivo de generalizarmos o sistema
para mais particulas, notamos primeiro que a operacao de aniquilacao ¢; é equivalente a
operagio o, que inverte a direcio do spin de baixo para cima (e a operacio de criagio
T

¢} é equivalente a inverter a a dire¢do do spin de cima para baixo o, ). Entretanto, para
satisfazer as relacoes de anticomutacdo canonicas para férmions, adicionamos uma string
de o operadores que atuam em todos os sitios antes de chegarmos ao i-ésimo sitio e, desse
modo, definimos a transformacao de Jordan Wigner:

j<i j<t

¢ = (H aj) of; o= (H O'JZ-) o; . (5.11)

Utilizando-se a Eq. 5.10, esta transformacao pode ser invertida,

of =1] (1 - QC;cj) a; o =]] (1 — 20}@) cl. (5.12)

Jj<i J<u
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Com isso, podemos facilmente escrever o mapa dos operadores o como:

of =] (1 — 2c;cj> (ci + c;r) . (5.13)

J<i

As relacoes de anticomutacdo candnicas para férmions?

e 5.14b:

sao dadas pelas Eqs. 5.14a

{cj,cl} = 0ul, (5.14a)
{¢j,cx} = 0. (5.14b)
Essas relagoes sao satisfeitas por construcao. Agora podemos aplicar a transformacao de
Jordan-Wigner a Eq. 5.5 termo a termo, com o objetivo de transformar o hamiltoniano

original em um hamiltoniano quadréatico fermionico. Faremos isso em cada uma das suas

partes, a comegar pelo termo que multiplica g:
go; — g (1 - 20}@) =g (cl-clT +cle; — 201-01) =g (c}ci - cicj) : (5.15)

onde utilizamos as relagdes de anticomutagao candnicas para férmions (5.14a e 5.14b).

Devido ao fato das condigoes de contorno periddicas, o termo de interacao o deve

ser tratado separadamente para os casos ¢ < N e i = N. Quando 7 < N, temos:
ofal, — |11 (1 — 2c;-cj) (1 — 2c;cj) Kcl + c;f) (1 — QCICZ')} |:CZ‘+1 + CLJ . (5.16)
j<i
O dois primeiros colchetes sao calculados abaixo. Note que aqui usamos as relacoes de
anticomutacao canonicas para férmions:
(1 — 2c;cj> (1 — 2c;cj) =1- 40}0‘]‘ + 4c;r-cjc;cj,
=1- 4c}cj + 4c;-cj (1 - c]-cT-) : (5.17)

— 1 1 i T 1.
=1 —dcjcj +4cje; — Aejejeje; = 1;

(ci + CI) (1 — 20301-) =c — QCiCZTcZ» + c;-r — 20102@,
— ¢+l — 2 (1 — cicj) : (5.18)
=c¢ + cj —2c; + ZCiCiCZT = c;-r — .
Podemos reescrever o termo de interagao como:

710t = (= i) (con +el). (5.19)

— | fol =
= C;Cit1 — CiCipq — CiCiyl + ¢ Civ1 = fi,i+1'

2Sdo dadas por anticomutadores {-}. Os anticomutadores sdo definidos como {A, B} = AB + BA.
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Agora, podemos calcular o caso i = N:

ooy — [H (1 - 20}@)] (1) (CN + c},) (01 + cJ{) , (5.20)

J<N

oxol = | T1 (1 - QC;Cj) (1) (cN + c}r\,) (cl + CD )
<N

= H (1 — 2c}cj) (1 — QC}LVCN) (1 — 2c}VcN) (c}vcl + cN(ﬁ + c}r\,ci + chl) ,
j<N

Y
= H (1 — 2c;cj)
J

—1
=P (c},cl + CNCJ{ + C}LVCI + cnep — 20%01 — QC}LVCJ{) =—Pfna,

(1 — 20&@;) (cjvcl + chI + c},cJ{ + chl) =

(5.21)
onde inserimos um operador identidade. O operador de paridade é definido como:
N
P =T (1-2cc:). (5.22)
i=1
Com essas manipulagoes todas, o hamiltoniano é dado por:
N-1 N
H(g)=-)Y_ fiimn+Pfvi—9> (CiCzT - CIQ‘) : (5.23)
i=1 i=1

O operador de paridade P pode assumir os valores 41 se houver um nimero
par/impar de férmions. Também podemos ver que [H, P] = 0, o que implica que podemos
diagonalizar ambos os operadores na mesma base. Como o hamiltoniano H s6 possui
termos que criam ou aniquilam férmions em pares, a paridade do ntimero de férmions é
conservada. Esse resultado nos permite tratar cada um desses subespacgos separadamente,
diagonalizando o hamiltoniano em blocos que respeitam cada uma das simetrias de
paridade. Sejam P, e P_ projetores no subespacgo com niimero par ou impar de férmions,

respectivamente, definidos por:

I+ P I—P
e (5.24)

P+
2 7 2

Utilizando-se os projetores dados pela Eq. 5.24, podemos escrever:

H=1HI = (P, + PYH(P, + P_)= P,HP, + P,HP_ + P_.HP, + P_HP_,

(5.25)
H=P,HP, +P.HP = H"+H",

onde H, e H_ sao as projecoes do hamiltoniano em cada um dos subespacos. Para o caso
P = +1, definimos condi¢oes de contorno antiperiddicas cyy1 = —c1, com o objetivo de

reescrever o hamiltoniano H em um modo mais compacto, com o termo de fronteira na
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soma. De maneira inversa, o caso P = —1 determina condi¢oes de contorno periddicas

cy+1 = ¢ e, desse modo, H* podem ser escritos como a Eq. 5.26:

H* = — Zi]il {fi,iﬂ +9 (CiCzT - cj-ciﬂ ) (5-26)

HY = ey = —a,
onde: R ' (5.27)

H — CN4+1 = C1.

Embora comecemos com condi¢oes de contorno periddicas, a transformacao de
Jordan-Wigner mapeou o hamiltoniano do sistema em dois hamiltonianos fermionicos
sem spin H* com a mesma forma, entretanto, com diferentes condicoes de contorno.
Conforme demonstrado em [127], no limite termodindmico, esses dois subespagos possuem
exatamente a mesma energia, e essa degenerescéncia se origina quando ocorre a quebra
espontanea de simetria (0 < g < 1). Agora iremos descrever como o hamiltoniano H pode

ser diagonalizado em cada um desses subespacos (par e impar).

5.2.2.a Subespaco de paridade par

No subespaco de paridade par, temos que lidar com condi¢oes de contorno anti-
periddicas para respeitar a acao do operador de paridade na cadeia de spins. O préximo
passo ¢ realizar uma Transformada Discreta de Fourier antiperidédica, adequada para
este problema. Obviamente, tal transformacao deve ser realizada independentemente nas

cadeias de spins tamanhos pares e impares.

5.2.2.a.1 Nuimero par de sitios

No caso do nimero de sitios par, realizaremos a transformada de Fourier discreta

direta® dada por:
—im/4 €i7r/4

_ € ikj T —ikj 1
ci=—=)» ¢, c=—=) € ", 5.28
J \/N zk: k J \/N%: k ( )

onde os momentos k sao somados sobre o seguinte conjunto de indices:

™ 3r s

Este novo conjunto de operadores ¢j, refere-se ao espago de momentos, enquanto c;
refere-se ao espaco real, e a variavel k£ é um sub-indice que percorre os valores de momentos
necessarios para descrevé-los completamente. Essa soma garante que as condigoes de

contorno antiperiddicas sejam satisfeitas. Podemos facilmente escrever a transformada de

3Aqui escolhemos utilizar os mesmos simbolos para a transformada de Fourier discreta direta e a
transformada de Fourier discreta inversa, por simplicidade. A transformada direta utiliza-se dos indices j
e a inversa dos indices k.
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Fourier discreta inversa simplesmente multiplicando-se o lado esquerdo da Eq. 5.28 por
- .
e~*J e somando-se no outro indice.

727r/4

Zefik’jcj \/_ Zzezk]e 'Lk]c

'L7r/4

\/_Ze jCJ—ZCk[ Ze (k—k")j ] chékk/—ck/ (530)

z7r/4 —z7r/

Ty T d = T

J

Cr =

Podemos observar que este novo conjunto de operadores satisfaz as rela¢oes de

anticomutacdo canonicas para férmions:

{ck,ch} = Ze Zk]e””c]  + = Ze kg ’klj/cT /¢,
LS g i) - Ly e
33’

1 o ,
= NZe”’”e””I: ( Z (k= k)f) I =011,
J
1 Ly
et = 5 S e o0 =0
3y’

(5.31)

Denotamos por H, o subespago de Paridade Positiva do hamiltoniano que possui
um numero par de particulas e aplicamos a transformada de Fourier discreta, definida
acima na Eq. 5.28 em cada um de seus termos, a comegar por aqueles que dependam

apenas do i-ésimo sitio:

N
> clc;r

i=1

N . 17 -
E E ”kje”kjckc,t/,
i=1 kk'
1 X
<N§: ik k)]) cxch, (5.32)

i=1

Z
Z kck/5k7k/ = chcL.
kk' k

Portanto, podemos observar que:
N N f
Sele = (Z cwj) =Y cler (5.33)
i=1 i=1 k

Os termos que dependem de (i,i4 1) sdo calculados de maneira semelhante. Observe

que dividimos explicitamente a tltima soma em momentos de duas maneiras diferentes,
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contudo, equivalentes:

N
Z CICz‘+1 Z Z —zkj ik’ ( j+1)CT few
=1

i= 1kk’
_ Z (N Z i(k'— k)]) ezk’c]tck,

kk’ i=1 (534)
= Z €ik/C};Ck/6k7k/,

kk’

N
ZCICZ'J,_:[ Zelkckck— Ze c_ kc k-
i=1

Portanto, teremos:

> el = <— > CZTCz‘+1> =3 > el ep — 5 > eFe_pel (5.35)
i=1 i=1 k k

e, desse modo, somando-se os dois termos, obtemos:

N . , . A
e

Z Cjc¢+1 + cicjﬂ = Z fckck — Z fc,kcik,

i=1

(5.36)
= Zcos )eher — cos(k)e_gel .

Finalmente, avaliamos os termos que criam e aniquilam férmions em pares, usando

manipulacoes semelhantes:

N
Z CiCit1 = Z Z zk] ik’ (j—H)CZ;Ck/,
=1

=1 kk’
/
=—zz( 3 ) g
kk' i=1

= —Z.Ze_ik’c;cck/(sk’_k/ = —i[ Ze CLC_ + = Zemc Ck| (5-37)

kk'
1 —ik 1 ik
= —1 *Ze CkC_k—*Ze CkC_k| ,
25 25
= sin(k) cpc_p.
k

Portanto, teremos:

N N T
> cchjH = (Z ciciH) Z sin(k) ¢ el = Z sin(k) ckel . (5.38)
i=1 i=1
Ao juntarmos todas as pegas aqui, iremos obter:
Hf = Z [(g — cos(k)) (chk - c_ch_k) + sin(k) (CLCT_k + c_kck)} ,

even Z hk

(5.39)
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Até agora, transformamos o hamiltoniano inicial em um hamiltoniano quadratico
com operadores fermionicos no espago de momentos. A equagao acima Eq. 5.39 possui uma
forma muito especial, e algumas manipula¢des na soma dos momentos nos permitiram
escrevé-la com algumas fungoes trigonométricas, mas ainda nao seria diagonal como

desejamos.

Neste momento, temos que realizar o dltimo passo definindo novos operadores
fermionicos em uma forma diagonal. Primeiramente, observe que esta equacao pode ser
escrita de uma maneira mais compacta se utilizarmos um vetor em que cada entrada nao

significa um simples niimero, mas um operador:

HE, =% [CL c_k} [g—cos(k) sin(k) } [ Ck }7

sin(k)  —(g — cos(k))

A préxima etapa do processo de diagonalizacao do hamiltoniano consiste na trans-
formacao de Bogoliubov, que corresponde a uma rotacao dos operadores c. Isto é realizado
definindo-se novos operadores { M, v}, tais que: 1. o operador transformado M), possua
uma forma diagonal e tais que 2. estes novos operadores 7, satisfacam as mesmas relagoes
de anticomutagao candnicas. Definimos essa transformacao de Bogoliubov e a sua inversa

nas Eqgs. 5.41 e 5.43 abaixo. Também ¢é 6bvio que elas satisfazem ambas as condicoes:

0 0
Ck = COS <2k> i, — sin (;) A, (5.41)

0 0
Yk = COS <k> ¢ + sin <k> c (5.42)

2 2

onde,
in(k) g— k
(sin(f), cos(by)) = (sm( )’ g — cos( )> 7
€k €k (5.43)
€ = \/[g — cos(k)]? + sin?(k).
Com essa definicao, podemos observar que a segunda condicao é satisfeita:
{Ve, b} = (COS(@k/Q)ck + sin(é’k/2)cT_k> (Cos(ek//2)cL + sin(@k//Q)c_k/)
+ (cos(Qk//Q)cL + Sin(@k//Q)CT_k/) (Cos(ek/Z)ck + sin(Qk/Z)cT_k) :

= cos(0;,/2) cos (O /2){ck, ch } + sin(8y,/2) sin(Oy /2){c_w, ¢ .} (5.44)

+ sm(Qk/Z) COS(Q]C//Q){CT_IC, CL/} + COS(@k/Q) sin(é’k//Z){ck, C_k/},
= (cos(0y/2) cos(bk/2) + sin(6y/2) sin(by/2)) 0k /1,
= 5k7k’]1-

A outra condicao das relagoes de anticomutacao canonicas sao verificadas da mesma

maneira. Esse novo conjunto de operadores satisfaz as mesmas relagoes de anticomutacao
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fermionicas:
{fylﬁ ’7]:’} - 5k,k’]L

{Vk, 7w} =0.

Deste modo, calcularemos diretamente o hamiltoniano transformado e mostraremos que

(5.45)

ele satisfaz a primeira condi¢ao, o que resolveria o nosso problema para esse subespaco. A
transformacao de Bogoliubov definida pelas Egs. 5.41 e 5.43 também pode ser escrita em

uma forma matricial mais conveniente:

[ ch ]: cos(0/2) —sin(@k/Z)] [ o ]

sin(0x/2)  cos(fx/2 -
=T ’VT’“
=k
Se utilizarmos as defini¢oes dadas pela Eq. 5.43, iremos reescrever Mj, como:
0 in(
My, = \/[9 — cos(k)]? + sin®(k) C?S( k) sin(fg) |
sin(6y) — cos(0y)
(5.47)

o cos(0)  sin(f)
sin(fy) —cos(fr) |

Agora, torna-se imediato escrevermos o H[ . transformado. Vamos definir M)

como a nova matriz:

My =

cos(0,/2)  sin(6y/2) ] Mk{cos(ekﬂ) — sin(6),/2) ]
—sin(0x/2) cos(6x/2) sin(0/2)  cos(0y/2)

=T'M,T,

i [ cos(y/2) sin(@k/2)] {cos(ek) sin(6y) ][cos(@k/Q) —sin(@k/Q)]‘

(5.48)

S sin(fy/2) cos(6x/2) sin(0) — cos(fx) sin(0/2)  cos(0r/2)
(5.49)
Calculamos cada um dos seus elementos:
[My]1y = [cos®(0)/2) — sin®(6/2)] cos(8y) + 2sin(y/2) cos(y,/2) sin(6y),
= cos”(0y) + sin®(6;) = 1,
[]\%k]m = —[My]u, (5.50)
[My]12 = [cos?(0y/2) — sin®(6},/2)] sin(0y) — 2sin(0y/2) cos(0y/2) cos(6y),
= cos(0) sin(6x) — sin(6y) cos(bx) = 0,
[My)2r = [My)a,
onde aqui usamos as seguintes identidades trigonométricas:
cos?(a) — sin®(a) = cos(2a),
(5.51)

sin(«) cos(a) = ;sin(2a).
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Por fim, podemos observar o resultado final:

Het)en = ZEk {7}1 fy*k] Mk |: ,)J/rk ] )
k

Y=k

R DT A

0 —1 Tk
=Y e (v —v-rts)
k

= Z €k (71171« + ’YT_k'Y—k; - 1) = Z €k (2’71];%« — 1) )
K k

(5.52)

O estado fundamental desse hamiltoniano é aquele que é aniquilado pelos operadores v; e,

portanto, minimiza a energia:

’}/k|GS+

even

) =0:; Vk. (5.53)

Isso pode ser escrito como:
+ O AN
|GS™) =] | cos 5 | —sin| o | el lvac), (5.54)
k>0

onde |vac) é aniquilado por todos operadores ¢j. Sua energia é, simplesmente,

et == e (5.55)
k

5.2.2.a.2 Nuamero impar de sitios

Considerando-se um numero impar de sitios, a transformada de Fourier discreta
que realizamos é a mesma definida em 5.28, entretanto, a soma realizada é sobre o conjunto
de momentos dados por:

T 3T 27
kZ{:l:,:i:,...,:l:(ﬂ'—),ﬂ'}. 5.56
N N N (5.56)

Observe que o unico valor de momento sem a contrapartida negativa é k = 7, e,
desse modo, podemos utilizar a Eq. 5.39 explicitamente, se retirarmos a contribuicao do
momento ausente £ = 7w da soma. A mesma transformacao de Bogoliubov deve ser aplicada
e 0 hamiltoniano com essa transformagao torna-se ligeiramente diferente:

Hiy =" hy+ (g+1)(cley — cqch). (5.57)
k#m

Neste subespaco, temos um niimero par de “quase-particulas”, o que implica que
devemos ter o modo k = 7 vazio. O estado fundamental é escrito da mesma forma que
calculamos antes na Eq. 5.54, mas observe que agora temos o modo k£ = 7 na soma. Sua
energia é:

Eoaa=— D & — (g+1) (5.58)
k#m
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5.2.2.b Subespaco de paridade impar

5.2.2.b.1 Ndmero par de sitios

Nesse subespaco, a transformada de Fourier discreta é somada sobre o seguinte
conjunto de momentos:
2 4w 27
com o objetivo de garantir que as condigoes de contorno periddicas sejam satisfeitas,
de maneira semelhante ao caso anterior, a mesma discussao acima se aplica, entretanto,

agora temos os modos k = 0 e k = m que nao aparecem na soma. Os outros modos sao

diagonalizados pela mesma transformacao de Bogoliubov:

How= > hit(g—1) (coco — coco) +(g+1) ( Ten — cﬂcT) : (5.60)
kA0,

Neste subespago, temos um ntimero par de “quase-particulas”, o que implica que o
estado fundamental terda o modo k£ = 0 ou & = 7 excitado. Com o intuito de minimizar a

energia, o modo k = 0 é o ocupado e, portanto, temos:

GS™) = [] <cos< ) — sin (Z’“) chel k) lvac), (5.61)

k>0

Ceven = Z €k — 2. (562)

k#0,m

5.2.2.b.2 Ndmero impar de sitios

Realizamos a mesma transformada de Fourier discreta, entretanto, agora utilizamos

o seguinte conjunto de momentos

2r 4w T
e 0 hamiltoniano é
Hyy=> he+(g—1) (C(T)co - COCE[)) : (5.64)
k0

Conforme realizado anteriormente, aplicamos a transformagao de Bogoliubov na parte em
que k # 0, entretanto, agora temos um numero par de “quase-particulas” e, entdo, o modo
k = 0 deve ser ocupado. Podemos escrever o estado fundamental como na Eq. 5.61 com a

soma dos momentos definida acima, e com energia dada por:

Coad =~ D ekt g—1. (5.65)
k0
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5.3 Estado fundamental do modelo de Ising quantico 1.D no espaco
de Hilbert

Nas ultimas secoes, vimos que o estado fundamental do modelo de Ising quantico
1D pode ser escrito em diferentes subespacos, de acordo com a sua simetria de paridade
e a paridade do nimero (tamanho do sistema N). Além disso, o estado fundamental no
subespago de paridade positiva com tamanhos pares/impares é muito semelhante, e a
unica diferenca reside no grau de liberdade de cada estado de vacuo. O mesmo ocorre com

o subespago de paridade negativa com tamanhos pares/impares.

Nesta secao, usaremos a transformada de Fourier discreta inversa definida na
Eq. 5.30 e a transformacao de Jordan-Wigner inversa na Eq. 5.11 para escrever um setor
do estado fundamental (paridade positiva) no espago de Hilbert de spins. Com o objetivo
de se obter o estado fundamental Ising no espaco de qubits, comecamos com a aplicagao da

transformada de Fourier discreta e a transformacao de Jordan-Wigner inversa no operador:

—7,7r/2
chel, = Zez’“(] Mele

' (5.66)
S— ekG=3") o |o; oy |oa|.
VT l(}}- ) () ]

Dividimos esta equacao em trés situagoes, quando j = 5’

j=7 _>7Z (Halal> ;o; =0, (5.67)

I<j

quando j > j', iremos obter:

j>7 —>N26”” ”(Halal) /O'/< H Uf,)aj,

>3 <y’ JI<li’<y (5 68)
_ ik(j—j") - P
Jj>y’ J'<i<y

e, quando j < j’, o que consiste em um caso idéntico ao caso j > j', apenas com apenas

um sinal negativo a mais teremos:

j<j - Zezk(g 7 (Halal) ( 11 Uﬁ) O

]<] I<j j<li<y’

Zezk(g 7 ( ) ( 11 Jf) 0, (5.69)

]<] J<i<y’

j>7 %—Ze‘lk]j (7)(1_[ O'f)0'j_7

7>7' Ji<i<y
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onde, na ultima linha, mudamos o indice mudo j <> j'. Desse modo, escrevemos a soma
como:
Pt —t ~ik(j~3") _ oik(i=3)] 5= 2| o

JI<i<y

(5.70)

=— — Z sin[k(j —j’)]aj_, ( H Jf) ;.

Podemos notar que, com esta transformacao, o operador chT_ » pode ser imaginado
como um operador que atua diminuindo dois spins na cadeia, o que incluiria um fator de
fase extra sin[k(j — j')], que depende da distancia entre os sitios e, também, de um fator
de sinal £1, a depender do niimero de vetores spins invertidos no meio. O estado de vacuo
na representacao do espago de rotagdo é apenas um estado de produto de |1), conforme
mencionado anteriormente na definicao da transformacao de Jordan-Wigner. Portanto, o

estado fundamental desta parte pode ser escrito como:

|GSSen) = T |cos(0k/2) + ;sin(ﬁk/Q) > sinfk(j — 5oy ( 11 Jf> (Tj_] ™. ).

k>0 i>g ji<li<y
(5.71)

A Eq. 5.71 possui um produtoério de uma soma de operadores cuja acao no seguinte
estado do produto [11 ... 1) inverte um ntimero par de spins ou aplica a identidade (com
algum fator de fase global em cada caso). Portanto, o estado resultante é uma superposigao
de estados-produto que possuem essa mesma simetria: um produto de spins “para cima”
com um numero par de spins “para baixo” (além de todas as permutagoes possiveis), ou o
produto tensorial de |1) para todo local. Os coeficientes de cada elemento de superposi¢ao
sao bastante dificeis de se determinar, pois ha muitas permutagoes possiveis dos operadores
na FEq. 5.71. A primeira tentativa de determinar esses coeficientes é mapear a base
formada pelos elementos de superposicao para uma string de 0’s e 1’s com a seguinte
correspondeéncia:

1) — [0],

5.72
) = 1. o

Em principio, poder-se-ia enumerar todas as strings possiveis formadas por um
numero par de 1’s e usar este conjunto para fazer uma correspondéncia com os estados do
espaco de Hilbert. Entretanto, tal algoritmo seria muito ineficiente a medida que o niimero

de rodadas aumenta.
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5.4 Matriz densidade reduzida de um qubit na base de Bloch para

o modelo de Ising quantico 1D no limite termodinamico

Na Sec. 5.3, consideramos o estado fundamental no espaco de spin. Apesar de
simples, nao é muito pratico lidar analiticamente com o estado escrito nesta forma, pois
temos um produto de uma soma de produtos tensoriais extremamente nao locais de
matrizes Pauli. Mas podemos calcular a matriz reduzida de um spin utilizando-se da
representacao de 1 qubit na base de Bloch. Os coeficientes do vetor de Bloch sao obtidos
via valor esperado. Desse modo, o tltimo operador 7, é escolhido de tal forma que o estado
fundamental seja o estado de vacuo. A representacao de Bloch de um operador de matriz
densidade pode ser escrita como:

p1(J) = g 1+ -20]-’

onde 7§ = <a;?> é o valor esperado do sitio j, e a = z,y, z. Nao é muito dificil observar

(5.73)

que <U§”> =0e <0§?’> =0 Vj, devido ao fato de ser composto por um ntimero impar de

férmions. Portanto,

o;=1- QC}cj,
2 ) N
=1—— Z eil(kik )]c;zck/
N iw
2 s ' .
=1- N S e kk (cos(@k/Z)%: — Sln(@k/Q)’y_k) (cos(@k//2)7k/ - sm(Gk//QMT_k/) ,
k!

2 T :
o =1- i > e~ k=KD (cos(@k/2) cos(Op /2)i v — cos(0r/2) sin(O /2)7iAT . +
e k!

— sin(05/2) cos(O /2)-x e + sin(0k/2) sin (O /2)7-17" 4 ) -
(5.74)

Podemos notar que o tnico termo nao-nulo é aquele com operador de aniquilacao
a esquerda e operador de criacao a direita, o que resulta em um delta de Kronecker como
resultado:

<U§> =1- ;Z e i k=R (cos(Hk/Q) cos(bx /2) <'y,17k/> — cos(0y/2) sin(bx /2) <'y,17ik/> +

— sin(6)/2) cos(Bh /2) (Y-r7w) + sin(0x/2) sin(Oh /2) (v 1))

2 s 5
<U]Z~> =1-=> e k=R gin(0,/2) sin(Op /2)0ppr = 1 — — 3 sin?(6;,/2).
N k! N k

(5.75)

O resultado é independente do indice do sitio (como esperado para o sistema

invariante de translagdo) e o estado é entao:

p1 = g + (; — ;%}iﬁ(&ﬂ)) oF. (5.76)
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O valor esperado sobre o estado fundamental é dado por:
(07) = (GS|a}|GS), (5.77)

Substituindo-se |GS) e (G S|, teremos:

<aj> =1- ;Ze_i(k‘k/)j@ad 11 Ax (c};ck/> IT A} lvac),

kK’ k1>0 ko>0

(5.78)

k1>0
k1#£kK'

2 ) -
=1- N Ze_’(’“—k i (vac 11 AklA};l Apclew Al lvac).
k!
Deste modo, obteremos:

2 -
<UJZ-> =1- N S et Fitwael | T] AklAL Apel (— sin(O /2)cl O + AL,ck/) lvacy,
k! k1 >0
k1 2K/

2
<0‘j> =1+ ¥ > sin(0r/2)(vac| | ] AklA;Ll Agcle! yJvac),
k

k1>0
k1 AK

@ﬁﬂ—;ZmWWWm [T Ax AL | Jvac).
k

k1>0
ker K/
(5.79)
Assim, podemos escrever, finalmente:
2
(0F)=1- & 2 sin’ (6/2). (5.80)
k

Entretanto, podemos escrever também a matriz de densidade reduzida de um spin,

que serd apresentada na Eq. 5.91. Para isso, vamos definir os seguintes operadores:
Al = (Cos((?k/Z) — Sin(@k/Q)CLCT_,J , para k>0, (5.81)
esses operadores satisfazem as seguintes identidades:

i. [Akl,Au = sin (b, /2) sin(Ox, /2) {cklc,kl,clgcikz} ,
= sin(0y, /2) sin (b, /2) (c_k1 {ckl? 022} cT_,€2 - c_kchQ {ckl,cT_kQ}
+ {c_kl, 022} cT_kzc;€1 - CLQ {C—k‘lﬂ cT_kQ} ckl) )
= sin(b, /2) sin(O, /2) (c_klcT_k?(Skth— C—k10225k1,—k2
+ CT_kQCklikl,kg - C]];?Ckl 67k1,7k2) 5

= sin(9k1/2) sin(9k2/2) (c,klci,m — C;LQC]{I) 5k1,k27 Y kl, kQ > 0;

(5.82)
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ii. [ckl,A,TCQ} = —sin(fx, /2 [Ckl,ck2c_k2},

(6k2/2)
= —sin(bx,/2) ({ckl,ckQ} c py = Chy {ckl,cib}) ) (5.83)
= —sin(bx,/2) (c g Okiy oo — Ck25k1, kz) , .
= —sin(fy,/2) Dy Oki ks V k2 > 0.
iii. [021»1422} = —sin(6x,/2) [ck ,CLQ T_,Q} ,
= —sin(bx,/2) ({Ck17 022} CT_,€2 - CL2 {CLI, CT_k2}> , (5.84)
=0.
onde usamos as seguintes identidades:
[AB,CD] = A[B,CD]+[A,CD|B
[A, BC|={A,B}C — B{A,C},
{c,ﬂ, cLQ} = Oy s (5.85)
{Ck,,Cry} =0,
{czl, ckz} 0.
Nesta notacao, o estado fundamental € escrito como:
1GS) = T Al |vac). (5.86)

k>0

Podemos calcular a matriz densidade reduzida de um spin, denotada por p; e

escrevé-la na representacao de Bloch. Primeiro, observamos que
0%, 0¥ — mudam a paridade; o¢%,° — preservam a paridade. (5.87)

Ao utilizarmos este fato, é relativamente razodvel observar que:
= (GS|e*|GS) = 0,
(5.88)
= (GS|6Y|GS) =0,

como 0@ e oV alteram a simetria de paridade de |GS), o valor esperado o* é calculado no

espaco de momentos dos férmions.

Em resumo, conforme vimos nas se¢oes anteriores, o estado fundamental do modelo
de Ising pode ser obtido analiticamente por uma diagonalizacdo que consiste em trés

etapas [53]:

e Uma transformagdo de Jordan-Wigner:

P T
o; — 1 —2c¢jcy,

T

onde ¢; e ¢; sao operadores de criagéo—aniquilagéo e respeitam as seguintes relacoes

de anticomutacio: {c;,ch} = o1, e {c;, cr} =



Capitulo 5. FEzemplos e aplicagoes 85

o Uma transformada de Fourier discreta:
LN, iy,
c; — iy kz:% cpe ;
o E uma (rotagao), i.e., uma transformagao de Bogoliubov:
e — co8(01/2) v — sin(0x/2)71 s

onde 6 representa a rotacao da base do modo ¢, para uma nova representacao do modo .

Os angulos 6, sao escolhidos de tal forma que o estado fundamental do hamiltoniano na

Eq. (5.4) é o estado de vacuo na representagdo do modo 7y, em que ¢, = arctan (giiélo(f()k))
[42,53].

Podemos calcular a matriz de densidade reduzida de um spin por meio da matriz
reduzida de N spins na representacao de Bloch, na qual todos os coeficientes sao obtidos

via valores esperados nos operadores de Pauli. O estado de um qubit no sitio 7, p( )

1
;~ pode

ser escrito como: o
S0 I 70
J 2 2

onde rj = <0§1> sao os valores esperados no estado de vacuo no sitio j, e a = x,y, z. Note

(5.89)

que <0§3 > , <a§-’> =0, V7, porque consistem em um ntimero impar de férmions [53]. Dessa
forma, o vetor de Bloch possui somente a componente z. Vamos definir 0;/2 = S, e

0y /2 = Bir. Portanto, a componente z serd dada por:

z __ T
o; =1—2¢cy,

2 ) Iy
O‘Z — ]_ —_ Ze_z(k_k )JCLCkJ,
’ N .k
z 2 —i(k—k')j : :
05 = 1= e (cos(B)yl — sin(Bi)-x ) (cos(Bi)mwe —sin(Bi)rly)
kK’

z 2 —i(k—k')j :
o =1~ ¥ Ze (k—k")j (cos(ﬁk) cos(ﬁkr)’y,ifyk/— cos () sm(ﬁkr)’y]i’yik,
kK’

— sin(By) cos(Br ) V1 + sin(B) Sin(ﬁk/)y_kvik,) .
Conforme ja discutido nas secOes anteriores, os tnicos termos que sao nao-nulos serao:
<UJZ-> e, portanto, a componente z do vetor de Bloch para o estado reduzido de um spin
serd dada pela Eq. 5.90:
z 2 —i(k—k')j :
(o7) = 1= 5 2 e M (cos(B) cos(B) (i) — cos(Be) sin(Be) (3r10)

kK

—sin(By) cos(Br) (v—rvw) +sin(By) sin(Bw) <7—k7T_k/>) :

2 —i(k—k)j .
<U;> =1- N > e (=K sin(3y,) sin( B ) Og i
k!

(o7) =1~ fvzkjsirﬁ(ek /2). (5.90)



Capitulo 5. FEzemplos e aplicagoes 86

Finalmente, na Eq. (5.91), exibimos (em [53]) a matriz de um qubit, reduzida de N

partes, na representacio de Bloch, isto ¢ (pV):

2 k z
N E — 5.91
P1 = + ( N S11n ( )) g, ( )

onde o angulo 0, é o angulo de rotacdo de Bogoliubov e o indice da soma é k € I, com
K =[£%, :I:SW”, O <7T — QW”)] Este resultado ¢ independente do indice do sitio, como

esperado para sistemas que sdo invariantes translacionais [53].

5.5 Derivada segunda da QSCM para o modelo de Ising quantico 1D

Podemos agora calcular analiticamente a QSCM (e sua derivada segunda) da
matriz de densidade reduzida de um qubit, para o modelo de Ising quantico-1D, no limite
termodindmico. Da Eq. (5.1), simplesmente identificamos o vetor de Bloch da matriz
densidade reduzida como um vetor de apenas uma componente nao-nula: a componente z,
conforme escrito na Eq. (5.90). Essa quantidade no limite termodindmico pode ser obtida
a0 tomarmos o limite das somas de Riemann, (0%) (g) = limy 00 Sh; (07). A componente
deste vetor de Bloch é uma funcio do campo g, ou seja, (0°) (g) = limy_oo Son; 1 —
2 3, sin?(6(k)), com (k) = arctan (giigo(izl)), el= (2’7{1)” — 7. Assim, a componente z do
vetor de Bloch dada na Eq. (5.90) converge para a seguinte integral, mostrada na Eq. 5.92,

no limite termodindmico [53].

o) =12 f e (Lowran (20 ) 592

mJ — cos(

Esta integral pode ser resolvida analiticamente no limite termodinamico para
alguns valores do parametro do campo magnético transversal. Por exemplo, para g = 0,
podemos facilmente obter (o,) = 0, que corresponde a um estado reduzido de um qubit
maximamente misto p; = [/2. Em ¢g = 1, i.e., no ponto critico, a integral dada na Eq.
(5.92) também pode ser resolvida e obtemos (o,) = 2/m, no limite termodinamico. Os
autovalores do estado reduzido de um qubit p;, em g = 1 podem ser obtidos analiticamente
como: {1/2 4 1/w}. Para outros valores de g, no intervalo 0 < g < 1, a integral escrita na
Eq. (5.92) pode ser escrita por meio de integrais elipticas de primeiro e segundo tipos [129].
Substituindo-se o resultado obtido na Eq. (5.92) na defini¢do de um estado escrito na base
de Bloch, podemos determinar pq, isto é, a matriz densidade reduzida de um qubit, no

limite termodindmico: I < > ( )
0.) (g
5 + 5 0, (5.93)

com o resultado obtido na Eq. 5.93, podemos calcular a derivada segunda da medida de

p1 =

complexidade estatistica quantica (Eq. (5.3)), para matriz de densidade reduzida de um
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qubit, no limite termodinamico em func¢ao do pardmetro de campo transversal g, por meio

de uma expressao “fechada”.

Na Fig. 7, apresentamos (na Ref. [53]), a segunda derivada da medida QSCM em
relacao ao parametro de campo transversal g, para diferentes tamanhos de sistemas finitos
N =4,8,16,1000. Também calculamos essa derivada no limite termodinamico (i.e., para
N — o), por meio da Eq. (5.3) e da Eq. (5.92). E bem conhecido que, em g = 1, ha uma
transicao de fase quantica de segunda ordem [130]. Ao observarmos a Fig. 7, podemos
reconhecer diretamente um comportamento abrupto na derivada segunda da medida neste

ponto, isto é, no ponto de transi¢ao de fase [53].

E
O —N =
RS N =
N =16

—— N = 1000
—N — 00
6 - |

0 0.5 1 1.5 2

9

Figura 7 — Derivada segunda da QSCM com respeito ao parametro de campo transversal
g, para diferentes sistemas finitos: N = 4,6,16, 1000 e, também, para o limite
termodindmico (linha continua N — o), para g € [0, 2], ver [53].

5.6 QSCM para o modelo de Heisenberg XXZ de spin-%

Modelos quénticos de spin, tais como o modelo de Heisenberg XXZ-1/2, podem ser
simulados experimentalmente por meio de ensembles de atomos de Rydberg excitados em
arranjos de microarmadilhas magnéticas [131] e, também, por microscopia de tunelamento

de varredura de baixa temperatura [132], entre muitos outros arranjos experimentais de
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simulagao quéantica. Vamos considerar um modelo de Heisenberg XXZ de spin-1/2, definido

pelo seguinte hamiltoniano

N
Ho=—J3 [S7ST, + SUSY, + AS; S, | —2ny S5, (5.94)

j=1 j=1
com condigoes de contorno periddicas, S, y = 5%, e S = %O’;‘, em que 0§ sdo matrizes

de Pauli, e o parametro A é definido como parametro uniaxial, que consiste em uma
razao entre as interagoes de S* com as interagoes planares (5% e SY). Esse modelo
pode interpolar continuamente entre os modelos Ising classico, quantico XXX e quantico
XY. Em A = 0, o modelo torna-se equivalente ao modelo quantico XY ou X X0 que
corresponde a um modelo de férmions livres em uma rede. Para A =1, (A = —1), o
hamiltoniano do modelo XXZ anisotrépico se reduz ao hamiltoniano do modelo XXX
isotrépico (ferro)antiferromagnético. Para A — +00, o modelo tende para um modelo de

Ising (ferro)anti-ferromagnético [126,133].

O parametro J apenas define uma escala de energia e, desse modo, somente o
seu sinal tem significado fisico importante: observamos uma ordenacgao ferromagnética
ao longo do plano x — y para valores positivos de J e, para valores negativos, notamos o
alinhamento antiferromagnético. A escala do parametro uniaxial A distingue um regime
planar z — y (quando |A|< 1) do alinhamento axial (para |A|> 1), veja Ref. [126]. Desse
modo, é 1til definir dois regimes: para |A|> 1, o regime é um regime do tipo-Ising e, para
|A|< 1, o regime é do tipo-XY. Esses regimes sao especialmente titeis se quisermos modelar
materiais que possuem, respectivamente, uma grande anisotropia magnética axial e uma

grande anisotropia magnética planar [134].

Aqui, estamos interessados em correlagoes quanticas entre os spins dos primeiros e
segundos vizinhos mais proximos na cadeia XXZ de spin-1/2 com J = 1, a uma temperatura
de 0K e campo externo nulo (h = 0). Os elementos de matriz da matriz reduzida ;.
sao escritos em fungao dos valores esperados que significam fungoes de correlagao para
o primeiro vizinho mais préximo r = 1, isto é, para p;.1, fungdes de correlagdo para os
segundos vizinhos mais préximos r = 2 (isto é, para g;12) e sdo dadas por um conjunto de
equagoes integrais que podem ser encontradas no Apéndice B, e em [111,116,135-138|.
Essas duas fungoes de correlagao para o modelo XXZ de spin-1/2 na temperatura de zero
Kelvin, com campo nulo e no limite termodindmico podem ser derivadas por meio da

técnica do ansatz de Bethe.

Os autores na Ref. [111] investigaram a transi¢ao de fase quantica para a cadeia
XXZ de spin-1/2 a uma temperatura de 0K e, também, para campo externo zero (h = 0),
via correlagoes quanticas entre os primeiros e segundos vizinhos mais proximos, por
meio da negatividade, do déficit de informacao, do trace distance discord e da incerteza
quantica local. Na Eq. (5.95), devido & simetria no modelo hamiltoniano, é apresentada a

matriz de densidade reduzida de dois qubits para os sitios 2 e ¢ 4+ r, para r = 1, 2, isto é,
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para primeiros e segundos vizinhos, no limite termodindmico, escrito na base |1) = [11),
12) = |11, [3) = [41) e |4) = |1)), em que |T) e ||) sdo os dois autovetores da matriz de
Pauli o,, ver [111]:

on 0 0 O

0 02 023 0
Oinr = , (5.95)
0 o032 033 0
0 0 0 ou
1+(oc?0? oro? 1—{(oc?0c?
onde g1 = %, 023 = @7 € 0 = %, com Q11 = Qa4, 023 = 032 €

022 = 033. Essa matriz foi escrita em termos das correlagoes entre primeiros vizinhos, para
r =1 (correlagoes entre os sitios i e i + 1), e entre segundos vizinhos, para r = 2 (fungoes
de correlagao entre os sitios i e 7 + 2). Essas fungoes de correlagao consistem em equagoes

integrais complicadas e estao descritas, em detalhe, no Apéndice B.

Na Fig. 8, mostramos (na Ref. [53]) a QSCM, dada por C(g;+1), para os primeiros
vizinhos em contraste com a entropia de von Neumann S(p;11) e a distancia do trago
D(0i1+1,Z) entre g e o estado maximamente misto (matriz de identidade normalizada),
ambos em funcao da forca do pardmetro uniaxial A. O modelo de Heisenberg XXZ de
spin-1/2 possui dois pontos criticos: a transigdo de primeira ordem ocorre em A = —1, e,
também, uma transicao de fase continua aparece em A = 1, ver [139]. Uma caracteristica
interessante da QSCM é o fato de evidenciar pontos de transi¢oes de correlacao, relacionados
as transi¢oes ordem e desordem, que podem nao estar necessariamente ligados a pontos
de transicao de fase. Tomamos nota do ponto de cuspide na Fig. 8, para A ~ 2.178.
Observando-se esse ponto na curva de QSCM, pode-se dizer que esse ponto parece ser

interessante e deveria merecer uma atencao especial.

Para investigar esse ponto de cuspide da medida C(g;+1) para o valor A = 2.178,
vamos considerar o que acontece com o estado g;11, dado pela Eq. (5.95), enquanto A varia.
O estado g;11 dado na Eq. (5.95) pode ser facilmente diagonalizado, desse modo, vamos
estudar a seguinte matriz g;+1 — I/4, que desempenha um papel importante na medida
de complexidade estatistica quantica como ja discutido em outras se¢oes. Esta matriz
possui o seguinte conjunto de autovalores: {i(Z <cr,f0;7”+1> — <ofaf+1>), i(—2 <0§”0f+1> —
<afaf+1>), : <afaf+1> 5 <afaf+1>}. A medida que o valor A aumenta no intervalo [1, 3],
os valores de correlagao na direcao x também aumentam, enquanto as correlacoes em 2z

diminuem e atingem o minimo local observado na Fig. 8.

Nesse intervalo supracitado, o autovalor 2 <afo*f+1> — <afaf +1> chega a zero, e isso,
portanto, deve causar a transicao de correlacdo observada. Esta transicao de correlacao
deve-se, provavelmente, ao fato de que este autovalor se anula para alguns A neste intervalo
e isso deveria implicar uma mudanca de orientacao das correlagoes de spin. Seguindo
este raciocinio, para determinar tais pontos em que ocorrem mudancas de orientacao

das correlagoes de spin, é necessario resolver numericamente algumas equacoes integrais
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1 I
e C=SD
0.7 - * S(p) T
D(p)
0.6 - =
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Figura 8 — Medida de complexidade estatistica quantica, QSCM, C(o;+1), em azul, entropia
de von Neumann S(g;11), em laranja. A funcao desequilibrio é dada pela
distancia do trago D(0;4+1,Z), (representada em amarelo). Todas as medidas
foram calculadas para a matriz reduzida de dois qubits para os sitios i e i + 1,
0i+1, em funcdo de A, para A € [—1, 8], todas as trés curvas foram plotadas no
limite termodindmico [53].

complicadas, dadas pelos autovalores da Eq. (5.95), que sao fungoes dos valores esperados

mostrados nas Refs. [111,116,135-137], além de também serem exibidos no Apéndice B.

Este procedimento tem como objetivo determinar a solugao para quais valores de
A valem a seguinte equagao integral 2 <0§”0f+1> — <afcrf+1> = 0. Devido ao fato de os
valores de (o?0?, ;) serem iguais aos valores de <a§a§+1>, para este hamiltoniano, a solucao
dessa equacao indica o ponto onde a correlacao xy planar diminui enquanto as correlagoes
z aumentam, embora ja estejamos na fase ferromagnética. Para A — oo, o sistema se
move para uma configuracao que exibe correlagdes apenas na direcao z. Se procedermos
da mesma forma, ao resolvermos a outra equacao integral no conjunto de autovalores

-2 <0f0f+1> — <afaf+1> = 0, obtemos uma solugao de divergéncia para A = —1, (¢f. [53]).

Na Fig. 9, mostramos (na Ref. [53]) as curvas de nivel que representam os valores
de C(p;+1) em fungao das correlagoes: <afaf+1> e <afaf +1>. A regiao triangular representa
o conver hull das matrizes de densidade positivas-semidefinidas. Os vértices dessa regiao
triangular mostrados na Fig. 9 sdo dados por (<Jfaf+1> : <afaf+1>) = {(-1,-1); (0,1);
e (1,—1)}. Juntamente com o mapa de contorno da QSCM em funcao das fungoes de
correlagdo nas diregoes x e z, as duas retas inclinadas simbolizam as equagoes integrais
obtidas pela diagonalizacao do estado fundamental do modelo. Os pontos onde os dois

autovalores de p;+1 — I/4 vao a zero também estao representados na Fig. 9, (¢f. [53]).
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Figura 9 — Mapa de contorno das curvas de nivel de C(g;11), QSCM, em funcao das fungoes
de correlacao <0§”0f+1> e <afaf+1 . A linha tracejada e inclinada representa a
equacgao integral cuja solugdo é A = 2.178. A curva trago-ponto demonstra a
curva para A = —1, onde existe um ponto de divergéncia. O caminho indicado
dentro das curvas de nivel mostra a variagdo da quantidade C(g;11), dentro
do espaco de matrizes positivas-semidefinidas, para A € [—1,8]. Os pontos em
destaque sao: A =—1, (V); A=0, (x); A=1, (+); A=2178, () e A =38,
(A). A regiao ferromagnética (em vermelho) e a regido paramagnética (em azul)
também estao representadas neste caminho [53].

Na Fig. 9, a curva grossa e colorida dentro do mapa de contorno mostra o caminho
percorrido pela medida C(g;41), enquanto os valores das correlagoes em x e z variam
conforme A aumenta monotonicamente no intervalo: A € [—1, 8]. Este mesmo caminho
também foi apresentado na Fig. 8 na curva azul. A parte azul da curva grossa representa os
valores para as correlagdoes em que temos um estado paramagnético e a parte vermelha da
curva grossa colorida indica os valores para o arranjo ferromagnético. Também destacamos
alguns pontos interessantes nesta curva colorida: para A = —1, (V); para A = 0, (x); para
A =1, (+); para A =2.178, (O), e, para A =8, (A), (¢f. [53]).

Conforme dito, essas equacoes integrais sao representadas por duas linhas retas

inclinadas (tracejada e trago-ponto). A linha inclinada tracejada descreve a equacao
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integral cuja solucao é A = 2.178. A linha inclinada trago-ponto representa a curva para a
solugdio A = —1, para a qual existe um ponto de divergéncia (ponto de transicao de fase
quéntica). Conforme mencionado anteriormente, a QSCM mostrou-se sensivel & transigao
de correlagao que ocorre no modelo de Heisenberg XXZ de spin-1/2, além de detectar os

pontos de transicao de fase quéntica para este modelo.

A Fig. 10 expressa a QSCM para a correlagao entre primeiros vizinhos, dado
por C(0i+1), (curva em azul), e para os vizinhos mais préximos, (segundos vizinhos),
escrita como C(g;12), (curva em laranja), ambos no limite termodindmico e em fungao do

pardmetro de campo uniaxial A, (¢f. [53]). O limite assint6tico para ambas as medidas
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Figura 10 — Medida de complexidade estatistica quantica, QSCM, C(g;+,) para a matriz
densidade de dois qubits para os sitios i e i + r, para r = 1 (curva em azul), e
para r = 2 (curva em laranja), ambas no limite termodindmico, em fungao
da magnitude do pardmetro de campo uniaxial A. A subfigura demonstra o
comportamento assintético para grandes A, para ambos os casos. C(g;41) e
C(0i+2) — 1/4 quando A — oo, ver [53].

(r = 1,2) também é apresentado na subfigura. Com A — 0o, o comportamento dessas duas
funcoes de correlagao <afaf+1> —0e <0'fo+1> — —1. Neste limite, a matriz densidade
do sistema pode ser escrita como g;4, — diag{0,1/2,1/2,0}, para ambos os valores
assintoticos dessas correlagoes e, assim, S(0;1,) — 1/2. Além disso, D(0i4+r,Z) — 1/2, 0

que fazem ambas as medidas C(g;1,) — 1/4, tanto para r = 1, quanto para r = 2, ver [53].

E interessante notar que C(g;41) = C(0i42) exatamente em A = 2.178. A QSCM
para primeiros vizinhos é maior que a QSCM entre segundos vizinhos, i.e.; C(0;11) >
C(0ir2), para —1 < A < 2.178. Para A > 2.178, C(g;1+1) < C(0i12), e ambas medidas
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convergem para 1/4, para grandes valores de A, isto é, para A — oo, ainda que a medida
para r = 1 seja majorada pela medida para r = 2, ou melhor, C(g;11) < C(0i1+2) em toda a
regiao A > 2.178.

Esse comportamento interessante pode ser uma indicacao de um provavel aumento
de complexidade a medida que ocorre a transi¢ao ordem e desordem. Considerando-se mais
correlacoes possiveis e ao contarmos com a agao de segundos vizinhos, é compreensivel que

um aumento de complexidade estatistica deva ocorrer apds o valor A = 2.178, (cf. [53]).
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6 Conclusoes

Introduzimos uma versao quantica para a medida de complexidade estatistica
classica (CSCM), definida primeiramente por Loépez-Ruiz, Mancini e Calbet (LMC):
a medida de complexidade estatistica quantica (QSCM) e exibimos algumas de suas
principais propriedades. Concluimos que a medida de complexidade estatistica quantica
pode desempenhar um papel de func¢ao sinalizadora de transigoes de correlagoes, além
de também discernir transi¢oes de fase quanticas, devido ao fato do carater de mudanca
abrupta que varias quantidades fisicas experimentam nesses pontos de transi¢ao, além da
maneira pela qual os estados reduzidos desses sistemas criticos transitam nessa escala de
ordem e desordem. Nossa medida quantica mostrou-se ser 1til e dispor de relevancia fisica,
pois apresentou possuir varias das propriedades importantes e esperadas para uma medida
de complexidade estatistica de bona fide e, com isso, ela demonstrou que podera tornar-se

util em outras areas da mecanica estatistica e da teoria da informagao quéntica.

Realizamos um breve estudo sobre a evolugao temporal discreta da CSCM, por
meio da aplicacdo de matrizes estocasticas e biestocasticas em dimensao 2. Separamos
a dindmica em uma parte em regime transiente e uma outra em regime permanente e
estudamos o comportamento da medida classica para alguns exemplos. Observamos que
quando a dindmica atinge um méaximo global da grandeza CSCM, esse maximo ocorre
durante o regime transiente da dinamica e essa caracteristica captura a variacdo da pureza
e da direcao dos m-ésimos vetores da dinamica, antes da convergéncia em moédulo e direcao

para o vetor distribuicao de probabilidades estacionario.

Apresentamos, nesta tese, duas aplicagoes da QSCM e investigamos a fisica de
dois modelos hamiltonianos quanticos analiticamente soltveis, a saber, o modelo de Ising
quantico-1D e o modelo de Heisenberg XXZ de spin-1/2, ambos no limite termodindmico.
Primeiramente, calculamos analiticamente a quantidade QSCM para um qubit, na base de
Bloch, e determinamos essa medida em fun¢ao da magnitude r desse vetor. Posteriormente,
utilizamos este resultado para calcularmos analiticamente a medida para a matriz de
densidade de um qubit reduzida de N spins. Logo, estudamos a transicao de fase quantica
para o modelo de Ising quantico-1D no limite N — oo, isto é, determinamos a grandeza

QSCM para este modelo, no limite termodinamico.

Realizamos uma diagonaliza¢ao do modelo de Ising quantico-1D, com o intuito de
estudarmos analiticamente a transicao de fase quantica para este modelo. Utilizando-se
do estado de um qubit reduzido de N particulas (escrito na base de Bloch) no limite
termodinamico e, por meio da QSCM e das suas derivadas, escritas em func¢ao do médulo r

do vetor de Bloch, obtivemos analiticamente uma expressao que pode determinar o ponto
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de transicao de fase quantica de segunda ordem para o modelo de Ising quantico-1D, que
ocorre quando o valor do campo magnético transversal atinge o ponto g = 1. Dessa forma,
constatamos que a QSCM pode ser utilizada como funcao sinalizadora da transicao de

fase quantica para este modelo.

Com este ultimo resultado em maos, realizamos um estudo da QSCM para a cadeia
de Heisenberg XXZ de spin-1/2 e, utilizando-se do estado reduzido de dois spins, escrito
por meio das correlagoes entre primeiros e segundos vizinhos, no limite termodinamico,
evidenciamos um ponto em que ocorre uma transicao de correlagoes para este modelo.
Fisicamente, em A = 2.178, a correlagao planar xy diminui enquanto as correlagoes na
direcdo em z aumentam e atingem, posteriormente, um ponto de minimo local, embora ja
estejamos na organizacao ferromagnética. Essa competicao entre esses dois alinhamentos
diferentes de correlagoes ilustra a detec¢do de uma transicdo de “ordem e desordem” a

qual a medida se mostrou sensivel.

Estudamos numericamente as derivadas da QSCM para esse modelo e elas tam-
bém demonstraram ser sensiveis aos pontos de transicao quantica. Como resumo desta
andlise, para o modelo de Heisenberg XXZ de spin-1/2, podemos listar: (7) a medida
de complexidade estatistica quantica (QSCM) caracteriza a transicao de fase quantica
de primeira ordem em A = —1 | (%) a medida também evidencia a transi¢do de fase
quantica continua para A = 1, e (777) a medida testemunha uma transicao de correlagao,
isto é, uma transicdo de “ordem e desordem” que ocorre em A = 2.178, relacionada
a competicao entre o alinhamento das correlagoes de spins. Também observamos que
esse ponto A = 2.178 indica o ponto na complexidade estatistica quantica cujos valores
(para r = 2) ultrapassam os valores obtidos pela complexidade estatistica para r = 1.
Esse comportamento interessante pode ser uma indicagao de um provavel aumento de
complexidade a medida que ocorre a transicao ordem e desordem. Considerando-se mais
correlagoes possiveis e ao contarmos com a ac¢ao de segundos vizinhos, é compreensivel

que um aumento de complexidade estatistica deva ocorrer apds o valor A = 2.178.

Diante de todo o exposto, esta tese nos possibilita a sugestao dos seguintes trabalhos

de pesquisa futuros:

 Estudar a medida de complexidade estatistica quantica (QSCM) para outros modelos

hamiltonianos, com o intuito de buscar novas transi¢oes de correlagao.

o Recentemente, conseguimos mostrar que a medida de complexidade estatistica
quantica (QSCM) detecta o ponto de transigao de fase de primeira ordem para o

modelo Lipkin-Meshkov-Glick (LMG). Explorar mais profundamente esse resultado.

o Explorar a medida de complexidade estatistica classica - CSCM para evolugoes

estocasticas/biestocasticas discretas em dimensoes maiores, isto é, para N > 2.
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» Recentemente identificamos numericamente que a QSCM é capaz de detectar o maior
expoente de Lyapunov de uma dinamica que exibe caos quantico para um qubit,

escrito na base de Bloch. Tentar demonstrar esse fato matematicamente.

o Determinar se existem transi¢oes de correlacoes entre estados com topologia de ema-
ranhamento diferentes, tais como as exemplificadas nos estados exemplo estudados
na Sec. 4.2.
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APENDICE A - Algumas demonstracGes

A.1 Subaditividade entre muitas copias
Proposigao 4. Dado um estado produto p®™ € D(H®"), QSCM é uma fungio subaditiva:
C(p™") < nC(p). (A.1)

A igualdade valerd se escolhermos a func¢do de desequilibrio para ser a entropia relativa
quantica, S(p||Z) =log N — S(p), que é uma fungio aditiva sob produto tensorial. Neste

caso, a medida serd aditiva: C(p®™) = nC(p).

Demonstragio. A entropia de von Neumann é aditiva para os estados do produto: S(p®") =
nS(p). Isso significa que a informagao contida em um sistema nao correlacionado p®™ é
igual & soma da informacao das suas partes constituintes. Essa igualdade também vale para
a entropia de Shannon. No entanto, a distancia do traco é subaditiva em relacao ao produto
tensorial: D(p® p/, Z®T) < D(p,T)+ D(p',I), ¥ p,p, ver a Ref. [140]. Provaremos esta
proposicao por inducao e, também, consideraremos apenas estados de mesma dimensao,
i.e.; dim(p®") = dim(Z®"),V n. E facil observar que a proposicao é verdadeira para n = 1.
Suponhamos agora, como um passo de inducao, que para algum n = k > 1, k € N,
C(p™*) < kC(p).

C(p®k+1) — ‘fml)(p@k ® p71®k+1)’ (A2)
) = (b + D s D™ © .20, (A3)
C(p®k:+1) — loi((’?\)[)D(pf@k ® p,I®k+1). (A4)

Utilizando-se a propriedade de subaditividade da distancia do traco D(p®*,Z) < kD(p,T),

e, também, utilizando-se de S(p®*) = kS(p), para n = k + 1 arbitrdrio teremos:

1 S(p)
Cp™*) < (b D 5 D00 T). (A.5)
= (k+1)C(p). (A.6)

Portanto, C(p®™) < nC(p), Vn. O
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A.2 Estado estacionario para cadeias de Markov com matrizes

de transicdo estocasticas e biestocasticas

Lema 1. Em dimensio N = 2, dados possiveis estados E = {0,1}, e dada matriz de
l—a b

) b)’ com 0 <a+b<2, amatriz S™, paran € N é
a _

transicao estocdstica S = (

dada por:

1— b\ 1 (b b 1—a—b)" —b
g [1—a _ L(-a=b)" [ a (AT
a 1-0 a+bl\a a a+b —a b

Demonstracio. A prova serd dada por indugao. Suponhamos que a matriz S™ possa ser

decomposta conforme descrita na Eq. A.7.

1. A decomposicao é valida para n =1,

o _[t-a b SRR O L-a=b) (a b g
a 1-b atb\a a atb \—-a b)) '

2. Como passo de inducdo, vamos supor que a afirmagdo dada pela Eq. A.7 seja

verdadeira para algum £ > n. Vamos mostrar que ela ¢é valida para k + 1.

k+1
Gl _ gk g l—a b _ 1 (b b +(1—a—b)k+1 a —b |
a 1—-0b a+b\a a a+b —a b

(A.9)
b b —b 0 O
3. Finalmente, devido ao fato de . ¢ = , teremos que
a a —a b 0 0
Skl — Gkgl,
O

Teorema (estado estacionério para cadeias de Markov com matrizes de transi¢ao esto-

casticas — Teorema 5). Em dimensao N = 2, dados possiveis estados E = {0,1}, e dada

l—a b
matriz de transicdo estocdstica S = ( ) b)’ com 0 < a+b<2, adistribuicao de
a[ —
0 L , _ 1 b
probabilidades estaciondria, para n — oo, com n € N, € dada por: @ = I .
a

Demonstracao. Utilizando-se a decomposicao demonstrada no Lema 1, e seja o vetor

ﬁ: (a71_a)T

logo, =1 <1—a—b<1, teremos lim (1 —a — b)" = 0. Portanto, 7 = {nh_{rgo S™}p, sera

, com « > 0, um vetor distribuicdo de probabilidades. Como 0 < a + b < 2,
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igual a

. . l—a b\ Q
el )

- 1 b
) "

O

Lema 2. Em dimensio N = 2, dados possiveis estados E = {0,1}, e dada matriz de
1—a a

a 1—a

1— " 101 —9q)" _
B a - a — [z @ +M a —ay (A.12)
a l-—a 5 3 2a —a a

Demonstracio. A prova sera dada por indugao. Suponhamos que a matriz B™ possa ser

transicao biestocastica B = ( ), com' 0 < a <1, a matriz B", paran € N é

dada por:

decomposta conforme descrita na Eq. A.12.

1. A decomposicao é valida para n = 1,

B (1;a 1;) :< )+(1 gfa) (_aa _a“) (A.13)

2. Como passo de inducao, vamos supor que a afirmacao dada pela Eq. A.12 seja

N N
N N

verdadeira para algum k& > n. Vamos mostrar que ela é valida para k + 1.

k+1
1 - LY (1 - 2a)k? —
Bt=ptp=| " —(z 2] 020 2a) ©TN) (A
a 1—a 3 3 a —a o«

% a —a 0 0
1 = , teremos que
5 —a a 0 0

3. Finalmente, devido ao fato de (

N N

Bk+1 — BkBl

1Os casos a = 0 e a = 1 serdo excluidos deste Lema por motivos ébvios.
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Teorema (estado estaciondrio para cadeias de Markov com matrizes de transicao biestocas-
1
5 m a —a
. . . . , 1-2
ticas — Teo. 6). Seja a sequinte matriz: By = | 3 e seja: Tg(m) = % ( ) .
5 -a a

[N
N N
SN——

Em dimensao N = 2, dados possiveis estados E = {0,1}, e dada matriz de transi¢io

1—a a

biestocastica B = ( . ), com: 0 < a <1, a matriz B™ ¢ dada por:
a —a

Bm:Bﬂ—FTB(m):(l;a 1ia)=< )+(1_23&)m(_2 _Z> (A.15)

Desse modo, a distribuicao de probabilidades estaciondria, para m — oo é dada por:

ﬁz()_

Demonstracao. Utilizando-se a decomposicao demonstrada no Lema 2, e seja o vetor

= N
N N

N N

7= (a,1 —a)T, com a > 0, um vetor distribui¢do de probabilidades. Como 0 < a < 1,
logo, —1 < 1—2a < 1, isto é, |1 — 2a|< 1, portanto, teremos nh_g)lo(l — 2a)™ = 0. Portanto,

7 ={lim S"}p, serd igual a igual a:

. 1—a a ! « B
[ S

%) . (A.17)
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APENDICE B - Funcdes de correlacdo entre

primeiros e segundos vizinhos

Neste apéndice, iremos mostrar as fungoes de correlacao entre primeiros vizinhos
(r = 1) para o modelo de Heisenberg XXZ de spin-1/2. As fungoes de correlagdo entre
dois pontos para este modelo na temperatura de 0K e no limite termodinamico podem ser
derivadas usando a técnica do ansatz de Bethe [133,139]. As correlagoes entre spin-spin
entre os primeiros vizinhos para A > 1 sdo dadas por Takahashi et al. em [135].

co+i/2

T
—1+2f t(v) coth(vr) — —5—
< 7i Hl * co+i/2 Smh sinh(rz) <CO (v) coth(va) sin2(yx)> ’

0o+1/2
<O-zo-z+1> / . i ( . coshi/—co.t(m)>,

cot+i/2 sinh(mx) \ sin?(vx) sinh v

com v = cosh™' A. Para A = 1, temos <a§”af+1> = <0§0§+1> =1/3(1 —4In2) e, para
A< -1, <0'fo+1> =1le <afcr§”+1> = 0, ver [116]. Para —1 < A < 1, as funcoes de

correlagdo sao dadas por Kato et al. na Ref. [136]:

<0 - > 1 2 /00 dx xcoshz  2cot(nd) /00 dr sinh((1 — ®)x)

B 72 J—co sinh x cosh?(®x) T —co sinhz  cosh(®z)

<awa”” > cos(m®) /00 dr  wcoshw 1 /00 dr sinh((1 — ®)z)
N 2 —oo sinh x cosh?(®x)  msin(n®) /- sinhz  cosh(dz)

onde ® = %cosﬁ1 A.

As fungoes de correlagao entre segundos vizinhos (r = 2) para o modelo XXZ de

spins-1/2. Na regiao A > 1, temos as seguintes fungdes de correlagao (veja [135]):

coti/2 dy 1 x 3sinh? v
s s \ _ . 1 — 3cosh?2
<Uz 0z+2> /OOH/Q sinh(7z) 2 [ sin?(vx) <sin2(1/x) * cos V) *

T cot(va) (3 cosh(2v)tanh(v) 4 )] |

sinz(yx) sinh(2v)
co+i/2 x 3sinh® v
sgr V=1 / —1—cosh(2v) ] | -
<U’ 0”2 * coti/2 smh 7m:) [sinQ(m:) <sin2(yaz) cosh( l/)>>
tanh
stanhy 4c0th(2y)>] ,

—cot
cot(va) (sinz(ux)
onde v = cosh™' A, A < — <O‘ZO'H_1> =1 e <a§”0f+1> = 0. Para —1 < A < 1, te-
mos, veja [137,139):
< v > /00 dr |sinh(l — ®)x 2 +3cos27r<I>tan7r<I> 2)
g.0: = — €T
A —co sinhz | cosh(®x) \7sin(27P) 3
cosh x cos 2md (sinm®)? .
T + T ,
(cosh ®x)? 2 4

™ ™
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e, também:

—x sinhz  cosh &z T 273

<Ufaf+2> . 4/00 dr sinh(l — @)z lcot(27r<1>) N 3tan 7r<I>x21 B

_4/00 dr  coshz [ x (sinw®)? 31'

—oo sinh z (cosh ®x)? | 272 * ot "
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