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Resumo

Esta tese consiste de vérios resultados sobre hipersuperficies minimas capilares contidas
na bola unitaria Euclidiana B7*(0). Na primeira parte, estudamos o indice de Morse
das catenoides capilares contidas na bola Euclidiana B3(0). N6s provamos que, se Y. é
uma catenoide capilar contida em B?(0) onde ¢ é constante de capilaridade, entao o indice
de Morse de X, esté entre 3 ¢ 7 (3 < Ind(X.) < 7). Além disso, obtemos que qualquer
catenoide capilar com angulo de contato proximo de 7 possui indice de Morse igual a 4,
assim como a catenoide critica. Também, verificamos que nao existe catenoide capilar na
bola unitaria com angulo de contato menor que 0 ~ 1.3421. Para encontrarmos nossa
estimativa do indice das catenoides capilares, focamos na analise de dois problemas de
autovalores mais simples associados & nossa superficie minima capilar (Jacobi-Steklov e
bordo fixo). Na segunda parte, mostramos alguns resultados de classificagao de hipersu-
perficies minimas capilares considerando que as fungoes coordenadas da aplicagao normal
de Gauss sao autofuncoes de Jacobi-Steklov. Para n = 2, mostramos que, se algum dos
autovalores associados as fungoes coordenadas da aplicagao normal de Gauss é zero, entao
a superficies é um disco totalmente geodésico. Ainda para n = 2, provamos que, se dois
autovalores associadas as func¢oes coordenadas da aplicacao normal de Gauss sao iguais
e diferentes de zero, entao a superficies é uma catenoide capilar. Na tltima parte, en-
contramos duas identidades integrais que nos permitir apresentar uma prova diferente do
seguinte resultado que ja foi mostrado por outros autores: se X" é uma hipersuperficie
estacionaria estavel de tipo-II(estabilidade no espago de fungdes que tém média zero no

bordo) na bola unitaria, entdo X" é um n-disco totalmente geodésico.

Palavras-chaves: Hipersuperficies minimas capilares. Indice de Morse. Aplica-

¢ao normal de Gauss. Hipersuperficie estacionaria estéavel.



Abstract

This thesis consists of several results on minimal capillary hypersurfaces contained in the
Euclidean unit ball B7**(0). In the first part, we studied the Morse index of the capillary
catenoids contained in the Euclidean ball B3(0). We prove that, if . is a capillary
catenoid contained in B3(0) where c is the capillary constant, then the Morse index of 3,

is between 3 and 7 (3 < Ind(X.) < 7). Furthermore, we obtain that any capillary catenoid

s
2

with a contact angle close to 2 a Morse index equal to 4, as does the critical catenoid.
Also, we verify that there is no capillary catenoid in the unit ball with a contact angle
less than 6 ~ 1.3421. To find our estimate of the capillary catenoid index, we focused
on the analysis of two simpler eigenvalue problems associated with our minimal capillary
surface (Jacobi-Steklov and fixed boundary). In the second part, we show some results of
classification of minimal capillary hypersurfaces considering that the coordinate functions
of the Gauss map are Jacobi-Steklov eigenfunctions. For n = 2, we show that, if any of
the eigenvalues associated with the coordinate functions of the Gauss map is zero, then
the surface is a totally geodesic disk. Still for n = 2, we prove that, if two eigenvalues
associated with the coordinate functions of the Gauss map are equal and different from
zero, then the surface is a capillary catenoid. In the last part, we find two integral
identities that allow us to present a different proof of the following result that has already
been shown by other authors: if X" is a type-1I stable stationary hypersurface(stability

in the space of functions that have zero mean on the boundary) on the unit ball, then %"

is a totally geodesic n-disk.

Keywords: Capillary minimal hypersurfaces. Morse Index. Normal application

of Gauss. Stable stationary hypersurface.
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INTRODUCAO

Considere uma variedade Riemanniana (M"!, g), um dominio B € M™*! com-
pacto e suave difeomorfo & bola Euclidiana com 0B # @, e uma hipersuperficie 3" — B
tal que int(X") Cint(B) e 0¥" C JB. Dizemos que ¥" é uma hipersuperficie capilar
quando sua curvatura média H tem valor constante e X" intersecta 0B em um angulo
constante. Para uma variagdo admissivel ¢ : (—e€,€) X ¥ — B qualquer, a primeira
formula de variacao diz que uma hipersuperficie capilar é um ponto critico do funcional

energia t — E(t) = A(t) — cos W (t), em que

Al) = / a5, e W) = / &' dAos
) [0,6]x0%

e 0 denota o angulo de intersecao de X" e OB (veja Segao 1.3). Alguns exemplos, para
o caso quando M™! = R"*! ¢ B = B?"!(0), temos: os n-discos, calotas esféricas, os

catenoides, pedacos de superficies de Delaunay.

Na ultima década, o estudo da existéncia e classificagao de hipersuperficie capila-
res teve grande preferéncia por parte dos pesquisadores. Por exemplo, entre os trabalhos
que estudaram essas questoes estdo: Struwe [19] sobre existéncia de discos minimos em
uma classe de dominios em R?, Maximo-Nunes-Smith [12] sobre superficies minimas com
topologia de um anel e Nitsche [15] sobre a classificagdo de um disco capilar na bola
Euclidiana tridimensional como sendo totalmente umbilico. Por outro lado, estudos do
indice de Morse e estabilidade de hipersuperficies minimas capilares, grande progresso foi
feito até agora. Por exemplo, Ambrozio-Carlotto-Sharp em |2| obtiveram uma estimativa
do indice para o caso de fronteira livre (veja Teorema 0.10 e Corolario 3), e uma signi-
ficativa generalizagao foi feita por Guo-Xia em [24], para o caso de minima capilar (veja

Teorema 0.11). Um caso particular, onde o indice de Morse foi encontrado com sucesso é
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o do catenoide critico, que é exatamente 4. Dentre as pesquisas que abordaram de forma
independente estao: Tran em [21], Simth-Zhou em [I1&] e Devyver em [6]. Continuando
nesta linha de estudo, em nosso trabalho apresentamos alguns resultados sobre estimati-
vas do indice de hipersuperficies minimas capilares e uma estimativa exata do indice de
Morse, para o caso da catenoide capilar imersa na bola unitaria Euclidiana. A seguir,

descrevemos brevemente nossas contribui¢oes dentro dessa linha de pesquisa.

Indice da catenoide capilar imersa na bola unitaria.

Consideremos () a forma bilinear simétrica induzida pela segunda féormula de va-

riacdo E”(0) do funcional de energia dada por

Qg o) = — /Z o TodS + /8 (Ve — q)dOS. 1)

by

1
onde J = As+|A]?+Ric™ (N, N) é o operador de Jacobi, ¢ = ,—QABB(D, v)+cot 0A(v, v)
sin
e o € C®(X) (veja Segao 1.3). O indice de Morse da forma bilinear simétrica @ é
precisamente o nimero de autovalores negativos do problema com condigao de fronteira

de Robin
Ju= - u, em X",
) (2)
Vou=qu, em 0OX".
Em [21] e [22], Tran e Zhou mostraram que Ind(X™) pode ser determinado com dois pro-
blemas de autovalores mais simples. Em primeiro lugar, considera-se apenas as variacoes

que fixem o bordo:

Ju=—pu, em X",
(3)
u =0, em OX".

Por outro lado, a influéncia do bordo é capturado pelo problema de Jacobi-Steklov. Su-

ponhamos que ¢ € C*(9%") é tal que ¢ > 0 e consdere o problema

Ju =0, em X",

Vou = Aqu, em 0OX".

Considerando os problemas acima, Tran e Zhou mostraram o seguinte resultado:
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Teorema 0.1. (Tran-Zhou (2020) |22, Theorem 4.1])

Seja X" C B uma hipersuperficie capilar e q(x) > 0 para todo x € 93". Entao
Ind (X") = a + b, (5)

onde a € o nimero de autovalores nao positivos de (3), contando a multiplicidade, e b é

o nimero de autovalores menores que 1 de (4), contando a multiplicidade.

Para nossa estimativa do indice de Morse da catenoide capilar faremos uso do te-
orema anterior, onde consideraremos o caso particular M? = R? o espaco tridimensional
Euclidiano e B = B$(0) a bola unitéria centrada na origem. O que significa que estuda-

remos os problemas de autovalor de Jacobi-Steklov (4) e de borde fixo (3) no catenoide.

Problema de Jacobi-Steklov na catenoide capilar imersa na bola unitaria.

Primeiro, estudamos o problema de Jacobi-Steklov (4) na catenoide. Consideramos

a catenoide ¥, C B2(0) parametrizado por z : [T, T] x (0,27) — X. C B3(0),
x(t,v) = (ccoshtcosv,ccoshtsinv,ct). (6)

Como nosso interesse é na parte da catenoide dentro na bola unitéria B$(0), o parametro
¢ fica entre 0 < ¢ < 1. Assim, para cada valor de ¢ temos uma catenoide Y. que intersecta
S? em um angulo constante § € (0,7), desta forma temos uma familia de catendides
{Xc}o<e<1 imersas na bola unitaria. Como foi mencionado, estudaremos o problema de
autovalor de Jacobi-Steklov no catenoide capilar. Nas coordenadas (¢,v), o problema de

Jacobi-Steklov (4) fica reduzido em:

(

(8f+ 2 —k2)f:O, em Y,

cosh?t

Oy fle=r = Atanh T'f(T), em I, (7)

Oifli=r = =Atanh Tf(-T), em T_

onde 0¥, =I'; UT'_ e k é um inteiro nao negativo. No seguinte teorema, encontramos a

solugdo de (7) e também calcularemos os autovalores do problema de Jacobi-Steklov (4).
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Teorema 0.2. Considere a catenoide capilar dada pela parametriza¢io (6). Entdo as
autofungoes e autovalores do problema de Jacobi-Steklov (4) sao dados pelas solugdes da
equagao diferencial ordindria (7) para inteiros nao negativos k. Em particular, temos os

sequintes casos:

o Para k=0:

u = bytanht 4 by(1 — ttanht)

1
A= —5—= by #0 by = 0;
sinh? T’ se b % ’
sinhT coshT + T ™
A= by =0, by#0ef#—.
sinh T(T sinh T — cosh T))’ se bi=0, b#0c 7£2

o Para k=1:

— ' b
U (ay cosv + ag sinv) ( —

t
inh
b2 (sm t+cosht))
A= =1, se by#0 e by=0;

cosh® T + coshT — T'sinh T

- by = by # 0.
sinh T'(sinh T coshT +T') se by=0 e by#0

e Para cada k > 2:

u = (ajcoskv+ azsinkv) ((k — tanht)e™ + (k + tanht)e ™)

(k(k — tanh T) — sech®T) e¥” — (k(k + tanh T) — sech® T') e =%
(k — tanh T)e*T 4 (k 4 tanh T')e=*T

u = (ajcoskv+ assinkv) ((k — tanht)e™ — (k + tanht)e )

(k(k — tanh T) — sech® T) e¥” + (k(k + tanh T) — sech® T) e =%
(k — tanh T')ekT — (k + tanh T')e—+7 '

A = cothT

A = cothT

A importancia do teorema anterior esta no fato de que os autovalores A tém uma
forma explicita e que, de fato, isso nos ajudara posteriormente, a determinar em quais

valores de T eles sao menores que 1.
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Problema de variacao de bordo fixo na catenoide capilar imersa na bola uni-

taria.

Agora, vamos nos concentrar em estudar o problema de variacao que fixe o bordo
(3) na catenoide imersa em R3. Bérard em [!] e Bérard-Earp em [5] estudaram os dominios

simétricos contidos no catenoide e conseguiram classificar os dominios estavel e instavel.

Seja a catenoide com a parametrizagao x. : R x [0,27] — ¥, C R? dada por:

zo(t,v) = (ccoshtcosv,ccoshtsinv,ct) . (8)

Agora, considerando o dominio compacto ¥, simétrico da catenoide imersa em R? de-
finido para T' > 0, por .17 = z.([—T,T] x [0,27]). O problema de autovalores para o

operador J., associado a uma variacao de bordo fixo de X1, ¢ dado por:

\7cu = —pu, em 2c,T7

u=0, em OX.r.

Sob estas consideragoes, Bérard mostrou o seguinte resultado:

Teorema 0.3. (H. Bérard (2008) [/, Theorem 3.1])
Sejam J. = A, + |A|* o operador de Jacobi com condigées de fronteira dado por (9) e Ty

o0 zero positivo da fungao e(t) =1 — ttanht. Entao:

1. Para 0 <T < Tjy, o operador J. tem somente autovalores positivos. Dai o dominio

Y. € estritamente estdvel.

2. Para T =Ty, o operador J. é nao negativo e tem o zero como autovalor simples.

Dai o dominio . € estdavel.

3. Para Ty < T, o operador J. tem exatamente um autovalor negativo e o resto posi-

tivos. Dai X, € instavel e tem indice 1.

Adaptamos o resultado anterior para o caso de catenoides capilares imersos na
bola unitaria (0 < ¢ < 1). Se ¢(Ty) = ¢y, entdao podemos dividir a familia dos catenoi-

des {¥.}o<c<1 imersos na bola unitaria ¥, C B3(0), em duas subfamilias {3, }occce, €



Sumério 16

{X.}co<e<1- Na seguinte proposi¢ao, conseguimos classificar essas familias como dominios

instaveis e estaveis, respectivamente.

Proposicao 0.1. Sejam Ty o zero positivo da funcao e(t) = 1 — ttanht e {E.}ocect
a familia de catenoides imersas em B3(0) dadas pela parametrizagio (6), onde ¢ =
1

Vcosh®>T + T2

. Entao

1. Se 0 < ¢ < ¢y, a catenoide capilar X, € instdvel.
2. Se ¢ = ¢y, a catenoide ., (catenoide critico) é fracamente estdvel.

3. Se cyg < c <1, a catenoide capilar X, € estritamente estdvel.

Considerando ¥, a catenoide critica, na figura 1 representamos. No lado esquerdo,
a catenoide estavel (onde ¢y < ¢ < 1 e de cor vermelho), em relagao a catenoide critica
(verde) e, no lado direito a uma catenoide instavel (onde 0 < ¢ < ¢y e de cor vermelho),

em relagdo a catenoide critica (verde).

Figura 1: Catenoide estével e catenoide instavel

B3(0) C R B3(0) C R3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Indice do catenoide capilar imerso na bola unitaria.

Nos tltimos anos, estudos tém sido realizados sobre estimativa do indice de Morse
de superficies de fronteira livre imersos na bola unitaria. Particularmente o indice da

catenoide critica foi encontrado com sucesso. Dentre os trabalhos que abordaram esses
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temas podemos citar: Tran em [21], Simth-Zhou em [15]| e Devyver em [6]. Em concreto,

7T . 2z 2
eles mostraram para o caso de 6 = 5 o indice de Y., é exatamente 4, e o resultado é.

Teorema 0.4. (Tran (2022) |21, Theorem 4.3|)

A catenoide critica X, tem o indice de Morse igual a 4 e nulidade 3.

Levando em conta o Teorema 0.1, Proposi¢ao 0.1, Teorema 0.2 e seguindo as ideias
do trabalho de Tran [21], conseguimos estimar o indice de Morse da catenoide capilar
contida na bola unitaria ¥, C B3(0), para todo 6 € (0, 7). Nosso resultado é.

Teorema 0.5. Seja {X.}o<cc1 a familia de catenoides capilares imersas na bola unitdria
1

Veosh? T + T2 .

B2(0) centrada na origem dados por (6), onde ¢ = Temos os sequintes

casos:

1. Se 0 <T <T, onde ———

=1, entao
sinh” T}

Ind (Z.) = 3. (10)

2. SeT) <T < Ty, onde Ty € o zero positivo da fungao e(t) = 1 — ttanht, entdo

Ind (Z,) = 4. (11)

1

3. SeT ="1T; tao c = ———
e 0, entao c Tocosh Ty’

Y. € 0 catenoide critico e
Ind (X,) = 4. (12)

sinh 75 cosh T + 15

. SeTy < T < Ty, ond =1, entd
4. Sedy <1< b, onde G T snh Ty — cosh Ty) 1 14
Ind (Z.) = 6. (13)
5. SeTy, < T, entao
Ind (3.) = 7. (14)

En particular, nao existe catenoide capilar do indice de Morse igual a 5.
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Em suma, a prova do resultado consiste em analisar os autovalores do problema de
Jacobi-Steklov, dados no Teorema 0.2, e do problema de bordo fixo dados pelo Teorema
0.3. Nosso resultado anterior nos sugere falar sobre muitas questoes interessantes, por
exemplo caracterizar as superficies minimas capilares topologicamente um anel contidas
na bola unitéria, que possui indice de Morse 3, 4, 6 e 7. O caso de um superficie minima

de fronteira livre que tem indice de Morse 4 ja foi feito por H. Tran.

Teorema 0.6. (H. Tran (2022) |21, Corollary 3.11] )
Suponhamos que ¥ C B2(0) € uma superficie minima de fronteira livre mergulhada topo-

logicamente um anel, com indice de Morse 4. Entao X € congruente ao catenoide critico.

Na verdade, na literatura existe a seguinte conjectura dada por Fraser-Li |3, Con-
jeture 1.1]: Se ¥ C B? uma superficie minima de fronteira livre mergulhada na
bola euclidiana unitaria que é topologicamente um anel, entao ¥ é congru-
ente ao catenoide critico? Alguns resultados parciais da conjetura foram provados por
Fraser-Schoen em [9, Theorem 1.2|, com a hipotese que se, as fungdes coordenadas do
vetor posicao sao as primeiras autofuncoes de Steklov, entao ¥ é congruente ao catenoide
critico. McGrath em |13, Theorem 1| obteve outro resultado parcial assumindo que ¥
seja invariante sob reflexao através de trés hiperplanos ortogonais II;, i = 1,2, 3, entao
3 é congruente ao catenoide critico. O Teorema 0.6 também é um resultado parcial da

conjetura, s6 que neste caso tem o conceito de indice de Morse como hipotese adicional.

Da conjetura dada por Fraser-Li |3, Conjeture 1.1], é natural se perguntar, o que
acontece se Y C B3(0) ¢ uma superficie minima capilar. Esperamos que, para o caso de
superficies minimas capilares mergulhadas topologicamente um anel 3 C B3(0), tenhamos
uma caracterizagao semelhante ao Teorema 0.6. Isto é: se ¥ C B?(0) é uma superficie
minima capilar mergulhada topologicamente um anel, com indice de Morse 3 (4, 6 ou 7),

entao Y é congruente ao catenoide capilar.

Aplicacao normal de Gauss em uma hipersuperficie minima capi-

lar.

No capitulo 3 de nosso trabalho, estudaremos a aplicagdo normal de Gauss em

uma hipersuperficies minimas capilares imersos na bola unitaria Euclidiana. Basicamente
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seguiremos as ideias do trabalho de Tran em [20]. Os resultados que obtivemos sdo:

Proposicao 0.2. Seja X" C BT(0) uma hipersuperficie minima capilar imersa na bola
unitdria. Suponhamos que as fungoes coordenadas do campo normal N = (Ny, ..., Npy1)

ao longo de OX" satisfazem:

para todo i =1,....n + 1, em que X\; sao constantes e ¢ = —— + cot 0 A(v,v).
sin
. ~ % n—1
1. Se \; =0 para algum i, entao H" = —— 7 ou x; = cte em 0X".
sin
~ o% n—1
2. 8e M= =..=X\ 1=\ entaio\=0e H® = —————.
sin 6

3. Se \; # 0 para cada i, entio ¢ # 0 e A(v,v) # 0 em todo ponto de OX".

Uma consequéncia da Proposicao anterior é que podemos caracterizar as hipersu-

perficies que satisfazem (15). Nosso proximo resultado mostra exatamente isso.

Teorema 0.7. Seja X" C B} (0) uma hipersuperficie minima capilar, sendo 6 € (0, 7)
o dngulo de intersecao de X" e S™. Assuma que as funcoes coordenadas do campo normal
N em ¥" sao autofungoes do problema de Jacobi-Steklov, isto é D, N; = \;qN; para todo

1. Temos o0s sequintes casos.
1. Se \; = 0 para algum 1, entao X" € um n-disco totalmente geodésico ou cada com-
ponente conexa de OX™ C S™ € totalmente umbilica.

2.5 A1 = Xy = ... = \yi1 = A, entao cada componente conexa de 0¥ C S" €

totalmente umbilica.

3. Se \; # 0 para todoi = 1,....,.n+ 1, entao para x € X" existe uma vizinhanca de x

tal que as funcoes coordenadas do vetor posi¢cdo sao dadas por:

n—1 n—1 1/2
1 boi -+ E -1 b]’iu]’
(U1, ..., Up_1) = sin @(bgy; + E biu:)? — cosd I= 16

J=1

onde b;j, P; € R e (uy,...,u,) € R™ sdo os parametros.
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Para o caso particular n = 2 e os item 1 e 2 do Teorema 0.7, conseguimos classificar
as superficies minimas capilares contidas na bola unitaria Euclidiana satisfazendo (15).

No resultado a seguir mostramos o mencionado.

Corolario 1. Seja X% C B3(0) wma superficie minima capilar. Se as fungoes coordenadas
do campo normal a ¥? sao autofuncoes do problema de Jacobi-Steklov tal que \; = 0 para

algum i = 1,2,3, entdo ¥? é um disco totalmente geodésico.

Observarmos que na catenoide os autovalores associados as fungoes de coordenadas
N1 e Ny do campo normal séo iguais, isto é, A\; = Ay (veja Proposigao 2.2). O que nos leva
a perguntar o seguinte: Se dois autovalores associados as fungoes coordenadas do campo
normal N sdo iguais, entdo X2 é o catenoide? A resposta ¢ sim, e a seguir apresentaremos
os resultados que afirmam o dito anteriormente. Nosso proximo resultado é para o caso
geral com a hipotese: se todos os autovalores associados as fungoes coordenadas do campo
normal forem iguais e apenas um deles for diferente, entao cada componentes conexa do

bordo é interse¢ao de um plano com a esfera unitaria.

Teorema 0.8. Seja X" C B (0) wma hipersuperficie minima capilar, sendo 6 € (0, )
dngulo de intersecao de X" e S". Assuma que as fungoes coordenadas do campo normal N
a X" sao autofungoes do problema de Jacobi-Steklov, tal que \; # 0 para todoi = 1,..,n+1
e =..=X_1= A1 = ... = M1, entdo ao longo de cada componente conezxa de OX"

a funcao x; € constante.

Uma consequéncia do teorema anterior é que pode-se afirmar que X" tem pelo

menos duas componentes conexas de bordo (veja a Observagao 5).

Para o cason = 2 e \; = Xy, pelo Teorema 0.8 tem-se que uma componente conexa
do bordo é um circulo plano, o que sera suficiente para garantir que Y2 é uma catenoide

capilar. Nosso seguinte resultado afirma exatamente isso.

Coroléario 2. Seja 3 C B3(0) uma superficie minima capilar. Assuma que as fungoes
coordenadas do campo normal N a X% sao autofuncoes do problema de Jacobi-Steklov, tal

que \; # 0 para todo i = 1,2,3 e \; = X\o. Entao X% € uma catenoide capilar.

Nos corolarios 1 e 2, conseguimos classificar as superficies capilares minimas que
satisfaziam (3.4). No entanto, ainda esta pendente demostrar um resultado que generalize

o teorema que H. Tran obteve. O resultado que obteve é.
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Teorema 0.9. (Tran (2019) |20, Theorem 1.1])
Seja X C B® uma superficie minima de fronteira livre tal que as fungoes coordenadas do
campo normal N sao autofuncoes do problema de Jacobi-Steklov. Entao Y € rotacional-

mente simétrico.

Esperando no futuro provar a seguinte questao: assuma que ¥ C B3 é uma superfi-
cie minima capilar tal que as fungoes coordenadas do campo normal N sao autofunc¢oes do
problema de Jacobi-Steklov. Entao X é rotacionalmente simétrico? Se a questao anterior

for provada, teremos uma generalizagao do Teorema 0.9.

Estimativa do indice de Morse de uma hipersuperficie minima ca-

pilar.

Na ultima parte, apresentaremos alguns resultados relacionados ao indice de Morse
sobre uma hipersuperficie minima capilar contida na bola unitaria ¥" c B}**(0). Tam-

bém, faremos estudo do indice e estabilidade em subespagos especiais de C'*°(¥X").

Sejam ¥ C B7*(0) uma hipersuperficie minima capilar imersa na bola unitaria
centrada na origem e a forma bilinear simétrica () induzida pela segunda variacao de

energia (veja a equagao 1.55)
Q) = — / bTpdS+ [ (D — qp)ddx, (17)
> ox

1

onde ¢ = nd +cot0A(v,v), T = As+ A2 e ¥, o € C°(XZ). Na tltima década, a forma
sin

bilinear simétrica () levou ao estudo do indice de Morse e estabilidade de hipersuperficies

minimas capilares. Dentre os que obtiveram estimativas do indice do Morse, podemos citar

o trabalho de Ambrozio-Carlotto-Sharp [2|. Especificamente, eles obtiveram o seguinte

resultado para o caso de fronteira livre (6 = g)

Teorema 0.10. (Ambrozio-Carlotto-Sharp (2018) [2, Theorem Al)
Seja B C R™™ um dominio compacto estritamente mean convero (H > 0), com n > 2.

Se X" C B € uma hipersuperficie minima de fronteira livre, orientdvel e propriamente
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mmersa em B, entao

Ind(X") > dim H, (X", 0%, R), (18)

n(n+1)

onde Hy (X", 0%, R) denota o primeiro grupo de homologia com coeficientes reais.

Em particular, obtiveram uma estimativa para o indice em termos do nimero de

componentes conexas do bordo.

Corolario 3. (Ambrozio-Carlotto-Sharp [2, Corollary B|) Seja B C R™™ um dominio
compacto estritamente mean convero, com n > 3. Se X" C B € uma hipersuperficie
minima de fronteira livre, orientdvel e propriamente imersa em B comr > 1 componentes

conexas de bordo, entao
2

Ind(X") > Y P

(r—1). (19)

As demostragoes dos resultados acima estao baseadas na anélise de funcao teste,
tais fungoes sao definidas em termos de 1-formas harmoénicas. Uma generalizagao signi-
ficativa do Teorema 0.10 foi feita por Guo-Xia em [24] que, seguindo a mesma ideia de
Ambrozio-Carlotto-Sharp em [2], eles encontraram uma estimativa do indice de Morse

para o caso de hipersuperficies minimas capilares. O resultado é:

Teorema 0.11. (Guo-Xia (2021) [10, Corollary 1.1]) Seja B C R™™ um dominio com-
pacto estritamente mean convexo, com n > 2. Se X" C B € uma hipersuperficie minima

capilar, orientdvel e propriamente imersa em B, entao

2

Ind(S") > D

dim H{(X", 05, R) — 1, (20)
onde H1(X", 0%, R) denota o primeiro grupo de homologia com coeficientes reais.

Continuando nesta linha de pesquisa, encontramos duas identidades para certas
fungoes teste que tem propriedades interessantes em 0X" e ™. Assim, comegamos mos-

trando a proposicao.

Proposigao 0.3. Seja X" C B""Y(0) uma hipersuperficie minima contida na bola unitd-
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ria, tal que X" intersecta S™ em um dngulo constante 0 € (0,m). Entao

QNN =~ [ w2 S8 [ apn g0y 1)
sin“f Jx, sin“ 0 Js,

Qi) = —/|Ay2 <x,a>2d2—0089/\A|2Na (2, a) d5), (22)
) >

onde N, = (N,a), ¥, = (x + cosON,a) e a € R um campo constante.

T
Da proposicao anterior, podemos observar que quando 6 = 5 tem-se

Q(N4, N,) = —n/E(N, a)?dy < 0.

Entao para {ey,...,e,41} a base canénica de R"! as fungoes coordenadas do campo

normal Ny, ..., N, satisfazem

Q(N;, N;) = —n/(N, e;)?d¥ < 0, para todoi=1,...,n + 1.
)

Assim, para X" C B7*(0) de fronteira livre ndo plana, as funcdes coordenas do campo
normal Ny, ..., N, contribuem ao indice de ¥". Sao exatamente as fun¢oes que foram

usadas por Tran em [21], para provar o seguinte resultado.

Teorema 0.12. (Tran (2019) [21, Corollary 2.10])

Seja ¥ C BI(0) uma hipersuperficie minima de fronteira livre, ndo plana. Entdo

Ind(X") > n + 1. (23)

Vale mencionar aqui, que a estimativa anterior do indice de Morse foi provada pela
primeira vez por Fraser-Schoen em [9, Theorem 3.1|, especificamente eles mostraram que
se X C BY(0) ¢ uma superficie minima de fronteira livre ndo plana com k < n, entdo o
indice de ¥* é pelo menos n. Por outro lado, estudo do indice e estabilidade em subespacos
de C*°(X™) sao muito frequentes. Dentre os trabalhos que existem na literatura, podemos

citar [23], [10] e [24], onde fazem o estudo da estabilidade e do indice nos subespagos

Z:{ueCw(E”):/zudE:O} eU:{uEC“(E”):/azudGZ:O},



Sumério 24

que eles estao relacionados aos problemas de particionamento tipo I e II, respectivamente
(veja Capitulo 4). Guo-Xia em |10, Theorem 3.1] e Wang-Xia em |24, Theorem 3.1]

mostraram o seguinte resultado.

Teorema 0.13. Seja X" C B! (0) uma hipersuperficie contida na bola unitdria com n >
2, tal que X" intersecta S™ em um dngulo constante 6 € (0, 7). Entdo, X" € estaciondria

estavel do tipo-1I se é um n-disco totalmente geodésico.

Uma motivacao da Proposicao 0.3 é que, as identidades nos permite fornecer uma

demonstragao diferente do Teorema 0.13, das fornecidas por Guo-Xia em [10] e Wang-Xia
em [24]. Para o caso de X" seja minima estavel de tipo I, também temos que X" é um

n-disco totalmente geodésico (veja a Observagao 8).
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Nesse capitulo fixaremos notacoes e daremos uma descricao geral dos conceitos
bésicos necessarios para os capitulos seguintes. As principais referéncias, citamos [7] e

[11], as demais referéncias necessarias serao inseridas no decorrer do texto.

1.1 Conceitos basicos

Seja (M™! g) uma variedade Riemanniana com a métrica g. O teorema de Levi-
Civita garante a existéncia de uma tnica aplicagdo denominada conexao Riemanniana de

M™*! ou derivada covariante. Uma conexao V em M™*! é uma aplicacao

V:X(M) — X(M)
(X, Y) — vxif,

onde X(M) é o conjunto de campos vetoriais diferencidveis em M" que satisfaz as

seguintes propriedades
e VivinzX = fVy X +hVzX. e VyfX =Y ()X + fVyX

e Vy(X+2)=VyX +VyZ. e VxY —VyX = [X,Y]

e X(3(Y,2)) =g(VxY,2)+§(Y.VxZ)
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para todo campo de vetores X,Y,Z € X(M) e para as fungoes f,h € C*(M), em que
[X,Y] = XY — YX denota o colchete de Lie dos campos X e Y. A conexdo V nos
permite estudar varias propriedades geométricas e topologicas impostas pela métrica g
sobre M™™! como as geodésicas. Mas a principal ferramenta na geometria que permite
estudar as propriedades com mais detalhes de uma variedade Riemanniana é o conceito

de curvatura. O endomorfismo de curvatura em M"*! ¢ um campo tensorial

R:xX(M) x X(M) x X(M) — X(M)

e definido por:
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ. (1.1)

Definigao 1.1. Dada uma variedade Riemanniana (M" ' g), o tensor curvatura em

M"Y € uma aplicacao
R:X(M)xX(M)xX(M)xX(M)— C*(M)

definido por

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W). (1.2)

O tensor curvatura nos permite definir a curvatura seccional em M"™*! em p no

plano bi-dimensao o, C T,M e dado por:

K(El, EQ) = g(R(El, E2>E27 E1)7

onde {Ey, E»} ¢ uma base ortonormal de o, C T,M.

Definigao 1.2. Seja uma variedade Riemanniana (M™1,g), o tensor simétrico dado por:

n+1
Ric(X,Y) =Y g(R(E;, X)Y, E;)
i=1
¢ chamado de tensor de Ricci, onde X,Y € X(M) e {FE, ..., E 11} € uma base ortonormal

do plano tangente T,M.

Agora, fixado um campo vetorial unitario N, tal que o conjunto {E\, ..., E,, N,}

seja um base ortonormal para T,M. Tem-se a curvatura de Ricci em p na direcao de NV
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por:

Ric(N, N) Zg (E;, N)N, E)) ZKNE (1.3)

En outras palavras, para cada vetor unitario N, € T,M, Ric(N,N) é a soma das cur-
vaturas seccionais de planos gerados por N e os outros vetores de uma base ortonormal

(v, ... E,).

Definigao 1.3. Dada uma variedade Riemanniana (M™,g), a curvatura escalar de M

em p € definida por:

n+1
S = Ric(E;, E;) = Y K(E;, E))
i=1 i#j

onde o conjunto {Ey, ..., E,11} € una base ortonormal de T,M .

En outras palavras, a curvatura escalar é a soma de todas as curvaturas seccionais

de planos gerados por pares de vetores de uma base ortonormal.

1.2 Imersoes e subvariedades Riemannianas

Sejam (M"*1) g) uma variedade Riemanniana e se X* é uma variedade diferenciavel
tal que existe uma imersao ¢ : ¥¥ — M e ¥ ¢ dotada da métrica induzida por esta
imersao, entdao dizemos que ¢ uma imersao isométrica de (X%, g) em (M"*1 g) e assim,

chamamos YF de subvariedade de M™*1.

Definigao 1.4. Sejam (X*, g) uma variedade Riemanniana e (M,g) sua variedade ambi-
ente. Entdo, para cada p € XF o produto interno em T,M decompoe este espago na soma
direta

T,M =T,% & T,5+,
onde T,3+ e o complemento ortogonal de T,% em T,M.

A conexao Riemanniana de X% com respeito a métrica induzida de M"*! ¢ dada
por:

VxY = (VxY)'"

onde X,Y € X(X¥). Um conceito importante associado & geometria de ¥*, induzida pela

geometria de (M"*! g), ¢ o da segunda forma fundamental.



1.2. Imersoes e subvariedades Riemannianas 28

Definicao 1.5. Seja XF < M™! uma subvariedade de M™ . A sequnda forma funda-

mental de X¥ em M™ € uma aplicacdo bilinear simétrica definida por:

B(X,Y) = (VxY)" =VxY - VyY. (1.4)

Embora a segunda forma fundamental seja definida em termos de derivadas co-
variantes de campos vetoriais tangentes a ¥*, ela também pode ser usada para calcular
derivadas covariantes de campos vetoriais normais a £*. Para um campo vetorial normal

unitério N a ¥¥, podemos entao definir uma forma bilinear simétrica por:

My : X(Z) x X(T) — C=(%)
(X,Y) —Iy(X,Y) =g(B(X,Y),N).

A Equacao de Weingarten relaciona a forma bilinear 11y com a derivada covariante através

da expressao:

In(X,Y) = =g(VxN.Y) (1.5)

e para p € ¥¥ e um vetor normal unitario N, a T,%* a aplicagao linear auto-adjunta
associada ¢ Ay : T,5% — T,5% que cumpre g(An(X),Y) = g(B(X,Y), N). Decorre de
(1.5) que

Observagao 1. Para p € ¥F e um vetor tnitario normal N € (7,X)*.

e As aplicacoes Ay e Il sdo conhecidos como a segunda forma fundamental de :*

seguindo o vetor normal V.

e Quando k = n, existe apenas uma escolha para vetor normal N ou —N, assim,
denotaremos nos capitulos posteriores a segunda forma fundamental por A(X) =

—(va)T e A(X, Y) = —g(va, Y)

Dado um ponto p € £" e um plano o C T,X" C T,M gerado por vetores orto-
normais { £y, By}, as curvaturas seccionais intrinsecas de " e M™*! na diregao de o sao

relacionadas pela segunda forma fundamental através da equagao de Gauss:

Ku(0) — Ks(0) = |A(Ey, Ea)|* — §(A(Ey, Er), A(Bs, E»)). (1.6)
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Para uma base {F}, ..., E}.} ortonormal de T,%. Definimos o vetor curvatura média de %"

em p por:
k

H=> B(E;,E) (1.7)

i=1

e o quadrado da norma da segunda forma fundamental é

k
2 2
B =) [B(E, E)* (1.8)
ij=1
Agora, se consideremos uma imersao X" — M"*! de codimensao um, isto é k = n. Entao,
para p € ¥", uma base {F1, ..., E}.} ortonormal de 7,3 e un vetor normal N € (T,%)*

curvatura média é definido

:Zg (An(E Z —VgN,E)). (1.9)

Dizemos que X" é uma hipersuperficie CMC se tem curvatura média constante H = ¢
para algum ¢ € R. De maneira semelhante definimos o quadrado da norma da segunda

forma fundamental por

AP =Y [I(E;, E)). (1.10)

ij=1
Seja X € X(X) um campo vetorial, definimos o divergente de X sobre X" como uma

aplicagao divy : X(X) — C*(X) dada por:
divy (X Z (Vg X, E;) (1.11)

onde {E, ..., E,} é uma base ortonormal de T),X.

Para uma funcao f : M — R infinitamente diferenciavel, definimos o gradiente de

f como sendo um vetor Vf que cumpre
g(Vf,v) =df,(v) =v(f) paratodo v e T,M. (1.12)

Sejam X" < M"™"! uma imersdo isométrica e f : M — R. Entdo o gradiente de f restrito
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a X" e denotaremos por Vf é dado pela projecio de V f sobre 1,>", isto é

Vi=(VH"=Vf-(Vf)

O operador laplaciano restrito a X" e denotaremos por Ay, e é definido por

Em termos de um referencial ortonormal {E}, ..., E,,} C X(U), onde U ¢ uma vizinhanca

de p em X" temos

n n

Af =dive(VF) =Y g(VEVf E)=> (E(E(f) — VEE(f)) (1.14)

=1 =1
1.3 Primeira e segunda féormula de variacao de energia

Seja (M™*!, §) uma variedade Riemanniana orientével (n + 1)-dimensional e B um
dominio compacto suave em M que é difeomorfo a bola Euclidiana. Seja = : (X", g) — B
uma imersao isométrica de uma variedade compacta n-dimensional X" com bordo 9%" # ()

em B, que leva pontos de int(X") em int(B) e 0X" em 0B.

Definicao 1.6. Uma variacdo admissivel de X" em M é uma aplicagao diferencidvel
¢:(—€,€) x X" — B C M tal que para cada t ¢y : X" — B € uma imersao satisfazendo

$i(int(%)) C int(B) e 6(I) C OB e parat =0 o = .

Vamos considerar para cada t € (—¢,¢€) ¥, = ¢(X), entdo para uma variagao
admissivel, o funcional de area A : (—¢,e) — R e o funcional de volume V' : (—e,¢) — R

sao definidos por:
A(t) = /dZt (1.15)
b
Vi) — / o dlM, (1.16)
[0,t]x%

onde dY; é o elemento de area de X" em relacao a métrica induzida por ¢; e ¢p*dM denota o

pullback do elemento de volume em (M, g). Dizemos que uma variagao preserva o volume
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se V(t) = V(0) = 0 para cada t € (—¢,¢). Outro funcional, chamado o funcional da &area

molhada W : (—e, €¢) — R é definido por:

W) = / 6 dAys, (1.17)
[0,t]x0%

onde dApp é o elemento de area de OB. Finalmente, fixando um ntmero real 6 € (0, 7),

o funcional energia F : (—¢,¢) — R ¢é definido por:
E(t) = A(t) — cos W (t). (1.18)

Usaremos a seguinte notagao: N campo vetorial ortonormal ao longo de X", v campo co-
normal exterior a 03" e tangente a X", N campo ortonormal a B e v campo ortonormal

a OX" e tangente a dB. De modo que, {N,v} e {#, N} possuem a mesma orientacao no

fibrado normal 70X+ em M™*! (veja Figura 1.1).

Teorema 1.1. (Primeira férmula de variacao de area ||, Proposition 14]) Sejam x : ¥ —

B uma imersao e ¢ : (—e€, €) X ¥ — B uma varia¢ao tal que o campo variacional serd
0

denotado porY = d—qtb(O,x). Entao

A'(0) _/EHg(Y, N)d2+/azg(Y, V)dOS (1.19)

wW'(0) = /{92 g(Y,0)dox, (1.20)

onde N € o campo normal a X", v € o campo co-normal exterior ao bordo O¥" e tangente

a X" e v € normal a OX" e tangente a OB (veja a Figura 1.1).

Dizemos que uma variagao admissivel ¢ que preserva o volume, se V' (t) = V(0) =0
para todo t € (—¢,€). De (1.19) e (1.20) a primeira formula de variacao de V (t) e E(t)

para uma varia¢ao admissivel com campo vetorial variacional Y = — (0, z) sao dados por:

ot

(Y, N)dx (1.21)

5
S
l
T

Hg(Y, N)d¥ + / g(Y,v — cos 60)dOx, (1.22)
0%
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Figura 1.1: Hipersuperficie capilar, ¥" = z(3") e 0X" = x(0%")

Fonte: Elaborado pelo autor.

onde H é a curvatura média de X" e todas os elementos de volume nos integrandos sao as
induzidas por ¢ nos respectivos dominios de integracao com relacao a métrica de M"*1.
Assim, dizemos que uma imersao x : X" — B é capilar se x é ponto critico do funcional
energia E para qualquer variagao admissivel ¢ : (—¢, €) x ¥ — B que preserva o volume.
Das formulas (1.21) e (1.22) temos que, 3™ é capilar se e somente se, a curvatura média
H ¢ constante e o angulo 6 determinado por v e v chamado angulo de contato de "
com OB & constante. Para ser mais preciso, no fibrado normal T0X", temos as seguintes

identidades:

v = sin@N + cosfOv (1.23)
N = —cosfN + sinfv, (1.24)
ou equivalentemente
N = sinfv —cosdN (1.25)
v = cosfv+sindN. (1.26)

Nesse contexto, uma hipersuperficie ¥ é de fronteira livre se H = 0 e o angulo de
m . . .~

contato de X" com 0B ¢é 0 = 5 A seguir apresentaremos a segunda féormula de variagao

da funcional area, para o caso particular em que a variacao preserva a area molhada.

Dizemos que uma variagao admissivel ¢ preserva a area molhada se W (t) = W(0) = 0
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para todo t € (—¢,€).

Para Y € X(0B), de (1.24) e do fato g(Y, N) = 0, vemos que para uma variagao
que preserva a area molhada ¢ com Y = Y + ¢/N, onde Yj é a parte tangencial de Y,

satisfaz

/82 @dd% = 0. (1.27)

Para mais detalhes sobre a existéncia de variagdes que preservam a area molhada, ver [10),

Proposition 2.1|. Primeiro, aplicando a condigao de capilaridade (1.23) e (1.24) em 0%",

nos temos
0=g(Y,N) =g(Y,sinfv — cosN) = sin0g(Y, v) — ¢ cos¥.
Portanto,
gY,v)=pcotf, em OX". (1.28)
Entao podemos definir
Y=Yy+¢eN =Y, +cotbpr+pN em 0OX" (1.29)

onde Y; denota a parte tangente de Y em 0X". Por outro lado, de (1.25) Y também pode

ser expresso da seguinte forma

7 (cosOv +sinfN) =Y, + L (1.30)

Y =Y, .
lesin@ sin 8

Proposicao 1.1. Se V denota o gradiente em OX" da métrica induzida por ¢ e onde
Yo, Y1 € a parte tangente de Y em X" e 0X", respectivamente. Sejam também Sy, S,
e Sy denotam os operadores associados a sequnda forma fundamental de X" em M™!
com respeito a N, de 9¥X" em X" com repeito a v e de X" em OB com respeito a U,

respetivamente. Entao

1. N, = SN(YE)) — VQO
2.V = (—A(Yo,v) + V)N — oSy (v) + pA(v,v)v + S, (Y;) — cot 0V .

3. = —APP(Y, )N + Sy(V) — — V.

sin 6

Demonstracao. Antes de provar a proposicao, esclarecemos sobre a notacao que usaremos:
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9¢ N
se Y = g(o,x), entao
N'(0) = iN(t) =VyN, V/(0) = iy(t) =Vyv, 7(0)= iﬂ(t) = Vyb
at N, I dt L,

Para o item 1. Seja {e;}? ; uma referéncia ortonormal de 7,¥ para algum p € X"
tal que, e;(t) = do(t,.)(e;). Entao usando o fato que g(e;(t), N(t)) =0 e [e;(t),Y ()] = 0,
tem-se g(el, N) = —g(e;, N') e V..Y = Vye;, logo

N = ig(N’,e,;)ei:—ig(Ne e

= —ZQN VQY Zngel(%‘i‘QpV))
i=1 =1
- —ZngeZYb ez—l—Zg P)N + ¢V, N)ei
- ZgSNYo )e)er— Y ei@er soZgNVe,N)
=1 i=1
- S (Y())—VSO-

pois (N, V,,N) = 0. Uma consequéncia do item 1 em 9% como g(v, N) = 0, entdo

g<yl7N) = _g(VuN/):_g(VﬂSN(%)_VSD)
= AYo,v) +3(v, V) = —A(Yo,v) + Vi (1.32)
Para o item 2. Seja {0,}7Z] uma referéncia ortonormal de T,0X" para algum

p € 0X™ de modo que 0,(t) = do(t,.)(0,). Entdo, do fato g(0,(t), N(t)) = 0, (1.29) e
[0.(t),Y (t)] = 0, obtemos

G 00) = a0 8) = 3. VoY) =~ Vo, (Vs + cot Opu + )
= —g(v, Va, Y1) — cot 0g(v, oV, v + v0a(¢)) — g(v, ©Va, N + 9a(¢)N)
= —g(v, Vs, Y1) — cot 00,(p) — 0g(v, Vo, N), (1.33)
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pois g(v, Va,v) = 0. Logo de (1.32) e (1.33) temos

n—1

Vo= g, v)rv+g(,N)N+ > §(v',0,)0a

le
Ll

n—1

n—1
= (=A(Yo,v) + V,p)N — g(v, v&IYI)aOA - COt@Z@a(gp)ﬁa - @ZQ(V’ vaaN)
a=1 a=1

1

Q
Il

n—1
— (“A(Yo.v) + V)N + S,(11) — cot 0V — 0 3 §(Sw (), 8a)

a=1

= (—A(Yo,v) + Vo@)N + 8,(Y1) — cot 0V — o(Sn(v) — A(v,v)v)
= (—A(Yy,v) + V)N — oSy (v) + pA(v,v)v + S, (Y1) — cot 0V p, (1.34)

i
L

pois Sy(v) = » G(Sn(v),04)0a + A(v,v)v.

Q
Il

Para item 3. Usaremos o fato [0,(t),Y (t)] = 0, isto ¢ V5, Y = Vyd, e de (1.30)

obtemos

97, 0s) = —§(©,0,) = —=g(7,Vy0a) = —§(,Vy,Y)
i (os L) - oo v -
- 4 <U’ Voa (Y1 + sin@y)) = —9(7 Va, 1) sin 980((’0)
_ 1
= g(S_(}/i)7aa) - Sineaa(g))‘ (135)

a=1
n—1 1 n—1 B B
= 2 g(Sﬂ(Yl)aaa)aa T sind ;aa(go)aa - g(V,N )N
I OB Y
_ _ _ 1.
So(M1) = 5V — AT(Y, P)N (1.36)

Proposigao 1.2. Ao longo de 0%" satisfaz

(S, (Y1), Y1) — cot 85(Vep, V1) = cos 8g(Y, 7') + sin 0A%P (v;, V7). (1.37)
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Demonstragio. De (1.36) e g(Y, N) = 0 em OX", obtemos

1 ~ _
cos0g(Y, V') = cosfg (Y, Sy(Y1) — MV@ — A%B(y, V)N)

= cos0g(Y, S5(¥1)) — cot 05(Y, Vi) = g(V, (cos 67), Y1) — cot 05(Y, Vo)
= §(Vy, (v —sindN),Y7) — cot 05(Y, Vi)

(?Y1y7 }/1) - Sinegﬁﬂﬁj\?? le) — cot 9§<Ya %gp)

Il
QI

= §(S,(V1), Y1) — sin0A?P (Y, Y1) — cot 0g(Y, V)

Agora, estamos prontos para provar a segunda féormula de variagao da funcional de
area A, sob variacoes admissiveis que preserva volume e a area molhada e é dada como

segue.

Teorema 1.2. (Segunda formula de variagao: Guo-Xia |10, Proposition 2.2]) Seja x :
¥ — B C M"™ uma imersao prépria de wma hipersuperficie minima capilar. Seja
¢ uma variagao admissivel que preserva a drea molhada, com campo variacional Y =
99

—(0,z), tendo N como sua parte normal a ¥". Entao

ot
A"(0) = — / o(Dsp + (AP + Rie™ (N, N))o)dS + /8 el = aphd0s,  (138)

com

_ L s o
q= sin@A (v,v) + cot 0A(v,v), (1.39)

onde Ric™ ¢ o tensor de Ricci de M™, A é a sequnda forma fundamental dado por
AX,)Y) = g(VxN,Y) e A%(v,0) = g(Vy;N,v) é a sequnda forma fundamental de OB

em M"1,
Demonstragao. Como Y =Y, + ¢@N, entao ¢ = g(Y, N), logo em (1.19) temos

A(t) = /EHgodEt + /aE (Y, v)dox,. (1.40)
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Derivando com respeito a t e em ¢ = 0, obtemos

dos,. (1.41)

t=0

(G(Y", )+ (Y. 1)) dos+ /a _av) di

A"(0) = /E (H'¢+ Hp)ds + /

1)

Lembrando, A’(0) = 0 para quaisquer variagdo admissivel que preserva o volume e a
area molhada se e somente se H = 0 em X" e 6 é constante. Além disso, a derivada da

curvatura média, é dada pela formula conhecida (veja [17])

H = —(Asp + |[A%@ + Ric™ (N, N)y). (1.42)
Segue em (1.41)
A0) = — / H(Avp + AP+ Ric(N, N)g)dS + / (§(Y", ) + §(¥,1/))dOS
> o
d
+ / v L s, (1.43)
0% dt t=0

Assim, para encontrar a formula de A”(0), s6 precisamos calcular

dos,. (1.44)

t=0

/62(§(Y’7y)+§(Y,y’))d82+/ g(Y,y)%

ox
Primeiramente, calculamos o primeiro termo de (1.44). De (1.23) tem-se

gY',v) = g(Y' sinON + cos6v)
= sin QQ(@YY, N) +cosOg(Y', D)

= —sin0AB(Y,Y) + cos0g(Y', ). (1.45)

De (1.30) e [Y(t), (t)] = 0, segui-se

oB - V) — - (T L,
APB(Y)Y) = g(VyY,N)—g<Vy(Y1—I—Sln9V),N>

= 3 (Vniesz, Vi V) + =5 (Vvig ey, N)

sin @

_ e o e Y e
- g(VY1}/17N) + Sineg(vuyvbN) + sin@g(vyly’N) + Sineg(v’/V’N)

9 2
_ AE)B(K,Y&)‘F ¥ AaB(le,ﬂ)‘l—LAaB(DaD)' (146)

sin 6
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Substituindo (1.45) e (1.46) em (1.44), tem-se

/ GV )d0% — —sing / APB(Y,Y)dOS + cos 6 / GV, 5)dox
ox ox ox

Sin

2
_ _sine/ (AaB(n,nH?—@AaB(n,uH .“02 AaB(u,V)) dox
a5 sin @ 6

+cost / GV, 5)dox, (1.47)
%
Por outro lado, de (1.23) e (1.24)

AY1,v) = G, Vy,N) = g(sinON + cos 0, Vy, (— cos 0 + sin 61))
= —sinfcosfg(N,Vy, N) +sin®0g(N, Vy,7) — cos® 0g(v, Vy, N)
+sin 6 cos 0g(v, Vy, »)
= —g(7,Vy,N) = —A%8(v1, D), (1.48)

pois §g(N,Vy,N) = §(v,Vy,7) = 0 e g(r, N) = 0. Portanto, substituindo (1.48) em
)

(1.47), obtemos o primeiro termo de (1.44

2
/ GY', A0S = —sind / (AaB(Yl,Yl)— 27 A(Yl,yH%AaB(u,u)) o,
1)) s 0 0

S1n S1n

+cos€/ g(Y' 0)dox (1.49)
0%

Agora, o segundo termo de (1.44) seré calculado. De (1.29), (1.34) e (1.37), segue-



1.3. Primeira e segunda féormula de variacao de energia 39

se

g(Y,v) = G(Y,(—A(Yo,v) + V)N — oS (v) + pA(v,v)v + S, (Y1) — cot V)

— (—A(Y,v) + V)g(Yo + 9N, N) — 0g(Y; Sx () + pA(v, )3V, v)
+9(S,(Y1),Y) = cot 03(Vep, V)

= oV = 20A(Yy,v) + @Ay, v)g(Y1 + g cot v + oN,v) + (S, (1), Y)
—cot0g(Vp,Y)

= OV —20A(Yy,v) + cot 02 A(v, v) + §(S,(Y1),Y) — cot 85(Ve, Y)

= V., —20A(Y] + pcot v, v) + p* cot 0A(v,v) + §(S,(V1),Y)
— cot 0G(V,Y)

= ¢V.p = 20A(Y1,v) — ¢ cot 0A(v,v) + §(S,(V1),Y)

— cot05(Vp,Y). (1.50)
De (1.23) e (1.30)

g(SV(Yi)aV) = g(vylyay):Sineg(vyl‘]\_LY)+COS€§(6Y1DaY)

= sin@ﬁ(vle,Yle ¢QD)+COS¢9§(5’,Y)

sin
= sinfAP(Y}, Y1) + cos0g(7,Y) + A28 (Y1, ). (1.51)

Logo, substituindo (1.51) em (1.50), obtemos o segundo termo de (1.44) que é

/ gy,v) = / (Ve — 20A(Yy, v) — ¢ cot 0 A(v, v) + cos Og(Y, D)
ox ox.
+sin A8 (Y1, 7)) dOx. (1.52)

Em seguida, calculamos o terceiro termo de (1.44). De (1.23)

d
| v G a0,
P

t=0

= d
Aoy, = / g(Y,sinON + cos 0v) —
ox

dt
d
= cos@/ gY,v) —
az( >dt

t=0

4O, (1.53)

t=0



1.3. Primeira e segunda féormula de variacao de energia 40

Portanto, colocando (1.49), (1.52), (1.53) em (1.44), obtemos

A'0) = — / o(Asp + (JAP + Ric(N, N))p)dS + /8 Pl ap)dos
COSQ/ g(Y,v) 4
ox - dt

= —/ p(Asp + (|A]” + Ric" (N, N))p)dS + / (Vi — qp)dox,
b ox

Aoy,

t=0

onde na ultima igualdade usamos a condi¢ao de que ¢ preserva a area molhada, isto é

d
w'(0) = — (/ gy, u)d@Et) =0 (1.54)
dt|,_y \Jos
e lembrado que ¢ = ,—gAaB(D, V) + cot 0A(v,v). Concluindo a demostragao. O
sin

A segunda formula de variagdo da area A”(0) dada em (1.38) induz uma forma

bilinear simétrica () sobre o espaco de fungoes diferenciaveis, definida por:

Q) = — / vl + | (D = ap)dos (1.55)

para todo 1 e ¢ € C®(X) e onde J = Ay + |A|> + Ric™ (N, N) é o operador de Jacobi.
Uma consequéncia da forma bilinear simétrica (), é estudar o indice de Morse associada

a () e é definido como segui.

Definicao 1.7. O indice de Morse com respeito a forma bilinear QQ, € a mdxima dimensao
de um subespago V- C C*(3") onde Q € definida negativa, isto é, Q(u,u) < 0 para todo

ueV.

Denotaremos por Ind(Q) o indice de Morse da forma bilinear Q). Alem disso,

vamos considerar o indice de X" como sendo o indice de @), ou seja

Ind(X") = Ind(Q).

Por fim, apresentamos algumas entidades que serao utilizadas ao longo dos capi-

tulos seguintes. Se ¥" C B}*(0) ¢ uma hipersuperficie minima capilar contida na bola
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unitéaria centrado na origem, entao ao longo de 9X" tem-se:

Dy = v (1.56)
D,N = A(v,v)v (1.57)
D,(z,N) = A(v,v)sinf (1.58)

onde 6 € (0,7) ¢ o angulo de contato de X" ¢ S*, e D ¢ a conexao de R"™! induzida pela
métrica (.,.). De fato, se {e;}71]! é a base canonica de R"*! entdo as fungdes coordenadas

de z e v sdo xz; = (x,¢;) e v; = (v, ;) respectivamente, para todo i =1,...,n + 1.

Para (1.56).

D,z; = vix,e;)) = (Va;,v)
= <vx2_ <vI17N>N7V> = <6i_NiN’V>

= <€i7V> =V

pois (N,v) = 0. Os detalhes da prova de (1.57) & fornecido na Proposicao 4.2. Finalmente
de (1.56) e (1.57) temos

D,(x,N) = (D,z,N)+ (x,D,N)
= (,N)+ (z,A(v,v)v)
= A(v,v){(z,v) = A(v,v)sind,

pois, de (1.23) tem-se (z,r) = sinf em OX".
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Capitulo 2

INDICE DO CATENOIDE CAPILAR
IMERSO NA BOLA UNITARIA

Nos tltimos anos, estudos tém sido realizados sobre estimativas do indice de Morse
em superficies de fronteira livre imersas na bola unitaria. Particularmente o indice da
catenoide critica foi encontrado com sucesso (Ind(3.) = 4). Dentre os trabalhos que
abordaram, podemos citar: Tran em [21], Smith-Zhou em [18] e Devyver em [6]. Dando
continuidade nesta linha de pesquisa, em nesse capitulo apresentaremos nosso resultado
mais relevante, concretamente fornecermos o indice de Morse da catenoide capilar imersa
na bola unitaria B$(0) e como caso particular mostraremos que a catenoide critica possui,

indice de Morse igual a 4. Recuperando assim, o resultado obtidos em [21], [18] e [6].

Lembrando do capitulo anterior. A forma bilinear simétrica (), induzida pela

segunda férmula de variagao de E é dado por:

Q(u,u) = /2 ((Vu, Vu) — (Ric™ (N, N) + |A]*)u?) dE — / qudox,

0%

para uma fungao u € C=(¥"). Considerando J = Ay + Ric™ (N, N) + |A|? o operador

de Jacobi, e por integragao por partes obtemos:

Qu,u) = —/EujudE + /82 u(V,u — qu)doy. (2.1)

Por outro lado, sabe-se também que o indice de Morse ¢é exatamente o numero de auto
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valores negativos do seguinte problema:

Ju=—>\u, em X",
(2.2)

Vou=qu, em OX"

Tran-Zhou em [21] e [22| mostraram que, o Ind(X") pode ser determinado por dois pro-
blemas de autovalores mais simples. Em primeiro lugar, considera-se apenas as variacoes
que fixem o bordo. O problema de autovalores associado a uma variacao de bordo fixo, é

dado pela seguinte consideragao de Direchlet:

Ju=—pu, em X",
(2.3)

u =0, em 0",

logo, para uma fungao que satisfaz (2.3), tem-se em (2.1) que

Q(u,u) = u/ u?dy.
>

Assim, uma autofungao u contribui ao indice se, seu autovalor associado p é menor ou
igual que zero. Os autovalores de Direchelt podem ser caracterizados variacionalmente.

Sejam Vj, C C*°(X") um subespaco k-dimensional e p = Ric™ (N, N) + | A[?, entdo

. f2(|vu|2—pu2) dx
PETNOAS Lutds
Por outro lado, a influéncia do bordo é capturado pelo problema de Jacobi-Steklov. Su-

ponhamos que ¢ € C*(9%) é q(x) > 0 para todo z € 9X", o problema ¢é dado por:

Ju =0, em X",
(2.4)

Vou = Aqu, em 0OX",

logo, para uma funcdo u € C*°(X") tal que satisfaz (2.4), em (2.1) temos:

Q(u,u) = (A— 1)/ u?doy..

ox

Assim, uma autofuncao u contribui ao indice se, seu autovalor associado A\ for menor

que 1. Os autovalores de Jacobi-Steklov podem ser caracterizado variacionalmente. Seja
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Vi € C°°(X™) um subespago k-dimensional, entao

Vul? — pu?) dX
Ar = min max fz (IVul” = pv’)
Vi 0#u€Vj Jos; qu2dX

2.1 Problema de Jacobi-Steklov no catenoide capilar

Nesta segao, estudaremos o problema de autovalor de Jacobi-Steklov (2.4) da ca-

tenoide capilar imersa na bola unitaria centrada na origem B3(0).
Consideramos a catenoide capilar 32 C B?(0), cuja parametrizagao z. : [—T,T] X
[0,27] — 3. C B3(0) esta dada por:
ze(t,v) = (ccoshtcosv,ccoshtsinv,ct) . (2.5)

Consequentemente, seus campos de vetores tangentes associados a parametrizagao sao:

(xc)¢ = c(sinhtcosv,sinhtsinwv,1)

(xo)y = c¢(—coshtsinv,coshtcosv,0)

e seu campo normal em X2 é

X Ty 1 ) .
N = —|Z » ;l = Cosht(cosv,smv, —sinht). (2.6)

Agora, fixando um nimero real § € (0,7) como sendo o angulo de intersec¢ao de Y2
e S?, entao pela condigao de capilaridade dadas nas identidades (1.23) e (1.24) tem-se

(N, x)|os, = — cosf. Assim, o valor de ¢ é determinado por
2o(T,v)|* = *(cosh® T + T?%) = 1,

entao
1

Veosh? T + T2 7

CcC =

(2.7)
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e o valor de T' é determinado por
(N,2)|t=x7 = ¢(1 = T'tanhT') = — cos ¥ . (2.8)

Observagao 2. O angulo de intersegao de 2 e S? é determinado por (2.8). De (2.7) e

(2.8) obtemos

1—TtanhT
F(T) = tan = —cosf (2.9)

Vcosh®>T + T2

isto é, para cada T' > 0 obtemos seu angulo ¢ correspondente. Alguns casos particulares:

para Ty =~ 1.19968 tem-se 6, = g e para T" = 0 seu angulo correspondente é 6 = 7.

Por outro lado, se na equagao (2.9) variarmos o angulo 6 ao longo de (0,7), nao

7
sempre é possivel encontrar uma solucao 1" real. Por exemplo, se 6 = 3 a equagcao
(2.9) nao tem solugao 7" real. A seguir, determinamos o intervalo de solugao em (0, 7).

Derivando a equagao (2.9) tem-se

FIT) = —T?cosh™T —2cosh Tsinh T+ T(—2 + sinh® T) _ 0 (2.10)
- (cosh® T + T2)3/2 ’ '

onde as solugoes de (2.10) sdo T' = 0 e T} = 2.26489, que representam o ponto maximo e

o ponto minimo de F(T'), respetivamente (veja a figura 2.1).

1—TtanhT

Vecosh? T + T2

Figura 2.1: F(T) = e Ty ~ 2,26489

0.5 1 1.5 2 25 3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, —0.226627 < F(T) < 1, entao de (2.9) existe 6 € (0, 7) tal que —0.226627 =
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— cos 0, daf o valor aproximado de § ~ 1.3421. Portanto, para 6 € (0,6) a equacdo (2.9)
nao tem solucao 7' real, em outras palavras nao existe uma catenoide capilar que intersecta

S? com angulos 0 € (0,0). O

Observagao 3. Outras coisas que podemos concluir sao:

1. Se 0 = g, tem-se o caso de fronteira livre. 32 é a catenoide critica e de (2.8)
obtemos:
1
cosh TO = TO sinh TO e Cy—= m (211)
onde Ty ¢é o zero positivo da fungao e(t) = 1 — ttanht, com Ty ~ 1.19968.
-~ 1
2. Se f € (0, —), de (2.8) tem-se que T' > Ty e ¢ = < ¢p.
2 v cosh? T + T2
m 1
3. Se 0 € (—,71'), de (2.8) temos que T' < Ty e ¢ = > (. O
2 Vcosh® T + T2

A seguir, calculamos o campo vetorial unitario co-normal v 1 9%, os modulos de
(z.); e (z.), e 0 quadrado da segunda forma fundamental |A|? no sistema de coordenada

(t,v), isto é:

Proposigao 2.1. Assuma que X* C B® € a catenoide dada pela parametrizagio (2.5).

Entao
|(ze)e] = |(z¢)y| = ccosht (2.12)
(N,z.) = c(1—ttanht) (2.13)
(xC)t . . .
v = = (sinh T cos v, sinh T'sin v, £1) (2.14)
[(ze)t| |,eyp coshT
2
AP = —— 2.15
4 c2 cosh® ¢ (2:15)
1
A c2cosh®t (2.16)

onde A = Oy + Oy, € 0 laplaciano usual.

Demonstracao. As igualdades (2.12), (2.13) e (2.14) sao imediatas.

Para (2.15). Primeiro observamos que a parametriza¢do (2.5) é normal, isto é

{(ze)t, (e)y) = 0, dai podemos considerar a base ortonormal {7, w} de T}, 32, onde v =
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(xc)t (xc)'u
()¢l | ()0l

. Portanto, as derivada covariante na direcao de 7 e w sao dadas por:

1 1
Ds; = D@y, =——Du,), =—0, 2.17
|Eu§§\ ccosht @™ Ceosht * ( )

1 1
D, = D @) = T ) 2.18
|Ezc§v| ccosht (@c)o ccosht * ( )

~ Ty
Logo, a segunda forma fundamental de v = ﬁ é
Tt

~ o~ ~ 1 dN
A(V7V) = _<DDN’V>:_CCOSht<E’V>

1
= — h4t(_ cos? vsinh? ¢ — sin? vsinh?*¢ — 1)
€ cos

1
= sinh?t + 1) = .
ccosh ( ) ccosh?

(2.19)

Ty
e

Por outro lado, a segunda forma fundamental de w = 7]
Ty

1 dN
A = DN = = ()

1

. 2.20
ccosh? ¢ ( )

= — ——(sin® v + cos® v) = —
ccosh”t

Finalmente, como {7, w} é uma base ortonormal de T}, 3?2 de (2.19) e (2.20) obtemos

Tc c?

2

2 A2/ 2 _
|A| —A (V,V)+A (W,W)—m

Para (2.5). A métrica g, de X2 associada a parametrizacao z. : [T, T] x (0,7) —

Y2 C B? ¢ dada por:

g. = ¢* cosh? tg,

onde g = (.,.) é a métrica riemanniana usual de R®. Assim, podemos observar que g, ¢

conforme com respeito a (.,.). A conformidade de g, nos permite expressar o Laplaciano
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A, com respeito a g. em termos do Laplaciano A de g pela seguinte féormula:

1
A, = —— A, 9.22
2 cosh? t ( )

Consideremos a aplicacao normal de Gauss N : X" — S” sobre uma hipersuperficie
minima capilar X" C R™"!. Por (4.15), sabe-se que as fungoes coordenadas da aplicagio
normal de Gauss sao de Jacobi, isto é JN; = 0 para todo ¢ = 1,...,n+ 1. H. Tran em
[21], mostrou que as fung¢oes coordenadas da aplicagdo normal de Gaus N da catenoide
critica (0 = g e ¢ = 1) no sistema de coordenadas (t,v), sdo autofungdes do problema
de Jacobi-Steklov (2.4). Na seguinte Proposi¢ao, mostramos que as fungoes coordenadas
da aplicagao normal de Gauss N da catenoide capilar, continuam sendo autofuncoes do

problema de Jacobi-Steklov (2.4).

Proposigao 2.2. Assuma que ¥ C B® ¢ a catenoide capilar dada pela parametriza¢io

(2.5). Entao as fungoes coordenadas de N sao autofungées do problema de Jacobi-Steklov

(2.4).

Demonstragao. De (2.14) e (2.17) temos V]gy = v e

1

Dy = Dplymyr = ¢ cosh Tat

(2.23)

t==xT

A seguir calculamos a derivada covariante das fung¢oes coordenadas de N dada em (2.6),

na dire¢ao do campo co-normal v ao longo de 93%..

DN — 1 5 — COS v B 1 cosvsinh T
YU e T\ coshit J|,_;  ccoshT  cosh®T
sinhT —coswv sinh T’
_ - " N 2.24
ccosh?T cosh T ccosh®T ! ( )
DN, — 1 5 —sinv B 1 sinvsinh T
V2T (e T\ cosht )|, ccoshT cosh®T
sinhT —sinv sinh T’
= — =—— " N. 2.25
ccosh?T coshT ccosh?T 2 ( )
D Na — 1 9 sinh t B 1 1
VT (@e)]  \cosht )|,_y ;. ccoshT cosh? T
1 sinh T’ sinh T’ 1

— 2.26
ccosh?Tsinh T coshT  ccosh? T sinh? 7T ( )
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Por outro lado, de (1.23) e (1.24) temos

sinf = (v,z.) = (sinhT'coshT + T)

c
oshT
—cos = (z., N)|os = c(1l —TtanhT),

de (1.39) e (2.20)

1 1+ cos0A(v,v)
= — tOA = ’
1 sin 0 ot 9AQ, v) sin @
1+c(l-TtanhT)—L— —L T(cosh3 T —coshT + T'sinh T)
S (sinhTcoshT +T) —=(coshT'sinh T+ T)
B 1 coshT + cosh T'sinh®T + T'sinh T — cosh T
~ ccosh?T’ coshT'sinhT + T
sinh T
= —. 2.27
ccosh®T ( )
Logo, de (2.24), (2.25), (2.26) e (2.27) obtemos
D,N Ni, D,N. N. D, N. L N.
v = - ) v = - € v = . 19+ .
1 qivy 2 qiva 3 sinh2 Tq 3

Assim, as fungoes coordenadas Ny, Ny e N3 sao autofungoes do problema de Jacobi-Steklov

(2.4), com autovalores —1, =1 ¢ ———
sinh”® T’

respectivamente. 0

Como foi mencionado no inicio da sec¢ao, estudaremos o problema de autovalor de
Jacobi-Steklov na catenoide capilar. Pelas equagoes (2.15) e (2.16), o operador de Jacobi

fica

1 2
Jo = Ac+|A = +
Al 2 cosh? t 2 cosh't
1 2
= — A+ . 2.28
2 cosh? t ( cosh? t) ( )

Dai, no problema de Jacobi-Steklov

Jou =0, em Y2,
(2.29)

Dyu = \qu, em 0%?
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para uma fungao u € C*(X2). De (2.28) em %2 tem-se:

0 = Jwu

i (3 )
= _— ’U]7
2 cosh? ¢ cosh? ¢

como ————— >0 obtemos
c? cosh” t
A+ —2 0 (2.30)
u = . .
cosh?
De (2.23) e (2.27) em 9%2
Dou = Mu
1 5 ‘ sinhT'
Ul = \——u
ccoshT * H=%T ccosh?T
Ou|p=er = AtanhTu. (2.31)

Portanto de (2.30) e (2.31), o problema de Jacobi-Steklov (2.29) fica

A+ —2)u=0, e,
( costh) u e (232)

Ou|g=xr = AtanhTu, em 0%,

Por outro lado, como a catenoide capilar X2 dada pela parametrizagao (2.5) z, :
[—T,T] x (0,27) — X, & rotacionalmente simétrica, o método de separagao de variaveis
pode-se aplicar. Isto é, para uma fun¢ao u € C*(X) existem fungoes f : [-T,T] - R e

h:(0,27) — R tal que u(t,v) = f(t)h(v) e em (2.32) tem-se:

<A+L) FOh) = 0

cosh? ¢
0ulFOR)) +0u(FORE) = —— o f(1)h(v)
M (0) + FODuh(e) = ——f()h(e)
fu o 2 (2.33)

f h " cosh?t’
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e em 02

O(fO(W)=zr = Adf(O)R(V)]s=sr
8tf|t:iT = )\tanht.f|t:iT. (234)

h’UU
De (2.33) podemos observar, como h ¢ uma func¢ao de v, entdo — = p, onde p é uma

h

constante. Dai, h,, — ph = 0 é uma equacao diferencial homogénea da segundo ordem e

tem como solugao:

1. Se p > 0, entdo ,/p & real, logo h(v) = a,eVP’ 4 aye VP,

2. Se p <0, entdo /p é complexo, logo h(v) = a; cos(y/—pv) + a sin(y/—pv).

Como X2 é rotacionalmente simétrica, nas coordenadas (¢, v) tem-se x.(to, 0) = z.(to, 27)

para ty € [T, T, logo

w(z(to,0)) = wu(z.(to,2m))
f(to)h(0) = f(to)h(2m)
h(0) = h(2m) se f(ty) #0. (2.35)

Se p > 0 em (2.35), tem-se a;(1 — eVP*™) = ay(e"VP?™ — 1). Uma vez que a; e ay Sao
constantes que podem assumir qualquer valor e nao dependem uma da outra, a igualdade

anterior é verdadeira se p = 0, dai h é constante. Se p < 0 em (2.35), temos

a; = aycos(y/—p2m) + agsin(y/—p2m)
ai(1 — cos(y/—p2m)) = agsin(y/—p27),

pelo mesmo argumento do caso anterior, a; e as sao constantes que podem assumir qual-

quer valor e nao dependem uma da outra, a igualdade anterior é verdadeira se

cos(v/—p2m) =1 e sin(y/—p2m) =0, (2.36)

isto ¢, \/—p € Z* U {0}. Considerando \/—p = k, entdo p = —k? e a solucio da equagio
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deferencial h,, + k*h =0 é:

hp(v) = aycos(kv)+ agsin(kv), aj,as € R epara keZ"U{0} (2.37)

ho(v) = ai, para k=0. (2.38)

Portanto, de (2.33), (2.34) e considerando p = —k?* o problema de Jacocbi-Steklov (2.32)

é reduzido a uma equacao diferencial ordinaria homogénea da segundo ordem, isto é

4

(07 + 25—k =0, em Y2,

cosh?t

O¢flt=r = Atanh T'f(T), em [ (2.39)

atflt:_T = —Atanh Tf(—T), em [I'_

onde 0%, =T', UT'_ e k nao negativo. Em nosso proximo Teorema damos a solugao da
equagao diferencial ordinaria (2.39) e também calcularemos os autovalores do problema

de Jacobi-Steklov.

Teorema 2.1. Considere a catenoide capilar dada pela parametriza¢ao (2.5). Entdo as
autofungoes e autovalores do problema de Jacobi-Steklov (2.29) sao dados pelas solugoes
da equagao diferencial ordindria (2.39) para inteiros nao negativos k. Em particular,

temos 0s sequintes casos:
e Para k= 0:

v = bytanht + by(1 —ttanht)

1
P bi£0 ¢ by=0;
saer ¢ Tl e b
sinhT coshT +T T
A = by = b 0 £ —.
sinh T(T'sinh T — cosh T')’ se =0 b#0c 7£2

o Para k=1:

1 t
= i b b inh ¢
U (aq cosv + ag sinv) ( — + by (sm + cosht))

A= =1, se by #0 e by =0;

cosh® T+ cosh T — T'sinh T
= by =0 by # 0.
sinhT(sinh T coshT +T') eom ¢ b?
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e Para cada k > 2:

u = (ajcoskv+ aysinkv) ((k —tanht)e + (k + tanht)e )
(k(k — tanh T) — sech® T) ¥ — (k(k + tanh T') — sech® T') e %7

(k — tanh T)e*T + (k + tanh T')e=*T

u = (ajcoskv+ assinkv) ((k — tanht)e™ — (k + tanht)e ™)
k(k —tanh T) — sech® T) e*” + (k(k + tanh T') — sech® T') e =7
(k — tanh T')ekT — (k + tanh T')e—*7 '

A = cothT

A = cothT(

Demonstra¢ao. Usaremos o método fator de integragao para encontrar a solugao da equa-

¢ao diferencial ordinaria (2.39).
Para k = 0. A fungdo y; = tanh ¢ é uma solugao da equacao diferencial (2.39), pois

2sinht

cosh®t’

1 Z

= e = —
n cosh?t u

e logo substituindo em (2.39), pode-se verificar que:

- _ Zemht, 2 nht=0
h cosh? tyl cosh®t  cosh®t '

Entao a solugao geral da equacao diferencial tem a forma y = zy; = ztanht, onde z é

uma func¢ao e derivando y

y = Z'tanht +

cosh? ¢
22! zsinht
" = 2'tanht + —
Y cosh? ¢ cosh®
Como y ¢ a solugao de (2.39) tem-se
2 22! zsinht 2
0 = o + ————1p = 2" tanht + -2 + tanh tz
& osh?t b2 cosh? ¢ cosh®t  cosh®t

/

= Z'tanht + 2

cosh? ¢
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entao

In() = / A=) _ / M (tanh 26+ C

z! tanh ¢ cosh®t
7 = 012
tanh“ ¢
oo [ o= cotht) 4 C (2.40)
© T Y Yanht . ! 0 2 ’

com C; e Cy constantes. De (2.40) temos
y = ztanht = Cy((t — cotht) + Cy) tanht = —C}(1 — ttanh ) + Cy tanh .

Por tanto a solugao geral da equagao diferencial (2.39), para k = 0 esta dado pela com-
binagao linear das fungoes linearmente independentes {tanht, 1 — ¢ tanht¢}. Assim, para

k =0 de (2.38) tem-se hy = a1, fo(t) = by tanht + by(1 — ttanht) e

u(v,t) = ay(bytanht + by(1 — ttanht)),
1 coshtsinht +¢
fot) = b :

— 2.41
! cosh? ¢ 2 cosh? ¢ ( )

A seguir, calcularemos A em (2.39. Avaliando os valores T' ¢ —T em (2.41) temos:

fo(T) + fo(=T) = Atanh T fo(T') — tanh T fo(=T))

1
2by——5— = 2bAtanh’T
cosh”*T
1
AN = — b 0
sinh? T’ se b 70,

por outro lado, se

fo(T) — fo(=T) = Xtanh T fo(T) + tanh T fo(—=T'))

hT'sinhT +T
o, OIS T T o Atanh T(1 — T tanh T)
cosh”T
sinhT coshT + T 0
A= b 0=—.
sinh T(T'sinh T — cosh T')’ seby 70 2
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1
Para k= 1. A funcao y; = 7 ¢ solugao da equacao diferencial (2.39), pois
cOS
,  sinht P sinh? ¢
h= cosh? t = cosh® t

e logo substituindo em (2.39), podemos verificar que:

" 2 1 —sinh®*¢ 2 — cosh®t
Y1 + 2, 1 = - + -
cosh” ¢

cosh® t cosh® t
. . - : 1 )
Entao a solugao geral da equagao diferencial tem a forma y = zy; = ——t onde z é
0s
uma funcgao. Derivando y
, , 1 sinht
= z -z
Y cosht cosh? t
y , 1 , sinht 1 — sinh?¢
= z — 2z —z
Y cosht cosh? t cosh? t
Como y é a solugao de (2.39) tem-se
2
0 = ¢ +(—-—1
Y cosh? t Y
s 1 , sinh 1 —sinh®¢ 1 —sinh®t =z
= — 2z -z +
cosht cosh? t cosh® t cosh®t cosht
_ 1 i sinh ¢
N cosht cosh?t’
entao
d /
In(z") = /@ = 2/tanhtdt =2In(cosht) + D
z
2 = Djcosh’®t
2 D, :
z = D; [ cosh®tdt = 7(25 + sinh t cosh t) + Dy (2.42)

com D; e Dy constantes. De (2.42) obtemos

1 D
- (sinh t+

cosht - 2

D
Y= (71(15 + sinh ¢ cosht) + D2>

1
Dy
cosht) * ?cosh ¢

Por tanto a solugao geral da equagao diferencial (2.39), para k = 1 esta dada pela combina-

,sinh ¢ +

¢ao linear das fungoes linearmente independentes {
cosht Cos

} . Assim, para
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1
osht

t
k =1de (2.37) tem-se hy(v) = a; cos(v)+agsin(v), f1(t) = blc +b <sinht T cosh t)

. t
+ by (smht + cosht)) ,

cosht — tsinht
cosh? ¢

e

t) = i b
u(v,t) (ay cosv + aysinw) ( T

sinh ¢
cosh? ¢

f{(t) = —b

+ by (cosht + (2.43)

A seguir, calcularemos A em (2.39). Avaliando os valores 7' e —T em (2.43) tem-se:

A(T) = fi(=T) = Atanh T fi(T) + tanh T'f1(=T))

sinh T’ 2by
—2bj——— = AtanhT
! cosh®’T ot coshT
A = —1, se b #0;

por outro lado, se

[T+ [(=T) = Atanh T(f1(T) = f1(=T))

coshT — T'sinh T )
2b, (cosh T+ 2T ) = 2byAtanhT (sth + p— T) ,
entao,
cosh® T + coshT — T'sinh T
A= by # 0.
sinh T'(sinh T coshT +T') se by 7

Para k > 2. A fun¢ao y; = (k — tanht)e* é uma solugao da equacao diferencial

(2.39), pois

1

= ——— M 4 (k — tanh t)keM
h cosh? ¢ ( )
" Sinht kt 2 kt 2 kt
= e — ———ke™ + (k — tanht)k“e™,
h cosh® ¢ cosh? t ( )

e substituindo em (2.39), podemos verificar

2 inh ¢ 2
Yl + ( — kQ) y = 2 SIAY okt _ keM 4 (k — tanh t)k?e"

cosh? cosh® ¢ cosh?
kekt sinh ¢
+ 2 2 o™ 2 tekt — k3ef + k2 tanh te® = 0.
coS coS

Entdo a solugdo geral da equacio diferencial (2.39) tem a forma y = zy; = z(k—tanht)e®,
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onde z é uma funcao. Derivando y

kt
y = Z(k—tanht)e® + 2 (— 5— + (k — tanh t)kekt)
cosh™t
ket
y' = 2'(k—tanht)eM + 2/ (— ¢ 5— + (k — tanh t)kekt)
cosh” ¢

sinh ¢ ket
+z (2 ekt — 2 + (k — tanht k:Qekt> .
( cosh® ¢ cosh? ¢ ( )

Como y ¢é solucao de (2.39) tem-se

2
O — //+ ( . ]{32)
4 cosh?t 4

= 2"(k —tanht)er 4 2/ <—

kt

cosh? ¢

+ (k — tanh t)kekt) :

In(z) = / =) _ —2/ <k: o t(kl ) dt = —2(kt +1n (k — tanht)) + £

z' — tanht)
7 = Eie % (k —tanht)™?
E (k + tanh t)e =2

- E 2.44
T DR+ k—tamht 2 (244)

com E; e E, constantes. De (2.44) obtemos

E1 72“]5 + tanh ¢ kt
vz <2(/<: “ORGED)C k—tanhy T T2 ) (b~ tanhte
= By (k+tanht)e ™™ + Ey(k — tanh t)et
E,

onde E; =

30k = k(k + 1) e By, = F,. Por tanto, a solucdo geral da equacdo diferencial
(2.39), para k > 2 esta dada pela combinagao lineal das fungdes linearmente independentes
{(k — tanht)e*, (k + tanht)e™™}. Assim, para k > 2 de (2.37) tem-se hy(v) = a; cos kv+

azsin kv, fi(t) = by(k — tanht)ek® + by(k + tanht)e " e

u(v,t) = (ajcos(kv) + azsin (kv)) (bi(k — tanht)e® + by(k + tanh t)e )

fi(t) = by (k(k —tanht) —sech®t) e — by (k(k + tanht) — sech®t) e .
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A seguir, calcularemos A em (2.39). Avaliando os valores 7' ¢ —T em (2.44) tem-se:

Atanh T(b7 — b3)(k — tanh T)e*” = (b} — b3) (k(k — tanh T') — sech®t) €7,

por outro lado, se

)\tanh T(bgfk(T) — blfk(—T)) = beé(T) + blf;;(—T)
Atanh T(b3 — b7)(k + tanh T)e ™" = (b7 — b3) (k(k + tanh T') — sech® T') e™*7.

Das igualdades anteriores podemos concluir que b? — b2 = 0. Caso contrario, se by — by # 0

das igualdades acima, terfamos

\_ Kk —tanh T) — sech®’T  k(k+tanhT) — sech® T
~ tanhT(k — tanhT) tanh T'(k 4 tanh T')

dai k? = sech?T + tanh®7T = 1, isto é k = £1 que é absurdo pois k > 2. Portanto
by = +£bo, uk(t) = fug(—t) e além disso

u(T)

uk(T)

(k(k — tanh T) — sech® T) e*”  (k(k + tanh T) — sech® T) e+
(k — tanh T')e*T £ (k + tanh T')e—*7 '

A = cothT

= cothT

]

Observagao 4. No Teorema 2.1 é importante esclarecer o porqué os casos onde by # 0 e

by # 0 para k = 0,1, ndao foram considerados:

1. Quando k = 0, temos u(v,t) = by tanht + bo(1 — ttanht). Se by # 0 e independente

do valor que leva by, tem-se
1
A= ———. 2.45
sinh® T ( )

Por outro lado, se by # 0 e qualquer valor que for b; obtemos
sinhT coshT + T

A= . 2.4
sinh T(T sinh T' — cosh T') (246)

Agora, se by # 0 e by # 0 obtém-se ao mesmo tempo o valor de A dadas nas equagoes
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(2.45) e (2.46), isto ¢

1 sinhT coshT +T
sinh>7  sinhT(Tsinh T — cosh T)
TsinhT —coshT = sinh?T coshT + Tsinh T

—1 = sinh*7T
com solugao
2k — 1
T = 5 k € Z;
4
T = k;—37ri, kel

Assim, como as solugoes sao complexas, descartamos este caso.

2. Quando k = 1, temos

. 1 ) t
u(u,t) = (aj cosv + ag sinv) (b1 p— + by (smht + m)) :
Se b; # 0 e independente do valor que leva by, tem-se
A=—1. (2.47)

Por outro lado, se by # 0 e qualquer valor que for by, obtemos

/\:CO.ShST—i—.COShT—TSiHhT‘ (2.48)
sinh T'(sinh T'cosh T 4+ T')

Da mesma forma do caso anterior, se by # 0 e by # 0 se obtém ao mesmo tempo o

valor de A dadas nas equagoes (2.47) e (2.48), isto é

cosh® T+ coshT — T'sinh T
sinh T'(sinh 7" coshT'+ T')
—sinh® T coshT — T'sinh T = coshT(coshT + 1) — T'sinh T

cosh?T +sinh?T = —1
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cuja solucao é

2k —1
T = 5 m, k€ Z;
o= Bl ez
2
Assim, o casos onde b; # 0 e by # 0 nao foram considerados. O

A importancia do Teorema 2.1 esta no fato de que os autovalores A tém uma forma
explicita e que isso nos ajudara posteriormente, a determinar em quais valores de T' eles

sao menores que 1.

2.2 Problema de variacao de bordo fixo no catenoide

capilar

Nesta se¢ao, vamos nos concentrar em estudar o problema de variagao que fixem o
bordo (2.3) na catenoide imersa em R?®. Também estudaremos a estabilidade e instabili-
dade de dominios simétricos contidos na catenoide associado ao problema (2.3). A seguir,
adaptamos os resultados para o caso de catenoides capilares imersas na bola unitaria

centrada na origem.

Consideremos a familia de catenoides cuja parametrizacao z. : R x [0,27] — . C
R? ¢ dada por:
z.(t,v) = (ccoshtcosv,ccoshtsinv,ct), (2.49)

onde ¢ > 0 (veja a Figura 2.2). Pela segao anterior, o operador de Jacobi no sistema de

coordenadas (t,v) tem a forma explicita dada por:

1 2
J. = As+|AP = +
5+ 4] 2 cosh? ¢ c2 cosh* t

= o (5 )
~ (2cosh®t cosh?t )’

Agora, consideremos os dominios simétricos compactos . contidos na catenoide defini-

dos para T' > 0 por:
Yer = x([-T,T] x [0, 27)), (2.50)
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Figura 2.2: Catenoide ¥, com ¢ = %

M

Fonte: Elaborado pelo autor.

e o problema de autovalores do operador 7, associado & variagao de bordo fixo em X, 7,
este é dado por:

Jou = —pu, em X,
(2.51)
u=0, em OX.r.

Sob estas condigoes, Bérard em [4] mostrou o seguinte teorema:
Teorema 2.2. Sejam J. = A.+|A|? o operador de Jacobi com condigdes de fronteira em
Yer dado por (2.51) e Ty o zero positivo da fungao e(t) = 1 — ttanht. Entdo:

1. Para 0 <T < Ty, o operador J. tem somente autovalores positivos. Dai o dominio

Y1 € estritamente estdvel.

2. Para T =Ty, o operador J., € nao negativo e tem o zero como autovalor simples.

Dai o dominio Y. € estdvel.

3. Para Ty < T, o operador J. tem exatamente um autovalor negativo e o resto posi-

twos. Dai X, € instdvel e tem indice 1.

Demonstracao. Vamos procurar o valor de T" para o qual os autovalores podem passar de

um valor positivo para um valor negativo. Nos parametros (t,v), escrevemos (2.51) no
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dominio Y. 7 como:

1 2u(t, v
m(aﬁ + &w)u(t, U) + ﬁ = —uu(t, U) (252)

com u(—=T,v) = u(T,v) = 0. A catenoide X dada pela parametrizagao (2.5) z. : [T, T]x
(0,27) — X, é rotacionalmente simétrica, entdo o método de separacao de variaveis pode-
se aplicar. Isto é, para uma fungao u € C*(X) existem fungoes f : [-T,7] — R e

h:(0,27) — R tal que u(t,v) = f(t)h(v). Entdo em (2.52):

Juh + fhoy + —fh = —pc®cosh’t.fh
cosh™t
ftt hvv 2 2 2
- + — —puc” cosh” t
f h cosh?t a
e pela secao anterior tem-se que ;zm — —k?, para k inteiros ndo negativos. Assim,
et (kz - Cosh2t> f = ne coshtf (2.53)

com condi¢ao de fronteira f(—7") = f(T) = 0. Agora, vamos introduzir operadores de

tipo Sturm Liouville a partir de (2.53) dados por:

cosh? ¢

L) =+ (K- ) fo

Para examinar os autovalores de nosso problema, consideremos a forma quadratica asso-

ciada a L; dada por

et = winn= [ (Siosws (e - 20) o)

_7 cosh?t
= /j(gu»k%Gﬁ—aﬁij%w)ﬁ+zgjﬁ@%uﬁij@»

De (2.53) tem-se

Eﬁﬁ:/q(U@f+(W—m;%)ﬁw)ﬁ:u/Tgwm%ﬂmw (2.54)

-T -T

Portanto, se o nosso problema (2.51) tem autovalores negativos ou positivos depende
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2

exclusivamente do valor que assume k% — 5—. Podemos observar, para k > 2 tem-se
5 cosh”t
| — 7 > 0, nesse caso os autovalores seriam todos positivos. Assim, somente resta
cos

estudar o que acontece quando k = 0 e £ = 1. Pois seriam as Tnicas possibilidade de
ter autovalor negativo. Para fazer em detalhes este estudo precisamos do seguinte lema

prévio. O

Lema 2.1. Sejam as fungoes g(t) = tanht, p(t) =

ohi © e(t) =1 —ttanht. Entdo,

1. A fungao g € positiva para t > 0 e satisfaz Lo(g) = 0.
2. A func¢ao p € positiva em R e satisfaz L1(p) = 0.
3. A fungao e tem exatamente um zero Ty em R e satisfaz Lo(e) = 0.

Demonstragao. Para g(t) = tanht. Se t > 0 sabemos que por sua definigao ¢(t) é positiva

(veja a Figura 2.3). Por outro lado

2
cosh? tg(t)

2 2
— (——2 tanht) — ———tanht =0
cosh”t cosh”t

Lo (g) = —4(t) —

Figura 2.3: ¢(t) = tanht

—4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para p(t) = . Por sua defini¢do g é positiva em R (veja a Figura 2.4) e

cosht

L) = i) + (1= ) #l0

b2 (2 1,
~ cosht cosh?t cosh®t ) cosht

1

Figura 2.4: p(t) = —

<N

0.5 1 1.5 2 2.5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para e(t) = 1 — t tanh¢t. Tem um zero Ty ~ 1.19968, e a funcao e(t) é estritamente

positivo em [0,7p) (veja a Figura 2.5) e

Lo(e) = —&(t) + (—L> o(t)

cosh?
2

cosh? t

2
= th(l—ttanht)—i—(—

COS

)(l—ttanht)—o.

Demonstra¢ao. (Continuagao de Teorema 2.53).

Analisemos primeiramente para k = 0 e Ly. Para o autovalor zero temos e(t) como
a primeira autofungao que satisfaz o problema, pois Lo(e) = 0 em [—Tp, Ty, e(—Tp) =
e(Tp) = 0 e ndo tem zero em (=71, 7). Logo, pela monotonicidade estrita dos autovalores

para o operador de Sturm Liouville Ly concluimos que Ly(f) é positivo em [T, T| para
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Figura 2.5: e(t) = 1 —ttanht e Ty ~ 1,19968
1

0.8
0.6
0.4

0.2

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-0.2

Fonte: Elaborado pelo autor.

T < Ty. Como L, > L, vamos ter somente autovalores positivos para todo k no intervalo
[—T,T] com T < Ty. Entao, para 0 < T < Tj temos estabilidade estrita, completando a

prova do item 1.

Por outro lado, para k > 2 tem-se que Ly é positivo. Afirmamos que £; também
é positivo. De fato, tomando a funcao p(t) que é positiva em R e satisfaz Li(p) = 0, logo
segue-se que Ly tem somente autovalores positivos, assim £; > 0. Entao para T = T
se tem o primeiro autovalor zero associado ao operador Ly com autofuncao e(t) e para
k > 1, Ly é positivo. Assim, para todo k > 0 L, é nao negativo em T = Tj e o autovalor

zero é simples, o que prova o item 2.

Pelo mostrado anteriormente, os autovalores negativos podem estar associados so-
mente a Lg. Para T > Tj deve existir pelo menos um autovalor negativo pois o problema
possui autovalores negativos para solugoes nao triviais. Para mostrar que existe exata-
mente um autovalor negativo, suponhamos que Ty € (—=7,T) e que o operador Ly tem
pelo menos dois autovalores negativos. Entao a autofuncao associada ao segundo autova-
lor negativo possui exatamente um zero no intervalo (=7, 7). Tomando a fungao g(t) que
cumpre com Lg(g) = 0 e tem um tnico zero ty = 0 € (=T,T), entao existe a possibilidade
de que zero seja o segundo autovalor, mas desde g(—T") # 0 e g(T") # 0, pode-se deduzir
que o segundo autovalor é positivo o que é uma contradi¢ao. Portanto, existe exatamente

um autovalor negativo, que conclui a prova do item 3.
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Os resultados obtidos por Lindel6f sao relevantes pois a estabilidade pode ser es-
tudada a partir de uma construgao geométrica conhecida como construcao de Lindelof.

Bérard e Earp em [5] mostraram o Teorema de Lindelof para a catenoide em R?.
Teorema 2.3. (Teorema de Lindel6f em R3) Seja Ty o zero positivo da fungio e(t) =
1 —ttanht, entao

1. O dominio X1 1, = x1([—To, To] x [0,27]) € um dominio mazimal de estabilidade da

catenoide ¥; = x1(R x [0, 27]).

2. O dominio ¥ = z1(R*T x [0,27]) € un dominio mazximal de estabilidade invariante

por rotagoes na catenoide Y. Mas precisamente, dado o > 0 qualquer, a fungao

e(a,t) = v(a)e(t) + e(a)v(t) (2.55)

com v(t) = tanht tem um dnico zero positivo B(a) e o dominio Lo 5 = x1((—a, f(a)) X
[0,27]) € um dominio mazimal de estabilidade invariante por rotagoes na catenoide
¥

Uma consequéncia dos Teoremas 2.2 e 2.3 é:

Corolario 4. Seja Ty o zero positivo da func¢ao 1 — ttanht, entdo

2c,To = xc([_TOaTO] X [07 27T]>

¢ um dominio mazximal de estabilidade da catenoide ¥. = x.(R x [0, 27]).

Demonstracao. Pelo item 2 do Teorema 2.2 tem-se que Y. é fracamente estavel. Do
Teorema 2.3, para ¢ = 1 o dominio Xy 7, = x1([—To, To] % [0,27]) ¢ um dominio maximal
de estabilidade do catenoide ¥; = 1 (R x [0, 27]) e o operador de Jacobi J; tem o primeiro

autovalor em (2.51) A\ (X11,) = 0.

Por outro lado, para as coordenadas (¢, v), temos a forma explicita do operador de
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Jacobi em ¥, = z.(R x [0, 27]), que é dado por:

1 2
= A+ —— .
J 2 cosh? t ( cosh2t>

Assim, para c=1e u € C®(X; 1) se tem

Jiu = —p(S1m)u
2
A+ uo= —p(Emu
COSh2t( Cosh2t) l’[’( 1,To>
1 2 1) i
AL uw o= Ry, ois ¢>0
2 cosh? ¢ ( costh) c? g
_ _N(ELTO)
Jow = —p(Sem)u, onde p(Nem) = =57

O que significa que existe uma correspondéncia dos autovalores de J; e J.. Além disso,

a correspondéncia preserva o sinal dos autovalores.

Agora, suponhamos que existe 1" > Tj tal que X, ¢ um dominio estavel e .7, C

Y., entao pela propriedade de monotonicidade temos que

p1(X11,)

=0
c2 ’

1 (Ber) < a1 (Bem,) =

que é uma contradigao, pois Y. ¢ es estavel. Assim, ¥.7, é um dominio fracamente

maximal de estabilidade. O

Como nosso estudo ¢ da familia de catenoides imersas na bola unitaria B?(0), entao
0 < ¢ < 1. Além disso, da parametrizacao z. : [-T,T] x [0,27] = X.7 C B}(0) definida
por:

z.(t,v) = (ccoshtcosv,ccoshtsinv, ct), (2.56)

e pela condigao de capilaridade ¥, 7 NS? # & isto ¢, para cada ¢ > 0 existe um 7' > 0 tal

que
1

Veosh? T + T2 7

obtendo a féormula explicita da constante que depende de T'. Desta forma, vamos denotar

1 =|2.(T,v)| = F(cosh®> T +T?) = ¢T)=

o dominio ¥, C B3(0) da catenoide, simplesmente por X..

Adaptamos o Teorema 2.3, para o caso de catenoides capilares imersos na bola uni-
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taria (0 < ¢ < 1). Se ¢(Tp) = ¢y, entdo podemos dividir a familia das catenoides {X. }o<c<t
imersas na bola unitéria X. C B?(0), em duas subfamilias {3, }occce, € {Ze}eg<e<1- Na
seguinte proposi¢ao, conseguimos classificar essas familias como dominios instaveis e es-

taveis, respectivamente.

Proposicao 2.3. Sejam Ty o zero positivo da fungao e(t) = 1 — ttanht e {E.}ocect

a familia de catenoides imersas em B3(0) dadas pela parametrizagao (2.5), onde ¢ =
1

Vcosh®> T + T2

1. Se 0 < ¢ < ¢y, a catenoide capilar ¥, € instavel.

. Entao:

2. Se ¢ = ¢y, a catenoide ., (catenoide critico) é fracamente estdvel.
3. Se cg < ¢ <1, a catenoide capilar 3. € estritamente estdvel.

Demonstracao. Se consideramos a constante ¢ como uma fungao com respeito a T', entao

c es estritamente decrescente, pois

coshT sinhT +T

/
T) —
() cosh? T + T2

<0, paratodo T >0. (2.57)

1. Se 0 < ¢ < ¢y. Pelo paragrafo anterior, ¢ é decrescente e portanto Ty < T', do item
3 do Teorema 2.2, podemos concluir que Y. é instavel. Além disso, o operador de
Jacobi J. (no problema de borde fixo dada em (2.51)) tem exatamente um autovalor
negativo (veja a Figura 2.6).

1

V/cosh® Ty + T3

2. Se ¢ = ¢y. Como que ¢y = e 1 —Tytanh Ty = 0, entao Ty sinh Ty =

coshTj e
1

o= —"—.

0 Tocosh Ty
Assim, Y., é a catenoide critico. Por outro lado, como ¢ é decrescente e injetiva,
temos T' = Tj. Finalmente, pelo item 2 do Teorema 2.2 o operador J. no problema

(2.51) tem o zero como autovalor simples isto &, 3., ¢ fracamente estével (veja das

Figuras 2.6 e 2.7 3,).

3. Se ¢y < c. O fato de ¢ ser decrescente implica que T' < T,. Logo, pelo primeiro
item do Teorema 2.2 temos que X, € estritamente estavel, o que significa que todos

o autovalores do operador 7. no problema (2.51) sdo positivos (veja a Figura 2.7).
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Figura 2.6: Catenoide instavel ., 0 < ¢ < ¢

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 2.7: Catenoide estéavel ¥, ¢ < c <1

Z

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.3 Indice do catenoide capilar imerso na bola unitaria

Nesta se¢ao, vamos enunciar e provar nosso resultado mais importante. Concre-
tamente, fornecermos o indice de Morse da catenoide capilar imersa na bola unitaria
centrada na origem B3 (0), e como caso particular apresentaremos que a catenoide critica

possui indice de Morse igual a 4. Recuperando assim o resultado obtido em [21], [15] e

[6]-

Vamos comegar a secao mencionando o resultado que foi demostrado por Tran-Zhou
em [22, Theorem 4.1], que seré o suporte do nosso resultado mais relvante. Basicamente
o teorema relaciona Ind(X), o namero de autovalores negativos de (2.2), o ntumero de

autovalores nao positivos de (2.3) e o namero de autovalores menores que 1 de (2.4).

Teorema 2.4. (Tran-Zhou (2020) |22, Theorem 4.1]|) Seja X" C B uma hipersuperficie

capilar e q(x) > 0 para todo x € 0X". Entao
Ind (X") = a + b, (2.58)

onde a é o numero de autovalores nao positivos de (2.3), contando a multiplicidade, e b

¢ o numero de autovalores menores que 1 de (2.4), contando a multiplicidade.

Para nossa estimativa do indice de Morse da catenoide capilar, faremos uso do
teorema anterior. Antes de apresentar nosso resultado, provaremos uma sequéncia de
resultados para fungoes de variavel real, que sao necessarias para entender melhor a prova

de nosso resultado.

Lema 2.2. Seja 0 < zg o zero da fungio 7(x) = xtanhx — 1. Entdo

1. Para 0 < x < x9, temos

zsinhz —coshx < 0 (2.59)
cosh® z + coshz — xsinh z

1 2.60
sinh z(sinh x cosh z + z) (2.60)
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2. Para xq < x, temos

L (2.61)
sinh? '
CO.ShSI—}—.COShCE — xsinhz ] (2.62)
sinh z(sinh x cosh z + x)
Demonstragao. Seja 7(x) = xtanhx — 1, temos 7(0) = —1, 7(z9) = 0 e sua derivada

x
7'(x) = tanhz + - > (0 para todo x > 0, o que significa que 7(t) é estritamente
cosh”

crescente em (0, xg).

1. Para 0 < z < g, temos 7(z) < 7(x0), isto é

xtanhz —1 < xzotanhzg— 1 =0, pois e(xg) =0

rsinhx —coshx < 0.
Para o segundo caso:

xsinhx —coshz < 0
xsinhxz < coshx
sinh® z coshx + 2zsinhz < coshz(2 + sinh® 2)
sinh z(sinhz coshz +x) < coshz(cosh®’z 4 1) — wsinhx
cosh® z + coshz — xsinh x

b ja a Figura 2.8
sinh z(sinh x coshz + ) ’ (veja a Figura 2.8)

2. Para zop < . Como xzg é zero de 7, temos zgtanhxy — 1 = 0, logo cosh® zg =

z sinh? zy. Sabe-se também que cosh? z — sinh? z = 1 para todo = € R, entéo

1

sinh? g

=25 —1<1, pois z¢=1,199... (2.63)

Por outro lado, a fun¢ao sinhx é crescente para todo x € R, entao se 0 < xg < @
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cosh® z + coshx — xsinh z

Figura 2.8: — -
& sinh z(sinh  cosh z + )
\ |
| eql
!
3 !
!
|
!
2 !
/ \ |
!
f !
| I
!
!
X0
-1 -08 -06 -04 -02 O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1v.|2 1.4 1.6 1.8
[
i
-1 i
!
Fonte: Elaborado pelo autor.
temos sinh zy < sinhx. Portanto (veja a Figura 2.8)
sinh?z, < sinh?z
! < ! <1 (2.63)
3 5 por .
sinh? = sinh? z ’
. 1
Figura 2.9: ——— e z; ~ 0.8813
sinh” x | |
eq2 eq1
: | |
| !
| | !
2 ! !
! !
! !
\! |
d 1 " !
! !
| |
: X J
lalal2 4 [ los | ole | 0.4 -02 0 02 04 06 081 1 12 14
| |
| |
-1 | |
| [

Fonte: Elaborado pelo autor.

Finalmente, para zo < x e como a fungao 7 é crescente temos 0 = 7(z9) < 7(z),
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isto é
0 < xsinhz —coshz
coshx < xsinhz
coshx(2 +sinh®z) < sinh®xcoshx + 2rsinh
coshz(cosh® z + 1) — xsinhz < sinh(sinh z coshz + )
cosh® x 4+ coshz — zsinh z
1, eja a Figura 2.9
sinh z(sinh x cosh z + z) (vej & )

Assim, concluimos a prova do Lema. O

senh xz coshx +

Figura 2.10: e Ty ~ 2.169
senh z(x cosh x — cosh x)
eq1 g qu2

6

4

2
f

X0 X2

—-2.5 -2 -1.5 25

-6

| \

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Lema 2.3. Sejam x € R, tal que x >0 ek € N com k > 2. Entao

(k(k — tanh z) — sech® z) " & (k(k + tanhz) — sech®z) e~

k < coth
oY (k — tanh z)e*® F (k + tanh z)e=k=

(2.64)

Demonstragio. Como x > 0 e k > 2 temos que 2x(k — 1) > 0, logo 1 < €?**~1)_ Sabe-se

—z(k—1)

que 0 < e , entao

efz(k:fl) < ex(kfl)
ex(k—i—l) . ex(k—l) + e—x(k—l) . 6—:c(k+l) < ex(k—i—l) . e—x(k—l) + ex(k—l) . 6—:c(k+l)
(6ka: + 6—kx> (693 o 6—:1:) < <6kac _ e—kx) (6a: + e—a:)

cothkx < cothax.
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Assim, temos que

kcothkr < cothz(k— 1+ tanh®z)
k(k+1)cothkr < cotha(k* — 1)+ tanh®z(k + 1))
tanh 2 cosh kz(k* + k) < sinhka((k* — 1) + tanh® z(k + 1))
k(k cosh kx — tanh® zsinh kz) < cotha((k* — 1)sinh kx — k tanh x cosh kx
+ tanh®  sinh kx)
k(k —tanhz)e* — (k + tanhz)e ™) < cothx {(k(k — tanhx) — sech® z) €™

+ (k(k + tanhz) — sech® z) e}

Portanto (veja a Figura 2.11, para k = 3)

(k(k — tanh z) — sech® z) k% + (k(k + tanhz) — sech® x) e k=

k th
= ot (k — tanh z)ek* — (k + tanh z)e—*»

De maneira semelhante podemos mostrar que (veja a Figura 2.12, para k = 3)

(k(k — tanh2) — sech® ) e"* — (k(k + tanhz) — sech® z) e+

k th
< cothe (k — tanh x)eF* + (k 4 tanh z)e=+=

(3(3 — tanhz) — sech® z) €3 — (3(3 4 tanhz) — sech®z) 3"
(3 — tanh z)e3* + (3 + tanh z)e—3*

ot

Figura 2.11: cothx

6

-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Fonte: Elaborado pelo autor.
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(3(3 — tanh ) — sech® z) 3* + (3(3 + tanh z) — sech® z) e=3"
(3 —tanhz)e3® — (3 + tanh x)e—3*

7

Figura 2.12: cothx

Fonte: Elaborado pelo autor.

Consideremos Y. a catenoide capilar imersa na bola unitaria B3(0), dada pela
parametrizacao (2.5). Das observagdes 2 e 3, tem-se que: se 0 € (5, g), entao T' > Ty e
se f € (g, 7r>, entao T' < Ty. Levando em conta o Teorema 2.4, Proposic¢ao 2.3, Teorema
2.1 e seguindo as ideias do trabalho de Tran [21], conseguimos estimar o indice de Morse
da catenoide capilar contida na bola unitaria ¥, C B3(0), para todo 6 € (6, 7). Nosso
resultado é.

Teorema 2.5. Seja {X.}o<cc1 a familia de catenoides capilares imersas na bola unitdria
1

Veosh?> T + T2 ‘

B2(0) centrada na origem dadas por (2.5), onde ¢ = Temos os sequintes

casos:

1. Se 0 < T < Ty, onde =1, entdo

sinh” T}

Ind (.) = 3. (2.65)

2. SeTy < T < Ty, onde Ty € o zero positivo da fungao 7(t) = 1 — ttanht, entao

Ind (2.) = 4. (2.66)
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1

3. SeT =T, entioc=———
‘ 0, a0 € o osh Ty’

Y. € o catenoide critico e
Ind (X.) = 4. (2.67)

sinh T5 cosh T5 + 15

CSely < T <T: d =1 ta
4. e Iy = 2, onace sinh Ty (T, sinh T — cosh T5) , eneao
Ind (%) = 6. (2.68)
5. Se'ly < T, entao
Ind (%,) = 7. (2.69)

En particular, nao existe catenoide capilar do indice de Morse igual a 5.

Demonstrag¢ao. Para uma fungao u € C*(%,) tal que J.u = —pu em ¥, e u = 0 em 0%,

entdo a forma quadratica ) dada em (1.55) se reduz-se a

Q(u,u) = —/ uJudd = ,u/ u?dy.

Assim, Q(u,u) < 0 se o autovalor p é menor ou igual que zero. Por outro lado, para uma
funcao u € C*(3,) tal que satisfaz J.u = 0 em X, e D,u = Aqu em 0%, entdao a forma

quadrética @ dada em (1.55) fica reduzido em
Quu) = -1) [ igdos,
o5,
e por (2.27) tem-se ¢ > 0 para todo 7' > 0. Entao Q(u,u) < 0 se A for menor que 1.

No Teorema 2.1 tem-se a forma explicita dos autovalores do operador [J. no pro-
blema de Jacobi-Setklov (2.4), entdo nosso trabalho é verificar em quais casos, os auto-
valores A sao menores que 1. Vamos comecar verificando os autovalores calculados no

Teorema 2.1 para o caso de k > 2, isto é

(k(k — tanh T) — sech® T') " + (k(k + tanh T') — sech® T') e *7

A=cothT
«© (k —tanh T")e*” = (k + t tanh T)e=*T

Do Lema 2.3, podemos concluir que A > k > 2 > 1, para todo 7' > 0 (veja a Figura 2.11 e
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2.12). Ou seja, as autofungoes associadas a esses autovalores nao contribui para o indice

de Y., para todo T > 0. Portanto resta verificar somente os casos k =0e k = 1.

1
Se 0 <T <Ty,onde ———=1eT; =0,8813....

sinh” T}
1. Para k = 0, tem-se:
1 1 . ) -
(a) A = —5= > ——=-— = 1, pois ——— é decrescente. Assim, A > 1 e
sinh“ T sinh” T} sinh“ ¢

portanto nao contribui ao indice (veja a Figura 2.9).

sinh T coshT + T
b) A = <0<1 is do L 2.2 tem-se T'sinhT" —
(b) sinh T(T sinh T — cosh T') » bois o Lema crse 4 s
coshT < 0 para 0 < T < Tp. Assim, A < 1 e é um autovalor simples, portanto

contribui ao indice com 1 (veja a Figura 2.10).

2. Para k =1, tem-se:

(a) A = —1 < 1 o autovalor satisfaz trivialmente e tem multiplicidade 2. Assim,

A = —1 contribui ao indice com 2.

cosh® T + coshT — T'sinh T

b) A =
(b) sinh T'(sinh 7" cosh T+ T')
(2.60). Assim, A ndo contribui ao indice de ¥ (veja a Figura 2.8).

> 1, isto é por causa do Lema 2.2 e equagao

Portanto o operador J. no problema de Jacobi-Steklov (2.4) contribui ao indice com 3.
Por outro lado, do item 1 do Teorema 2.2, ¥, é estritamente estavel para 0 <T' < Tj, ou

seja J. tem somente autovalores positivos (u > 0) no problema de bordo fixo (2.3). Logo,

do Teorema 2.4 temos
Ind(3,) =a+b=0+3=3. (2.70)

Se Ty <T < Ty, onde Ty =~ 1,1996... é o zero positivo de 7(t) = 1 — t tanht.

1. Para k = 0, tem-se:

1 1 1
——— < ——- = 1, pois ——— ¢é decrescente. Assim, A < 1e ¢ um
sinh“T  sinh® T} sinh” ¢
autovalor simples, logo contribui ao indice com 1 (veja a Figura 2.9).

(a) A=

sinhT coshT + T
b) A = <0<1 is do L 2.2 tem-se T'sinhT" —
(b) sinh T(T sinh T — cosh T') » bois o Lema erse £ s
coshT < 0 para 0 < T < Tp. Assim, A < 1 e é um autovalor simples, portanto

contribui ao indice com 1 (veja a Figura 2.10).



2.3. Indice do catenoide capilar imerso na bola unitéaria 78

2. Para k =1, tem-se:

(a) A = —1 < 1 o autovalor satisfaz trivialmente e tem multiplicidade 2. Assim,
A = —1 contribui ao indice com 2.
h® T hT —Tsinh T
(b) A= C(s)?nhT (;;EST coshTS—il—nT) > 1, isto & por causa do Lema 2.2 e equacao

(2.60). Assim, A\ nao contribui ao indice de ¥, (veja a Figura 2.8).

Resumindo, o operador J. no problema de Jacobi-Steklov (2.4) contribui ao indice com
4. Por outro lado, do item 1 do Teorema 2.2, 3. é estritamente estavel para 0 < T' < Ty,
ou seja J. tem somente autovalores positivos (¢ > 0) no problema de bordo fixo (2.3),

pelo que nao contribui ao indice de .. Logo, do Teorema 2.4 obtemos

md(X,)=a+b=0+4=4. (2.71)

Se T' =Ty, onde Ty =~ 1,1996....
Pela condigao de capilaridade de X, temos

cosh TO — TO sinh TO

= — 0 2.72
cosh T cosY ( )

<N, xc>|t::tT0 =c

e como Ty é o zero da fungao e(t) = 1 — ttanht, entdo cosh Ty — Tosinh Ty = 0, dai em
(2.72)

(N, zc)|t=+1, = 0 = —cosb,

T
entao 0 = 5 pois 6 € (0,7). Assim, ¥, é o catenoide critico. Pela demostragao do item

2 da Proposicao 2.3 tem-se

1
c=——"+.
Tocosh Ty
Agora vamos verificar os autovalores:
1. Para k = 0 tem-se:
1 : ) .
(a) A= ——— < 1, por (2.63). Assim, A < 1 e é um autovalor simples, portanto

sinh? T,
contribui ao indice com 1 (veja a Figura 2.9).

2. Para k =1, tem-se:
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(a) A = —1 < 1 o autovalor satisfaz trivialmente e tem multiplicidade 2. Assim,

A = —1 contribui ao indice com 2.

cosh® Ty + cosh Ty — Ty sinh Ty

b) A =
(b) sinh Ty (sinh Tj cosh Ty + Tp)
pois Ty é o zero da funcdo 1 — ttanht. Assim, A = 1 nao contribui ao indice

= 1, esse fato ocorre e é facil de verificar

de X, (veja a Figura 2.8).

Resumindo, o operador J. no problema de Jacobi-Steklov (2.4) contribui ao indice com
3. Por outro lado, pelo item 2 do Teorema 2.2, ¥, é fracamente estavel para T' = Tj, ou
seja J, no problema de bordo fixo (2.3), tem o primeiro autovalor y; = 0 que é simples
e o resto dos autovalores positivos. Portanto contribui ao indice de Y., com 1. Logo, do

Teorema 2.4 obtemos

md(X,)=a+b=1+3=4. (2.73)

sinh T5 cosh T, + 15
sinh Ty (7T sinh Ty — cosh T)

Se Ty < T < T5, onde =1eTy,~ 2 169...

1. Para k£ = 0, tem-se:

(a) A= IET < 1, por Lema 2.2 equagao (2.61). Assim, A < 1 e é um autovalor
sin
simples, portanto contribui ao indice com 1 (veja a Figura 2.9).
inh T coshT + T
(b) A = sh 7 cosh 7+ > 1, paraTy < T < T, Assim, A > 1e

sinh T(T sinh T — cosh T')

portanto nao contribui ao indice (veja a Figura 2.10).

2. Para k =1, tem-se:

(a) A = —1 < 1 o autovalor satisfaz trivialmente e tem multiplicidade 2. Assim,
A = —1 contribui ao indice com 2.
cosh® T 4 coshT — T'sinh T
b = < 1 pel ao (2.62) do L 2.2. Assi
(b) sinh T'(sinh T cosh T + T') pela equagao (2.62) do Lema S

A < 1 e tem multiplicidade 2, pelo que contribui ao indice de ¥, com 2 (veja a

Figura 2.8).

Resumindo, tem-se que o operador J,. no problema de Jacobi-Steklov (2.4) contribui ao
indice com 5. Por outro lado, do item 3 do Teorema 2.3, Y. é instavel para T" > Tj, alem

disso J. no problema de bordo fixo (9), tem exatamente um autovalor negativo (u; < 0)
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e o resto positivos. Portanto contribui ao indice de Y. com 1. Logo, do Teorema 2.4

obtemos
Ind(X.)=a+b=1+5=6. (2.74)
Se Tg <T.
1. Para k£ = 0, temos:
1 N . ,
(a) A= T < 1, por Lema 2.2 equagao (2.61). Assim, A < 1 e é um autovalor
sin
simples, portanto contribui ao indice com 1 (veja a Figura 2.9).
inh T coshT + T inh T5 cosh Ty + T
(b) \ sin CcoSs + - sinh 15 coshly + 15 1, pois a fun-

sinh T(Tsinh T — coshT)  sinh Ty(T% sinh T — cosh T5)
. sinhtcosht 4 ¢
a0
%9 Sinh t(tsinht — cosht)
autovalor simples, portanto contribui ao indice com 1 (veja a Figura 2.10).

é decrescente para T > Tp. Assim, A < 1 e é um

2. Para k =1, temos:

(a) A = —1 < 1 o autovalor satisfaz trivialmente e tem multiplicidade 2. Assim,
A = —1 contribui ao indice com 2.
b’ T hT — Tsinh T
(b) A = &8 o8 s < 1, por Lema 2.2 equagao (2.62). Assim,

sinh T'(sinh 7" cosh T' + T')
A < 1 e tem multiplicidade 2, pelo que contribui ao indice de ¥, com 2 (veja a

Figura 2.8).

Finalmente, o operador J. no problema de Jacobi-Steklov (2.4) contribui ao indice com 6.
Por outro lado, pelo item 3 do Teorema 2.2, 3. é instavel para T" > Tj, além disso J. no
problema de bordo fixo (2.3), tem exatamente um autovalor negativo (13 < 0) e o resto

positivos. Portanto contribui ao indice de Y. com 1. Logo, do Teorema 2.4 obtemos
Ind (X)) =a+b=14+6=T7. (2.75)

]

Nossas estimativas encontradas no Teorema 2.5 nos sugere falar sobre muitas ques-
toes interessantes. Por exemplo, caracterizar as superficies minimas capilares topologica-

mente um anel contidas na bola unitaria que possuem indice de Morse 3, 4, 6 e 7. O caso
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de uma superficie minima de fronteira livre que tem indice de Morse 4 ja foi feito por H.

Tran, e o resultado é:

Teorema 2.6. (H. Tran (2022) [21, Corollary 3.11] ) Suponhamos que ¥ C B2(0) € uma
superficie minima de fronteira livre mergulhada topologicamente um anel, com indice de

Morse 4. Entao Y € congruente ao catenoide critico.

Esperamos que, para o caso de superficies minimas capilares mergulhadas topo-
logicamente um anel 3 C B?(0), tenhamos uma caracterizagao semelhante. Isto é: se
¥ C B?(0) ¢ uma superficie minima capilar mergulhada topologicamente um anel, com

indice de Morse 3 (4, 6 ou 7), entdo ¥ é congruente ao catenoide capilar.
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Capitulo 3

APLICACAO NORMAL DE GAUSS
EM UMA HIPERSUPERFICIE
MINIMA CAPILAR

Nesta parte de nosso trabalho, estudaremos a aplicacao normal de Gauss sobre
hipersuperficies minimas capilares contidas na bola unitaria Fuclidiana. Seguindo as
ideias do trabalho de H. Tran [20], conseguimos provar alguns resultados de classificagao
para hipersuperficies minimas capilares. Entretanto, resta demonstrar um resultado que
generalize o seguinte teorema, para o caso em que X" seja uma hipersuperficie minima

capilar:

Teorema 3.1. (Tran (2019) [20, Theorem 1.1]) Seja 3 C B3(0) uma superficie minima
de fronteira livre tal que as fungoes coordenadas do campo normal N sdo autofuncoes do

problema de Jacobi-Steklov. Entao X € rotacionalmente simétrica.

A seguir apresentamos os resultados que obtivemos.
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3.1 Aplicacao normal de Gauss como autofuncao de

Jacobi-Steklov

Lembrando que, ao longo da se¢do, vamos considerar X" C B}*(0) como uma
hipersuperficie imersa na bola unitaria Euclidiana. Dada a fungao h € C*°(9%¥"), uma

funcdo h € C(X") é dito uma J-extensdo de h se:

Jh=0 em X"
h=h em OX".

A J-extensdo existe e é tnica, se e somente se h & L*-perpendicular ao kernel de J
com condi¢do de Dirichlet (veja [21, Lemma 2.5]). A aplicagdo de Dirichlet-Neumann

Ly : C®(0X") — C*°(0%X") é definido por
Lsh = D,h = —h. (3.1)

Assim, se define o problema de Jacobi-Steklov em uma hipersuperficie minima capilar.

Definigao 3.1. (Jacobi-Steklov) Uma fungio uw € C®(X") € uma autofun¢ao com

autovalor X de (3.1) se satisfaz o sequinte:

Ju =0, em X",
(3.2)
D,u = \qu, em 0OX".
1 . : ~ n n
onde q = i d + cot OA(v,v) e 6 denota o dngulo de intersegao de ¥ e S™.
Motivados nos resultados obtidos por H. Tran em [20] e [21], estudaremos algumas

classificacdes de hipersuperficies minimas capilares ¥" C B (0). Sabe-se que a aplicagao
normal de Gauss N : ¥" — S" sobre uma hipersuperficie minima capilar " c B}*(0)
estd intrinsecamente relacionado ao problema de Jacobi-Steklov (3.2), pois JV; = 0 para
todoi =1,...,n+1. Antes de apresentar os resultados, vamos fazer algumas consideragoes.
Suponhamos que X" C B?"!(0) ¢ um conjunto analitico e cada funcdo coordenada da

aplica¢ao normal de Gauss N = (N, ..., Nyiq) : X" — S" sao autofungdes do problema
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de Jacobi-Steklov (3.1), isto é:
Dy N; = XigNy, (3.3)

para todo ¢ = 1,...,n + 1. Entre as superficies que satisfazem (3.3), podemos mencionar:
O n-disco totalmente geodésico, pois neste caso N é um campo constante e portanto
D,N; = 0 para todo i = 1,...,n + 1, dai tem-se \; = 0 para todo i. Outra superficie que

satisfaz (3.3) é a catenoide capilar (veja Proposigao 2.2).

Proposicao 3.1. Seja X" C BT(0) uma hipersuperficie minima capilar imersa na bola
unitdria. Suponhamos que as fungoes coordenadas do campo normal N = (Ny, ..., Npy1)

ao longo de OX" satisfazem:

para todo i = 1,....n+ 1, em que X\; sao constantes e ¢ = —— + cot 0 A(v,v).
sin
- PR n—1
1. Se \; =0 para algum i, entao H° = —— g OuTi= cte em OX".
sin
~ % n—1
2.8 M= =..=X\1=\ entaio\=0e H" = ————.
sin 6

3. Se A\; # 0 para cada i, entao q # 0 e A(v,v) # 0 em todo ponto de OL".

Demonstragao. Se A\; = 0 para algum i. Das identidades (1.57) e (3.3) obtemos D, N; =
XigN; = A(v,v)y; = 0. Dai A(v,v)y; =0, e como ™ é um conjunto analitico ao longo de

0¥, temos os seguintes casos: A(v,r) =0 ou v; =0 em OX".

(a) Se A(v,v) =0. Para p € 9¥" e 3" sendo minima tem-se
n—1
H(p) = > (A(8:,:),N) + A(v,v) =0, (3.5)

=1

onde {0, ...,0,—1} C T,0% é uma base ortonormal de T,0X" e {01, ...,Op—1,v} C
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T,% & uma base ortonormal de 7,> em p. Dal,

i
L

n—1
0 = ) (A(0:,0),N) = (A(0:,0,), — cos ON + sin 0p)

1

=1 i
= —COSQZ (0;,0;), N) —i—smez (05,05),

n—1

= cosf(n—1)+sinb Z(A(@i, 0;),7),
i=1
onde na segunda igualdade foi usada a identidade (1.24) e na ultima A5 (9;,9;) =

—1, pois J; sao campo de vetores unitarios tangentes ao esfera. Assim,

n—1
cos 6

S (A0, 7) = —(n — 1S

, sinf’
=1

(3.6)

Por outro lado, a curvatura media de 0X™ C X" e por (1.23) obtemos

i
L

n—1
H? = Y (A(0,0).v) = 3 (A(8;.,).5n 6N + cos 67)

=1 i=1

= sm@Z (0;,0;), N +COSHZ (0;,0:),

9 -1
= —sin@(n—l)—cose(n—l)?se =0 7
in sin

(b) Se v; = 0. Como para " C B"(0), entdao N(z) = x para todo x € 9X" e das
identidades (1.23) e (1.24) x; = sinfy; — cosON; e também (x,v) = sinf. Como
v; = 0, entao

x; = —cosON;. (3.7)

Suponhamos sem perda de generalidade que i = n + 1, entdo v = (vy,...,1,,0) e
como (z,v) = sinf, podemos parametrizar uma componente conexa de 0X", pela

parametrizacao z : U C R"! — 9X" dada por:

n—1 n—2

x(Upy ooy Up—1) = Sin G (H COS U, SIN Uy 1 H COS U, ..., Sin ug, cot 9) . (3.8)
i=1 i=1

Agora, consideremos os campos de vetores tangentes unitarios ao longo de 9",
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associados a parametrizagao x:

Ty,
Ty,
onde
n—1 n—2
Ty, = sinf | —sinu, H COS U, — Sin uy,_g sin u; H COS Ui, ...,
i#] i#]
j—1 Jj—1
— SIN Uj41 SIN U H COS Uj, COS U H cosu;,0,...,0 ],
i=1 i=1
: : i—1
para j = 1,...,n — 1 e |z,| =sin@ [/ cosu;. Por outro lado, de (3.8) e (z,v) =

sin  conseguimos:

n—1 n—2
V= H COS Uy, SIN Up_1 H COS U, ..., SIN U1, 0 | .
i=1 i=1

Finalmente sabe-se que, (z.,,v) = (4, N) =0e (N,v) =0, parai=1,..,n — 2.
Entao

Ouy X Ouy X e X Oy, X v ==2(0,...;1) = +e,. 1 = N (3.10)

e por (3.7) concluimos que z,; = £ cosf.
Se )\1 = )\2 = ... = )\n—f—l = \. De (157) (§ (33)

MN; = Alv,v)y; & AN = Ay, v)v?

= A(N,v) =A@, v)|v]* =0

pois (N,v) =0 e |v| = 1. Assim, A(r,v) =0 e pelo item (a) do caso anterior conclui-se

que

(3.11)

sinf
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Por outro lado,

MN; = Ay, v)y; < MN? = A(v,v) Ny
S MNP = A@,n)(N,)
= A\ =0, (3.12)

pois (N,v) =0¢ |[N| = 1.

Afirmamos que ¢(z) # 0 para todo x € 9X". De fato, de (3.12) temos que ¢ = 0
ou A =0. Se ¢ =0, entao
0

1
1= 57 + cot QA(v, v)

dai A(v,v) = — com 6 # g Para p € 0™ e ¥" sendo minima tem-se

cos

n—1

H(p) = (A(0:,0,),N) + A(v,v) =0, (3.13)

i=1

onde {0, ..., 0,—1} C T,05™ é uma base ortonormal tal que {04, ..., 0p—1,v} C T,X é uma
base ortonormal de 7, em p. De (1.24), N = —cos N + sin 07 e em (3.13)

n—1 n—1
coie = 2 (A(0;,0;),N) = ;(A(&»,ai), —cos ON + sin 6v)
n—1 n—1
= —cos0) (A(0;,0,),N) +sin0» (A(0;,0,),7)
i=1 =1
n—1
= cosf(n—1)+ sinQZ(A(@i, 0;),7),
i=1
onde na segunda igualdade AS"(9;,0;) = (A(0;,0;), N) = —1, pois 9; sdo campos de

vetores unitarios tangentes a S”. Assim,

n—1

Z<A<827 82)7 77> =

=1

1 —cos?f(n—1)
sin @ cos @ )

(3.14)

Finalmente calculando a curvatura media de 95" C X", Como v = sindN + cos 87 em
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0X"™, entao

n—1 n—1
HBZ = <A(81781)7V> = Z(A(ai,&),sinelv—i—cosem

=1 =1
= sinf ) (A(9:,0,),N) —|—COSGZ (8;,0,),

1—00826’(n—1)_ n—2

= —sinf(n—1)+cosf sin 6 cos 0 T sinf’

(3.15)

Comparando os valores obtidos em (3.11) e (3.15) conseguimos um absurdo. Assim, g # 0

para todo x € 9¥" e por (3.12) concluimos que A = 0.

Se \; # 0 para todo ¢ = 1,...,n + 1. Primeiro vamos provar A(v,v) # 0 para todo
ponto de 93". Suponhamos que existe xy € I¥" tal que A(v,v)(xg) = 0, entdo ¢ =
De (1.57) e (3.3)

sinf’

)\ZQNl(ZIZ'(]) = A(l/, V)(l’o)l/i(l'o) = )\quz = O, V1= 17 e+ 1.

Por outro lado, |[N| = 1 entao existe k € {1,...,n+ 1} tal que Ng(zo) # 0 assim, de (3.16)
M Ni(zog) = 0, isto é Ay = 0 que é absurdo, pois A; # 0 para todo i = 1,...,n+ 1. A
seguir, vamos provar ¢ # 0 em todo ponto de 90%". Se 6 = g tem-se ¢ = 1. Assim, resta

verificar o caso quando 6 # g Suponhamos que existe xg € 0X" tal que

1
+cot 0A(v,v)(xo) =  A(v,v)(zo) = a—:t 0 # g

0= q(wo) = sin 6

De (1.57) e (3.3)

0 = A\ig(xo)Ni(zo) = A(v,v)(xo)vi(zo) = A(v,v)(xo)vi(zo) =0, Vi=1,...,n+ 1.
1 T

SQVZ'(LL’Q) = 0, 0 # §

= v(rg)=0,Vi=1,...,n+1,

que é absurdo, pois |v| = 1. Concluindo a demostragao da Proposi¢ao. O]

Como uma consequéncia da Proposi¢cao anterior, podemos caracterizar as hipersu-
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perficies que satisfazem (3.3). Nosso proximo resultado mostra exatamente isso.

Teorema 3.2. Seja X" C B} (0) uma hipersuperficie minima capilar, sendo 6 € (0, 7)
o dngulo de intersecao de X" e S"™. Assuma que as funcoes coordenadas do campo normal
N em X" sao autofungoes do problema de Jacobi-Steklov, isto € D, N; = \;qN; para todo

1. Temos o0s sequintes casos.

1. Se \; = 0 para algum i, entao X" € um n-disco totalmente geodésico ou cada com-

ponente conexa de X" C S™ € totalmente umbilica.

-

2. Se \y = Xg = ... = A\yy1 = A, entao cada componente conera de 9¥X" C S" €

totalmente umbilica.

3. Se \; # 0 para todoi =1,....n+ 1, entdao para x € 0X" existe uma vizinhang¢a de x

tal que as fungoes coordenadas do vetor posicao sao dadas por:

n—1 n—1 1/2
1 [ boi + 25 bjiuy
2 (Ul ooy Up_1) = sinO(b; + Y biu;)Y? — cos = 3.17
(ta ) (i + 2 b Aig® \ Py + Y07) Pru; 347

Jj=1

onde b;;, P; € R e (uq,...,u,) € R" sdo os pardmetros.

Demonstracao. Se \; = 0 para algum 7, segue do item 1 da Proposi¢ao 3.1 que v; = 0 ou
A(v,v) = 0 em 0X". Primeiro, se v; = 0 em 0X" e Ayx; = 0 (pois £" é minima), entao

de (1.56) e por integragao partes

by by ox

> o >
Daf segue |Vz;]* = 0 e V; = 0. Por outro lado,

= N;N, (3.19)

pois Vz; = e;. Dai N2 = 1 e portanto N = 4e; é constante em ", pelo que podemos

concluir X" é um n-disco paralelo ao plano coordenado x; = 0. Para o segundo caso,
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se A(v,v) = 0 em 0X" de (3.6) cada componente conexa de J¥" C S™ tem curvatura
media constante e do Teorema de Alexandrov |14, Theorem 10|, cada componente conexa
de 9¥X" C S™ é totalmente umbilica, isto é, para I' C 0X" uma componente conexa,

[' =S"N1I onde II é um hiperplano.

Se A1 = Ay = ... = \,y1 = A, entao do item 2 da Proposicao 3.1 tem-se que cada
componente conexa de 0X" C S™ tem curvatura média constante (3.6) e do Teorema
de Alexandrov |14, Theorem 10|, pode-se concluir que, para I' C X" uma componente

conexa, ' = S" NIl onde IT é um hiperplano.

Se consideramos \; # 0, para todo ¢ = 1,...,n + 1, segue de (1.57) e (3.3) que
A(v,v)v; = \igN;. Dai,

E:%ﬁjﬂNW>_o (3.20)

pois (N, v) = 0. Por outro lado, consideremos a aplicagao F : S* — R"*! dada por

F (81,0, 8n41) = (81,00 S51)- (3.21)

Pode-se observar que F' é um difeomorfismo local nos pontos s € S” tal que s nao pertence

aos planos coordenados, isto é, s ¢ II; para todo i = 1,...,n + 1. Como v(0%) C S",
n+1

entdo F(v(0X)) esta contido no plano ZJ:Z = 1 e por (3.20) temos que F(v(0Y)) é

=1

_ - 1 1
perpendicular ao vetor constante A = | —, ..., —— |].
A1 Ant1

Como \; # 0, para todoi = 1, ..., n+1, pode-se afirmar que: A nao é perpendicular
n+1 n+1

ao plano sz = 1. De fato, suponhamos que A é perpendicular ao plano le = 1.
=1 i=1
Entao A ¢ paralelo ao vetor (1,...,1) € R""! isto ¢

< 1 1
A= — o — ) =a1,..1 3.9
(5 ) =l 3:22)

para algum a € R. Logo A\ = ... = \,41 e do item 2 da Proposigao 3.1, A; = 0 para todo
i=1,...,n+ 1. O que é um absurdo pois por hipotese \; # 0 para todo i = 1,....,n + 1.

Assim, F(v(0%)) L (1,..,1), Fw(dX)) L Xe A} (1,...,1), entdo cada componente
n+1

conexa de F(r(0%)) ¢ um pedago do plano de dimensao n — 1 contido em sz =1

i=1
Logo, sem perda de generalidade escolhemos um ponto v € v(9%) tal que v ¢ II; para
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todoi=1,....n+ 1, entdo F(v) tem a forma
F(V) = 50 + ulgl + ot un—lgn—la (323)

onde gj = (bj1, ..., bj(n+1)) € R"*! sao vetores constantes linearmente independente, com
j=1,..,n—"1e (uy,....,u, 1) € R" ! sdo parametros. Como F ¢ um difeomorfismo local,

existe uma vizinhanga de v = (14, ..., ,41) tal que

Vv, = (b()z + bliul + ...+ b(n_l)iun_l)l/Q s 1= 1, .., n +1 (324)

e como |v| =1 temos:

n+1
> by =1
i=1

n+1
by =0, Vi=1..n-1
=1

Por outro lado, para x € %", N(z) = x. Pelas identidades (1.23) e (1.24), as funcoes

coordenadas do vetor posicao podem ser escritas como:
x; = (x,e;) = sinfy; — cos ON; . (3.25)

Além disso, como A(v,v)y; = \igN;, segue-se que.

n+l o )

Vi q
- = 3.26
Z A2 Ay, p) (3:26)
i=1
Por (3.24), conseguimos
1 1
A (v,v) = — — , (3.27)
P+ Zj:l Pju;

n+1
onde P; = Zbﬁ)‘i_ 2 para j = 0,...,n — 1. Assim, as funcdes coordenadas da aplicacao
i=1
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normal de Gauss sao dadas por:

. 1/2

1 boi + S0, bjiu;

N=— = Zj;_ll i (3.28)
Na® \ Po+ 3257 Py

Finalmente, pelas equagoes (3.24), (3.25) e (3.28), conseguimos uma parametriza¢do em

uma vizinhanga de x € 9%" dada por:

n—1 n—1 1/2
1 [ boi + 2252 by
(w1, .oy Up_1) = sin O(by; + biui)? — cos@ = 3.29
(11, 1) = 50 000 + 3 by vl Wows:scesomd BECED

j=1

parai=1,....n+ 1. ]

A parametrizagdo dada por (3.29) é uma generalizacao da que foi obtida por H.
Tran em [20]. Pois, quando X? C B?(0) seja uma superficie minima de fronteira livre
T
(0= 5), temos

Para o caso particular n = 2, e dos item 1 e 2 do Teorema 3.2, conseguimos classificar as
superficies minimas capilares contidas na bola unitaria Euclidiana satisfazendo (3.3). No

resultado a seguir, mostramos o mencionado.

Corolario 5. Seja % C B}(0) uma superficie minima capilar. Se as fungoes coordenadas
do campo normal a X? sao autofuncoes do problema de Jacobi-Steklov tal que \; = 0 para

algum i = 1,2, 3, entdo X? ¢ um disco totalmente geodésico.

Demonstracao. Pelos itens 1 e 2 de Teorema 3.2, temos que ¥? é um disco plano paralelo
a plano coordenados z; = 0 ou cada componente conexa de 932 é a intersecciao da esfera
com um plano (circulo plano). O primeiro caso cumpre trivialmente. Para o segundo
caso, temos que cada componente conexa de X2 é um circulo plano. Entao pelo Teorema
de Pyo [16, Theorem 1.2|, tem-se que 32 ou ¢ uma catenoide capilar ou é um disco plano.
Da Proposicao 2.2, os autovalores associadas as funcoes coordenadas do campo normal da
catenoide capilar sao diferentes de zero, e como por hipdtese temos que um dos autovalores
¢ zero, podemos concluir que ¥? nao é uma catenoide capilar. Assim, deixando a tnica

opcao para X2 ser um disco plano, o que conclui a prova. O
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Observarmos que na catenoide os autovalores associados as fungoes de coordenadas
N; e Ny do campo normal sao iguais, isto é, A\; = Ay (veja Proposigao 2.2). O que nos
leva a perguntar o seguinte: Se dois autovalores associados as fungoes coordenadas do
campo normal N sdo iguais, entdo Y2 ¢ uma catenoide capilar? A resposta ¢ sim, e a
seguir apresentaremos os resultados que afirmam o dito anteriormente. Nosso proximo
resultado é para o caso geral com a hipdtese: se todos os autovalores associados as fungoes
coordenadas do campo normal forem iguais e apenas um deles for diferente, entao cada

componentes conexa do bordo é intersecao de um plano com a esfera unitaria.

Teorema 3.3. Seja X" C B} (0) uma hipersuperficie minima capilar, sendo 6 € (0, 7)
angulo de intersecao de X" e S™. Assuma que as funcoes coordenadas do campo normal N
a X" sao autofuncoes do problema de Jacobi-Steklov, tal que \; # 0 para todoi =1,..,n+1
eA =...=Xj_1=Ajt1 = ... = A\yy1, entdo ao longo de cada componente conexa de OX",

a fungao x; € constante.

Demonstragao. Seja A = A\ = ... = X\j_1 = A\jj1 = ... = A\y41, pelo item 2 da Proposicao

3.1 podemos verificar que A # A;. De (1.57) e (3.3)

DuNz:AqNZ :A<V7V)Vi = AquVi:A(Vvy)Vz?

n+1 n+1
= M\ Z Niv; = A(v,v) Z v?
i#j i#j

= —MNv; =A(vr)(l - 1/]2)

pois, [N|* =1 e (N,v) = 0. Como D,N; = \;jgN; = A(v,v)v; da equagdo acima nos

obtemos

A(v,v) = qNjvj(Aj — )
= A(y, 1/)u]2 (Aj); )\) ,

e pelo item 3 da Proposigao 3.1 A(v,v) # 0, portanto da equagao acima nos obtemos:

Aj
Y

vy = = v== (3.31)
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Por outro lado, de (1.57) e (3.3)

D,N; = \N; = A(v,v)y; =  MN? = A(v,v) N,

n+1 n+1
= M\ Z N? = A(v,v) Z N,v;
i#] i#]

= Ag(1— sz) = —A(v.v)N,v;

pois |[N|? =1 e (N,v) = 0. Como D,N; = \jgN; = A(v,v)r; da equagdo anterior nos
obtemos

Ag(1—N7)=—=XNgN? = g+ (N —AN))=0 (3.32)
e pelo item 3 da Proposigao ¢ # 0, tem-se

5\ i\
N, =+
RO PDY

(3.33)

Finalmente pela condicio de capilaridade (1.25) e como x|ss» = N noés obtemos:

z; = (ej,x) = <ej,]\_/'> = (ej,sinfv — cosON)

= sinf(e;,v) — cosb(ej, N) = sinfv; — cos ON;. (3.34)

Como as fungoes v;, N; e x; sao continuas, entao de (3.31), (3.33) e (3.34) conclui-se que
x; é constante em cada componente conexa de 0¥, isto é, para I' C X" uma componente
conexa temos que I' = S" N 1I; onde II; ¢ um hiperplano paralelo ao plano coordenado

a:j:0. O

Observacao 5. Uma consequéncia do teorema anterior é que pode-se afirmar que %" tem
pelo menos duas componentes conexas de bordo. De fato, suponhamos que 0" tenha s6

uma componente conexa. De (3.31), v; é constante em 0X". Como D, z; = v;, tem-se
0= / Azl'jdE — D,,asjd@Z = / I/jdaz = l/]|82| (335)
b E)> ox

Dai, v; = 0. Por outro lado, D,N; = \;¢N; = A(v,v)v; = 0. Isto implica que N; = 0,
pois A\; # 0 para todo i = 1,2,....,n + 1 e g(z) # 0 para todo x € 9¥". Agora, em (3.34)
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x; = 0 em 0X". Por integragao partes, temos

0 = /.ﬁlﬁjAE.’ﬂjdE:—/ ]Vx]|2d2+/ ij,,xjdé?E
by by

ox
= —/E|VIJ|2d2+/621’]VJdaEI— E|V£L’j‘2d2. (336)

Dai, Vz; = 0 o que implica que x; ¢ constante em ¥". Como z; = 0 em 0¥X", obtemos
que z; = 0 em X", isto é, X" é um n-disco equatorial. Isso contradiz a hipdtese, pois se
" é disco equatorial entao D, N; = 0 para todo i = 1,2,...,n + 1, pelo que \; = 0 para

todo 7. Assim, X" tem pelo menos duas componentes conexas. O

Para o cason = 2 e \; = Ay, pelo Teorema 3.3 tem-se que uma componente conexa
do bordo é um circulo plano, o que sera suficiente para garantir que % ¢ uma catenoide

capilar. Nosso seguinte resultado afirma exatamente isso.

Corolario 6. Seja X2 C B3(0) uma superficie minima capilar. Assuma que as fungoes
coordenadas do campo normal N a ¥? sao autofuncoes do problema de Jacobi-Steklov tal

que \; # 0 para todo i = 1,2,3 e \i = X\o. Entdo X% € uma catenoide capilar.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3, cada componente conexa de 0X? sao circulos planos
paralelos ao plano coordenado x3 = 0 e do Teorema de Pyo [16, Theorem 1.2, ¥:? faz
parte do catenoide ou é um disco plano. Suponhamos que ¥? ¢ um disco plano, entao
o campo normal N é constante em 2 e portanto D, N; = 0 para todo i = 1,2, 3, isso
implica que \; = 0, pois ¢(x) # 0 para todo z € 932, chegando a uma contradigao, pois
por hipétese \; # 0. Assim, deixando a tinica opcao para Y2 ser uma catenoide o que

conclui a prova. O

Nos corolarios 5 e 6, conseguimos classificar as superficies minimas capilares que
satisfazem (3.3). No entanto, ainda estd pendente demostrar o resultado que generalize
o teorema que H. Tran obteve (Teorema 3.1). Esperando no futuro responder a seguinte
questdo: Se ¥ C B? uma superficie minima capilar tal que as funcoes coordenadas do
campo normal N sao autofungoes do problema de Jacobi-Steklov. Entao Y é rotacio-
nalmente simétrico? Se a questao anterior for provada, teremos uma generalizacao do

Teorema 3.1.
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Capitulo 4

INDICE DE UMA
HIPERSUPERFICIE MINIMA
CAPILAR

Nesta tltima parte, apresentaremos alguns resultados relacionados ao indice de
Morse sobre uma hipersuperficie capilar minima contida na bola unitaria " c B}*(0).
Na literatura, existem dois tipos de problemas de particionamento sobre hipersuperficies
em B(0) que divide B} (0) em dois dominios disjuntos B; e By de maneiras diferentes:
Problema de particionamento tipo-I. Encontre as hipersuperficies que minimizem a
drea entre todas as hipersuperficies em B}"'(0) que divide B}"'(0) em dois dominios

disjuntos By e By com volume prescrito, ou seja,
B = s[BYTH(0)] e |Be| = (1- )BT (0)], s€(0,1).

Problema de particionamento tipo-II. Encontre as hipersuperficies minimizem a area
entre todas as hipersuperficies em B} **(0) que divide B}**(0) em dois dominios disjuntos

By e By com a area molhamento no bordo prescrita, ou seja,

IB,NS"| = s[S"| e [B:NS"|=(1-3)|S"], se(0,1).
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Levando em conta o que foi dito acima, também faremos estudo do indice e estabilidade em
subespagos especiais de C°(X"). Dentre os trabalhos que abordam esse tema, podemos
citar: Guo-Xia em [23] e Tran-Zhou em [10], onde fazem o estudo da estabilidade e do

indice nos subespacos

Z:{UECOO(Z"):/EudZ:()} eU:{uECO"(E”):/aEud(‘?Z:O},

que eles estao relacionados aos problemas de particionamento tipo I e II, respectivamente.
Uma motivagao de nosso resultado dado no Teorema 4.1 é fornecer uma demonstragao
diferente do resultado obtido por Gou-Xia [0, Teorema 3.1|. Primeiramente vamos de-

mostrar a seguinte proposicao:

Proposicao 4.1. Seja X" C BYH(0) wma hipersuperficie minima contido na bola unitd-

ria, tal que X" intersecta S™ em um dngulo constante 0 € (0,m). Entao

Q(NoN) = ——2 /N3d2+ C,Osf/\APNQ (z,a) dS (4.1)
sin“f Jx sin“ 0 Jx,

Qi) = —/ |A\2<x,a>2d2—cose/|A|2Na (z,a) dS (4.2)
> >

onde N, = (N,a), ¥, = (x + cosON,a) e a € R um campo constante.

Para deixar a demostracao da Proposi¢ao 4.1 o mais clara possivel, vamos comecar

provando alguns resultados auxiliares, pois eles serao usados diretamente na demostracao.

Proposigao 4.2. Seja x : X" — B uma imersao cujo bordo intersecta 0B em um dngulo
constante 0. Suponhamos que OB € totalmente umbilico, entao v € uma direcao principal

de OX™ em X", ou seja, A(w,v) =0 para qualquer w € X(9X"). Além disso,

V.N = A(v,v)v. (4.3)
Demonstragao. Seja w € X(0%). Pelas identidades (1.23) e (1.24), temos

Alw,v) = §(VuN,v) =g (Vy(—cosN + sinfv),sin N + sin i)
= —sinfcosfg (@WN, ]\7) — cos? 0g (?WN, 1?) + sin” 0g (?wﬂ, N)
+sin 6 cos 6g (?wﬂ, D)

= —cos?0g (va, D) + sin®4g (vwﬁ, N) ,
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Aw,v) = =g (VuN,v) = =A% (w,7) =0

isto é devido a ¢ (@w]\_f, ﬂ) = —g (?wl?, N), OB ¢é totalmente umbilico e 9B 1L N, com
w,v € X(0B). Assim, mostra-se que v ¢ uma diregao principal de 9¥" em X" e alem
disso,

V.,N = ov, (4.4)

pois v é uma diregao principal, logo o = A(v,v) =g (vl,N, V). O

Agora, consideremos (M™*! g) = (R"*! §), B = B7"(0) a bola unitéaria fechada
Euclidiana com centro na origem e X" C B (0) ¢ uma hipersuperficie imersa. Da
mesma forma do capitulo anterior, denotaremos por D = V a conexdo determinada pela
métrica ¢ (conexao de Levi-Civita). Entao, pelas consideragoes acima, tem-se RicM =0,
AS"(v,v) = 1 para todo p € S" e v € T,S" tal que |v] =1, N(z) = x paraz € 9¥" e o
operador de Jacobi fica

J = Ag + A%

Para cada campo vetorial constante a € R"™!, definimos um campo vetorial correspon-
dente X, em R"*! por

X, = (z.a) 7 — %(W +1)a. (4.5)

X, ¢ um campo de vetorial de Killing (veja Wang-Xia [24, Proposition 3.1]). Além disso,

satisfazem as seguintes identidades.

Proposigao 4.3. Seja v : X" — BY™(0) uma imersdo isométrica sobre a bola unitdria
Euclidiana, cujo fronteira intersecta S™ em um dngulo constante 6 € (0, 7). Seja a € R™!

um campo vetorial constante. Entao, ao longo de 0X",

D,(x 4+ cosON,a) = q{x+ cosfN,a) (4.6)

Dy(Xa, N) = q(Xa,N), (4.7)

onde

1
¢=55t cot 0A(v,v). (4.8)
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Demonstracao. Para (4.6). Da Proposigao 4.2

D,(x +cosb,a) = (D,x+cosfD,N,a)

= (v+cosfA(v,v)v,a)

. 1 :
= sinf < (sin@ + cot 0 A(v, V)) v, a> = sinfq(v, a).

Por outro lado, usando (1.23) e (1.24) em 0¥

(x +cosON,a)ss = (N + cosf(—cosON + sindv), a)
= ((1 —cos?#)N + sinf cos v, a)

= sinf(sinON + cos0v,a) = sin (v, a),

pois x|sx = N e por (1.25). Portanto das equacdes (4.9) e (4.10) obtemos (4.6).

Para (4.7). Usando a defini¢ao de X, e a Proposic¢ao 4.2

DX, N) = (DyXo, N) + (X, D,N)
— < ( T,a) T — 1(|x|2 )a) ,N> + Ay, v)(X,, V)
= <x )+ (z,a)D,x — %aDy(m,@, N> + A(v, v)(Xq, v)
= ((v,a)x + (z,a)v — (v,z)a, N) + A(v,v){{z,a)x — a,V)

{
{
= —cosf(v,a) —sinf(a, N) + A(v,v)(sinb(z,a) — (a,v)),

1
x + cot ON.
sin 6

pois de (1.25) z = N = sinfv — cos N, dai v =

v,a){z, N) + (z,a)(v, N) = (v,z){a, N) + A(v,v)({z, a) (z,v) =

(4.9)

(4.10)

{a,1))



100

Assim,
1
D, (X, Ny = —cosf (sin0<x’a> + cot O(N, a)) —sin (N, a)
1
A i — — N
+A(v,v) (sm@(x,a) sin0<x’a> cot 6 ,a})

29 _
= - (cot 0 — MA(V, 1/)> (x,a) — (cos@cot b + A(v,v)cot 0)(N, a)

= —q(cosb(z,a) + (N,a)). (4.11)

= —cosl (Sirllg + cot B A(v, 1/)) (z,a) — ( .19 + cot BA(v, V)) (N, a)

Por outro lado, em 0X"

<XavN>|8E = ((x,a) _a’N> = <$,a><x,N> - <N7a’>
= —(cos@{z,a) + (N,a)) (4.12)

Portanto, de (4.11) e (4.12), obtemos (4.7). O

Proposigao 4.4. Seja x : ¥ — R uma imersao isométrica sobre o espago Euclidiano.
Se a € R*! ¢ um campo vetorial constante. Entdo, as sequintes identidades se verificam

ao longo de X"

Asz = —HN, (4.13)
AZ%W = n— H(x,N), (4.14)
AgxN = VH —|AP’N, (4.15)
As(z,N) = (z,VH)+ H — |A]*(z, N), (4.16)
As(X,, N) = (Xo, VH) + (z,a)H — |A]*(X,, N) — n{N, a). (4.17)

Demonstragao. Os detalhes das provas de (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16) néo serao forne-
cidos aqui, pois sao conhecidos na literatura (os detalhes veja [24] e [17]). De particular

interesse para o nosso caso ¢ a identidade (4.17), para a qual forneceremos sua prova

detalhada.
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Para (4.17). Pelas propriedades do Laplaciano Ay, temos
As(Xy, N) = (As Xy, N) +2(VX,,VN) + (X,, AxsN) (4.18)

Vamos calcular cada fator do lado direito de (4.18). Usando a defini¢ao de X, (4.13) e
(4.14)

(AsX,, N) — <Ag ((x,a)x - %(W + 1)a) ,N>

_ <<x, ) As + 2 As(x, a) — AE%(MQ +1)a, N>

— (—(z,a)HN — (N,a)Hz — (n — H{z, N))a, N)

— (e, H — (N,a)(z, NYH — n(N,a) + H{z, NY(N, a)

— _H{z,a) - n(N,a). (4.19)

Também, para a base canonica {ey, ..., e, } de R"™! temos

(VX,, VN) = <v ((x,a)a: - %(le2 + 1)a) >VN>
_ Z;f <v ((x,a)(x,@-) - %(W +1)a, ei)> V(N ei>>
_ ni <<x, e)V{z,a) + (z,a)V(z,e;) — (a, ei>V%(\x|2 +1), V(N, ei>>
_ :g«x, eija’ +(w,a)e] —(a,e)z’, VN, e;))
_ Z<<>< VN, e} + (2, o)l VIV, ) — {a,ed(aT, TN, e)
_ Z<< e)Alena”) + (z.a)A(e] ,€) — (a,e)Ales, ")

= (x,a)H. (4.20)
Finalmente, usando (4.15)

(X.,AxN) = (X,,VH —|AP’N)
= (X,,VH) — \A[2<XG,N>. (4.21)
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Portanto, de (4.19), (4.20) e (4.21), obtemos (4.17). O

Observagao 6. Se ¥ C R™""! ¢ uma hipersuperficie minima, da Proposicao 4.4 podemos

deduzir
Asx = 0 (4.22)
Aslz]* = 2n (4.23)
AsN = —|A’N (4.24)
As(X4, N) = —|A* (X4, N) —n(N,a), (4.26)
cujas identidades sao muito conhecidos. O

Quando X" C B}**(0) é uma hipersuperficie minima capilar imersa na bola unitaria

centrada na origem, a forma bilinear () induzida da segunda variacao de energia dada em

(1.55) fica reduzido em

Q,p) = —/27/)(A2 + |A]*) pd¥ + /82 (D, — qp)dox

= —/ijm+ V(Dyp — qp)dox
> o

onde

(= + cot 0A(v,v),

pois A% (0,0) =1, J = Ax + |AP? e ¥, € C®(X"). Levando em conta os resultados

anteriores e o paragrafo acima, vamos provar a seguinte proposicao.

Proposigao 4.5. Seja X" C BYH(0) uma hipersuperficie minima contido na bola unitd-

ria, tal que X" intersecta S™ em um dngulo constante 6 € (0, 7). Entdo

cosf

sin? 6

QWa,a) = —/E|A\2(x,a>2dZ—COSH/E\A|2Na (x,a)d% (4.28)

Q(N,,N,) = ——" /N3d2+
>

sin? 6

/ |A]2N, (z,a) d% (4.27)

onde N, = (N,a), ¥, = (x + cosON,a) e a € R"™ um campo constante.
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Demonstragao. Para (4.27). Consideremos a fungao

0o = (Xo, N) + cos0(z + cosON, a),

entao da definicao de X, a fungao ¢, ao longo de 9%" reduze-se em:

Calos = <<g;,a>x— %(\x]2+1)a, N> + cosO({x + cosON, a)) (4.29)
oy
= (x,a)(N,z) — (N,a) + cosO({x + cos N, a))
= —cosf(x,a) — (N, a) +cos6(z,a) + cos’ BN, a)
= (c032 0 — 1)<N, a> = — sin? ON,, (4'30)

pois de (1.24) tem-se (N, z)|sx = —cosf. Também, usando (4.6) e (4.7) da Proposigao
4.3

D,po, = D,(X4, N)+cosOD,(x+ cosdN,a)
= ¢(X4, N) + cosfq(x + cosON, a)

= q((Xq4, N) +cosb(x + cosON, a)) = qp,. (4.31)

Por outro lado, como X" C B}**(0) é minima, por (4.26) temos

—n(N,a) = Ax(Xq, N) +[AP(X,, N)

= J(XaN)
entdo, de (4.22) e (4.24)

Joa = T(Xa, N)+cos0T(x+ cosN, a)
= —n(N,a) +cosO(T(x,a) + cosOT(N,a))
= —n(N,a) + cosO|A]*(z,a). (4.32)
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Assim, de (4.24) e (4.30) temos:

Q(SOCL)NG,) = _/SpajNadE+/ Qpa(DuNa_qNa)daE
b 0%

— —sin20 [ N,(D,N, — gN,)dox (4.33)
)3

logo, de (4.24) e (4.33)

Q(N4y N,) = /NajNadZ + Ny(D,N, — qN,)do%
by )

= — 1 (— sin? 6 Ny.(D,N, — qNa)daE)

sin2 0 ax

= - ! Q(QpaaNa)- (434)

sin® 6

Por outro lado, sabe-se que Q(@a, No) = Q(N,, ¢a), pois @ é simétrico, logo de
(4.31) e (4.32)

Q(Ng, p,) = —/NajgoadE—i— No(Dypo — qpa)dO%
s ox
= —/Na(—nNa—{—COS@\AIQ(x,a))dZ
2

= n/Nde—cose/ |A2Ny(z, a)d>. (4.35)
) )

Finalmente, substituindo (4.35) em (4.34), obtemos:

Q(N,,N,) = —— /N3d2+ C,OSQ/\A]QNQ (z,a) dS.
b b

sin® 6 sin® 6

Para (4.28). Consideremos a fung¢ao ¢, = (x + cosN, a), entdo de (4.6) da Pro-
posigao 4.3 e das identidades (4.22) e (4.24) podemos observar o seguinte:

D,(x 4+ cosON,a) = q(x+ cosON,a) (4.36)

J(x+cosON,a) = J(x,a)+cos0T(N,a) = |A|*(z,a). (4.37)
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Assim, de (4.36) e (4.37), tem-se:

Q(¢a7¢a) = - /; wajwadz + /82 wa(Dywa — nga)d@E

_ —/<x+c0s9N,a>|A|2<x,a>dZ
by

= —/|A|2 <l’,a>2dE—COSQ/|A|2Na (r,a)dX
> 2

O

Observagao 7. A formula (4.27) da Proposi¢ao 4.3 é uma generalizacao do que obteve

Tran em |21, Lemma 2.9], pois quando 6 = g tem-se

Q(N4, N,) = —n/E<N, a)?dy < 0

onde a € R™™ ¢ um vector constante. Para {ei,...,e,41} a base canénica de R"*! as

fungoes coordenadas do campo normal Ny, ..., N, satisfazem

Q(N;, N;) = —n/(N, e;)?d¥ < 0, para todoi=1,...n+ 1,
)

entdo, para X" C B}*1(0) de fronteira livre ndo plana, as fungoes coordenadas do campo
normal Ny, ..., N, 41 contribuem ao indice de 3", isto é Ind(X") > n+1, que é exatamente

o que Tran mostrou em [21, Corollary 2.10].

Por outro lado, da formula (4.28) e 6 = g tem-se Y, = (z,a) =2, €

Qe 74) = —/E|A\2<:c,a)2d2 <0

logo, para {ey, ..., é,+1} a base canoénica de R"™, as fungdes coordenas do vector posigio

Ty .ory Ty satisfazem
Qi x;) = —/ |A[*(z,e;)d¥ < 0, para todoi=1,...,n+ 1.
>

Assim, obtemos a mesma estimativa do caso anterior Ind(¥") > n + 1. O
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4.1 Hipersuperficies estaveis de tipo I e 11

Seja x : X" — B C M"™! uma imersao propria sobre um dominio compacto suave,

com 0¥" # &. A forma bilinear () induzida pela segunda variacao de F, esta dada por

Qu,u) = — / uJ ud% +/ u(V,u — qu)dov (4.38)
> o%

onde J = Ay + |A|? + Ric™ (N, N) é operador de Jacobi e u € C*®(X"). Como dito no
capitulo 2 o indice de Morse da forma bilinear () é precisamente o niimero de autovalores

negativos do problema com condicao de fronteira de Robin

Ju=—A\u, em X,
(4.39)

V,u=qu, em O,

para o qual existe uma sequéncia nao decrescente e divergente \; < Ay < ... <\, <1 00
de autovalores associados a uma base L2-ortonormal {u;}32, de solugoes para o pro-
blema de autovalor (4.39). Pelo Teorema de Rayleigh os autovalores Ay tem a seguinte

caracterizagao variacional
U, U
>\k = inf —Q( 2’ ) s
wevit \fo} [y, u?dS

1
onde Vi1 = Spam{uy, ..., ux} e V,j_1 é o complemento ortogonal de Vj;_; em relacao ao

produto interno L?.

Definicao 4.1. Uma imersao x : X" — B € um particionamento de tipo-1, se for ponto

critico do funcional energia E preservando o volume prescrito V.

O campo variacional Y = %(t, )

preserva volume se
t=0

/E<Y, NYS = 0.

Pela primeira variacao de E, temos que X" é ponto critico se e somente se ela tem curvatura

média constante H e X" intersecta OB em angulo constante (hipersuperficies capilares).

Definicao 4.2. O indice de Morse Tipo-I de uma hipersuperficie capilar ¥ C B € o
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indice de Q) em
7 = {u e C™(X"): / udy = 0} C C™(X"),
b

e denotaremos por Ind; (X").

Uma hipersuperficie capilar Tipo-I ¢ dito estével, se seu indice Tipo-I for zero, isto

Q(u,u) > 0, para todo u € Z = {u e C>®(X"): / udy = 0} :
s

Definicao 4.3. Uma imersao propria x : ¥" — B C M"™ ¢ dita estaciondria tipo-1I se
E'(0) = 0 para qualquer varia¢ao de x que preserva a drea de molhada W.
09

O campo variacional Y = E@’ x)

preserva a area molhada se
t=0

/ (Y, 0)dox = 0.
ox

Da primeira formula de variacao de E, temos que z é estacionério tipo-II se e somente se

x & uma imersao minima e X" intersecta 0B em angulo constante.

Definicao 4.4. O indice de Morse Tipo-II de uma hipersuperficie estacionaria X" C B

€ o indice de Q) em

U= {u € C®(x"): / uddy = 0} c C=(Em),
ox.
e denotaremos por Indy(X™).

Uma hipersuperficie estacionaria Tipo-II é dito estavel, se seu indice Tipo-II for

zero, isto é
Q(u,u) >0, para todou € U = {u e C>®(x"): / uddy = 0} .
ox

Como o indice de Morse Tipo I e II foram definidos na mesma forma bilinear (), tem-se
que

Ind; (£") < Ind(X) e Indy(X") < Ind(X"). (4.40)

Levando en conta as defini¢oes anteriores, obtemos o seguinte resultado.
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Proposicao 4.6. Seja x : X" — B C M™* wma hipersuperficie propria. Entdao
1. Se X" € capilar de Tipo-I, tem-se

Ind(S") — 1 < Indy (3" < Ind(S") (4.41)

2. Se X" for estacionaria Tipo-II, tem-se
Ind(X") — 1 < Indy(X") < Ind(X") (4.42)

Demonstragao. Seja Vi, = Spam{ep, ..., or} 0 subespago gerada pelas primeiras k auto-

fungoes de (2) tal que

Qpi, i) = )\i/ Y <0, parai=1,.. k,
%

ou seja Ind(X") = k.

Para (4.41). Consideremos o operador linear L, : V;, — R definido por

Ly (p) :/Eade.

Pelo Teorema da dimensao para transformagoes lineares, tem-se

dimker(L;) = dim(Vy) — dimIm(L,)
Ind;(¥") = Ind(X") —dimIm(L;) > Ind(X") — 1, (4.43)

logo, de (4.40) e (4.43) obtemos (4.41).

Para (4.42). Consideremos o operador linear Ly : V;, — R definido por

La(e) = [ ooz
ox

Pelo Teorema da dimensao para transformagoes lineares, tem-se

dimker(Ly) = dim(Vy) — dimIm(Ls)
Indy(¥") = Ind(X") — dimIm(Ls) > Ind(X") — 1, (4.44)
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logo, de (4.40) e (4.44) obtemos (4.42). O

O proximo teorema que vai ser provado, ja foi demostrado por Guo-Xia em |10,

Teorema 3.1], mas aqui apresentaremos uma prova diferente.

Teorema 4.1. Seja X" C B'™(0) uma hipersuperficie contido na bola unitdria com n >
2, tal que X" intersecta S™ em um angulo constante 6 € (0, 7). Entao X" € estacionaria

estavel de Tipo-11 se, é um n-disco totalmente geodésico.

Demonstracao. Faremos a prova por contradi¢ao. Suponhamos que a hipersuperficie "

nao é n-disco totalmente geodésico. Consideremos a fun¢ao em 3" definida por:

= N.a). 4.4
po = ——(r,0) + cot O(N a) (4.45)

Das identidades (1.23) e (1.24), obtemos

Paloxn = s'19<N’a> + cot O(—cos O(N, a) + sin (v, a)) (4.46)
in

= sinO(N,a) + cos (v, a) = (v, a). (4.47)

Por outro lado, como ¥" ¢ minima, Ay (z,a) = 0. Assim, por integracao por partes

/ PadO% :/ (v,a)do> = D,(z,a)d0% = / As(z,a)d¥ =0, (4.48)
% ox. ox. 2

isto ¢, a fun¢do p € U. Nas identidades (4.27) e (4.28) da Proposigao 4.5, podemos

observar que p, = onde ¢, = (z + cosON,a) e

a
sin @’

Q(par pa) = —

/|A| z,a)? dY — COS9/|A| N, (z,a) (4.49)

sin? 6 sin

Como p, € U e X" é estacionaria estavel do Tipo-II, temos

0 < Q(pa, pa) = — /|A| z,a)’ dy — cos 0 / |A]2N, (z, a) (4.50)
sin? @ sin?
Portanto,
0
o /|A\ N, (z,a) 2 (2, q)? dS. (4.51)
sin? 4
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Dai, na identidade (4.27) da Proposigao 4.5 e da desigualdade (4.51), observamos que

0
Q(N,,N,) = —— /N3d2+ o /]A|2Na (z,a) dS
sin“ 0 Jx, sin“ 0 Js,
1
__n /Ngdz— l /\A|2<x,a>2d2§0, (4.52)
sin“ 6 Jx, sin“ 6 J,

isto ¢, Q(N,, N,) < 0 para todo campo a € R™™ constante. Se Q(N,, N,) = 0 para
algum campo a € R"! constante, entao X" ¢ n-disco totalmente geodésico, pois de (4.52)

teriamos que

1
0=—" /N5d2+ /|A|2<x,a>2d2, (4.53)
by b

sin? sin? ¢
onde concluimos que N, = 0 e |A|(x,a) = 0 para todo x € X". Agora, suponhamos que
existe xy € X" tal que (xg,a) # 0 e |A(xo)| = 0, como a funcdo (z,a) é continua em 3"
existe uma vizinhanga U(zg) onde (x,a) # 0 e |A(x)| = 0 para todo = € U(xy), e porque
Y™ ¢ um conjunto analitico |A| = 0 para todo z € X" isto é, ¥" é n-disco totalmente
geodésico. Como estamos assumindo que " nao é um n-disco totalmente geodésico,

tem-se que Q(N,, N,) < 0, para todo campo a € R"™! constante.

Em particular, para a {e, ..., e,41} base canonica de R"™, as funcoes coordenadas
do campo normal Ny, ..., N,y satisfazem Q(N;, N;) < 0, para todo i = 1,2....,n+ 1. Seja
V = Spam{Ny, ..., N,11}, como X" nao é um disco a dimV = n + 1. Afirmamos que
Q(u,u) < 0 para todo u € V. De fato, para u € V existem ay, ..., a,11 € R constantes tal

que:

u = a1N1 + a2N2 + ...+ an—i—an—H

= (N,aie1) + (N,azes) + ... + (N, apr1€n11) = (N, a) = N,

onde a = (ay,...,an11). De (4.52) tem-se que Q(u,u) = Q(N,, N,) < 0. Portanto, da

definicao de indice de Morse obtemos:

Ind(X") > n + 1. (4.54)

Segue de (4.42), da Proposigao 4.6, temos

Ind(E") — 1 < Indy(2") = 0, (4.55)
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pois X" é estavel de tipo-1I. Da desigualdade 4.54

0=Indy(X") > Ind(X")—1>n+1-1

v

n?
logo n < 0, que é absurdo, pois n > 2. Assim, 3" necessariamente tem que ser um n-disco
totalmente geodésico. O

Observagao 8. Se consideramos que, ¥" C B?™(0) ¢ uma hipersuperficie minima capilar
estavel de tipo I, entao X" é também um n-disco totalmente geodésico. De fato, do

resultado obtido por Wang-Xia em [24, Proposition 3.2|, temos

/ n(z + cos ON, a)ds. — / H(X,, N)dS. (4.56)
by by

Como, ¥" é minima e p, = ¢—a9 onde 1, = (z + cos N, a), de (4.56) tem-se
sin

n

/(x+cos€N, a)ds = /padEIO = /padzz(), (4.57)
P ) ¥

sin 6 sin 6

isto é, p, € Z. Portanto Q(pa, pa) > 0, pois estamos supondo que 3" é estavel de tipo 1.
Note que, da nossa prova do Teorema 4.1, s6 precisamos que Q(p,, po) > 0 para garantir

que Ind(X™) > n+ 1. Dai, por (4.41) da Proposicao 4.6, obtemos

0=Ind;(X") > Ind(X")—1>n+1-1

v

n,

logo n < 0, que é absurdo, pois n > 2. Assim, 3" necessariamente tem que ser um n-disco

totalmente geodésico. O
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