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Resumo 

 

 Em teoria de filas, um dos principais interesses dos pesquisadores é estudar o seu 

comportamento, seu processo de formação e analisar algumas características de 

desempenho, tais como, por exemplo, a intensidade do tráfico. Esta monografia visa 

detalhar a metodologia para obtenção do intervalo de confiança bootstrap para a 

intensidade de tráfico em filas markovianas finitas com “s” servidores, denominadas 

M/M/S, na notação de Kendall. Para tanto utilizaremos o método de estimação da 

máxima verossimilhança em conjunto com a abordagem paramétrica do bootstrap.  

Palavras-chave: Filas markovianas, intensidade de tráfico, estimação por máxima 

verossimilhança, bootstrap paramétrico.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

In queuing theory, one of the main interests of researchers is to study their behavior, 

their formation process and analyze some performance characteristics, such as, for 

example, the intensity of traffic. This monograph aims to detail the methodology for 

obtaining the bootstrap confidence interval for the traffic intensity in finite Markovian 

queues with “s” servers, named M/M/S, in Kendall's notation. For this purpose, we will 

use the maximum likelihood estimation method in conjunction with the bootstrap 

parametric approach. 

Key Words: Markov queues, traffic intensity, maximum likelihood estimation, 

parametric bootstrap. 
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1 INTRODUÇÃO 

As filas M/M/s tratam modelos de filas que tem como objetivo entender o 

comportamento de um sistema de filas contendo “s” servidores (ou atendentes), uma 

fila de espera aonde os clientes chegam segundo um processo de Poisson e são 

atendidos de acordo com uma distribuição exponencial. A notação de Kendall "M/M/s" 

refere-se à natureza Markoviana dos processos de chegada e atendimento além do 

número de servidores no sistema. Adicionalmente, as filas M/M/s destacam-se por sua 

simplicidade e, consequentemente, aplicabilidade a vários sistemas de ordem prática. 

De fato, muitos sistemas da vida real são aproximadamente descritos por modelos de 

filas, incluindo redes de computadores e telecomunicações [1-2], sistemas de 

manufatura e serviços [3-4] e sistemas de saúde [5-6]. 

O sistema de filas M/M/s viabiliza a previsão e otimização de parâmetros como tempos 

de espera, comprimentos de filas e utilização do servidor. Dessa forma, um grande 

foco das pesquisas em teoria das filas é entender o comportamento do desempenho 

das filas em função de seus parâmetros, ou seja, a taxa de chegada (λ), a taxa de 

atendimento (µ), ou ainda a intensidade de tráfego (ρ). 

A intensidade de tráfego (ρ) em filas é definida como a razão 𝝆 = 𝝀
𝒔𝝁⁄ , de onde pode-

se obter outras medidas de desempenho, como a probabilidade do sistema estar vazio 

(P0), o número esperado de clientes no sistema (L), o número esperado de clientes na 

fila (Lq), o tempo esperado no sistema (W) e o tempo esperado na fila (Wq). 

Resultados de inferência clássica para filas (baseados na máxima verossimilhança) 

foram discutidos em Clark [7] para filas M/M/1. Benes [8] considerou filas infinitas 

Markovianas, ou seja, filas M/M/∞, em notação de Kendall. Mais recentemente, 

Schruben e Kulkarni [9] provaram que medidas de desempenho populares 



13 
 

 
 

infelizmente não possuem valores esperados e erros padrão finitos, Basawa e Prabhu 

[10] descobriram algumas propriedades assintóticas dos estimadores para avaliação 

de desempenho de filas M/M/1, Zheng e Seila [11] mostraram que abaixo de um certo 

limite superior para a intensidade de tráfego (ρ<1), os estimadores existem e possuem 

as propriedades necessárias, e Almeida et al. [12] propuseram métodos de correção 

de viés para estimadores clássicos para filas M/M/1. 

Esta monografia utiliza-se do método de Bootstrap Paramétrico para a obtenção do 

intervalo de confiança da intensidade de tráfego (ρ) em filas M/M/s. 

O trabalho está organizado como se segue. Na seção 2, detalhamos o modelo 

probabilístico para filas M/M/s e o método de estimação por máxima verossimilhança. 

Na seção 3 explicamos o procedimento do Bootstrap paramétrico aplicado ao sistema 

de filas M/M/s. Na seção 4 apresentamos um exemplo numérico e conclusões e 

sugestão de trabalhos futuros estão na seção 5. 
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2 MODELO PROBABILÍSTICO E O MÉTODO DE MÁXIMA VEROSSIMILHANÇA 

Em filas M/M/s, o processo de chegadas é Poisson com taxa λ, o que significa que os 

tempos entre sucessivas chegadas são variáveis aleatórias independentes 

exponencialmente distribuídas com média 1
λ⁄ . Após a chegada, o cliente dirige-se 

imediatamente para o atendente, se qualquer um deles estiver livre, ou entra na fila 

caso todos estejam ocupados. Após o atendimento, o cliente retira-se do sistema e 

caso haja outro cliente esperando na fila, ele começa a ser atendido imediatamente. 

Os tempos de atendimento sucessivos são assumidos como variáveis aleatórias 

exponenciais independentes com média 1 µ⁄ . 

Considere 𝜌 = 𝜆
𝑠𝜇⁄  como a intensidade do tráfego (também conhecida como 

utilização do atendimento), é necessário que ρ < 1, para que a fila seja estável, o que 

é uma suposição comum na teoria das filas [13]. A intensidade de tráfego (ρ) também 

pode ser vista como a proporção média de tempo que cada um dos atendentes está 

ocupado (supondo que os clientes que encontram mais de um atendente vago 

escolham seus atendentes aleatoriamente). Se a intensidade do tráfego for tal que p 

< 1, então o sistema está em equilíbrio e tem uma distribuição estacionária. A partir 

da teoria desenvolvida para processos de nascimento e morte, a distribuição 

estacionária do número de clientes N no sistema no momento da partida de clientes é 

dada pela equação 2.1. 
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𝑃𝑚 = 𝑃 (𝑁 = 𝑚) = {

(𝑠𝜌)𝑛𝑚

𝑛!
𝑃0, 0 < 𝑚 ≤ 𝑠 

𝑠𝑠 𝜌𝑛𝑚

𝑠! 
𝑃0, 𝑚 > 𝑠

 

 

(2.1) 

Essa é uma equação que prevê a probabilidade de o número de clientes no sistema 

(N) ser igual a um dado valor (m) para um determinado momento. 

Sendo P0 = P (N = 0) derivado pela condição de contorno, isto é, que a soma das 

probabilidades deve ser 1. Assim, P0 é expresso por (2.2).  

 

𝑃0 =  (∑
(𝑠𝜌)𝑗

𝑗!

𝑠−1

𝑗=0

+
(𝑠𝜌)𝑠

𝑠!

1

(1 − 𝜌)
)

−1

 (2.2) 

Considerando a quantidade de clientes observadas em instantes aleatórios denotada 

por x = {x1, x2, ..., xn}, em que n é a quantidade dos instantes aleatórios observados, 

temos a amostra de tamanho n, então a função de verossimilhança correspondente é 

dada pela equação 2.3. 

 

𝐿(𝑥|𝜌) =  ∏ [
(𝑠𝜌)𝑥𝑖

𝑥𝑖!
𝑃0𝐼{0≤𝑥𝑖≤𝑠} +

𝑠𝑠𝜌𝑥𝑖

𝑠!
𝑃0𝐼{𝑥𝑖>𝑠}]

𝑛

𝑖=1

 (2.3) 

Onde “I” é a função indicadora. Em termos práticos, esta função de verossimilhança 

corresponde a uma equação que multiplica “n” vezes a função de probabilidade, onde 

“n” é igual ao tamanho da amostra coletada. Logo, para um exemplo onde efetua-se 

100 coletas de dados, tem-se uma função de 100 termos em função da expressão 

(2.1). 
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O processo de geração de dados em momentos arbitrários garante que os dados 

obtidos irão ao encontro a distribuição da equação (2.1). Adicionalmente, a 

independência das observações das amostras é garantida desde que estas coletas 

estejam suficientemente espaçadas. 

O estimador de verossimilhança máxima para a intensidade de tráfego (ρ) é o valor 

que maximiza a função de verossimilhança dada pela equação 2.3 para todo 0 < ρ < 

1. 

Porém, neste caso, trabalhar com uma função de produtos não é vantajoso, pois torna 

o cálculo mais complexo e impreciso devido ao alto número de termos na equação 

final e cada temos componentes entre 0 e 1. Como estratégia para simplificar os 

cálculos e, consequentemente, otimizar o poder de cálculo computacional, tem-se 

com alternativa utilizar-se da função logarítmica. Isso é possível porque o valor que 

maximiza essa equação de “n” termos é o mesmo que maximiza o logaritmo neperiano 

dessa mesma função. Como vantagem temos que ao final obtemos uma equação que 

é uma soma de parcelas, pois o logaritmo de produtos de termos é a soma dos 

logaritmos de cada termo. 

3 MÉTODO BOOTSTRAP PARAMÉTRICO E INTERVALO DE CONFIANÇA 

De acordo com Martinez-Espinosa, Sandanielo e Louzada-Neto (2006), o 

procedimento bootstrap é uma técnica de reamostragem, muito utilizada em diferentes 

situações estatísticas. A base da técnica é a obtenção de um novo conjunto de dados, 

por reamostragem do conjunto de dados original. Um ponto importante da técnica 

bootstrap não é somente avaliar as estimativas dos parâmetros, mas também obter 

boas estimativas dos erros padrão da distribuição gerada pelas estimativas dos 
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parâmetros nas iterações de reamostragem, o que nos permite determinar o intervalo 

de confiança. 

O procedimento Bootstrap pode ser realizado em uma abordagem paramétrica e não 

paramétrica. Na abordagem não paramétrica reamostramos diretamente a amostra 

obtida. Na abordagem paramétrica usamos o modelo paramétrico que se ajusta aos 

dados observados. Se o modelo paramétrico for aderente aos dados então ele é mais 

preciso e será o que usaremos neste trabalho. Para a abordagem paramétrica do 

bootstrap adotamos os seguintes passos: 

1) Com a amostra de tamanho “n” independente e identicamente distribuída “x”, 

obtemos o estimador de máximo verossimilhança do parâmetro ρ, isto é, o valor de ρ 

que maximiza (2.3); 

2) Utilizando a função de probabilidade expressa em (2.1) e adotando 𝜌 como o 

estimador de máxima verossimilhança calculado no item 1) geramos B amostras 

aleatórias de (2.1) de tamanho “n”. Para cada uma das B amostras calculamos o 

estimador de máxima verossimilhança de ρ e arquivamos em um vetor denominado 

VB. Este vetor VB constituirá as estimativas bootstrap de 𝜌 e será utilizado para 

construção do intervalo de confiança. 

Neste trabalho iremos focar em dois intervalos de confiança a saber:  

i) intervalo de confiança percentílico e  

ii) intervalo de confiança percentílico com correção de vício.   

De acordo com Efron (1994), o intervalo bootstrap percentil constitui-se o intervalo 

definido pelos percentis 100(𝛼
2⁄ )% e 100(1 − 𝛼

2⁄ )% da distribuição das estimativas 

contidas em VB,  obtidas por reamostragem, α é o nível de significância (por exemplo, 

α = 0,05 para intervalo de confiança de 95%). Em termos práticos para um intervalo 
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de confiança percentílico de 95% basta calcularmos o percentil 2,5% e 97,5% do vetor 

VB.    

O intervalo percentil é um intervalo simples de "primeira ordem" formado a partir de 

quantis da distribuição bootstrap. No entanto, ele não usa a estimativa para os dados 

originais. Como consequência tem-se um intervalo que pode não está totalmente 

centrado no verdadeiro valor do ρ. O chamado intervalo corrigido de vício (o intervalo 

BC) é um intervalo de segunda ordem que aborda esses problemas. Além disso pode-

se corrigir também a assimetria da distribuição bootstrap e neste caso o denominados 

intervalo percentílico com correção do vício e assimetria (BCa). No entanto, não 

raramente os dois intervalos, percentílico e BC/BCa são muitos próximos e não afetam 

o processo de decisão. Com as facilidades computacionais, recomendamos a 

utilização das duas abordagens.  

O intervalo bootstrap BCa bootstrap, corrige o vício e a assimetria como citado 

anteriormente. Estes intervalos são uma versão modificada dos intervalos percentis. 

Um intervalo de confiança (I.C) bootstrap BCa de 100(1 − 𝛼)% para ρ é dado por 

(Efron e Tibshirani, 1994) I.C[𝜌]: [�̂�𝛼1;�̂�𝛼2
] em que: 

𝛼1 = 𝛷−1 (�̂�0 +
�̂�0 + 𝑧𝛼/2

1 − �̂�(�̂�0 + 𝑧𝛼/2)
) (3.1) 

𝛼1 = 𝛷−1 (�̂�0 +
�̂�0 + 𝑧𝛼/2

1 − �̂�(�̂�0 + 𝑧1−𝛼/2)
) (3.2) 

𝛼1 = 𝑧𝛼 = 𝛷−1(𝛼) (3.3) 

�̂�0 = 𝛷−1 (
1

𝐵
∑ 𝐼{�̂�(𝑏) < 𝜌}

𝐵

𝑏=1

) (3.4) 
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�̂� =
∑ (�̅�(.) − �̂�(𝑖))

3𝑛
𝑖=1

6 (∑ (�̅�(.) − �̂�(𝑖))
2𝑛

𝑖=1 )
3/2

 (3.5) 

Em que �̅�(.)=
1

𝑛
∑ �̂�(𝑖)

𝑛
𝑖=1  e �̂�(𝑖) é a estimativa de 𝜌 se a observação 𝑥𝑖.  

Os Anexos A e B apresentam o programa desenvolvido em R mostrando 

respectivamente todos os cálculos necessários para obtenção do estimador de 

máxima verossimilhança de  𝜌 e o intervalo de confiança percentílico com e sem 

correção.  

4 EXEMPLO NUMÉRICO 

Nosso exemplo numérico trata de dados obtidos de um sistema de filas de um 

supermercado obtidos em [15]. Como experiências padrão tem-se que a intensidade 

do tráfico inferior a 90% é ideal, pois dessa forma garante-se que o sistema está 

otimizado e, portanto, não existem muitos clientes em espera. Logo, o objetivo deste 

trabalho é avaliar a intensidade de tráfico (ρ) de um sistema de fila M/M/s com 6 

atendentes (M/M/6). 

Para o exemplo numérico foram coletados em 100 instantes aleatórios, a quantidade 

de clientes no sistema, isto é, número de pessoas sendo atendidas nos caixas mais 

aquelas que estavam na fila. De acordo com o problema proposto, o interesse do 

estudo seria avaliar o comportamento das filas entre os horários de 15:00 e 22:00 nos 

sábados, uma vez que nessa situação específica tem-se o maior volume de clientes. 

Adicionalmente, o problema foca nos caixas (atendentes) específicos para clientes 

com até 15 itens, também conhecidos como caixas “rápidos”. Dessa forma, as 100 
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amostras coletadas foram obtidas durante 5 sábados diferentes (ou seja, 20 por dia), 

com intervalos de tempo devidamente espaçados pelo observador. Os valores 

observados (O) e respectivas frequências (F) estão apresentados na Tabela 1. Por 

exemplo, em 8 vezes apenas 3 clientes foram encontrados no sistema e em 9 vezes, 

6 clientes estavam no sistema. 

Tabela 1: Valores observados e suas frequências 

Coleta de dados no supermercado 

O F O F O F O F O F 

1 3 6 9 11 3 16 3 21 1 

2 1 7 6 12 3 17 1 22 4 

3 8 8 6 13 1 18 2 23 1 

4 13 9 6 14 5 19 3    

5 10 10 3 15 4 20 4     

 Os valores da Tabela 1, foram substituídos na Equação (2.3). O valor de  𝜌 que 

maximiza a Equação (2.3) com os dados substituídos da Tabela 1 constituem-se no 

estimador de máxima verossimilhança (�̂�). Para realização dessa etapa foi 

desenvolvido o programa contido no Anexo A.  

Em seguida, foi aplicado o algoritmo descrito na seção 3 para obtenção do intervalo 

de confiança bootstrap. O programa descrito no Anexo B para calcula o intervalo de 

confiança percentílico e percentílico corrigido de 95%. 

Para o bootstrap paramétrico sem correção temos o intervalo de confiança 

[0,8375123; 0,8864035], com amplitude 0,0489. Já para o intervalo de confiança com 

correção do vício e assimetria, o novo intervalo obtido foi [0,836247; 0,8857695], que 

apresentou uma amplitude um pouco maior, resultando em 0,0495. 
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Voltando a análise inicial onde busca-se determinar se o sistema de filas do 

supermercado está devidamente otimizado, foi verificado que o valor de 

intensidade de tráfego (𝜌) = 0,9 não está contido no intervalo de confiança com 

95% (já com correção de vício e assimetria), portanto, podemos rejeitar a 

hipótese 𝐻0: 𝜌 = 0,9 ao nível de confiança 95%. Adicionalmente, como �̂� =

0.8650847  é menor do que 0,9 então não existe evidência para uma 

preocupação imediata do supermercado quanto a sua capacidade de 

atendimento. A Figura 01 ilustra a distribuição Bootstrap obtida para os dados 

da Tabela 01 mostrando que a rejeição de 𝐻0: 𝜌 = 0,9 é razoável e os dados 

sugerem que 𝜌 ≤ 0,9. 

 

Figura 1: Distribuição Bootstrap Paramétrico para os dados da Tabela 01 
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5 CONCLUSÕES E SUGESTÃO DE ESTUDOS FUTUROS 

Métodos inferencial para intensidade de tráfico utilizando o procedimento de máximo 

verossimilhança e respectivo intervalo de confiança foi utilizado em filas M/M/s. O 

procedimento apresentado mostrou-se eficiente gerando resultados que ajudam no 

processo de decisão em sistemas de filas. Em particular aplicamos a metodologia em 

um exemplo de filas em supermercados.    

Como trabalho futuro recomendamos um novo estudo usando filas M/M/s/k para 

avaliar o impacto do tamanho máximo que o sistema comporta (K) na estimação de 

ρ. 
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ANEXO A: Programa R para obtenção do Estimador de Máxima Verossimilhança 

rm(list=ls()) 
 
R<-rep(c(1:23),c(3,1,8,13,10,9,6,6,6,3,3,3,1,5,4,3,1,2,3,4,1,4,1)) 
Ta=size(R) 
Ta=Ta[2] 
s=6 
 
#Estmando via EMV 
 
rf <- function(rhoe){ 
  P0=0 
  for(j in 0:(s-1)){ 
    P1=((s*rhoe)^j)/factorial(j) 
    P0=P1+P0 
  } 
 
  P0=P0+((s^s)*(rhoe^s))/(factorial(s)*(1-rhoe)) 
  P0=1/P0 
  E1=1 
 
  for (i in 1:Ta) { 
    i1=R[i] 
    if (i1<=s) { 
      E11=(((s^i1)*((rhoe)^i1))/factorial(i1))*P0 
      E1=E1*E11 
 
    }else{ 
 
      E11=(((rhoe^i1)*(s^s))/factorial(s))*P0 
      E1=E1*E11 
    } 
  } 
 
  VeroA=E1 
  return(-log(VeroA)) 
} 
#par é o valor inicial. Alteramos para outros valores o não houve mudança em EMV 
EMV<- optim(par = 0.5, fn = rf, method = "Brent", lower = 0, upper = 1) 
cat('rho estimado via MV oti=',EMV$par,"\n")  
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ANEXO B: Programa R para obtenção do Intervalo de Conviança Bootatrap 

Percentílico com e sem correção do vício 

#Bootstrap Paramétrico 
library(coxed) 
rm(list=ls()) 
corridas=50000 
#RR são os dados coletados 
RR<-rep(c(1:23),c(3,1,8,13,10,9,6,6,6,3,3,3,1,5,4,3,1,2,3,4,1,4,1)) 
rhoe=0.8650847 #Estimador de Máxima Verossimilhança Calculado (rho estimado) 
s=6 
Ta=100 
#Funçãoo de Probabilidade 
 
rf <- function(x){ 
  P0=0 
  for(j in 0:(s-1)){ 
    P1=((s*rhoe)^j)/factorial(j) 
    P0=P1+P0 
  } 
  P0=P0+((s^s)*(rhoe^s))/(factorial(s)*(1-rhoe)) 
  P0=1/P0 
  if (x<=s) { 
      Px=(((s^x)*((rhoe)^x))/factorial(x))*P0 
    }else{ 
    Px=(((rhoe^x)*(s^s))/factorial(s))*P0 
         } 
    Prob=Px 
    return(Prob) 
    } 
T=1 
erro1=0.00000001 
erro2=1 
while (erro2>erro1){ 
FP=matrix(0,(T+1),2) 
cont=1 
for (i in 0:T){ 
FP[cont,1]=i 
FP[cont,2]=rf(i) 
cont=cont+1 
} 
erro2=abs(1-sum(FP[,2])) 
T=T+1 
} 
B=matrix(0,corridas,1) 
for (z in 1:corridas){ 
  R=sample(FP[,1],Ta,replace = TRUE,prob = FP[,2]) 
  rf <- function(rhoe){ 
    P0=0 
    for(j in 0:(s-1)){ 
      P1=((s*rhoe)^j)/factorial(j) 
      P0=P1+P0 
    } 
    P0=P0+((s^s)*(rhoe^s))/(factorial(s)*(1-rhoe)) 
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    P0=1/P0 
    E1=1 
    for (i in 1:Ta) { 
      i1=R[i] 
      if (i1<=s) { 
        E11=(((s^i1)*((rhoe)^i1))/factorial(i1))*P0 
        E1=E1*E11 
        }else{ 
        E11=(((rhoe^i1)*(s^s))/factorial(s))*P0 
        E1=E1*E11 
        } 
    } 
 
    VeroA=E1 
    return(-log(VeroA)) #negativo, pois o programa por padrão minimiza o valor estimado, mas 
nesse caso queremos maximizar, logo, invertemos o sinal 
  } 
 
  teste2<- optim(par = 0.5, fn = rf, method = "Brent", lower = 0, upper = 1) 
  B[z,1]=teste2$par 
} 
Limite=quantile(B,c(0.025,0.975)) #IC de 95% 
cat('Intervalo de Confiança Percentílico',"\n")  
cat('Limite Inferior de Confiança - 95% =',Limite[1],"\n") 
cat('Limite Superior de Confiança - 95% =',Limite[2],"\n") 
windows(record=T) 
hist(B,main="Distribuiçãoo Bootstrap",xlab=expression(rho_Boot)) 
#bias-corrected and accelerated 
R=bca(B,0.95) 
cat('bias-corrected and accelerated',"\n")   
cat('Limite Inferior de Confiança - 95% =',R[1],"\n")  
cat('Limite Superior de Confiança - 95% =',R[2],"\n") 


