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RESUMO

Em teoria de filas, um dos principais interesses dos pesquisadores € estudar o seu
comportamento, seu processo de formagéo e analisar algumas caracteristicas de
desempenho, tais como, por exemplo, a intensidade de trafego. Esta monografia visa
detalhar a metodologia para obtengao do intervalo de credibilidade para a intensidade
de trafego em filas markovianas finitas com s servidores, denominadas M/M/s, na
notacdo de Kendall. Para tanto utilizaremos a abordagem da inferéncia Bayesiana. A
distribuicdo a posteriori sera obtida utilizando integragdo numérica e permitira

construirmos o intervalo de credibilidade de minima amplitude.

Palavras-chave: Filas markovianas. Intensidade de trafico. Integracdo Numérica.

Intervalo de credibilidade de minima amplitude.



ABSTRACT

The theory of queues is one of the major research interests is to study your behavior,
creation process and other performance parameters, such as, for example, traffic
intensity. The objective of this monography is to detail the method of obtaining the
credibility interval for traffic intensity in Markovian finite queues with s servers, called
M/M/s, in Kendall notation. Therefore, will be used the Bayesian inference approach.
The posterior distribution will be obtained by numerical integration and then permit the

construction of a minimum range credibility interval.

Keywords: Markovian rows. Traffic intensity. Numerical Integration. Minimum range

credibility interval.
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1. INTRODUGAO

Um dos principais interesses de pesquisa sobre a teoria das filas € para se estudar o
desempenho em funcédo de seus parametros, tais como, por exemplo, a taxa média
de chegada de novos clientes (1), a taxa média de atendimento (u) e, também, a
intensidade de trafego (p). O problema matematico tratado sera a estimagao do
parametro p e a obtengdo do Intervalo de Credibilidade (IC), segundo o método de

inferéncia estatistica por integragdo numérica.

No sistema de filas M/M /s, na notagao de Kendal. O primeiro M se refere aos tempos
entre atendimentos distribuidos exponencialmente. E o segundo M, aos tempos de
atendimento, que, também, seguem uma exponencial (Markoviana). Por fim, o ultimo
termo representa a quantidade de atendentes (s), com padrdao de atendimento

idénticos.

Além da definicdo de intensidade de trafego, p = A1/su, outros indicadores podem ser
obtidos, tais como a probabilidade de o sistema estar vazio (P;) e 0 numero esperado

de clientes presentes no sistema em determinado momento (m).

Filas do tipo M /M /s tem muitas implicagdes praticas e, consequentemente, necessita
maior inferéncia. De fato, muitos sistemas da vida real sdo descritos de modo
aproximado por modelos de filas, incluindo redes de computador e telecomunicagao
(KLEINROCK, 1975; LAKATOS, SZEIDL e MIKLOS, 2014; CRUZ, SANTOS, et al.,
2018), sistemas de manufatura e servicos (PAPADOPOULOS e HEAVY, 1996;
GOVIL, 1999; KOOLE e MANDELBAUM, 2002), e sistemas de assisténcia médica
(ALMEHDAWE, JEWKES e HE, 2016; VAN BRUMMELEN, DE KORT e VAN DIJK,
2015; ALMEHDAWE, JEWKES e HE, 2013). Com isso, varios métodos de inferéncia
estatistica foram desenvolvidos ao longo dos anos. Entre eles, tem-se o Método da

Maxima Verossimilhanga (MV) e o de Estimagcdo Bayesiana de Paradmetros.

A MV foi apresentada por (CLARKE, 1957), ao estimar a maxima verossimilhanga
para A e u de uma fila markoviana com um unico servidor, M/M/1. E (BENES, 1965),

estendeu o método para filas de Markov infinitas, isto €, M/M /. No caso da
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estimacao bayesiana, (ALMEIDA e CRUZ, 2018) utilizaram em sistemas M /M /o, e,
mais recente, (CRUZ, ALMEIDA, et al., 2018; CRUZ, QUININO e HO, 2017; QUININO
e CRUZ, 2017; CHOUDHURY e BASAK, 2018) aplicaram na estimacéo de p em filas
M/M/seM/M/1.

O presente estudo determina o intervalo de credibilidade para a intensidade de trafego
em filas markovianas finitas com s servidores, M/M/s. Para tanto, utilizou-se a
inferéncia Bayesiana. A distribuicdo a posteriori € obtida por meio da integragao

numérica, permitindo a constru¢ao do IC de minima amplitude.

Assim, o presente trabalho esta organizado como se segue. Na se¢ao 2, detalhamos
o modelo probabilistico para filas M/M /s e a fungédo de verossimilhanca. Na secao 3
explicamos o procedimento da inferéncia bayesiana. Na sec¢ao 4 apresentamos um
exemplo numérico e os resultados. E na se¢ao 5, € mostrada a conclusao da aplicagao

dos métodos citados e a sugestéo para trabalho futuro.
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2. MODELO PROBABILISTICO E FUNGAO DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA

2.1 Modelo Probabilistico

A literatura nos apresenta diferentes tipos de modelos de filas baseados no processo
de nascimento-e-morte (HILLIER e LIEBERMAN, 2006). Dentre eles, temos o tipo
M/M /s, em que o processo de chegada é de Poisson, os tempos entre atendimentos
sao distribuidos exponencialmente de forma independente e idéntica. E os tempos de
atendimento, também, sao distribuidos de forma independente e idéntica conforme

outra distribuicdo exponencial, com média 1/p.

Na chegada, os clientes seguem imediatamente para o atendimento ou entram na fila,
caso nao haja servidores disponiveis. Apos o atendimento, os clientes saem do
sistema e se houver outros para serem atendidos na fila, o préximo segue para o

atendimento, conforme a Figura 1.

Figura 1 - Sistema de filas elementar, onde C representa os clientes e S os atendentes

Clientes atendidos

Sistema de filas

P e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e - ——— |
: :
! 1
! 1
: 1
H 1

! Fllla c s |
Clientes | : ) c S Instalacéo de !
. ccccccc C S atendimento :
. C s !
' C S 1
! :
! 1
! 1
! 1
L e e 2

Clientes atendidos
FONTE: HILLIER e LIBERMAN (2006).

De acordo com (QUININO e CRUZ, 2017), em um processo de nascimento-e-morte,
no qual m € o numero de clientes presentes no sistema em determinado momento e

s € o numero de servidores (ou atendentes), u,,, = mu,se1 <m <s; u,, = sy, sem >
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s; e A, = 4, se m = 0. A intensidade de trafego (p), p = 1/su, pode ser interpretado
como a proporgao média do tempo de ocupacéao dos servidores (ou taxa de utilizagao
dos servidores), assumindo que os clientes escolhem o atendente de forma aleatéria.
Se p <1, o sistema se encontra em equilibrio e apresenta uma distribuicdo de

probabilidade estacionaria P,

((Srpn)'mpo, 0<m<s,
B,=P(M=m) = (2.1)
2P p, m>s,

onde P,=P(M =0) é definido pela condicdo de que a soma de todas as
probabilidades de B, seja igual a 1 e representa a probabilidade de que o sistema

esteja vazio no momento da observacgao. Isto €,

-1

_(vs-100Y | (p)f 1
PO_(ZJ'=0 j! o (1—p)) ' (2.2)
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2.2 Estimador de maxima verossimilhanga para a intensidade de trafego

Seja x; o numero de clientes no sistema no momento da observacéao i. E o espaco
amostral é representado por x = {x; * x, * x3 * --- * x,}, com n amostras coletadas. A

funcdo de verossimilhanga amostra, onde o parametro p é desconhecido, tem-se

L(p) = f(x1;p) * f(xz;0) * oo * f (s D), (2.3)
L(p) =IIi=. f(x; p), (2.4)

onde f(x;p) é uma funcdo de densidade de probabilidade (MONTGOMERY e
RUNGER, 2012). Observe que o valor estimado que buscamos é aquele que
maximiza a fungao de verossimilhanga da amostra L(p) também maximizara o seu

logaritmo (In L(p)), facilitando os calculos os calculos.

InL(p) = f(x;0) + f(x50) + -+ f(xn; p), (2.9)
InL(p) = ¥z, f(Xp), (2.6)

Ao aplicarmos o Método da Maxima Verossimilhangca para estimar o parametro

intensidade de trafego (p) em filas M /M /s, resulta é a seguinte fungao
_mn [(sp)*i sSp*i
Lx|p) =Iliz [x_i!POI{OSxiSS} +TPOI{xi>s}]’ (2.7)

na qual I, € o indicador da fungéo e x; o valor da observagéo aleatoria i, se 0 < x; <
S, lp<xcsy = 1€l 59 =0;88% <5, Ijg<x, <) = 0€ I, > = 1 (CRUZ, QUININO e
HO, 2017). A estimacgao para intensidade de trafego (pgyy ) sera o valor que maximiza
o resultado da funcéo (2.5). E pertinente lembrar que a obtencéo dos dados deve
assegurar que as observagdes amostrais sejam independentes, obtidas de forma
padronizada e em tempos suficientemente espacados.
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3. INFERENCIA BAYESIANA

A abordagem bayesiana para estimacdo de um parametro desconhecido p, faz uso
da distribuicdo de densidade de probabilidade priori para p, f(p), € da distribuicdo de
densidade de probabilidade condicional f(x | p), sendo 0 < p < 1. O resultado dessa
combinacgao é a fungao de densidade de probabilidade posteriori para p, f(p | X), cuja

média € o valor estimado (Pgqyes)-

No presente trabalho, admitiremos a fungao priori ndo informativa uniforme f(p),
sendo a fungao Beta correspondente a B(a, b), de parametros a =1 e b = 1. Logo,

f(p) € uma fungao de densidade de probabilidade uniforme igual a 1,

_ P Va-p® _

f(P)—W—l- (3.1)

E para f(x | p), faremos uso da fungéo de verossimilhanga (2.5), onde x representa

uma amostra aleatéria independente.

Para obtermos a fungao posteriori, f(p | x), como uma fungdo de densidade de
probabilidade, € necessario multiplicar o produto de f(p) com f(x|p) por uma

constante de normalizagdo, K, o que nos leva a seguinte relagéo para filas M/M/ s,

flp|x) =K~ f(p)=L(x|p), (3.2)

e substituindo (3.1) em (3.2), tem-se

flpx)=K=x(1)*L(x|p), (3.3)
flp|X) =K = L(x|p).

O papel da constante K é garantir que integral de toda a regido do parametro p seja

igual a 1, ou seja,

[ flelxdp=1, (3.5)
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o K+L(x|p)dp =K~ [ L(x|p)dp =1, (3.6)

= Tl (37)

Assim, a fungéo de densidade de probabilidade a posteriori para p, f(p | x), pode ser
obtida por meio da substituicdo dos resultados de (3.7) e (2.3) na fungéo (3.4). E o
estimador bayesiano (pgqy.s) € igual a media da distribuicdo de densidade de

probabilidade posteriori para p, estimado por integragédo numerica,

E)=[,p*f(p|x)dp, (3.8)

para filas M /M /s e substituindo p por p,

E(p) = [, p* f(p| %) dp, (3.9)
e resultado sera o estimador pggyes-

Com base na funcao posteriori, € possivel obter Intervalo de Credibilidade de Minima
Amplitude, por exemplo, de 95% para p. O que significa que devem ser feitos varios
testes para o limite inferior (LI) e o limite superior (LS) para se obter uma area de 0.95

de probabilidade com a menor amplitude possivel, |LI - LF]|.
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4. EXEMPLO NUMERICO

Uma aplicagcdo baseada nos dados coletados de uma rede de supermercados é
discutida para melhor entendermos a presente metodologia. Os caixas de
atendimento s&o separados em caixa normal e caixa rapido. O foco do nosso exemplo
€ o ultimo, o qual serve exclusivamente para consumidores com até 15 itens. O
interesse primario de quem é responsavel pelo supermercado € avaliar o tempo entre
15:00 e 22:00 aos sabados, principalmente porque ha um alto volume de compradores
nesse periodo, e ele tem aumentado devido a rede de supermercados ter uma agéncia
de propagandas conduzindo as campanhas regularmente. O medo é de os usuarios
desistirem de ir ao shopping ou nao retornarem ao supermercado por causa da
insatisfacdo com o tempo de espera. As experiéncias passadas por esses donos de
supermercados indicam que a intensidade de trafego (p) ndo pode ser igual a 90%
para minimizar o risco de comprometimento das vendas atuais e futuras. Com base
em diversos estudos anteriores, € razoavel que durante um dado periodo a chegada
dos clientes segue, aproximadamente, de acordo com o Processo de Poisson e o
tempo de servigo € uma distribuicdo exponencial. O objetivo € de avaliar a intensidade

de trafego para um sistema de filas M/M /6, ou seja, 6 servidores, € insuficiente.

Nesse cenario, 100 observacbes aleatorias de consumidores no sistema sao
coletadas, 20 em 5 sabados consecutivos, em tempos suficientemente espagados e

determinados previamente pela pessoa responsavel pela coleta dos dados.

Os valores observados (O) e frequéncias (F) sdo apresentados na Tabela 1. Por
exemplo, das 100 observacgdes, em 3 vezes, apenas 1 consumidor estava presente

no sistema e em 10 vezes, 5 consumidores foram encontrados.



Tabela 1 — Valores observados e suas frequéncias.

O F O F O F O F O F
1 3 6 9 11 3 16 3 21 1
2 1 7 6 12 3 17 1 22 4
3 8 8 6 13 1 18 2 23 1
4 13 9 6 14 5 19 3
5 10 10 3 15 4 20 4

FONTE: Desenvolvida pelo autor (COUTINHO, 2023).
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Considerando os dados observados na Tabela 1 e utilizando o programa contido no

Anexo B, obtemos a distribuicdo posteriori para p conforme a Figura 1. No caso,

utilizamos a distribuicdo priori com auséncia de informacgao, de pardmetros a =1 e

b = 1, equivale a uma distribuigdo priori uniforme para p.

Figura 2 - Distribuicdo a posteriori para p

[an )
[ap )

'yl
4

f(px)
15 20

10

FONTE: Desenvolvida pelo autor (COUTINHO, 2023).

0.80

0.85

0.90

0.95

A media a posteriori (Ppsyes) Para p foi de 0.8608 com um intervalo de credibilidade

95% com amplitude minima foi [0.8316; 0.8939]. Como a hipétese inicial (H,) era de

p = 0.9 e o estimador p ndo esta contido no intervalo de credibilidade de 95%, entdo

podemos rejeitar a hipotese Hy: p = 0.9. E como p = 0.8608 € menor do que 0.9, entdo

nao ha evidéncia para uma preocupacgao imediata do supermercado.
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Observe que quando priori de p for uma distribuicdo uniforme, a moda a posteriori
(outro possivel estimador Bayesiano para p) coincide com o classico Estimador de
Maximo Verossimilhanca (P )- No Anexo A, o valor encontrado para pgy,y f0i 0.8650,

0 que € proximo da média a posteriori.
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5. CONCLUSOES E SUGESTAO DE ESTUDOS FUTUROS

O Método de Inferéncia Bayesiana e respectivo Intervalo de Credibilidade foi utilizado
no modelo de filas do tipo M/M/s. O procedimento proposto mostrou-se eficiente,
gerando resultados satisfatorios que auxiliam na tomada de decisdo. Em particular,

aplicamos a metodologia em um exemplo de filas em supermercados.

Como trabalho futuro, recomendamos um novo estudo baseado em filas M/M/s/K
para avaliar o impacto do numero maximo de clientes que o sistema comporta (K) na

estimacao de p.
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ANEXO A - Programa R para obten¢ao do estimador de maxima

verossimilhanga

# Carregamento dos pacotes
library("pacman™)
p_load("latex2exp", "tictoc")

# Apagando objetos, variaveis, etc.
rm(list=1s(all=TRUE))

# Iniciando o cronometro
tic()

# 1. Modelo probabilistico e funcao de verossimilhanca

H*

Amostra (x)
X <- rep(c(1:23),
c(3,1,8,13,10,9,6,6,6,3,3,3,1,5,4,3,1,2,3,4,1,4,1))

# Tamanho da amostra (n)
= length(x)

=)

# Numero de servidores (s)
s =6

# 1.1. Definindo a funcao de verossimilhanca (f_Lp) - equacao (2.7) do tex
to
f Lp <- function(ro){
PO = 0
E=1

# 1.2. Calculando P - equacao (2.2) do texto
for (j in 0:(s-1)) {

P1 = ((s*ro)”~j)/factorial(j)
PO = P1 + PO
}
PO = PO + ((s”s)*(ro”s))/(factorial(s)*(1-ro))

Po = 1/Po0 # Elevando a "-1"

# 1.3. Calculando o produtorio de f Lp - equacao (2.7) do texto
for (i in 1:n) {
xi = x[i]

# Se "0 <= x1 <= s"

if (xi <= 5s) {
EO0 = (((s™xi)*((ro)~xi))/factorial(xi))*Pe
E = E*EO

# Se "x1 >= s"
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}else{
E@ = (((ro”xi)*(s~s))/factorial(s))*Po
E = E*EO
}
}

return(E)

}

# 1.4. Calculando o logaritmo de f Lp
f _LoglLp = function(ro){
Loglp = -log(f _Lp(ro))

}

# 0 sinal negativo é referente ao fato da funcao "optim()" sempre trazer
o menor
# valor como resultado, sendo que queremos o maior

# 2. Estimando o valor de ro que maximiza a funcao de verossimilhanca;
# ro estimado (ro_emv) por meio da funcao de otmizacao do R, em que "par
eo
# valor inicial para as interacoes
ro_emv <- optim(par = @.5, fn = f_LoglLp,
method = "Brent", lower = @, upper = 1)

# Termino do cronometro
tempo <- toc()

## 0.12 sec elapsed

# 2. Apresentando os resultados
cat("\n",
" e ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA VIA OTIMIZACAO","\n",
" ", "Estimador de ré =", ro_emv$par, "\n", "\n",

, "Tempo de processamento =", tempo$callback msg)

HH#

HH# e ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA VIA OTIMIZACAO
#it Estimador de r6 = 0.8650847

HH#H

## Tempo de processamento = 0.12 sec elapsed
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ANEXO B - Programa R para obteng¢ao da distribuicao a posteriori e intervalo
de credibilidade para p.

# Carregamento dos pacotes
library("pacman™)
p_load(gtsummary, ggplot2, latex2exp, dplyr, flextable, tictoc)

# Apagar objetos, variaveis, etc.
rm(list=1s(all=TRUE))

# Inicio do cronometro
tic()

# 1. Funcao de verossimilhanca (f_Lp) - equacao (2.5) do texto

H*

Amostra (x)
<- rep(c(1:23),
c(3,1,8,13,10,9,6,6,6,3,3,3,1,5,4,3,1,2,3,4,1,4,1))

X

H*

Tamanho da amostra (n)
= length(x)

=)

H*

Numero de servidores (s)
s =6

# ro calculado - ANEXO A
ro_emv = 0.8651

# 1.1. Definindo a funcao de verossimilhanca (f_Lp) - equacao (2.7) do tex
to
f Lp <- function(ro){
PO = ©
E=1

# 1.2. Calculando P& - equacao (2.2) do texto
for (j in 0:(s-1)) {
P1 ((s*ro)”j)/factorial(j)
PO = P1 + PO

}

PO
PO

PO + ((s"s)*(ro”s))/(factorial(s)*(1-ro))
1/Po # Elevando a "-1"

# 1.3. Calculando o produtorio de f Lp - equacao (2.7) do texto
for (i in 1:n) {
xi = x[i]

# Se "0 <= x1 <= s"

if (xi <= 5s) {
EO0 = (((s™xi)*((ro)~xi))/factorial(xi))*Pe
E = E*EO

# Se "x1 >= s"
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}else{
E@ = (((ro”xi)*(s~s))/factorial(s))*Po
E = E*EO
}
}

return(E)

}

# 2. Inferencia Bayesiana

# 2.1. Definindo o valor da constante K (K_posteriori) - equacao (3.7) do
texto

# Calculando a integral da funcao de verossimilhanca (Int_fLp)

Int_fLp <- integrate(f _Lp, 0, 1)

Int_fLp = Int_fLp$value

K_posteriori = 1/Int_fLp

# 2.2. Obtendo a funcao densidade de probabilidade
# para p a posteriori - equacao (3.4) do texto,
# Lembrando a funcao a priori e uma uniforme nao informativa de valor 1ig
ual a 1
f Posteriori <- function(ro){
posteriori = K_posteriori*(1)*f_Lp(ro)
return(posteriori)

}

# 2.3. Plotando a curva da funcao a posteriori (f_Posteriori)
curve(f Posteriori,0.8,0.95,1000,main="Distribui¢ao a Posteriori”,
xlab=expression(rho), ylab=TeX(r'($f(\rho | x)$)"))
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# 2.4. Estimando ro, ou seja, a media de f Posteriori
# 2.4.1. Funcao para calcular a media a posteriori
f Mposteriori <- function(ro){
Mposteriori = f Lp(ro)*ro
return(Mposteriori)

}

# 2.4.2. Obtendo o valor da constante K
Int fMposteriori <- integrate(f_Mposteriori, 0, 1)
Int_fMposteriori = Int_fMposteriori$value
K_Mposteriori = 1/Int_fMposteriori

# 2.4.1. Estimando ro (ro_bayes), que e o valor da media posteriori
# ro_bayes = Int_fMposteriori/Int_flLp
ro_bayes = K posteriori/K_Mposteriori

# 3. Obtendo o Intervalo de Credibilidade de 95% (IC)

# 3.1. Definindo o erro
erro = 0.0001

# Vetor vazio para o armazenamento dos resultados obtidos
W <- c()

# 3.2. Definindo o limite 1inferior (LI)
# Com base na distribuicao a posteriori,

# percebe-se que uma boa estimacao inicial para LI pode ser entre 0.8 e

0.85
for (i in seq(0.8,0.84,0.001)){
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# 3.3. Definindo o limite superior (LS)
# Com base na distribuicao a posteriori,
# percebe-se que uma boa estimacao inicial para LF pode ser entre 0.88 e
0.92
for (j in seq(0.88,0.92,0.001)){

# 3.4. Calculando a area entre LI e LS (AreaCobertura)

Int_LiLf <- integrate(f_Lp,i,j) # 1 = Limite inferior; j = Limite supe
rior

Int_LiLf = Int_LiLf$value

AreaCobertura = Int_LiLf*K posteriori

# 3.5. Definindo o Intervalo de Credibilidade de 95% (IC)
IC <- abs(AreaCobertura-0.95)

# 3.6. Armazenando os resultados obtidos.
# Caso o IC encontrado seja menor do que o erro,
# armazenar os resultados no vetor W, definido anteriormente
if (IC < erro){
W <- rbind(W,c(i,j,AreaCobertura,IC,(j-1i)))
}
}
}

# 3.6.1. Ordenando a tabela de resultados por minima amplitude
# e depois pelo menor erro calculado.
W <- W[order(W[,5],W[,4]),]

# Termino do cronometro
tempo <- toc()

## 0.64 sec elapsed

# 4. Apresentando os resultados para o Intervalo de credibilidade de
# Minima Amplitude, em que entre o Limite inferior e superior
# deve conter 95% dos valores.
cat("\n",
" o INTERVALO DE CREDIBILIDADE DE MINIMA AMPLITUDE","\n",
" ", "Limite Inferior - 95% =",W[1,1],"\n",
" ", "Limite Superior - 95% =",W[1,2],"\n",
. ", "Cobertura Calculada =",W[1,3],"\n",
, "Média a Posteriori =",ro_bayes,"\n",
, "Moda a Posteriori =",ro_emv,"\n","\n",
,» "Tempo de processamento dos dados =", tempo$callback_msg)

##

## o INTERVALO DE CREDIBILIDADE DE MINIMA AMPLITUDE
#it Limite Inferior - 95% = 0.834

## Limite Superior - 95% = 0.898

## Cobertura Calculada = 0.9500644

#it Média a Posteriori = 0.8608465

#it Moda a Posteriori = 0.8651

##

#H# Tempo de processamento dos dados = 0.64 sec elapsed



