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Abstract. A Particdo da Unidade (PU) pode ser obtida de diferentes maneiras. Ela pode ser
baseada em malha, construida a partir do Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) ou
do Moving Least Squares (MLS). A PU pode também ser construida a partir de fungoes de
Shepard, um caso particular das funcoes obtidas através do MLS. Nos métodos da Parti¢cdo da
Unidade, as funcoes de forma sdo construidas pelo produto da PU com funcoes de enriqueci-
mento especialmente escolhidas. As fungoes de enriquecimento podem ser polinomiais, para
aumentar a consisténcia da solugcdo, ndo polinomiais, para modelar singularidades tais como
fissuras, vazios, heterogeneidades, ou até mesmo numéricas. A propriedade da PU garante
que combinagoes lineares das fungoes de forma pode representar qualquer uma das fungées
de enriquecimento empregadas. A performance dos métodos da PU é avaliada em um exem-
plo numérico de andlise fisicamente ndo linear na plataforma INSANE (Interactive Structural
Analysis Environment).
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Métodos da Parti¢do da Unidade na Andlise Ndo Linear de Estruturas

1 INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é amplamente empregado na mecanica compu-
tacional e diversos estudos tem sido feitos para melhorar seu desempenho. Neste contexto,
a busca por novos métodos numéricos surge da necessidade de representar fendmenos que
nao sdo descritos satisfatoriamente pelo MEF convencional (Alves, 2012). Surge entdao um
novo grupo de métodos numéricos categorizado como Métodos sem Malha (MM). Segundo a
defini¢do encontrada em Duarte (1995), classificam-se como Método Sem Malha aqueles onde
as equagodes que governam o modelo discreto de um problema de valor de contorno ndo depen-
dem da existéncia de uma malha bem definida. No MEF, a aproximag¢ao da solugdo é obtida a
partir de interpolagdes locais em cada elemento. Desta forma, a continuidade da aproximagao
¢ garantida pela conectividade pré estabelecida entre os n6s. Nos MM, a aproximagao € cons-
truida em cada posicdo do dominio global e seu caracter local € mantido com a definicdo de
dominios de influéncia (ou nuvens) de cada ponto (Barros, 2002).

Nos Métodos da Particdo da Unidade (Generalized/Extended Finite Element Method -
G/XFEM, Partition of Unity Finite Element Method - PUFEM, Partition of Unity Method -
PUM, hp-Clouds) a aproximagao € construida com base em fungdes de Particio da Unidade
(PU) enriquecidas pela sua multiplicacao por funcdes especialmente escolhidas para o tipo de
solucdo a ser descrita. O emprego de uma base extrinseca adicional tem por objetivo o aumento
da ordem de consisténcia da aproximac¢@o ou melhora da aproximag¢@o com base na inclusiao de
fungdes que contemplem aspectos da solugdao do Problema de Valor de Contorno (PVC) conhe-
cidos a priori (Fries and Matthias, 2004). O enriquecimento extrinseco ¢ uma das principais
vantagens dos métodos ditos da Particio da Unidade. A eficicia de métodos com PU est4 li-
gada a escolha apropriada das fun¢des de enriquecimento (Duarte and Kim, 2008). Fung¢des de
enriquecimento adequadas podem ser usadas para modelar fissuras, singularidades, inclusoes,
vazios, entre outras particularidades.

O G/XFEM ¢ considerado uma ponte entre os Métodos sem Malha e o MEF por estra-
tegicamente utilizar as fun¢des de forma do MEF como PU e enriquecé-las a maneira do hp-
Clouds. Desta forma, contorna-se os principais problemas inerentes aos Métodos sem Malha,
a imposicao de condicdes de contorno e a integracdo numérica custosa, € a0 mesmo tempo,
aproveita-se avangos dos Métodos sem Malha como o enriquecimento. Ao substituir a PU poli-
nomial do GFEM por uma PU de elevada regularidade, Duarte et al. (2006) conseguiu associar
ao GFEM mais uma caracteristica dos MM, sua alta regularidade. Por meio do método proposto,
as fun¢des de PU do GFEM sdo construidas com base na mesma estratégia do hp-Clouds.

Neste trabalho, a performance de métodos da PU é estudada por meio de um exemplo
numérico de analise fisicamente ndo linear em Estado Plano de Tensdes (EPT). Nos modelos
estudados, varia-se a PU (polinomial ou racional de alta regularidade) e o grau do enrique-
cimento extrinseco empregado. Desta forma, é avaliada a influéncia de parametros como a
regularidade e o grau do enriquecimento na descri¢ao da trajetéria de equilibrio. A plataforma
INSANE (Interactive Structural Analysis Environment) é empregada.

O INSANE € um projeto de software livre em desenvolvimento no Departamento de En-
genharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais que torna disponivel um am-
biente computacional de c6digo aberto, com caracteristicas tais que facilitem sua expansdo e
manutencdo. Este trabalho apoia-se sobre implementacdes ja realizadas no INSANE em traba-
lhos anteriores. O framework de modelos constitutivos inicialmente proposto por Penna (2011)
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serd empregado. Salientam-se os trabalhos de Alves (2012) e Monteiro et al. (2014), no que
diz respeito as implementacdes do GFEM para andlise linear e fisicamente ndo linear, respec-
tivamente. Sdo também relevantes os seguintes trabalhos: Silva (2012), que incluiu a anélise
linear e fisicamente ndo linear via Método Element Free Galerkin (EFG); Pereira (2015), que
implementou o hp-Clouds para andlise linear; Pinheiro et al. (2015), que incluiu a Parti¢do da
Unidade de elevada regularidade; e Pinheiro (2016), que possibilitou a andlise nao linear via
método hp-Clouds.

2 METODOS SEM MALHA E METODOS DOS ELEMENTOS FINI-
TOS NAO CONVENCIONAIS

Esta secao serd dedicada aos Métodos sem malha e aos Métodos dos Elementos Finitos Nao
Convencionais. Optou-se, neste trabalho, por interpretar estes métodos a partir do conceito da
Particao da Unidade, PU, particularizando-os quanto a maneira que esta é construida e quanto
as caracteristicas das aproximacao geradas em cada estratégia. A Fig. 1, adaptada de Fries and
Matthias (2004), apresenta esta interpretacdo. O enriquecimento unicamente intrinseco pode
ser observado em métodos como Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), Difuse Element
Method (DEM), Element Free Galerkin (EFG), Finite Point Method (FPM), Reproducing Ker-
nel Particle Method (RKPM). Os métodos hp-Clouds, X/GFEM, PUFEM e PUM, por sua vez,
tém a aproximagdo enriquecida de forma intrinseca e extrinseca.
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Figura 1: Classificacao dos Métodos (Adaptado de Fries and Matthias (2004))
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2.1 Definicao da Particao da Unidade

De acordo com Oden and Reddy (1976), uma classe de fungdes ¢;(x) em um dominio €2
em R”, cuja envoltdria é formada pela unido dos conjuntos abertos { G }jvzl , forma uma particao
da unidade se apresentar as seguintes propriedades:

1. ¢]($) € CQOO(G])

2. Y () =1
3. ¢j(x) >0em

4. Todo sub-conjunto compacto de €2 intercepta um nimero finito de suportes de ¢;(x).

2.2 Construcao da Particao da Unidade

Diversas possiveis maneiras de construir-se a Particio da Unidade sdo apresentadas em
Fries and Matthias (2004). Algumas destas formas de constru¢do da PU sdo a obtengdo a
partir das funcdes Lagrangianas definidas em uma malha de elementos finitos, ou de forma
independente da malha como no caso das aproximagdes pelo Método dos Minimos Quadrados
Moveis (Moving Least Squares (MLS)) como no EFG, DEM e hp-Clouds. Nesta se¢ao, devido
ao interesse para este trabalho, sdo apresentadas as constru¢des baseadas em malhas e aquelas
oriundas do MLS. As funcdes de Shepard sao apresentadas como uma particularizagdo do MLS.
No PUFEM a PU ¢€ construida pelo MLS ou com base na malha de elementos. Ja no hp-Clouds,
a PU pode ser obtida pelo MLS ou, de forma mais expedita, pela utilizacdo das funcdes de
Shepard. No G/XFEM ¢é empregada uma construcdo baseada na malha de elementos onde sdao
utilizadas as fun¢des lagrangianas do MEF.

Construcao da PU baseada em malhas

Conforme Fries and Matthias (2004), a construcao de uma PU baseada em malha de ele-
mentos, com base nas funcdes interpoladoras de Lagrange, leva as conhecidas fun¢des de forma
utilizadas no MEF convencional. Neste tipo de construcao, as funcdes da PU sdo geralmente
polinomiais e possuem a propriedade do delta de Kronecker.

Construcao da PU pelo Método dos Minimos Quadrados Maéveis (Moving Least Squares -
MLS)

O Método dos Minimos Quadrados Moveis ou Moving Least Squares (MLS) € um método
de aproximag¢do numérica introduzido por Lancaster and Salkauskas (1981). Trata-se de uma
variagdo do Método dos Minimos Quadrados. A diferenca basica entre os dois métodos € o
emprego, no MLS, de uma fun¢do de ponderacdo que acompanha o ponto onde se deseja definir
a aproximacdo. Uma importante caracteristica das funcdes obtidas por essa técnica € o fato de
constituirem uma Particdo da Unidade (Barros, 2002). Além disso, a fun¢c@o aproximadora é

continua e suave no dominio do problema e pode-se produzir uma aproximacao com a ordem
desejada (Silva, 2012).

Em cada posi¢do « do dominio, uma aproximagao local % (x) deve ser definida empregando-
se um sub-conjunto de n(x) < N pontos vizinhos. O sub-conjunto n(x) corresponde aos nds
pertencentes ao dominio de suporte de x. A aproximacdo local u(x), para cada posi¢do « do
dominio, pode ser expressa na forma de uma combinacao linear de uma base de fungdes
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P = {pi}i%y, (m < n(x)), (D

segundo os parametros «;:

m

u(z) 2 a(@) =) pi(@)a(e) = p(@)a(@). 2

=1

Emprega-se geralmente uma base de monémios P capaz de gerar um espaco de polindmios
completos até o grau k.

Seja IW; uma fungo peso de suporte compacto, ou seja, W; € C}(w;), onde [ representa a
continuidade de W, w; a nuvem do né x; que coincide com a regido em que a fungdo peso €
definida e o zero indica que a func¢ao e suas derivadas até a ordem 1 t€m valor ndo-nulo apenas
no interior de w;. A fungdo WW; limita a regido sobre a qual o né x; contribui para a construgiao
da aproximac@o e permite que 0s nds mais proximos de x; influenciem mais do que os distantes
do ponto de interesse.

A nuvem do ponto x; € limitada por uma medida de referéncia 7, no caso de dominios
circulares ou esféricos, responsavel pelo carater local da aproximagao e representada por w; =
{z € Q; ||z — ;|| < R;}. Quanto maior R;, maior o niimero de pontos nodais cujos valores
de u; contribuem para se construir a aproximagao (Fig. 2).

Figura 2: Representacdo das nuvens em R? (Barros, 2002)

A fungdo J(x), definida a seguir, é composta pelas distancias entre u(x) e u(x), ponde-
radas pelas fun¢des 1W;. No MLS, minimiza-se a fung¢do .J(z) para encontrar os coeficientes
a(x).

n()

J(@) = W@ —a;){u; — ilx;)} 3)

j=1
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Participam da soma acima somente os n(x) pontos nodais x; cuja regido de influéncia w; con-
tenha @. Os coeficientes a(x) sdo determinados por:

a(z) =Y A'(z)B;(x)y 4

onde:

A(z) =Y W.(x—z,)p(x,)p" (x,) (5)

Bj(z) = Wj(z — z;)p(x;) (6)

Sendo assim, reescreve-se a aproximacao da Eq. (2):

n(T)

u(x) ~ u(x) = Z ¢j(x)u; = U (7)

J=1

sendo ¢; um elemento genérico da base de func¢des de aproximagdo, com 0 mesmo suporte w;
das funcdes peso e definido por:

¢;(x) =p' (x) A" (x)B() ®)
Definem-se os seguintes vetores de parametros nodais e de func¢des de forma:

ur & [ul Uy - uN] )

o7 &[4 6y - on ] (10)

A existéncia da inversa de A(x) depende da conveniente defini¢do dos R; de modo que
respeite a condi¢do n(x) > m, ou seja, o nimero de pontos cujo dominio de influéncia contém
a posicdo x deve ser maior do que o numero de fungdes contidas na base P. Tal condicdo é
necessaria mas nao suficiente (Duarte, 1996), ja que mesmo que esta condi¢ao seja respeitada,
a distribui¢cdo de pontos pode ser tal que produza uma matriz A singular.

A forma e o tipo das fung¢des de ponderagdo W; t€m grande influéncia na construgdo da
aproximacdo, sendo diretamente responsdveis, em combinac¢ido com a base P, pela sua conti-
nuidade.
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Funcoes de Shepard

Para uma base de fun¢des P = {1}, é possivel obter-se uma classe de fun¢des denominadas
de fun¢des de Shepard. Tais funcgdes foram desenvolvidas por Shepard (1968) e sdo anteriores
ao advento do MLS. A PU construida a partir dessas fungdes é definida por:

() =Wz —x,)/ Y Wi(z —x,) (11)

onde W; € a funcdo peso. A fungdao W, possui suporte compacto, isto €, apresenta valores
diferentes de zero somente para pontos da nuvem wj.

E possivel verificar que:

W;(x — x;)
§ pi(x) = § — ] =1 (12)
j=1 ’ j=1 Zrialz) Wr’(a: - wr)

0 que garante que ¢; constitui uma PU. Os demais critérios que caracterizam uma PU também
sdo atendidos pelas fungdes obtidas com o MLS e, em particular, com as funcdes de Shepard, a
depender da continuidade das fungdes WW;, como discutido a seguir.

2.3 Regularidade da Aproximacao

As funcdes de forma dos MM podem ser construidas de tal maneira que se obtenha qualquer
ordem de continuidade desejada (Fries and Matthias, 2004). No caso das Parti¢cdes da Unidade
definidas pelo MLS, Eq. (8), ou pelas funcdes de Shepard, Eq. (11), a PU herda das funcdes
peso sua caracteristica de suporte compacto. Além disso, a regularidade de ¢; depende da base
de fun¢des P e da regularidade das fungdes peso (Belytschko et al., 1994).

Segundo Silva (2012), nos Métodos sem Malha, o uso das fungdes peso permite que os
nos dentro do dominio de suporte que estejam mais proximos do ponto de interesse contribuam
mais do que os pontos mais distantes. Além disso, para fungdes peso suaves e continuas, a
funcdo aproximadora resultante € compativel, uma vez que os nds entram e saem do dominio
gradualmente. Varios tipos de funcdo peso sao comumente empregadas na constru¢cdo da PU
dos métodos que utilizam o MLS ou as fun¢des de Shepard. Exemplos dessas fungdes sao as
spline de segunda, terceira e quarta ordens, diversos tipos de fun¢des exponenciais, a fungdo
gaussiana, entre outras.

Com o objetivo de aproveitar caracteristicas vantajosas dos Métodos sem Malha e ao
mesmo tempo contornar alguns inconvenientes como a falta da propriedade do delta de kro-
necker, surge em Duarte et al. (2006), uma abordagem para gerar fun¢des aproximadoras de
elevada regularidade para o GFEM. Em Duarte et al. (2006) e em Barros et al. (2007) as fungdes
de PU do GFEM sao construidas com base na mesma estratégia do Método hp-Clouds, porém
sobre uma malha de elementos finitos, possibilitando a obten¢do de funcdes aproximadoras de
continuidade do tipo C* , onde k pode ser arbitrariamente definido. O dominio de influéncia,
ou nuvem wj, fica associado a uma forma poligonal ou poliédrica, se em 2D ou 3D, correspon-
dente ao conjunto de elementos que compartilham o né x;. Para se construir uma aproximagao
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arbitrariamente regular, torna-se necessario empregar uma funcao peso diferente daquelas uti-
lizadas no EFG e hp-Clouds. Utiliza-se, entdo, o procedimento de Edwards (Edwards, 1996),
onde a PU ¢ obtida através de Fun¢des de Shepard (Shepard, 1968) e funcdes de distincia es-
peciais. Entretanto, o procedimento de Edwards demanda nuvens convexas. Para transpor essa
limitagdo, Duarte et al. (2006) propdem a obtengdo das fungdes peso de continuidade C*, com
k arbitrariamente grande, construidas a partir de funcdes booleanas do tipo R, descritas a se-
guir, sobre a nuvem w;, convexa ou ndo. A seguir, descreve-se o procedimento de obtengao das
funcdes C™ e C*, para nuvens convexas e nio-convexas, respectivamente.

Funcoes de continuidade C'*™° para nuvens convexas

Para o caso de uma malha em duas dimensdes, com nuvens convexas e funcdes de aresta
exponenciais, a continuidade C*° das func¢des 1W; € garantida pelo uso do procedimento de
Edwards original (Edwards, 1996). A particdao de unidade € obtida da forma descrita a seguir.

Inicialmente, sdo definidas as fun¢des de aresta, ¢;;(x), associadas com a nuvem w;. Tais
fungdes tendem a zero suavemente a medida que se aproximam da aresta ¢ e sdo maiores que
zero em pontos do interior da nuvem.

=& (X))~ .
def € 5 5@ >0
g;i(x) = (13)

onde -y é uma constante positiva e §;(x) = n; - (x — b;) é a distincia entre a posi¢do x e a aresta
1, conforme Fig. 3.

Figura 3: Nuvem convexa (Barros et al., 2007)

Com o objetivo de garantir que todas as fungdes de aresta possuam o mesmo valor em um
mesmo ponto x; da nuvem, ou seja, €;,(x;) = €;(x;) para todas as arestas i e k de w;, é
definido o vetor n;:

-2\
n; = ( I ) Sng - (= b)) ny (14)
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onde 1n; € um vetor unitdrio na aresta ¢ que aponta para o interior da nuvem e 3 € uma constante
positiva. A fungdo peso W;(x) é definida pelo produto das fungdes de aresta da nuvem:

M
W;(x) = e% H g;i(x) (15)
i=1

onde M; é o nimero de arestas da nuvem w; e ¢; = M; (1 —27/In3)~" é um fator de escala
(Duarte et al., 2006).

Funcdes de continuidade C* para nuvens ndo convexas

Para nuvens ndo convexas as fungdes de aresta definidas anteriormente apresentardao valo-
res nulos no interior da nuvem, o que conduziré a valores nulos das fun¢des peso no interior da
nuvem, Fig. 4. Para contornar esse problema, as fun¢des R (Shapiro, 1991) foram empregadas
em Duarte et al. (2006) na criacdo de fun¢des peso adequadas para nuvens ndo convexas. As
fungdes R sdo fungdes booleanas, reais e com propriedade de terem seu sinal definido comple-
tamente pelos sinais de seus argumentos. A funcdo definida a seguir é a funcdo conjun¢do R
com dois argumentos:

(2 VE ) &

o (x +y+ Va2 +y?— 2axy) (z* + y2)k/2 (16)

onde —1 < a(x,y) < 1 é uma fungao simétrica arbitréria, VV é o operador 16gico da conjungio
“ou” e k € um inteiro positivo.

Em Duarte et al. (2006) é empregada a seguinte fungio R (Rf):
(e Vhy) & (2 4y +Va2) (22 + )" a”

Esta funcdo € analitica em todo dominio, com excecao da origem x = y = 0. Na origem, ela é
k vezes diferencidvel. Além disso, a propriedade

. =0&zrz=0andy=0
(z Vg y) (18)
>0Vx>0o0ry>0

possibilita a utilizagdao desta fun¢do na constru¢do de uma nova fungdo de aresta associada a
duas arestas adjacentes da nuvem nao convexa correspondente ao nd reentrante.

Por exemplo, para os lados m e n da nuvem da Fig. 4, a fun¢do de aresta sera:
def (€jm(®) VG €jn())

(gjm (@) VE £jm(2;))

Ejmm(m)

(19)

O termo no denominador € o fator de escala e £ € uma constante inteira escolhida de acordo
com o grau de suavidade desejado para a fungdo. Ao utilizar-se a fungdo ¢; ,,,,, () no lugar de
g;m(x) e €j,(x), um nova expressao é obtida para a fun¢do peso W;(x):

M;
Wim) = [ e [ eji(®) | €mn() (20)
=1
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Figura 4: Nuvem nao convexa (Barros et al., 2007)

A funcdo acima definida ndo apresenta valores nulos no interior da nuvem e serd no minimo
diferenciavel k vezes.

2.4 Tipo de base da Aproximacao

A aproximacgdo construida com base na PU pode ser aprimorada por meio de estratégias
reunidas sob a denominagdo de enriquecimento intrinseco ou extrinseco. Na Fig. 1 € possivel
distinguir facilmente os métodos de acordo com essa classificacdo. Tanto os métodos que pos-
suem enriquecimento intrinseco quanto os que possuem enriquecimento extrinseco podem ser
enriquecidos globalmente (em todo o dominio) ou localmente (somente nas zonas de interesse).

A aproximagdo em métodos enriquecidos unicamente de forma intrinseca corresponde a
Eq. (7), repetida a seguir:

u(w) ~i(x) = Y dj(x)u; = U 1)
7j=1

A estratégia de enriquecimento intrinseco se da a partir da inclusdo de novas fung¢des na
base P, como em Fleming et al. (1997), Rao and Rahman (2004) e Sevilla and Barbieri (2014).
Nestes trabalhos, funcdes capazes de representar fissuras sao incluidas na base intrinseca. Em
casos com enriquecimento intrinseco, o nimero de fun¢des de forma e graus de liberdade do
problema nao precisam ser alterados com a inclusao de novas fun¢des na base (Fries and Belyts-
chko, 2010). Entretanto, a matriz A, Eq.(5), pode tornar-se complexa e sua inversdo no MLS
tornar-se cara computacionalmente.

O emprego de uma base extrinseca adicional tem por objetivo o aumento da consisténcia
da aproximacdo ou melhora da aproximagao com base na inclusao de fungdes que contemplem
aspectos da solucdo do Problema de Valor de Contono (PVC) conhecidos a priori (Fries and
Matthias, 2004). Nesta estratégia, familias de funcdes podem ser incluidas na aproximagao
multiplicando-as pelas fun¢gdes de PU. O resultado deste produto é uma funcdo que herda a
continuidade da funcdo original e as caracteristicas aproximatorias das funcdes produto. Este
resultado, conforme serd mostrado a seguir, somente € possivel gracas as propriedades da fung¢ao
original caso seja uma PU. Sendo assim, a func@o de forma associada ao n6 x; € construida pela
multiplicagdo da PU ¢;(x) por uma fungio de enriquecimento L;;(x).
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pi(x) = ¢j(x)Lji(x) (22)

As fungdes Lj;(x) podem pertencer a uma base de fungdes /; definidas como

I = {Lji(x)}iL, (23)

onde L;;(x) corresponde a “i-ésima”fun¢do que multiplica a PU do n6 x;, podendo ser polino-
mial ou ndo, e ¢; representa o nimero de fungdes L;;(x) utilizadas.

Conforme Duarte et al. (2007), o fato de ¢; constituir uma PU, implica, no caso uma unica
fungdo de enriquecimento de Lj;(x) = L(x), em

> ei(@) =Y o(@) L) = L(x) o4

Sendo assim, garante-se que as fung¢des de forma possam representar exatamente, por meio
de combinagdes lineares, as fungdes de enriquecimento. Desta maneira, se a fun¢do L(x) da
base extrinseca é capaz de aproximar bem a solucdo do PVC, a funcio de forma construida com
ela também o fara (Duarte et al., 2000).

A aproximacdo nos métodos que utilizam as estratégias de enriquecimento intrinseco e
extrinseco apresenta a seguinte representacao geral:

N q;
() =Y di(@) duj+ Y Li(w)by (25)
Jj=1 i=1

Tipos de base para a estratégia de enriquecimento extrinseco

As fungdes Lj;, da Eq. (25), podem ser de diversos tipos. A seguir, descreve-se as bases
polinomiais, ndo polinomiais e numéricas e suas aplicagdes.

Polinomiais As fun¢des polinomiais sdo empregadas tendo como objetivo o aumento da or-
dem da aproximacgdo. As func¢des da Particao da Unidade de Shepard sao capazes de representar
exatamente somente uma func@o constante. Por esta razdo, sao utilizadas funcdes de enrique-
cimento polinomiais em métodos numéricos, tal como o hp-Clouds, onde a PU de Shepard
¢ utilizada. O uso de funcdes polinomiais em métodos que possuem PU polinomial, como
o GFEM, pode gerar um sistema de equacdes linearmente dependente. A demostragdo desta
afirmacdo pode ser encontrada em detalhe em Duarte et al. (2000), onde sdo igualmente indica-
dos procedimentos para resolugdo deste tipo de sistema de equagdes.
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Nao Polinomiais Muitas vezes, aspectos da solucao analitica de cardter ndo polinomial de um
dado PVC sdo conhecidos. Nestes casos, as funcdes da base extrinseca podem ser escolhidas
adequadamente a partir do conhecimento a priori da solugc@o. Estdo inseridas neste contexto
as bases contendo fungdes harmonicas, funcdes singulares, fungdes trigonométricas ou outros
tipos de fungdes analiticas ndo polinomiais.

Numéricas Para certos problemas, o carater ndo polinomial da solug¢ao pode ser conhecido,
mas fungdes analiticas capazes de descrever satisfatoriamente a solu¢do nao existem. As fungdes
da base de enriquecimento extrinseco podem ser de qualquer tipo, at€é mesmo numéricas. Ao
fazer uso desta alternativa, nasce o Método dos Elemento Finitos Generalizados Global-Local.
No GFEM global-local, um PVC local com condi¢des de contorno provenientes da andlise de
um problema global grosseiramente discretizado € resolvido (Etapa 1). Em seguida, a solug¢ao
do problema local € utilizada para formar a base extrinseca da solu¢do do problema global
(Etapa 2). Finalmente, o problema global enriquecido € resolvido (Etapa 3).

3 ANALISE NAO-LINEAR DE ESTRUTURAS COMPOSTAS DE MA-
TERIAIS PARCIALMENTE FRAGEIS

O concreto € conhecido por sua alta resisténcia a compressao quando comparada com sua
baixa resisténcia a tracdo. Esta é uma das razdes pela qual o concreto fissura mesmo quando
submetido a pequenas cargas estaticas. A nucleacdo e propagacdo de fissuras é uma das fontes
do comportamento altamente nao linear do concreto. Além disso, em materiais semi-frageis
a Zona de Processo de Fratura (ZPF), onde ocorre a iniciacdo, crescimento e coalescéncia de
micro-fissuras, é grande quando comparada ao tamanho de estruturas de pequeno e médio porte.
Esta caracteristica impossibilita a aplicacdo da mecanica da fratura eldstica linear.

A degradacdo do concreto pode ser modelada por meio de uma abordagem tanto continua
quanto discreta. Na abordagem discreta, a fissura € introduzida geometricamente no modelo.
Por outro lado, nas abordagens continuas, o comportamento nao-linear do concreto € levado em
consideragdo por meio do modelo constitutivo.

O trabalho de Ngo and Scordelis (1967) € uma das primeiras aplicacdes da modelagem
discreta de fissuras no concreto. A fissura descrita geometricamente propaga quando um dado
alvo de tensdo de tragdo € atingido. O trabalho de Nilson (1968) é semelhante ao de Ngo and
Scordelis (1967), entretanto, em sua abordagem, o material é considerado nao-linear. Desenvol-
vimentos recentes foram feitos no campo da fratura discreta para superar sua alta dependéncia
da malha.

A abordagem da fissuracdo distribuida foi inicialmente proposta por Rashid (1968) e de-
senvolvida posteriormente por Suidan and Schnobrich (1973); BaZzant and Oh (1983); Rots et al.
(1985), entre outros. Nos modelos de fissuragcao distribuida as fissuras ndo sao fisicamente re-
presentadas. As fissuras sdo levadas em consideracdo através de uma perda de rigidez da zona
danificada, ou seja, a deterioracdo do meio € representada por meio de uma relacdo constitu-
tiva. Estes modelos sao formulados em um sistema de coordenadas locais definido pelos eixos
de coordenadas locais. Os modelos de fissuracao distribuida podem ser de direcdo fixa, onde a
direcdo da fissura € definida na nucleag@o e permanece fixa durante toda a andlise, ou de direcdo
variavel, onde a orientagdo da fissura varia de acordo com a rotag¢ao dos eixos principais.

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



D. PINHEIRO, F. BARROS, R. PITANGUEIRA, S. PENNA

Juntamente com os modelos de fissuragdo distribuida, a teoria do dano continuo surgiu
como uma alternativa para modelar o comportamento estrutural de materiais semi-frageis. Um
dos primeiros modelos de dano aplicados a esses materiais foram os modelos de dano escalar
de Mazars (1984) e Mazars and Pijaudier-Cabot (1989). A degradacdo das propriedades do
material € representada por um conjunto de varidveis de dano.

Os trabalhos de de Borst and Abellan (2002) e Borst et al. (2004) empregam modelos de
dano continuo na ZPF. Um modelo de dano continuo € usado para modelar a iniciagdo, cresci-
mento e coalescéncia de micro fissuras na ZPF, dando origem a uma fissura modelada discreta-

mente por meio de um modelo de zona coesiva, desenvolvido por Dugdale (1960), Barenblatt
(1962), Hillerborg et al. (1976), Needleman (1987).

3.1 Formulacao unificada para modelos constitutivos

Carol et al. (1994), a partir de em uma série de trabalho envolvendo o conceito de dano,
propuseram uma unificag¢do tedrica de modelos de degradacdo eléstica baseados em uma tnica
funcdo de carregamento. Nesta mesma linha, Penna (2011) propds uma formulacao unificada
de modelos constitutivos baseados em muiltiplas fun¢gdes de carregamento.

A formulacao baseada em deformacdo ¢ empregada nos modelos de degradagdo elastica
comumente empregados na modelagem do comportamento do concreto. A formulagdo baseada
em deformacgdo da abordagem unificada de Penna (2011) é detalhada a seguir.

Primeiramente, uma relagao total entre tensdo e deformacao é definida como

Oij = Eim €kl (26)

)

onde E7;,, € o operador constitutivo secante.

Da equacdo anterior, uma relag@o constitutiva tangente é obtida

O'-ij = Etjkl Ekls (27

1

onde Efj 11 € 0 operador constitutivo tangente, dado por

1
Efjkl = Elu + H_mmij Nkl - (28)

O operador constitutivo tangente Efjkl € composto pelos gradientes das fungdes de carre-
gamento F,,(¢,p), onde p é o conjunto de varidveis internas do modelo definidas em termos de
deformacgdes. Os gradientes de F;,, N,k € Hym, s@o definidos nas Eq. (29) e (30), respectiva-
mente.

_ oF,
Npkl = 57—

Oe kl (29)
p
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_ OF,| op
Hyp = ———| ——Lin,, 30
8]11 &Eilm Kl (30)

O ultimo componente de Efjkl a ser definido € o tensor das direcdes de degradagdo 1,5,
definido como

Momi; = Momijri €k, (31
onde Mmijkla obtido pela regra da degradacdo generalizada, é

Wi — 2208 32
mijkl — 89* M * ( )

A Eq. (32), %, define um conjunto de varidveis de dano e .#,,, indica as dire¢des de
degradacdo. O simbolo * indica indices de acordo com a natureza do problema (Ex. & para um
escalar, Z; para um vetor e %;; para um tensor de segunda ordem).

O framework de modelos constitutivos proposto por Penna (2011) foi inicialmente conce-
bido para o MEF. Contudo, sua formulagdo foi geral o suficiente para que o framework fosse
aplicado em outros métodos de anélise. O framework de modelos constitutivos do INSANE ja
foi testado no contexto dos métodos G/XFEM (Monteiro et al., 2014; Wolenski et al., 2015),
BEM (Peixoto et al., 2016) e Métodos sem Malha como o EFG (Silva, 2012).

3.2 Leis de tensao-deformacao de Carreira-Ingraffea

Para o modelo de fissuracdo distribuida utilzado neste trabalho s@o adotadas as leis tensao-
deformacdo de Bonne and Ingraffea (1987) para tracdo e de Carreira and Chu (1985) para
compressao, uma vez que a lei proposta por Bonne and Ingraffea (1987) prediz unicamente o
comportamento a traco.

A lei de Carreira and Chu (1985) para compressao € definida por:

(33)

1

- (Sc{éo)>

deformacido ¢, f. é a tensd@o de compressdao maxima e €. € a deformacgdo correspondente a
tensdo f..

o/

onde k € definido por & = , 0. € a tensdo de compressdo correspondente

Por sua vez, a lei proposta por Bonne and Ingraffea (1987) para a tragao é:
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o, = ftefk(sfez) (34)

hfi

onde k € definido por k = el ouk = ﬁ o € a tensdo de tragdo correspondente a deformagao
f gr
g, fi € o limite de resisténcia a tragdo, ¢; ¢ a deformagao relativa ao limite eldstico na tragdo, h

€ o comprimento caracteristico, Gy € a energia de fratura por comprimento de trinca e g¢ € a
energia de fratura especifica.

4 EXEMPLO NUMERICO

Simulacdes numéricas de um painel em L composto de concreto analisado numericamente
e experimentalmente por Winkler et al. (2004) é apresentado para avaliar a performance de
métodos da Particdo da Unidade na anélise fisicamente ndo linear de meios parcialmente frageis.
Sao considerados dois tipos de PU: a PU polinomial oriunda do MEF, na versdo original do
GFEM, e a PU de elevada regularidade de Duarte et al. (2006), proposta inicialmente para
o GFEM, mas implementada na plataforma INSANE no contexto do hp-Clouds em Pinheiro
et al. (2015).

A Fig. 5 apresenta a geometria, o carregamento e as condi¢des de contorno do problema
analisado. Considera-se [ = 250mm, ¢ = 28 N/mm e espessura do painel de 100mm. O ponto
A na Fig. 5 é o ponto cujo deslocamento vertical é considerado na composi¢ao das trajetdrias
de equilibrio. As fun¢des de forma dos modelos apresentados possuem propriedade do delta de
Kronecker, sendo assim, as condi¢des de contorno essenciais sdo impostas diretamente ao longo
dos nds do seguimento BC da Fig. 5. Todos os graus de liberdade, inclusive os oriundos do
enriquecimento extrinseco, sdo bloqueados ao longo deste seguimento. Ainda, nas simulacdes
numéricas serd considerado modelo de fissuracao distribuida de direc@o fixa com as leis tensao-
deformacdo de Carreira-Ingraffea, descritas na Secdo 3.2, e estado plano de tensao.

As propriedades do material seguindo as leis de Carreira-Ingraffea usado no modelo de
fissuracdo distribuida, de acordo com Penna (2011), sdo Ey, = 1.0 - 107 N/mm?, v = 0.18,
fi = 2.7 N/mm?, f. = 31.0 N/mm?, e. = 0.0022, B, = 0.0, g; = 0.065 e h = 28 mm;

Os parametros dos modelos com funcdes C* sdo k = 1, 3 = 0.6 e v = 0.3. A andlise
nio-linear de ambos os tipos de modelo (GFEM e hp-Clouds-C*) foi realizada com controle de
deslocamentos generalizados, aproximacdo secante do tensor constitutivo, 0.020 de incremento
do fator de carga a cada passo e uma tolerancia relativa para a convergéncia em termos de
deslocamento generalizado de 0.0001.

Vale lembrar que para os modelos do GFEM, o grau da aproximacdo n corresponde a um
enriquecimento até o grau n — 1, uma vez que a PU ja € um polindmio de primeiro grau. Para os
modelos do hp-Clouds, o grau da aproximacao n corresponde a um enriquecimento até o grau n,
pois a PU somente € capaz de reproduzir constantes. Trés modelos sdo analisados com o GFEM.
O primeiro deles ndao possui nenhum enriquecimento, sendo assim, € um modelo equivalente a
um modelo do MEF com elementos Q4. O segundo modelo possui enriquecimento do primeiro
grau somente nos ndés marcados em vermelho na Fig. 5, o que significa uma aproximacgdo
do segundo grau para as funcdes de forma destes nés. O terceiro modelo do GFEM possui
enriquecimento do primeiro grau em todos 0s nds, o que significa uma aproximacao do segundo
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Figura 5: Painel em L

grau em todos estes nds. Nos modelos do GFEM foram utilizados 4x4 pontos de integracdo por
elemento.

Uma série de simulagdes é feita com o método hp-Clouds com fungdes C*. O hp-Clouds-
C* foi utilizado para compor trés modelos com os trés tipos de enriquecimento polinomial. O
primeiro modelo possui todos os nds enriquecido com polindmios completos até o primeiro
grau. O segundo modelo apresenta parte dos nds enriquecidos com polindmios completos até o
primeiro grau e outra parte dos nés enriquecida com polindmios completos até o segundo grau,
conforme ilustrado na Fig. 5. O terceiro modelo, por sua vez, tem todos os nds enriquecido com
polindmios completos até o segundo grau. Nas andlises com o hp-Clouds-C*, devido ao fato
das funcOes aproximadoras serem racionais € nao polinomiais, foram utilizados 10x10 pontos
de integracgdo por célula (coincidente, neste trabalho, com a malha de elementos finitos utilizada
nas andlises pelo GFEM).

As trajetdrias de equilibrio resultantes das simulagdes realizadas sdo mostradas nas Figuras
6 e 7. Os resultados sdo comparados com os dados experimentais obtidos por Winkler et al.
(2004). A andlise destes resultados permite constatar que: ambos os tipos de PU foram capazes
de descrever corretamente as trajetdrias de equilibrio; as aproximacdes do primeiro grau apre-
sentaram comportamento ligeiramente distante dos resultados experimentais; os resultados do
GFEM com PU polinomial apresentam uma maior tendéncia de localizacdo do que os resultados
com a PU racional; a presenca da PU de alta regularidade melhora os efeitos do enriquecimento
polinomial, o que tornou as trajetorias dos modelos enriquecidos com segundo grau e primeiro
e segundo graus quase equivalentes.

5 CONCLUSOES

Os métodos da Particao da Unidade foram classificados em relacao a forma de obtengao
da PU e caracteristicas da aproximagdo gerada. O comportamento fisicamente ndo linear de
um painel em L foi estudado em andlises com PU de alta regularidade e também com PU
baseada em malha obtida com funcdes lagrangianas do método dos elementos finitos. Foi ob-
servada a importancia do enriquecimento extrinseco para melhora da qualidade da solucao sem
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Figura 6: Painel em L - Trajetorias de Equilibrio - GFEM
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Figura 7: Painel em L - Trajetérias de Equilibrio - C*
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a necessidade de se aumentar o nimero de nés da discretizacdo. Apesar de aumentar o custo
computacional em relacdo a PU polinomial, o uso da PU de alta regularidade propiciou me-
lhora nas trajetérias de equilibrio analisadas, tornando o pico € o comportamento pos critico
mais proximo dos resultados experimentais.
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