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RESUMO

Na literatura sdo encontrados diversos estudos sobre o processo produtivo do pao,
principalmente com relacdo as suas caracteristicas fisicas. Algumas condicoes de
producdo podem alterar estas caracteristicas, como a qualidade do trigo, do
fermento, entre outras. O objetivo deste trabalho foi analisar a variacado de volume
da massa, na etapa de levedacao do pao, por meio da acado de dois tipos de
fermentos bioldgicos (fresco e seco) empregando modelagem matematica. Os
resultados obtidos indicam que o processo pode ser modelado matematicamente
empregando-se o modelo de Verhulst conforme sugerido pela literatura. Os
resultados obtidos apontam valores distintos para os coeficientes empiricos deste
modelo (k=85,562 cm? e a=0,0836 min™' para as amostras com fermento fresco e
k=88,481 cm? e 0=0,0328 min"' com fermento seco).

PALAVRAS-CHAVE: Fermento biolégico fresco, fermento bioldégico seco,
modelagem matematica.

MATHEMATICAL MODELING OF THE MASS BREAD GROWTH USING
DIFFERENT BIOLOGICAL YEASTS

ABSTRACT

Because of the great importance of bread as food product, several studies are found
on the subject, especially related to their physical characteristics. Some production
conditions can change these characteristics, the quality of wheat, yeast, and others.
The object of this study has been to analyze the mass of the volume grown of the
bread through the action of two types of biological yeast (fresh and dry). For this,
experimental and mathematical modeling routines were employed. The results
indicate that the process can be described mathematically using the Verhulst model
suggested in the literature.

KEYWORDS: Fresh yeast, dry yeast, mathematical modeling.
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INTRODUCAO

O pao é um produto alimenticio de significativa importancia do ponto de vista
nutricional, principalmente quando € considerado o conteudo de carboidrato e
proteina. Além disso, este alimento é fonte de nutrientes de facil acesso a populacao
brasileira, devido ao baixo custo. Embora exista uma grande variedade de tipos de
paes, este termo se refere a produtos fermentados que contenham trigo (HAGER et
al., 2012). Segundo dados da Associacdo Brasileira da Industria de Panificacdo e
Confeitaria (ABIP, 2014), o consumo per capita do pao francés é de
aproximadamente 56 gramas por dia, 0 que equivale ao consumo de pelo menos um
pao por dia.

Um dos ingredientes mais importantes da massa de pao é o fermento. O
fermento biolégico fresco é caracteristico por apresentar a massa prensada, de cor
creme claro, homogénea, pastosa, de consisténcia firme, cheiro e sabor préprios. A
umidade maxima permitida é de 75% p/p e de cinzas de 5% p/p. Ja& o fermento
bioldgico seco e o0 seco instantaneo devem apresentar caracteristica de po,
escamas, granulos ou cilindros de tamanhos variaveis, com cor entre branco e
castanho claro, além de cheiro e sabor proprio. A umidade maxima deste tipo de
fermento deve ser 12% p/p (BRASIL, 1997). A massa do pdo € um sistema
multifasico e multicomponente. Para construir sua estrutura (aparéncia, textura,
sabor e estabilidade), os ingredientes sdo misturados e amassados €, em seguida, a
massa fermentada é assada.

Durante a mistura, os ingredientes sao transformados em um material
viscoelastico, devido a formacdo de uma rede tridimensional de proteinas
uniformemente dispersas nos granulos de amido. Além disso, a mistura inclui bolhas
de ar na massa, consideradas como nucleos iniciais de bolhas de gas que se
desenvolvem durante as fases subsequentes. Durante a fermentacdo, o
metabolismo das leveduras transforma quimicamente agucares simples assimilaveis
em diéxido de carbono e alcool etilico, de acordo com a reagdo apresentada na
Equacao (1) (GAN et al., 1995).

CgH;;,04+fermento—2CH;CH,0OH+2C0,+fermento (1)

O diéxido de carbono, que em parte se dissolve na fase aquosa da massa,
migra para os nucleos iniciais de bolha de ar formada, enquanto o pdo é amassado
causando o crescimento. Ressalta-se que o crescimento destas bolhas depende do
tamanho da célula e da composicao da massa (GAN et al., 1995).

O principal objetivo deste trabalho foi propor um modelo matematico
simplificado, que seja capaz de descrever o processo de crescimento do pao, antes
do mesmo ser levado ao processo de cozimento. Além disso, objetivou-se testar se
o modelo proposto é capaz de descrever o processo quando dois tipos de fermento
sdao empregados. A estratégia proposta para a realizacdo deste estudo consistiu
ainda no ajuste dos parametros empiricos do modelo empregando dados
experimentais coletados pelos autores. Mais além, foi proposta uma estratégia de
validacéo dos resultados obtidos, que envolveu o emprego de dados experimentais
que nao foram empregados na busca dos parametros do modelo, o que torna tal
validacdo mais robusta. O modelo resultante é capaz de predizer o processo
dindmico de crescimento do pao sem que um significativo nimero de informacdes
experimentais seja conhecido ou que necessite de significativo recurso
computacional para ser resolvido.
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MATERIAL E METODOS

Ingredientes e materiais utilizados no preparo das amostras

As amostras de massa de pao foram preparadas seguindo-se as formulagdes
apresentadas na Tabela 1. Foram empregadas as mesmas marcas comerciais de
farinha de trigo (Vilma), sal refinado iodado (Globo), acucar refinado (Paineiras) e
margarina (Qualy) nas duas formulagdes. A Unica diferenga entre as formulagdes foi
os tipos de fermento empregados (ambos de marca comercial Fleischmann):
fermento biolégico fresco (FFresco) e fermento biolégico seco (FSeco). Para todas
as pesagens, foi utilizada uma balancga analitica MARTE modelo BL3200H.

TABELA 1 - Formulacgao utilizada para elaboragcdo das amostras

Ingredientes Formulacao Formulacao
Amostra FFresco Amostra FSeco
Farinha de trigo (g) 400 400
Acucar (g) 26 26
Margarina (g) 24 24
~Sal (9) 10 10
Agua (mL) 208 208
Fermento biolégico seco(9) - 6

Fermento bioldgico fresco i8

(9)

Fonte: Autores

Metodologia para o preparo das amostras
O procedimento adotado para o preparo das amostras foi baseado em
VENQUIARUTO (2011) e consistiu das seguintes etapas:

e Mistura do fermento com o agucar e a agua;

e aquecer a mistura a uma temperatura de 35 C;

e apdbs 15 minutos, acrescentar duas colheres de sopa de farinha de trigo e o
sal e, aos poucos, adicionar o restante da farinha, sempre em constante
agitacao;

e misturar os ingredientes até a obtencdo de uma massa consistente para ser
sovada (misturada e amassada);

e polvilhar uma superficie plana com farinha, onde a massa sera colocada e
sovada;

e ao apresentar uma superficie lisa, a massa foi dividida entre as provetas de
100 mL para que a analise do crescimento fosse realizada.

Foram realizadas quatro réplicas para cada amostra (Amostra FFresco e
Amostra FSeco). Cada réplica foi conduzida com 20 cm? de volume inicial de massa
de pdo em cada uma das provetas. A coleta de dados foi realizada durante um
periodo de 70 minutos para as amostras FFresco e 95 minutos para as amostras
FSeco. O volume das amostras foi registrado com um tempo de amostragem de
cinco minutos, até que a taxa de crescimento fosse desprezivel. O procedimento foi
realizado a uma temperatura ambiente de 28 <C. A te mperatura foi medida durante a
realizacdo dos experimentos e ndo apresentou variagoes significativas.
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Modelagem matematica

Na literatura sdo encontrados diversos estudos sobre o processo produtivo do
pao, principalmente com relagdo as suas caracteristicas fisicas, como o aspecto e a
crocancia da crosta, a elasticidade e o volume da massa, o sabor proporcionado
pelos componentes (BUDDRICK et al., 2015). Também sao encontrados em
literatura aberta estudos que avaliam aspectos relevantes ao armazenamento na
prateleira do supermercado (PASCALL et al., 2008) bem como estudos que avaliam
o impacto de diferentes formulacdes na qualidade final do pao (FURLAN et al.,
2016).

PEREIRA et al. (2014) determinaram as caracteristicas do volume e textura no
pao francés, produzidos a partir da mistura de farinha de trigo branca e farinha de
trigo integral. As modificacdes na formulacdo do pao francés apresentam vantagens
nutricionais devido ao aumento no teor das fibras com pouca alteragdo no aspecto.
SANTOS et al. (2012) analisaram as caracteristicas quimicas, microbioldgicas e
sensoriais dos paes com diferentes porcentagens de farinha de caroco de jaca. De
acordo com estes autores, a farinha de jaca apresentou um étimo potencial de
substituicdo parcial da farinha de trigo para elaboracéo de paes.

JEFFERSON et al. (2007) modelaram matematicamente a formacéo da crosta
durante o processo de cozimento do pao. De acordo com estes autores, a crosta é a
parte mais externa do pao onde a densidade de pao final é significativamente maior
do que no miolo (interior do pao). O modelo matematico proposto por estes
pesquisadores baseia-se em um mecanismo de colapso, observado em decorréncia
das pressoes elevadas que se formam no interior do pao devido a expansao térmica
de bolhas formadas na evaporacdo da agua. Tal processo permite que 0 vapor no
interior das bolhas escape para a vizinhanca. O modelo matematico proposto por
estes pesquisadores é caracterizado por um conjunto de equagbes diferenciais
parciais que descrevem a transferéncia de calor no interior do pao, juntamente com
um conjunto de equacgdes diferenciais ordinarias que descrevem as fronteiras em
movimento (relativo a bolha colapso e a umidade vaporizagdo) e a expansao da
massa interna.

NICOLAS et al. (2014) modelaram matematicamente os diferentes estados
pelos quais passa a massa de pao durante o cozimento (entre eles: perda de massa,
producdo de CO., alteracdo na temperatura, inchamento). Para isto, tais autores
empregaram um sistema de equacgdes diferenciais parciais que foi resolvido
empregando-se métodos numéricos (diferencas finitas). Dados de literatura e
experimentais foram empregados no ajuste do modelo e na analise do desempenho
do modelo.

PAPASIDERO et al. (2015) também modelaram matematicamente os
diferentes estados pelos quais passa a massa de pao durante o seu cozimento. Mais
uma vez, o modelo matematico resultante consiste em um sistema de equacdes
diferenciais parciais que foi resolvido empregando-se métodos numéricos.

Neste ponto vale ressaltar que o fermento é essencial para a obtencao de uma
massa elastica e consistente. A levedura mais frequentemente utilizada em
panificacdo € fresca, prensada e produzida a partir da espécie Saccharomyces
cerevisiae. As leveduras de padaria, conhecidas como fermento biolégico, sao
produzidas em diversas formas, tais como: creme, encapsulada, congelada,
comprimida, grénulos ou instantanea. A aplicacdo é dada de acordo com as
necessidades especificas de produgcdo como o clima, a tecnologia de
processamento, o transporte e também o armazenamento.

Neste trabalho, a modelagem matematica do processo de crescimento da
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massa foi conduzida com o auxilio dos programas comerciais MathCAD 14.0 e
MATLAB R2009. O modelo proposto neste trabalho deriva do modelo de Verhulst
(Equacado 2) (STAIL et al., 2013), originalmente utilizado para descrever o
crescimento populacional.

T ko 2)

onde xp € a populacdo inicial (volume inicial de massa neste caso), a é o coeficiente
de crescimento e k € uma constante arbitraria que determina a capacidade maxima
que a massa pode assumir.

Na etapa de ajuste do modelo (segundo momento mencionado no item 3), a
estimacao dos parametros foi realizada empregando-se os dados experimentais. Os
valores dos parametros foram estimados empregando a técnica de minimizagéo dos
residuos quadrados (utilizando-se o método de Gauss-Newton como método de
otimiza¢&o), tendo como fungéo objetivo a Equacao (3).

2

N

. k 3)
min f(ka)= X - —
Z‘ 1+ k;:” e

onde f é a funcdo objetivo a ser minimizada, x; € o volume da massa a cada
amostragem i; tj € o tempo de amostragem i.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Na Figura 1 pode-se observar o aspecto fisico final das amostras nas quais foi
utilizado o fermento fresco. Ressalta-se que todas as amostras, tanto as FFresco
quanto as FSeco (Tabela 1), apresentaram a mesma aparéncia ao final do
experimento, sendo possivel visualizar as bolhas de gas formadas na massa.

FIGURA 1 - Formacéao de bolhas de gas na massa
Fonte: Autores
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Os dados experimentais obtidos neste trabalho, para ambas as amostras, sdo
apresentados nas Figuras 2 e 3. As informacbes apresentadas nas Figuras 2 e 3
indicam que € possivel verificar uma boa reprodutibilidade dos dados coletados.
Além disso, observa-se que a adocdao de diferentes fermentos afeta o
comportamento do processo.
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Fonte: Autores

Nas Figuras 2 e 3 observa-se que, na fase primaria, a taxa de crescimento
especifico aumenta lentamente a partir do volume inicial de 20cm® durante um certo
periodo de tempo, conhecido como tempo de laténcia (lag time). Ap6s esse periodo,
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ha uma fase de aumento rapido da taxa de crescimento. Finalmente, ha uma
reducao da taxa de crescimento, até que um valor constante fosse obtido. Segundo
ROMANO et al. (2007), tal comportamento é descrito com precisdo por uma curva
em forma sigmoidal. A analise das Figuras 2 e 3 indica que para o FFresco, a partir
de cerca de 40 minutos, ocorreu diminuicao significativa no crescimento do volume
da massa e para o Fseco esta diminuigdo ocorreu a partir de cerca de 80 minutos.

Em um primeiro momento, foi considerado o valor do coeficiente de
crescimento (a=0,035 min™") publicado por STAIL et al. (2013). Os valores adotados
para k em cada teste foram iguais ao valor maximo atingido por cada amostra ao
final do experimento. Assim, os dados experimentais foram comparados com as
curvas simuladas e os resultados sao apresentados nas Figuras 4 e 5.

Ao realizarem a modelagem matematica do crescimento da massa de pao,
STAIL et al. (2013) nao informaram o tipo de fermento biolégico utilizado. Porém, de
acordo com os resultados apresentados nas Figuras 4 e 5, pode-se observar que as
curvas simuladas se aproximaram mais dos dados experimentais quando o fermento
bioldgico seco foi empregado. Esta andlise sinaliza que o tipo de fermento utilizado
por STAIL et al. (2013) deve ser um fermento seco ou algum outro fermento muito
similar ao seco. Tal afirmativa é baseada no fato do valor do parametro a ser obtido
empiricamente. Sendo assim, é esperado que tal valor se aplique somente quanto o
processo se aproxime das condicbes nas quais o parametro a teve seu valor
estimado.
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FIGURA 4 — Curvas simuladas e dados experimentais das amostras
FFresco utilizando a=0,035 min™" estimado por STAIL
et al. (2013).

Fonte: Autores
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Em um segundo momento, empregando-se ainda o modelo de Verhulst, os
parametros a e k foram estimados para cada tipo de fermento (Equacao 3). Neste
caso, para cada tipo de fermento, trés corridas foram empregadas na montagem da
rotina e na resolucao do problema de otimizacado néao linear proposto.

Como mencionado anteriormente, o método de otimizacdo empregado na
estimacao dos parametros foi o0 método de Gauss-Newton. O emprego de trés
corridas para a estimacgao dos dois parametros do modelo (a e k) resultou que, para
o caso de emprego de fermento fresco (FFresco), foram utilizados 45 pontos
experimentais na montagem da funcao objetivo (Equacao 3, N = 45). Para o caso do
emprego do fermento seco (FSeco) foram utilizado 60 pontos experimentais
(Equacéao 3, N = 60). Durante o processo de otimizacao (estimacao dos parametros),
diferentes condig¢des iniciais foram testadas e verificou-se que os resultados obtidos
eram sempre 0s mesmos. Tal resultado sinaliza a nao existéncia de minimos locais.
O critério de convergéncia adotado para a funcdo objetivo foi de 1x10°. Assim, a
escolha de um eficiente método de otimizacdo nao linear, o significativo grau de
liberdade verificado na estimacdo dos parametros, o rigoroso critério de
convergéncia empregado e a verificagdo que o emprego de diferentes condicoes
iniciais nao afetam os valores estimados para os parametros indicam que os valores
estimados a e k sdo matematicamente aceitaveis. A conformidade dos valores
estimados € ainda confirmada durante o processo de validacao descrito a seguir.

A quarta repeticao do experimento foi empregada na validacdo dos resultados
obtidos. Como mencionado anteriormente, esta estratégia de validagdo se mostra
mais robusta e exigente, uma vez que a simulacao do processo € comparada com
dados experimentais que nao foram empregados no ajuste dos parametros.
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Nas Figuras 6 e 7 sao apresentados os resultados de validacao obtidos
quando os parametros estimados neste trabalho sdo empregados na simulacdo do
processo empregando-se a Equacdo 2. Nestas figuras sdo comparados os dados
experimentais (ndo empregados na estimacdo dos parametros) e a simulacao. Os
valores dos parametros estimados estao apresentados na Tabela 2.
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FIGURA 6 - Curva simulada e dados experimentais da amostra FFresco

utilizando a e k estimados neste trabalho (Tabela 2).
Fonte: Autores
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Nota-se, a partir da analise das Figuras 6 e 7, que o modelo de Verhulst,
considerando k como sendo mais um parametro do modelo, adaptou-se bem aos
dados experimentais, tanto das amostras que utilizaram fermento fresco, quanto das
com fermento seco. Além disso, o valor estimado para a para amostra com fermento
biol6gico seco se aproximou do valor apresentado por STAIL et al. (2013).

TABELA 2 - Valores dos parametros estimados

Amostras Kk (cm?) a (min™")
FFresco 85,562 0,0836
FSeco 88,481 0,0328

Fonte: Autores

CONCLUSAO

Considerando-se os resultados obtidos neste trabalho, observou-se que o
modelo de Verhulst, adotado para descrever a variacdo de volume da massa de pao,
se adequou bem aos dados experimentais, tanto das amostras que utilizaram
fermento fresco (FFresco), quanto as com fermento seco (FSeco). Os valores
encontrados para os parametros do modelo foram: k=85,562 cm3 e a=0,0836 min”
para as amostras FFresco e k=88,481 cm® e 0=0,0328 min" para as amostras
FSeco. Tais parametros empiricos representam o coeficiente de crescimento (a) e 0
crescimento maximo da massa (k).

A principal vantagem deste modelo é que todo o processo é descrito por
meio de apenas uma medida experimental, o volume. Além disso, por descrever as
diferentes fases de crescimento do pao durante a fermentacdo e determinar os
limites de cada fase, este modelo também pode ser uma forma viavel de permitir
uma exploracao racional e inteligente deste processo. O modelo matematico podera
entdo ser empregado na proposta de rotinas experimentais que maximizem o
rendimento do processo, minimizando o tempo empregado em cada ensaio. Assim,
sera possivel prever o comportamento do processo antes de sua efetiva realizacao
em testes de bancada.

Finalmente destaca-se que o processo de validacdo dos resultados obtidos
envolveu a comparacdo de dados experimentais com a simulagdo do processo,
como usualmente é descrito em literatura aberta. Todavia, buscando uma validacao
mais rigorosa, os dados comparados a simulacdo nao foram empregados na
estimacao dos paradmetros do modelo. Tal pratica, embora acarrete uma validacao
mais realista, ainda ndo é amplamente empregada na literatura (a validacdo é
usualmente realizada empregando dados experimentais utilizados na estimagao dos
parametros).
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