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Resumo

Este trabalho apresenta a implementação da estratégia de acoplamento não intrusivo
para problemas estruturais multiescala denominada MEFGgl-GLI. Nessa abordagem, o
problema é dividido em três escalas. A escala global é solucionada pelo Método dos Ele-
mentos Finitos em sua formulação convencional e não considera fenômenos localizados.
A mesoescala, uma escala intermediária, e a escala local são solucionadas por meio da es-
tratégia global-local aplicada ao Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFGgl),
que contempla todos os fenômenos de interesse. O acoplamento entre a escala global e a
mesoescala é realizado pelo procedimento denominado Global-Local Iterativo (GLI). Um
dos objetivos deste trabalho é aproximar métodos e estratégias ainda em desenvolvimento
e investigação no ambiente acadêmico, como o MEFGgl, da realidade da engenharia prati-
cada na indústria. Nesse sentido, na implementação realizada, a escala global, cuja solução
pode exigir programas computacionalmente eficientes, é resolvida pelo programa Abaqus,
bastante difundido na indústria. Por sua vez, o problema composto pela mesoescala e pela
escala local é resolvido na plataforma INSANE (INteractive Structural ANalysis Envi-
ronment), projeto de código-aberto desenvolvido pelo Departamento de Engenharia de
Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais. Este trabalho apresenta a validação
da implementação por meio da solução de problemas estáticos com comportamento linear
elástico. Em seguida, buscou-se confirmar observações disponíveis na literatura sobre o
assunto, que é bastante recente. Por fim, investigações foram realizadas para avaliar a
influência de alguns parâmetros do MEFGgl-GLI. Durante tais investigações, destaca-se
que foi observado que a extensão da mesoescala influencia a taxa de convergência do GLI.
A avaliação de técnicas de aceleração de convergência indicou que o uso da relaxação
dinâmica evita uma das principais limitações do método, que reside no fato de a taxa de
convergência ser predeterminada pela diferença de rigidez entre as escalas acopladas.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos Generalizados. Análise Global-Local.
Acoplamento não intrusivo.



Abstract

This work implements a non-intrusive coupling strategy for multiscale structural pro-
blems known as IGL-GFEMgl. In this approach, the problem is divided into three scales.
The global scale is solved by standard Finite Element Method (FEM) and it does not
evaluate any local feature. The mesoscale, which is an intermediary scale, and the local
scale compose a second problem which is addressed by the global-local strategy applied
to the Generalized Finite Element Method (GFEMgl). All the local features are properly
modeled on the local problem. The compatibility between global and mesoscale soluti-
ons is assured by the Iterative Global-Local (IGL), a non-intrusive strategy for problem
coupling. This work aims to bring methods and resources still under development in the
academia, such as GFEMgl, closer to the industry reality. Regarding that, in the present
implementation, the global scale, which often requires computational efficiency, is solved
by Abaqus, a widespread software in the industry. On the other hand, meso and local sca-
les are dealt by the INSANE platform (INteractive Structural ANalysis Environment),
an open-source project develop by the Department of Structural Engineering of the Fede-
ral University of Minas Gerais. The implementation is validated by a set of static elastic
linear problems. Then, some observations available in the related literature were explored.
Finally, a set of simulations were evaluated in order to investigate some parameters of the
IGL-GFEMgl. The results indicate that the size of the mesoscale impacts the convergence
rate of the GLI algorithm. It was also shown that the dynamic relaxation overcomes a
major limitation of the method. By the use of this technique, the initial stiffness gap
between the scales no longer controls the convergence rate of the solution.

Key-words: Generalized Finite Element Method. Global-Local Analysis. Non-intrusive
coupling.



Lista de Figuras

2.1 Nuvem de círculos (ou esferas) centradas nos nós. . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2 Partição da Unidade para elementos finitos em R1. . . . . . . . . . . . . . 27
2.3 Processo de enriquecimento de uma PU. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4 Flexibilidade nas funções de forma obtidas pelo MEFG. . . . . . . . . . . . 29
2.5 Procedimento de solução pelo MEFGgl. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.6 Domínios global e local no MEFGgl. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.7 Problema de decomposição de domínio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.8 Problema global-local. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.9 Solução de referência obtida pelo acoplamento não intrusivo para análise

global-local. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.10 Processo de solução pelo MEF-GLI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.11 Processo de solução pelo MEFGgl-GLI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.1 Identificação dos nós e dos elementos de interface no MEFGgl-GLI. . . . . 55
3.2 Problema geral de um acoplamento não intrusivo. . . . . . . . . . . . . . . 58

4.1 Problema 1 � Barra submetida a força concentrada em uma das extremi-
dades. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.2 Forças residuais no MEF-GLI � ΩL mais rígido (azul) e menos rígido (ver-
melho) no modelo local. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.3 Taxa de convergência típica do MEF-GLI para problemas lineares elásticos. 79
4.4 Solução de referência para o Caso 2 do Problema 1. . . . . . . . . . . . . . 80
4.5 Problema 2 � Chapa com orifício central sob tração pura. . . . . . . . . . 82
4.6 Deslocamentos na direção y (uy) obtidos pelo MEFGgl-GLI. . . . . . . . . 83
4.7 Deslocamentos na direção y (uy) obtidos pelo Modelo A. . . . . . . . . . . 84
4.8 Deslocamentos na direção y (uy) obtidos pelo Modelo B. . . . . . . . . . . 84
4.9 Comparação dos deslocamentos uy na borda inferior da chapa obtidos pelo

MEFGgl-GLI e pelos Modelos A e B. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.10 Componente de deformação εyy na mesoescala. Resultados obtidos pelo

MEFGgl-GLI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
4.11 Componente de deformação εyy na mesoescala. Resultados obtidos pelo

MEF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87



4.12 Definição dos pontos 1 e 2 para comparação de resultados. . . . . . . . . . 88
4.13 Componente de deformação εxx nos pontos 1 e 2 em função da tolerância

adotada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.14 Tempo de execução para diferentes valores de tolerância. . . . . . . . . . . 90
4.15 Componente de deformação εxx na mesoescala. Resultados obtidos pelo

MEFGgl-GLI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
4.16 Componente de deformação εxx na mesoescala. Resultados obtidos pelo

MEF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
4.17 Tempo de execução para diferentes nGL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.18 Modelos utilizados na avaliação da influência da abrangência da mesoescala

nos resultados do MEFGgl-GLI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.19 Resultados dos Modelos M1, M2 e M3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.20 Convergência dos Modelos M1, M2 e M3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.21 Convergência utilizando relaxação estática com diferentes valores de ω. . . 98
4.22 Relação entre o número de iterações MEFGgl-GLI e ω. . . . . . . . . . . . 98
4.23 Deslocamentos e deformações obtidas pelo MEFGgl-GLI utilizando relaxa-

ção estática com ω = 0, 35. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.24 Deslocamentos e deformações obtidas pelo Modelo B. . . . . . . . . . . . . 100
4.25 Deslocamentos verticais na borda inferior da chapa pelo Modelo B e pelo

MEFGgl-GLI com ω = 0, 35. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.26 Deslocamentos ux em x = 45, 0 u.c. obtidos pelo Modelo B (MEF) e pelo

MEFGgl-GLI com ω = 0, 35. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
4.27 Convergência do MEFGgl-GLI utilizando diferentes técnicas de aceleração. 103
4.28 Deslocamentos verticais na borda inferior da chapa obtidos pelo Modelo B

(MEF) e o e pelo MEFGgl-GLI com ω = 0, 35 e com relaxação dinâmica. . 104
4.29 Convergência utilizando relaxação dinâmica para diferentes rigidezes da

mesoescala. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105



Lista de Tabelas

3.1 Códigos responsáveis pelas etapas do MEFGgl-GLI. . . . . . . . . . . . . . 56
3.2 Principais atributos da classe coupler. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.3 Principais atributos da classe model. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
3.4 Principais atributos das classes accelToolBox, staticRelax, dynamicRelax

e quasiNewtonAccel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.1 Comparação de resultados entre o MEF e o MEF-GLI. . . . . . . . . . . . 80
4.2 Comparação de resultados do MEFGgl-GLI para diferentes valores de to-

lerância (ϵ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.3 Custo computacional do MEFGgl-GLI para diferentes valores de tolerância

(ϵ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.4 Resultados do MEFGgl-GLI para diferentes números de ciclos MEFGgl. . . 92
4.5 Custo computacional do MEFGgl-GLI para diferentes números de ciclos

MEFGgl. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.6 Convergência do MEFGgl-GLI para diferentes números ciclos MEFGgl. . . 93
4.7 Custo computacional do MEFGgl-GLI para diferentes tamanhos da meso-

escala. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.8 Resultados do MEFGgl-GLI para alguns valores de ω. . . . . . . . . . . . . 99
4.9 Fator de relaxação por iteração para diferentes valores de n = EM/EG. . . 104



Lista de abreviaturas e siglas

GLI Global-Local Iterativo

HNA Hierarchical Non-Intrusive Algorithm

IGL Iterative Global-Local

IGL-FEM Iterative Global-Local Finite Element analysis

INSANE INteractive Structural ANalysis Environment

MEF Método dos Elementos Finitos

MEF-GLI Método dos Elementos Finitos Global-Local Iterativo

MEFG Método dos Elementos Finitos Generalizados

MEFGE Método dos Elementos Finitos Generalizados Estável

MEFGgl Método dos Elementos Finitos Generalizados com enriquecimentos
Global-Local

MEFGgl-GLI Estratégia Global-Local Iterativa aplicada ao Método dos Elementos
Finitos Generalizados com enriquecimentos Global-Local

MMQM Método dos Mínimos Quadrados Móveis

PU Partição da Unidade

POO Programação Orientada à Objetos

XFEM eXtended Finite Element Method

u.c. Unidades consistentes



Lista de Símbolos

Sobrescritos
·0 Índice que se refere a graus de liberdade do problema global inicial

·D Índice relativo à condições de contorno de Dirichlet

·N Índice relativo à condições de contorno de Neumann

·gl Índice que se refere a graus de liberdade introduzidos pelo enriquecimento

·k Índice relativo à iteração do GLI ou do MEFGgl

·Γ Índice relativo à interface entre domínios

Subscritos
·1 Índice relativo ao domínio 1 (Ω̄1)

·2 Índice relativo ao domínio 2 (Ω̄2)

·C Índice relativo ao domínio complementar (Ω̄C)

·G Índice relativo ao domínio global (Ω̄G)

·GC Índice relativo ao domínio complementar no problema global

·GL Índice relativo ao domínio local no problema global

·L Índice relativo ao domínio local (Ω̄L)

·M Índice relativo ao domínio da mesoescala

·ME Índice relativo ao domínio da mesoescala enriquecida

·i Índice relativo às funções de forma

·j Índice relativo aos nós

·ψ Índice relativo ao espaço dos multiplicadores de Lagrange (L2(Γ))



Letras maiúsculas
A Matriz de acoplamento

C Tensor de Hooke

E Módulo de elasticidade

H1 Espaço de Hilbert de ordem 1

L Função de aproximação local ou função de enriquecimento

K Matriz de rigidez

N Função básica da PU

QN Conjunto de N nós

R Vetor de forças residuais

S Complemento de Schur de uma matriz

X Espaço de discretização

Letras minúsculas
a Forma bilinear associada a um domínio

b Forma bilinear associada a Γ

b Parâmetro associado a graus de liberdade do enriquecimento nodal

f Vetor de forças

fB Vetor de forças de corpo

l Forma linear associada às condições de contorno naturais

n̂ Vetor unitário normal à uma superfície

nGL Número de ciclos global-local em uma solução pelo MEFGgl

p Funções teste associadas ao espaço dos multiplicadores de Lagrange

qj Número de funções de forma associadas ao nó xj
rj Dimensão da nuvem ωj

t Vetor de forças de superfície

t̃ Vetor de forças de superfície prescritas

u Solução numérica aproximada
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Capítulo 1

Introdução

Problemas que envolvem singularidades, descontinuidades e elevados gradientes de defor-
mação são comuns na prática da engenharia. Esses problemas representam um desafio
para o Método dos Elementos Finitos (MEF) em sua formulação convencional. Sua apli-
cação direta pode ser inviável ou resultar em erros significativos na solução aproximada
obtida (Belytschko et al., 2009).

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) apresenta-se, então, como
uma alternativa. Adotando as funções de forma do MEF para a aplicação do conceito
de Partição da Unidade (PU), o MEFG permite a construção de funções de forma en-
riquecidas por funções de aproximação local (Strouboulis et al., 2000). Segundo Barros
(2002), tais funções, também conhecidas como funções de enriquecimento, são capazes
de capturar comportamentos localizados como singularidades e descontinuidades. Essas
características reduzem a necessidade da realização de refinamento h para que a modela-
gem do problema seja realizada de maneira adequada (Belytschko et al., 2009). Exige-se,
contudo, o conhecimento prévio do comportamento da solução para que seja selecionada
uma função de enriquecimento adequada, isto é, que conduza a bons resultados.

Conforme Pinheiro (2019), o Método dos Elementos Finitos Generalizados com funções
de enriquecimento global-local (MEFGgl) consiste em uma estratégia para a construção de
funções de enriquecimento para um problema, chamado de problema global, a partir da
solução de problemas locais estabelecidos em sub-regiões do domínio de análise. A princi-
pal vantagem dessa abordagem está em se construir as funções de enriquecimento sem a
necessidade do conhecimento prévio do comportamento do problema. Sua aplicação é jus-
tificada sempre que algum fenômeno de interesse estiver confinado a uma pequena região
do problema � descontinuidades e elevados gradientes típicos de problemas com trinca,
por exemplo. Desse modo, soluções de problemas complexos, cujo comportamento local é
de difícil representação, podem ser obtidas sem a necessidade de se grandes modelos com
malha extremamente refinada nas regiões com comportamento localizado. Em vez disso,
são realizadas análises locais, cujas aproximações obtidas numericamente enriquecem a
solução aproximada do problema global.
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Recentemente, programas comerciais como o ANSYS e o Abaqus implementaram o
eXtended Finite Element Method (XFEM), proposto por Belytschko e Black (1999), para a
solução de problemas que envolvem a mecânica da fratura. Belytschko, Gracie e Ventura
(2009) esclareceram que o XFEM e o MEFG são considerados métodos equivalentes.
Já o MEFGgl, por sua vez, permanece restrito a programas desenvolvidos em ambiente
acadêmico. Uma forma de se viabilizar a aplicação do MEFGgl na indústria consiste em
utilizar algoritmos para o acoplamento dessa estratégia com métodos já implementados
nos programas comerciais.

Vários métodos de acoplamento foram desenvolvidos para permitir que diferentes es-
tratégias sejam utilizadas em conjunto para a solução de problemas de engenharia (Duval
et al., 2014). Implementações não intrusivas têm estado em evidência em pesquisas re-
centes e podem ser definidas como as estratégias de acoplamento cuja implementação
dispensa a modificação dos software ou das estratégias de solução envolvidas (solvers).
Dentre as diversas propostas de acoplamento não intrusivo, podem ser citadas: abor-
dagem global-local multidimensional (elementos 2D na escala global e elementos 3D na
escala local) (Guguin et al., 2014); problemas dinâmicos em regime transiente (Bettinotti
et al., 2014); estudo de propagação de trincas (Gupta, Pereira, Kim, Duarte e Eason,
2012) e análise de gradientes térmicos (Plews et al., 2012). Destaca-se, ainda, o trabalho
de Fillmore e Duarte (2018) sobre algoritmos de acoplamento hierárquico não intrusivo
para o MEFG.

Neste trabalho, realizou-se uma implementação não intrusiva do MEFGgl para a análise
de problemas multiescala1 conforme proposto por Li, O’Hara e Duarte (2021). A escala
global é solucionada em programa comercial por meio do MEF. Para esse propósito, foi
utilizado o Abaqus. A escala intermediária, chamada mesoescala, e a escala local são
solucionadas pelo MEFGgl através plataforma INSANE. O acoplamento entre a escala
global e a mesoescala é não intrusivo e, para isso, é utilizada a estratégia proposta por
Whitcomb (1991) denominada Iterative Global-Local (IGL ou, no idioma deste texto,
Global-Local Iterativo, GLI). Será, portanto, necessário compatibilizar e transferir as
informações entre os pacotes de software, já que, por ser não intrusiva, a implementação
não contempla alterações no código-fonte de nenhuma das aplicações envolvidas.

O sistema computacional INteractive Structural ANalysis Environment (INSANE)
é um projeto de software livre em constante desenvolvimento, criado e mantido pelo
Departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais
(Fuina, 2004, Penna, 2007). É escrito na linguagem JAVA e, assim, adota o paradigma da
Programação Orientada a Objetos. O núcleo numérico do projeto inclui classes voltadas
à implementação do MEFG e do MEFGgl (Alves, 2012, Malekan, 2017, Fonseca, 2019).

1No contexto deste texto, o termo multiescala se refere à abordagem na qual um problema é resolvido
por meio de duas ou mais escalas de solução. Isto é, o termo indica que foram construídos modelos
computacionais com diferentes escalas de precisão e abrangência.
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1.1 Justificativa
Com frequência, as estruturas de engenharia apresentam regiões que demandam análise
mais minuciosa devido à ocorrência de fenômenos localizados. Em geral, esses fenômenos
são mais recorrentes em partes específicas das estruturas, por exemplo, onde ocorrem
descontinuidades � trincas, aberturas e juntas � e onde há elevados gradientes de defor-
mação � detalhes geométricos, regiões de apoio, locais de introdução de ações estruturais
e contato estrutural.

A solução numérica de problemas localizados são, em geral, onerosas em termos do
tempo de modelagem e de processamento. Com frequência, a obtenção da solução local
requer que a região do entorno seja considerada na análise. Ainda, também há o interesse
em se investigar as consequências dos efeitos localizados no comportamento global da
estrutura. Isto é, o comportamento global pode ser importante para o estudo de efeitos
locais, cuja solução pode alterar o comportamento em escala global. Por exemplo, o estudo
da propagação de uma trinca em uma viga de um edifício requer a avaliação da resposta
de toda a estrutura mediante às ações que nela atuam. Por outro lado, os resultados da
propagação da trinca podem indicar uma redistribuição de esforços no edifício.

Nesse cenário, pode-se pensar em uma abordagem na qual o problema seja considerado
por meio de um único modelo computacional que considere toda a estrutura e os fenôme-
nos locais de interesse. Existem casos nos quais tal abordagem é aplicável. Na maioria
das situações que ocorrem na prática da engenharia, entretanto, isso não ocorre por vários
motivos. Há dificuldade de se manipular modelos computacionais muito grandes, isto é,
mesmo os programas computacionais voltados para a indústria possuem suas limitações.
Também é mais difícil conferir e validar modelos muito extensos. A construção de um
modelo único também causa limitações no processo de modelagem, uma vez que deve-se
escolher entre utilizar o mesmo tipo de elemento finito em toda a estrutura ou realizar
o acoplamento de diferentes tipos de elementos. Por fim, ainda que todas essas limita-
ções sejam contornadas, a solução do problema resultante pode ter custo computacional
elevado, talvez até impeditivo.

Na prática, é comum que as estruturas de grande porte sejam modeladas com o ob-
jetivo de capturar comportamentos globais, enquanto os efeitos localizados, se presentes,
são avaliados com o uso de metodologias analíticas, quando disponíveis, ou por meio de
modelos numéricos à parte. Essa atividade requer conhecimento sobre quais fenômenos
localizados podem ser relevantes para a estrutura, já que o modelo estrutural global não
irá, necessariamente, capturar tais efeitos. No contexto dessa abordagem, voltando-se ao
exemplo da propagação de trinca em uma viga de um edifício, o comportamento global
do edifício seria capturado por meio de um modelo mais simples, isto é, que ignore a
propagação da trinca. Essa resposta seria, então, utilizada na construção de um segundo
modelo, elaborado de modo a considerar a viga com todos os seus efeitos locais relevantes.
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Finalmente, esses resultados são utilizados para avaliar as repercussões da propagação da
trinca no comportamento global da estrutura.

Há, assim, interesse em métodos e estratégias que permitam a construção e a aná-
lise de problemas locais de modo eficiente e que levem em consideração a influência do
comportamento global da estrutura. O desenvolvimento dessas técnicas é recente e ainda
restrito ao ambiente acadêmico, de modo que elas ainda não se encontram disponíveis nos
pacotes de software utilizados em larga escala.

No contexto atual, o acoplamento não intrusivo para análise global-local é uma solu-
ção interessante, permitindo o uso conjunto da robustez de um software comercial com
os recursos ainda em desenvolvimento e consolidação em meio acadêmico. Por exemplo,
a plataforma computacional INSANE implementa o MEFG, o MEFGgl e o MEFGE
(Método dos Elementos Finitos Generalizados Estável), porém, apresenta limitações de-
sempenho que dificultam a sua aplicação na solução de problemas de larga escala. O
acoplamento não intrusivo, portanto, permite a aplicação dos métodos implementados no
INSANE em conjunto com um software capaz de realizar soluções pelo MEF com alta
eficiência computacional.

Ainda que já existam metodologias para a implementação de acoplamentos não in-
trusivos, o tema consiste em uma linha de pesquisa recente. Muitos dos parâmetros
envolvidos ainda não foram investigados, bem como ainda é necessário avaliar o desem-
penho das metodologias disponíveis quando aplicadas à diferentes classes de problemas.
Nesse sentido, essa é uma área que se encontra em desenvolvimento e em investigação.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

Este trabalho tem como objetivo geral contribuir para aproximar métodos e ferramentas
disponíveis na academia da realidade exigida pela indústria. Para isso, busca-se imple-
mentar o acoplamento não intrusivo para a análise de problemas multiescala pelo MEFGgl.
A escala global é avaliada pelo MEF através de um programa comercial, enquanto os efei-
tos localizados são analisados por meio do MEFGgl. A metodologia foi proposta por Li,
O’Hara e Duarte (2021) e é denominada MEFGgl-GLI por utilizar o GLI para realizar o
acoplamento entre os resultados do MEF e do MEFGgl. No contexto deste trabalho, a
implementação realizada avalia a escala global por meio do software Abaqus, enquanto o
INSANE foi utilizado para a análise pelo MEFGgl.

1.2.2 Objetivos específicos

Este trabalho possui os seguintes objetivos específicos:



§1.4 Introdução 22

i. Possibilitar o uso conjunto de recursos disponíveis em um programa de pesquisa
(INSANE) com um programa voltado para a indústria (Abaqus).

ii. A partir da implementação do MEFGgl já disponível no INSANE, investigar o
desempenho da estratégia de solução MEFGgl-GLI.

iii. Comparar os resultados obtidos por meio do MEFGgl-GLI e do MEF convencional,
de modo a avaliar a qualidade dos resultados e a demanda computacional.

1.3 Metodologia
A seguinte metodologia foi adotada neste trabalho:

i. Revisão bibliográfica sobre o MEFGgl e sobre os algoritmos de acoplamento não
intrusivo no escopo da análise global-local.

ii. Familiarização com a implementação do MEFGgl na plataforma INSANE.

iii. Implementação do acoplamento não intrusivo para a solução de problemas multi-
escala por meio do MEFGgl. Foi utilizada a estratégia proposta por Li, O’Hara e
Duarte (2021). A implementação realizada possui as seguintes características:

a. Realiza o acoplamento entre a escala global e a mesoescala de forma não in-
trusiva.

b. Permite que as iterações entre as soluções da escala global e da mesoescala
sejam realizadas de forma autônoma, isto é, sem a intervenção por parte do
usuário.

c. Disponibiliza técnicas de aceleração da convergência.
d. Apresenta a solução final de forma apropriada.

iv. Seleção de problemas de referência para a validação da implementação do acopla-
mento não intrusivo.

v. Validação dos recursos implementados e realização das eventuais correções de có-
digo.

vi. Realização de investigações acerca da qualidade dos resultados, do desempenho com-
putacional e do comportamento da convergência do MEFGgl-GLI. Também foram
avaliadas as técnicas de convergência implementadas.

1.4 Organização do texto
Este texto busca documentar o trabalho desenvolvido e está organizado em 5 capítulos. O
presente capítulo introduz o tema, bem como apresenta uma justificativa para a realização
deste trabalho. Também contém os objetivos gerais e específicos e a metodologia aplicada.
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O segundo capítulo busca apresentar uma revisão bibliográfica dos conceitos que foram
necessários para o desenvolvimento do trabalho. Nesse sentido, o Capítulo 2 aborda o
Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), a sua variação obtida a partir da
estratégia de enriquecimento global-local (MEFGgl), uma visão geral sobre as estratégias
de acoplamento, o método Global-Local Iterativo para o MEF (MEF-GLI) e, por fim, o
método que associa o MEFGgl e o GLI (MEFGgl-GLI).

O Capítulo 3 está reservado aos aspectos computacionais relacionados ao trabalho.
Nele, estão apresentados os algoritmos utilizados, bem como as técnicas para a aceleração
de tais algoritmos. Também são apresentadas informações sobre o código elaborado, com
descrições e comentários sobre as classes e os métodos que o constituem.

No penúltimo capítulo são apresentadas simulações numéricas. As simulações tem
como objetivo validar da implementação realizada, além de permitir a condução de inves-
tigações em relação ao MEFGgl-GLI.

O capítulo de encerramento consiste em considerações finais. É dado destaque às prin-
cipais contribuições deste trabalho, bem como são apresentadas sugestões para trabalhos
futuros relacionados ao tema.
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Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

Este capítulo apresenta uma revisão bibliográfica sobre os assuntos relacionados ao tema
deste texto. A formulação do Método dos Elementos Finitos Generalizados é apresentada.
Explora-se, então, a estratégia baseada na construção de funções de enriquecimento global-
local para o MEFG, denominada MEFGgl. Em seguida, apresenta-se breve revisão sobre
estratégias de acoplamento para problemas com decomposição de domínio, com destaque
para o Método dos Elementos Finitos Global-Local Iterativo, MEF-GLI. Finalmente,
todos os conceitos apresentados são utilizados para a apresentação do MEFGgl-GLI, cuja
implementação computacional consiste no tema deste trabalho.

2.1 Método dos Elementos Finitos Generalizados
Conforme Barros (2002), o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) pode
ser interpretado como uma variação do MEF que compartilha diversas características com
os métodos sem malha. Duarte, Babuška e Oden (2000) afirmam que a formulação do
MEFG tem origem em dois trabalhos desenvolvidos de forma independente:

• Babuška e colegas desenvolveram o “Método dos Elementos Finitos Especiais” (Ba-
buška, Caloz e Osborn, 1994) e, posteriormente, o Método da Partição da Unidade
(Melenk e Babuška, 1996).

• Duarte e Oden (1995b) formularam o Método das Nuvens hp e, posteriormente,
apresentaram uma abordagem híbrida do MEF com métodos sem malha (Oden,
Duarte e Zienkiewicz, 1996).

Nos Métodos sem Malha, a solução aproximada é obtida sem que uma malha de
elementos seja necessária. Em vez disso, é utilizado um conjunto de nós dispostos ao
longo do domínio de interesse sem conectividade fixa entre si. Essa classe de métodos,
portanto, busca obter soluções aproximadas para problemas de valor de contorno sem a
necessidade do particionamento explícito do domínio, como é realizado, por exemplo, no
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Nó

Nuvem 

Figura 2.1: Nuvem de círculos (ou esferas) centradas nos nós.
Adaptado de Duarte e Oden (1995a).

Método dos Elementos Finitos. Duarte e Oden (1995a) apresentam uma revisão dessa
classe de métodos.

O Método das Nuvens hp, já mencionado, pertence a tal classe de métodos. A apro-
ximação é obtida com base na distribuição de nós sem conectividade preestabelecida e é
enriquecida pela inclusão de funções locais de aproximação. O método foi proposto com o
objetivo de apresentar boa eficiência computacional enquanto mantém rigor matemático.
A seguir, uma breve explicação sobre o método é apresentada para, na sequência, derivar
o MEFG.

Seja um conjunto de nós arbitrariamente definidosQN = {xj}Nj=1, xj ∈ Ω, em que Ω é
um domínio aberto e suave. Uma região do domínio Ω é, então, definida pela composição
das N nuvens ωj centradas nos nós do conjunto QN , conforme Fig. 2.1. A nuvem ωj é
definida por

ωj := x ∈ Rn | ∥x− xj∥ ≤ rj , (2.1)

em que rj é a dimensão do espaço real R é dado por n = 1, 2 ou 3. Desse modo, tem-se
que o domínio fechado Ω̄ está contido no espaço ∪Nj=1{ωj}, isto é, Ω̄ ⊂ ∪Nj=1{ωj}.

As funções de aproximação do Método das Nuvens hp são obtidas a partir da constru-
ção da Partição da Unidade (PU). Conforme Duarte e Oden (1995a), a PU é um conjunto
de funções {φj}Nj=1 tais que apresentem as seguintes propriedades:

Propriedade 1 φj ∈ C∞
0 (ωj) , 1 ≤ j ≤ N .

Propriedade 2 ∑N
j=1 φj (x) = 1, ∀x ∈ Ω̄.

Barros (2002) destaca que as funções obtidas pelo Método dos Mínimos Quadrados
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Móveis (MMQM) (Lancaster e Salkauskas, 1981) e as funções de Shepard (Shepard, 1968)
são exemplos de conjuntos de funções capazes de construir uma PU. Nota-se que as
funções Lagrangianas, frequentemente utilizadas nas aproximações do MEF, atendem
estritamente apenas à Propriedade 2. Ainda assim, podem ser consideradas PU, dentro
de um contexto em que o requisito de atendimento à Propriedade 1 é flexibilizado.

Segundo Duarte e Oden (1996), a integração numérica do sistema de equações ob-
tido pelo Método das Nuvens hp é computacionalmente onerosa em comparação ao MEF
convencional. Além disso, conforme Barros (2002), há instabilidade numérica devido à
imposição de condições de contorno essenciais (Dirichlet) por meio da formulação fraca do
problema. Essa limitação pode ser contornada pelo uso do Método dos Multiplicadores
de Lagrange (Belytschko et al., 1994), que, por sua vez, também pode ser computacio-
nalmente oneroso.

A estratégia adotada pelo MEFG é, então, desenhada com o objetivo de resolver os
problemas observados no Método das Nuvens hp. Isso é, em grande parte, feito com o
uso da malha e das funções de forma do MEF para a construção da PU. Barros (2002)
indica que essa medida resulta em redução do custo da integração numérica, como também
reduz a instabilidade numérica por viabilizar a imposição direta das condições de contorno
essenciais (Dirichlet), desde que as funções de enriquecimento (comentadas a seguir e
descritas na Seção 2.1.1) sejam adequadamente escolhidas. Outra vantagem no uso das
funções de forma do MEF reside na simplicidade da sua implementação. Os problemas
numéricos associados aos MEF, contudo, também são herdados. Por exemplo, a adotação
de elementos muito distorcidos prejudica, ainda que em menor grau, a qualidade da
aproximação.

No MEFG, tal como no Método das Nuvens hp, o enriquecimento da PU é realizado
multiplicando-a por um conjunto de funções linearmente independentes. Tal enriqueci-
mento possui papel importante na qualidade da aproximação obtida, pois, segundo Barros
(2002), permite a obtenção de aproximações adequadas para problemas cuja solução não
é satisfatoriamente representada pelas funções de forma do MEF e que isso é feito sem a
necessidade de se introduzir novos pontos de discretização ao domínio.

A principal vantagem associada ao uso do MEFG está, portanto, associada à ocorrência
de fenômenos que desafiam as limitações do MEF. Ainda que largamente difundido e
relativamente simples de ser utilizado, a formulação convencional do MEF não é eficiente
para a solução de algumas classes de problemas relevantes, tais quais os que envolvem
descontinuidades, vazios, singularidades e elevados gradientes de deformação. Seja por
facilitar o processo de modelagem ou por permitir uma solução de melhor qualidade, o
MEFG pode ser utilizado nos casos em que o MEF não é eficiente, ou quando oferece uma
solução pobre. Barros (2002) ainda comenta que o MEFG confere maior flexibilidade
para a obtenção de soluções numéricas aproximadas para problemas de valor de contorno,
conforme será discutido na Seção 2.1.1.
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Há, ainda, outro método derivado do MEF que compartilha características dos mé-
todos sem malha e que foi desenvolvido em paralelo ao processo de consolidação da for-
mulação do MEFG. Sob o nome Método dos Elementos Finitos Estendido (XFEM, do
inglês eXtended Finite Element Method) e proposto por Belytschko e Black (1999), esse
método tinha como objetivo o enriquecimento de apenas parte dos nós que constituem o
modelo computacional, ao passo que o MEFG, em sua origem, considerava o enriqueci-
mento de todos os nós. O XFEM notabilizou-se pelo uso de um conjunto de funções de
enriquecimento � conjunto este distinto daquele adotado nas formulações do MEFG �
para se descrever a singularidade do campo de tensões na vizinhança da ponta da trinca.
Adicionalmente, foi no XFEM que as funções de salto foram primeiramente introduzidas
como funções de enriquecimento (Moës, Dolbow e Belytschko, 1990). As funções de salto
são utilizadas para descrever a descontinuidade advinda da presença da trinca.

Com o avanço das pesquisas, o MEFG e o XFEM convergiram e o consenso atual é
que consistem em nomenclaturas distintas para o mesmo método (Belytschko, Gracie e
Ventura, 2009). Assim, muitos trabalhos referem-se ao método como MEFG/X (ou, em
inglês, G/XFEM). Neste trabalho, adotou-se, por simplicidade, a grafia MEFG.

2.1.1 Formulação

No MEFG, em analogia ao Método das Nuvens hp, a nuvem associada ao nó xj é definida
pelos elementos que nele concorrem. No R1, por exemplo, a PU é construída por funções
lineares que vale 1 na posição do nó xj e zero nas posições dos nós adjacentes, como
apresentado na Fig. 2.2.

Figura 2.2: Partição da Unidade para elementos finitos em R1 (adaptado de Barros (2002)).

Na figura, Nj denota a função utilizada para descrever a PU associada ao nó xj e,
assim, tem-se:

n∑
j=1

Nj(x) = 1 ∀x ∈ Ω̄, (2.2)

relembrando que Ω̄ ⊂ ∪Nj=1{ωj} é o domínio fechado do problema.
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Uma vez que a PU está estabelecida, deve-se definir a função de aproximação local,
também chamada de função de enriquecimento e aqui denotada por Lji(x). As funções
de enriquecimento são selecionadas conforme o tipo de problema estudado (Alves, 2012).
Tais funções têm origem diversa, como será abordado na Seção 2.2. Em geral, o que
se busca é a seleção de funções que representem bem o comportamento esperado na
região de interesse, isto é, a região de suporte da nuvem associada ao nó que receberá
o enriquecimento. Portanto, é necessário um conhecimento a priori do comportamento
da solução para que as funções de enriquecimento sejam definidas de forma adequada.
Essa é uma limitação do MEFG, afinal, o desconhecimento do comportamento exato do
problema é uma das razões para o uso de métodos numéricos aproximados.

No MEFG, o conjunto das qj funções de forma {φji}qj

i=1 associadas ao nó xj resulta
do processo de enriquecimento da PU, ilustrado na Fig. 2.3. Para o nó xj , as funções de
forma do MEFG são obtidas pelo produto entre a função básica Nj(x) pelas funções de
enriquecimento, isto é,

{φji(x)}qj

i=1 = Nj(x)× {Lji(x)}qj

i=1. (2.3)

Observa-se que a Eq. (2.3) não possui somatório em j, uma vez que se refere ao
conjunto de funções de forma associada a um nó. Ainda, a Eq. (2.3) evidencia algumas
características que conferem significativa flexibilidade ao MEFG:

1. Quando Lji = 1, a função de forma obtida para o MEFG é idêntica à do MEF.

2. Diferentes conjuntos de funções Lji podem ser definidos para diferentes nós (Oden,
Duarte e Zienkiewicz, 1996). Como consequência, por exemplo, os nós localizados
em uma região do domínio podem ser enriquecidos com funções senoidais, enquanto
os demais, com polinômios.

Associando as informações apresentadas nos itens 1 e 2, estende-se que o MEFG
permite que apenas parte dos nós seja enriquecida, enquanto os demais nós estarão as-
sociados somente às funções de forma tradicionais do MEF. Ainda que o processo de
enriquecimento seja tão flexível, podendo variar entre os nós, há continuidade da solução
aproximada nas interfaces entre os elementos (Duarte, Babuška e Oden, 2000). A Fig. 2.4
ilustra a flexibilidade na definição das funções de forma do MEFG.

No MEFG, a função aproximadora u(x) é da forma

u(x) = uMEF (x) + uenr(x), (2.4)

em que uMEF é a aproximação obtida pela formulação convencional do MEF, enquanto
uenr corresponde à parcela da solução associada ao enriquecimento da PU. Naturalmente,
a parcela uMEF depende somente das funções de forma do MEF, Nj(x), e dos respectivos
deslocamentos nodais uj e é definida como
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Figura 2.3: Processo de enriquecimento de uma PU.

Figura 2.4: Flexibilidade nas funções de forma obtidas pelo MEFG.
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uMEF (x) =
n∑
j=1

Nj(x)uj. (2.5)

Analogamente, a parcela associada ao enriquecimento depende das funções de forma
do MEFG, definidas na Eq. (2.3), e do parâmetro nodal associado, aqui denotado bji.
Assim, tem-se

uenr(x) =
n∑
j=1

φj(x) bji

=
n∑
j=1

Nj(x)
( qj∑
i=2

Lji(x) bji
)

.
(2.6)

Finalmente, substituindo as Eqs. (2.5) e (2.6) na Eq. (2.4), obtém-se a forma hierár-
quica da solução aproximada obtida pelo MEFG como

u(x) =

uMEF︷ ︸︸ ︷
n∑
j=1

Nj(x)uj +

uenr︷ ︸︸ ︷
n∑
j=1

Nj(x)
qj∑
i=2

Lji(x) bji , (2.7)

que pode ser rearranjada como

u(x) =
n∑
j=1

Nj(x)
{
uj +

qj∑
i=2

Lji(x) bji
}

. (2.8)

2.2 Método dos Elementos Finitos Generalizados com
enriquecimento global-local

O MEFG tem como característica o caráter genérico das funções de enriquecimento. Es-
sas funções podem ser de qualquer natureza, inclusive provenientes de soluções nume-
ricamente obtidas. Duarte e Kim (2008) exploraram essa característica e propuseram
o Método dos Elementos Finitos Generalizados com funções de enriquecimento global-
local (MEFGgl). O método pode ser entendido como uma abordagem combinada entre o
MEFG e a estratégia Global-Local do MEF, proposta por Noor (1986). Aqui, o problema
é dividido em duas escalas. A escala global contém todo o domínio do problema, enquanto
a escala local é um subdomínio da escala global e é definida nas regiões em que ocorrem
fenômenos localizados de interesse. São exemplos de tais fenômenos: detalhes geométri-
cos que alteram o campo de deformações, descontinuidades, singularidades, plasticidade
e contatos.

Uma análise pelo MEFGgl se inicia pela solução do problema global. Essa solução é
obtida com uma malha grosseira que não representa os fenômenos localizados. Chamada
de solução inicial, é utilizada para a definição das condições de contorno do problema local.
No problema local, a solução é procedida considerando todos os fenômenos localizados
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Figura 2.5: Procedimento de solução pelo MEFGgl.

adequadamente e, em geral, a malha utilizada será refinada (Campos, 2020).
A solução numérica local é, então, utilizada para a obtenção de funções de enrique-

cimento global-local. O problema global é enriquecido com essas funções e uma nova
solução global é obtida. Essa nova solução considera os efeitos localizados por meio do
enriquecimento realizado e é denominada solução enriquecida.

O procedimento de solução está ilustrado na Fig. 2.5 e pode ser resumido nos seguintes
passos:

Passo 1 Solução global inicial: modela-se o problema em escala global e se obtém
a solução global inicial. Essa solução é, em geral, obtida pelo MEF utilizando malha
grosseira.

Passo 2 Solução local: a solução da escala global é utilizada para a definição de
condições de contorno do problema local. Então, a solução local é obtida. Aqui pode-se
utilizar tanto o MEF quanto o MEFG.

Passo 3 Enriquecimento global-local: a solução local obtida numericamente no Passo
2 é utilizada para a construção de funções de enriquecimento global-local. O modelo
global é enriquecido com essas funções.

Passo 4 Solução global enriquecida: o problema global é outra vez solucionado, agora
por meio do MEFG. A solução global enriquecida considera os efeitos dos fenômenos
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localizados pelas funções de enriquecimento global-local.

Passo 5 Ciclos global-local: se necessário, a solução global enriquecida pode ser utili-
zada no Passo 2, dando início a um novo ciclo de obtenção de funções de enriquecimento
global-local.

Segundo Noor (1986), as principais limitações e dificuldades encontradas ao se aplicar
a abordagem Global-Local no MEF estão associadas à interface entre as duas escalas.
Kim, Pereira e Duarte (2009) indicam que tais limitações são superadas por meio do
enriquecimento do problema global com as funções provenientes da solução local obtida
numericamente.

A escala local pode abranger um ou mais problemas, associados a uma ou mais sub-
regiões do domínio. Podem ser realizados ciclos de solução, isto é, ciclos MEFGgl. Dessa
forma, o MEFGgl torna-se interessante por facilitar significativamente o processo de mo-
delagem e de solução de problemas extensos que apresentam fenômenos localizados.

2.2.1 Formulação

A seguir, apresenta-se a formulação do MEFGgl. Esta seção foi construída a partir dos
trabalhos de Duarte e Kim (2008) e Alves (2012).

A solução inicial do problema global, u0
G, está associada ao domínio global do pro-

blema, aqui denotado Ω̄G = ΩG+∂ΩG. O domínio local é, então, definido como um subdo-
mínio do global, isto é, Ω̄L ⊂ Ω̄G. Os fenômenos locais ocorrem apenas em Ω̄L = ΩL+∂ΩL

e a solução desse domínio é denotada uL. A Fig. 2.6 ilustra o problema descrito.
O contorno do domínio local, ∂ΩL, é composto por três parcelas: ∂ΩD

L = ∂ΩL ∩ ∂ΩD
G ,

que possui interseção com a parte do contorno do domínio global na qual foram definidas
condições de contorno essenciais (contorno de Dirichlet); ∂ΩN

L = ∂ΩL ∩ ∂ΩN
G , que possui

Figura 2.6: Domínios global e local no MEFGgl. Adaptado de Alves (2012).
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interseção com a parte do contorno do domínio global na qual foram definidas condições
de contorno naturais (contorno de Neumann); e ∂ΩC

L = ∂ΩL\ (∂ΩL ∩ ∂ΩG) é o contorno
do domínio local complementar aos dois anteriores.

Na abordagem adotada nesse trabalho, o contorno da escala local não faz interseção
com o contorno de Dirichlet do problema global. O problema associado consiste em
encontrar uL ∈ XL(ΩL) ⊂ H1(ΩL) tal que ∀vL ∈ XL(ΩL),

∫
ΩL

σ(uL) : ε(vL) dx+ κ
∫
∂ΩC

L

uL · vL ds =∫
∂ΩN

L

t̃ · vL ds+
∫
∂ΩC

(
t(u0

G) + κu0
G

)
· vL ds,

(2.9)

em que XL(ΩL) é o espaço de discretização do modelo local, que está contido em um
espaço de Hilbert de ordem 1 definido no domínio local, H1(ΩL), e vL são as funções
teste associadas ao espaço de solução do problema local. σ é o tensor de tensões de
Cauchy, ε é o tensor de deformações e t é o vetor de forças generalizadas. Os valores
prescritos para os deslocamentos e para as tensões generalizadas são representados por ũ
e t̃, respectivamente.

A variável κ é o parâmetro de rigidez de Cauchy e está associada às condições de
contorno do problema local. Esse tema não será explorado neste texto por fugir do seu
escopo. No contexto do MEFGgl, κ deve ser definido de acordo com a estratégia de
transferência de condições de contorno entre ΩG e ΩL:

• Condições de contorno naturais (Neumann): adota-se κ = 0.

• Condições de contorno essenciais (Dirichlet): adota-se κ≫ 1.

• Condições de contorno mistas (Cauchy): κ assume um valor entre os dois anterio-
res. Para maiores detalhes, sugere-se como referência o trabalho de Kim, Pereira e
Duarte (2009).

Na Eq. (2.9), o termo t(u0
G) refere-se às forças generalizadas computadas na escala

global. Essa informação é transferida para o problema local por meio da relação de Cauchy
e pela lei Hooke generalizada. Dessa forma, tem-se

t(u0
G) = n̂ · σ(u0

G) = n̂ ·
(
C : ε(u0

G)
)

, (2.10)

em que n̂ é o vetor normal à ∂ΩC
L e C é o tensor de Hooke.

A solução aproximada uL(x) pode, então, ser obtida numericamente. O objetivo,
agora, é fazer com que o comportamento capturado por essa solução seja levado para a
solução global. Nesse sentido, uL(x) é utilizado para a construção de funções de forma
do modelo global. Isso é realizado fazendo-se Lji(x) = uL(x) na Eq. (2.3), isto é,

φj(x) = Nj(x)× uL(x). (2.11)
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É importante relembrar que, na Eq. (2.11), Nj são as funções de base utilizadas para
a construção da PU do problema global � em geral, funções de forma convencionais do
MEF.

Por fim, resta resolver o problema global enriquecido com a solução local. O carácter
hierárquico do método manifesta-se na atualização do sistema de equações associado.
Conforme Alves (2012), o sistema de equações associado ao problema global enriquecido
é definido por  K0

G K0,gl
G

Kgl,0
G Kgl

G


u0

G

uglG

 =

f 0
G

f glG

 , (2.12)

em que os índices gl estão associados aos graus de liberdade introduzidos pelo enriqueci-
mento global-local, ao passo que os índices 0 referem-se aos graus de liberdade do problema
global inicial.

2.2.2 Considerações sobre o MEFGgl

A Eq. (2.11) estabelece as funções de forma do problema global enriquecido. O espaço de
aproximação do problema global é, portanto, aumentado devido a introdução dos graus de
liberdade associados ao enriquecimento. Essa atualização do problema global, contudo,
não exige qualquer alteração na sua malha em termos do número de nós e de elementos.
Isto é, são introduzidos graus de liberdade, mas apenas as funções de forma do problema
global são alteradas.

Alves (2012) destaca que o enriquecimento apresentado na Eq. (2.11) não precisa ser o
único enriquecimento utilizado no problema global. Se for conveniente, o enriquecimento
global-local pode ser utilizado junto com outras funções de enriquecimento.

Duarte e Kim (2008) investigaram a influência da solução global inicial na qualidade
do enriquecimento global-local obtido. Constataram que a qualidade da aproximação do
problema global inicial possui influência na qualidade da solução final. Essa influência,
contudo, não é significativa. O problema global pode ser solucionado por meio de malha
grosseira sem que haja prejuízo considerável na solução final. Essas conclusões também
foram observadas por Alves (2012). Neste contexto, o termo malha grosseira é utilizado
em relação às características do problema localizado.

O trabalho de Duarte e Kim (2008) também buscou avaliar a influência da abrangência
do domínio local na qualidade da solução obtida. Os resultados obtidos indicaram que, em
geral, o domínio local deve se estender em torno da região com o comportamento distinto
do global, ou seja, domínios locais extensos não são necessários. Trabalhos posteriores,
contudo, indicam que esse comportamento depende do problema em estudo. Alves (2012),
por exemplo, indica que a abrangência do domínio local pode influenciar na qualidade final
da solução de problemas de mecânica da fratura.

Alves (2012) também avaliou se a quantidade de nós do modelo global que recebem o



§2.3 Revisão Bibliográfica 35

enriquecimento influencia na solução final. Os resultados indicaram que o número de nós
enriquecidos tem influência significativa na solução final. A solução melhora ao passo que
mais nós recebem o enriquecimento. É importante, contudo, observar que quanto mais
nós enriquecidos, maior o custo computacional da solução.

O’Hara, Duarte e Eason (2009) propuseram um processo iterativo como forma de re-
duzir o impacto negativo causado pela imposição de condições de contorno no problema
local. A proposta foi avaliada para a solução de problemas de condução térmica. Nesse
procedimento, a sequência de solução global-local-global enriquecido é repetida algumas
vezes. Assim, permite-se que a aproximação global enriquecida possa aprimorar as con-
dições de contorno impostas no problema local. Repete-se a referida sequência até que
se observe a convergência dos resultados do problema global enriquecido. Isto é, trata-se
dos ciclos MEFGgl mencionados no Passo 5 do procedimento de solução pelo MEFGgl.

Gupta, Kim e Duarte (2012) avaliaram o procedimento iterativo de solução global-local
para problemas da Mecânica da Fratura Linear Elástica, bem como a influência do que
foi denominado buffer zone. Esse termo refere-se à região no problema global coincidente
com o subdomínio local, que não recebe enriquecimento global-local. Observa-se que
o incremento dessa região reduz os efeitos introduzidos pela imposição de condições de
contorno.

O uso de ciclos MEFGgl e a buffer zone são estratégias para reduzir o erro associado
a transferência de condições de contorno entre as escalas global e local. Não são todos
os problemas que demandam o uso dessas estratégias. Quando necessário, contudo, o
uso de uma dessas duas opções é suficiente para a obtenção de soluções adequadas. Vale
ressaltar que a aplicação dessas estratégias oneram a solução do problema.

Em relação ao custo computacional da solução, Duarte e Kim (2008) destacaram que
existem situações nas quais o MEFGgl pode ser mais eficiente do que as análises por meio
do MEF e do MEFG. Segundo os autores, isso ocorre devido ao custo computacional para
a solução de sistemas lineares aumentar em taxa maior do que a linear em relação ao
tamanho do problema. Ou seja, em geral, é mais eficiente resolver diversos problemas
locais menores do que um grande problema global. Além disso, a divisão de um problema
em problemas menores reduz o consumo de memória, bem como facilita o uso de com-
putação paralela. A submodelagem do problema também implica em conveniências de
ordem prática, conforme comentado na seção seguinte. Ainda em relação ao desempenho
computacional do MEFGgl, Alves (2012) comenta que, a depender do problema avaliado,
o método é eficiente, pois é capaz de se aproximar da solução de referência utilizando um
número muito reduzido de graus de liberdade em comparação com o MEF.
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2.3 Estratégias de acoplamento
Modelos simples são capazes de simular com facilidade e boa precisão diversos problemas
de mecânica dos sólidos. Com frequência, contudo, ocorrem situações um pouco mais
complexas que demandam maior cuidado durante a modelagem computacional. Em geral,
as complexidades se restringem a certas regiões do problema, que podem ser estudadas
por meio de modelos de menor abrangência, porém, mais precisos.

Nesse cenário, diversas pesquisas no âmbito dos métodos numéricos e da mecânica
computacional se dedicaram à investigação de estratégias para solucionar problemas mul-
tiescala e/ou que envolvam a decomposição do domínio. Tem sido observado o desen-
volvimento de uma grande variedade de métodos computacionais que, segundo Duval,
Passieux, Salaün e Guinard (2014), podem ser classificados em dois grupos: os que bus-
cam realizar o enriquecimento do modelo em elementos finitos e os que se destinam ao
acoplamento entre modelos.

No primeiro grupo, o objetivo é enriquecer as funções de forma dos elementos finitos
com funções específicas capazes de melhorar a aproximação originalmente definida (Bar-
ros, 2002). Podem ser citados os diversos métodos baseados na PU, com destaque para
o MEFG, abordado na Seção 2.1, por ser bastante difundido. O MEFGgl, mais recente e
tema da Seção 2.2, também pertence a essa classe de métodos.

O segundo grupo consiste em métodos de solução para problemas multiescala utili-
zando mais de um modelo numérico. Nesses métodos, o objetivo é a obtenção de uma
solução final que considere a influência entre as escalas (Guidault, Allix, Champaney e
Cornuault, 2008). O domínio é investigado em uma escala aumentada, mais abrangente e
menos detalhada, e uma solução sA é obtida. Fenômenos restritos à pequenas regiões do
domínio são avaliados em escala reduzida, de menor abrangência e mais rica em detalhes,
e sua solução sB é utilizada como correção da solução sA. A solução final s é obtida por
um procedimento que seja capaz de acoplar as soluções sA e sB. Isso deve ser realizado
garantindo-se a continuidade de deslocamentos e o equilíbrio de forças nas interfaces entre
as escalas (Ladevèze et al., 2001).

No uso prático, é comum que uma das escalas seja melhor avaliada por um software
que não apresenta os recursos necessários ou desejados para a avaliação das demais esca-
las. Ainda que bastante robustos, poucos pacotes comerciais de análise pelo MEF, por
exemplo, disponibilizam o MEFG. Podem existir programas desenvolvidos no ambiente
de pesquisa, por outro lado, que disponibilizam os recursos necessários para esse tipo de
análise (Malekan, 2017, Alves, 2012).

Outro cenário que motiva a submodelagem, nome muitas vezes dado ao processo de
modelagem com decomposição de domínio (Gendre et al., 2011), ocorre quando um modelo
computacional atinge extensão tal que sua manipulação via interface gráfica fica lenta e
pouco responsiva. O usuário vê a necessidade de realizar a decomposição do problema em
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mais de um modelo por razões de produtividade.
Há, ainda, outro fator prático que pode exigir a decomposição do domínio. Como

comentado na Seção 2.2.2, o custo computacional para a solução de sistemas lineares
cresce mais rapidamente do que o tamanho do problema. A depender do cenário, um
dado hardware pode não ser capaz de atender à demanda computacional para a simulação
de um problema utilizando apenas um grande e único modelo, mas pode ser capaz de
realizar a mesma simulação utilizando vários modelos de menor extensão.

A demanda para o uso da submodelagem, somada ao desenvolvimento de tecnolo-
gias de computação paralela e de multiprocessamento, coloca em relevância os métodos
de acoplamento (Duval et al., 2014). Existem métodos de acoplamento em abundância
e a maioria deles utiliza procedimentos iterativos e/ou recursivos, muitas vezes combi-
nados com estratégias de manipulação matricial. Podem ser citados diversos trabalhos
nessa linha, como Przemieniecki (1963), Bjørstad e Widlund (1986), Wyart et al. (2008)
e Gendre, Allix e Gosselet (2011). Em todas essas abordagens, para que o acoplamento
seja realizado, é necessário realizar alterações nas matrizes de rigidez e/ou nas estraté-
gias de solução (solvers) envolvidas. Essas características conferem a esses métodos a
denominação de acoplamento intrusivo.

A principal desvantagem dos acoplamentos intrusivos reside no fato de que nem sem-
pre é possível realizar as alterações necessárias para sua implementação. Salvo poucas
exceções, o código-fonte dos programas computacionais de análise pelo MEF voltados à in-
dústria é fechado. Não é possível, assim, que terceiros possam consultar ou modificar tais
códigos. Essa característica reduz o potencial de aplicação dos métodos de acoplamento
intrusivo.

Naturalmente, diversas pesquisas foram realizadas com o objetivo de desenvolver mé-
todos de acoplamento não intrusivo. Nesse tipo de acoplamento, a implementação dis-
pensa a alteração dos programas computacionais ou das estratégias de solução (solvers)
envolvidas (Duval et al., 2014). Devido à essa característica, o acoplamento não intrusivo
permite a associação de diversos programas, sejam eles de código aberto ou não, para a
solução de uma vasta gama de problemas.

Na última década, o acoplamento não intrusivo foi utilizado em conjunto com o MEFG
para a análise de problemas envolvendo propagação de trincas (Gupta, Pereira, Kim, Du-
arte e Eason, 2012) e plasticidade (Gendre, Allix e Gosselet, 2011). Guguin, Allix, Gosse-
let e Guinard (2014) utilizaram o acoplamento não intrusivo para a solução de problemas
multidimensionais (2D-3D) pelo MEF, bem como Guinard, Bouclier, Toniolli e Passieux
(2018) utilizaram esse tipo de acoplamento para a solução de problemas complexos e de
grande escala por meio da abordagem global-local aplicada ao MEF.
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2.3.1 Problema de decomposição do domínio

Apresenta-se nesta seção o problema de decomposição de domínio. Após a decomposição,
o acoplamento entre as soluções será proposto de forma não intrusiva. Esta seção é
baseada nos trabalhos de Duval, Passieux, Salaün e Guinard (2014).

Seja considerado o problema apresentado na Fig. 2.7a, cujo domínio é Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω.
Sejam definidos os deslocamentos prescritos uD, impostos ao longo do contorno ∂ΩD, e
as forças generalizadas fN , em ∂ΩN . Também define-se que ∂Ω = ∂ΩD ∪ ∂ΩN e que
∂ΩD ∩ ∂ΩN = ∅.

(a) Problema inicial.

(b) Decoposição do problema inicial.

Figura 2.7: Problema de decomposição de domínio.

O equilíbrio do problema é satisfeito pela equação

∇ · σ + fB = 0 em Ω̄, (2.13)

em que fB são as forças de corpo.
Sejam considerados o tensor de Hooke C e o tensor de deformação ε. Se X é o

espaço de discretização, contido em um espaço de Hilbert de ordem 1 definido em Ω,
H1(Ω), a formulação fraca do problema consiste em encontrar u ∈ X(Ω) ⊂ H1(Ω) tal
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que ∀v ∈ X(Ω),
∫

Ω
(C : ε(u)) : ε(v) dx =

∫
Ω
σ(u) : ε(v) dx =

∫
∂ΩN

t · v dx+
∫
∂Ω
fB · v dx, (2.14)

em que v são as funções teste associadas ao espaço de solução do problema.
Seja, então, o domínio Ω̄ decomposto nos subdomínios Ω̄1 = Ω1∪∂Ω1 e Ω̄2 = Ω2∪∂Ω2,

conforme apresentado na Fig. 2.7b. Os subdomínios Ω̄1 e Ω̄2 não se sobrepõem. Ainda
assim, há uma região compartilhada entre eles, denominada interface entre Ω̄1 e Ω̄2 e
definida como Γ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2.

As condições de contorno do problema também são decompostas de acordo com os
subdomínios. No domínio Ω̄1, tem-se os deslocamentos prescritos uD,1 associados a ∂ΩD

1

e as forças generalizadas t1 que atuam em ∂ΩN
1 . Para o Ω̄2, em analogia, tem-se uD,2 e t2

associados aos contornos ∂ΩD
2 e ∂ΩN

2 , respectivamente. do mesmo modo, a decomposição
do domínio repercute no espaço das discretizações, de modo que

X1 ⊂ H1(Ω1) e X2 ⊂ H1(Ω2). (2.15)

É preciso, então, definir como serão satisfeitas as condições de compatibilidade de
deslocamentos e de equilíbrio de forças na interface Γ. Existem diversos métodos para
garantir que essas condições sejam satisfeitas. O mortar element method, apresentado
nos trabalhos de Bernardi, Maday e Patera (1989 e 1993), é capaz de impor as condições
mencionadas sem que seja exigida a conformidade entre as discretizações X1 e X2 na inter-
face Γ. Gander e Japhet (2013) propuseram, ainda, um algoritmo para a implementação
computacional do método em espaços bi e tridimensionais.

Define-se, então, Xψ ⊂ L2(Γ) como o espaço dos multiplicadores de Lagrange asso-
ciados à interface. A imposição da compatibilidade de deslocamentos e do equilíbrio de
forças pelo mortar element method conduz à seguinte formulação para a decomposição de
Ω em Ω1 e Ω2:

u1 ∈ X1, u2 ∈ X2, ψ ∈ Xψ,

∀v1 ∈ X1, a1(u1,v1) + b(ψ,v1) = l1(v1)

∀v2 ∈ X2, a2(u2,v2)− b(ψ,v2) = l2(v2)

∀p ∈ Xψ, b(p,u1 − u2) = 0,

(2.16)

em que p é a função teste associadas ao espaço dos multiplicadores de Lagrange ψ. As
formas bilineares a1 e a2 são associadas a Ω̄1 e Ω̄2, respectivamente, enquanto b é a forma
bilinear que realiza o acoplamento em Γ. Os termos l1 e l2 são as formas lineares associadas
às condições de contorno de Neumann e às forças de corpo. A seguir, todos esses termos



§2.3 Revisão Bibliográfica 40

são definidos:
a1(u1,v1) =

∫
Ω1
σ(u) : ε(v) dx (2.17)

a2(u2,v2) =
∫

Ω2
σ(u) : ε(v) dx (2.18)

l1(v1) =
∫

ΓN
1

t · v1 dx+
∫

ΓN
1

fB · v1 dx (2.19)

l2(v2) =
∫

ΓN
2

t · v2 dx+
∫

ΓN
2

fB · v2 dx (2.20)

b(p,u1 − u2) =
∫

Γ
p · (u1 − u2) dx, (2.21)

em que ΓN1 = Γ ∩ ΩN
1 e ΓN2 = Γ ∩ ΩN

2 .
Cada domínio é discretizado por uma malha. Para o domínio Ω1, a malha é M1 e ela

possui n1 graus de liberdade. A região de M1 na interface Γ é denotada MΓ1 e o número
de graus de liberdade associado é nΓ1. Em analogia, M2, MΓ2, n2 e nΓ2 são as respectivas
definições para o domínio Ω2. Por fim, a malha associada aos multiplicadores de Lagrange
é MΓψ e nΓψ denota o número de graus de liberdade a eles associados.

No contexto do MEF, define-se os conjuntos de funções de forma φ1, φ2 e φψ associadas
aos espaços X1, X2 e Xψ, respectivamente. Pode-se, então, definir a equação matricial do
problema do acoplamento não intrusivo em termos das matrizes de rigidez, dos vetores
de forças e das matrizes de acoplamento. As matrizes de rigidez associadas à Ω1 e Ω2 são
obtidas pela integração das Eqs. (2.17) e (2.18), respectivamente, isto é

(K1)ij =
∫

Ω1

(
C · ε(φi1 (x))

)
: ε(φj1 (x)) dx (2.22)

(K2)ij =
∫

Ω2

(
C · ε(φi2 (x))

)
: ε(φj2 (x)) dx. (2.23)

Os vetores de força associados a cada um dos domínios são obtidos pelo uso das funções
de forma nas Eqs. (2.19) e (2.20),

(f1)j =
∫

ΓN
1

t · φj1(x) dx+
∫

ΓN
1

fB · φj1(x) dx (2.24)

(f2)j =
∫

ΓN
2

t · φj2(x) dx+
∫

ΓN
2

fB · φj2(x) dx, (2.25)

e, finalmente, a aplicação da Eq. (2.21) nos domínios envolvidos resulta nas matrizes de
acoplamento

(A1)ij =
∫

Γ
φiψ · φ

j
1(x) dx (2.26)

(A2)ij =
∫

Γ
φiψ · φ

j
2(x) dx. (2.27)
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2.3.2 Acoplamento na estratégia global-local

Seja, novamente, o domínio Ω̄ = Ω∪∂Ω apresentado na seção anterior. Agora, sua decom-
posição é feita nos subdomínios local Ω̄L = ΩL ∪ ∂ΩL e complementar Ω̄C = ΩC ∪ ∂ΩC .
Essa decomposição é representada na Fig. 2.8 e não há sobreposição entre Ω̄L e Ω̄C . Todo
o desenvolvimento realizado na Seção 2.3.1 pode ser reproduzido para os subdomínios
local e complementar e os resultados serão os mesmos, bastando apenas substituir os su-
bíndices 1 e 2 por C e L. Esse desenvolvimento pode ser encontrado em Duval, Passieux,
Salaün e Guinard (2014).

(a) Problema inicial.

(b) Decomposição global-local.

Figura 2.8: Problema global-local.

A seleção de funções de base para a representação do espaço Xψ, associada à interface,
não é simples. A aplicação de funções inapropriadas na interface pode causar inconsis-
tências dos resultados obtidos (Wohlmuth, 2000). Duval, Passieux, Salaün e Guinard
(2014), dentro do contexto da análise global-local, propuseram que as funções de forma
convencionais do MEF definidas na interface do domínio local sejam utilizadas também
como base dos multiplicadores de Lagrange. Tem-se, portanto, que a discretização da
interface coincide com a discretização do domínio local na interface, isto é MΓψ = MΓL e
φΓ = φL. Ainda segundo Duval, Passieux, Salaün e Guinard (2014), essa configuração foi
testada em vários casos e nenhum problema foi encontrado ao se realizar a projeção entre
as matrizes envolvidas.
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Apenas para demonstração da decomposição realizada, o sistema de equações que
seria solucionado no âmbito do MEF em sua formulação convencional é


KC 0 A⊺

C

0 KL −A⊺
L

A⊺
C −A⊺

L 0




uC

uL

ψ

 =


fC

fL

0

 . (2.28)

Com o objetivo de simplificar a notação utilizada, o símbolo foi utilizado para denotar
o operador prolongamento de uma matriz, de modo que haja consistência nas dimensões
dos elementos envolvidos nas operações matriciais. Por exemplo, AC é o prolongamento
da matriz AC do espaço definido em MΓψ ×MΓC para MΓψ ×MC . Portanto, enquanto
a matriz AC possui dimensões nΓψ × nΓC , AC é da ordem nΓψ × nC , preenchendo com
zeros os elementos adicionados devido a prolongação.

A Eq. (2.28) estabelece o acoplamento entre os domínios Ω̄C e Ω̄L e sua solução consiste
em um fixed point solver (Allix e Gosselet, 2020). O objetivo é dissociar os domínios Ω̄C e
Ω̄L durante a solução do problema. Nesse sentido, são adotadas duas escalas de solução.
A escala local refere-se à Ω̄L. A escala global, por sua vez, refere-se a todo o domínio do
problema, isto é, Ω̄ = Ω̄L ∪ Ω̄C . O princípio básico consiste em calcular a diferença entre
a reação dos modelos global e local na interface Γ a cada iteração e utilizar o resíduo para
atualizar e solucionar novamente o problema global, que fornece as condições de contorno
para o problema local.

Ainda que o acoplamento global-local apresentado nesta seção seja bastante difun-
dido e robusto, existem limitações relevantes. Duval, Passieux, Salaün e Guinard (2014)
destacam, nesse sentido, que:

1. O algoritmo é intrusivo.

2. Sua implementação não é trivial. Essa característica é mais evidente quando o
domínio local é alterado durante a análise, como ocorre, por exemplo, em estudos
de propagação de trincas.

3. Sua aplicação requer a montagem de duas matrizes de rigidez a cada iteração.

4. Pode ser necessário atualizar a malha do modelo global em função dos resultados
do modelo local.

Além disso, tanto o tempo de modelagem quanto o tempo de solução aumentam
quando existem muitos domínios locais. O uso do acoplamento não intrusivo, discutido
na próxima seção, permite que tais limitações sejam superadas.



§2.3 Revisão Bibliográfica 43

2.3.3 Acoplamento não intrusivo para análise global-local itera-
tiva

Seja o problema apresentado na Fig. 2.9. O domínio global do problema é Ω̄ = Ω̄C ∪ Ω̄L,
em que Ω̄L é o domínio local e Ω̄C é o seu domínio complementar em relação ao domínio
global. O problema é novamente considerado em duas escalas. A escala global considera
todo o domínio do problema, isto é, Ω̄. A escala local, por sua vez, é restrita ao domínio
Ω̄L � ressaltando-se que podem existir mais de um problema local. A região Γ = ΩC ∩ΩL

é a interface.

Figura 2.9: Solução de referência obtida pelo acoplamento não intrusivo para análise global-
local.

A ideia central consiste em´ utilizar o modelo global para obter uma solução inicial
que será utilizada como condição de contorno para o modelo local e, a partir da solução
local, dar início a um processo iterativo. Na hipótese de convergência, esse processo se
aproximará de uma solução de referência. Conforme apresentado na Fig. 2.9, essa solução
corresponde àquela que teria sido obtida por um modelo no qual a discretização do modelo
global é utilizada em Ω̄C e a discretização do modelo local, em Ω̄L.

Sejam, então, as malhas MGC e MGL construídas para representar Ω̄C e Ω̄L no modelo
global, respectivamente. A malha ML refere-se ao modelo local � que abrange exclusiva-
mente Ω̄L, portanto.

Apresenta-se, a seguir, as grandezas1 que compõem o sistema de equações associado
1Nas equações a seguir, observar o uso do símbolo sob alguns termos. Consultar a discussão da
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ao problema. No modelo global, a matriz de rigidez é K = KGC ∪KGL e o vetor de
forças é f = f

GC
∪f

GL
. Por sua vez, no modelo local, a matriz de rigidez é KL e o vetor

de forças é fL.
O acoplamento não intrusivo busca a obtenção da solução

u = uC ∈ XC ∪ uL ∈ XL, (2.29)

de modo que a convergência da solução inicial u0 para a solução u seja realizada sem
que a matriz de rigidez K seja alterada (Duval, Passieux, Salaün e Guinard, 2014). Na
Eq. (2.29), XC e XL são os espaços de discretização de ΩC e ΩL, enquanto uC e uL são as
soluções dos domínios complementar e local, respectivamente. A solução final u deve ser
tal que sejam satisfeitas as condições de compatibilidade de deslocamento e de equilíbrio
de forças em Γ.

Lista-se, então, as seguintes vantagens associadas ao acoplamento não intrusivo no
contexto da análise global-local, que serão comentadas na sequência:

1. Permite que o modelo global permaneça inalterado durante todo o processo de
obtenção da solução.

2. Permite que o modelo global e o modelo local sejam solucionados por códigos dis-
tintos. Caso conveniente, pode-se até utilizar metodologias distintas para a solução
de cada um dos modelos.

3. Permite a redução do custo computacional para obtenção da solução final.

No contexto da análise global-local, há grande vantagem em se obter a solução final
sem que o modelo global seja modificado (Tirvaudey, Chamoin, Bouclier e Passieux, 2020).
Nesse cenário, a matriz de rigidez do modelo global pode ser montada e invertida apenas
uma vez. As respostas obtidas pelos problemas locais não influenciam no cálculo dessa
matriz de rigidez em nenhuma etapa da solução. Desse modo, há significativa redução de
custos de computação em relação aos algoritmos intrusivos.

O fato de o problema local não influenciar na matriz de rigidez global também é
a razão de ser possível o uso de códigos diferentes para resolver cada um dos modelos
envolvidos (Tirvaudey et al., 2020). Por exemplo, a escala global pode ser resolvida por
um programa que implementa o MEF, enquanto o problema local pode ser solucionado
pelo MEFG. Além disso, o procedimento pode ser feito sem que um programa tenha que
atualizar a sua matriz de rigidez em função dos resultados do outro. Por isso, não é
necessário acesso ao código-fonte dos programas envolvidos para que o acoplamento seja
realizado.
página 42 acerca da notação adotada. Ainda, o símbolo ∪ foi utilizado em referência à soma matricial
considerando a projeção dos elementos envolvidos para o mesmo espaço.
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Segundo Duval, Passieux, Salaün e Guinard (2014), a principal limitação do acopla-
mento não intrusivo está na sua lenta convergência. Quanto maior a diferença de rigidez2

na discretização de Ω̄L no modelo local e no modelo global, mais lenta é a convergência dos
resultados na interface, conforme será explorado em detalhes na Seção 3.2.2. Ainda que
esse fenômeno não tenha se mostrado relevante para problemas com efeitos não-lineares
muito localizados (Gendre et al., 2009, Liu et al., 2014), tal característica pode, a princí-
pio, limitar a aplicação do acoplamento não intrusivo no contexto da análise global-local.
Nesse sentido, os trabalhos de Duval et al. (2014) e Gendre et al. (2009) buscaram estudar
técnicas com o objetivo de promover a redução do número de iterações necessárias para
a convergência da solução.

A classe de métodos que atualmente é referida como acoplamentos não intrusivos tem
origem no trabalho publicado por Whitcomb em 1991. O autor propôs uma metodologia
altamente não intrusiva para o acoplamento de soluções pelo MEF. Denominado iteractive
global-local finite element analysis (IGL-FEM ou MEF-GLI, em português), o método
foi bastante aplicado no âmbito do MEF. Mais recentemente, o algoritmo Global-Local
Iterativo (GLI) têm sido adaptado para ser implementado em outros métodos além do
MEF. Podem ser citados os trabalhos de Duval, Passieux, Salaün e Guinard (2014), Allix
e Gosselet (2020) e Li, O’Hara e Duarte (2021).

Nesse contexto, a próxima seção apresenta o MEF-GLI. Em seguida, a Seção 2.5.1
apresenta o MEFGgl-GLI, que consiste na associação do GLI com o Método dos Elementos
Finitos Generalizados com enriquecimento global-local (MEFGgl).

2.4 Método dos Elementos Finitos Global-Local Ite-
rativo

Seja, agora, o problema apresentado na Fig. 2.10. O domínio local Ω̄L é definido pela
região próxima ao furo, onde se espera perturbação no campo de deformações devido ao
detalhe geométrico. O modelo local consiste em uma discretização refinada de Ω̄L e sua
matriz de rigidez é KL. Na Fig. 2.10, as grandezas associadas ao modelo local estão em
azul.

O modelo global discretiza grosseiramente todo o domínio Ω̄ = Ω̄C ∪ Ω̄L. A região do
modelo global referente à Ω̄L tem KGL como sua matriz de rigidez. Da mesma forma,
a região do modelo global referente ao domínio complementar está associada à matriz
rigidez KGC . Essas parcelas constituem a rigidez do modelo global. Na Fig. 2.10, as
informações associadas à Ω̄L estão em vermelho, enquanto as informações em verde se
refere à Ω̄C .

2As matrizes KGL e KL, em geral, possuem dimensões distintas. O termo diferença de rigidez (ou
stiffness gap, termo utilizado na literatura estrangeira) refere-se à discretização do domínio Ω̄L. No MEF,
uma malha mais grosseira é mais rígida.
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R

Figura 2.10: Processo de solução pelo MEF-GLI.

A seguir, são apresentadas algumas equações matriciais nas quais as notações de pro-
longamento das matrizes e dos vetores envolvidos serão omitidas com o objetivo de simpli-
ficar as equações e de dar ênfase ao procedimento. Nessas equações, o sinal + refere-se à
soma matricial ou vetorial após a projeção dos elementos envolvidos para o mesmo espaço.
Isso será feito ao longo de todo o texto, seguindo a literatura sobre o assunto (Whitcomb,
1991).

Nesse contexto, a equação de governo do modelo global é

(KGC +KGL)uG = fG, (2.30)

em que fG é o vetor de forças associado ao problema global.
O campo de deslocamentos uG obtido por meio do sistema de equações 2.30 é a solução

global inicial, denotada por u0
G. Tal solução é transferida como condição de contorno de

Dirichlet para o problema local. A aproximação local uL é, então, obtida por meio da
equação

KLuL = fL. (2.31)

Os modelos global e local representam Ω̄L de maneira distinta, já que, em geral,
KGL ̸= KL. Uma vez que os deslocamentos u0

G (que dependem de KGL) foram utilizados
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como condição de contorno para a solução de uL (que dependem de KL). Há, portanto,
compatibilidade de deslocamentos na interface, mas não há equilíbrio de forças em Γ.

Por meio dessa observação, Whitcomb (1991) propôs uma estratégia que busca o
equilíbrio em Γ por meio de correções no vetor de forças do modelo global. Inicialmente,
computa-se o vetor de forças residuais, denotado R. Esse vetor representa a diferença da
reação calculada em Γ pelo modelo global e pelo modelo local. Assim sendo, o vetor de
forças residuais é expresso por

R = −(fΓ
C + fΓ

L) = − [(KGCuGC − fGC) + (KLuL − fL)] |Γ , (2.32)

em que o sinal negativo é utilizado pois R é definido como uma reação. É importante
observar que a Eq. (2.32) ocorre em Γ. Isto é, a Eq. (2.32) envolve os elementos do modelo
global que pertencem à Ω̄C e que são adjacentes à Γ, bem como os elementos do modelo
local que são adjacentes à Γ.

O vetor de forças do modelo global é, então, atualizado somando-se R ao vetor inicial.
R é o prolongamento de R para o espaço do modelo global, ou seja, Ri = Ri se i refere-
se a um nó localizado em Γ. Caso contrário, Ri = 0. A atualização do modelo global
levando em conta o vetor de forças residuais busca corrigir a resposta global, de modo
que os deslocamentos calculados passem a considerar os efeitos que foram contemplados
apenas no modelo local.

O equilíbrio é atingido por um processo iterativo, o que deu origem ao nome do método.
O procedimento proposto por Whitcomb pode ser descrito pelas seguintes etapas:

Passo 1 Análise global: resolver o modelo global e obter a solução ukG, conforme
Eq. (2.30). A primeira iteração é k = 0, de modo que a solução global inicial é denotada
u0
G.

Passo 2 Atualização dos modelos locais: utilizar a solução do modelo global, ukG, para
definir as condições de contorno de Dirichlet dos modelos locais.

Passo 3 Análises locais: resolver todos os modelos locais e obter a solução ukL para
cada um deles, conforme Eq. (2.31). Quando houver mais de um modelo local, as respec-
tivas soluções podem ocorrer em paralelo.

Passo 4 Forças residuais: utilizar as soluções do modelo global e dos modelos locais
para calcular o vetor de forças residuais R por meio da Eq. (2.32).

Passo 5 Convergência: verificar se houve convergência da solução. Será necessário,
portanto, estabelecer um critério de convergência. Esse assunto será tratado na Seção 3.1.
Em caso de atendimento ao critério de convergência, ukG e ukL são as soluções finais e a
análise está concluída. Caso contrário, o procedimento prossegue.

Passo 6 Atualização do modelo global: atualizar o vetor de forças do modelo global
somando-se o resíduo R. Retorna-se, então, ao Passo 1, dando início a iteração k = k +1.
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Retomando-se a Fig. 2.9, apresentada na Seção 2.3.3, a equação de governo do pro-
blema de referência para o MEF-GLI é

(KGC +KL)uref = f , (2.33)

de modo que, em suma, o MEF-GLI busca a solução da Eq. (2.33) por um processo
iterativo que tem como ponto de partida a solução das Eqs. (2.30) e (2.31). Na hipótese
de convergência, a solução aproximada obtida pelo procedimento é construída com os
deslocamentos uGC em Ω̄C e com os deslocamentos uL em Ω̄L. Isto é, ao longo das
iterações do MEF-GLI, ocorre um processo que de substituição da solução uGL pela
solução uL � ambas referentes à Ω̄L. Por essa razão, na Eq. (2.33), a solução uref é dita
solução de referência do MEF-GLI.

Outro ponto que merece destaque na Eq. (2.33) refere-se à matriz (KGC+KL). No con-
texto do MEF-GLI, a Eq. (2.33) não é resolvida e essa matriz nunca é, de fato, construída.
Decerto, as parcelas que a compõem referem-se à modelos computacionais distintos. Em
vez disso, o acoplamento entre os modelos se dá pela transferência de condições de con-
torno: deslocamentos nodais, que são transferidos do modelo global para os modelos locais
(Passo 2 do procedimento), e forças nodais, obtidas a partir do desequilíbrio em Γ (Passo
6). Li, O’Hara e Duarte (2021) comentam que essas são informações básicas e que são
comumente obtidas nos arquivos de saída dos programas de análise pelo MEF. Por essa
razão, o método é não intrusivo e permite que os modelos global e local sejam tratados
por estratégias de solução (solvers) distintas sem que sejam necessárias modificações nos
códigos-fonte.

A solução obtida pelo MEF-GLI, na hipótese da convergência, é tal que há compatibi-
lidade de deslocamentos e equilíbrio de forças em Γ. A compatibilidade de deslocamentos
é satisfeita utilizando-se a solução de um modelo como condição de contorno de Dirichlet
do outro (Passo 2). Já o equilíbrio de forças é o objetivo do algoritmo, sendo atingido
por meio do decréscimo dos valores de R até um valor adequado, a ser relacionado com
o critério de convergência.

Existem duas limitações associadas ao MEF-GLI que merecem destaque:

1. A taxa de convergência do procedimento depende da diferença de rigidez3 entreKGL

e KL. O procedimento herda essa característica por ser não intrusivo, conforme
comentado na Seção 2.3.3.

2. A eficiência computacional e a facilidade de implementação do método estão forte-
mente atreladas à conformidade das malhas dos modelos em Γ.

Em relação ao primeiro ponto, os problemas ocorrem quando os modelos global e local
apresentam significativa diferença de rigidez na discretização do domínio local. A seção

3Ver comentário da página 44 a respeito do termo.
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Seção 3.2.2 explora o comportamento da convergência do método de forma mais detalhada.
Por ora, é importante comentar que a situação mais comum ocorre quando o problema
local é significativamente mais flexível do que o global, o que pode ser representado, sem
rigor matemático, por KL ≪KGL. Nesse cenário, a convergência sempre ocorre, porém,
em taxa tão mais lenta quanto maior a diferença entre as respostas iniciais obtidas por
KGC e KL. O problema é agravado quando KL > KGL, isto é, quando a discretização
de Ω̄L é mais rígida no modelo local do que no modelo global. A partir de certo ponto,
não haverá convergência e não será obtida uma solução que satisfaça o equilíbrio de forças
em Γ. Em ambos os casos, é possível alcançar e/ou acelerar a convergência pelo uso de
algoritmos numéricos mais refinados (Allix e Gosselet, 2020). Uma discussão acerca desses
algoritmos é apresentada na Seção 3.3.

Quanto ao segundo ponto, Whitcomb (1991) comenta que é necessário aplicar estra-
tégias especiais para o acoplamento nas situações em que as malhas dos modelos global
e local são não conformes em Γ. Cita-se, como exemplo, o uso de multiplicadores de La-
grange � abordagem discuta na Seção 2.3.1. Em geral, o uso dessas estratégias especiais
implica em aumento do custo computacional do acoplamento, bem como introduz signi-
ficativas dificuldades no processo de implementação do acoplamento. Por outro lado, a
construção de malhas conformes nas interfaces entre o modelo global e os modelos locais
também pode ser uma tarefa trabalhosa e, com frequência, limitante do processo.

2.5 Acoplamento não intrusivo para o MEFGgl

Algoritmos para o acoplamento não intrusivo envolvendo o MEFGgl têm sido tema de
trabalhos recentes no ambiente acadêmico. Em geral, as abordagens baseiam-se na pro-
priedade hierárquica do enriquecimento global-local, que garante que as funções de forma
padrão do MEF, definidas antes do enriquecimento global-local, permaneçam inalteradas
após o enriquecimento (Duarte e Kim, 2008). Tal propriedade é evidenciada na Eq. (2.7).
É possível dissociar a contribuição da solução oriunda do MEF daquela proveniente do
enriquecimento e, assim, realizar o acoplamento entre a solução inicial e a solução pelo
MEFGgl de forma não intrusiva.

Gupta, Pereira, Kim, Duarte e Eason (2012) apresentaram um método de acoplamento
não intrusivo para a solução de problemas de mecânica da fratura no espaço tridimensio-
nal. Nessa abordagem, o problema global enriquecido é solucionado por meio de iterações
não intrusivas entre duas estratégias de solução distintas (solvers). O problema não en-
riquecido é solucionado por um programa de análise pelo MEF, enquanto um software
MEFG é responsável pela análise local e solução do problema global enriquecido. Em
abordagem similar, Plews, Duarte e Eason (2012) solucionaram problemas de elevados
gradiente térmicos. Em ambas as propostas, o acoplamento é não intrusivo já que somente
os vetores de forças e de deslocamentos nodais são responsáveis pela troca de informações
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entre os solvers. Também não há necessidade de se realizar qualquer modificação nos
códigos-fonte dos programas computacionais.

Nessas estratégias, contudo, o acoplamento entre os modelos é realizado pela con-
densação estática do sistema de equações do problema global, Eq. (2.12). Para tal, é
necessário acesso às matrizes de rigidez dos problemas e, no contexto de pacotes com-
putacionais comerciais, isso não é possível na maioria dos casos. Ainda, a determinação
do vetor de forças requer o manuseio de vetores com dimensão da ordem de grandeza
do problema global. Como consequência, o consumo de memória pode ser elevado e a
abordagem pode se mostrar onerosa para aplicação em problemas de escala industrial,
com elevado número de graus de liberdade. Essas características, portanto, consistem
limitações dessas abordagens tendo em vista o seu uso em escala industrial.

Posteriormente, Fillmore e Duarte (2018) apresentaram uma alternativa de acopla-
mento não intrusivo para o MEFGgl que não utilizava a condensação estática do sistema
de equações do problema global enriquecido. Nessa versão, batizada como Hierarchical
Non-Intrusive Algorithm (HNA), é necessário que o software de análise pelo MEF seja
capaz de exportar a matriz de rigidez e o vetor de forças do problema global. Essas infor-
mações são importadas pelo programa de análise pelo MEFG. O método reduz a demanda
computacional da solução, porém, requer que o tipo de elemento finito utilizado esteja
presente na biblioteca de elementos dos dois softwares envolvidos. Além disso, persiste a
necessidade de acesso à matriz de rigidez do modelo global.

Finalmente, Li, O’Hara e Duarte (2021) introduziram o MEFGgl-GLI. A abordagem
recorre ao procedimento apresentado na Seção 2.4 e não apresenta as limitações menci-
onadas para os outros métodos citados nesta seção. Exige-se apenas a transferência de
informações básicas: deslocamentos e forças generalizadas. Essa estratégia, cuja imple-
mentação foi o tema principal deste trabalho, é apresentada a seguir.

2.5.1 MEFGgl e algoritmo Global-Local Iterativo

A estratégia para o acoplamento não intrusivo proposta por Li, O’Hara e Duarte (2021)
combina o procedimento global-local iterativo com o MEFGgl. Por essa razão, será aqui
denominada MEFGgl-GLI, em detrimento à abreviação originalmente utilizada pelos au-
tores, decorrente do nome do método na língua inglesa. A estratégia é voltada para
problemas multiescala e permite o uso conjunto de diferentes (solvers). Isso possibilita,
por exemplo, a associação de programas computacionais voltados à indústria com progra-
mas desenvolvidos em ambiente acadêmico. A principal limitação desse método estaria
associada ao comportamento da convergência, pois as características do GLI discutidas na
Seção 2.4 são aqui herdadas. O MEFGgl-GLI pode ser aplicado em análises multifísicas
e sua implementação é relativamente simples, tendo em vista a complexidade do pro-
blema abordado. A expectativa é que o método apresente boa eficiência computacional
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na solução de problemas de escala industrial com comportamentos localizados de maior
complexidade.

No MEFGgl-GLI, o problema é subdividido em três escalas. A escala global é a que
abrange todo o problema. Ela é discretizada de tal forma que não haverá preocupação em
se representar adequadamente efeitos localizados. O respectivo modelo recebe, portanto,
uma malha grosseira.

A mesoescala é uma região contida na escala global. Sua principal função é permitir
o acoplamento não intrusivo entre as escalas global e local, que será definida adiante.
A interface entre a mesoescala e a escala global é denotada por Γ. A mesoescala deve
ser construída de modo a possuir em Γ a mesma discretização utilizada na escala global.
Assim, uma vez que está garantida a conformidade de malhas em Γ, não é necessário
utilizar técnicas especiais para o acoplamento de malhas não conformes. Evita-se, dessa
forma, uma das principais limitações do método proposto por Whitcomb (1991). Ressalta-
se que, a princípio, a mesoescala também não contempla efeitos locais.

Por fim, são definidas uma ou mais regiões locais, denominadas escala local. Nessa
escala, ocorre a modelagem detalhada do problema e todos os fenômenos localizados
de interesse são considerados. Os modelos da escala local são elaborados com malha
adequadamente refinada, isto é, compatível com o problema avaliado.

Quanto à interação entre as escalas, o GLI realiza a troca de informações entre a
escala global e a mesoescala, enquanto o MEFGgl realiza o enriquecimento global-local da
mesoescala a partir da solução da escala local. O fluxo do procedimento está apresentado
na Fig. 2.11. A análise MEFGgl-GLI pode ser descrita pelas seguintes etapas:

Passo 1 Análise global: resolver o modelo global e obter a solução ukG do problema.
Na primeira iteração, k = 0 e u0

G é a solução global inicial.

Passo 2 Atualização e análise da mesoescala: definir as condições de contorno de
Dirichlet dos modelos da mesoescala a partir da solução ukG. Resolver os modelos da
mesoescala e obter a solução ukM para cada um deles.

Passo 3 Atualização e análise da escala local: definir as condições de contorno dos
modelos da escala local a partir da solução ukM . Um modelo da mesoescala pode estar
associado a mais de um modelo local. Resolver os modelos da escala local e obter a solução
ukL para cada um deles.

Passo 4 Análise mesoescala enriquecida: construir funções para o enriquecimento dos
modelos da mesoescala a partir das soluções ukL (enriquecimento global-local). Resolver
os modelos enriquecidos da mesoescala e obter a solução ukME.

Passo 5 Vetor de forças residuais: calcular o vetor de forças residuais Rk por meio
da Eq. (2.32). Isto é feito utilizando as soluções ukG e ukME.

Passo 6 Convergência: verificar se há convergência da solução. Nesse caso, ukG, ukME
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e ukL são as soluções finais. Caso a convergência não tenha sido atingida, prosseguir para
o próximo passo.

Passo 7 Atualização da escala global: atualizar o vetor de forças do modelo global
somando-se o resíduo Rk. Retornar para o Passo 1, dando início a iteração k = k + 1.

Figura 2.11: Processo de solução pelo MEFGgl-GLI.

No procedimento descrito, tal como ilustrado na Fig. 2.11, observa-se que a mesoescala
possui um papel duplo. Ela é a escala local de uma análise global-local que utiliza o
algoritmo GLI, mas também é a escala global de um problema resolvido pelo MEFGgl.

O modelo da escala global é resolvido pelo MEF. Dadas as características dessa escala,
o uso de um programa com elevada eficiência é interessante. A mesoescala e a escala local
constituem um problema resolvido pelo MEFGgl e, assim, são avaliadas por programa
desenvolvido em ambiente de pesquisa, uma vez que essa estratégia de solução ainda não
está disponível na indústria.
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Capítulo 3

Aspectos computacionais do
MEFGgl-GLI

Este capítulo se destina à apresentação das implementações realizadas neste trabalho.
Inicialmente, é apresentado um algoritmo para o MEFGgl-GLI. Realiza-se uma discussão
sobre o comportamento da convergência do algoritmo GLI. Em seguida, são apresentadas
algumas técnicas para a aceleração da convergência do método. Por fim, a implementação
realizada é apresentada em detalhes.

3.1 Algoritmo
Conforme definido no capítulo anterior, o MEFGgl-GLI, proposto por Li, O’Hara e Du-
arte (2021), é um método não intrusivo para a solução numérica em três escalas que
associa duas estratégias de solução. A mesoescala e a escala local são solucionadas por
meio da estratégia global-local aplicada ao MEFG, isto é, pelo MEFGgl. Por sua vez,
a escala global global resolvida pelo MEF. O acoplamento entre as soluções da escala
global e a mesoescala enriquecida é realizado pela estratégia global-local iterativa, GLI.
No procedimento, o acoplamento é realizado trocando-se informações entre as escalas. As
informações trocadas são deslocamentos e esforços generalizados.

Os passos que constituem o procedimento, apresentados na Seção 2.5.1 de forma con-
ceitual, são utilizados para a construção do Algoritmo 3.1.

Os modelos computacionais são dados de entrada. Existem no mínimo três modelos,
um para cada uma das escalas do problema. Há, portanto, a necessidade de se identificar
os arquivos que representam esses modelos de acordo com os programas computacionais
envolvidos. Também é necessário identificar, de alguma forma, os nós e elementos da
interface entre o modelo global e o modelo da mesoescala (Γ). A Fig. 3.1 esclarece quais
são esses nós e elementos.

Após o recebimento dos dados de entrada, o algoritmo consiste na repetição dos pas-
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Algoritmo 3.1: Solução pelo MEFGgl-GLI.
Entrada:

• Modelos numéricos da escala global, da mesoescala e da escala local.
• Lista dos nós da interface entre os modelos global e meso.
• Lista dos elementos da interface entre os modelos global e meso.

Saída:
• Solução final da escala global: uG.
• Solução final da mesoescala enriquecida: uME,nGL

.
• Solução final da escala local: uL,nGL

.

1 enquanto verdadeiro faça
2 Calcular a solução do modelo global: uG;
3 Impor uG como condição de contorno em Γ na mesoescala;
4 Calcular a solução inicial do modelo da mesoescala: uM ;
5 para j = 0 até nGL faça
6 Calcular a solução do modelo local: uL,j;
7 Enriquecer o modelo da mesoescala a partir da solução uL,j;
8 Calcular a solução do modelo enriquecido da mesoescala: uME,j;
9 fim

10 Calcular R pela Eq. (2.32) utilizando uG e uME,nGL
;

11 se há convergência então
12 interromper;
13 senão
14 Atualizar o vetor de forças do modelo global: fG = fG +R;
15 fim
16 fim

sos enumerados ao final da Seção 2.5.1 até que o critério de convergência seja atingido.
Inicialmente, procede-se a solução inicial do problema global uG, conforme a Linha 2 do
Algoritmo 3.1. Em geral, o modelo global é extenso e a obtenção da sua solução pode ser
onerosa. Tendo em vista que esse modelo trata de efeitos com comportamento globais,
é interessante que sua solução seja obtida por meio de programas computacionalmente
eficientes, como, por exemplo, as implementações do MEF difundidas na indústria �
por exemplo, softwares como Abaqus, ANSYS, Nastran e ADINA. Na implementação
realizada neste trabalho, foi utilizado o Abaqus.

Em seguida, a solução uG é utilizada para a definição de deslocamentos prescritos
no modelo da mesoescala. Essa transferência ocorre somente nos nós situados em Γ e,
portanto, demanda-se a correspondência entre os nós dos modelos da escala global e da
mesoescala. Isto é, para cada nó xΓ

j do modelo global que pertencente à Γ, deve-se
identificar qual é o seu correspondente no modelo da mesoescala. Recorda-se que, na
forma como o método foi proposto por Li, O’Hara e Duarte (2021), as malhas do modelo
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Figura 3.1: Identificação dos nós e dos elementos de interface no MEFGgl-GLI.

da escala global e da mesoescala são conformes, o que significa que cada nó xΓ
j possui um,

e somente um, nó correspondente na mesoescala.
Uma vez que o modelo da mesoescala está preparado, inicia-se o procedimento de

solução pelo MEFGgl. Essa análise corresponde às Linhas 4 a 9 do Algoritmo 3.1 e,
assim, deve ser realizada por um software que tenha implementado o MEFGgl. Na data
de publicação deste trabalho, os programas mais difundidos na indústria não oferecem
tal implementação, de modo que a análise pelo MEFGgl é realizada por um software
desenvolvido em ambiente de pesquisa. Nesta implementação, foi utilizado o INSANE.
Ainda em relação à análise MEFGgl, comenta-se que podem existir iterações entre a
mesoescala e a escala local. No Algoritmo 3.1, esse número de iterações é representado
por nGL.

Na Linha 10, computa-se o vetor de forças residuais. Isso é feito utilizando-se as
soluções uG e uME na Eq. (2.32). Calcula-se, assim, as reações nos elementos da interface
Γ tanto no modelo global quanto no modelo da mesoescala. Destaca-se que, para o modelo
global, tais elementos estão localizados em Ω̄C . A Fig. 3.1 indica quais são os elementos
envolvidos no cálculo do vetor de forças residuais.

Verifica-se, então, o atendimento ao critério de convergência. Whitcomb (1991) sugere
que seja definido um valor de tolerância admissível. Identifica-se o maior valor absoluto
dos elementos que constituem o vetor R e a convergência seria atingida quando tal valor
fosse inferior à tolerância. Em seu trabalho, Whitcomb indica que tolerâncias inferiores
a 10−7 não são eficientes, pois adicionam muitas iterações ao processo e não proporcio-
nam melhoria aos resultados. Existem, contudo, alguns problemas associados ao critério
descrito. O mais evidente é o critério ser estabelecido a partir de uma tolerância abso-
luta predeterminada. Isto é, a tolerância não é relativa, o que significa que o número de
iterações até a convergência depende da magnitude dos esforços atuantes. Além disso,
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a comparação do valor de tolerância com o valor de apenas um dos elementos do vetor
R pode não ser representativa. Por essa razão, optou-se pelo critério de convergência a
seguir, apresentado por Li, O’Hara e Duarte (2021):

∥∥∥Rk
∥∥∥

∥R0∥
< ϵ, (3.1)

em que ∥R0∥ é a norma euclidiana do vetor R na primeira iteração (k = 0), enquanto
∥Rk∥ refere-se à iteração k. Neste texto, a razão apresentada no lado da esquerdo da
Eq. (3.1) será muitas vezes referida como resíduo relativo. A convergência é atingida
quando o resíduo relativo é inferior à ϵ, um valor predefinido de tolerância.

O processo descrito nesta seção indica que a implementação do MEFGgl-GLI realizada
neste trabalho possui três atores distintos. A Tabela 3.1 busca evidenciar qual código é
responsável pela realização de cada uma das etapas do Algoritmo 3.1. Há menção às
técnicas de aceleração da convergência, que serão discutidas na Seção 3.3 e, portanto, não
constam no Algoritmo 3.1.

Tabela 3.1: Códigos responsáveis pelas etapas do MEFGgl-GLI.

Linha Etapa Código responsável

Entrada Leitura dos dados iniciais Acoplamento

2 Solução da escala global MEF

3 Atualização do modelo da mesoescala Acoplamento

4 a 9 Solução da mesoescala e da escala local MEFGgl

10 Cálculo do vetor de forças residuais

Acoplamento

11 Teste de convergência

14 Atualização do modelo da escala global

Saída Obtenção das soluções finais

� Técnicas de aceleração

3.2 Convergência do GLI
Na seção Seção 2.5.1 foram comentadas duas limitações notáveis do GLI. A proposição
da mesoescala garante a conformidade entre as malhas dos dois problemas acoplados pelo
GLI, tratando, assim, a primeira limitação. A outra limitação diz respeito às propriedades
de convergência do método e será explorada nessa seção.

Inicialmente, o Algoritmo 3.1 é reescrito em sua forma incremental. Esse formato é



§3.2 Aspectos computacionais do MEFGgl-GLI 57

mais conveniente por algumas razões. O estudo do comportamento da convergência do
GLI torna-se mais claro. Mais importante, a forma incremental do problema permite o
uso de técnicas de aceleração da convergência (Duval, Passieux, Salaün e Guinard, 2014).
Em seguida, estuda-se o comportamento da convergência do problema. E, então, são
apresentadas técnicas para a aceleração da convergência. Algumas dessas técnicas foram
implementadas e aplicadas na solução de alguns problemas, o que está apresentado na
Seção 4.3.4.

Destaca-se que as equações a seguir são apresentadas com a mesma notação utilizada
no Capítulo 2. O símbolo abaixo de vetores e matrizes indica operação de prolonga-
mento, isto é, esses elementos devem ser multiplicados por matrizes booleanas construídas
para prolongar as informações de uma matriz ou vetor para outra matriz ou vetor de di-
mensões diferentes.

Faz-se necessário endossar que esta seção se refere ao GLI, isto é, ao procedimento
proposto por Whitcomb (1991) para o acoplamento não intrusivo entre duas escalas de
solução. Nesse sentido, as duas escalas são denominadas escala global e escala local.
Essa terminologia não deve ser confundida com a adotada no MEFGgl-GLI, procedimento
discutido na Seção 2.5.1 e que incorpora o GLI. No MEFGgl-GLI, a mesoescala exerce
a função de escala local do GLI. Também é importante lembrar que no MEFGgl-GLI as
escalas são construídas de modo a garantir a conformidade de malhas na interface Γ e isso
será levando em consideração a seguir.

3.2.1 Forma incremental do problema global

O desenvolvimento matemático apresentado nessa seção está baseado no trabalho de Du-
val, Passieux, Salaün e Guinard (2014). Seja o problema da Fig. 3.2, cuja imposição do
equilíbrio em Ω̄, em uma iteração k, conduz à

KGu
k
G = fG. (3.2)

Pode-se definir as reações na interface Γ do modelo global considerando os domínios
Ω̄C e Ω̄L, contidos em Ω̄, pelas respectivas equações

ηkGC =
(
KGCu

k
GC − fGC

)
|Γ (3.3)

e
ηkGL =

(
KGLu

k
GL − fGL

)
|Γ. (3.4)

Uma vez que Ω̄C e Ω̄L fazem parte do mesmo problema (o problema global), é neces-
sário que Γ esteja em equilíbrio. Tem-se, então, que

ηkGC + ηkGL = 0. (3.5)
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Figura 3.2: Problema geral de um acoplamento não intrusivo.

A Eq. (3.2) pode, assim, ser reescrita sem prejuízo como

KGu
k
G = fG + ηk

GC
+ ηk

GL
. (3.6)

Retoma-se agora o procedimento do GLI, no qual o modelo global receberá o vetor de
forças residuais como correção devido aos efeitos localizados. Conforme a Eq. (2.32) e uti-
lizando a definição da Eq. (3.3), o vetor de forças residuais na iteração k do procedimento
de análise pelo GLI é

Rk = −(ηkGC + ηkL), (3.7)

em que ηkL = (KLu
k
L − fL) |Γ é a reação do modelo local em Γ. Uma vez que o modelo

global deve ser atualizado com Rk, a solução global da próxima iteração, uk+1
G , é obtida

acrescentando-se o vetor de forças residuais na Eq. (3.6), o que conduz à

KGu
k+1
G = fG + ηk

GC
+ ηk

GL
+Rk. (3.8)

A Eq. (3.8) pode ser transformada em um problema incremental por meio de ma-
nipulação algébrica. Subtraindo-se o termo KGu

k
G em ambos os lados dessa equação,

tem-se

KGu
k+1
G −KGu

k
G = fG + ηk

GC
+ ηk

GL
+Rk −KGu

k
G

KG(uk+1
G − ukG) = fG + ηk

GC
+ ηk

GL
− ηk

GC
− ηk

L
−KGu

k
G

KG(uk+1
G − ukG) = fG + ηk

GL
− ηk

L
−KGu

k
G.

(3.9)

O algoritmo é não intrusivo, portanto, KG não se altera ao longo das iterações. Isto
é, KG da Eq. (3.9) é o mesmo da Eq. (3.6). Assim, tem-se que

fG = KGu
k
G − ηkGC − η

k
GL

(3.10)

pode ser substituído na Eq. (3.9), o que resulta em
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KG(uk+1
G − ukG) = KGu

k
G − ηkGC − η

k
GL

+ ηk
GL
− ηk

L
−KGu

k
G

= −ηk
GC
− ηk

L

= −(ηk
GC

+ ηk
L
).

(3.11)

Com o uso da Eq. (3.7), a equação anterior pode ser reescrita em termos do vetor de
forças residuais, ou seja,

KG(uk+1
G − ukG) = Rk, (3.12)

em que, é bom lembrar, Rk consiste na projeção de Rk para o espaço do problema global.
A Eq. (3.12) estabelece uma relação entre o acréscimo da solução calculada para o

passo k + 1 e a força residual do passo anterior. Mais do que isso, a Eq. (3.12) permite
que a solução problema global seja reescrita em sua forma incremental (Duval et al., 2014,
Liu et al., 2014), dada por

uk+1
G = ukG +K−1

G R
k

= ukG −K−1
G f(ukG),

(3.13)

em que f(ukG) = −Rk.
A Eq. (3.13) evidencia que a estratégia de análise pelo GLI consiste em um método

de Newton modificado, pois KG é constante ao longo de toda a solução.

3.2.2 Comportamento da convergência

Para realizar um estudo acerca da convergência do GLI, o vetor de forças residuais é
reescrito adicionando-se e subtraindo-se o termo ηkGL na equação Eq. (3.7),

Rk = −(ηkGC + ηkL) + ηkGL − ηkGL. (3.14)

Pela Eq. (3.10), pode-se escrever

ηk
GC

+ ηk
GL

= KGu
k
G − fG (3.15)

e, substituindo na Eq. (3.14), tem-se

f(ukG) = −Rk = KGu
k
G − fG + ηk

L
− ηk

GL
. (3.16)

Sejam, então, definidos os complementos de Schur (Gosselet e Rey, 2006) para as
matrizes de rigidez correspondentes à Ω̄L. SL é definido para o modelo local e SGL para
o modelo global. Tem-se, assim,

ηL = SLuG |Γ (3.17)
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e
ηGL = SGLuG |Γ , (3.18)

de modo que a Eq. (3.16) pode ser reescrita após essas definições, o que resulta em1

f(ukG) = −Rk = KGu
k
G − fG + SLuG |Γ −SGLuG |Γ

= KGu
k
G − fG + (SL − SGL)uG |Γ .

(3.19)

Já foi comentado que o GLI busca uma solução que garanta tanto a compatibilidade de
deslocamentos quanto o equilíbrio de forças em Γ. A convergência da Eq. (3.13), portanto,
é satisfeita conforme Rk → 0 =⇒ f(ukG) → 0. A expressão para a diferenciação de f

em relação a uG é

∇f = KG + (SL − SGL) (3.20)

e permite o estudo do comportamento da convergência do GLI segundo a discretização de
ΩL no modelo global e no modelo local, representadas, na equação, pelos complementos de
Schur das suas matrizes de rigidez (Duval, Passieux, Salaün e Guinard, 2014). Quando Ω̄L

possui rigidez semelhante nos dois modelos, tem-se que KL ≈KGL e, consequentemente,
SL se aproxima de SGL. Esse cenário implica ∇f ≈ KG e pode se dizer que a matriz
de rigidez global é uma boa aproximação para ∇f . Esse cenário ocorre, por exemplo,
quando o problema local apresenta efeitos de não linearidade material restritos a pequenas
regiões do problema.

Quando a discretização de ΩL é significativamente mais flexível no modelo local, tem-se
KL < KGL =⇒ SL < SGL. Nesse caso, verifica-se que KG não é uma boa aproximação
para ∇f . A convergência ainda ocorre, contudo, pode ser necessário um elevado número
de iterações. Esse cenário pode ocorrer quando a escala local considera efeitos que au-
mentam a magnitude dos deslocamentos obtidos na sua solução em detrimento à solução
do modelo global em Ω̄L. Detalhes geométricos, diferença na descrição do material e al-
teração na matriz de rigidez do modelo local são alguns exemplos dos efeitos que podem
conduzir a esse cenário.

Por fim, pode ocorrer que a representação de Ω̄L no modelo local seja mais rígida do que
no modelo global. Esse cenário novamente indica queKG não é uma boa aproximação para
∇f . Agora, porém, a magnitude de f aumenta a cada iteração e não haverá convergência.

Conforme Liu, Sun e Fan (2014), o comportamento de convergência do GLI indica que
as técnicas de aceleração da convergência são necessárias para que sua implementação seja
mais eficiente e, principalmente, mais abrangente. Essas técnicas são o assunto da próxima
seção.

1Na Eq. (3.19), os termos que envolvem o produto dos complementos de Schur por uG devem ser
projetados para o espaço do problema global, de modo a apresentarem a mesma dimensão dos demais
termos da equação. A notação utilizada neste texto para tal operação ( ) foi omitida para promover a
clareza da equação.
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3.3 Técnicas de aceleração
Existem diversas técnicas de aceleração da convergência de problemas como o apresentado
na Eq. (3.13). Liu, Sun e Fan (2014) as classificas em dois grupos. Essas técnicas não
somente aceleram a convergência da solução, mas também permitem a convergência em
casos nos quais a solução convencional iria divergir.

O primeiro grupo é a família de técnicas associada ao método quasi-Newton (Gendre
et al., 2009). Em comum, as técnicas pertencentes a essa família envolvem a modifica-
ção da matriz de rigidez do problema global. Apesar de melhorar o comportamento da
convergência, esse grupo de técnicas pode ter implementação complexa e pode ter alto
consumo de memória. Outro ponto importante está na necessidade de acesso à KG, o
que pressupostamente vai contra a proposta não intrusiva do GLI.

O segundo grupo de técnicas age somente na função f(ukG), mantendo os demais
termos da formulação do problema inalterados. Em geral, as técnicas desse grupo buscam
realizar uma correção na solução ukG a partir das soluções obtidas nos passo anteriores, isto
é, todos os passos que antecederam k. Possuem, em geral, implementação mais simples,
ainda que potencialmente eficientes quanto à melhora das propriedades de convergência.

É importante comentar que, segundo Duval, Passieux, Salaün e Guinard (2014), as
técnicas apresentadas requerem que o problema de convergência seja abordado na forma
incremental, apresentada na Eq. (3.13). A seguir, apresenta-se uma discussão sobre a
implementação de algumas dessas técnicas.

3.3.1 Relaxação estática

Essa é a técnica mais simples dentre as disponíveis e sua aplicação no GLI foi prevista já
na proposição do método por Whitcomb (1991). Métodos de relaxação têm sido extensi-
vamente utilizados há décadas (Southwell, 1940, 1946). Existem diferentes abordagens e
aqui será apresentada a discutida em Xu (1992).

Em uma solução numérica iterativa como a associada à Eq. (3.13), a relaxação é
realizada a partir da equação

uk+1
G = ukG + ω∆uk+1

G , (3.21)

em que ∆uk+1
G = g(ukG)− ukG e ω é um escalar predefinido chamado fator de relaxação e

o seu valor é constante ao longo de todas as iterações. A função g é aquela que calcularia
uk+1
G caso a correção não fosse aplicada. Isto é, g é a própria Eq. (3.13). Essa solução, aqui

denominada solução prevista, é denotada por ūG. Assim, a Eq. (3.21) pode ser escrita
como

uk+1
G = ukG + ω(ūk+1

G − ukG). (3.22)
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Resta, portanto, definir o valor de ω. No contexto do GLI, quando Ω̄L apresenta-se
mais rígido na discretização da escala local do que na global, situação na qual a conver-
gência não ocorreria, uma solução correta sempre será obtida ao se utilizar 0 < ω < 1, 0
(Chevreuil, Nouy e Safatly, 2013). Problemas nos quais o modelo local apresenta-se me-
nos rígido do que o global podem, também, ser acelerados. Nestes casos, porém, ω deverá
ser maior do que a unidade.

No contexto do MEFGgl-GLI, a aplicação da relaxação exige alterações no Algo-
ritmo 3.1. A principal refere-se à Eq. (3.22) e consiste na correção do vetor solução
previsto pelo modelo da escala global, ūkG. O Algoritmo 3.2 apresenta o procedimento do
MEFGgl-GLI com relaxação estática.

Observa-se que a relaxação estática é de fácil implementação. Também não há ônus
computacional significativo, afinal, a aplicação da técnica requer apenas duas operações
entre vetores com dimensão igual ao número de graus de liberdade do modelo global,
conforme a Linha 6 do algoritmo.

A limitação da técnica reside na definição de um valor ótimo para o fator de relaxação,
ωotm. Chevreuil, Nouy e Safatly (2013) e Xu (1992) apresentam metodologias para a
obtenção ou estimação de ωotm, contudo, essa pode ser uma tarefa computacionalmente
onerosa, uma vez que as metodologias disponíveis envolvem a manipulação de matrizes
de grandes dimensões e extração de autovalores, por exemplo.

3.3.2 Relaxação Dinâmica

A relaxação dinâmica aproveita os conceitos introduzidos na seção anterior e incorpora a
ideia de se utilizar um fator de relaxação a cada iteração, isto é,

uk+1
G = ukG + ωk(ūk+1

G − ukG). (3.23)

Há, portanto, a necessidade de se definir uma maneira de atualizar o valor de ω a
cada iteração. Existem diferentes formas de se realizar essa tarefa. Irons e Tuck (1969)
apresentaram uma versão modificada da fórmula ∆2 de Aitken (Aitken, 1927), uma técnica
de aceleração da convergência de métodos numéricos utilizados na obtenção de raízes
de funções. Essa versão foi utilizada por diversos autores. Küttler e Wall (2008) a
utilizaram para a solução de problemas de iteração fluido-estrutura. Liu, Sun e Fan
(2014) a aplicaram para a construção de uma estratégia global-local para problemas com
interfaces não conformes. Duval, Passieux, Salaün e Guinard (2014) a implementaram na
solução de problemas multiescala. Li, O’Hara e Duarte (2021) também utilizaram essa
metodologia ao propor o MEFGgl-GLI. Em comum, os autores indicam que o método
apresenta bom desempenho. Os resultados de Duval, Passieux, Salaün e Guinard (2014)
sugerem que o uso da relaxação dinâmica é mais eficiente do que relaxação convencional
mesmo quando ωotm é utilizado � ressalta-se que, na relaxação estática, ωotm é calculado
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Algoritmo 3.2: Solução pelo MEFGgl-GLI com relaxação estática.
Entrada:

• Modelos numéricos da escala global, da mesoescala e da escala local.
• Lista dos nós da interface entre os modelos global e meso.
• Lista dos elementos da interface entre os modelos global e meso.
• Fator de relaxação ω.

Saída:
• Solução final da escala global: uG.
• Solução final da mesoescala enriquecida: uME,nGL

.
• Solução final da escala local: uL,nGL

.

1 k = 0;
2 Calcular a solução do modelo global: uG;
3 enquanto verdadeiro faça
4 se k ̸= 0 então
5 ūkG = uk−1

G +K−1
G R

k ; /* solução prevista */
6 ukG = uk−1

G + ω(ūkG − uk−1
G ) ; /* solução corrigida */

7 senão
8 ukG = ūkG; /* não há correção na primeira iteração */
9 fim

10 Impor ukG como condição de contorno em Γ na mesoescala;
11 Calcular a solução inicial do modelo da mesoescala: uM ;
12 para j = 0 até nGL faça
13 Calcular a solução do modelo local: uL,j;
14 Enriquecer o modelo da mesoescala a partir da solução uL,j;
15 Calcular a solução do modelo enriquecido da mesoescala: uME,j;
16 fim
17 Calcular Rk pela Eq. (2.32) utilizando ukG e ukME,nGL

;
18 se há convergência então
19 interromper;
20 fim
21 k = k + 1;
22 fim

apenas no início do processo de solução e não é atualizado ao longo das iterações.
Nesse sentido, este trabalho implementa a relaxação dinâmica utilizando a fórmula ∆2

de Aitken conforme proposto por Irons e Tuck (1969). Se os vetores de incremento de
deslocamentos a cada iteração k são definidos como

∆k = (ūkG − uk−1
G ) |Γ , (3.24)

então o valor do fator de relaxação na mesma iteração é dado por
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ωk = −ωk−1 ∆k−1 · (∆k −∆k)∥∥∥∆k −∆k
∥∥∥2 . (3.25)

É importante observar que o cálculo de ∆k envolve somente os graus de liberdade
situados na interface Γ. No contexto MEFGgl-GLI, Γ está localizada entre a mesoescala
e a escala global, cuja malha é grosseira. Uma vez que há conformidade de malha em Γ,
a demanda computacional para o cálculo de ωk é de pouca significância frente ao custo
da solução.

Nota-se, também, que o cálculo de ωk requer o armazenamento de algumas informa-
ções. Além do valor corrente do próprio fator de relaxação, é necessário guardar a solução
prevista dos passos atual e anterior (ūkG e ūk−1

G ), bem como a solução corrigida dos dois
últimos passos (uk−1

G e uk−2
G ).

Como o cálculo de ωk requer os resultados das duas iterações anteriores, é necessário
arbitrar os valores iniciais do procedimento. Nesse sentido, faz-se u0

G = ū0
G e u1

G = ū1
G.

Isto é, não se realiza a correção da solução nas duas primeiras iterações e ω0 = ω1 = 1, 0.
Observa-se, ainda, que ωk somente é utilizado na correção da solução da próxima iteração,
uk+1
G .

O Algoritmo 3.3 apresenta a solução pelo MEFGgl-GLI utilizando a relaxação dinâ-
mica. Observa-se que a implementação da relaxação dinâmica usando a fórmula ∆2 de
Aitken não demanda grandes alterações em relação ao algoritmo que utiliza a relaxação
estática.

3.3.3 Quasi-Newton

Conforme discutido no início da Seção 3.3, métodos de aceleração do tipo quasi-Newton
são intrusivos, pois modificam a matriz KG na Eq. (3.13). É pressuposto que o uso desse
tipo de método no âmbito do MEFGgl-GLI violaria a proposta não intrusiva do método.

Duval, Passieux, Salaün e Guinard (2014), contudo, apresentaram uma versão não-
intrusiva dessa técnica de aceleração. Os autores utilizam a fórmula de atualização si-
métrica de posto (SR1) da matriz KG e a fórmula de Sherman-Morrison para calcular
o vetor uk+1

G = [Kk
G]−1 · f(ukG) de modo iterativo a partir de u0

G, a solução inicial do
problema global � observar que aqui a matriz KG é diferente a cada iteração. Assim, o
incremento de solução a cada iteração é calculado por

(
Ki+1

G

)−1
Rk =

(
Ki

G

)−1
Rk −

(
Ki

G

)−1
Ri+1

(
Ri+1

)⊺
(Ki

G)−1
Ri(

Ri+1
)⊺ [
uiG + (Ki

G)−1
Ri+1

] , (3.26)

em que {i ∈ Z | 0 ≤ i < k}. A Eq. (3.26) pode, portanto, ser implementada recursi-
vamente e requer o armazenamento de informações de todas as iterações de análise. A
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Algoritmo 3.3: Solução pelo MEFGgl-GLI com relaxação dinâmica.
Entrada:

• Modelos numéricos da escala global, da mesoescala e da escala local.
• Lista dos nós da interface entre os modelos global e meso.
• Lista dos elementos da interface entre os modelos global e meso.

Saída:
• Solução final da escala global: uG.
• Solução final da mesoescala enriquecida: uME,nGL

.
• Solução final da escala local: uL,nGL

.

1 k = 0;
2 ω0 = 1, 0;
3 Calcular a solução do modelo global: uG;
4 enquanto verdadeiro faça
5 se k > 1 então
6 ūkG = uk−1

G +K−1
G R

k; /* solução prevista */
7 Calcular ωk−1 pela Eq. (3.25); /* atualização de ω */
8 ukG = uk−1

G + ωk−1(ūkG − uk−1
G ); /* solução corrigida */

9 senão
10 ukG = ūkG; /* não há correção nas duas primeiras iterações */
11 fim
12 Impor ukG como condição de contorno em Γ na mesoescala;
13 Calcular a solução inicial do modelo da mesoescala: uM ;
14 para j = 0 até nGL faça
15 Calcular a solução do modelo local: uL,j;
16 Enriquecer o modelo da mesoescala a partir da solução uL,j;
17 Calcular a solução do modelo enriquecido da mesoescala: uME,j;
18 fim
19 Calcular Rk pela Eq. (2.32) utilizando ukG e ukME,nGL

;
20 se há convergência então
21 interromper;
22 fim
23 k = k + 1;
24 fim

saber, as soluções ūiG e os vetores de forças residuais Ri devem ser armazenados k vezes,
bem como deve ser guardado o produto (Ki

G)−1 ·Rk+1 para todas as iterações i < k − 1.
O procedimento para a implementação da técnica de aceleração está apresentado nos
Algoritmos 3.4 e 3.5 (Gendre, Allix, Gosselet e Comte, 2009).
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Algoritmo 3.4: Solução pelo MEFGgl-GLI com aceleração quasi-Newton.
Entrada:

• Modelos numéricos da escala global, da mesoescala e da escala local.
• Lista dos nós da interface entre os modelos global e meso.
• Lista dos elementos da interface entre os modelos global e meso.

Saída:
• Solução final da escala global: uG.
• Solução final da mesoescala enriquecida: uME,nGL

.
• Solução final da escala local: uL,nGL

.

1 k = 0;
2 Calcular a solução do modelo global: uG;
3 enquanto verdadeiro faça
4 se k > 1 então
5 ∆ūkG = K−1

G R
k; /* incremento previsto */

6 ∆ukG ← Algoritmo 3.5 com k, Rk e ∆ūkG; /* incremento corrigido */
7 ukG = uk−1

G + ∆ukG; /* solução corrigida */
8 senão
9 ukG = ūkG;

10 fim
11 Impor ukG como condição de contorno em Γ na mesoescala;
12 Calcular a solução inicial do modelo da mesoescala: uM ;
13 para j = 0, 1, . . . até nGL faça
14 Calcular a solução do modelo local: uL,j;
15 Enriquecer o modelo da mesoescala a partir da solução uL,j;
16 Calcular a solução do modelo enriquecido da mesoescala: uME,j;
17 fim
18 Calcular Rk pela Eq. (2.32) utilizando ukG e ukME,nGL

;
19 se há convergência então
20 interromper;
21 fim
22 k = k + 1;
23 fim

3.4 Implementação computacional
Os algoritmos apresentados nas Seções 3.1 e 3.3 foram utilizados na elaboração de um
programa computacional. O objetivo desse código é realizar o acoplamento não intrusivo
entre o modelo global, resolvido pelo MEF, e os modelos da mesoescala e da escala local,
resolvido pelo MEFGgl. Esse programa é responsável pelas tarefas associadas ao código
“Acoplamento” na Tabela 3.1.

Nesta seção, são apresentadas as principais características do programa. Inicialmente,
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Algoritmo 3.5: Versão não intrusiva do método quasi-Newton.
Entrada:

• Iteração k.
• Forças residuais no espaço global Rk.
• Incremento da solução prevista ∆ūkG.

Saída:
• Incremento da solução corrigida ∆ukG.

1 i = 0;
2 enquanto i < k faça
3 Calcular

(
Ki+1

G

)−1
·Rk ; /* Eq. (3.26) */

4 i = i + 1;
5 fim
6 ∆ukG =

(
Kk

G

)−1
·Rk;

7

são abordadas questões de aspecto geral e, em seguida, são apresentados os principais
métodos das classes que constituem o código. O código fonte poderá ser acessado pelo
endereço disponível na Seção 5.1.

3.4.1 Características gerais

Como discutido na Seção 1.2, o objetivo do código é realizar a implementação do MEFGgl-
GLI. Essa implementação é não intrusiva, de modo que não há alteração nos códigos
MEF e MEFGgl envolvidos. Com o seu objetivo bem definido, foram determinadas as
características necessárias ou desejadas para o código. Esses requisitos foram motivados
pelo objetivo geral deste trabalho, isto é, aproximar softwares de pesquisa do contexto
industrial e são listados a seguir:

1. Expansível: ser facilmente expandido e se tornar compatível com outros programas
de análise além daqueles já considerados nesta implementação, sejam eles programas
com maior apelo industrial ou acadêmico.

2. Autonomia: buscar o mínimo de interações com o usuário. Idealmente, o usuá-
rio participa apenas fornecendo os arquivos que contêm os modelos associados a
cada uma das três escalas, além das informações sobre a interface. O código deve
automatizar todo o processo de acoplamento.

3. Compartilhável: é desejável que o código seja facilmente compartilhado e utilizado
por outros usuários.
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Nesse sentido, o código foi implementado na linguagem Python, em sua versão 3.10.
O Python frequentemente figura como a escolha dos desenvolvedores dos programas de
análise tanto para suas APIs (Application Programming Interface) quanto para a constru-
ção de macros e scripts. É o caso de alguns programas bastante difundidos na indústria,
como o Abaqus, o ANSYS, o SAP 2000 e o Femap with NX/Nastran. Por essa razão,
muitos usuários desses softwares já dominam a linguagem, o que pode facilitar a extensão
do código. Além disso, a linguagem possui recursos e bibliotecas nativas que facilitam a
construção do código de acoplamento. Por fim, a linguagem é de distribuição gratuita, o
que atende à terceira característica desejada.

A implementação foi realizada utilizando o Abaqus para a análise pelo MEF, isto é,
para a escala global. Maiores informações sobre o software estão disponíveis em Smith
(2016). Já para o MEFGgl, a implementação do acoplamento foi realizada utilizando a
plataforma INSANE (Fonseca e Pitangueira, 2007, Pitangueira et al., 2008), já apresen-
tado no Capítulo 1.

Foi adotado o paradigma de programação orientada à objetos (POO). Essa decisão foi
tomada com o objetivo de facilitar a implementação do acoplamento para outros pacotes
de software além dos utilizados neste trabalho, isto é, facilitar a expensão do código.

Por fim, comenta-se sobre a estrutura de dados utilizada para o armazenamento e
a manipulação dos vetores de força e de deslocamentos. No escopo do MEFGgl-GLI, o
acoplamento conduz à manipulação de vetores associados ao modelo global e ao modelo
da mesoescala. Nesse sentido, optou-se pela adoção de uma estrutura de dicionários para
o armazenamento desses vetores. As entradas do dicionário (keys) correspondem aos
identificadores dos nós. Os valores do dicionário (values) são uma lista (list) contendo os
valores associados aos graus de liberdade do respectivo nó. Então, por exemplo, se um
nó cujo identificador é “Nó 1”está associado à uma força de 1000 unidades na direção x,
a sua representação na estrutura de dados será {“Nó 1”: [1000.0 0.0 0.0]}. Além de
indicar o identificador do nó e as forças associadas a ele, a representação indica, por meio
do comprimento da lista, o número de graus de liberdade associados ao nó.

Essa estrutura se mostrou vantajosa por algumas razões. A mais importante delas é
que os valores nodais (forças ou deslocamentos) são acessados pelo identificador do nó,
de modo que não há preocupação com a posição que esses valores ocupam na estrutura –
como aconteceria no caso de listas. Isso facilita a correspondência entre os nós do modelo
global e do modelo da mesoescala. Adicionalmente, foram necessárias poucas alterações
no código para que ele funcionasse independentemente do número de graus de liberdade
em cada nó. Por fim, na linguagem de programação utilizada, a pesquisa de valores em
um dicionário (dict) é, em geral, mais rápida do que em coleções como listas (list) ou
tuplas (tuple).
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3.4.2 Requisitos

O código requer a instalação da linguagem de programação Python na versão 3.10. Tam-
bém é necessário a instalação da biblioteca numpy.

Além disso, devem estar disponíveis os programas responsáveis pelas análises dos
modelos computacionais da escala global, mesoescala e escala local. No contexto da im-
plementação deste trabalho, devem estar instalados os programas Abaqus e INSANE.
O Abaqus foi instalado no computador de forma convencional por meio do instalador
disponibilizado pelos desenvolvedores. O INSANE, por sua vez, é utilizado por meio de
um arquivo executável .jar, fornecido no mesmo endereço utilizado para disponibilizar
todo o código � ver Seção 5.1.

3.4.3 Classe coupler
A classe coupler é a principal classe do código elaborado. Ela é responsável pelo aco-
plamento propriamente dito. É uma classe abstrata, pois alguns de seus métodos podem
variar de acordo com os programas de análise envolvidos.

Atributos

A Tabela 3.2 apresenta os principais atributos da classe coupler. Foram omitidos alguns
atributos criados por conveniência ou por razões práticas não relacionadas ao algoritmo
do MEFGgl-GLI.

Em geral, todos os atributos têm sua função e seu uso diretamente obtidos da sua des-
crição na Tabela 3.2. A exceção é o atributo results. Essa variável foi criada para guar-
dar informações de interesse ao longo das iterações. Por exemplo, se há interesse em saber
o deslocamento em um dos nós de interface ao longo do processo, essa variável é usada
para guardar essas informações. É usada em conjunto com o método saveResults().

Construtor

Um objeto da classe é construído a partir de dois argumentos obrigatórios e dois opcionais.
Os dois argumentos obrigatórios são do tipo model (ver Seção 3.4.4) e se referem ao modelo
global e ao modelo da mesoescala. Não é necessário informar o modelo da escala local.
Esse modelo é automaticamente identificado pelo código, o que é possível devido à forma
como o MEFGgl está implementado no INSANE.

Os argumentos opcionais se referem à convergência. O primeiro é do tipo double e
representa o valor da tolerância para o critério de convergência � o valor de ϵ na Eq. (3.1).
Se nenhum valor for passado, o construtor utilizará o valor padrão ϵ = 1, 0 × 10−5. O
segundo parâmetro é um tuple de dois elementos que define a técnica de aceleração de
convergência a ser utilizada, conforme discutido na Seção 3.3. O primeiro elemento é
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Tabela 3.2: Principais atributos da classe coupler.

Atributo Tipo Descrição

gm model Objeto que representa o modelo da escala global.
Mais informações na Seção 3.4.4.

mm model Objeto que representa o modelo da mesoescala. Mais
informações na Seção 3.4.4.

epsilon double Valor da tolerância para o resíduo relativo. É o valor
de ϵ, definido na Eq. (3.1).

rNormRef double
Norma euclidiana do vetor de forças residuais calcu-
lado na primeira iteração. Consiste em R0, definido
na Eq. (3.1).

rtb accelToolBox Objeto associado à técnica de aceleração utilizada.
Mais detalhes na Seção 3.4.5.

results list
Utilizado para guardar resultados de interesse a cada
iteração. Ao final do processo, é criado um arquivo
*.csv contendo as informações coletadas.

um string e deve ser escolhida uma das três opções apresentadas a seguir. O segundo
elemento do tuple é um double cujo significado depende do primeiro elemento. As opções
para o primeiro parâmetro do tuple são:

STATIC Indica o uso da técnica de relaxação estática, discutida na Seção 3.3.1. Nesse
caso, o segundo parâmetro é o fator de relaxação a ser utilizado.

DYNAMIC Indica o uso da técnica de relaxação dinâmica, discutida na seção Seção 3.3.2.
O segundo parâmetro é o fator de relaxação a ser utilizado nas duas primeiras
iterações. Em geral, recomenda-se o uso do valor 1,0.

QNA Indica o uso da técnica de aceleração quasi-Newton, Seção 3.3.3. O segundo parâme-
tro pode ser utilizado para a definição de um fator de relaxação que será utilizado
em conjunto com a técnica quasi-Newton. Essa opção foi implementada, mas será
investigada em um trabalho futuro.

Quando executado, o construtor do objeto prepara os arquivos para o acoplamento.
É criada uma pasta que receberá uma cópia dos arquivos que contém os modelos. Essa
pasta também será utilizada para o armazenamento das informações referentes à todas as
iterações, bem como aos resultados obtidos ao final do processo.
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Métodos

Apresenta-se a seguir uma descrição dos principais métodos da classe coupler. O método
couple é único necessário para que um usuário realize a análise pelo MEFGgl-GLI. Os
demais métodos são de uso interno do programa.

couple() Executa o acoplamento entre os modelos utilizados na construção do objeto
coupler.

getUcorr() Atualiza o vetor de deslocamentos do modelo global a partir da correção
calculada pela técnica de aceleração utilizada.

sendToGlobal() Envia forças nodais para o modelo global, associado ao atributo gm.

solveGlobalModel() Soluciona o modelo global, associado ao atributo gm.

getGlobalReaction() Recebe do modelo global, referente ao atributo gm, as suas reações
na interface Γ.

sendToMeso() Envia deslocamentos prescritos para o modelo da mesoescala, associado
ao atributo mm.

solveMesoModel() Soluciona o modelo da mesoescala, associado ao atributo mm.

getMesoReaction() Recebe do modelo da mesoescala, referente ao atributo mm, as suas
reações na interface Γ.

computeR() calcula as reações residuais referentes na iteração corrente. Esse cálculo é
realizado conforme a Eq. (2.32).

checkConvergence() Verifica, ao final de uma iteração, se ocorreu a convergência. A
verificação consiste na aplicação da Eq. (3.1), em que ϵ assume o valor do atributo
epsilon e R0 o valor calculado para rNormRef.

saveResults() Adiciona um novo elemento à variável results, que é do tipo list,
contendo as informações passadas como argumento.

writeResults() Escreve todos elementos da variável results em um arquivo .csv na
pasta que contém os resultados da análise.

3.4.4 Classe model
Esta classe representa um modelo computacional. É uma classe abstrata que é herdada por
outras duas classes abstratas: globalModel e mesoModel, correspondentes aos modelos
da escala global e da mesoescala, respectivamente. As classes globalModel e mesoModel
possuem seus métodos próprios, enquanto a classe model reúne os métodos e atributos
comuns às duas classes que a herdam.



§3.4 Aspectos computacionais do MEFGgl-GLI 72

Atributos

A Tabela 3.3 apresenta os atributos da classe model. Comenta-se que esses atributos
também são os únicos atributos das classes globalModel e localModel.

Tabela 3.3: Principais atributos da classe model.

Atributos Tipo Descrição

modelPath string Caminho do modelo no sistema de arquivos.

ielem list
Lista com os identificadores dos elementos adjacentes à in-
terface. Para o modelo global, devem ser listados somente
os elementos pertencentes à Ω̄GC . Consultar a Fig. 3.1.

inodes list Lista com os identificadores dos nós que se encontram na
interface.

Construtor

A construção de uma instância de modelo é realizada pela classe model, pois nesse processo
não há distinção entre os modelos das escalas global e mesoescala. Devem ser passados três
argumentos, cada um correspondendo a um dos três atributos apresentados na Tabela 3.3.

O primeiro argumento deve ser um string com o caminho completo do arquivo do
modelo. Atenção especial deve ser dada à caracteres especiais, bem como deve-se atentar
ao separador de diretórios do sistema (“\”ou “/”). Recomenda-se que o caminho seja
inserido entre aspas (“. . .”) em detrimento ao apóstrofo (‘. . .’). Isso evita problemas
quando existem diretórios com espaços ou caracteres especiais.

A lista dos identificadores dos elementos da interface é o segundo argumento, enquanto
o terceiro refere-se aos nós. Atenção deve ser dada ao tipo do identificador. Alguns
programas apresentam os identificadores como números inteiros, contudo, no arquivo de
saída os identificadores são escritos como strings.

Métodos

Lista-se, a seguir, os principais métodos das classes model, globalModel e mesoModel. O
conhecimento desses métodos não é necessário para o uso do programa. Ainda assim, tais
métodos são necessários para o entendimento do código, bem como para a sua expansão
ou adaptação.

• Classe model

run() Executa a análise do modelo.
getResults() Retorna o caminho do arquivo de resultados do modelo.
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getU() Retorna o vetor de deslocamentos resultante da solução do modelo.

• Classe globalModel

setF() Define um conjunto de forças nodais no modelo global.
getElemForces() Retorna forças nodais nos elementos. No cálculo dos esforços

nodais, são considerados apenas os nós e os elementos cujo identificador consta
nos atributos inodes e ielem, respectivamente. Isto é, são considerados apenas
os elementos e os nós da interface.

• Classe mesoModel

setUp() Define deslocamentos prescritos no modelo da mesoescala.
getReactions() Retorna as reações nos nós do modelo da mesoescala.

3.4.5 Classe accelToolBox
Essa é mais uma classe abstrata. Tem o objetivo de permitir a implementação de técnicas
de aceleração sem a necessidade de alterações nas demais partes do código. Além disso,
essa classe busca facilitar a implementação de técnicas de aceleração reunindo atributos
e métodos que seriam comuns entre tais técnicas.

Foi construída uma classe para cada uma das técnicas discutidas na Seção 3.3 e todas
elas implementam a accelToolBox. A relaxação estática foi implementada pela classe
staticRelax, enquanto a relaxação dinâmica foi implementada pela classe dynamicRelax.
Também foi criada a classe quasiNewtonAccel, que implementa o a técnica de aceleração
quasi-Newton. A última classe, como já comentado, não foi testada e será avaliada em
um trabalho futuro.

Atributos

A classe accelToolBox possui dois atributos. O atributo type é do tipo string e define
o tipo de técnica de aceleração que será utilizada no acoplamento. Na implementação
realizada, os valores esperados são aqueles apresentados na Seção 3.4.3, isto é, “STATIC”,
“DYNAMIC”e “QNA”. O segundo atributo é marcado pela variável beta e representa o fator
de relaxação.

A classe staticRelax possui o atributo d_corr, que armazena a solução corrigida
do passo anterior (uk−1

G ). O armazenamento desse vetor é necessário para a obtenção da
solução corrigida do passo corrente (ukG), conforme Eq. (3.22).

Na classe dynamicRelax, por sua vez, são utilizados dois atributos adicionais. O
atributo d_pred é uma lista de duas posições. As duas posições são iniciadas vazias.
Conforme o código é executado, a primeira posição é ocupada pelo vetor de deslocamentos
previstos no passo anterior (ūk−1

G ), enquanto a segunda posição é ocupada pelo vetor de
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solução prevista obtido no antepenúltimo passo (ūk−2
G ). O atributo d_corr funciona da

mesma forma, contudo, para os deslocamentos corrigidos. Esses atributos são utilizados
para a atualização do fator de relaxação ωk, conforme a Eq. (3.23).

Já a classe quasiNewtonAccel, por fim, possui quatro atributos adicionais. Foi dis-
cutido na Seção 3.3.3 que esse método pode ser implementado de forma recursiva, sendo,
para isso, necessário armazenar resultados de todas as iterações que antecederam a itera-
ção corrente. Nesse sentido, as variáveis r_list, du_list e kr são variáveis do tipo list
nas quais os elementos na posição i armazenam o vetor de forças residuais, o vetor de
incremento de deslocamentos corrigidos (Linha 6 do Algoritmo 3.5) e o vetor resultante
da Eq. (3.26) obtidos na iteração i, respectivamente. A quarta variável, n, refere-se ao
número de iterações.

A Tabela 3.4 apresenta todos os atributos mencionados, separando-os de acordo com
suas respectivas classes.

Construtor

As classes staticRelax e quasiNewtonAccel são instanciadas passando-se os atributos
type e beta como argumento. Já a classe dynamicRelax também requer como argumento
o atributo nodes. No contexto do MEFGgl-GLI, como comentado, essa lista correspon-
dente ao atributo inodes de um objeto da classe globalModel.

Métodos

A classe accelToolBox possui dois métodos, que são herdados pelas demais. O mé-
todo relaxation() é o único público e é responsável por realizar todo o processo de
aceleração, independentemente da técnica implementada. O outro método da classe é
o calculateCorrection(), que realiza a correção do vetor de deslocamentos previstos.
Esses métodos são abstratos na classe accelToolBox, de modo que as classes que a im-
plementam realizam a construção dos métodos de forma adequada.

Nas classes staticRelax e dynamicRelax, são implementados métodos para atu-
alizar, a cada iteração, os atributos d_corr, presente tanto em staticRelax quanto
em dynamicRelax, e d_pred, que consta somente na classe dynamicRelax. A classe
dynamicRelax também possui o método updateRelax() para que o valor do fator de
relaxação ω seja atualizado por meio da Eq. (3.25).

A classe quasiNewtonAccel não possui métodos além dos herdados da classe-mãe. A
seguir, lista-se os métodos existentes na classe accelToolBox e nas classes que a imple-
mentam.

• Classe accelToolBox

relaxation() Realiza todo o processo de aceleração, independentemente da téc-
nica utilizada. É o único método público.
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Tabela 3.4: Principais atributos das classes accelToolBox, staticRelax, dynamicRelax e
quasiNewtonAccel.

Atributo Tipo Descrição

Classe accelToolBox

type string Tipo de técnica de aceleração adotada.

beta double Fator de relaxação.

Classe staticRelax

d_corr dict Vetor de deslocamentos corrigidos da iteração k − 1.

Classe dynamicRelax

nodes list

Lista com os nós a serem considerados no cálculo da
Eq. (3.24). No contexto do MEFGgl-GLI, essa lista é
populada com os identificadores do nós da interface do
modelo global.

d_pred list

Lista de duas posições. A posição 0 guarda o vetor de
deslocamentos previstos na iteração k − 1. A posição 1
guarda o vetor de deslocamentos previstos da iteração
k − 2.

d_corr list

Lista de duas posições. A posição 0 guarda o vetor de
deslocamentos corrigidos da iteração k− 1. A posição 2
guarda o vetor de deslocamentos corrigidos da iteração
k − 2.

Classe quasiNewtonAccel

r_list list
Lista que armazena o vetor de forças residuais obtido em
cada iteração. O vetor da iteração corrente é adicionado
no final da lista.

du_list list
Lista que armazena o vetor incremento de deslocamento
de cada iteração. É calculado conforme a Linha 6 do
Algoritmo 3.5.

kr list Lista que armazena o vetor resultante da Eq. (3.26) a
cada iteração.

n int
Número da iteração corrente. Necessário para a defini-
ção o conjunto de valores a serem assumidos por i no
Algoritmo 3.5.
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calculateCorrection() Realiza a correção do vetor de deslocamentos previstos.

• Classe staticRelax

updateCorr() Atualiza o vetor de deslocamentos corrigidos (uG) armazenado no
atributo d_corr. Esse vetor será utilizado na Eq. (3.22) para a correção da
solução da próxima iteração.

• Classe dynamicRelax

updateCorr() Atualiza o vetor de deslocamentos corrigidos (uG) armazenado no
atributo d_corr. Esse vetor será utilizado na Eq. (3.23) para a correção da
solução da próxima iteração.

updatePred() Atualiza o vetor de deslocamentos previstos (ūG) armazenado no
atributo d_pred. Esse vetor será utilizado na Eq. (3.23) para a correção da
solução da próxima iteração.

updateRelax() Atualiza o valor do fator de relaxação. É uma aplicação direta da
Eq. (3.25).

3.4.6 Classe linAlg
Foi comentado que os vetores de forças e de deslocamentos são armazenados no código
por meio de dicionários. A classe linAlg foi, então, concebida para permitir a realização
de operações vetoriais simples a partir dessa estrutura de dados. Ela fornece métodos
que realizam operações básicas como a combinação linear entre dois vetores, por exemplo.
É uma classe que não pode ser instanciada. Não há, portanto, atributos nem método
construtor. O seu objetivo é fornecer métodos auxiliares para as demais classes. Tais
métodos são comentados a seguir.

getVectorFromDict() Retorna todos os valores (values) de um dicionário como uma
lista (list). A lista é construída pela ordem das entradas (keys) do dicionário.

getNormFromDict() Retorna a norma euclidiana do vetor formado pelos valores (values)
de um dicionário.

getInnerFromDict() Retorna o produto interno entre dois vetores representados por
dicionários. Os vetores são obtidos a partir dos valores (values) dos dicionários.

getLinearCombFromDict() Retorna a combinação linear entre dois vetores represen-
tados por dicionários. Os vetores são obtidos a partir dos valores (values) dos
dicionários. Cada vetor pode ser multiplicado por um escalar.

getLinearComb() Retorna a combinação linear entre dois vetores representados por lis-
tas. Cada vetor pode ser multiplicado por um escalar.
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Capítulo 4

Simulações numéricas

Neste capítulo são apresentados os resultados de simulações numéricas realizadas com
o objetivo de validar a implementação do MEFGgl-GLI e das técnicas de aceleração de
convergência apresentadas na Seção 3.3. Após a validação da implementação, foram
realizadas investigações acerca dos principais parâmetros do MEFGgl-GLI.

Os resultados foram comparados com modelos de referência. Os modelos de referência
foram construídos explorando-se o conceito apresentado na Seção 2.4 � ver Fig. 2.9.
Assim, as soluções dos problemas apresentados neste capítulo também foram obtidas por
modelos de elementos finitos convencional com malha refinada, pelo menos, no domínio
local.

4.1 Solução pelo MEF-GLI
Inicialmente, buscou-se aplicar o não intrusivo proposto por Whitcomb (1991) na solução
de um problema simples. Também buscou-se verificar a influência do uso do MEF-GLI
em diferentes cenários de rigidez do domínio local, dado o exposto na Seção 3.2.2. O
Problema 1 é apresentado na Fig. 4.1. Optou-se por um problema unidimensional, tão
simples quanto possível. A barra, que possui 9 m de comprimento, está fixa em uma de
suas extremidades. Na outra extremidade atua uma força axial de 150 kN. A seção da
barra possui área A e é constante ao longo de todo o comprimento.

O problema foi discretizado por meio de elementos de barra de dois nós. Cada nó
possui um grau de liberdade na direção axial do elemento. O modelo global foi construído
com três elementos. O domínio local foi definido pelo trecho da barra representado pelo
elemento central do modelo global. No modelo local, essa região foi discretizada utilizando
o mesmo tipo de elemento, porém, com refinamento. Foram utilizados elementos quatro
vezes menores. A Fig. 4.1 apresenta os modelos descritos.

Não foram consideradas não linearidades físicas ou geométricas. Desse modo, a ocor-
rência de efeitos locais foi introduzida por meio da alteração do módulo de elasticidade
associado a alguns dos elementos do modelo local. Todos os elementos do modelo global
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Figura 4.1: Problema 1 � Barra submetida a força concentrada em uma das extremidades.

possuem módulo de elasticidade E. No modelo local, por sua vez, o mesmo módulo de
elasticidade E foi utilizado nos elementos de extremidade (na Fig. 4.1, elementos 1 e 4),
enquanto os elementos centrais (2 e 3) foram considerados com módulo de elasticidade
E∗ = λE, em que λ ∈ R+ | λ ̸= {0, 1} é um valor predefinido. Foram considerados dois
casos. No Caso 1, assumiu-se λ = 0, 5. Este caso representa o cenário no qual Ω̄L é
discretizado de forma mais flexível no modelo local em comparação com o modelo global.
O Caso 2 foi definido com λ = 2, 0 e, assim, representa o cenário em que a representação
do domínio local é mais rígida no modelo local.

Uma vez que o objetivo é avaliar o comportamento do procedimento de acoplamento
pelo GLI, os dois cenários foram resolvidos pelo MEF-GLI por meio de solução manual,
no sentido de que não foram utilizados programas computacionais que implementam o
MEF. A solução foi obtida com o auxílio de planilha eletrônica construída particularmente
para o Problema 1. A implementação computacional do GLI, bem como do MEFGgl-GLI,
será abordada nas próximas seções. Foram realizadas as 10 primeiras iterações de cada
cenário.

Tomou-se para avaliação dos resultados a força residual no nó 3 do modelo global.
Os resultados obtidos estão apresentados na Fig. 4.2. Ainda que nos dois casos a força
residual apresente tendência a valores cada vez mais próximos de zero, observa-se que no
Caso 1 isso se dá forma monotônica, o que não ocorre no Caso 2.

A Fig. 4.3 apresenta que a taxa de convergência do MEF-GLI se dá em escala loga-
rítmica em relação ao módulo da força residual para o Caso 1. O comportamento obtido
está de acordo com o indicado por outros autores (Duval et al., 2014, Li et al., 2021).
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Figura 4.2: Forças residuais no MEF-GLI � ΩL mais rígido (azul) e menos rígido (vermelho) no
modelo local.

Figura 4.3: Taxa de convergência típica do MEF-GLI para problemas lineares elásticos.
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Tabela 4.1: Comparação de resultados entre o MEF e o MEF-GLI.

Coord.
[m]

Deslocamento [m]

Caso 1 Caso 2

MEF MEF-GLI dif. (%) MEF MEF-GLI dif. (%)

0,00 0,000E+00 0,000E+00 − 0,000E+00 0,000E+00 −
3,00 4,500E−01 4,500E−01 0,00000% 4,500E−01 4,500E−01 0,00000%
3,75 5,625E−01 5,625E−01 0,00003% 5,625E−01 5,625E−01 0,00004%
4,50 7,875E−01 7,875E−01 0,00007% 6,188E−01 6,187E−01 0,00005%
5,25 1,013E+00 1,013E+00 0,00009% 6,750E−01 6,750E−01 0,00006%
6,00 1,125E+00 1,125E+00 0,00009% 7,875E−01 7,875E−01 0,00008%
9,00 1,575E+00 1,575E+00 0,00007% 1,238E+00 1,237E+00 0,00005%

Quanto à qualidade dos resultados, a Tabela 4.1 compara os deslocamentos obtidos
pelo MEF convencional e pelo MEF-GLI nos nós dos modelos. Tanto no Caso 1 quanto
no Caso 2, a aplicação do GLI apresentou resultados equivalentes, isto é, não há diferença
significativa em relação à solução MEF convencional. A Fig. 4.4 apresenta a solução de
referência para o Caso 2. É dado destaque ao que pode ser chamado de “montagem”
do modelo de referência, conforme discutido na Seção 2.4, e sua solução foi obtida pelo
software Femap with NX/Nastran. Ao se utilizar o MEF-GLI, a melhor solução possível
corresponde àquela obtida por um modelo computacional que seria composto pela discre-
tização do modelo global em ΩGC e pela discretização do modelo local em ΩL. Essa é a
solução apresentada na Fig. 4.4 para o Caso 2.

Figura 4.4: Solução de referência para o Caso 2 do Problema 1.
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4.2 Validação do MEFGgl-GLI no INSANE
Após a avaliação do MEF-GLI por meio da solução manual do Problema 1, seguiu-se para
a implementação do MEFGgl-GLI. Nesse primeiro momento, as três escalas de análise são
resolvidas pelo INSANE.

Essa é, portanto, uma etapa intermediária, tendo em vista que o objetivo do trabalho
é implementar o MEFGgl-GLI de forma que a escala global seja solucionada por um
programa com apelo industrial. Esse passo in abordagem foi adotada por razões práticas.
Conforme a Tabela 3.1, o escopo referente à implementação do acoplamento pode ser
dividido em três fases, a saber: troca de informações com o modelo da escala global
(MEF), troca de informações com o modelo da mesoescala (MEFGgl) e processamento do
acoplamento propriamente dito. Ao se utilizar o mesmo software para a solução de todas
as escalas, a implementação é facilitada pois, inicialmente, o acoplamento deve ser capaz
de trocar informações com apenas um software. Como, nesta etapa, o objetivo é validar a
implementação do MEFGgl-GLI, o uso do INSANE para a solução de todos os modelos
facilita o processo. Ressalta-se que a implementação foi posteriormente estendida para
que a solução do modelo global fosse realizada pelo Abaqus, o que será tema da próxima
seção.

A validação da implementação foi realizada por meio da solução do Problema 2, apre-
sentado na Fig. 4.5, que consiste em uma chapa sob estado plano de tensões (EPT). A
chapa possui um orifício quadrado em sua região central. O carregamento é de tração e é
autoequilibrado. A figura também apresenta as dimensões e os outros dados do problema,
todos em unidades consistentes. Não há não linearidade física ou geométrica, de modo
que o orifício é a única fonte de efeitos localizados. O material é homogêneo e isotrópico,
com módulo de elasticidade E = 2, 0× 1011 u.c. e coeficiente de Poisson ν = 0, 30.

Conforme o MEFGgl-GLI, foram construídos 3 modelos estruturais computacionais.
Todos eles utilizam elementos finitos do tipo Q4 com ordem de integração 4x4. As malhas
dos modelos da escala global e da mesoescala possuem elementos com dimensão igual à
do orifício, isto é, os elementos possuem lado com dimensão l = 5, 0. Não há, contudo,
coincidência geométrica entre o orifício e o centro de qualquer elemento � o orifício está
posicionado entre quatro elementos, no centro da chapa. A malha do modelo local, única
que representa o orifício, foi construída com elementos de dimensão l = 2, 5. A Fig. 4.5
também apresenta as malhas utilizadas. Em cada modelo, a região em tom mais claro
indica o domínio da escala inferior � o vermelho mais claro no modelo da escala global
indica o domínio da mesoescala, por exemplo.

Os resultados obtidos pela implementação do MEFGgl-GLI utilizando exclusivamente
o INSANE são apresentados na Fig. 4.6 em termos da componente de deslocamentos
na direção y (uy). Inicialmente, observa-se que a solução reflete a simetria inerente ao
problema. No contexto deste trabalho, essa observação é importante, pois é um forte
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Figura 4.5: Problema 2 � Chapa com orifício central sob tração pura. Unidades consistentes.

indicativo em relação à implementação da transferência de forças e de carregamentos
entre os modelos.

Observa-se que, ainda que o modelo global não considere os efeitos locais, a sua res-
posta final em ΩGC é corrigida. Há leve incremento no campo de deslocamentos ao se
aproximar da região central da chapa. O modelo da mesoescala, modificado pela intro-
dução de funções de enriquecimento global-local, representa de forma satisfatória a perda
de rigidez devido ao orifício. Os maiores deslocamentos verticais, em módulo, ocorrem
nas fibras superior e inferior da seção central e o valor associado é 2, 781 × 10−5 u.c..
Essa solução foi obtida a partir dos 690 graus de liberdade dos modelos referentes às três
escalas.

Foram realizadas análises com o objetivo de avaliar a qualidade do resultado obtido.
Nesse sentido, o MEF foi utilizado em sua formulação convencional por meio do software
Femap with NX Nastran. Novamente, foram utilizados elementos finitos do tipo Q4. O
Modelo A foi construído com malha quadrilateral de lado l = 2, 5, o que resultou em
1.064 graus de liberdade. O segundo modelo, dito Modelo B, teve sua malha definida com
l = 0, 625 e, assim, possui 15.680 graus de liberdade.

As soluções obtidas pelo Modelo A e pelo Modelo B são apresentadas nas Figs. 4.7 e 4.8,
respectivamente, em termos dos deslocamentos verticais. Para o Modelo A, observa-se
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Figura 4.6: Deslocamentos na direção y (uy) obtidos pelo MEFGgl-GLI.

que o campo de deslocamentos possui fortes semelhanças com o obtido pelo MEFGgl-GLI.
Além da simetria em relação aos planos horizontal e vertical, observa-se que a solução
do Modelo A indica deslocamentos com mesmo valor nas duas bordas verticais, leve
redução na magnitude dos deslocamentos ao se aproximar do terço central da chapa e
forte aumento na magnitude dos deslocamentos na região do orifício. O comportamento
descrito está graficamente representado na Fig. 4.9, que será retomada após os comentários
sobre o Modelo B. Ainda em relação ao Modelo A, cabe registrar que o valor máximo, em
módulo, obtido para a componente de deslocamento na direção y é igual a 2, 769× 10−5

e ocorre nas fibras de extremidade da seção central.
Na solução obtida por meio do Modelo B, a componente de deslocamento vertical

possui o valor máximo de 2, 831 × 10−5, novamente nas fibras de extremidade da seção
central. Este modelo é mais fidedigno do que os anteriores devido ao maior número de
graus de liberdade. Já era, portanto, esperado que o deslocamento obtido por esse modelo
fosse de maior magnitude em comparação com os demais e a resposta do Modelo B será
admitida como valor de referência.

Ainda que o Problema 2 seja simples, a introdução do orifício resulta em significativa
alteração no campo de deslocamentos. A Fig. 4.9 apresenta a componente de deslocamen-
tos na direção y obtidos ao longo da borda inferior da chapa. Observa-se que o resultado
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Figura 4.7: Deslocamentos na direção y (uy) obtidos pelo Modelo A (1.064 graus de liberdade).

Figura 4.8: Deslocamentos na direção y (uy) obtidos pelo Modelo B (15.680 graus de liberdade).

do MEFGgl-GLI está entre os obtidos pelo Modelo A e pelo Modelo B. A solução pelo
MEFGgl-GLI é mais interessante do que a obtida pelo Modelo A, pois utiliza menos graus
de liberdade (690 contra 1.064) e a aproximação obtida está mais próxima do valor de
referência (2, 781× 10−5 contra 2, 769× 10−5).

Outro aspecto importante do gráfico da Fig. 4.9 diz respeito aos resultados obtidos na
interface Γ entre a escala global e a mesoescala. Neste problema, existem duas regiões de
interface posicionadas, cada uma, à 30 u.c. (unidades consistentes) da borda vertical mais
próxima. No gráfico, portanto, há interface nas posições 30 u.c. e 70 u.c.. A avaliação
do gráfico indica que, em termos de deslocamentos, a solução pelo MEFGgl-GLI não
introduziu resultados espúrios na região.

4.3 Validação do MEFGgl-GLI no Abaqus-INSANE
Apresenta-se, finalmente, os resultados obtidos a partir da implementação referente à
proposta deste trabalho. Nesta seção, os resultados correspondem à implementação do
MEFGgl-GLI utilizando o Abaqus como ferramenta computacional para a solução do
modelo global por meio do MEF e o INSANE para a solução dos modelos da mesoescala
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Figura 4.9: Comparação dos deslocamentos uy na borda inferior da chapa obtidos pelo MEFGgl-
GLI e pelos Modelos A e B.

e da escala local pelo MEFGgl.
Inicialmente, investigou-se os parâmetros inerentes ao MEFGgl-GLI. Nesse sentido,

foram feitas simulações com o objetivo de avaliar a influência do valor da tolerância na
resposta final obtida � o valor de ϵ na Eq. (3.1). Em seguida, investigação similar foi
realizada em relação ao número de iterações global-local na solução da mesoescala, isto
é, iterações no MEFGgl � o valor de nGL nos Algoritmos 3.1 a 3.4. A abrangência da
mesoescala também teve sua influência avaliada. Por fim, foram avaliadas algumas das
técnicas de aceleração da convergência discutidas na Seção 3.3 por meio de diferentes
problemas.

Em geral, as investigações foram realizadas a partir do Problema 2, já apresentado
na Fig. 4.5. Algumas modificações foram realizadas de acordo com o interesse de cada
situação de investigação. Essas modificações serão apresentadas sempre que necessário.
Ressalta-se que o problema não contém não linearidades físicas ou de geometria e que os
resultados e comentários apresentados nesta seção referem-se a tal classe de problemas.

4.3.1 Influência da tolerância

O primeiro parâmetro do MEFGgl-GLI a ser avaliado foi a à tolerância em relação ao
resíduo relativo, definida pela relação entre as normas euclidianas do vetor de forças
residuais da iteração k, Rk, e o vetor de forças residuais da primeira iteração, R0. Essa
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relação foi apresentada na Eq. (3.1), na qual a tolerância é representada por ϵ.
Li, O’Hara e Duarte (2021) indicam que valores de tolerância da ordem de 10−5 con-

duzem a resultados suficientemente precisos. Contudo, o trabalho mencionado não apre-
sentou um estudo em relação a isso. Whitcomb (1991), por sua vez, apresentou uma
investigação em relação ao critério de convergência. Em seu trabalho, a convergência era
atingida quando todos os elementos que compõem o vetor R apresentavam valor absoluto
inferior a ϵ. Desse modo, o critério de convergência não era relativo. Além disso, Whit-
comb avaliou a convergência do MEF-GLI, enquanto aqui se investiga o MEFGgl-GLI.

Nesse sentido, com o objetivo de investigar a influência do valor atribuído a ϵ nos
resultados, um problema foi resolvido pelo MEFGgl-GLI adotando-se cinco valores dis-
tintos de convergência: 10−2, 10−3, 10−5, 10−7 e 10−10. O Problema 2, apresentado na
seção Seção 4.2, foi novamente considerado. A única observação é que agora o modelo da
escala global foi solucionado pelo Abaqus. As malhas apresentadas na Fig. 4.5 são aqui
novamente utilizadas. As soluções apresentadas nesta seção foram obtidas utilizando-se
apenas um ciclo MEFGgl por iteração do GLI, isto é, nGL = 1. Esse parâmetro será
estudado na próxima seção.

Os resultados foram avaliados em termos das componentes de deformação. A Fig. 4.10
apresenta a reposta obtida pelo MEFGgl-GLI utilizando o menor e o maior valor de
tolerância utilizados, respectivamente 10−10 e 10−2. A Fig. 4.11 apresenta os resultados
obtidos pela formulação convencional do MEF por meio dos Modelos A e B, definidos na
Seção 4.2. Nas figuras, os resultados visualizados compreendem somente o domínio da
mesoescala.

Sabe-se que o Modelo B fornece solução mais precisa do que o Modelo A devido ao
refinamento h. Nesse sentido, observa-se que, independentemente da tolerância utilizada,
em termos da componente de deformação εyy, os resultados obtidos pelo MEFGgl-GLI são
coerentes. Recorda-se que o Modelo A possui 1064 graus de liberdade, enquanto os três
modelos utilizados no MEFGgl-GLI somam 690 graus de liberdade.

A comparação dos dois resultados apresentados na Fig. 4.10 indica que não houve
significativa mudança no campo de deformações obtido ao se variar o valor da tolerância.
Há, contudo, certa diferença nos resultados e, nesse sentido, foram definidos dois pontos
para uma comparação mais precisa. Outra razão para a definição de pontos para a
comparação de resultados reside no fato de o modelo da mesoescala não contemplar o
orifício. Os pontos selecionados estão indicados na Fig. 4.12. Foi estabelecido como
requisito para a definição dos pontos que todos os modelos apresentassem um nó nessa
posição.

O Ponto 1 foi selecionado, pois a solução do Modelo B indica que ocorre aumento de
deformação nessa região. Esse aumento foi capturado pela solução MEF do Modelo A,
menos refinada (ver Fig. 4.11). O objetivo é avaliar se a solução pelo MEFGgl-GLI, ainda
menos refinada, também seria capaz de aproximar bem o resultado, bem como avaliar se
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Figura 4.10: Componente de deformação εyy na mesoescala. Resultados obtidos pelo
MEFGgl-GLI.

Figura 4.11: Componente de deformação εyy na mesoescala. Resultados obtidos pelo MEF.

a tolerância implica em alguma alteração de resultado na região.
Já o Ponto 2, por sua vez, foi selecionado por dois motivos. As Figs. 4.10 e 4.11

indicam que nessa região ocorre o menor valor de εyy. Ainda, espera-se que a componente
de deformação εxy seja nula ou numericamente insignificante nesse ponto.

A Tabela 4.2 compara os resultados obtidos por cada uma das soluções realizadas
em termos das componentes de deformação nos Pontos 1 e 2. Os resultados obtidos
pelo MEFGgl-GLI indicam que não há variação de resultados para valores de tolerância
superiores a 10−5. Mesmo quando adotado ϵ = 10−2, os resultados obtidos estão distantes
cerca de 1% dos obtidos com a menor tolerância considerada (ϵ = 10−10). Essa conclusão
também pode ser obtida graficamente pela Fig. 4.13.

Observa-se que há congruência entre os resultados obtidos pelas diferentes soluções.
Avaliando-se a componente de deformação na direção x, os resultados obtidos pelo MEFGgl-
GLI apresentam diferença média de 3,50% e 1,20% em relação aos valores obtidos pelo
Modelo B no Ponto 1 e no Ponto 2, respectivamente. O Modelo A apresenta diferença de
1,38% no Ponto 1, e de −6, 40% no Ponto 2, também em relação ao Modelo B. Quanto
à componente de deformação na direção y, o MEFGgl-GLI apresentou resultados com
variação de 9,30% e 10,34% em relação ao Modelo B nos pontos 1 e 2. O Modelo A esteve
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Figura 4.12: Definição dos pontos 1 e 2 para comparação de resultados.

um pouco mais próximo dos resultados do Modelo B, com variações de 2,37% e −6, 52%,
respectivamente. Finalmente, a avaliação das deformações no plano xy indica boa preci-
são do MEFGgl-GLI. No Ponto 1, os resultados foram 2,54% superiores aos obtidos pelo
Modelo B. O Modelo A, por sua vez, apresentou nesse mesmo ponto uma deformação
18,21% superior em relação ao Modelo B. No Ponto 2, todos os modelos apresentaram
εxy = 0, conforme esperado.

Tabela 4.2: Comparação de resultados do MEFGgl-GLI para diferentes valores de tolerância (ϵ).

Tolerância
(ϵ)

Componentes de deformação (10−6)

Ponto 1 Ponto 2

εxx εyy εxy εxx εyy εxy

10−2 6,2743 -2,6254 -0,8795 1,6734 -0,6708 0,0000
10−3 6,2757 -2,6260 -0,8797 1,6738 -0,6710 0,0000
10−5 6,2757 -2,6260 -0,8798 1,6738 -0,6710 0,0000
10−7 6,2757 -2,6260 -0,8798 1,6738 -0,6710 0,0000
10−10 6,2757 -2,6260 -0,8798 1,6738 -0,6710 0,0000

Modelo A 6,1472 -2,4597 -1,0142 1,2127 -0,2659 0,0000
Modelo B 6,0636 -2,4028 -0,8580 1,6008 -0,4226 0,0000

Os resultados apresentados até então indicam que valores de tolerância superiores a
10−5 não impactam a qualidade das respostas obtidas. A tolerância adotada, contudo,
também deve ser avaliada em relação ao custo computacional para a obtenção da solução.
No escopo do MEFGgl-GLI, a avaliação do custo computacional foi realizada em termos do
número de iterações necessárias para a convergência e do tempo de execução. Em vez de
avaliar o tempo de execução por meio de valores absolutos, optou-se por uma comparação
relativa em relação ao tempo gasto com a maior tolerância considerada. Portanto, o
tempo de execução da solução obtida com ϵ = 10−2 é o valor de referência e vale 1,0.
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εxx

Figura 4.13: Componente de deformação εxx nos pontos 1 e 2 em função da tolerância adotada.

Tabela 4.3: Custo computacional do MEFGgl-GLI para diferentes valores de tolerância (ϵ).

Resultados
Tolerância (ϵ)

10−2 10−3 10−5 10−7 10−10

Número de iterações 3 4 6 7 10
Tempo de execução relativo 1,000 1,270 1,921 2,159 3,937

A Tabela 4.3 apresenta os valores medidos para as análises realizadas. Em geral, para
o problema estudado, o aumento no número de iterações presenta relação inversamente
logarítmica com o valor de tolerância adotado. Isto é, a convergência demanda uma
iteração a mais para cada redução de dez vezes no valor da tolerância.

Quanto ao tempo de execução, também se verifica forte relação entre a redução da
tolerância e o aumento do tempo de execução. A Fig. 4.14 apresenta a relação obtida para
o problema avaliado. É importante recobrar que a tolerância aqui avaliada se refere ao
GLI, procedimento utilizado para o acoplamento entre a escala global e a mesoescala. O
procedimento de análise envolve outras etapas. Por essa razão, a relação entre a tolerância
e o tempo de execução pode não ser direta. Por exemplo, o número de ciclos global-local
na análise da mesoescala pelo MEFGgl também impacta no tempo total de análise.

Há, portanto, significativo aumento no custo computacional conforme valores mais
restritivos de tolerância são adotados. O uso de tolerância igual a 10−5 demanda aproxi-
madamente duas vezes mais tempo do que a solução com tolerância de 10−2.

Os resultados indicaram que não há ganho de qualidade significativo quando valores
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Figura 4.14: Tempo de execução para diferentes valores de tolerância.

de tolerância inferiores a 10−5 foram utilizados. Também verificou-se forte relação entre
o uso de tolerâncias mais restritivas e o aumento do custo computacional. Nesse sentido,
para a classe de problemas estudada, ϵ = 10−5 se apresenta como um valor equilibrado
para a tolerância do resíduo relativo e, assim, foi adotado para a obtenção das demais
soluções apresentadas neste texto.

4.3.2 Influência do número de ciclos MEFGgl

No Algoritmo 3.1, o número de iterações global-local, ou ciclos MEFGgl, é representado
por nGL e indica o número de vezes que as instruções apresentadas entre as Linhas 4 e 9
serão repetidas. Li, O’Hara e Duarte (2021) indicam que, no contexto do MEFGgl-GLI, o
uso de apenas um ciclo global-local é suficiente. Gupta, Kim e Duarte (2012) indicaram
que uma iteração MEFGgl é suficiente para a lidar com problemas de condição de contorno
inexatas considerando a classe de problemas em estudo.

Ainda assim, há interesse em investigar se o número de iterações MEFGgl causa alguma
influência no MEFGgl-GLI. A estratégia de enriquecimento global-local aplicada ao MEFG
resulta em alterações das funções de forma do modelo global, o que é evidenciado na
Eq. (2.11). Também ocorre imposição de condições de contorno no problema da escala
local. Dentro do escopo do MEFGgl-GLI, a mesoescala exerce o papel de escala global do
MEFGgl e, após o processo de enriquecimento, terá funções de forma construídas a partir
de funções de enriquecimento global-local � novamente, conforme a Eq. (2.11). A matriz
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de rigidez da mesoescala é, portanto, alterada devido ao processo de enriquecimento. A
mesoescala, contudo, também é a escala local em um acoplamento pelo GLI, ainda dentro
do escopo do MEFGgl-GLI. Recorda-se, então, que a diferença de rigidez entre os modelos
da escala global e da mesoescala condiciona a convergência do GLI, como discutido na
Seção 3.2.2 – ver Eq. (3.20). Nesse sentido, o número de ciclos MEFGgl pode, também,
interferir no comportamento da convergência do GLI.

A influência do número de iterações global-local foi avaliada de forma similar à tole-
rância. O Problema 2 (ver Fig. 4.5) foi solucionado considerando 1, 2, 3 ou 6 iterações
MEFGgl.

A qualidade dos resultados foi avaliada pelo campo de deformações, tal como feito
anteriormente. Novamente, os Pontos 1 e 2, apresentados na Fig. 4.12, foram considerados
para a comparação dos resultados. A Fig. 4.15 apresenta a componente de deformação εxx

resultante da solução pelo MEFGgl-GLI. Na figura, são apresentados os resultados obtidos
com o menor e o maior número de iterações MEFGgl. Em geral, os resultados indicam
que as soluções obtidas são bastante similares. Para comparação, a Fig. 4.16 apresenta
os resultados provenientes da solução pelo MEF convencional utilizando os Modelos A e
B descritos anteriormente.

GL GL

Figura 4.15: Componente de deformação εxx na mesoescala. Resultados obtidos pelo
MEFGgl-GLI.

Figura 4.16: Componente de deformação εxx na mesoescala. Resultados obtidos pelo MEF.
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A Tabela 4.4 apresenta de forma mais detalhada os resultados obtidos nos Pontos 1 e 2.
Observa-se que há leve evolução de resultados ao se utilizar nGL = 2 em comparação com
o uso de apenas um ciclo MEFGgl. A partir daí, não há melhora efetiva dos resultados,
que se mantêm praticamente inalterados mesmo para nGL = 6.

A influência do número de ciclos MEFGgl na demanda computacional foi novamente
avaliada pelo tempo de execução e pelo número de iterações necessárias para a convergên-
cia do GLI. A Tabela 4.5 apresenta os resultados obtidos. Independentemente do valor
adotado para nGL, o número de iterações GLI necessárias para a convergência se manteve
inalterado e igual a 6.

O tempo de execução para nGL = 1 foi adotado como referência. Observa-se que o
aumento no número de ciclos MEFGgl influenciou diretamente o tempo total da análise.
No caso extremo, utilizando-se nGL = 6, o tempo de execução foi 2,653 vezes superior ao
obtido quando utilizado apenas uma iteração MEFGgl. O gráfico da Fig. 4.17 apresenta
relação entre nGL e o tempo de execução do MEFGgl-GLI obtida neste trabalho.

Por fim, ainda que o número de iterações GLI não tenha sofrido alterações em função
de nGL, foi avaliado se houve variação no comportamento da convergência do GLI em
termos do resíduo relativo a cada iteração. Os resultados obtidos estão apresentados na
Tabela 4.6 e indicam que, para a classe de problemas avaliada, o aumento do número de
iterações global-local no MEFGgl não influenciou a convergência do GLI.

Tabela 4.4: Resultados do MEFGgl-GLI para diferentes números de ciclos MEFGgl.

Ciclos
(nGL)

Componentes de deformação (10−6)

Ponto 1 Ponto 2

εxx εyy εxy εxx εyy εxy

1 6,2757 -2,6260 -0,8798 1,6738 -0,6710 0,0000
2 6,2801 -2,6003 -0,8802 1,6685 -0,6633 0,0000
3 6,2801 -2,6002 -0,8800 1,6685 -0,6633 0,0000
6 6,2801 -2,6002 -0,8800 1,6685 -0,6633 0,0000

Modelo A 6,1472 -2,4597 -1,0142 1,2127 -0,2659 0,0000
Modelo B 6,0636 -2,4028 -0,8580 1,6008 -0,4226 0,0000

Tabela 4.5: Custo computacional do MEFGgl-GLI para diferentes números de ciclos MEFGgl.

Resultados
Número de ciclos MEFGgl (nGL)

1 2 3 6

Número de iterações MEFGgl-GLI 6 6 6 6
Tempo de execução relativo 1,00 1,322 1,595 2,653
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Figura 4.17: Tempo de execução para diferentes nGL.

Em resumo, para o problema avaliado, o incremento no número de ciclos MEFGgl não
melhorou os resultados obtidos de modo significativo. Por outro lado, também não foram
observadas alterações no comportamento de convergência do GLI com o aumento de nGL.
Constatou-se, entretanto, conforme esperado, que o tempo de execução da análise pode
aumentar de forma significativa quando se utiliza elevado número de iterações na estra-
tégia global-local aplicada ao MEFG. Desse modo, neste trabalho, as próximas análises
foram realizadas considerando nGL = 1.

Tabela 4.6: Convergência do MEFGgl-GLI para diferentes números ciclos MEFGgl.

Iteração
Resíduo relativo

nGL = 1 nGL = 2 nGL = 3 nGL = 6

0 1,0000E+00 1,0000E+00 1,0000E+00 1,0000E+00
1 6,2556E−02 6,2526E−02 6,2524E−02 6,2524E−02
2 3,8612E−03 3,8620E−03 3,8618E−03 3,8618E−03
3 2,3807E−04 2,3829E−04 2,3827E−04 2,3827E−04
4 1,4677E−05 1,4701E−05 1,4700E−05 1,4700E−05
5 9,0486E−07 9,0697E−07 9,0686E−07 9,0688E−07
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4.3.3 Influência da extensão da mesoescala

Duval, Passieux, Salaün e Guinard (2014) avaliaram a influência da extensão do domínio
local na solução de problemas de mecânica da fratura pelo MEF-GLI. Não foi encontrado,
entretanto, trabalho sobre a influência do tamanho da mesoescala em análises com o
MEFGgl-GLI. Justifica-se, assim, a investigação apresentada nesta seção.

Foram propostos, então, três modelos distintos para a solução do Problema 2. Tais
modelos estão apresentados na Fig. 4.18 e diferenciam-se exclusivamente pelo domínio da
mesoescala. No Modelo M1, a mesoescala possui duas camadas de elementos além do
contorno do domínio da escala local. No Modelo M2, há apenas uma camada. Por fim,
o Modelo M3 foi construído com a mesoescala coincidente com o domínio Ω̄L. As demais
características dos modelos foram mantidas iguais.

Figura 4.18: Modelos utilizados na avaliação da influência da abrangência da mesoescala nos
resultados do MEFGgl-GLI.

A qualidade dos resultados obtidos foi inicialmente avaliada em termos dos desloca-
mentos na direção y calculados para a borda inferior da chapa. A Fig. 4.19 apresenta
um gráfico com as soluções obtidas pelos modelos M1, M2 e M3. Para referência, o grá-
fico inclui as soluções anteriormente obtidas pelos Modelos A e B (análise pelo MEF).
Observa-se que ocorre quase uma sobreposição entre as respostas obtidas pelos Modelos
M1, M2 e M3, que são muito similares à obtida pelo Modelo A.

Destaca-se que os resultados foram satisfatórios mesmo no Modelo M3, cujo domínio da
mesoescala coincide com o domínio da escala local. Também se observa que os resultados
não sofreram alterações independentemente da posição de Γ, a interface entre a escala
global e a mesoescala. Esses resultados podem ser interpretados de forma positiva, pois
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Figura 4.19: Deslocamentos verticais na borda inferior da chapa � Resultados dos Modelos M1,
M2 e M3.

indicam que, para a classe de problemas avaliada, a definição do domínio da mesoescala
não conduziu a resultados espúrios em Γ em qualquer dos cenários avaliados.

Também foi avaliado se a extensão da mesoescala influencia na demanda computacio-
nal para a obtenção da solução. Por um lado, os Modelos M2 e M3 possuem a mesoescala
reduzida em relação ao modelo M1, o que, em princípio, reduz o tempo de execução. Por
outro lado, é necessário avaliar se a convergência do GLI é prejudicada ao se aproximar
Γ do domínio local.

Os resultados obtidos estão apresentados na Tabela 4.7, na qual o tempo de execução
associado ao Modelo M1 foi tomado como referência. O Modelo M2 apresentou leve
redução no tempo de solução, o que pode ser justificado pela redução do tamanho do
modelo da mesoescala. Para o Modelo M3, entretanto, ocorreu o contrário. O tempo de
solução foi maior do que o gasto nos Modelos M1 e M2. Isso ocorreu devido ao número de
iterações GLI necessárias para o atendimento do critério de convergência, que aumentou
de 6, nos Modelos M1 e M2, para 8 no Modelo M3.

A abrangência da mesoescala pode, portanto, influenciar a convergência do MEFGgl-
GLI. Essa afirmação é evidenciada na Fig. 4.20, que apresenta o comportamento da con-
vergência dos Modelos M1, M2 e M3. Os resultados indicam de forma clara que a taxa
de convergência do GLI é prejudicada quando Γ se aproxima da região sob influência dos
efeitos localizados.
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Tabela 4.7: Custo computacional do MEFGgl-GLI para diferentes tamanhos da mesoescala.

Resultados Modelo

M1 M2 M3

Número de iterações MEFGgl-GLI 6 6 8
Tempo de execução relativo 1,000 0,981 1,250

Figura 4.20: Convergência dos Modelos M1, M2 e M3.

Em resumo, a avaliação do Problema 2 por meio dos Modelos M1, M2 e M3 indicou que
todos os modelos apresentaram a mesma qualidade de solução. Em relação ao tempo de
solução, há uma troca entre a redução do problema matemático associado à mesoescala
e o aumento no número de iterações GLI. Esse último comportamento ocorre, pois, a
redução da mesoescala influenciou a taxa de convergência do MEFGgl-GLI.

4.3.4 Técnicas de aceleração

Avaliou-se, por fim, o desempenho de algumas técnicas de aceleração apresentadas na
Seção 3.3. Foram avaliadas as técnicas de relaxação estática e relaxação dinâmica. Para
tal, o Problema 2 foi modificado. Como discutido anteriormente, a taxa de convergência
do GLI é estabelecida a partir da diferença de rigidez entre a escala global e a mesoescala
enriquecida. Quando Ω̄L é representado de forma menos rígida no modelo global, em
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teoria, o GLI pode não convergir. Buscou-se, então, introduzir esse cenário no Problema
2.

Para tal, os modelos da mesoescala e da escala local foram alterados de modo que o
módulo de elasticidade de todos os seus elementos fosse três vezes maior do que o utilizado
na escala global. O modelo global possui módulo de elasticidade EG = 2, 0 × 1011 u.c.,
enquanto os modelos da mesoescala e da escala local possuem módulo de elasticidade
EM = 6, 0× 1011 u.c.. Esse problema será referido como Problema 3.

As soluções apresentadas a seguir foram obtidas mantendo-se os mesmos parâmetros
do MEFGgl-GLI, definidos a partir das observações apresentadas nas seções anteriores
deste capítulo. Isto é, foi utilizado ϵ = 10−5 e nGL = 1. Em relação à extensão da
mesoescala, foi utilizada a correspondente ao Modelo M1, portanto, com duas camadas
de elementos entre a interface Γ e ∂ΩL.

Relaxação Estática

Inicialmente, tentou-se resolver o problema sem a utilização de qualquer técnica de ace-
leração. Conforme esperado a partir das discussões da Seção 3.2.2, essa tentativa não
logrou sucesso, tendo sido observado desde o início do procedimento que a convergência
que não seria atingida.

Diversos fatores de relaxação ω foram, então, utilizados em busca da solução do Pro-
blema 3. A evolução da convergência obtida para cada um desses fatores está apresentada
na Fig. 4.21. Também foram incluídos no gráfico os resultados das primeiras iterações
obtidas sem a utilização de relaxação, o que é equivalente ao uso de ω = 1, 0.

É evidente que o emprego da técnica de relaxação estática possibilitou a solução do
Problema 3 por meio do MEFGgl-GLI. Os resultados indicam que a taxa de convergência
depende fortemente do valor de relaxação utilizado.

Quanto ao custo computacional, observou-se relação entre o número de iterações ne-
cessárias para a convergência e o coeficiente de relaxação utilizado. A variação do número
de iterações em função de ω está apresentada na Fig. 4.22.

No problema avaliado, no qual não há distorção dos elementos finitos, observou-se
relação inversamente proporcional entre a razão EM/EG e os valores de coeficientes de
relaxação que conduziram às melhores taxas de convergência. O módulo de elasticidade
utilizado na mesoescala foi 3 vezes superior ao da escala global. O orifício, contudo,
representa uma perda de rigidez, que é considerada apenas na mesoescala por meio do
MEFGgl. A razão entre a rigidez do modelo da mesoescala e da escala global é, portanto,
pouco menor que 3,0. As melhores taxas de convergência foram obtidas por valores de ω

próximos de 0,35.
Quanto à qualidade dos resultados obtidos pela relaxação estática, as soluções foram

avaliadas em termos dos deslocamentos e das deformações. Para comparação, o Modelo B,
apresentado anteriormente, foi atualizado para o Problema 3. O módulo de elasticidade
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Figura 4.21: Convergência utilizando relaxação estática com diferentes valores de ω.

Figura 4.22: Relação entre o número de iterações MEFGgl-GLI e ω.
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foi, portanto, modificado somente no domínio correspondente à mesoescala da análise
MEFGgl-GLI e foi utilizado o valor EM = 6, 0× 1011 u.c., isto é, valor três vezes maior do
que o valor original.

Em geral, as soluções obtidas utilizando a relaxação estática não apresentam diferen-
ças entre si, independentemente do fator de relaxação utilizado. Isso será explorado com
maiores detalhes adiante no texto. Dito isso, escolheu-se a solução obtida com ω = 0, 35
como representativa. A Fig. 4.23 apresenta os deslocamentos ux e uy e as componen-
tes de deformação εxx e εyy obtidos pelo MEFGgl-GLI com relaxação estática utilizando
ω = 0, 35. Para referência, os resultados obtidos pelo Modelo B estão apresentados na
Fig. 4.24.

Percebe-se que os campos de deslocamento e de deformação obtidos utilizando a re-
laxação estática se assemelham aos obtidos pelo MEF convencional. Os Pontos 1 e 2
(ver Fig. 4.12) foram novamente utilizados para a comparação dos resultados obtidos em
termos das componentes de deformações. A Tabela 4.8 apresenta os resultados obtidos
com alguns dos fatores de relaxação utilizados. Selecionou-se o maior fator de relaxação
(ω = 0, 65), o menor (ω = 0, 10) e o fator com melhor taxa de convergência (ω = 0, 35).

Os resultados apresentados na Tabela 4.8 indicam que, em geral, o uso da relaxação
estática não introduziu resultados espúrios. É necessário comentar, contudo, que a solução
que utilizou ω = 0, 65 encontrou um valor não nulo para εxy no Ponto 2, o que não ocorre
nas demais soluções. Esse erro é marginal. Ademais, as soluções obtidas pelo MEFGgl-GLI
com relaxação estática são próximas da obtida pelo Modelo B.

Quanto aos deslocamentos, a Fig. 4.25 apresenta os valores de uy obtidos na borda infe-
rior da chapa pelo MEF, por meio do modelo B, e pelo MEFGgl-GLI utilizando ω = 0, 35.
A resposta obtida nos dois modelos é bastante similar e, portanto, os resultados do
MEFGgl-GLI são satisfatórios. Recobra-se que o Modelo B possui 15.680 graus de li-
berdade, enquanto a solução pelo MEFGgl-GLI foi obtida com 690 graus de liberdade. Na
borda inferior, a maior diferença entre os deslocamentos obtidos é de 2,69% e ocorre em
x = 50, 0 u.c..

Tabela 4.8: Resultados do MEFGgl-GLI para alguns valores de ω.

Fator de
relaxação

(ω)

Componentes de deformação (10−6)

Ponto 1 Ponto 2

εxx εyy εxy εxx εyy εxy

0,65 2,0219 -0,8200 -0,2757 0,5157 -0,1682 0,0001
0,35 2,0219 -0,8199 -0,2757 0,5157 -0,1682 0,0000
0,10 2,0219 -0,8199 -0,2757 0,5157 -0,1682 0,0000

Modelo B 1,9712 -0,7587 -0,2637 0,5105 -0,1059 0,0000
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Figura 4.23: Deslocamentos e deformações obtidas pelo MEFGgl-GLI utilizando relaxação está-
tica com ω = 0, 35.

Figura 4.24: Deslocamentos e deformações obtidas pelo Modelo B.
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A seção transversal no plano yz localizada em x = 45, 0 u.c. foi selecionada para a
avaliação dos deslocamentos horizontais. Os resultados são apresentados na Fig. 4.26
e, novamente, indicam que o MEFGgl-GLI com relaxação estática conduz a resultados
ajustados aos do Modelo B. A maior diferença entre as respostas ocorre em y = 15, 0 u.c.

e é de 0,57%.
A relaxação estática mostrou-se eficiente na tarefa de permitir a solução de problemas

nos quais a convergência não ocorre sem o uso dessa técnica. A convergência é estável
e segue taxa logarítmica. Houve leve prejuízo nos resultados quando foi utilizado fator
de relaxação que levou à convergência muito lenta (ω = 0, 65). A determinação de bons
valores de ω é justamente a maior limitação da técnica. Pode não ser fácil saber, a priori,
qual valor de ω é adequado. Ainda que o presente estudo tenha indicado a existência
de uma relação entre bons valores de ω e a razão entre as rigidezes da mesoescala e da
escala global, é necessário validar essa observação a partir da avaliação de outras classes
de problemas. Não obstante, nem sempre é fácil identificar a relação de rigidez entre as
escalas.

Outra limitação da relaxação estática é a própria característica do fator ser constante
ao longo de todo o processo. Desse modo, se houver alguma mudança no problema da
mesoescala ou da escala local, como o surgimento de um contato, a propagação de trinca
ou até mesmo efeitos de plasticidade, um bom valor de ω no início da análise pode passar
a não ser eficiente.
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Figura 4.25: Deslocamentos verticais na borda inferior da chapa pelo Modelo B (MEF) e pelo
MEFGgl-GLI com ω = 0, 35.
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Figura 4.26: Deslocamentos ux em x = 45, 0 u.c. obtidos pelo Modelo B (MEF) e pelo MEFGgl-
GLI com ω = 0, 35.

Relaxação Dinâmica

O Problema 3 foi novamente solucionado, agora aplicando-se a técnica de relaxação di-
nâmica, que foi utilizada de duas formas. Foi realizada uma solução conforme a sugestão
presente na literatura, utilizando-se ω0 = ω1 = 1, 0. Também foi realizada uma segunda
solução considerando ω0 = ω1 = 0, 35. O objetivo é avaliar se há alguma vantagem em
permitir que a relaxação dinâmica seja aplicada com valor inicial diferente de 1,00, apro-
veitando, assim, algum conhecimento a priori sobre o problema. Os resultados obtidos
são apresentados na Fig. 4.27.

Em relação à relaxação dinâmica com ω0 = ω1 = 1, 00, observa-se que nas duas
primeiras iterações o valor do resíduo relativo é igual ao obtido quando se utiliza relaxação
estática com ω = 1, 00. Isso está de acordo com o Algoritmo 3.3. A partir da terceira
iteração, a convergência segue com taxa muito similar à obtida quando a relaxação estática
foi aplicada com ω = 0, 35.

Quando a relaxação dinâmica foi utilizada com ω0 = ω1 = 0, 35, foi obtido resultado
muito próximo ao da relaxação estática com ω = 0, 35. Cabe salientar que o Problema 3
não possui não linearidades, de modo que o comportamento de todas as escalas é linear.

A qualidade dos resultados obtidos foi avaliada em termos dos deslocamentos uy na
borda inferior da chapa. A Fig. 4.28 apresenta os resultados obtidos pelo MEFGgl-GLI
utilizando a relaxação dinâmica e a relaxação estática com ω = 0, 35, bem como está
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Figura 4.27: Convergência do MEFGgl-GLI utilizando diferentes técnicas de aceleração.

apresentada a resposta obtida pelo Modelo B. Não foi observado prejuízo nas soluções
obtidas com a relaxação dinâmica em comparação às demais. De fato, para a tolerância
considerada, os resultados são coincidentes até que várias casas decimais sejam conside-
radas.

Em seguida, a relaxação dinâmica foi aplicada na solução de novos problemas derivados
do Problema 2. Se o Problema 3 foi definido como a modificação do Problema 2 na
qual o módulo de elasticidade da mesoescala e da escala local era 3 vezes superior o
módulo de elasticidade da escala global, foram definidos novos problemas nos quais essa
relação fosse 4, 6 e 10 vezes. Esses quatro problemas foram resolvidos utilizando relaxação
dinâmica. Dessa vez, somente foi considerado ω0 = ω1 = 1, 00. Os resultados obtidos
estão apresentados na Fig. 4.29. No gráfico, as curvas nE referem-se ao problema em que
a relação EM/EG vale n.

Os resultados indicam que, nessa classe de problemas, isto é, linear elástico, o uso da
relaxação dinâmica conduziu à taxas de convergência semelhantes independentemente da
diferença de rigidez entre as escalas. Quando a relaxação dinâmica é utilizada, portanto,
não se verifica o preestabelecimento da taxa de convergência em função da diferença de
discretização de Ω̄L em cada uma das escalas. Essa característica contorna uma das
principais limitações do GLI.

A Tabela 4.9 apresenta o fator de relaxação ωk a cada iteração k para diferentes valores
da razão n entre a rigidez das escalas. Para comparação, os problemas 4E, 6E e 10E
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Figura 4.28: Deslocamentos verticais na borda inferior da chapa obtidos pelo Modelo B (MEF)
e o e pelo MEFGgl-GLI com ω = 0, 35 e com relaxação dinâmica.

também foram resolvidos utilizado relaxação estática com diferentes fatores de relaxação
ω. Em cada caso, ωest denota o fator que conduziu mais rapidamente à convergência.
Observa-se que, a partir da terceira iteração, o valor de ωk tende a 1/n. Considerando a
classe do problema e as características do método ∆2 de Aitken, esses resultados reforçam
as impressões sobre a existência de uma correlação entre bons valores de ω e n.

Tabela 4.9: Fator de relaxação por iteração para diferentes valores de n = EM/EG.

Iteração
k

Fator de relaxação (ωk)

n = 3 n = 4 n = 6 n = 10

0 1,000 1,000 1,000 1,000
1 1,000 1,000 1,000 1,000
2 0,354 0,266 0,177 0,106
3 0,352 0,264 0,176 0,106
4 0,342 0,3257 0,171 0,103
5 0,346 0,259 0,173 0,104

ωest 0,350 0,250 0,170 0,100
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Capítulo 5

Considerações finais

5.1 Contribuições
Neste trabalho, foi realizada a implementação de um acoplamento não intrusivo de duas
escalas de análise. Em cada uma dessas escalas, o problema estrutural é simulado por
meio de diferentes programas de análise. Ainda que possa ser utilizada para esse fim, isto
é, acoplar resultados entre dois modelos de elementos finitos com malha coincidente na
interface, a implementação foi direcionada para a estratégia proposta por Li, O’Hara e
Duarte (2021) denominada MEFGgl-GLI.

A estratégia de acoplamento foi inicialmente aplicada para a solução manual de um
problema simples. Após a validação desse resultado, foi elaborado um código para a
aplicação do MEFGgl-GLI na plataforma INSANE. Os resultados foram validados por
meio da comparação da solução de problemas estruturais de comportamento linear elástico
com resultados obtidos pelo MEF convencional.

Um dos objetivos deste trabalho era apresentar uma via de aproximação entre pro-
gramas de análise estrutural utilizados em meio acadêmico, como o INSANE, e pacotes
computacionais amplamente empregados na indústria. Nesse sentido, uma vez que a im-
plementação do MEFGgl-GLI no INSANE estava validada, o código foi expandido para
permitir que o software Abaqus fosse utilizado como solucionador da escala global pelo
MEF. A plataforma INSANE continuou sendo responsável pela solução da mesoescala
e da escala local por meio da estratégia global-local aplicada ao MEFG (MEFGgl). Essa
implementação passou pelos mesmos testes de validação utilizados anteriormente.

O código gerenciador do acoplamento foi concebido tendo em vista a sua expansão para
integração com outros programas. Desse modo, o programa foi escrito em Python, uma
linguagem de programação de alto nível, com biblioteca extensa e que é frequentemente
utilizada nas API’s de programas de análise pelo MEF, como o Abaqus, Ansys, Femap e
SAP. O código foi construído segundo o paradigma de programação orientada à objetos e
foram utilizadas classes abstratas para facilitar eventuais expansões do código para torná-
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lo compatível com outros programas de análise. Todo o material produzido está disponível
no link: https://github.com/neimarsilveira/gfemgl-gli.git.

As investigações realizadas buscaram tanto confirmar conclusões disponíveis na lite-
ratura, quanto obter novas informações sobre o procedimento. Vale salientar que todas
as investigações realizadas neste trabalho se referem à classe de problemas com compor-
tamento linear elástico.

O primeiro parâmetro do MEFGgl-GLI investigado foi a tolerância do processo ite-
rativo de solução pelo GLI. Foi observado que o uso de valores de tolerância rigorosos
causam significativo aumento no custo computacional da solução. O uso de tolerância
ϵ = 10−10 consome aproximadamente quatro vezes mais tempo do que a solução com
tolerância igual a 10−2. Para a classe de problemas avaliada, não foi observado ganho na
qualidade de aproximação para valores de tolerância superiores a 10−5, de modo que se
sugere que esse valor seja utilizado para a solução de tipo de problema. Essa observação
está de acordo com o indicado por Li, O’Hara e Duarte (2021).

Em seguida, foi avaliada a influência do número de iterações MEFGgl (nGL) na resposta
obtida pelo MEFGgl-GLI. Verificou-se que o incremento no número de iterações MEFGgl

não resultou em melhoria significativa das aproximações obtidas. Também não se observou
alterações no comportamento da convergência do MEFGgl-GLI com o aumento de nGL.
Constatou-se, entretanto, como era esperado, que o tempo de execução da análise pode
aumentar de forma significativa quando se utiliza muitos ciclos MEFGgl. Desse modo,
para problemas com característica similar ao apresentado neste trabalho, recomenda-se,
assim como em Li, O’Hara e Duarte (2021), o uso de nGL = 1.

A influência da extensão do domínio da mesoescala também foi estudada. A qualidade
da aproximação obtida não sofreu alterações significativas com a redução da mesoescala.
Constatou-se, contudo, influência na demanda computacional do procedimento. Isso já era
esperado, afinal quanto maior o modelo da mesoescala, mais recursos serão necessários
para solucioná-lo. Porém, os estudos realizados neste trabalho indicaram que há uma
outra relação, com efeito contrário. A redução demasiada da mesoescala, aproximando a
interface Γ e ∂ΩL, influencia as forças residuais calculadas em Γ e, assim, prejudica a taxa
de convergência do MEFGgl-GLI. Há, portanto, uma troca entre a redução do problema
matemático associado à mesoescala, que diminui a demanda computacional, e o aumento
do número de iterações GLI, que aumenta a demanda computacional.

Por fim, foram avaliadas algumas técnicas de aceleração da convergência para o
MEFGgl-GLI. Conforme explorado neste texto, a necessidade do uso de tais técnicas de-
corre da dependência da taxa de convergência do GLI em relação à diferença de rigidez dos
modelos da mesoescala e da escala global. Quanto maior essa diferença, mais lenta será
a convergência, que pode ainda não ser possível caso o domínio local seja suficientemente
mais rígido na mesoescala do que na escala global.

A técnica de relaxação estática mostrou-se eficiente. Sua implementação, bastante

https://github.com/neimarsilveira/gfemgl-gli.git
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simples, não onera o procedimento e possibilita a solução de problemas cuja convergência
não seria possível sem o uso da técnica. Não se verificou prejuízo nos resultados obtidos
devido ao uso da relaxação estática em comparação com as soluções obtidas pelo MEF
convencional. A taxa de convergência é bastante estável e segue o comportamento o
logarítmico característico do GLI.

Também foi implementada e avaliada a técnica de relaxação dinâmica. Observou-se
que, para o tipo de problema estudado, ao longo das iterações, o fator de relaxação se
aproximava daquele que tinha obtido o melhor desempenho na relaxação estática. Essa
observação motivou a aplicação da relaxação dinâmica para a solução de problemas com
diferentes valores de n = EM/EG, a razão entre os módulos de elasticidade da mesoescala
e da escala global. Os resultados indicaram que os valores do fator de relaxação ωk

tendiam a 1/n com o avanço das iterações k. Endossa-se que esse comportamento foi
observado em problemas lineares elásticos e que é necessário realizar investigações mais
profundas acerca do assunto. Ainda, observou-se que o uso da relaxação dinâmica para a
solução de problemas lineares elásticos faz com que a diferença de rigidez entre as escalas
acopladas pelo GLI deixe de governar a taxa de convergência da solução � o que é uma
das limitações do GLI. Essa observação veio da aplicação da relaxação dinâmica para a
solução de um mesmo problema para vários valores de n = EM/EG. Independentemente
do valor de n, todos os problemas apresentaram a mesma taxa de convergência quando
utilizada a técnica de relaxação dinâmica.

5.2 Sugestões para trabalhos futuros
A maior parte do esforço realizado neste trabalho esteve voltado à implementação da
estratégia de solução denominada MEFGgl-GLI com base na proposta de Li, O’Hara e
Duarte (2021). Também se buscou a confirmação de algumas observações da literatura,
bem como foram realizadas investigações complementares.

Há, contudo, um vasto campo de investigações e de contribuições acerca dessa estra-
tégia. Na lista a seguir, são apresentadas sugestões de linhas de estudo relacionadas ao
tema:

1. Aplicar a estratégia para a solução de problemas com maior proximidade da rea-
lidade da engenharia, nos quais a complexidade (ou a extensão) da escala global
justifique, de fato, a utilização de um programa com apelo industrial.

2. Reavaliar os parâmetros do MEFGgl-GLI (ver Seção 4.3) na solução de outras classes
de problemas, por exemplo, problemas com não linearidade física ou geométrica,
problemas com contato e problemas com descontinuidades. Nesse sentido, sugere-
se a investigação da influência do número de ciclos MEFGgl (nGL) em problemas
fortemente não lineares. O enriquecimento da mesoescala altera a sua matriz de
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rigidez. A diferença de rigidez entre a representação do domínio local na escala
global e na mesoescala condiciona a convergência do GLI. Considerar avaliar o uso
de relaxação dinâmica nesse tipo de problema.

3. Em complemento à sugestão anterior, simular a presença de trincas e, na sequência,
a propagação dessas trincas. Sugere-se a aplicação da abordagem automática de
determinação da região local do MEFGgl proposta por Fonseca (2019).

4. Implementar a solução de mais de um problema local (e sua respectiva mesoes-
cala) associado a um mesmo problema global. Neste caso, seria interessante que a
implementação considerasse a computação paralela das soluções locais.

5. Avaliar outras técnicas para a aceleração da convergência do processo iterativo para
obtenção da solução. Sugere-se a avaliação da técnica quasi-Newton, apresentada
na Seção 3.3.3 e já implementada no código disponibilizado neste trabalho.

6. Estudar o uso conjunto de outras funções de enriquecimento além das provenientes
da estratégia global-local na mesoescala. Há, nesse caso, preocupação especial em
relação aos nós de interface entre a escala global e a mesoescala. Ainda que as malhas
dessas escalas sejam coincidentes na interface, com o enriquecimento da mesoescala,
outros graus de liberdade podem estar presentes a depender do enriquecimento
utilizado.

7. Avaliar o efeito da zona buffer. Sugere-se que essa avaliação seja realizada em
combinação com os modelos M1, M2 e M3, apresentados na Seção 4.3.3. Nesse
caso, entretanto, pode-se variar a região enriquecida com a solução numérica do
problema local, reduzindo-a, por exemplo, à região em que existe o fenômeno local
de interesse.

8. Propor alterações no fluxo de solução original do MEFGgl-GLI, apresentado na
Fig. 2.11 e no Algoritmo 3.1. Por exemplo, os resultados obtidos neste trabalho
indicam que os ciclos entre a mesoescala e a escala local, realizados pelo MEFGgl,
são onerosos. Nesse sentido, pode-se avaliar a necessidade da realização de ciclos
MEFGgl a cada iteração do GLI. Outra sugestão é modificar o tipo de condição de
contorno transferida da escala global para a mesoescala.
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