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Resumo

Realizar transformações em estados quânticos é importante e necessário para implementar

protocolos de computação quântica, simulações e estudos experimentais de fundamentos

de teoria quântica. De porte de um arranjo capaz de fazê-lo, pode ser posśıvel realizar

medições sequenciais, que por sua vez abrem outras possibilidades para aplicações e estudos

fundamentais, como contextualidade.

A implementação experimental de transformações é extremamente dependente de qual

grau de liberdade é utilizado para codificar os estados do espaço de Hilbert de interesse.

Para qudits fotônicos, têm sido utilizados, entre outros, graus de liberdade espaciais como

caminho ou estados de fenda. Para o primeiro caso, as operações podem ser realizadas por

interferômetros, sendo posśıvel realizar qualquer operação unitária, em prinćıpio. Apesar

disso, esse método não é automatizado; para modificar a operação realizada, pode ser

necessário alterar substancialmente o interferômetro. Para o caso de estados de fenda, o

uso de moduladores espaciais de luz controlados por computador atribui automatização ao

processo de transformação de estados. Entretanto, têm sido um desafio atuar operadores

descritos por matrizes com elementos não nulos fora da diagonal.

A questão a que esse trabalho se dedica, então, é a de implementar mapas deste tipo em

estados fotônicos espaciais de forma automatizada. Apresentamos uma proposta expe-

rimental que mostra-se capaz de realizar essas transformações de estado utilizando um

modulador espacial de luz e interferômetros em estados codificados em feixes gaussianos

atenuados. Apesar do uso de interferômetros, a transformação implementada é completa-

mente definida pela máscara de fase utilizada no modulador, o que garante que todo o

controle das operações seja automatizado.

Estudamos os limites em que essa proposta permite implementar projeções, permutações e

descrevemos os elementos de POVM.

Além disso, são estudados teoricamente alguns limites e possibilidades da proposta, além

de discutidas condições importantes de serem garantidas em laboratório para a correta

implementação. Apresentamos e discutimos alguns resultados experimentais preliminares

com laser intenso, que mostram um bom acordo qualitativo com o esperado.

Palavras-chave: Medições sequenciais, Ótica Quântica, Modulador Espacial de Luz, Teoria

Quântica



Abstract

State transformations in quantum states are important and necessary for experimental

implementations of quantum computation protocols and for realizations of experiments

on foundations of quantum theory. Being capable of doing quantum operations in the

laboratory gives one the possibility to make sequential measurements, which brings out

new possibilities for applications and conceptual studies of this theory.

Depending on which degree of freedom the quantum state is encoded, the experimental

implementation of the transformation can change substantially. In the case of photonic

qudits, spatial degrees of freedom have been used, as photon paths or slit states. For

states encoded in photon paths any unitary can be implemented by interferometers, in

principle. However, this method it is not automated, and that makes it difficult to change

the implemented operation in a practical way. In the case of slit states as spatial degree of

freedom to encode qudits, the use of spatial light modulators to prepare or operate on the

states makes it possible to automate transformations. On the other hand, it has been a

challenge to implement transformations that are not described by diagonal matrices.

In this context, the question that this work tries to answer is how to make automated state

transformations on spatial photonic qudits. We present an experimental proposal that is

capable to do so, using a phase-only spatial light modulator (SLM) and interferometers,

acting on states encoded in attenuated parallel Gaussian beams. The key point of our

proposal is that implemented operation is entirely dependent on the phase modulation of

the SLM, which guarantees that the transformation is automated.

We have studied the limits in which this proposal can implement projections and permuta-

tions and describe the elements of POVM that can be accounted to with the proposed

setup.

We discuss theoretical limitations and possibilities, as so as approximations that may

be important to guarantee in the laboratory such that the proposal can be correctly

implemented. We also give preliminary experimental results with non-attenuated Gaussian

beams. These results show good qualitative agreement with the theoretical predictions,

suggesting that the proposal is feasible.

Keywords: Sequential Measurements, Quantum Optics, Spatial Light Modulator, Quantum

Theory.
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2 CODIFICAÇÃO EM ESTADOS DE FEIXES GAUSSIANOS . . . . . 27

2.1 Aproximação Paraxial e feixes gaussianos . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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4.2.1 Rede Binária . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.2.2 Redes Lineares Ideal e Pixelada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.2.3 Rede Triangular ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.2.4 Rede Triangular pixelada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.2.5 Rede Senoidal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69



4.3 Outras técnicas para manipulação dos coeficientes . . . . . . . . . . 70

4.3.1 Redes deslocadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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6.2.1 Rede binária . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

6.2.2 Linear e Linear Inversa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

6.2.3 Triangular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

6.2.4 Rede senoidal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

6.2.5 Conclusões parciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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1 Introdução

A mecânica quântica nasceu no século XX, explicando fenômenos cuja existência era

um mistério profundo aos olhos das teorias clássicas. Para nomear alguns, pode-se ressaltar

o espectro de corpo negro, efeito fotoelétrico, espectro do hidrogênio e, mais adiante no

tempo, o experimento de Stern-Gerlach [1]. Inicialmente a partir de hipóteses ad hoc, Planck,

Einstein, Bohr, entre outros, conseguiram que experimentos relacionados a esses fenômenos

passassem a ter resultados corretamente ajustados por curvas teóricas. Essas hipóteses

sofreram um longo processo nas mãos e mentes de muitos (como Heisenberg, Shröedinger e

Von Neumann, por exemplo), sendo substituidas e embasadas matematicamente, formando-

se então um corpo a que podemos nomear de teoria. Essa teoria segue sendo confirmada

experimentalmente, com resultados extremamente precisos; alguns dos fenômenos já

explicados só puderam julgar em favor da mecânica quântica muitos anos depois de seu

surgimento1.

A teoria quântica, assim, esclareceu muitos mistérios, mas com isso suscitou (e ainda

suscita) novos debates acerca da realidade f́ısica – e seu impacto em nossa visão de mundo

é inconcluso, com interprerpretações e embasamentos filosóficos muito diferentes vigorando

ainda hoje [2–4]. Famosos debates relacionados a isso foram travados por Eistein e Bohr, e

consequências fortes para o desenvolvimento da própria teoria vieram desses debates [5–7].

Todas as diferentes interpretações, entretanto, dão à teoria quântica qualidades bastante

diversas da teoria clássica e que desafiam o senso comum [4].

Uma dessas caracteŕısticas está relacionada ao fato que, nessa teoria, medir não

significa apenas extrair informações de um sistema, mas alterá-lo [8]. No caso de uma

medição projetiva de posto 1, |ϕ⟩ ⟨ϕ| por exemplo, um estado (puro) inicial |Ψ0⟩, após a
medição, é modificado para |Ψf⟩ dado por:

|Ψf⟩ = ⟨ϕ|Ψ0⟩
| ⟨ϕ|Ψ0⟩ |

|ϕ⟩ , (1.1)

desde que | ⟨ϕ|Ψ0⟩ | ≠ 0. Assim, o estado de sáıda para esse tipo de medição será invaria-

velmente |ϕ⟩ (a menos de uma fase global e desde que a projeção não seja nula). Além

disso, o que se pode obter em teoria quântica são as probabilidades de resultados a serem

obtidos, e não quais resultados serão exatamente – e esse é um ponto de grande fomentação

dos debates mencionados acima.

Outra dessas caracteŕısticas bastante divergentes do caso clássico– certamente

relacionada com a já mencionada – é a existência de medições não compat́ıveis: não

podem ser realizadas conjuntamente. Para medições projetivas, isso está relacionado com

1 Como a discretização do campo eletromagnético em fótons, por exemplo.
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não possúırem uma base comum que diagonaliza os operadores relacionados a elas. Essa

caracteŕıstica é muitas vezes expressa em livros-texto [9,10] através das relações de incerteza

envolvendo duas medições não compat́ıveis.

Dentro desse contexto em que existem medições não compat́ıveis e medir significa

alterar o estado inicial, é interessante o estudo de medições sequenciais: N medições

realizadas uma após a outra. Afinal, apesar da alteração do estado na primeira medição,

será posśıvel obter informações sobre o estado inicial nas medições subsequentes? E se forem

realizadas medições compativeis, apenas? Dado que o que obtemos da teoria quântica

são probabilidades: esse tipo de alteração entre medições, que não encontra análogo

clássico, pode ser explicado através de conexões com a teoria clássica de probabilidades,

ou é necessário modificá-la? Essas perguntas, e muitas outras, recebem atenção até hoje

(vide [11], [12] e [13], respectivamente).

De fato, com esse tipo de esquema sequencial é posśıvel estudar questões fundamen-

tais da teoria quântica [14,15] e algumas caracteŕısticas “não-clássicas” podem ser reveladas

e entendidas; é um esquema que contribui, portanto, para iluminar os debates mencionados.

Além disso, realizar medições sequenciais também pode ter resultados práticos, como:

• Uso para computação quântica [16];

• Geração de emaranhamento [17];

• Tomografia de processo [18].

Desenvolver um método em que seja posśıvel realizar medições sequenciais com

fótons é uma das grandes motivações desse trabalho; portanto vamos nos ater a alguns

detalhes desse tipo de arranjo.

1.1 Medições sequenciais

A realização de medições sequenciais tem duas caracteŕısticas importantes. A

primeira é relativa ao estado pré- e pós medição: uma medição altera o estado inicial, a

medição seguinte recebe esse estado modificado e sobre ele atua, e assim por diante. Ou

seja, o estado após cada medição deve ser aquele resultante da atuação do operador de

medição no estado pré-medição [15]. A segunda caracteŕıstica é que, em cada medição, deve

ser posśıvel guardar o resultado obtido, para que se atribua a cada medição o resultado

dela advindo. Um esquema que representa medições sequenciais e garante essas duas

caracteŕısticas é dado na figura 1.
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Figura 1 – Esquema representando medições sequenciais.

O esquema da figura 1, apesar de garantir as duas caracteŕısticas para medições

sequenciais, traz complicações para a implementação com fótons: registrar a resposta

para cada medição significaria detectá-lo e, portanto, destrúı-lo. Isso impõe um problema,

resolvido na referência [19] : uma operação unitária é realizada num estado inicial e os

resultados são separados em n sáıdas distingúıveis, onde n é o número de resultados

posśıveis não-degenerados (os degenerados não precisam ter sáıdas diferentes). Em cada

sáıda, segue a realização da operação unitária seguinte, com as respectivas n′ sáıdas, cada

uma relacionada a um resultado da segunda medição. Após a última operação unitária, as

detecções são feitas. Isso está representado na figura (2).

Figura 2 – medições sequenciais para fótons. As caixas após os detectores representam os
valores de i e j em ai

1 e aj
2.

Pode-se ver que o estado após a sáıda de M1 pode ser |Ψ⟩i
1 para qualquer i ∈

{1, ..., n}, que enumera os resultados não degenerados posśıveis para essa medição. O mesmo

acontece com M2, que tem n′ resultados posśıveis. Pode-se, claramente, estender isso a

N > 2 de maneira simples. Assim, se um fóton é detectado na sáıda de cima no esquema,

isso corresponde ao resultado a1
1 na primeira medição e a1

2 na segunda. Importante reparar

que, nesse esquema, as operações {Mi} são unitárias que devem separar os diferentes
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resultados para uma determinada medição, resultados esses a serem conhecidos apenas no

final do processo, na detecção.

Como realizar esse tipo de operação em fótons? Esse é o cerne do problema a que

passamos a nos dedicar (que será posteriormente detalhado e se tornará mais espećıfico);

ele está relacionado com a primeira caracteŕıstica sobre medições apresentada na figura

2, que é como implementar experimentalmente um operador de medição em um estado

fotônico de modo que seja posśıvel realizar uma medição em sequência no estado de sáıda?

Isso pode ser escrito matematicamente da seguinte maneira: se {|Xi⟩} é uma base do

espaço de Hilbert, na qual |Ψ0⟩ = ∑d
i=1 Bi |Xi⟩, o problema é como realizar

|Ψ0⟩ → M |Ψ0⟩ =
∑
i,j

BiMij |Xj⟩ , (1.2)

onde Mij são os coeficientes de M na base dada. É a essa questão que vamos nos dedicar,

e M não precisa ser, necessariamente, unitária. Se trata de uma questão de transformação

de estados, em que queremos ter controle sobre M e sermos capazes de realizar operações

sequenciais, obtendo o resultado de cada operação como no esquema apresentado acima.

É sabido que, para dimensão d = 2, é posśıvel, no caso de fótons, utilizar o grau de

liberdade de polarização. Com placas de onda λ
4 e λ

2 é posśıvel realizar qualquer operação

unitária em duas dimensões [20]. Utilizando cubos polarizadores, pode-se projetar em

estados ortogonais. A questão fica mais interessante, entretanto, para dimensões maiores, a

começar com d = 3: nesse caso, somente a polarização não é capaz de codificar os estados.

Para entender algumas dificuldades da questão colocada, interessa ressaltar que

um método que permite codificar estados em espaços de dimensões maiores, com fótons,

é aquele em que se utiliza estados de fenda. Esses estados são gerados discretizando-se

um espaço cont́ınuo de posição de um feixe de luz, acresentando-se um plano de fendas

no plano transversal à propagação de um feixe laser atenuado ou à propagação de pares

de fótons gêmeos gerados por conversão paramétrica descendente [21–23]. De maneira

simplificada – a maneira formal e detalhada pode ser encontrada nas referências apontadas

–, detectar um fóton em uma fenda l ou em uma l′ caracteriza a base ortogonal enquanto o

número de fendas, por sua vez, determina a dimensão do espaço. De fato, trabalhos com

dimensão 7, 8 e 16 são relatados nas referências [21,24]. Vê-se assim que esse método de

codificar é favorável a trabalhos com dimensões intermediárias.

É posśıvel implementar no laboratório um operador em estados assim codificados,

como descrito na equação (1.2)? Para descrever os avanços já feitos nesse sentido, vamos

escrever o estado após o plano das fendas como |Ψ0⟩ = ∑d
l=1 βl |l⟩. Nas referências [24–26],

pode-se ver que é posśıvel, além de adicionar fases independentemente em cada fenda,

bloqueá-las ou atenuá-las independentemente usando moduladores espaciais de luz (um

destes será descrito adiante), placas de onda e polarizadores. Essas operações são todas
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descritas por matrizes diagonais. Ou seja:

MSLM =
∑

l

tlαl |l⟩ ⟨l| , (1.3)

em que tl é real (responsável pela atenuação) e αl é a fase dada pelo SLM em conjunto

com as placas de onda e polarizadores. Na referência [27], um modulador espacial de luz

é utilizado para simular (entre outros) a interação de um oscilador harmônico com um

reservatório térmico usando operações desse tipo. Essa interessante simulação, devido

à limitação à operações diagonais, é restrita a atuação de mapas sem saltos quânticos

(vide [27]). Surge, então, a questão de obter operações que sejam descritas por matrizes

que possuem elementos não nulos fora da diagonal em qudits espaciais.

Nas referências [24–26], isso é feito com um modulador espacial da seguinte maneira:

efetua-se a transformada de Fourier ótica (vide (B.1.1)) do campo no plano após o

modulador, obtendo-se um padrão de interferência. Cada ponto do padrão de interferência

possui uma intensidade; na referência [26], é mostrado que a detecção em cada um desses

pontos corresponde à diferentes projeções, ⟨ϕ|Ψ0⟩. Isso está representado na figura 3.

Figura 3 – Imagem retirada da referência [26]. A detecção em cada ponto do plano de
interferência possui a estat́ıstica da projeção do estado |Ψ⟩0 em um diferente
estado.

Adicionando fases (αl) e atenuando cada fenda independentemente (tl) antes de

efetuar a transformada de Fourier ótica, pode-se mostrar [24] que no centro do padrão a

estat́ıstica dos fótons lá detectados seguirá:

∣∣∣∣∣
d∑

l=1
βltle

iαl

∣∣∣∣∣
2

∝ |⟨ϕ|Ψ0⟩|2, (1.4)

e vemos que essa é a estat́ıstica da projeção do estado de entrada no estado |ϕ⟩ =∑d
l=1 tle

−iαl |l⟩. Modificando tl e αl pode-se mudar os estados nos quais a projeção é feita.

Nesse momento aparece um ponto importante para o presente trabalho: não se está, de

fato, efetuando a projeção do estado |Ψ0⟩ no estado |ϕ⟩, mas obtendo a estat́ıstica dessa
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projeção: para realizá-la, como visto em (1.1), o estado de sáıda deve ser aquele que

define a projeção. Para de fato obter esse estado com essa estratégia, seria necessário

re-prepará-lo no estado projetado após a seleção do centro do padrão – o que acarreta

perda de eficiência, uma vez que muitos fótons são perdidos nesta seleção2, mesmo que o

estado de sentrada seja o próprio |ϕ⟩. Nesse método, portanto, a primeira caracteŕıstica

necessária a um esquema para medições sequenciais (a obtenção do estado pós-medição

correto) não é naturalmente obedecida. Assim, a questão de implementar o que é expresso

na equação (1.2) em qudits fotônicos espaciais, atendendo às exigências para medições

sequenciais, não é trivial.

Para vermos uma solução posśıvel, vamos analisar com alguns detalhes o exemplo

da referência [28], relacionada a um dos aspectos fundamentais que medições sequenciais

ajudam a revelar/estudar: contextualidade.

1.1.1 Um exemplo em contextualidade: interferômetros

A ordem das árvores não altera

o passarinho

A Ordem das Árvores - Tulipa

Ruiz

Será?

A questão de transformação de estados fotônicos capaz de ser utilizada para medições

sequenciais foi abordada e, em certo sentido resolvida na referência [28] (entre outras),

no âmbito do estudo de contextualidade. Embora contextualidade não seja o foco deste

trabalho – detalhes e formalismos podem ser encontrados em nas referências [12, 14,15,29]

– , vale dizer algumas palavras acerca do tipo de estudo experimental usualmente utilizado.

Em primeiro lugar, como apontado acima, se nos restringirmos a efetuar apenas

medições compat́ıveis em um único sistema, será posśıvel obter uma teoria de variáveis

ocultas3 que complete a mecânica quântica? Que caracteŕısticas essa teoria deve ter para

consegúı-lo e, ainda assim, recuperar os já bem-sucedidos resultados da teoria quântica?

Uma caracteŕıstica que é interessante de garantir em uma teoria deste tipo é

que as medições não dependam do contexto4 em que são realizadas. Essa caracteŕıstica,

chamada de não - contextualidade, pode ser formulada (de maneira simplificada) nos

seguintes termos: os resultados (determińısticos) de uma medição em termos das variáveis

ocultas não podem depender de qual medição compat́ıvel for feita conjuntamente. Em

2 Além disso, ocorrem efeitos de difração na seleção do centro do padrão que devem ser analisados
atentamente no caso de uma tentativa dessas.

3 Uma teoria de variáveis ocultas determina o estado do sistema de modo que os valores para um
observável estão definidos completamente [15]. Vide [14] para uma ligeira generalização.

4 Uma definição formal de contexto pode ser encontrada em [14] ou [30].
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termos de nosso processo sequencial, essas probabilidades não devem depender de medições

compat́ıveis feitas no sistema logo antes, ou que serão feitas posteriormente. A pergunta,

então, passa a ser: É posśıvel explicar as correlações que existem entre os resultados

de medições (sequenciais) de um sistema quântico com uma teoria de variáveis ocultas

não-contextual?

Sob a hipótese de não-contextualidade – e algumas hipóteses adicionais, em alguns

casos – são formuladas desigualdades que teorias desse tipo devem satisfazer. Se uma

desigualdade for violada pela teoria quântica, uma teoria de variáveis ocultas não é capaz

de reproduzir os resultados obtidos pela mecânica quântica. Se experimentalmente violadas,

indicam de fato que aquele candidato não-contextual a teoria de variáveis ocultas não

pode ser aceito como descrição dos fenômenos naturais, já que não prevê resultados que

são obtidos no laboratório.

No trabalho de Cabello et al. [28], para testar as desigualdades aĺı propostas é

necessário realizar rodadas com duas operações compat́ıveis implementadas sequencial-

mente, i.e. AiAj tal que [Ai, Aj] = 0. Essas medições são descritas a seguir (em que I é a

identidade do espaço em questão):

Ai = I − 2|vi⟩⟨vi|, em que os estados dos projetores são dados por (1.5)

|v1⟩T = 1√
3

(−1, 1, 1); |v5,6⟩T = 1√
2

(0, 1,±1); |v11⟩T = (1, 0, 0);

|v2⟩T = 1√
3

(1,−1, 1); |v7,8⟩T = 1√
2

(1, 0,±1); |v12⟩T = (0, 1, 0);

|v3,4⟩T = 1√
3

(1, 1,∓1); |v9,10⟩T = 1√
2

(1,±1, 0); |v13⟩T = (0, 0, 1);

Vamos entender agora o que significa realizar a medição relativa a um observável como Ai.

Este atribui resultado −1 à projeção no estado |vi⟩ e resultado +1 à projeção no subespaço

ortogonal a esse estado. Isso pode ser visualizado se escrevermos a identidade como

I = |vi⟩ ⟨vi| +∑
ji

|vji
⟩ ⟨vji

| onde {|vji
⟩} são dois vetores ortogonais entre śı e ortogonais a

|vi⟩. Com essas considerações, os operadores Ai podem ser entendidos da seguinte maneira:

Ai = |vi⟩ ⟨vi| +
∑
ji

|vji
⟩ ⟨vji

| − 2 |vi⟩ ⟨vi| (1.6)

= +
∑
ji

|vji
⟩ ⟨vji

| − |vi⟩ ⟨vi| (1.7)

E vemos claramente que esses operadores tem um auto-valor não-degenerado (−1),
correspondente a projetar no estado |vi⟩, e um auto-valor degenerado (+1), correspondente
a projetar no subespaço expandido pela soma dos projetores nos estados ortogonais a |vi⟩.
Portanto, realizar medições do observável Ai significa ser capaz de separar ou distinguir
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a projeção em |vi⟩ e em seu subespaço ortogonal. É interessante analisar o que significa

projetar experimentalmente. Por exemplo, o projetor no estado |v3⟩:

|v3⟩⟨v3| = 1
3


1 1 −1
1 1 −1

−1 −1 1

 . (1.8)

Uma maneira de interpretar como atua esse projetor é entender suas transformações na

base computacional: as componentes relativas a (1, 0, 0)t e (0, 1, 0)t são transformadas em

(1/
√

3)(1, 1,−1)t sem fase relativa, enquanto a componente do estado inicial em (0, 0, 1)t é

transformada no mesmo estado, mas com uma fase π relativa às duas componentes anterio-

res. Essas transformações devem ser feitas de modo que as componentes finais mantenham

coerência. Como implementar este tipo de operação em fótons, distinguindo classicalmente

as projeções adequadas e permitindo a realização de transformações sequenciais? Nessa

mesma referência, essa questão foi resolvida da seguinte maneira: o espaço é codificado em

estados de caminho (dados pela fonte descrita na figura 4) e as operações são realizadas por

interferômetros, que permitem mudanças de um caminho para outro de maneira coerente.

Figura 4 – Fonte de caminhos para realizar medições sequenciais com interferômetros.
A fonte (S) prepara estados de fóton único. Estados de caminho são criados
controlando as transmitâncias e reflectâncias dos divisores de feixe (linhas hori-
zontais azuis) e cunhas são usadas para adicionar as fases desejadas. Retirada
da referência [28].

A preparação do estado é feita através da geração de feixes de laser atenuado,

representado por P na imagem, com a subsequente separação em caminhos através de

cubos com transmitância e reflectância controlável; por fim, fases relativas são adicionadas

através das cunhas. A base computacional é definida, assim, pelos caminhos a, b e c.

Vejamos a operação dada por A3. Como visto, esta pode ser entendida como a

separação entre a projeção |v3⟩⟨v3| e a projeção no subespaço ortogonal a |v3⟩, com a

subsequente atribuição dos valores ±1. Esta é realizada pelo interferômetro na figura 5.
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Figura 5 – Interferômetro para o operador A3. A parte superior corresponde à projeção no
estado |v3⟩. A inferior à projeção no subespaço ortogonal. Adaptada de [28].

Esse interferômetro é constitúıdo, no fundo, por duas etapas (cada uma composta

por um interferômetro menor): primeiro, uma mudança da base computacional para uma

base contendo |v3⟩. Isso é realizado pela fase de π introduzida no caminho ‘c’ em conjunto

com os dois primeiros separadores de feixe (BS). Vale lembrar a convenção de que, na

superposição das duas entradas de um BS, a componente refletida do caminho inferior

recebe fase π. No primeiro BS, que recebe de input os caminhos b e −c, o output de cima é

resultado de interferência sem fase relativa adicional entre os inputs, enquanto o caminho

de baixo é resultado de interferência destrutiva entre os dois caminhos. Resumindo, a

atuação até a sáıda do primeiro BS é dada por:

(a, b, c)t fase7−→ (a, b,−c)t BS7−→ (a, b− c√
2
,
b+ c√

2
)t. (1.9)

No segundo BS (que não divide o feixe igualmente) as interferências levam à seguinte

transformação:

(a′, b′, c′) BS27−→ (a
′ +

√
2b′

√
3

,

√
2a′ − b′
√

3
, c′), (1.10)

∴ (a, b− c√
2
,
b+ c√

2
)t BS27−→ (a+ b− c√

3
,
2a− b+ c√

6
,
b+ c√

2
). (1.11)

Assim, após o segundo BS, o caminho de cima (que é o relativo à primeira entrada na

equação (1.11)) é o único populado se o estado de entrada for |v3⟩ e a sáıda relativa

a ele seguirá a estat́ıstica de | ⟨v3|Ψ0⟩ |2 para qualquer estado inicial |Ψ0⟩. Já os outros

dois caminhos são mapeados a dois estados ortogonais a |v3⟩5, seguindo as estat́ısticas

apropriadas. Agora, a sáıda ‘de cima’ de ambos os BSs é separada das outras duas

(para que possamos atribuir corretamente os resultados ±1). Após a separação, outro sub-

interferômetro – essencialmente o ‘reverso’ do anterior – realiza a volta à base computacional,

5 No caso, |v5⟩ e (1/
√

6)(2, −1, 1)t.
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reconstruindo o estado na base original e deixando o estado pronto para entrar no próximo

interferômetro; no exemplo aqui discutido, isso significa mapear o caminho superior após

o segundo BS para o estado a ser projetado, ou seja, (1, 0, 0)t 7→ |v3⟩ (codificado nos

caminhos af , bf , cf ).

Esses interferômetros, portanto, realizam operações como descritas na equação

(1.2). Eles tem, entretanto, as seguintes desvantagens: Não são automatizados e são pouco

práticos para realizar transformações de estados em dimensões maiores.

É colocado então o seguinte desafio: como fazer as transformações de maneira

automatizada e de fácil utilização para dimensões maiores? É a esse desafio que nos

dedicaremos nesse trabalho. Estudar esta questão de maneira teórica e experimentalmente

é de grande valor: de posse de uma maneira automatizada para realizar operações, o emprego

experimental de operações mais gerais pode ser grandemente facilitado. Assim, diversas

aplicações se tornam posśıveis: realizar protocolos de computação quântica, preparar

estados e realizar medições sequenciais.

Um candidato natural para garantir praticidade e automatização é o modulador

espacial de luz (SLM), composto por tela de cristal ĺıquido, em que se pode alterar a

transmitância ou o caminho ótico, pixel a pixel, controlando por computador (uma breve

apresentação do que o SLM de fase é capaz e como é controlado é dada no apêndice B.2).

1.2 Moduladores espaciais: inspiração

Moduladores espaciais de luz, como o nome sugere, permitem atuar na frente de

onda nele incidente, modulando-a para cada ponto do espaço (discretizado em pixels). Como

podem ser controlados por computador, garantem automatização. O que nos interessa

nesse caso é o modulador de fase, que a cada pixel da tela, imprime uma fase à frente

de onda que a ele chega. Essa caracteŕıstica, de maneira diferente do SLM de amplitude,

garante que o SLM não absorve (idealmente) nenhum fóton ao realizar as operações.

Um exemplo da utilização automatizada de moduladores espaciais de luz em ótica

quântica é dada na referência [31]. Neste trabalho, um modulador espacial de fase é

utilizado para preparar estados puros. O arranjo experimental utilizado está mostrado na

figura (6):
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Figura 6 – arranjo experimental da referência [31], que utiliza redes de difração de fase
em moduladores espaciais para preparar estados de fenda puros arbitrários.
Imagem retirada da referência citada.

Nesse arranjo, um expansor é utilizado para que chegue ao modulador um feixe que

ocupe o máximo da tela de cristal ĺıquido; é utilizada então a aproximação de que em toda

a extensão da tela do modulador, a amplitude é constante. Então, regiões retangulares

paralelas (chamadas fendas) são preenchidas com redes de difração de fase, na tela do

modulador espacial. No plano focal da primeira lente após o separador de feixes (BS,

de beam splitter), colocada a uma distância focal f do SLM (vide seção B.1), obtém-se

infinitas ordens de difração devido às redes colocadas no modulador. Escolhendo-se uma

ordem nesse plano, pode-se descobrir a função a ser colocada em cada fenda para construir

o padrão de interferência que o estado desejado possuiŕıa. Essa função, para a ordem 1 e

uma rede binária, por exemplo (caracterizada pela função G(x)), é dada por

eΦ(x)G(x)π+ζ(x) com

Φ(x) = 1 − 2 arccos(|T (x)|),

ζ(x) = ϕ(x) + arccos(|T (x)|),
(1.12)

G(x) =

0 para 0 < x ≤ T
2 ,

π para T
2 < x ≤ T,

(1.13)

onde T (x) e ϕ(x) são as funções de amplitude e fase que definem o padrão de interferência

das fendas (definidos pelo estado que se quer preparar); Φ(x), como se vê, define uma

correção da altura da rede e ζ é uma função de correção, não atrelada à rede usada.

A preparação, entretanto, não finda nesse ponto. É necessário selecionar essa ordem

espacialmente (isso é feito pelas ı́ris na imagem) e novamente recorrer à transformação

de Fourier ótica; o estado a ser preparado se encontrará no plano focal de uma segunda

lente, que fará a transformada de Fourier apenas da ordem selecionda (novamente numa

configuração f − f).
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Assim, escolhendo a ordem a codificar o estado, estados puros arbitrários podem

ser preparados, de maneira automatizada utilizando SLM’s de fase e redes de difração.

É importante ressaltar, entretanto, que essa maneira de preparar estados não leva um

estado |Ψ0⟩ em um espaço de Hilbert H a outro estado nesse espaço, mas discretiza um

espaço cont́ınuo, atuando sempre sobre o mesmo estado inicial (o feixe expandido). Não é,

portanto, o método definitivo para o que precisamos.

A ideia de usar redes de difração e SLM’s de fase, entretanto, é utilizada no trabalho

que aqui apresentaremos e muito nos baseamos nessa referência. Utilizaremos, entretanto,

estados codificados em feixes gaussianos paralelos no lugar das fendas.

1.3 Objetivos e visão geral

Abordaremos a questão mencionada na seção (1.1.1): como realizar transformações

de estados de maneira automatizada, em um arranjo que possa ser usado para medições

sequenciais, em dimensões pelo menos com d = 3. Descreveremos a proposta experimental

com sua estrutura teórica e alguns resultados preliminares.

Pretendemos fazer isso de modo a garantir ao leitor o entendimento completo da

proposta: aproximações teóricas consideradas, considerações experimentais importantes,

funcionamento e fundamento da proposta, assim como uma visão geral e formal desta.

Quisemos fazê-lo, também, do modo mais didático posśıvel. Com isso, queremos que o

leitor que deseje implantar essa proposta, ou adaptá-la, encontre nesse trabalho um bom

aux́ılio, quiçá o suficiente para entender seus pontos positivos, limites e, também, conseguir

resultados e/ou elaborar propostas de aplicação.

Para tanto, a dissertação foi organizada da seguinte maneira, com três partes

principais: uma dedicada à construção teórica da proposta, outra com resultados prelimi-

nares e conclusão e a seguinte com os apêndices. É uma maneira usual e bem sucedida

apresentar os principais conceitos a serem utilizados no ińıco, e depois iniciar a exposição

dos resultados do trabalho. Aqui, entretanto, optamos por apresentar os principais aspectos

teóricos ao longo da discussão, dando ênfase em sua conexão com o aspecto do trabalho

em foco naquela seção e com questões experimentais quando pertinentes. As principais

ferramentas teóricas cuja exposição causaria certo ‘desvio de foco’ foram colocadas, sem

todos os detalhes de cálculos mas com a estrutura geral detalhada, nos apêndices.

O próximo caṕıtulo apresenta um resumo sobre feixes gaussianos, apenas com

os detalhes necessários para entender as aproximações que precisam ser garantidas no

laboratório. É, basicamente, dividido em dois: uma exposição básica das aproximações e

parâmetros importantes para esses feixes, e depois a análise da codificação de estados em

espaços de Hilbert discretos neste tipo de estrutura. A seguir, a proposta experimental é

apresentada; nela, nota-se a importância de analisar coeficientes de Fourier de algumas
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redes de difração de fase, o que é feito no caṕıtulo seguinte. De posse do que nossa proposta

realiza de fato, no caṕıtulo seguinte é feita uma conexão com um pouco do formalismo

de transformação de estados e medições: Mapas completamente positivos e medições

generalizadas, representadas por medidas com valores em operadores positivos (POVM’s).

Apesar de não pretender explicar ou construir essas ferramentas, elas são brevemente

expostas e a conexão com a proposta é feita. Consideramos importante fazê-lo por não ser

comum o contato com esses temas até o ińıcio da pós-graduação, mas são ferramentas de

análise gerais e extremamente úteis no laboratório. Em seguida, apresentamos os resultados

preliminares obtidos, conectando com as considerações feitas na proposta e aproximações

consideradas.

Ao término, temos a conclusão e perspectivas futuras, em que analisamos o que foi

conseguido até aqui e melhorias e aplicações que podem seguir.

Nos apêndices, apresentamos resultados principais e estrutura de ótica de Fourier,

além de atuação de alguns elementos óticos em feixes, já que são muito utilizados ao longo

do trabalho.



Parte I

Considerações Teóricas e Proposta
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2 Codificação em estados de feixes Gaussia-

nos

2.1 Aproximação Paraxial e feixes gaussianos

A seguir vamos expor algumas caracteŕısticas f́ısicas e aspectos teóricos das soluções

de feixes paraxiais gaussianos, que serão necessários para codificarmos os qudits espaciais

fotônicos. Não será uma descrição detalhada e completa, mas apenas uma exposição dos

elementos necessários para utilização posterior na proposta apresentada, principalmente

como esse feixe se altera com a propagação dentro do contexto das aproximações necessárias.

A idéia é também dar ao leitor alguns elementos importantes para avaliar no laboratório se

as condições para boa codificação dos caminhos estão sendo respeitadas. Para entendimento

mais detalhado dessas aproximações, o apêndice A.2.1 contém maiores explicações, inclusive

considerando situações mais gerais.

A partir da aproximação de teoria escalar e da aproximação de campo monocromá-

tico para os campos eletromagnéticos (vide o apêndice A), a equação de ondas dá origem

à equação de Helmholtz

[∇2 + k2]E(x, y, z) = 0. (2.1)

A prinćıpio, o feixe deve ser solução dessa equação. Entretanto, como estaremos

preocupados com ondas que se propagam numa direção e, como será visto mais adiante,

com a distribuição espacial em um plano perpendicular a esta direção, suporemos

E(x, y, z) = u(x, y, z) e−ikz. (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1), obtemos

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 + ∂2u

∂z2 − 2ik ∂u
∂z

= 0, (2.3)

onde delimitamos o eixo z como a direção de propagação do feixe. Finalmente, suporemos

que a dependência de E(x, y, z) com z é dada principalmente pela forma acima e que,

ao longo da propagação, novas modificações em u(x, y, z) serão pequenas comparadas

ao comprimento de onda, ou menos expressivas que as demais. Isso significa, em termos
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matemáticos ∣∣∣∣∣∂2u

∂z2

∣∣∣∣∣ ≪
∣∣∣∣∣2k∂u∂z

∣∣∣∣∣ (2.4)

⇒∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 − 2ik ∂u
∂z

= 0. (2.5)

De fato vemos que isso significa que a segunda derivada de u(x, y, z) com x ou y é

considerada bem mais relevante que aquela em relação à z. E também que essa última é

muito menor que o módulo do último termo do lado esquerdo de (2.5). É importante notar

que esse termo depende de k, e portanto do comprimento de onda do campo em questão.

Para algumas considerações a respeito da validade dessa aproximação, veja o apêndice

A.2.1.1.

Devemos, agora, encontrar as soluções da equação (2.5). Uma solução posśıvel é da

forma

u(x, y, z) = 1
z − z0 + q0

exp
[
−ik x2 + y2

2(z − z0 + q0)

]

= 1
q(z) exp

[
−ik x

2 + y2

2q(z)

]
, (2.6)

o que pode ser visto pela substituição de (2.6) em (2.5) e onde q pode assumir valores

complexos1. Nesse momento, chegamos aonde queŕıamos: a solução apresentada é gaussiana,

não só em amplitude, como em fase2. Aqui cabem alguns comentários a respeito da função

q(z). Sua parte real tem uma dependência linear com a distância z percorrida, ou seja,

q = ∆z + q0, onde q0 é uma constante complexa. Isso pode parecer arbitrário, mas está de

acordo com a aproximação paraxial, descrita em mais detalhes no apêndice já mencionado

(i.e. A.2.1). Para entender a necessidade de q(z) não ser puramente real, consideramos

suas partes real e imaginária (em uma notação um pouco diferente do usual).

1
q(z) = 1

qr(z)
− i

1
qi(z)

. (2.7)

Podemos ver, substituindo em (2.6), que a parte imaginária de q leva a uma atenuação

do campo com a distância ao eixo z enquanto que a parte real está relacionada com fases

quadráticas no plano (x, y), t́ıpicas de ondas esféricas na aproximação paraxial (ou seja,

parabólicas). De fato, essa solução está relacionada com a oscilação desde o tempo t = −∞
de uma carga puntiforme em z = 0. Assim, sem a parte imaginária, não haveria atenuação

do campo no plano perpendicular à propagação, o que não corresponde ao que é esperado

fisicamente. (É interressante notar que a solução com q complexo pode ser entendida como

1 O que ficará mais claro adiante.
2 Vale dizer que essa solução não é solução das equações de Maxwell; mas isso é esperado, afinal, acabamos

de modificar essas equações para garantir uma descrição aproximada de feixes
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aquela resultante de uma “carga complexa”oscilando em z = 0 [32], que garante a queda

da intensidade com a distância ao eixo de propagação.)

Para escrever a solução acima na forma mais usual fazemos

i

q
= λ

πw2

[
1 + i

πw2

Rλ

]
≡ exp[iψ(z)]

|q|
, (2.8)

o que expressa o fato de que, além da fase já esperada −ikz existe mais uma fase, dada

por ψ(z), denominada fase de Gouy. A solução do modo gaussiano (2.6) é então reescrita

como

u(x, y, z) =
( 2
π

)1/2 exp i[ψ(z) − ψ0]
w(z) exp

[
x2 + y2

w(z)2 − i
k(x2 + y2)

2R(z)

]
(2.9)

Assim, vemos que, escrita dessa maneira (sugerida por (2.8)), separamos a parte responsável

pelo perfil espacial gaussiano – codificado por w(z)– e aquela responsável pelas fases

quadráticas – que tem suas informações guardadas em R(z). Um aspecto interessante que

deixamos impĺıcito até agora é que, de maneira geral, nada sugere que w(z) deva ser o

mesmo para as variáveis x e y, assim como R(z). Podemos, de fato, representar a solução

com apenas uma das partes, dada por

uγ(γ, z) =
( 2
π

)1/4
√√√√exp i[ψ(z) − ψ0]

w(z) exp
[

γ2

wγ(z)2 − i
k(γ2)

2Rγ(z)

]
, γ = x, y (2.10)

onde wx e Rx não são necessariamente iguais a wy e Ry, respectivamente. A solução com

ambas as variáveis é dada por

u(x, y, z) = ux(x, z)uy(y, z). (2.11)

É importante ressaltar duas caractŕısticas desse estudo: a primeira é que, por ser

auto-função do operador diferencial associado à equação paraxial3, a solução gaussiana,

ao se propagar, permanece com a mesma forma. Isso significa que o feixe gaussiano,

ao se propagar, permanece sendo gaussiano, embora alguns de seus parâmetros mudem

(e explicitaremos isso adiante). A segunda, é que essa não é a única auto-função desse

operador. Na realidade, existem infinitas– por exemplo, os chamados modos de Hermite-

Gauss, cada um rotulado por um número inteiro, formam uma base do espaço de funções

em questão e são ortogonais. Isto é:∫ ∞

−∞
u∗

n(x, z)um(x, z) dx = δnm. (2.12)

Esses modos superiores, entretanto, não serão considerados em maiores detalhes neste

trabalho.

A partir das equações (2.8) e (2.9), vemos que o feixe gaussiano tem alguns

parâmetros importantes. Foquemos em w(z) e R(z) que são chamados, respectivamente,

de largura e raio de curvatura.

3 Igualmente, é solução da equação integral de Fresnel.
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A largura do feixe é definida de tal modo que a amplitude cai a 1
e
da amplitude

máxima do plano a uma distância 2w(z) do eixo. Já o raio de curvatura está relacionado

com as fases do feixe para cada plano: R(z) → ∞ significa fases idênticas num mesmo

plano (ou seja, fases de uma onda plana...) enquanto que R(z) pequeno indica fases, neste

plano z, mais próximas daquelas de uma onda esférica. Essas considerações estão expostas

na figura (7).

Figura 7 – Representação de w e R, ao longo da propagação do feixe. Imagem retirada da
refererência [32]

Verificaremos agora como esses parâmetros se comportam em relação a z e, portanto,

de que maneira o feixe se modifica com a propagação. Para isso é necessário definir dois

parâmetros intŕınsecos do feixe4.

• w0: o menor valor de w(z), que por enquanto suporemos ocorrer em z = 0, sem perda

de generalidade. É a chamada cintura do feixe; e

• zR ≡ πw2
0

λ
, chamado de comprimento de Rayleigh.

Esses parâmetros, caracteŕısticos de cada feixe, estão associados com as constantes arbitrá-

rias z0 e q0 acima, e podem ser medidos no laboratório. zR recebe esse nome do estudo da

difração em antenas, e está relacionado com as zonas de campo próximo e campo distante

(vide (A.2.2.1)). Esses dois parâmetros constantes determinam a dependência dos outros

três parâmetros5 com z. Isso está explicitado nas equações (2.13).

4 São intŕınsecos desde que este se propague livremente.
5 Na realidade, apenas um destes já determina o comportamento ao longo de z, uma vez que zR e w0

são vinculados, como visto acima (se se souber o comprimento de onda no meio em que o feixe se
propaga, evidentemente).
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w(z) = w0

√
1 +

(
z

zR

)2
,

R(z) = z + z2
R

z
,

ψ(z) = tan−1
(
z

zR

)
. (2.13)

Das equações (2.13) pode-se obter o comportamento próximo e distante de w e

R com z. O mais importante para este trabalho será o comportamento de w(z); apesar
disso, algumas sutilezas a respeito de R(z) devem ser analisadas para entendermos as

aproximações na proposta adiante. Antes, porém, cabe um comentário a respeito de ψ(z):
se zR for grande o suficiente, vemos que k z ≫ ψ(z),∀z; isso está completamente de acordo

com as suposições para (2.5) e todo o desenvolvimento posterior.

Analisando os comportamentos de w e R com z, através de (2.13), notamos que

o feixe pode ir diminuindo de tamanho ao propagar (de z < 0 → z = 0), até alcançar a

forma em que w = w0, e depois começa a divergir, aumentando o valor de w. A distância

de Rayleigh é definida de modo que, após uma distância propagada de zR a partir do plano

em que w = w0, o novo valor desse parâmetro é
√

2w0. As figuras 8 e 9 mostram essas

definições e seus reflexos nos feixes propagantes.

Figura 8 – Definição de ZR. Figura retirada de [32].
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Figura 9 – Figura mosrando variação de ZR com w0. Figura retirada da referência [32].

Matematicamente, o comportamento de w(z) pode ser visto na equação (2.14) e

na figura (7).

w(z) ≈


w0 |z| ≪ zR√
2w0 |z| = zR

wo
z

zR
= λ

πw0
z, z ≫ zR

(2.14)

Figura 10 – Variação de w com z. θ 1
e
será definido adiante. Figura retirada da referência [32]

Das expressões (2.14) e da figura 10, vemos que próximo ao plano em que w = w0,

a largura do feixe é quase constante e vai mudando, gradualmente. No campo distante,

passa a ser aproximadamente linear novamente, com coeficiente angular dado por w0
zR
. A

partir de considerações a respeito dessa mudança de w(z), do campo próximo ao distante,

é posśıvel definir a divergência θ do feixe. Ela pode ser definida por um ângulo entre o eixo

de propagação e a reta assintótica dada por w(z) no campo distante. Assim, esse ângulo

(no fundo, o coeficiente angular dessa reta) é dado por

lim
z→+∞

w(z)
z

= λ

πw0
, (2.15)

onde usamos (2.14). A divergência está representada na figura 7, e carrega o sub́ındice
1
e
porque podem haver pequenas diferenças de definição (ver [32]). Pode-se notar que a
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divergência é inversamente proporcional a w0. Ela pode ser interessante para avaliar, no

laboratório, se o experimento está no domı́nio de validade de aproximações utilizadas em

nossa proposta.

Antes de analisarmos o comportamento do raio de curvatura com z, vamos fazer um

cálculo que é de interesse para esse trabalho. Se existirem dois feixes gaussianos paralelos,

de mesma largura e posição da cintura, w0, quando esses feixes divergem o suficiente

para interferirem entre si6 ? Um critério para isso é supôr que o plano limite (z̄) para

interferência é aquele no qual os pontos mais distantes de cada pico que tem amplitude

não despreźıvel se sobrepõem. Podemos considerar esses pontos como aqueles à distância
√

2w do pico, por exemplo, que delimitam uma área contendo mais de 95% da intensidade.

Nesse caso, se w(0) = w0, a condição para não intereferência, em função da distância

∆x entre os picos dos feixes, é dada por

√
2w(z̄) < ∆x

2 ⇒ (2.16)

z̄ < zR

√√√√((∆x)2

8w2
0

− 1
)
, (2.17)

ou seja, dependendo da relação ∆x
w0

2
, essa distância pode ser maior ou menor que zR; se

essa razão for maior que 4, z̄ > zR, e se for menor, z̄ < zR. Com isso, vemos que ω0 e zR

dão as condições para não intereferência dos feixes.

A variação do raio de curvatura com z pode ser resumida de maneira semelhante à

de w(z), o que leva à equação (2.18) e gráfico representado na figura (11).

R(z) = z + z2
R

z
≈


∞, z ≪ zR

2zR, z = zR

z, z ≫ zR

(2.18)

Figura 11 – Variação de R com z. Figura retirada de [32].

6 É fato que feixes gaussianos sempre estão interferindo, mas se estiverem suficientemente afastados,
podem ser considerados, em um plano, como feixes completamente independentes, com boa aproximação
(isso será mostrado na seção 2.2).
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Vemos que R(z) → ±∞ próximo à cintura do feixe, rapidamente cai a seu valor

mı́nimo (2zR), e volta a subir, mas agora lenta e linearmente. Vamos agora discutir a

codificação dos feixes, de fato.

2.2 Estados quânticos de feixes gaussianos

2.2.1 Do clássico ao quântico

Passaremos agora à descrição quântica desses estados. Temos, então, um campo

clássico na forma dada por (2.9) e queremos passar agora a um estado do campo de apenas

um fóton (single-photon) que é descrito pela f́ısica quântica. Não falaremos em detalhes

da matemática ou da técnica envolvidas nessa passagem, para isso, as referências ao longo

do texto são indicadas.

No laboratório, essa passagem é feita gerando-se caminhos a partir de um feixe

laser e atenuando-o fortemente, até que este chegue ao estado de um único fóton, com

testes posteriores para garantir que chegou-se a esse regime. Não incluiremos detalhes

destes testes neste trabalho. Outra possibilidade é bombear um cristal não-linear com

feixes paralelos e utilizar os estados de fótons gêmeos gerados em conversão paramétrica

descendente. Não trataremos desse caso aqui. O primeiro caso está representado na figura

(12).

Figura 12 – fonte posśıvel de estados quânticos codificados em feixes gaussianos paralelos.

Matematicamente, o tratamento dos feixes intensos para o regime de um fóton

em modos espaciais é discutido nas referências [33] e [34]. Aqui faremos uma abordagem

prática, como na referência [31]. A intensidade no caso do campo clássico é proporcional a

probabilidade de detecção de um fóton, e a amplitude de probabilidade é dada pelo perfil

espacial do campo. Ou seja,

E⃗(x, y) → |Ψ⟩ =
∫
E(x, y) |1x, y⟩ dxdy (2.19)
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Sabendo agora que os estados de um fóton com amplitude gaussiana serão descritos

como acima, codificaremos os estados da base de um espaço de Hilbert discreto em caminhos

longitudinais, dados por feixes gaussianos paralelos. Inicialmente eles estão espaçados em

uma direção do plano perpendicular à propagação e centrados em uma mesma posição na

ortogonal, ou seja,

|Xi⟩ =
∫
A

exp i[ψ(z) − ψ0]
w(z) exp

[
(x− xi)2 + y2

w(z)2 − i
k((x− xi)2 + y2)

2R(z)

]
|1x, y⟩dxdy

(2.20)

Escolhemos o sistema de referência de modo a codificar o estado na direção x e de

tal maneira que em y todos os feixes estão centrados em zero7.Analogamente, podeŕıamos

ter escolhido codificar em y, definindo |Yi⟩. ‘A’ é apenas uma constante de normalização. Na

figura (13) exemplificamos essa codificação, onde cada |Xi⟩ corresponde a uma gaussiana.

Figura 13 – Representação de um estado quântico de feixes gaussianos paralelos em x.
A superf́ıcie exprime a densidade de probabilidade de detecção de um fóton,
e nesse caso está relacionada a um estado com igual intensidade em cada
caminho, e.g. 1√

3(1, 1, 1)T .

Para que esses estados possam ser considerados como base ortonormal de nosso

espaço de Hilbert discreto, estes deveriam satisfazer (usando a definição usual de produto

escalar num espaço vetorial de funções 8):

7 Escolhemos w’s iguais em x e y por simplicidade.
8 ⟨V |U⟩ =

∫∞
−∞ V ∗(x)U(x)dx
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⟨Xi|Xj⟩ = AA∗
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ei(fi(x′,y)−fj(x,y))e

−(
x−xj

wj
)2
e

−( x′−xi
wi

)2
e

−( y
wi

)2
e

−( y′
wi

)2
⟨1x′, y′|1x, y⟩dxdx′dydy′

= AA∗
∫ ∞

−∞
ei(fi(x,y)−fj(x,y))e

−(
x−xj

wj
)2
e

−( x′−xi
wi

)2
δ(x− x′)dxdx′

∫ ∞

−∞
e

−( y
wi

)2
e

−( y′
wi

)2
δ(y − y′)dydy′

= |A|2
∫ ∞

−∞
ei(fi(x,y)−fj(x,y))e

−( x−xi
wi

)2
e

−(
x−xj

wj
)2
dx
∫ ∞

−∞
e

−( y
wi

)2
e

−( y
wj

)2
dy

= C
∫ ∞

−∞
ei(fi(x,y)−fj(x,y))e

−( x−xi
wi

)2
e

−(
x−xj

wj
)2
dx

?= δi,j; ∀i, j (2.21)

onde fi,j(x, y) são as funções relacionadas com as fases do campo, dadas pelos raios de

curvatura R(z), por k∆z e ψ(z). Importante notar que aqui estamos considerando um plano

(x, y), e portanto z é constante. A relação (2.21) pode ser satisfeita de forma aproximada

se ∆x ≫ w. Na realidade, (2.21) é satisfeita se ∆x
w

→ +∞ (estamos considerando todos

os w iguais, aproximação que faremos a partir do próximo parágrafo em diante). Para

mostrar que a condição acima é suficiente para que (2.21) seja obedecida, vamos antes

limpar um pouco a notação. É importante notar que,

0 ≤
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
h(x, y)dxdy

∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

−∞
|h(x, y)| dxdy (2.22)

∀h(x, y) cujo módulo seja integrável. Sendo assim, se provarmos que o lado direito da

desigualdade é 0, o módulo quadrado da integral de h tem que ser nulo.

Fazendo h = exp {i(fi(x, y) − fj(x, y))} exp
{

−
(

x−xi

w

)2
}

exp
{

−
(

x−xj

w

)2
}
, sabe-

mos que |h| = | exp
{

−
(

x−xi

w

)2
}

exp
{

−
(

x−xj

w

)2
}

|. Para mostrar que (2.21) é satisfeito,

basta mostrar que a integral de |h| é 0. Chamando ∆x = xj − xi,

x → x′ = x− xi + xj

2 (2.23)

⇒ C
∫ ∞

−∞
e−( x−xi

w
)2
e−(

x−xj
w

)2
dx

= C
∫ ∞

−∞
e−(

x′+
xi+xj

2 −xi
w

)2
e−(

x′+
xi+xj

2 −xj
w

)2
dx′

= C
∫ ∞

−∞
e−(

x′+
xj −xi

2
w

)2
e−(

x′+
xi−xj

2
w

)2
dx′

= C
∫ ∞

−∞
e−

x
′2−2x′ ∆x

2 + ∆x
4

2

w2 e−
x′2+2x′ ∆x

2 + ∆x
4

2

w2 dx′

= Ce− ∆x2
2w2

∫ ∞

−∞
e− 2x

′2
w dx′

= Ce− ∆x2
2w2

√
πw

2 .

∴ lim
( ∆x

2w
)2→+∞

Ce− ∆x
2w2

√
πw

2 = 0.

(2.24)
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Isso mostra, então, que | ⟨Xi|Xj⟩ |2 → 0 quando (∆x
2w

)2 → ∞, o que garante, nesse

limite, a validade de (2.21). Podemos entender esse cálculo da seguinte maneira: se ∆x ≫ w,

então para os valores de x em que uma gaussiana tiver valor expressivo (não é ≈ 0,< ∞)

a outra será praticamente nula (≈ 0) e com ambas normalizadas, o produto será próximo

de zero e, no limite, é zero. É importante ressaltar que a conta acima considerou o mesmo

w para as duas gaussianas. No caso de podermos alterar o w de uma das gaussianas, a

análise é um pouco diferente (ela ainda deve ser normalizada), pois o produto poderá

ir a zero ou não (o produto de um número grande por um número próximo a zero não

necessariamente é despreźıvel). Se pudermos alterar uma das gaussianas, tornando-a muito

alta (e portanto muito fina), o produto pode ser alto em uma região (em que o valor de

uma das Gaussianas é ≈ 0 e da outra ≫ 0). Entretanto, por se tratar de uma integral,

vê-se que quanto maior o produto, menor o intervalo em x em que essa região contribui

à integral 9. O cálculo que corresponde a essa idéia é de generalização simples do aqui

mostrado, e não será feito.

Concluimos, então, que a integral deve ir a zero, a não ser quando i = j (quando

∆x = 0 e a condição acima não é satisfeita), caso em que a normalização garante o valor

1. Como o limite necessário para a integral ir a zero não é alcançado f́ısicamente, apenas

∆x ≫ w, seguem alguns cálculos numéricos da última integral em (2.21), para dar uma

noção da ordem de grandeza da aproximação feita. Alguns exemplos com σ’s diferentes,

exemplificando o argumento para esse caso, também seguem, onde utilizaremos valores de

σ = w√
2 .

Nos gráficos apresentados nas figuras 14 e 15, a curva vermelha representa a soma

das duas gaussianas em verde e azul, para diferentes valores de σ’s e ∆x. Se pode ver que,

quanto mais a condição ∆x ≫ σ é satisfeita (ou seja, σ
∆x

mais próximo de 0), mais a curva

vermelha se sobrepõe às curvas azul e verde. O lugar de maior discrepância é entre as duas,

onde o overlap é mais considerável.

9 lembrando que essa região tende a um ponto – intervalo de medida nula – mas nesse caso, a gaussiana
tende a uma delta de Dirac. Esse caso não é tratado aqui
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Figura 14 – Duas gaussianas, centradas em
x = 0 e x = 1, de σ = 0.5. O
produto escalar é 0.26

Figura 15 – Duas gaussianas, centradas em
x = 0 e x = 1, de σ = 0.2.O
produto escalar é ≈ 0.014

Vê-se que o produto escalar de fato é menor se a condição acima for satisfeita. Na

figuras 16 e 17, podem-se ver dois gráficos com mesma relação σ
∆x

, mas com valores de

cada parâmetro diferentes. Como esperado, o resultado do produto escalar é o mesmo:

Figura 16 – Duas gaussianas, centradas em
x = 0 e x = 15, de σ = 1.O
produto escalar é:≈ 2.6 10−25

Figura 17 – Duas gaussianas, centradas em
x = 0 e x = 3, de σ = 0.2.O
produto escalar é: 2.6 10−25

Podemos ver que nossa codificação pode ser considerada boa, desde que ∆x ≫ σ.

Isso conclui nossa apresentação de feixes gaussianos paralelos utilizados como codificação

de estados quânticos que pertecem a um espaço de Hilbert discreto. A dimensão d desse

espaço é o número de feixes paralelos que estão sendo considerados. Agora vamos apresentar

como faremos as transformações e operações em estados desse tipo, que como dito na seção

1, é o resultado central deste trabalho.
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3 A proposta experimental

O caṕıtulo (1) explicita e explica que o objetivo deste trabalho é realizar transfor-

mações em estados quânticos fotônicos, de modo que se possa operar sobre eles: preparar

estados e realizar medições sequenciais. Como visto no caṕıtulo anterior, feixes gaussianos

separados espacialmente podem definir uma base de um espaço de Hilbert discreto; pode-se,

assim, definir o estado inicial como combinação linear desses elementos:
∑

i Bi|Xi⟩. Esse
será o input do sistema, que o modificará (ou não). O objetivo é realizar uma operação M
no estado |Ψ⟩, ou seja:

|Ψ⟩ → M|Ψ⟩. (3.1)

Para a realização f́ısica da operação, faremos com que o estado inicialmente co-

dificado em uma direção (x, por exemplo), seja transformado no estado de sáıda (dado

por M|Ψ⟩), mas – como será visto adiante – nesta proposta experimental, este estará

codificado na direção ortogonal (y). Assim, teremos, denotando os coeficientes de M por

kij,

|Ψ⟩0 =
∑

i

Bi|Xi⟩ → |Ψ⟩f =
∑
i,j

Bikij|Yj⟩. (3.2)

Neste caṕıtulo, mostraremos a proposta a ser implementada para tanto (no seguinte, ficará

claro como essa proposta realiza essa transformação e exemplos serão dados). Antes, uma

breve seção para convencionar a notação aqui utilizada.

3.1 Notação e sistema de referência

Como utilizaremos feixes gaussianos paralelos para codificação dos estados de

qudits, se supusermos que os feixes tem propriedades parecidas (comprimento de Rayleigh

e cintura e posição da cintura), eles se modificam de maneira muito semelhante ao propagar

de um certo z = z′ para um outro plano z = z′′. Desse modo, os raios de curvatura Ri(z′)
são aproximadamente iguais para todo i (vide seção (2.1)) e quando os feixes propagam de

z′ para z′′, a mudança Ri(z′) → Ri(z′′) ocorre de forma parecida para todo i, o que pemirte

que Ri(z′′) para cada um dos feixes seja considerado igual. Se trata de uma aproximação,

afinal, muitas das operações imprimem um caminho ótico ligeiramente maior entre um

feixe e outro, o que resulta numa pequena mudança em um raio de curvatura em relação ao

outro, o que desprezaremos e é importante se ater a essa aproximação no laboratório1. Ela

1 Vide (3.6) para um compêndio dessas condições que devem ser garantidas experimentalmente.
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será válida se R(z) variar pouco com pequenas diferenças do comprimento de propagação.

Pode ser necessário compensar essas diferenças de caminho. Dada essa convenção e esses

cuidados no laboratório, em nossa notação podemos omitir as informações relativas ao

raio de curvatura.

Por outro lado, também há ganho de fase −ik(z′′ − z′) e de fase de Guoy, dado

por ψ(z′′) − ψ(z′). Como se tratam de fases constantes sobre todo o feixe, mas imprimem

diferenças de fase relativas entre um feixe e os outros paralelos, é necessário manter essa

informação. Faremos isso, mas a informação de ambas as fases pode ser “unificada” em um

θi(z) para cada feixe. Assim, cada feixe gaussiano normalizado, com w(z) e centrado em

xi será escrito como Gaussw(x− xi).

Ou seja, o estado |Xi⟩ apresentado no caṕıtulo anterior, com uma fase θ(z) adicional,
será descrito da seguinte maneira:

eiθ(z)|Xi⟩ = eθi(z)
∫ ∞

−∞
Gaussw(x− xi)Gaussw(y)|1x⟩|1y⟩dxdy, (3.3)

onde foram suprimidas as informações do raio de curvatura e, como dito acima, θi(z) deve

dar conta da fase de Guoy e da fase de propagação.

As transformações serão “protagonizadas” por um modulador espacial de luz que

modula apenas fase (SLM), e é o primeiro elemento a agir no estado inicial. Assim, no

plano do SLM, as coordenadas espaciais transversais serão denotadas com linha, z’=0, e

no plano de sáıda do arranjo, as coordenadas serão descritas sem linha.

Mais adiante vamos considerar aplicações de transformadas de Fourier, que serão

escritas como F{·}(q), onde entre os colchetes estará a função cuja transformada está sendo

tomada e o “q” é a variavel da função transformada de Fourier2. Se existir uma trasformada

de Fourier para uma funçao f(x) que estaria entre os colchetes acima, podemos chama-la

brevemente de f̃ ou f̃(q).

Consideraremos, também, que o estado de entrada está codificado na direção x,

centrado em zero na direção y e se propagando na direção z. Utilizaremos uma notação

operacional para outras transformações no campo: quando houver um feixe, que se propaga

na direção z, diremos que a função U(x, y, z) que o caracetrizará após a propagação de d

metros, é U(x, y, z) = P{U(x, y, z − d)}d, onde nem sempre explicitaremos o sub́ındice d.

Além disso, transformações no campo efetuadas pelo deslocador de feixes também serão

denotadas por um “c” neste estilo: C{·} e entre os colchetes estará o campo na entrada do

elemento. Um estado de polarização puro arbitrário será denotado por |W ⟩.
2 Em outras palavras, ‘q’ é a variável que está no espaço rećıproco à variável da função a ser transformada
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3.2 Cálculo do operador campo e arranjos posśıveis

Faremos agora o cálculo do operador campo e a exemplificação do que pode ser

feito experimentalmente, considerando que o objetivo principal desse trabalho é rea-

lizar a transformação descrita pela Eq. (1.2). Para tanto, prosseguiremos da seguinte

maneira: inicialmente calcularemos o campo classicamente, usando ótica de Fourier e

as aproximações necessárias (vide apêndice) e chegando a uma distribuição E⃗(x, y).
Depois, a passagem para o estado quântico é feita, como já discutido, considerando

E⃗(qx, qy) →
∫
E(x, y)|1x⟩|1y⟩|1W ⟩dxdy, em que |1W ⟩dxdy é a notação de Fock para um

fóton no estado puro de polarização |W ⟩. A justificativa é dada detalhadamente em [33,35].

Como será visto adiante, esse caṕıtulo será dividido em relação ao número de

caminhos do estado de entrada (em duas configurações do arranjo), calculando, para cada

caso, o campo clássico e posteriormente haverá generalização para n caminhos. Isso será

feito para alcançar mais clareza na exposição dos fatos importantes. No final do caṕıtulo,

calcularemos o operador para cada caso e discutiremos algumas vantagens e limitações do

sistema proposto.

Algumas aproximações teóricas são necessárias para o trabalho aqui apresentado, e

por isso vamos enfatizá-las, listando-as abaixo. Elas são explicadas, contextualizadas e os

seus domı́nios de validade discutidos nos apêndices ou seções colocadas entre colchetes.

• Aproximação A0 Usaremos aproximação escalar em toda propagação que não contiver

elementos birrefringentes; usaremos ótica de Fourier, com a seguinte consideração:

um campo que haja propagado uma distância z < 2D2

λ
após a modificação pelo

SLM, será dado pela aproximação de Fresnel [seção (A.2.1)]. Isso significa que

os feixes gaussianos se propagam como explicado no caṕıtulo (2). Para z > 2D2

λ
,

pode ser utilizada a aproximação de campo distante (aproximação de Fraunhofer

[seção(A.2.2)]). Nessa fórmula, chamada de fórmula do designer de antena, D é um

parâmetro a ser escolhido, chamado de tamanho relevante do feixe: ele define uma

região que concentra grande parte da intensidade do feixe propagante.

Uma consequência dessa aproximação é que, se os feixes gaussianos propagam como

descrito anteriormente, para algum z′ começa a haver uma grande divergência. Como visto

anteriormente, esse “alargamento” dos feixes gaussianos pode tornar a aproximação de

ortogonalidade ⟨Xi|Xj⟩ ≈ δi,j, necessária para a codificação (vide Eq. (2.21)), não mais

válida. Assim, sem que se corrija essa divergência ao longo do experimento, existe um limite

experimental para a propagação dos feixes. Um critério posśıvel e simples para estabelecer

esse limite que chamaremos de z̄ ( que envolve w(z̄) e a separação entre os feixes, ∆x)
é dado na Seção 2.1, Eq. (2.17). O ponto importante a considerar aqui é que é posśıvel

ter z̄ > z∗, utilizar a aproximação de Fraunhofer para cada feixe independentemente,
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enquanto que em x os feixes não se sobrepuseram. Usar elementos difrativos de fase e

aproximação escalar pode gerar discrepâncias relevantes em alguns casos. Isso é discutido

na referência [36], mas não será abordado aqui. Continuemos com as aproximações:

• Aproximação A1 Para lentes,utilizaremos a aproximação paraxial e considerarem

que se tratam de elementos delgados [Seção B.1].

• Aproximação A2 Suporemos que Ri(z) ≈ Rj(z), ∀z, onde Ri e Rj são os raios de

curvatura de um feixe arbitrário i ou j. Se trata de uma aproximação porque, devido

a diferenças de caminho ótico, haveria diferenças nestes raios de curvatura. Além

disso, suporemos que o comprimento de Rayleigh (zR) e a divergência dos feixes,

assim como posição da cintura destes, são iguais.

• Aproximação A3 Vamos denotar a componente de polarização horizontal por ĥ e

vertical por v̂. Consideraremos o deslocador de feixes modifica o percurso ótico de

cada componente de polarização, mas não a forma da curva. Para mais detalhes do

funcionamento do deslocador, vide Apêndice (B.3).

• Aproximação A4 Consideraremos que o experimento ocorrerá dentro do comprimento

de coerência dos feixes., Isto é, se considerarmos que o experimento ocorre de um

plano z = 0 até um plano z̄, o comprimento de coerência deve ser maior que z̄. Isso

deve ser testado experimentalmente. No caso de um estado com muitas componentes

de caminho, isso pode ser extremamente dif́ıcil, a não ser que seja usada uma fonte

de laser atenuado.

Com a aproximação A2, as informações a respeito do raio de curvatura dos feixes

gaussianos podem ser omitidas sem problemas, e assim utilizaremos a notação da seção (3.1).

Embora aproximação semelhante valha para w, continuaremos explicitando-o porque ele é

extremamente importante para que valha a Eq. (2.21). É importante notar o subscrito w em

cada passo: como visto na Seção 2.1, w muda com z e a cada propagação e transformação

por elementos, w é escrito de maneira diferente. A fase θ(z)( que engloba −ikz e ψ(z))
será omitida desde que os feixes caminhem paralelamente (já que o que importa são as

fases relativas entre os feixes, para cada z); quando houver diferença de caminho entre eles,

θi(z) explicitará essa fase relativa. Para as polarizações horizontal e vertical, usaremos os

śımbolos ĥ e v̂, respectivamente.

3.3 Um caminho de entrada

Para um caminho de entrada, o arranjo necessário está mostrado na figura 18. A

presença da lente ciĺındrica é opcional e constitui um arranjo diferente, igualmente posśıvel.
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Figura 18 – Arranjo da proposta para um caminho, em que a presença da lente ciĺındrica
constitui um outro arranjo posśıvel. No SLM deve ser colocada uma máscara
de fase que seja dada por uma função periódica em y.

Consideremos o campo inicial dado por U(x, y, 0) = Gaussw(x′)Gaussw(y′)ĥ, que
então incide no SLM, sendo modificado para

U(x′, y′, 0)e−iΦ(y′), (3.4)

onde Φ(y′) é a fase adicionada ao campo incidente por uma rede de difração programada

no SLM. Após esse momento, existem duas possibilidades, como indicado na imagem

acima.

3.3.1 Arranjo sem lente ciĺındrica

No arranjo sem a lente ciĺındrica, o feixe propaga livremente. Após uma distância

z > z∗, dada por

z∗ =
2w2

y

λ
, (3.5)



Caṕıtulo 3. A proposta experimental 44

onde wy é o raio do feixe em y3, podemos considerar que Pz∗ → Fy (aproximação A0).

Nesse caso, o campo é descrito por uma propagação de feixe gaussiano em x e uma

propagação do feixe modificado em y

P{Gaussw(x′)}F{e−iΦ(y′)Gaussw(y′)}. (3.6)

Precisamos então descobrir a transformada de Fourier da função acima. Conside-

rando que as funções Φ sejam funçoes periódicas (de peŕıodo T), com domı́nio estendido a

toda a reta real, representável por uma série de Fourier com coeficientes dados por Cm,

queremos calcular a transformada de Fourier do produto dessa função periódica por uma

função gaussiana.

Resumindo, temos: 1. Função quadraticamente integrável Gauss(y′) com transformada

de Fourier ˜Gauss(ky) = F{Gauss(y′)}(ky); onde ky é a variável rećıproca a y – que, em

transformada de Fourier ótica é proporcional a y (αy), (vide Seções (93) e (A.2.2)); e 2.uma

função periódica de peŕıodo Ty, Φ(y′). Assim, podemos escrever Φ(y′) =
∞∑

m=−∞
Cme

i 2πm
T

y′
.

Então,

F{Gaussw(y′)Φ(y′)}(y) =
∫ ∞

−∞
Gaussw(y′)Φi(y′)e−ikyy′

dy′

=
∫ ∞

−∞
Gaussw(y′)

∞∑
m=−∞

Cme
i 2πm

Ty
y′
e−ikyy′

dy′

=
∞∑

m=−∞

∫ ∞

−∞
Gaussw(y′)Cme

i( 2πm
Ty

−ky)y′
dy′

=
∞∑

m=−∞
CmF{Gaussw(y′)}(αy − 2πm

Ty

).

Assim, o resultado é a soma de gaussianas em y, centradas em 2πm
Ty

, ponderadas

por Cm:

F{Gaussw(y′)Φi(y′)}(y) =
∑
m

Ci
mG̃aussw̃(αy − m2π

Ty

) (3.7)

ou seja,

P{Gaussw(x′)}F{e−iΦ(y′)Gaussw(y′)} = Gaussw′(x)
∞∑

m=−∞
CmGaussw̃(y − ym), (3.8)

com ym = 2πm
Ty

.

Vemos assim que, se as gaussianas forem suficientemente estreitas em relação a

separação em y (ou seja, a Eq. (2.21) valer para ˜Gauss(y)), temos um novo estado do

mesmo espaço de Hilbert, agora codificado na direção perpendicular à anterior.

Pode-se notar que o campo é dado, na sáıda do arranjo, pela soma de gaussianas

em y, ponderadas pelos coeficientes da rede de difração colocada no SLM. No caso desse

3 Afinal, com essa aproximação, estamos considerando quase 90% da intensidade
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arranjo, α = k
2z

(vide (A.2.2)), o que significa que cada ordem tem distância k∆y
2z

= 2π
Ty

com as vizinhas. É necessário, novamente, que essa distância e w̃ satisfaçam a Eq. (2.21).

É importante notar, entretanto, que há uma pequena divergência entre as ordens (sua

distância depende de z), e isso difere ligeiramente do tipo de codificação do estado de

entrada. Se o peŕıodo das grades não for muito pequeno, entretanto, isso pode ser desprezado

para a maioria das ordens em que o campo não tem amplitude despreźıvel. É importante

notar que isso está também relacionado com a aproximação paraxial: ordens muito altas

estão relacionadas com ângulos de difração muito grandes, o que deve ser despreźıvel para

que estejamos dentro dos domı́nios de validade desejado.

3.3.2 Arranjo com lente ciĺındrica

A segunda possibilidade de arranjo tem a seguinte diferença: uma lente ciĺındrica,

que modifica o campo apenas no eixo4 y. Chamando de f o comprimento focal dessa lente,

se ela for colocada no plano z = f e considerando o campo no plano z = 2f , temos

P{Gaussw(x′)}F{e−iΦ(y′)Gaussw(y′)} = Gaussw′′(x)
∞∑

m=−∞
CmGaussw̃(y − ym) (3.9)

E temos que, novamente, o campo é dado pela soma de gaussianas em y, ponderadas

pelos coeficientes da rede de difração colocada no SLM, embora, agora, α = k
f

⇒ k
f
∆y = 2π

Ty
.

Algumas vantagens dessa montagem: aproximações menos fortes são necessárias (estamos

apenas nas aproximações paraxiais) e, também, a pequena divergência das ordens de

difração é anulada: os feixes gaussianos passam a ser paralelos após a lente em planos

suficientemente próximos ao foco [37]. Entretanto, também há desvantagens: pelo fato de

os feixes estarem paralelos, se a lente aumentar a divergência em y, em uma distância

pequena após z = 2f é posśıvel que a condição dada pela Eq. (2.21) não seja mais satisfeita.

Para que isso seja corrigido, pode ser necessário a colocação de mais lentes ao longo do

arranjo, caso seja necessário realizar mais operações sobre o estado.

• Uma visão intuitiva

Vamos fazer uma descrição intuitiva, para ajudar a vizualizar o que está ocorrendo

– e em particular para entendermos como redes de difração diferentes levam a valores

diferentes para os coeficientes Cm, resultando em diferentes operações sobre o estado

de entrada. Vamos representar o estado de entrada da maneira pictórica da Figura 19.

Nesta representação, separamos intensidade e fase; a primeira é representada por um perfil

gaussiano no plano transversal e a segunda por uma seta em um plano.

4 No fundo, por ser constitúıda de material de ı́ndice de refração n > 1, ela aumenta o caminho ótico do
feixe, o que é uma alteração em x, apesar de que, nessas condições, tal alteração é despreźıvel.
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Figura 19 – Representação de estado de entrada |Xi⟩. A seta, na parte direita, representa
a fase do estado de entrada enquanto o ‘spot ’ representa a intensidade do
estado no plano transversal (x′, y′).

A atuação de nosso arranjo realiza então:

Figura 20 – Representação da atuação do arranjo descrito. Através da difração em y,
realizada pela aplicação da rede de difração no SLM, temos um novo estado
de caminhos, codificado em y.

Onde cada novo spot em y tem sua fase e intensidade definidas por Cm. Assim,

diferentes redes levam a diferentes operações (e portanto a diferentes estados finais).

Passemos agora a análise para um arranjo com mais de um feixe de entrada.

3.4 Dois caminhos de entrada

Novamente, consideraremos duas opções, com e sem lente ciĺındrica. O arranjo é

parecido, entretanto, com mais de um caminho de entrada. Se fosse utilizado o arranjo da

seção anterior, constitúıdo por livre propagação com ou sem lente, teŕıamos um campo do

tipo:

U(x, y, zF ) =
1∑

i=0

∞∑
m=−∞

CimGaussw∗(y − ym)BiGaussw′(x− xi), (3.10)

como resultado da propagação dos feixes paralelos em x e difração em y. Essa forma para

o estado final não serve aos nossos propósitos. De fato, este estado não é dado por M|Ψ⟩,
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mas é um estado descrito em um espaço de Hilbert maior5, codificado em x e y). Com a

visão intuitiva dada na seção anterior, podemos representar (3.10) como na Figura 21.

Figura 21 – Representação da atuação do arranjo descrito na seção anterior para estados
de entrada com dois feixes,

∑
i Bi|Xi⟩. Neste caso, temos uma rede de difração

atuando no primeiro feixe nenhuma rede de difração atuando no segunda. O
estado final é consequencia da difração em y e propagação dos feixes paralelos
em x, separadamente.

Entretanto, o que separa o estado acima, descrito pela Eq. (3.10), do estado final

que pretendemos obter é que o coeficiente do estado em y deve ser a soma dos coeficientes

das grades (Cim) multiplicados pelos coeficientes do estado puro inicial (Bi), o que pode

ser visto na equação abaixo:

M|Ψ⟩ ↔ U(x, y, zF ) =
1∑

i=0

∞∑
m=−∞

CimBiGausw∗(y − ym)Gaussw′(x) (3.11)

(lembrando que w∗ e w′ devem satisfazer as relações necessárias com ∆y e ∆x, respecti-
vamente, devido a Eq. (2.21)). Com a representação em figuras, o que devemos fazer é

descrito pela Figura 22.

5 Este espaço maior é dado por H2
x ⊗ H∞

y
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Figura 22 – Representação do que queremos obter após a operação do arranjo que será
descrito para o caso de estados iniciais com dois feixes populados.

Assim, é necessário realizar interferência dos caminhos em x, realizando o que foi

expresso na Seção 1. A seguir, será explicitado como um interferômetro longitudinal pode

fazer esse trabalho. O arranjo proposto é o da Figura 23.



Caṕıtulo 3. A proposta experimental 49

l

z1 zDF1 Zdf1

x d'
d

zpol

+

z* z

S
L
M

Deslocador de
feixes

2

polarizador

f f

lente cilíndrica

x

z
y

Figura 23 – Arranjo para até dois caminhos de entrada, onde novamente a lente ciĺındrica
constitui um segundo arranjo posśıvel. Nesse arranjo, existe a necessidade
de um interferômetro em x para a realização da transformação desejada.
Novamente, no SLM as escalas de cinza em y devem ser dadas por funções
periódicas.

Começaremos, então, o cálculo do operador campo para os dois caminhos de

entrada.

3.4.1 Arranjo sem lente ciĺındrica

No arranjo, vemos que o feixe passa por 3 etapas principais:

1. Incidência no SLM e passagem pela placa de onda;

2. Propagação livre (até o deslocador,após o deslocador e até o polarizador);

3. Propagação pelo deslocador e polarizador.
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na etapa 1 o feixe após o SLM e a placa de onda, é dado por

U(x, y, z1) = Pz1

{
i=1∑
i=0

BiGaussw0(x′ − xi)e−iΦ′
i(y

′)Gaussw0(y′)Ŵi

}
, (3.12)

em que Ŵi é ĥ para i = 0 e v̂ para i = 1. Haveria uma diferença de caminho ótico entre os

feixes devido à passagem pela placa de onda, que pode ser compensada pelo SLM, por

isso foi omitida. É importante lembrar, entretanto, que Φ′ deve ser a soma da função que

descreve a rede de difração com a fase constante apropriada para esse fim. Além disso,

consideramos que Φi não interage com o feixe centrado em xj. Isso é, claramente, uma

aproximação, mas que está condizente com a condição de ortogonalidade, Eq. (2.21).

A propagação até o deslocador de feixes (́ıtem 2 acima), consideradas as aproxi-

mações listadas, faz com que w0 → w, o que leva a um campo de entrada no deslocador

(z = zDF 1) dado por:

U(x, y, zDF 1) = B1Gaussw(x′ − x1)PzDF 1{e−iΦ′
1(y′)Gaussw(y′)}v̂

+B0Gaussw(x′)PzDF 1{e−iΦ′
0(y′)Gaussw(y′)}ĥ (3.13)

Nesse momento, o feixe passará pelo deslocador, cuja a ação está desenvolvida no

Apêndice B.3. Aqui, vamos explicitar diretamente o resultado lá obtido: O deslocador

de feixes translada na direção x, de uma distância l, a parte do feixe com polarização

ĥ, enquanto que a parte com polarização v̂ propaga como se não houvesse o cristal6.

Tudo isso ocorre enquanto o feixe propaga ao longo do cristal, na direção z. Matema-

ticamente, Cl{f(x, y)ĥ + g(x, y)v̂} = Pd′{f(x − l, y)ĥ} + Pd{g(x, y)v̂}, onde l é o valor

que o deslocador de feixes desloca o feixe com polarização ĥ; d e d′ são os caminhos

óticos percorridos pelas diferentes componentes do feixe (vide figura (3.6). Se os fei-

xes tiverem a forma descrita acima: f(x, y) = Gaussw(x + ∆x)Pz{e−iΦ1(y)Gaussw(y)} e

g(x, y) = Gaussw(x)Pz{e−iΦ2(y)Gaussw(y)}, então

Cl{f(x, y)ĥ+ g(x, y)v̂} =

Pd′{Gaussw(x)}Pz+d′{e−iΦ1(y)Gaussw(y)ĥ} + Pd{Gaussw(x)}Pz+d{e−iΦ2(y)Gaussw(y)v̂}

= Gaussw′(x+ ∆x− l)Pz+d′{e−iΦ1(y)Gaussw′(y)ĥ} +Gaussw′′(x)Pz+d{e−iΦ2(y)Gaussw′′(y)v̂}.

Aplicando isso a Eq. (3.13)), com l = ∆x, temos:

U ′(x, y, zdf1) = B0Gaussw′(x)PzDF 1+d′{e−iΦ′
0(y)Gaussw′(y)ĥ}

+B1Gaussw′′(x)PzDF 1+d{e−iΦ1(y)Gaussw′′(y)v̂}. (3.14)

6 Embora com caminho ótico maior.
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Como d e d′ são diferentes, existirão fases relativas entre um feixe e outro. A priori,

w também será diferente para cada feixe, assim como o raio de curvatura; como dito,

consideraremos essas diferenças despreźıveis. Portanto, w′ = w′′ e podemos considerar que

d = d′ para o raio de curvatura, mas com a adição de uma fase θ no feixe que percorreu o

caminho dado por d′. Assim, o campo pode ser escrito como:

U(x, y, zdf1) = B0Gaussw′(x)Pz+d{e−iθe−iΦ′
0(y)Gaussw′(y)ĥ}

+B1Gaussw′(x)Pz+d{e−iΦ1(y)Gaussw′′(y)v̂}. (3.15)

Essa fase pode, novamente, ser compensada pelo SLM, o que, considerando essa compen-

sação, leva a

U(x, y, zdf1) = Gaussw′(x)[B0Pz+d{e−iθe−iΦ0(y)Gaussw′(y)}ĥ

+B1Pz+d{e−iΦ1(y)Gaussw′(y)}v̂]. (3.16)

Assim, vemos que, em x, teremos gaussianas idênticas somadas, mas com polari-

zações ortogonais. Para isso, é importante ressaltar que foi necessário que, durante toda

propagação até o final do deslocador, a aproximação de campo próximo seja válida para a

distribuição nessa direção (Aproximação A0). Isso está ressaltado na Figura 23: z̄ ocorre

depois do deslocador de feixes. De certo modo, a polarização cruzada dos feixes garante

isso, e portanto essa aproximação tem que ser válida até a placa de onda após o SLM.

Após a “junção” no deslocador de feixes, dos feixes de ı́ndice 0 e 1, essa aproximação não

é mais necessária em x, afinal só há um feixe. Em y, temos, até agora, a soma de dois

campos propagados desde o SLM, com a forma BiPz+d{e−iΦi(y′)Gauss(y)}ŵi. Importante

ressaltar que cada ordem chega ao deslocador de feixes com um ângulo diferente, o que pode

colocar fases relativas nas diferentes ordens de cada feixe, o que é algo que não pode ser

conpensado pelo modulador. Para resolver isso, deve-se corrigir a divergência das ordens.

Entretanto, se o peŕıodo for grande o suficiente para que se possa desprezar essa diferença

de fase para as ordens mais relevantes, isso não será necessário. Isso só pode ser feito para

redes que tenham coeficientes com maior módulo para valores de m próximos de 0.

Continuando a análise, o campo deve ser propagado de uma distância maior do

que a que denominamos z∗, que deve satisfazer a condição em A0 (fórmula do designer de

antena) em y. Podemos utilizar então a aproximação de campo distante, e considerar que

Pz∗ → F , e o campo em y, agora, é a transformada de Fourier do campo em z = 0. Se isso

ocorrer até o plano em que se encontra o polarizador, temos, imediatamente antes deste

polarizador7:

7 Note que, aora, os coeficientes Cim também carregam o ı́ndice i das funções Φ0 e Phi1 que atuaram
nas diferentes componentens do estado de entrada.
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U(x, y, zpol) = Gaussw∗(x)
∞∑

m=−∞
Gaussw̃(y − ym)(B0C0mĥ+B1C1mv̂), (3.17)

o que significa que, para cada gaussiana centrada em um valor de ym, o estado de

polarização é dado por B0C0mĥ+B1C1mv̂. Definindo ηm = 1√
2⟨ĥ+ v̂, C0mB0ĥ+B1C1mv̂⟩ =

1√
2(C0mB0 + C1mB1), teremos, após a passagem do feixe pelo elemento:

U(x, y, zpol) = Gaussw∗(x)
∞∑

m=−∞
ηmGaussw̃(y − ym)(ĥ+ v̂)

= Gaussw∗(x) 1√
2

i=1∑
i=0

Bi

∞∑
m=−∞

CimGaussw̃(y − ym)(ĥ+ v̂)

= η(1)Gaussw∗(x)
i=1∑
i=0

Bi

∞∑
m=−∞

CimGaussw̃(y − ym)(ĥ+ v̂), (3.18)

onde8 η(1) = 1√
2 . Pode-se notar que o campo elétrico é dado pela soma de gaussianas em y,

ponderadas pelos coeficientes das séries de fourier das grades colocadas em cada região,

assim como pelos coeficientes iniciais de cada feixe gaussiano de entrada. A polarização do

campo final neste arranjo é diferente da polarização de entrada. Isso pode ser, caso haja

interesse, modificado com uma placa de onda λ
2 . Outra possibilidade é usar uma λ

2 a 22.5
graus e um PBS no lugar do polariador, o que resulta na mesma operação, com o estado

de polarização de sáıda em ĥ.

3.4.2 Arranjo com lente ciĺındrica

Um outro arranjo consiste em uma pequena modificação do descrito acima: uma

lente ciĺındrica, que modifica o campo apenas no eixo9 y . Chamando de f o comprimento

focal dessa lente, se ela for colocada no plano z = f e o polarizador no plano z = 2f ,
sabemos, da ótica de Fourier, que a condição para campo distante está satisfeita mesmo

dentro das aproximações de Fresnel e da aproximação paraxial para a lente (vide Apêndice

B.1).Assim, o campo em z = 2f é dado portanto

U(x, y, zdf1) = ηGaussw∗(x)
i=1∑
i=0

∞∑
m=−∞

BiCimGaussw̃(y − ym)(ĥ+ v̂) (3.19)

As vantagens e desvantagens discutidas acima, para o caso da lente ciĺındrica no

arranjo de um caminho de entrada, se mantém idênticas. É importante notar que se apenas

8 Escrevemos η(1) ao invés de 1√
2 porque isto será útil em breve, quando fizermos a generalização para

mais caminhos.
9 Novamente, por ser constitúıda de material de ı́ndice de refração n > 1, ela aumenta o caminho ótico

do feixe, o que é uma alteração em x, apesar de que, nessas condições, é despreźıvel.
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um caminho (suponha centrado em x′ = 0) entrar nesses arranjos, a mesma situação ocorre

em relação ao caso sem o interferômetro em x, com a diferença que, nesse caso, há um

fator η = 1√
2 no momento da passagem pelo polarizador (ou seja, posśıvel diminuição da

intensidade).

3.5 3 caminhos de entrada e generalização para n caminhos

A idéia para o caso de três caminhos de entrada é semelhante à de dois, afinal, o

mesmo problema apontado para estados com 2 caminhos de entrada acontece: é necessário

’juntar’ os caminhos gerados em y pelas grades de difração. Para que isso seja feito com

três caminhos de entrada, um interferômetro, entretanto, não será suficiente. Isso poderia

ser resolvido com um chip fotônico, por exemplo, mas não lidaremos com isso nesse texto.

A opção utilizada aqui será, então, a de utilizar dois interferômetros, como exemplificado

na Figura (24):

Figura 24 – Arranjo para até três caminhos de entrada. Nesse arranjo, são necessários
dois interferômetros para que a operação seja implementada, garantindo a
junção de todos os feixes em x. Apenas uma lente ciĺındrica é necessária se
for posśıvel garantir que o plano do segundo polarizador, zpol2, esteja próximo
ao plano de Fourier da lente.

3.5.1 Arranjo sem lente ciĺındrica

Até o plano representado na imagem por zdf1, plano após o primeiro deslocador

de feixes (onde se encontraria o polarizador no arranjo da Seção 3.4) os cálculos são

extremamente análogos, com a diferença de que, nesse caso, há um terceiro caminho

propagando paralelamente e, depois, deve ter sua polarização girada de ĥ para ĥ + v̂,
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resultando em:

U(x, y, zpol) = [η(1)Gaussw∗(x)
i=1∑
i=0

Bi

∞∑
m=−∞

CimGaussw̃(y − ym)+

+B−1C−1mGaussw∗(x− x−1)Gaussw̃(y − ym)]ĥ+ v̂. (3.20)

Após este plano, ocorre propagação dos feixes e a passagem por novas placas de

onda, que devem ser colocadas de modo a que o feixe centrado em x = 0 e o centrado em

x = l estejam com polarizações ĥ e v̂, respectivamente. Assim, o campo após as placas será

U(x, y, z2) = η(1)Gaussw∗(x)
i=1∑
i=0

Bi

∞∑
m=−∞

CimGaussw̃(y − ym)ĥ+

+B−1C−1mGaussw∗(x− x−1)Gaussw̃(y − ym)v̂. (3.21)

Após mais propagação, os feixes atravessam mais um deslocador de feixes, e o

campo se torna:

U(x, y, z2) = η(1)Gaussw∗(x)
i=1∑
i=0

Bi

∞∑
m=−∞

CimGaussw̃(y − ym)ĥ

+B−1C−1mGaussw∗(x)Gaussw̃(y − ym)v̂

= Gaussw∗(x)
∞∑

m=−∞
Gaussw̃(y − ym)(

i=1∑
i=0

η(1)CimBiĥ+ C−1mB−1v̂). (3.22)

Pode-se ver que, nesse momento, o estado de polarização é dado por 1√
2(C0mB0+C1mB1)ĥ+

C−1mB−1v̂. Após esse deslocador, o feixe passa por um polarizador que projeta no estado

α̂ = 1√
3(

√
2ĥ+ v̂). O valor de η′

m =< α̂, η(1)B0 + C1mB1)ĥ+ C−1mB−1v̂ > é:

1√
3

(η(1)√2(C0mB0 + C1mB1) + C−1mB−1) = 1√
3

1∑
i=−1

BiCim = η(2)
1∑

i=−1
BiCim. (3.23)

com η(2) = 1√
3 ,o que gera, após a passagem pelo polarizador, o estado:

U(x, y, zpol2) = Gaussw∗(x)
∞∑

m=−∞
η′

mGaussw̃(y − ym)α̂

= η(2)Gaussw∗(x)
i=1∑

i=−1

∞∑
m=−∞

BiCimGaussw̃(y − ym)α̂. (3.24)

Assim, teremos a operação desejada sendo implementada no sistema. Novamente,

as diferentes estratégias para que o estado de polarização final seja, caso interesse, ĥ (como

inicialmente) podem ser utilizadas. Entretanto, se se for utilizar o conjunto λ
2 + PBS, o

novo ângulo deve ser
arccos

√
2
3

2 .
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3.5.2 Arranjo com lente ciĺındrica

Um detalhe importante aqui é que a atuação dos polarizadores deve ser feita em um

plano em que haja uma boa aproximação de campo distante, garantindo que o estado de

polarização seja determinado pelos coeficientes das séries de Fourier das redes. Portanto, os

polarizadores não devem estar muito distantes do plano focal da lente. Na figura (24), esse

plano coincide com o do primeiro polarizador, e o restante dos elementos está organizado

de forma compactada de modo a deixar o segundo polarizador em um plano próximo.

Isso deve ser testado em laboratório; uma lente de comprimento focal longo sendo mais

apropriada. Existe, também, a possibilidade de serem usadas duas lentes ciĺındricas, uma

fazendo a transformada de Fourier no plano do primeiro deslocador e a segunda fazendo

a imagem em y no plano do segundo. De qualquer maneira, considerando que as ordens

possam ser definidas de acordo com os coeficientes das séries de Fourier nos planos dos

polarizadores, os cálculos do operador campo são extremamente análogos e, devido a isso,

não serão feitos aqui.

3.5.3 Generalização para n caminhos

Neste momento fica claro como será feita a generalização para n caminhos de

entrada: serão neccessários (n− 1) deslocadores de feixes e placas de onda capazes de atuar

em apenas um caminho após o SLM. Lentes para corrigir divergência das ordens e garantir

que a projeção nos estados de polarização corretos seja feita podem ser necessários. O

arranjo generalizado, sem as correções mencionadas, está representado na Figura 25.
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Figura 25 – Arranjo para ’n’ caminhos. Cada conjunto em roxo contém o conjunto de des-
locadores de feixes e polarizador no ângulo correto para realizar as operações
de sobreposição dos feixes em x. αi é o estado de polarização em que o polari-
zador deve projetar. Na representação gráfica, para melhor vizualização dos n
caminhos, estamos utilizando as bordas do SLM. Entretanto, é importante
ressaltar que o ideal, no laboratório, é não utilizar a região próxima a essas
bordas, onde o modulador não atua corretamente.

A cada interferômetro, o n-ésimo polarizador deverá ser colocado de forma a

projetar no estado 1√
n
(
√
n− 1ĥ+ v̂), o que faz com que se cancele, como acima, o η(n−1)

que multiplica o campo de todos os feixes até então e sobra apenas o fator η(n) = 1√
n
.

É importante notar que esse esquema adiciona dificuldades experimentais importantes:

quanto maior o número de elementos óticos necessários, maior a distância de propagação

necessária e, assim, mais dif́ıcil garantir a validade da Eq. (2.21), devido à divergência dos

feixes gaussianos. Isso pode ser reparado se, a partir da segunda lente ciĺındrica, forem

utilizadas lentes esféricas para propagar a imagem ao longo do arranjo, o que, por outro

lado, passa a necessitar um número extravagante de lentes conforme n cresce. Novamente,

se for um número grande, mas constante de caminhos de entrada, chips fotônicos ou fibras

óticas resultar numa grande simplificação, embora essa hipótese não seja aprofundada

nesse trabalho.
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3.6 Pequeno resumo das condições experimentais e estado quântico

final

Foi visto nesse Caṕıtulo que algumas condições experimentais são muito importantes

para garantir que o experimento esteja dentro do domı́nio de validade das aproximações

consideradas. Como isso é de extrema importância, vamos listar abaixo algumas dessas

condições importantes, que devem ser verificadas no laboratório, além de propor algumas

maneiras de garanti-las.

• Condição c1. ⟨Xi|Xj⟩ ≈ δij para todo z em que houver mais de um feixe no

experimento [Seção (2)]. Como visto, isto é importante para que a base de caminhos

gaussianos faça algum sentido (Eq. (2.21)), ao longo de todo o arranjo e também

garante que Φi(y) não interaja com o feixe centrado em xj. Isso porque se o campo

do feixe centrado em xj tiver amplitude despreźıvel na região i, podemos desprezar o

fator e−iΦi(y)Gaussw(x− xj). Pode-se testar essa condição ao incidir feixes e deixá-los
propagar livremente, notando se há interferências consideráveis. Se houver, deve

haver alguma correção: diminuir o tamanho do feixe e corrigir a divergência com o

uso de lentes (vide, eg, [32], cap. 17), e/ou aumentar a separação entre os feixes. A

prinćıpio, uma maneira de obter essa condição, citada acima, é dada na Eq. (2.17).

É extremamente importante, nos arranjos sem lente, que a aproximação e campo

distante seja válida dentro do intervalo de pouca interferência entre os feixes em x,

isto é, z∗ < z̄. Alternativamente, é importante que se consiga unir os feixes com os

deslocadores de modo que zpoln < z̄ já que, após zpoln haverá apenas um feixe em x.

• Condição c2. Coerência: claramente, para que haja a superposição coerente dos

feixes, e também para que o efeito das redes seja o esperado, o feixe tem que manter

coerência durante todo o experimento (Aproximação A4). No caso do experimento

ser feito com laser atenuado, isso deve ser facilmente atinǵıvel.

• Condição c3. l = ∆x é extremamente importante para que os feixes se sobreponham

no interferômetro longitudinal. Uma maneira de isso ser satisfeito “automaticamente”

é que o feixe seja gerado com o mesmo tipo de deslocador de feixes que é utilizado

para somá-los em x depois.

• Condição c4. Novamente, para que a superposição seja bem sucedida no interferôme-

tro – o resultado seja praticamente a mesma gaussiana em x para ambos os feixes

somados – é importante que o raio de curvatura dos feixes sejam realmente próximos,

assim como o w. Se o comprimento de Rayleigh for grande o suficiente (e então a

divergência pequena), e estiver longe o suficiente da cintura (vide Seção 2.1) para que

a variação no raio não seja grande com z, isso deve estar aproximadamente garantido.

Além disso, é facilmente testável: variando uma fase constante no SLM em apenas
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uma das regiões, deve-se obter, após o polarizador, um padrão de interferência, com

boa visibilidade. Detalhes são dados no Caṕıtulo 6.

• Condição c5. Peŕıodo Ty é pequeno o suficiente, comparado a wy(z = 0),de modo

que vários peŕıodos “caibam” na parte intensa do feixe; isso garante que o feixe de

fato interaja com uma função que possa ser aproximada por uma função periódica.

• Condição c6 Outra condição importante para garantir no laboratório é que a diver-

gência das ordens não seja grande o suficiente para colocar fases relativas relevantes

entre estas, quando da passagem no deslocador (esse efeito pode ser maior para o

feixe deslocado (vide Apêndice (B.3)). Se forem relevantes, a divergência deve ser

corrigida ou essas fases caracterizadas e levadas em conta.

Garantindo essas condições no laboratório de modo a conseguir implementar a

proposta, teremos, ao final de qualquer dos arranjos:

∑
Bi|Xi⟩ = |Ψ⟩0 =

∑
i

Bi

∫
Gaussw0(x− xi)Gaussw0(y)|1x⟩|1y⟩dxdy 7→

|Ψ⟩f = η(n−1)∑
i

Bi

∫
CmGaussw0(x)Gaussw0(y − ym)|1x⟩|1y⟩dxdy =

∑
im

BiCm|Ym⟩.

(3.25)

Assim, teremos ao final um estado resultante de uma operação definida pelos

coeficientes da série de Fourier das redes e do estado inicial; completamente dispońıvel para

uma operação sequencial. A única sutileza é que a próxima atuação de um operador receberá

um estado codificado em y, e as redes devem ser periódicas em x, e os interferômetros em

y. O estado de sáıda após essa transformação sequencial estará novamente codificado em x.

Importante notar que, embora estejamos utilizando o grau de liberdade espacial em

y para realizar operações, o estado de entrada deve estar codificado na direção ortogonal a

essa no plano transversal, unicamente. A possibilidade de ampliar a dimensão para d× n,

com estados de entrada do tipo

n∑
j=1

d∑
i=1

Bij|Xi⟩|Yj⟩, (3.26)

não está sendo tratada aqui e, para funcionar, adicionaria diversas complicações. A primeira

é que a propagação ou a transformação de Fourier ótica levaria à interferência transversal,

e o estado de sáıda não seria composto por gaussianas, mas por franjas de interferência

dentro de cada feixe gaussiano, alterando completamente o resultado aqui obtido. De

fato, a extensão para estados de entrada da forma da Eq. (3.26), como descrito acima,
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não é trivial. Assim, os cálculos aqui valem para estados |Ψ⟩0 = |Yj∗⟩ ⊗ ∑
i |Xi⟩, onde

convencionamos ao longo do trabalho que j∗ = 0.

A partir de agora, discutiremos algumas operações posśıveis, considerando alguns

exemplos de redes periódicas e seus efeitos, relacionando com o que pretend́ıamos e

chegando em uma visão geral do que essa proposta pode fazer.
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4 Operações com redes de difração

4.1 A matriz M e as funções Φi

O intuito dessa seção é fazer o link entre o objeto de desejo deste trabalho –

transformações de estados automatizadas em feixes gaussianos (vide Eq. (1)) – e a proposta

apresentada no caṕıtulo anterior. A partir desta conexão, veremos a importância de olhar

para alguns exemplos de funções Φ do SLM.

Vimos que o intuito deste trabalho é realizar transformações em estados de feixes

gaussianos, dados por |Ψ⟩0 = ∑
i Bi|Xi⟩ – codificado em x – no plano z = 0. Vimos que ao

ser alterado pelo sistema ótico, |Ψ⟩final é dado por M|Ψ⟩0 – e está codificado em y. Como

visto no Caṕıtulo 3, o que nosso arranjo realiza é, em y, uma transformada de Fourier

do estado modificado pelo SLM (que aplica fases diferentes, denotadas por Φi, para cada

região i); enquanto em x todos serão somados, através de um intererômetro longitudinal.

Ou seja, |Ψ⟩f é dado por

|Ψ⟩final = Gaussw′(x)
∑
i,m

BiCimG̃aussw(αy − ym), (4.1)

com ym = 2πm
Ty

, Gaussw(x) são as funções gaussianas descritas acima, as coordenadas com

linha estão no plano z = 0 e as sem linha no plano de sáıda do sistema.

Vamos ver, agora, exemplos de como cada Φi modifica o estado, ou seja, como

afeta a matriz M. O novo estado depende do estado de entrada (como se pode ver pela

presença dos coeficientes Bi acima) e também das redes de difração colocadas em cada

xi, como visto no Caṕıtulo anterior. Comparando a Eq. (4.1) com a Eq. (3.2), vemos que

pode-se fazer uma identificação dos coeficientes de M com os coeficientes da expansão de

Φi. A relação entre os ı́ndices desses coeficientes é que, se M for um operador definido

em um espaço H∞, com abuso de notação1 podemos fazer uma numeração dos ı́ndices de

m, com j, i ∈ Z, e, assim, para cada coluna da matriz, (i = i∗ fixo) pode-se concluir que

ki∗,m ∝ Ci∗m. Isso significa que os coeficientes da expansão de cada grade determinam as

colunas da matriz M, enquanto cada coluna está identificada com a região i do SLM. Ou

seja,

1 Trata-se de um abuso de notação, afinal, em dimensão infinita, a ‘matriz’ será infinita para cima e
para baixo.
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(4.2)

No caṕıtulo 5 essa relação será analisada sob a ótica de POVM’s e mapas, uma

visão geral. Nesse momento, vamos nos concentrar em exemplos para a relação dada na

Eq. (4.2).

Como se vê, os coeficientes da grade de difração definem a operação a ser im-

plementada. Portanto, é de grande importância estudar algumas redes, analisando seus

coeficientes e considerando, assim, o efeito destas sobre o estado de entrada, que é o que

faremos a seguir.

4.2 Algumas redes de difração e seus efeitos

Nesta seção vamos ver algumas redes e que operações elas implementam no estado

de um caminho. Em maior detalhe, olharemos para o módulo e a fase dos coeficientes

m = 0, 1, −1, por motivos que ficarão mais claros no Caṕıtulo 6. De maneira geral, será

posśıvel definir φ, uma fase caracteŕıstica na rede, que pode variar, e estudaremos Cm(φ).
Os SLM’s, de maneira geral, são capazes de modular (para comprimentos de onda dentro

do especificado pelo fabricante), um intervalo de fase de pouco mais que 2π. Considerando
que podem haver evoluções instrumentais ou de arranjos que se consiga uma modulação

maior, os eixos dos gráficos de |Cm|2 terão intervalos de tamanho de 2π ou 3π para φ. Se

for necessário um conhecimento para φ’s maiores, consideramos que essa informação pode

ser obtida do comportamento já apresentado ou das expressões para os coeficientes. Já

para as fases, faremos um estudo com um intervalo maior para φ, já que muitas vezes a fase

não é de fácil análise, e é importante fator, tanto para definir os estados quânticos no caso

da preparação de estados (arranjo de no máximo um caminho), como para a interferência

nos demais casos. A partir de agora, descreveremos o peŕıodo das funções periódicas Φ
sem o sub́ındice y que vinhamos utilizand, apenas para manter uma notação mais leve.

4.2.1 Rede Binária

A grade de fase binária é definida por

Φ(y) =

0; 0 ≤ y < T
2

φ; T
2 ≤ y < T,

(4.3)
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Onde φ é uma constante. Seus coeficientes são dados por

C0 = ei φ
2 cos(φ

2 ); (4.4)

Cm =


2

mπ
ei φ

2 sin(φ
2 ); m ímpar

0; m par.
(4.5)

Ou seja, todos os coeficientes tem uma fase global ei φ
2 . O coeficiente C0 é dado por um

coseno da constante φ, enquanto que os coeficientes com m = ±1 são governados por

± 2
π

sin(ϕ
2 ), e todos os coeficientes positivos carregam a mesma fase, enquanto que os

coeficientes negativos carregam uma fase adicional de π, advinda do m no denominador.

O módulo dos coeficientes com m = 0, 1, −1, assim como as fases relativas à do estado

inicial estão representados nas Figuras 26 e 27.

0

-1
1

Figura 26 – módulo quadrado dos coeficien-
tes C0,C1,C−1 da rede binária,
em função da fase φ. A curva
da ordem m = +1 está debaixo
à da ordem m = −1, por isso
não é posśıvel vê-la.

Figura 27 – fase relativa dos coeficientes
C0,C1,C−1 da rede binária, em
função da fase φ.
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Nos gráficos seguintes, os valores para C0 serão os dados pela linha vermelha, os

valores para C1 são os dados pela linha verde, e os valores para C−1 são dados pela linha

azul. No gráfico essa linha não aparece porque coincide com a verde, e estão sobrepostas.

Podemos ver que, para φ = π, é posśıvel anular a ordem 0, e as fases dos coeficientes
±1 é oposta sempre; para φ = 2 arctan(π

2 ) = ϕ1 e φ = 2π − 2 arctan(π
2 ) = ϕ2 obtém-se

|C0|2 = |C1|2 = |C−1|2. Nesses casos, a fase de C0 é igual a de C1 (ϕ1) ou de C−1 (ϕ2) e

oposta a do outro. Pode-se ver que a fase da ordem 0 tem um salto discreto em ϕ = π. Isso,

entretanto, não é de estranhar, pois justamente nesse valor para ϕ a ordem 0 não existe

(|C0| = 0). Com essa mudança abrupta de fase, inclusive, garantimos C0(0) = C0(2π), que
é esperado para uma rede binária de altura 2π.

4.2.2 Redes Lineares Ideal e Pixelada

A grade linear ideal (cont́ınua) é dada por

Φ(y) = φy

T
; (4.6)

φ = cte, (4.7)

onde φ é a fase máxima. Os coeficientes da rede dada por essa fase periódica são

C0 =ei φ
2 sinc(φ2 ); (4.8)

Cm =ei( φ
2 −mπ) sinc(φ2 −mπ). (4.9)

Os módulos e fases relativas estão representadas na Figura 28, onde o eixo x contém a

fase máxima φ, e valores negativos estão sendo considerados porque, nesse caso, se trata

de uma fase linear que cresce no outro sentido, e representa uma rede de difração linear

que denominaremos inversa.

Pode-se ver das Eqs. 4.9 que os valores φ = ±2π conseguem fazer com que

Cm = δm,±1, ou seja, é posśıvel zerar todas as ordens, exceto a ordem ±1. De maneira

geral, temos que φ = 2nπ, n ∈ Z ⇒ Cm = δm,n. As fases da rede linear ideal sofrem

descontinuidades com saltos de π conforme o valor de ϕ varia (devido ao expoente na fase

e também à função ‘sinc’). Vide Fig. 28.

Acima consideramos uma idealização da rede linear, em que o SLM é capaz de

aplicar fases continuamente ao longo do eixo. Entretanto, como se trata de uma estrutura

pixelada, o mais correto é considerar que a fase colocada é discretizada ao longo do eixo y.

A grade linear escada é definida por

Φ(y) =
N−1∑
n=0

KnRect(y − nl); (4.10)

Kn = e
iφmax

N−1 n, (4.11)
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Figura 28 – Módulo e fase dos coeficientes C0, C1, C−1 para as redes lineares ideal e pi-
xelada, em dependência com a fase máxima φmax. Para o caso da pixelada,
consideramos dois valores de N , 10 ou 12.

Onde l é o tamanho do pixel do SLM. Os coeficientes desta rede são dados por

C0 = 1
N
ei φ

2
N−1

N
sin(φ

2 )
sin( φ

2N
) ; (4.12)

Cm = 1
N

sinc (mπ
N

)ei φ
2 −mπ N−1

N
sin(φ

2 −mπ)
sin(ϕ−2mπ

2N
)

; (4.13)

As funções Cm(ϕ), para a rede linear escada, são funções mais complicadas do que

para a rede linear ideal, mas é importante notar que no limite destas funções para N → ∞
os coeficientes se reduzem aos da linear cont́ınua. É bom lembrar que esse limite só significa

que estaremos próximos da reta ideal, se o peŕıodo T = Nl continuar constante, o que

implica que o tamanho dos pixels tende a zero. Se for feito N → ∞ com o tamanho dos

pixels constante, teremos T → ∞ e, como a separação entre as ordens é dada por 2π
T
, vê-se

que nesse limite todas as ordens estão no mesmo ponto (afinal, a reta ideal que estamos

aproximando tem coeficiente angular nulo). Vide Fig. 28 para a representação dos módulos

e fases desses coeficientes, comparados ao caso ideal.

Pode-se ver que a descretização afeta um pouco o módulo, mas tem um efeito que

deve ser considerado com cuidado nas fases relativas dos coeficientes.

Para N com valores como 12 ou 10, a distância ao caso ideal não é muito grande,

sendo ≈ 0.98, para φmax = ± 2π, que é próximo de 1, valor do módulo para o caso
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pixelado e para o caso ideal, respectivamente. Outro ponto importante para ressaltar é que,

enquanto as fases para os coeficientes ±1 são iguais no caso ideal, existe uma diferença

no caso pixelado, dada por ei2π N−1
N . Vê-se assim que, o fato de a rede linear ser pixelada,

altera pouco o módulo quadrado dos coeficientes para N ≥ 10, enquanto que as fases são

modificadas de maneira mais significativa.

4.2.3 Rede Triangular ideal

A fase triangular é definida da seguinte maneira

Φ(y) =


−φmax2πy

T
; −T

2 ≤ y ≤ 0
φmax2πy

T
; 0 < y ≤ T

2 .
(4.14)

Os coeficientes são dados porC0 = −iei φmax
2 sinc (φmax

2 );

Cm = −i
2 e

i φmax+πm
2 sinc (φmax+πm

2 ) + ei φmax−πm
2 sinc (φmax−πm

2 )
(4.15)

Pode-se ver que Cm = C−m. Mais uma vez, com φmax = 2π, é posśıvel zerar a ordem 0,
enquanto as ordens com m positivo são iguais, em módulo e fase. Nas figuras (29) e (30)

encontram-se os gráficos de módulo e fase relativa de Cm, com m = 1, −1, 0.

Figura 29 – |Cm|2, comm ∈ {−1, 0, 1}, para
a rede triangular, como depen-
dência de φmax.

Figura 30 – Fase dos coeficientes
C0, C1, C−1, para a rede
triangular, em função de φmax.

A rede triangular ideal faz com que Cm = C−m, em módulo e fase 2; essa rede

também pode anular a ordem central (φ = 2π) e igualar |C0| e C±1 φ ≈ 3.7).
2 a mudança m → (−m) na expressão em (4.15) não altera o Cm.
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4.2.4 Rede Triangular pixelada

Novamente, como no caso da rede linear, vamos considerar o efeito da pixelização

da tela do SLM nos resultados esperados para a rede triangular. A rede triangular pixelada

pode ser escrita como

eiΦ(y) =

e
−i2 φ

N
n, −N

2 ≤ n ≤ −1, n ∈ Z;

ei2 φ
N

n, 0 ≤ n ≤ N
2 − 1.

(4.16)

Temos, então, os seguintes coeficientes da série de Fourier dessa rede


C0 = 1

N

sin(φ
2 )

sin( φ
N ) e

iφ
2 cos

(
φ
N

)
;

Cm = 1
N
e

i
2 (φ−πm) sinc

(
πm
N

) [
e−i φ

N
sin(φ−πm

2 )
sin(φ−πm

N ) + eiπm e
iφ
N

sin(φ+πm
2 )

sin(φ+πm
N )

]
.

(4.17)

Esse resultado, novamente, vai ao caso ideal, dado nas Equações (4.15), conforme

N → ∞. Novamente, vale lembrar que nesse caso, T → ∞ também, o que significa que

a separação ∆y entre as ordens vai a zero, o que significa que esse não é um limite a se

buscar, mas deve haver um equiĺıbrio entre o quanto é necessário aproximar os módulos e

fases da função realmente colocada no SLM e aquela que queremos e a distância entre as

ordens. Os módulos e fases são mostrados nas Figs. 31, 32, 33 e 34, em comparação aos

módulos e fases ideiais. Primeiro analisaremos a mudança nos módulos (quadrados) dos

coeficientes com a altura da rede, depois analisaremos as fases.

Figura 31 – Comparação dos módulos qua-
drados dos coeficientes para o
caso pixelado (N = 6, rosa e
azul) e ideal (vermelha).

Figura 32 – Comparação, agora com N =
8(rosa e azul) e ideal (verme-
lha)
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Figura 33 – Comparação dos módulos qua-
drados dos coeficientes para o
caso pixelado (N = 10, rosa e
azul) e ideal (vermelha).

Figura 34 – Comparação, agora com N =
100 (rosa e azul) e ideal (verme-
lha)

Figura 35 – Fases para os casos pixelado
(N = 6, verde) e ideal (verme-
lha), ordem 0.

Figura 36 – Fases para os casos pixelado,
N = 8(verde) e ideal (verme-
lha).

Figura 37 – Fases para os casos ideal e pixe-
lado N = 100 (sobreposta).

Figura 38 – Módulos para casos ideal e pixe-
lado comN = 100 (sobreposta).
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De fato, quanto maior N , a curva da triangular pixelada rapidamente se aproxima

da triangular ideal. Para um peŕıodo com 10 pixels já temos algo bem próximo. Entretanto,

novamente, as fases precisam ser olhadas com mais cuidado (vide Figs. 35, 36, 37 e 38).

Na ordem 0, o efeito da discretização pode ser drástico. O cos( φ
N

) cancela a mudança de

sinal da sinc para N = 6, impedindo a drástica mudança de fase, que ocorreria no caso

ideal, em φ = 2π. Importante notar que isso só ocorre após uma modulação de φ ≥ 2π
para esse valor de N ; antes desse peŕıodo, há um bom acordo entre os resultados de ambas

as redes. De fato, ao aumentar o valor 3 de N , essa discrepância é “adiada” para um valor

de φ maior. Nas figuras 39, 40, 41 e 42, estão os gráficos das ordens ±1.

Figura 39 – Comparação das fases na or-
dem 0, entre os casos pixelado
(N = 6, verde) e ideal (verme-
lha).

Figura 40 – Comparação, agora com N =
8(verde) e ideal (vermelha)

Figura 41 – Comparação das fases da or-
dem 0, entre o caso pixelado
(N = 10,verde) e ideal (verme-
lha).

Figura 42 – Comparação, agora com N =
100 (verde) e ideal (vermelha)

3 Este valor deve ser par, como considerado no cálculo para obter a Eq. (4.17). Isto está relacionado com
o fato da rede necessitar subida e descida com o mesmo número de ”degraus”.
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Vemos que a discretização muda bastante as fases das ordens ±1, em comparação

à rede triangular ideal. É interessante notar que uma das ordens tem sua fase adiantada

enquanto que a outra tem a fase atrasada com relação à ideal. (Vale notar que o “pulo”

que chama a atenção na ordem +1 na verdade é o mesmo comportamento “atrasado” que

desceria para um valor de fase negativo, mas como φ ∈ {0, 2π}, parece saltar no gráfico.)

Note-se que, de fato, ambas as fases vão se aproximando uma da outra e da ideal, conforme

N → ∞. Desse modo, ao usar essa rede, assim como a linear pixelada, é importante se

atentar às fases que podem ser bastante diferentes e isso deve ser levado em conta.

4.2.5 Rede Senoidal

A rede senoidal é dada por

eiΦ(y) = eiφ sin(y). (4.18)

Seus coeficientes são dados por

Cm = Jm(φ), (4.19)

onde Jm(φ) são as funções de Bessel (ciĺındricas) de ordem m, de primeiro tipo. Na Figura

43, estão os módulos ao quadrado dessas funções, para as ordens 0 e ±1.

Figura 43 – Módulos quadrados dos coeficientes para fase senoidal

Um ponto interessante é que essas funções, para ordens inteiras e φ reais, satisfazem

Jm(φ) = (−1)mJ−m(φ) (4.20)

o que significa que, para m ı́mpar, existe uma fase de π entre Jm e J−m. Para m par,

elas são sempre iguais. Como essas são funções reais, para 0 ≤ φ < ρ, onde ρ é a primeira

raiz de J0, todas as funções de m < 0 par ou m > 0 tem a mesma fase (0), enquanto que
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as demais tem fase de π com relação a essas: constante com φ nesse intervalo. Após esse

valor (φ = ρ), as fases começam a alternar entre 0 e π, dependendo de Jm(φ ser positivo

ou negativo. Isso está expresso no gráfico da figura (44).

Figura 44 – fases das redes senoidais: as ordens ı́mpares negativas tem fase π com relação
às outras; todas não tem variação de fase com ϕ.

Infinitas outras redes podem ser testadas, imaginadas e utilizadas, cada função

periódica correspondendo a uma série de Fourier, cujos coeficientes podem ser de interesse

para utilização. Entretanto, vamos agora analisar outras técnicas que serão úteis para

obter diferentes M’s, sem aprofundar essa questão ilimitada.

4.3 Outras técnicas para manipulação dos coeficientes

Na seção anterior analisamos diversas redes diferentes, cada uma levando a coeficien-

tes diferentes que podem ser de utilidade para realizar as transformações de estado expostas,

relacionadas à proposta no caṕıtulo (3). Uma visão mais geral e formal (relacionando com

mapas e POVM’s) sobre as matrizes dos coeficientes será dada no caṕıtulo a seguir. Agora,

vamos analisar uma técinca interessante que dá mais liberdade às transformações a serem

realizadas, sem que, para isso, seja necessário recorrer a mais redes.

4.3.1 Redes deslocadas

Ao aplicar as funções das redes no cálculo feito até agora, assumimos um sistema

de referência para Φ(y) centrado no pico das gaussianas em y. Nesse sistema é que estão

escritas as fases das redes, segundo as funções dadas na seção anterior. Entretanto, no

SLM, é sempre posśıvel fazer a rede de maneira deslocada: por exemplo, a binária pode ter

a fase maior acima ou abaixo do centro da gaussiana, ou uma fase constante nesse ponto.

Isso está representado na figura (45).
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Figura 45 – rede deslocada com relação ao feixe incidente. Repare nas indicações tracejadas.

As linhas tracejadas na imagem são horizontais, a maior delas conecta os dois

valores máximos das gaussianas. Podemos ver que os dois estão à mesma altura, mas a

linha atravessa uma escala de cinza mais clara em uma delas e preta na outra. Nas linhas

embaixo vemos que, de fato, por toda a tela as redes estão defasadas de meio peŕıodo. Isso

é representado nos esboços na parte inferior da figura 45, que contem a intensidade do

feixe ao longo do eixo de coordenadas em y e as fases colocadas.

Para vizualizarmos como isso pode ser interessante, vamos ver o que um coeficiente

deslocado implica:

C(d)
m =

∫ T
2

− T
2

fd(y′) e
−2πim

T
y′
dy′ =

∫ T
2

− T
2

f(y′ − a) e
−2πim

T
y′
dy′ = (4.21)

=
∫ T

2 −a

− T
2 −a

f(y) e−2πim
T

(y + a) dy = e
−2πim

T
a
∫ T

2 −a

− T
2 −a

f(y) e−2πim
T

y dy = (4.22)

= e
−2πim

T
a Cm (4.23)

(4.24)

Como a = nl e T = Nl,

C(d)
m = e

−2πim
N

n Cm (4.25)

De fato, deslocar as redes permite adicionar fases relativas dependentes da ordem,

do número de pixels no peŕıodo e de quantos pixels a rede foi deslocada: adiciona-se uma

fase ∆φ = −2πm
N
n. Vemos que, com essa técnica, os coeficientes ±1 da rede binária, por

exemplo, que tem fases opostas com a função dada na seção anterior, podem ter a mesma

fase desde que a = N
2 , resultando em uma fase adicional de ∓π

2 às ordens ±1, e a diferença

de fase π entre elas vai a zero. Já a ordem zero não tem sua fase alterada.



Caṕıtulo 4. Operações com redes de difração 72

Desse modo, temos a possibilidade de alterar a fase relativa dos coeficientes –

portanto, dos estados gerados com o arranjo de no máximo 1 caminho e, inclusive, os

módulos do estado final nos outros casos. Assim, isso pode ajudar a realizar diferentes

transformações, quando precisamos alterar as fases das entradas da matriz M, dada em

(4.2). Importante notarmos que essa mudança só pode ser realizada nos coeficientes com

m ̸= 0 (e varia com m), ou seja:

∴ M −→ M(d)
c : (4.26)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...

C−1 −1 C−1 0 C−1 1

C0 −1 C0 0 C0 1

C1 −1 C1 0 C1 1
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e
2πi
N

n1 C−1 −1 e
2πi
N

n2 C−1 0 e
2πi
N

n3 C−1 1

C0 −1 C0 0 C0 1

e
−2πi

N
n1 C1 −1 e

−2πi
N

n2 C1 0 e
−2πi

N
n3 C1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.27)

onde ni é o número de pixels que a rede foi deslocada na região i, com relação àquela

considerada na seção 4.1.

4.3.2 Cancelamento e alteração do módulo de Cim

Outra técnica que pode ser bastante útil é, além de alterar as fases relativas em

cada coluna dos coeficientes da matriz através de redes já obtidas, podemos alterar a

fase entre uma coluna e outra, assim como os módulos relativos através da técnica que

descreveremos a seguir.

Uma outra consideração feita até aqui é que não são colocadas redes de difração na

direção x. Entretanto, se colocarmos uma rede com peŕıodo suficientemente pequeno, o

cálculo acima é válido para a ordem4 0, embora as demais ordens devessem ser analisadas

calmamente. Entretanto, se o peŕıodo for pequeno o suficiente inclusive para que as

ordens ±1 em x não entrem nos deslocadores de feixes e espalhem para fora do arranjo

experimental, poderemos, a custa de perdas de intensidade (e, como veremos adiante, de a

transformação não ser mais unitária), modificar os módulos e as fases de cada coluna da

matriz em (4.2), já que agora teremos apenas a ordem zero da rede em x. Essa ideia está

representada na figura 46.

4 Isto porque esta ordem está dentro da aproximação paraxial.
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Figura 46 – Uso de redes na direção x para alterar o módulo das colunas da matriz M.
Esse método pode zerar essas colunas: colocar luz fora das regiões consideradas
no experimento.

Assim, o que teremos é

∴ M −→ Mcx : (4.28)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...

C−1 −1 C−1 0 C−1 1

C0 −1 C0 0 C0 1

C1 −1 C1 0 C1 1
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...

C−1 0 x


C−1 −1

C 0 −1

C 1 −1

 C0 0 x


C−1 0

C0 0

C1 0

 C1 0 x


C−1 1

C0 1

C1 1


...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.29)

em que Ci0x é o coeficiente, na ordem 0, da rede colocada no i-ésimo feixe, em x.

Com isso, é posśıvel colocar fases e modificar o módulo de todos os coeficientes

de uma coluna em M; entretanto, um artif́ıcio interessante é que é posśıvel, inclusive,

zerar uma coluna inteira da matriz M. Por exemplo, uma rede binária com φ = π ou

uma linear de altura φ = 2π são capazes de fazê-lo, levando ao completo cancelamento

dos coeficientes e da ação dessa coluna da matriz.

A ideia para o cancelamento é simples: usar redes para desviar a luz de um feixe

(ou parte dela) para uma região que será desconsiderada pelo arranjo experimental. Isso é

posśıvel de ser feito, inclusive, no caso de não se considerar todo plano em y e usar uma

rede de peŕıodo curto nessa mesma direção.

4.3.2.1 Composição de redes

A rede a ser colocada no SLM também pode ter a forma
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eiΦ1(y′) eiΦ2(y′) = ei(Φ1(y′)+Φ2(y′)) = eiΦc(y′) (4.30)

E, nesse caso, se ambas tiverem o mesmo peŕıodo, o resultado é uma nova função

periódica, que pode ter o mesmo peŕıodo. De maneira geral, o cálculo dos coeficientes

dessa composição não se relaciona de maneira trivial com os coeficientes de cada rede

individualmente. Afinal, seus coeficientes são definidos por

∫ T
2

− T
2

eiΦc(y′) e
−2πim

T
y′
dy′ =

∫ T
2

− T
2

ei[Φ1(y′) + Φ2(y′)] e
−2πim

T
y′
dy′ (4.31)

Em que T é o peŕıodo de Φc(y′).

Vemos que, de maneira geral, não é posśıvel escrever essa integral em função

dos coeficientes individuais. Um exemplo que esclarece esse ponto é dado por uma rede

binária de altura ϕ1 composta com uma rede linear de altura Φ2 (fig 47), com diferentes

deslocamentos entre elas.

fase
2

2

2

2

2

fase
3

fase
3

fase

fase

2
fase

2

fase

2

fase

2

fase
3

a)

b)

c)

Figura 47 – composição de redes: a) linear pixelada 0 − 2π e binária 0 − π. b) idem, com a
binária agora deslocada de N

2 pixels. c)triangular pixelada de altura máxima
3π
2 e linear pixelada 0 − 3π. A composição de redes não é trivial.

No caso em que a rede binária tem metade da altura que a linear e essa está na

disposição mostrada na figura (47), vemos, inclusive, que o peŕıodo da rede composta é

metade do peŕıodo individual.
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Vemos que, de fato, não é claro que essa função, dada por (4.31), tenha qualquer

relação simples com os coeficientes já estudados. Entretanto, vamos ressaltar duas compo-

sições que serão interessantes; uma bastante simples, mas que suscita certos detalhes que

merecem atenção e outra mais delicada.

• Composição com uma fase constante

Esse caso já foi, inclusive, considerado no caṕıtulo 3, sendo utilizado para compensar as

diferenças de caminho entre os feixes.

Nesse caso, temos:

eiΦc = eiθ eiΦ2(y′) ⇒ Cc
m = eiθ

∫ T
2

− T
2

eiΦ2(y′) e
−2πim

T
(y′)dy′ = eiθ Cm (4.32)

De modo que os coeficientes ao final são os mesmos, com a adição dessa fase.

Isso pode, entretanto, ser mais delicado do que parece: a fase θ não pode ser qualquer,

afinal, o SLM não dá qualquer valor de fase, mas até um valor máximo. Assim, cabem

alguns comentários técnicos: Inicialmente, vamos olhar para o caso da rede binária, cujos

coeficientes são periódicos. Se compusermos esta rede com uma fase constante, teremos

que a função colocada no SLM é

Φ(y) =

θ, para 0 ≤ y < T
2

φ+ θ, para T
2 ≤ n < T

(4.33)

Como os coeficientes são periódicos, poderia-se pensar que fazer mod2π(Φ(y))
é aceito, indiscriminadamente. Entretanto, vemos que Cm são funções periódicas, mas

dependem de φ
2 , e, portanto, o que deve ser feito é mod2π(Φ(y)

2 ). Fazer módulo 2π para φ
2

implica que para φ pode ser feito módulo 4π.

Para exemplificar, suponhamos que a altura máxima colocada sem a fase constante

seja 3π
2 e a mı́nima seja 0. A fase constante θ = π a ser colocada tem que levar esses

valores, respectivamente, para 3π
2 + π e π; não deve levar a π

2 e π, pois se trata de uma

rede completamente diferente. Isso é exemplificado na figura 48.
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Figura 48 – Composição com fase constante: não se deve realizar, no programa que gera
as máscaras, a operação mod 2π: como se vê, são redes diferentes.

E vemos que, de fato, a rede binária 0 − 3
2π composta com a fase θ = π não deve

ter seu resultado final feito módulo 2π para utilização no modulador espacial; nesse caso

obteŕıamos a rede 0 − π
2 deslocada de T

2 , que claramente não atua da mesma maneira

(vide seção 4.2.1). Portanto, se o SLM não conseguir modular até 4π, o máximo de fase

constante que pode ser adicionada numa rede é aquele dado pelo maximo modulado pelo

SLM subtráıdo de φ. Se o SLM conseguir modular até 4π, é posśıvel utilizar a composição

de fases constantes com a rede binária sem esse problema. Para as outras redes descritas,

vemos que não é verdade que Cm(φ) = Cm(φ+ β), para qualquer β real, o que significa

que nesses casos a fase constante máxima a ser adicionada é dada pelo máximo modulado

pelo SLM subtráıdo de φmax da rede. Essas condições devem ser analisadas com calma, já

que impõe limites à composição com fases constantes.

• Composição com rede linear 0 − 2π; “levantamento e abaixamento”

Um outro caso especial, ao qual a mesma consideração acerca da possibilidade de

fazer módulo deve ser tratada com cuidado, é o de composição com uma rede linear 5

0 − 2π.

Substituindo a função apropriada em (4.31), temos

Cc
m =

∫ T
2

− T
2

eiΦc(y′) e
−2πim

T
y′
dy′ =

∫ T
2

− T
2

e
2π
T

y′
eiΦ2(y′) e

−2πim
T

y′
dy′ = (4.34)

∫ T
2

− T
2

eiΦ2(y′) e−i 2π
T

(m − 1) y′
dy′ = C

(2)
(m − 1) (4.35)

5 Aqui trataremos da ideal, que como vimos é bem aproximada desde que N não seja pequeno demais,
dependendo da precisão requerida.
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em que C(2)
m é o coeficiente da rede Φ2(y).

Isso significa que, agora, os mesmos coeficientes da rede a ser composta são obtidos,

mas agora com um m′ = m− 1. Ela pode, portanto, ser usada para “abaixar” ou “levantar”

(caso da linear inversa) os coeficientes de uma determinada rede. Se não for composta com

nenhuma rede, como se pode ver na subseção (4.2.2), ela desloca o feixe de ∆y.

4.3.3 Resumo

Como a seção anterior conteve muitos detalhes e especificidades de cada rede colo-

cada, abaixo segue um pequeno resumo das principais caracteŕısticas das redes estudadas,

e algumas alturas de rede que levam a resultados interessantes.

Nesse caṕıtulo, consideramos como a pixelização afeta o comportamento das redes

linear e triangular. É importante ressaltar que, além de não termos analisado esse efeito

sobre a rede senoidal, também há outros efeitos que podem ser importantes e não foram

considerados, relacionados ao funcionamento do modulador espacial. Uma delas é que, de

maneira geral, o modulador não consegue dar em todo o pixel a fase correta, mas apenas

na região central deste. O quanto da área do pixel que é realmente efetiva é medido pelo

fator de preenchimento do modulador. Em modelos mais recentes, é posśıvel encontrar

fatores de preenchimento > 90%, o que é bastante satisfatório. De maneira geral, para

fatores de preenchimento altos, isso não deve afetar nossos resultados significativamente.

Um segundo aspecto é que a variação das fases aplicadas pelo SLM é controlada

por voltagens que são modificadas com saltos discretos. Isso significa que se o valor de fase

máximo modulado pelo SLM é ϕmax, a menor diferença de fase que o SLM pode aplicar

é δφ = ϕmax

K
, onde K é o número de passos que ele pode dar. No caso do SLM utilizado

nesse trabalho, o número de escalas de cinza é 256. Essa divisão pode, de fato, levar a

algumas diferenças importantes, se a função Φ(y) for muito suave: a variação lenta de Φ
pode ser trocada por grandes “platôs” de fase. Ainda assim, não consideraremos os efeitos

dessas questões, que devem ser levadas em conta caso haja discrepância entre o que foi

aqui descrito e a implementação experimental.
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Tabela 1 – Resumo das Redes

Rede Fases Módulos Aproxima a
ideal

Alturas peculiares

0 < φ < π São Periódicos (T = 2π), - φ = π
Fase C0 = C1 = C−1 − π; Todas as ordens m ̸= 0 - anula C0 (que troca fase) e

outros são máximos

Binária π < φ < 2π tem seu pico em φ = π - φ = arctan
(

π
2

)
Fase C0 = C−1 = C1 + π; onde C0 = 0. - C0 = C1 = −C−1

Crescem linearmente com φ cai com 1
m

- φ = 2π − arctan
(

π
2

)
- - - C1 = −C0 = −C−1
m e −m: fases iguais Cm(φ) = Cm+1(φ − 2π) - para φ = 2nπ, n ∈ Z
m = 0: fase π com relação
às

para φ = 2nπ , n ∈ Z - Cm = δm,n

Linear fases de m = fase de ±1 Cm = δm,n - Pode-se com redes dessa al-
tura,

Crescem linearmente com φ Não existe φ t.q. - deslocar o feixe no plano.
|C0| = |C1| = |C−1| -

m > 0 e todo m < 0 com
|m| par,

pode igualar 3 ou 4 Cm’s,
desde que

- φ∗ ≈ 1.4350rad, definido
por

fase Cm = 0 se |Cm| > 0 e |Jm(φ̂)| = Jm′ (φ̂) - |J0(φ∗)| = J1(φ∗)
Senoidal fase Cm = π se |Cm| < 0 Não é periódica. A partir de

algum φm

- e φ̄ = 1, 8411rad, definido
por

O contrário para m < 0 e
|m| ı́mpar

nunca mais atinge o má-
ximo.

- |J0(φ̄)| = J2(φ̄)

fase de Cm = fase de C−m Cm(φ) = C−m(φ)∀φ. - φ = 2nπ anula C0
Crescem linearmente com φ Pode fazer |C0| = |C1| =

|C−1|.
- φ = 3.7 rad :

Triangular fase de C0 - fase de C±1 = Pode anular ordem 0. - |C0| = |C1| = |C−1|.
= π

2 Não é peŕıódica. A partir de
algum φm

-

após certo φ(1)(m) fica entre
[0, π]

|Cm| nunca mais atinge o
máximo.

-

fases de m e −m são dife-
rentes,

Cm(φ) ̸= Cm+1(φ˘2π). Aproxima, em Para N suficientemente
grande:

coeficiente angular é dife-
rente do coeficiente

para φ = 2nπ, n ∈ Z módulo e fase, para φ = 2nπ, n ∈ Z

Linear pixe-
lada

angular da ideal Cm ̸= δm,n (̸= pode →=) se N → ∞ Cm = δm,n

Não existe φ t.q. Pode-se com redes dessa al-
tura,

|C0| = |C1| = |C−1| deslocar o feixe no plano,
com perda de intensidade

fases de m e −m são dife-
rentes,

Cm(φ) = C−m(φ)∀φ. Aproxima, em Para N suficientemente
grande:

coeficiente angular é dife-
rente do coeficiente

Pode fazer |C0| = |C1| =
|C−1|.

módulo e fase, φ = 2nπ anula C0

Triangular
pixelada

angular da ideal Pode anular ordem 0. se N → ∞ φ = 3.7 rad :

Não é peŕıódica. A partir de
algum φm

|C0| = |C1| = |C−1|.

|Cm| nunca mais atinge o
máximo.
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5 Operações posśıveis

Sabe-se que as operações em estados quânticos têm de obedecer algumas restrições,

de modo que o estado final seja de fato um estado quântico. Pela forma que nossa proposta

pode operar em estados, dada em (4.2) - e como comentado anteriormente – vemos que

são possibilidades ilimitadas de funções periódicas definindo diferentes Cm’s e, portanto,

diferentes M’s a operarem sobre o estado de entrada. Isso parece levar a uma grande

liberdade de operações. Como perceber, então, que de fato nossa proposta atende à restrição

de que o estado quântico de sáıda é um estado válido? Para mostrar que as operações

apresentadas acima obedecem à essas restrições e também interpretá-las, anunciaremos

algumas definições, convencionando a notação a ser usada nessas seções. As provas e

detalhes a respeito dessas definições e necessidades matemáticas, podem ser encontradas

nas referências indicadas.

Como anunciado antes, estamos aqui considerando apenas estados puros. Entretanto,

vale lembrar que os estados quânticos são descritos, de maneira mais geral, por operadores

semi-definidos positivos, ρ, chamados (no caso de espaços discretos) de matriz densidade [8].

Ou seja, sendo {|ω⟩i}d
i=1 uma base para o espaço de Hilbert em questão

estado quântico ↔ ρ ⇐⇒ ρ ≥ 0 t.q. Tr[ρ] = 1; (5.1)

e pode ser escrito como ρ =
d∑

i,j

ρij|ω⟩i⟨ω|j. (5.2)

onde ρij são os coeficientes na base.

Essa descrição permite que ρ seja um estado misto (matematicamente isso implica

Tr[ρ2] < 1), não necessariamente puro. Se ele for puro, entretanto, pode ser escrito como

um projetor em seu estado |Ψ⟩,

ρ = |Ψ⟩⟨Ψ|. (5.3)

O conjunto de todos os operadores semi-definidos positivos, num espaço de Hilbert

H de dimensão d, chamaremos de D(Hd) e tem dimensão d × d. Matematicamente,

a transformação de estados é dada por mapas completamente positivos [15, 38], que

chamaremos1 de ΛH;H′
. Eles são objetos que ao atuar em D(H) levam a D(H′

n) – afinal,

o estado após a transformação tem que ser um estado quântico posśıvel! –. Importante

notar que H′, não é necessariamente o mesmo que H e tem dimensão n, que por sua vez

não é necessariamente igual a d.

1 Dispensaremos os sobrescritos quando o contexto deixar claro os espaços envolvidos.
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A necessidade dos mapas serem completamente positivos não será aprofundada ou

motivada aqui. Vale dizer, entretanto, que está relacionada com a propriedade de levarem

ρ’s “válidos” em outros ρ’s “válidos”, mesmo em caso de sistemas compostos (veja [15], cap.

9). Assim, temos que uma transformação é dada por

ΛCP : D(Hd) → D(H′
n), (5.4)

onde CP é subscrito para completamente positivos. Vale lembrar também que as operações

f́ısicas também são relacionas a preservação do traço, de modo que o estado final continue

tendo traço unitário. Esses mapas são chamados de CPTP.

É um fato, provado na mesma referência logo acima citada, que todo mapa comple-

tamente positivo que preserva o traço, admite uma representação da seguinte maneira:

ΛCP T P (ρ) =
∑

l

KlρK
†
l , (5.5)

onde
∑

l

K†
l Kl = ID. (5.6)

Essa decomposição é chamada de decomposição de Krauss, onde l pode ser qualquer

inteiro positivo, a prinćıpio2. Se for posśıvel representá-lo dessa maneira com apenas um

operador K (ou seja, l possui apenas um valor), então K é unitário, uma vez que K†K = I.
A segunda equação acima, (5.6), é a restrição a que queŕıamos chegar para transformações,

e foi anunciada no ińıcio.

Nas próximas seções vamos conectar essas definições com a proposta apresentada,

além de verificar essas restrições e com isso interpretar a atuação dos arranjos propostos.

5.1 Rotação em H∞

Da seção (3.3), sabemos que para o arranjo com no máximo 1 caminho, a operação

feita equivale à seguinte operação no estado de entrada:

1. Aplicação das fases Φ1

2. Transformada de Fourier ótica, através da propagação e/ou da lente. Matematica-

mente

Operação em y : F{ eiϕ(y) ( )} (5.7)

2 Na referência [39] pode-se ver que é sempre posśıvel escrever um mapa com essa decomposição e l
restrito a, no máximo, d2.
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Vamos que nesse caso, a operação feita é unitária, afinal, nem a adição de fases ou

a transformação de Fourier (propagação) atenuam o feixe. Essa afirmação, para o caso de

F , é garantida pelo Teorema de Parseval:

Teorema 1 (Parseval). Se f̃ (y) =
∫∞

−∞ f (x) e−iyx dx ;

então
∫∞

−∞ |f̃ (y)|2 dy =
∫∞

−∞ |f̃ (x)|2 dx

Como M é unitária e a única operação nesse arranjo, da Eq. (5.6) temos que a

matriz M e uma representação do mapa a ela associado são dados por

M = U = F{eiϕ(y′)( )}

ΛM = U ρU †
(5.8)

A U † é dada pela transformação inversa de Fourier – que pode ser feita com duas

lentes3, vide (B.1.1)–, seguida pela aplicação de fases opostas (ou seja, 2π − Φ(y′)) em um

outro SLM.

U † = e−iϕ(y′) (F−1{ }). (5.9)

Podemos visualizar a operação desse arranjo como uma “rotação”, em que o estado

|Ψ⟩ = |Xi⟩ é levado, sem alteração de seu módulo, para o estado dado por
∑
Cm|Y ⟩m.

Assim, qualquer unitária definida por uma transformação discreta de Fourier pode ser

realizada: cada função periódica está relacionada a uma operação que leva o estado de

um feixe de entrada a um estado diferente, definido pelos coeficientes Cm de sua série de

Fourier. Portanto, esse arranjo pode ser interpretado como a implementação de rotações em

um vetor da base de um espaço Hd para outro vetor do mesmo espaço. Vale lembrar que

esse racioćınio é exato apenas no caso d → ∞; entretanto, o truncamento dessa dimensão

se faz necessário experimentalmente. Desde que as redes utilizadas não resultem em |Cm|
muito relevantes para ordens com m grande, é uma aproximação muito boa, como será

visto abaixo.

Olhemos isso em mais detalhe, à luz do que foi descrito no ińıcio deste caṕıtulo.

Suponhamos que estejamos interessados, ou limitados, a uma região que necessita desprezar

as ordens de módulo maior que certom∗ > 0. Sem∗ = 1, por exemplo, estamos considerando

apenas as 3 primeiras ordens. Essa operação é dada pela U explicada acima com posterior

projeção no subespaço expandido por {|Ym⟩}1
m=−1. De maneira geral

3 Por exemplo, uma na configuração f1 − f1 e outra na configuração 2f2 − 2f2. Nesse arranjo, estaŕıamos
considerando lentes infinitas...
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Utotal = U1 + U2 =
(

m∗∑
m=−m∗

P|Ym⟩

)
U +

(∑
m∈R

P|Ym⟩

)
U, (5.10)

onde P|Ym⟩ é o projetor no estado |Ym⟩ e R é o intervalo de inteiros (−∞,−m∗) ∪ (m∗,∞).
Que Utotal é unitária, além de claro fisicamente, pode ser visto por:

Utotal =
(

m∗∑
m=−m∗

P|Ym⟩

)
U +

(∑
m∈R

P|Ym⟩

)
U =

( ∞∑
m=−∞

P|Ym⟩

)
U = IU = U (5.11)

O mapa associado é dado por:

Λ′(ρ) = U1ρU
†
1 + U2ρU

†
2 (5.12)

E U1U
†
1 + U2U

†
2 = I, como pode ser deduzido de (5.10).

Assim, a questão é considerar, para rotações, quando U1 ≈ Utotal, no sentido de que

a redução do módulo não é muito grande. Vejamos quando e como essa condição pode

ser satisfeita. Como um exemplo, consideremos a rede binária: na seção (4.2.1), no gráfico

(26) pode-se ver que para ϕ = π, a ordem m = 0 se anula, e as outras ordens atingem seu

mais alto valor (|Cm|2 = 4
πm2 ). Essa é a altura que mais espalha luz (importante lembrar

que os coeficientes dessa rede são periódicos). Nesse caso, temos

m∗∑
−m∗

|Cm|2 = |C−1|2 + |C0|2 + |C1|2 ≈ 0.8106 (5.13)

Devido a normalização, a soma de todos os coeficientes é 1. Assim, estaremos

desprezando um pouco menos de pdesprezado = 19% do total da luz incidente, no caso mais

drástico. Se a ideia for preparar estados (de qutrit, nesse exemplo), uma fração pdesprezado

dos fótons incidentes não estará dispońıvel ao fim do arranjo. Por outro lado, se a ideia

era realizar rotações, essa aproximação não parece ser boa (U1 ̸≈ Utotal). Entretanto, se for

posśıvel considerar as 5 primeiras ordens, ou seja, m∗ = 3 (já que m = 0 para m par), a

soma resulta:

m∗∑
−m∗

|Cm|2 = 0.9006 ⇒ pdesprezado = 0.0994 (5.14)

O que significa uma perda de ≈ 10%. Considerando as primeiras 7 ordens, esse resultado

vai para pdesprezada ≈ 0.066. Vemos então que, ao considerar essas ordens, para o pior caso

para a rede binária, pdesprezada pode ser menor que 7%. Dependendo do erro experimental,
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da altura da rede espećıfica e quantas ordens puderem ser colocadas na região a ser

considerada, esse erro pode ser diminúıdo, de modo que possa-se dizer que4 U1 ≈ U .

Esse tipo de análise, para cada rede, em diferentes alturas máximas para cada rede

está resumido na Tabela 2.

Tabela 2 – Valores de pdesprezada das redes lineares ideal e pixelada.

Linear

Ordens m*=1 m*=2 m*=3 m*=4 m*=5 m*=6 m*=7

Altura π

p 0.1444 0.0832 0.0587 0.0545 0.0370 0.0313 0.0271
Altura 2π

p 0 0 0 0 0 0 0
Altura 3π

p 0.5335 0.1199 0.0699 0.0503 0.0397 0.0328 0.0281
Altura 4π

p 1 0 0 0 0 0 0
Altura 5π

p 0.9305 0.5202 0.1116 0.0641 0.0461 0.0364 0.0303
Altura 6π

p 1 1 0 0 0 0 0
Linear pixelada

Ordens m*=1 m*=2 m*=3 m*=4 m*=5 m*=6 m*=7

Altura π

p 0.1491 0.0891 0.0651 0.0520 0.0437 0.0379 0.0335
Altura 2π

p 0.0325 0.0325 0.0325 0.0325 0.0325 0.0325 0.0325
Altura 3π

p 0.5368 0.1681 0.1248 0.1075 0.0973 0.0896 0.0816
Altura 4π

p 1 0.1249 0.1249 0.1249 0.1249 0.1249 0.1249
Altura 5π

p 0.9209 0.5543 0.2456 0.2106 0.1944 0.1789 0.1222
Altura 6π

p 1 1 0.2632 0.2632 0.2632 0.2632 0.1278

4 Importante dizer que não fizemos aqui uma análise de “quão perto” a U1 está de U diretamente, mas
apenas o quanto a operação envolvida em desconsiderar certas ordens afeta o módulo do estado obtido
ao final do arranjo. De fato, sabemos que se nada for desprezado, U1 = U , e aqueles termos não
desprezados são idênticos aos termos de U , de modo que a análise aqui feita não é desprovida de
sentido.
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Tabela 3 – Valores de pdesprezada das redes binária e senoidal.

Binária

Ordens m*=1 m*=2 m*=3 m*=4 m*=5 m*=6 m*=7

Altura π

p 0.1894 0.1894 0.0994 0.0994 0.0669 0.0669 0.0504
Altura 2π

p 0 0 0 0 0 0 0
Altura 3π

p 0.1894 0.1894 0.0994 0.0994 0.0669 0.0669 0.0504
Altura 4π

p 0 0 0 0 0 0 0
Altura 5π

p 0.1894 0.1894 0.0994 0.0994 0.0669 0.0669 0.0504
Altura 6π

p 0 0 0 0 0 0 0
Senoidal

Ordens m*=1 m*=2 m*=3 m*=4 m*=5 m*=6 m*=7

Altura π

p 0.7454 0.2741 0.0517 0.0059 4.5 × 10−4 2.4 × 10−5 1.0 × 10−6

Altura 2π

p 0.8613 0.6955 0.6938 0.4945 0.2165 0.0623 0.0127
Altura 3π

p 0.9047 0.8090 0.7949 0.6468 0.6036 0.5766 0.4027
Altura 4π

p 0.9274 0.8611 0.8245 0.7383 0.7336 0.6618 0.5563
Altura 5π

p 0.9414 0.8909 0.8715 0.7942 0.7942 0.7178 0.6722
Altura 6π

p 0.9509 0.9102 0.8913 0.8311 0.8300 0.7608 0.7428
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Tabela 4 – Valores de pdesprezada para as redes triangulares ideal e pixelada.

Triangular

Ordens m*=1 m*=2 m*=3 m*=4 m*=5 m*=6 m*=7

Altura π

p 0.0947 0.0047 0.0047 0.0010 0.0010 3.8 × 10−4 3.8 × 10−4

Altura 2π

p 0.6397 0.1397 0.0101 0.0101 0.0027 0.0027 0.0011
Altura 3π

p 0.9550 0.6632 0.1632 0.0143 0.0143 0.0043 0.0043
Altura 4π

p 0.9424 0.9424 0.6777 0.1777 0.0176 0.0176 0.0057
Altura 5π

p 0.9838 0.9378 0.9378 0.6877 0.1877 0.0202 0.0202
Altura 6π

p 0.9898 0.9898 0.9083 0.6219 0.3148 0.1875 0.1726
Triangular Pixelada

Ordens m*=1 m*=2 m*=3 m*=4 m*=5 m*=6 m*=7

Altura π

p 0.1373 0.0406 0.0406 0.0345 0.0345 0.0319 0.0319
Altura 2π

p 0.7200 0.2824 0.1428 0.1428 0.1257 0.1257 0.1000
Altura 3π

p 0.9789 0.8131 0.4447 0.2789 0.2789 0.2052 0.1375
Altura 4π

p 0.9898 0.9898 0.9083 0.6219 0.3148 0.1875 0.1726
Altura 5π

p 1 1 1 1 0.1894 0.1894 0.1894
Altura 6π

p 0.9762 0.9762 0.9362 0.9362 0.6950 0.1950 0.0223

Essas alturas foram escolhidas por zerar ou diminuir drasticamente a ordem zero

e/ou centrais em muitas das redes. Vemos que a linear, de fato, poderia ser bastante

drástica: retirar toda a luz para colocar em uma ordem arbitrária. Dizemos aqui poderia

porque se a rede desviar a luz para uma ordem com m muito alto, é muito provável que a

aproximação paraxial não seja mais válida. Para as redes pixeladas, utilizamos N = 10.
Podemos ver que a rede linear pixelada se aproxima melhor da sua rede idealizada que a

rede triangular pixelada. Entretanto, nenhuma delas está muito fora do esperado pela rede

ideal. Vemos que, de fato, a rede binária se repete após a altura ultrapassar 2π. O recado

principal dessa tabela é, claramente, que alturas mais baixas (φ < 2π) e m∗ = 3 garante

que a aproximação é válida com pdesprezada ≤ 9%. Alternativamente, para valores pequenos

de φ’s a aproximação é boa.

Vale lembrar que a forma dada na Eq. (4.2) não vale para o arranjo na seção 3.3.

Ela é válida para os arranjos em que existe interferômetro em x que é o que leva à soma

dos coeficientes de cada caminho (vide ińıcio da seção 3.4). Está correto, entretanto, que

se um estado de entrada |Ψ⟩0 = |Xi⟩ for alterado por esse arranjo, e for calculado M|Ψ⟩0,

esse será o estado final (considerando todas as ordens, claro). Entretanto, o processo f́ısico
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envolvido não é dado por M.

A partir de agora, vamos ver o que os arranjos em que o(s) interferômetro(s) está(ão)

presente(s)5 fazem e relacionar com a discussão apresentada no ińıcio.

5.2 Projeções

Nessa seção, vamos analisar o caso em que M é dada por (4.2) olhando para

exemplos espećıficos em que essa matriz é dada por um projetor. Esse é um caso que atrai

interesse de maneira geral, é comum necessitar de projeções em protocolos de informação

quântica e é também o que é ensinado em muitos livros-texto de mecânica quântica (como

a Ref; [9]); do caṕıtulo 1, vimos que os operadores Ai, motivadores deste trabalho, podem

ser vistos como uma divisão em projetores.

Um projetor tem a seguinte caracteŕıstica6: P 2 = P e, no caso de um projetor de

rank-1, pode ser escrito como |Ψ⟩⟨Ψ|. Pode ser interpretado, portanto, como um teste que

acusa se o estado testado tem ou não overlap com o estado a ser projetado. Note-se que

projetores, devido à sua construção (P 2 deve fazer sentido), são matrizes quadradas.

Por uma questão de ilustração que condiga com a motivação dada pelos operadores

Ai, atenhamo-nos à dimensão d = 3: consideremos apenas as 3 primeiras ordens, com

m = 0 e ± 1. Suponha a seguinte matriz M: seja utilizada a rede binária de altura

φ = ϕ1 = arctan π
2 (que tem a caracteŕıstica C1 = C0 = −C−1, vide seção (4.2.1)) nas três

regiões. Nesse caso, M, considerando apenas as ordens citadas, é proporcional a

η(3)


1 1 1
1 1 1

−1 −1 −1

 ; (5.15)

Com uma fase π adicional na terceira região, teremos

M ∝ η(3)


1 1 −1
1 1 −1

−1 −1 1

 . (5.16)

Essa matriz tem a propriedade que

M ∝ P|v3⟩, (5.17)

onde P|v⟩ é o projetor |v⟩⟨v|.
5 Caso em que M é de fato dada por (4.2).
6 E, portanto, P n = P , para todo n inteiro.
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Vemos que, para casos desse tipo, dependendo da constante de proporcionalidade,

M2 ≈ M (5.18)

A qualidade da aproximação na linha acima, como visto na seção anterior, está

relacionada com o quantos fótons estaremos predendo ao truncarmos M, desprezando as

ordens mais altas. Em breve, retornaremos a questões concernentes à essa constante.

Vemos que é posśıvel, com essas redes no SLM e arranjo dado em (3.5), obter uma

operação proporcional ao projetor no estado

|v3⟩ = 1√
3


1
1

−1

 (5.19)

Para ilustrar essa possibilidade e conectar com a discussão feita na introdução,

consideremos os 13 estados dados no caṕıtulo (1):

|v1⟩T = 1√
3

(−1, 1, 1); |v5,6⟩T = 1√
2

(0, 1,±1); |v11⟩T = (1, 0, 0);

|v2⟩T = 1√
3

(1,−1, 1); |v7,8⟩T = 1√
2

(1, 0,±1); |v12⟩T = (0, 1, 0);

|v3,4⟩T = 1√
3

(1, 1,∓1); |v9,10⟩T = 1√
2

(1,±1, 0); |v13⟩T = (0, 0, 1);

Como usar as redes estudadas para realizar operações proporcionais a projetores

nesses estados? Vamos encarar essa questão de maneira aproximada, sem considerar

limitação de modulação do SLM ou considerar que as perdas pela pixelização são, de fato,

pequenas. Por isso mesmo, daremos preferência à utilização da rede binária.

Já temos o projetor em |v3⟩. Outro deles tem seu projetor obtido de maneira

análoga, mas usando φ = ϕ2 = 2π − ϕ1 na primeira região

|v1⟩⟨v1| = 1
3


1 −1 −1

−1 1 1
−1 1 1

 (5.20)

Três deles são projeções na própria base (|v11⟩, |v12⟩, |v13⟩). Para realizar as projeções
nesses estados, devemos ser capazes de bloquear os dois feixes ortogonais, ao mesmo tempo

que a correspondência i → m deve ser obedecida. Ou seja,

|v11⟩⟨v11| =


1 0 0
0 0 0
0 0 0

 (5.21)
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Vemos que esse projetor leva o estado de entrada nele mesmo, que em nossa proposta

corresponde a levar |X−1⟩ em |Y−1⟩. Enquanto isso, |X0⟩ e |X1⟩ devem ser bloqueados. A

rede de difração linear com altura 2π, faz o que é necessário para que |X−1⟩ → |Y−1⟩ ao

final do arranjo, já que C−1 = 1 e Cm = 0 para os outros m’s (vide seção (4.2.2). Isso

garante a primeira coluna da matriz acima. Para bloquear os outros caminhos, (vide seção

(4.3.2)) devemos colocar redes de fase que desloquem as ordens relevantes para fora da

região que será considerada (no caso, as 3 primeiras ordens, com determinado espaçamento

definido pelo péıodo da rede colocada em |X−1⟩).

Deste modo, com as redes mencionadas, temos os projetores nos estados |Ψ⟩ =
(1, 0, 0)T ;
e analogamente, (0, 1, 0)T e (0, 0, 1)T . Para quatro dos que sobram (com exceção de |v2⟩),
fica claro que a estratégia para bloquear um dos feixes continua sendo necessária. Os

vetores da forma |Ψ⟩ = (1, 0,±1)T podem ter seu projetor com o bloqueio do caminho do

meio, enquanto que a rede binária de altura π garante o projetor no estado com o sinal

negativo e a rede triangular de altura 2π ou a mesma binária deslocada de T
2 ( vide Seção

4.3.1) garante a outra projeção: ambas dão a mesma intensidade e fase para as ordens ±1
e anulam a ordem m = 0.

No caso dos projetores com |Ψ⟩ = (1,±1, 0)T ; (0, 1,±1)T , que devem bloquear

algum dos caminhos da extremidade existe uma dificuldade adicional: apenas C1 ou apenas

C−1 deve se anular, dependendo do caso. Para realizar isso, faremos uso da composição

de máscaras (vide seção 4.3.2.1). Uma rede linear de altura −2π ou 2π, composta com a

rede binária de altura ϕ1 (C1 = C0) e fases constantes nas regiões certas realizam o que é

desejado para |v5⟩ e |v10⟩. Explicitando o primeiro caso

τ



0 0 0

1 1 0
1 1 0

−1 −1 0
0 0 0


−→ τ



- - -

0 0 0
1 1 0
1 1 0
- 1 -1 0


(5.22)

Colocamos os primeiros coeficientes fora da região de interesse (em azul) para

deixar clara a ação da composição das redes (a linear 0 − 2π realiza abaixamentos nas

colunas).

Se a altura da binária for ϕ2 (C−1 = C0) (ou ϕ1 deslocada), obtém-se os outros

projetores desse tipo (ainda com composição da linear e de fase constante). Segue o exemplo

para |v6⟩
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τ



0 0 0

1 1 0
−1 −1 0
−1 −1 0
0 0 0


−→ τ



- - -

0 0 0
1 −1 0

−1 +1 0
-1 -1 0


(5.23)

Para os dois estados que faltam (|v1⟩ e |v4⟩) é necessário que os três coeficientes

tenham o mesmo módulo e fase (|v4⟩) ou C0 deve ter uma fase oposta. A única que pode

fazer ambos é a rede senoidal, desde que consideremos as ordens m = 0 e m = ±2 (não

mais m = ±1), o que implica uma seleção um pouco diferente da que vinhamos usando,

mas não há porque rejeitá-la: o peŕıodo pode ser aumentado, de modo a levar T → T
2 , o

que faz com que as ordens ±2 estejam centradas onde estariam as ordens ±1. Entretanto,
nesse caso, estamos desprezando uma quantidade maior de luz.

Na próxima seção, um resumo será encontrado a respeito desses 13 estados, assim

como da identidade e permutações.

Antes, porém, é importante notar que, para cada projeção sugerida, uma aproxi-

mação um pouco diferente está sendo considerada. No caso das projeções em vetores da

base, a aproximação não precisa ser feita: a projeção, desconsiderando perdas experimen-

tais, é exata. No caso sem composição, mas em que as ordens desprezadas passam a ter

intensidades menos despreźıveis, como no caso de |v2⟩, por exemplo, a aproximação por

uma projeção pode passar, inclusive, a não ser boa (veja os exemplos da seção anterior).

No caso da composição de máscaras, estamos claramente dispensando uma ordem com

|m| = 1 em casos em que esta não é despreźıvel. Podemos entender tudo isso da seguinte

maneira

M = τ|v⟩ Pv; 0 < |τ | ≤ 1 (5.24)

Em que o fator de proporção varia com a projeção a ser realizada. Isso não

necessariamente tira valor do método proposto. A estat́ıstica e o vetor final condizem

com o esperado para cada projeção: Se um vetor |ϕ⟩ de entrada for projetado em |Ψ⟩
usando esse método, a resposta “sim” à projeção será obtida com probabilidade τΨ| ⟨Ψ|ϕ⟩ |2;
enquanto se um estado |ϕ′⟩ de entrada for projetado, a estat́ıstica será τΨ| ⟨Ψ|ϕ′⟩ |2. E,
de fato, se uma tiver que ser metade da outra, iguais, uma delas nulas, nossa proposta

deve obter esse resultado: a relação entre as estat́ısticas dessas projeções são atingidas.

O problema é se o interesse for a comparação, para o mesmo estado de entrada, dessas

estat́ısticas com diferentes projeções. Nesse caso, os valores τΨ devem ser levados em conta.

Como dito acima, além disso, o estado de sáıda, em todos os casos (em que o estado de

entrada não for ortogonal) é |Ψ⟩, como exigido pela projeção.
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Além das projeções, essa proposta tem uma caracteŕıstica peculiar: a identidade

não é realizada por “não colocar redes”. Pela maneira de projetar em |v11⟩, |v12⟩ e |v13⟩,
vemos que, na realidade, essa operação é dada por uma rede linear inversa (0 − 2π) na
região 1, não colocar rede na região 2 e uma linear (0 − 2π) na região i = −1.

5.2.1 resumo das projeções e permutações

A seguir, a Tabela 5 mostra as projeções nos 13 estados mencionados na Introdução

e explicados acima. É interessante notar que as possibilidades para realizar esses proje-

tores não são necessariamente as únicas. Para o estado |v7⟩, deixamos a triangular como

possibilidade, para ilustrar um de seus usos, mas podeŕıamos ter utilizado uma binária de

altura π deslocada de N
4 . Outra questão é que, se as composições com binárias não forem

posśıveis, à custa de perda de fidelidade podemos utilizar a linear, com o valor de φ que

iguala dois de seus coeficientes, para os estados que deveriam anular algum C±1. Segue

abaixo a tabela, com os respectivos fatores de proporcionalidade τ|Ψ⟩.

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v1⟩ Binária Binária Binária

φ = ϕ2 φ = ϕ1 φ = ϕ1 0.86

desl. a = N
2 desl. a = N

2

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v2⟩ senoidal senoidal senoidal

φ = φ = φ = 0.29

m = −2, 0, 2 m = −2, 0, 2 m = −2, 0, 2
Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v3⟩ Binária Binária Binária

φ = ϕ1 φ = ϕ1 φ = ϕ2 0.86

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v4⟩ senoidal senoidal senoidal

φ ≈ 3.83 φ ≈ 3.83 + π φ = 3.83 0.49

m = −2, 0, 2 m = −2, 0, 2 m = −2, 0, 2
Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v5⟩ Bloqueio Binária Binária

φ = ϕ1 φ = ϕ1 0.86

+linear 0 − 2π +linear 0 − 2π
Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v6⟩ Bloqueio Binária Binária

φ = ϕ2 φ = ϕ2 + π 0.86
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linear 0 − 2π linear 0 − 2π
Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v7⟩ Triangular Bloqueio Triangular

φ = 2π φ = 2π 0.36

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v8⟩ Binária Bloqueio Binária

φ = π φ = π 0.81

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v9⟩ Binária Binária Bloqueio

φ = ϕ2 φ = ϕ2 0.86

+linear Inv.0 − 2π +linear Inv.0 − 2π
Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v10⟩ Binária Binária Bloqueio

φ = ϕ1 φ = ϕ1 0.86

+ linear Inv. 0 − 2π + linear Inv. 0 − 2π + π

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v11⟩ Linear Inversa Bloqueio Bloqueio

φ = 2π 1

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v12⟩ Bloqueio Sem rede Bloqueio

1

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

|v13⟩ Bloqueio Bloqueio Linear

φ = 2π 1

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

I Linear Inversa Sem rede Linear

φ = 2π φ = 2π 1

Região 1 Region 2 Região 3 τΨ

P12 sem rede Linear Inversa Linear

φ = 2π φ = 2π 1

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

P13 Linear sem rede Linear Inversa
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φ = 2π φ = 2π 1

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

P23 Linear Inversa Linear sem rede

φ = 2π φ = 2π 1

Região 1 Região 2 Região 3 τΨ

P123 sem rede Linear Linear Inversa

φ = 2π φ = 2π 1

5.3 POVMs

Nesta seção vamos retomar a discussão iniciada anteriormente a respeito de mapas,

e incluir a visão em termos de POVM’s para as propostas apresentadas, que é a visão

generalizada de medições em teoria quântica [15], mostrando os diferentes elementos que

podem ser implementados.

Foi visto na Seção 5.1 que o arranjo para no máximo um caminho realiza uma

operação unitária e, portanto, a segunda Equação em (5.6) é obedecida. Na seção anterior,

entretanto, vimos que pode ocorrer que M seja bem aproximada por uma projeção. E

P † = P ⇒ P †P = P 2 = P ̸= I. Isso parece apontar que, para esses casos, M†M ≠ I De

fato, temos na realidade (de (4.2)) que M†M é dada por

η

. . . C∗
−1 −1 C∗

−1 0 C∗
−1 1 . . .

. . . C∗
0 −1 C∗

0 0 C∗
0 1 . . .

. . . C∗
1 −1 C∗

1 0 C∗
1 1 . . .

× η

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...

C−1 −1 C−1 0 C−1 1

C0 −1 C0 0 C0 1

C1 −1 C1 0 C1 1
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= η2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
m

|C−1 m|2 ∑
m
C∗

−1 m C0 m
∑
m
C∗

−1 m C1 m∑
m
C∗

0 m C−1 m
∑
m

|C0 m|2 ∑
m
C∗

0 m C1 m∑
m
C∗

1 m C−1 m
∑
m
C∗

1 m C0 m
∑
m

|C1 m|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.25)

Como visto na seção anterior os termos da diagonal somam7 para 1, o que já

contrasta com I. Além disso, vemos que não há porquê concluir que os termos fora da

diagonal se anulem. Assim, a segunda condição em (5.6) não vale para M em geral, o

que significa que existem transformações ou perdas não consideradas. Portanto, existem

7 Com a devida normalização.
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mais fatores K na operação que não somente Kl∗ = M. É exatamente isso que ocorre8

ao realizarmos a projeção no estado de polarização |+⟩ , já que toda componente de

C1mB1ĥ+ C0mB0v̂ no estado |−⟩, para cada ordem m, é descartada. Olhando para essas

componentes projetadas em |−⟩, temos:

C1m B1ĥ + C0m B0v̂ −→ (C1m B1 − C0m B0)
1√
2

(ĥ − v̂) (5.26)

Caso colocássemos uma placa de onda e um PBS para realizar a projeção no estado

de polarização (ao invés de um polarizador, por exemplo), na segunda porta do cubo

teŕıamos, assim, um estado dado por

|Ψ⟩ = η(1)


C−1 −1 C0 −1 0
C−1 0 C0 0 0
C−1 1 C0 1 0

 |Ψ⟩0 = M1|Ψ⟩0 (5.27)

Vamos então analisar essa situação para os casos dos arranjos dados Nas Seções

(3.4) e (3.5). A operação feita, como expĺıcito em (4.2), contém diferentes η’s. Como uma

abreviação, escreveremos essas diferenças da seguinte maneira: M(2) é a relativa ao arranjo

com no máximo dois caminhos (η = η(1) = 1√
2) enquanto que para o caso de 3 caminhos, a

matriz será escrita M(3).

A soma M(2)†M(2) + M†
1M1 resulta em

M(2)† M(2) + M†
1 M1 = (5.28)

= 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ∑

m
C∗

−1m C0m

∑
m
C∗

0m C−1m 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −∑

m
C∗

−1m C0m

−∑
m
C∗

0m C−1m 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.29)

E vemos que a parte diagonal relativa à essas duas regiões se anula na soma acima,

e temos, no final, I.

Para o caso de 3 caminhos,M(3)†M(3) + M†
1M1 dá

8 Vide caṕıtulo 3.
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M(3)† M(3) + M†
1 M1 = (5.30)

= 1
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ∑

m
C∗

−1m C0m
∑
m
C∗

−1m C1m∑
m
C∗

0m C−1m 1 ∑
m
C∗

0m C1m∑
m
C∗

1m C−1m
∑
m
C∗

1m C0m 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −∑

m
C∗

−1m C0m 0

−∑
m
C∗

0m C−1m 1 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(5.31)

(5.32)

= 1
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5
2 −1

2
∑
m
C∗

−1m C0m
∑
m
C∗

−1m C1m

−1
2
∑
m
C∗

0m C−1m
5
2

∑
m
C∗

0m C1m∑
m
C∗

1m C−1m
∑
m
C∗

1m C0m 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.33)

Já no segundo polarizador (quando é o caso), o mesmo processo ocorre: a parte

dada pela projeção no estado ortognoal a αa (α⊥ = 1√
3(ĥ−

√
2v̂)) é desprezada. Repare

que M1 não tem região relativa ao terceiro caminho, já que este não passa pelo polarizador

(placa + PBS). Ao substituir o segundo polarizador pelo conjunto com o PBS e considerar

a parte refletida por esse, teremos

|Ψ⟩ = 1√
3


1√
2 C−1 1

1√
2 C0 −1 −

√
2C1 −1

1√
2 C−1 0

1√
2 C0 0 −

√
2C1 0

1√
2 C−1 1

1√
2 C0 1 −

√
2C1 1

 |Ψ⟩0 = M2 |Ψ⟩0 (5.34)

E vemos, então que, progressivamente, as componentes fora da diagonal vão sendo

canceladas

M(3)†M(3) + M1M1 + M2M2 = (5.35)

= 1
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5
2 −1

2
∑
m
C∗

−1mC0m
∑
m
C∗

−1mC1m

−1
2
∑
m
C∗

0mC−1m
5
2

∑
m
C∗

0mC1m∑
m
C∗

1mC−1m
∑
m
C∗

1mC0m 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+ 1
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

1
2
∑
m
C∗

−1mC0m
∑
m
C∗

−1mC1m

1
2
∑
m
C∗

0mC−1m
1
2

∑
m
C∗

0mC1m

−∑
m
C∗

1mC−1m −∑
m
C∗

1mC0m 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (5.36)
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Para n caminhos o cálculo é extremamente análogo e vemos que

M(n)†M(n) +
n−1∑
p=1

M†
pMp = In×n. (5.37)

Outra consideração feita para que a transformação em questão seja uma projeção

está relacionada, como visto na seção acima, a desprezar regiões além da projeção no

estado de polarização.

Isso pode ser considerado aqui e, nesse caso, um feixe inteiro ou ordens são despre-

zados no final. Isso significa que M é um bloco pertencente a uma matriz maior (M), em

que as partes relativas ao subespaço “desprezado” são compostas de 0’s. A parte desprezada

é dada justamente pela identidade nesse subespaço e 0’s no subespaço relativo a M (L).

Suponha que a dimensão de M†M seja d× d. A soma dessas, então, resulta na identidade

também

M †M + L†L =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...

. . . 0 0 0 . . .

. . . 0 M†M 0 . . .

. . . 0 0 0 . . .
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...

. . . 1 0 0 . . .

. . . 0 0d×d 0 . . .

. . . 0 0 1 . . .
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...

. . . 1 0 0 . . .

. . . 0 Id×d 0 . . .

. . . 0 0 1 . . .
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.38)

Assim, se consideramos todas as perdas do sistema, o mapa final preserva o traço (ie,

Eq. (5.6) é satisfeita), como era de se esperar. Agora devemos conectar isso com POVM’s.

A descrição aprofundada e formal de POVM’s não será dada e está contida nas referências

apontadas ao longo do caṕıtulo, principalmente em [15].

Em muitos casos, uma medição está relacionada com transformações no estado e

posterior detecção. Isso não é mais geralmente representado por medições projetivas, mas

sim por medições relacionadas a operadores semi-definidos positivos simplesmente; cada

operador está associado a um valor que é considerado o resultado da medição. As únicas

restrições que precisam ser obedecidas por esses elementos são

Mi ≥ 0 (5.39)∑
i

M †
i Mi = I (5.40)

E a conexão com as probabilidades de se obter o resultado i é dada por

pi = Tr(ρMi) (5.41)
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O conjunto {Mi}i define o POVM, já que pi está definida acima de maneira

coerente [15].

A ideia é que cada medição (operações + detecão) está associada a probabilidades

de detecções e os elementos de POVM’s são aqueles que, através de (5.41), conectam

essas operações às probabilidades. A segunda restrição, dada por (5.40), é a idéia de que a

probabilidade de alugma resposta ocorrer, é 1. Como já vimos, se considerarmos todas as

projeções no espaço de polarização, esta condição é satisfeita.

Assim, suponha o arranjo de no máximo 3 caminhos, dado em (3.5), mas com os

polarizadores trocados por conjuntos placa de onda + PBS; considere também que será

feita uma detecção que não discrimina a ordem m no plano de sáıda: tudo o que resultar

da sáıda de M é considerado um resultado só. Obviamente, os outros dois resultados

que existem são aqueles advindos da reflexão dos dois PBS. Isso significa, então, que os

elementos de POVM são relacionados a M†
iMi, e sua soma, como já provado, resulta na

identidade. Isto está representado na Figura 49.

2

    Deslocador
+ de 
    Feixes

2

    Deslocador
+ de 
    Feixes

M1 M2

M (3)

Figura 49 – Relação de M e elementos de POVM posśıveis, para 3 caminhos.

Outra possibilidade, entretanto, é marcar cada ordem de sáıda como um diferente

resultado; assim, cada ordem, de cada sáıda, corresponderá a um novo resultado. Por

exemplo, M(n)†M(n) 7→ {M(n)†|Ym⟩⟨Ym|M(n)}m. Uma das coisas importantes dessa dis-

cussão é que com a proposta aqui apresentada é posśıvel realizar experimentos cujos

elementos de POVM não são projetores9. De fato, a maior parte das operações realizadas

não são bem representadas por projetores, mas por matrizes que unicamente representam

operadores semi-definidos positivos [15]. Assim, tipicamente, ao utilizarmos essa proposta

e detectarmos fótons nas sáıdas dos interferômetros, estamos implementando medições

mais gerais do que projeções.

9 Na verdade, vimos que considerar que são feitas projeções em geral envolvem aproximações:“jogar fora”
parte do estado que entrou mesmo que não somente aquela parte ortogonal ao estado em que se está
projetando.
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Até aqui, caracterizamos nossas medições e vimos que são bem descritas por POVMs.

E se quisermos implementar algum POVM, como podemos utilizar nossa proposta? Há

pelo menos duas maneiras: a primeira, claramente, é construir matrizes M com as redes

de tal modo que são dadas pelas matrizes que queremos. A segunda está relacionada com

uma caracteŕıstica interessante do SLM (B.2): podemos alterar as máscaras nele colocadas,

ao longo do tempo. É posśıvel, inclusive, colocar v́ıdeos de máscaras, em que cada elemento

do v́ıdeo pode ficar por um tempo ti = nit̄, em que t̄ é o menor tempo que uma máscara

ficará na tela durante uma passagem do v́ıdeo colocado. Suponhamos, então, que sejam

colocadas duas máscaras, relativas a dois projetores (|vk⟩ e |vl⟩; por exemplo, os descritos

na seção anterior), cada uma com tempo nit̄, com i = k, t.

Se nossa fonte não for tal que seja posśıvel distinguir o instante de tempo em que o

fóton preparado no estado |Ψ⟩0 atingirá a tela do SLM, não é posśıvel saber qual máscara

atuará em seu estado. Esse tipo de ignorância clássica [15] é representada, formalmente,

pela soma convexa dos projetores envolvidos

pk|vk⟩⟨vk| + pl|vl⟩⟨vl| = 1
nk + nl

(nk|vk⟩⟨vk| + nl|vl⟩⟨vl|) (5.42)

É importante notar que se forem escolhidos projetores com τi diferentes, eles devem

ser levados em conta nessa soma também, alterando pi. Portanto, podemos usar nossa

capacidade de implementar projetores para realizar somas convexas destes, implementando

elementos de POVM.

Assim, nossa proposta realmente é adequada para implementação bastante ampla

de elementos de POVM e transformações de estados. Está limitada, basicamente, por

dificuldades técnicas comentadas na Seção 3.6 e a serem comentadas na próxima parte do

trabalho. Do ponto de vista de prinćıpios teóricos, a única limitação 10 é encontrar a rede

de difração adequada que realiza o trabalho almejado, se é que ela(s) existe(m).

Um último comentário se faz necessário: se apenas estamos interessados na sáıda

do arranjo, seja ele qual for, é importante considerar que o estado de sáıda, quando obtida

uma resposta i, é dado por

ρsaida = M(n)ρM(n)†

Tr(M(n)ρM(n)†) (5.43)

O fator Tr(M(n)ρM(n)†) é um fator importante para que, no final, o estado tenha

traço 1, o que significa não levar em conta o que está sendo refletido nas portas dos PBS,

por exemplo, ou de fato ignorando aquilo que, durante as projeções, é jogado fora por

não estar na região considerada. Isso pode ser extremamente importante para medições

sequenciais ou preparação de estados, por exemplo.

10 Não significa que a limitação seja despreźıvel...
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6 Resultados Experimentais Preliminares

Vamos agora à apresentação de alguns resultados experimentais; como a execução

ainda está em andamento, exporemos apenas alguns resultados preliminares, sobre os quais

faremos análises qualitativas, verificando o comportamento geral das funções, discutindo

os métodos de aquisição e redução de dados.

Utilizamos uma fonte com laser intenso, não atenuado: os testes aqui feitos devem

servir como prova de prinćıpio para o caso atenuado, em que a intensidade aqui mensurada

é proporcional à contagem de fótons que seria obtida para os casos de único fóton (vide

Seção (12). Os resultados já obtidos são principalmente referentes ao arranjo de no máximo

um caminho; embora também sejam mostrados alguns resultados iniciais para projeções.

Começaremos descrevendo as caracteŕısticas principais dos equipamentos e limita-

ções que essas impõem à execução da proposta, discutida nos três caṕıtulos anteriores.

6.1 Equipamentos utilizados e calibrações

Os principais elementos que descreveremos serão o laser utilizado, o modulador

espacial de luz e as calcitas utilizadas como deslocadores de feixes. Comecemos com o laser

utilizado.

Dois aspectos do laser serão importantes para o nosso trabalho: uma delas é o perfil

espacial do laser e outra a sua polarização. Utilizamos um laser de He-Ne, λ = 632.8nm.

Comecemos com a segunda: os parâmetros de Stokes de um feixe definem seu estado de

polarização [40] e, assim, fizemos o seguinte arranjo para medi-los:

laser

4 PBS

Com esse arranjo, obtivemos uma curva que, de acordo com [41] é dada por
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I(θ) = 1
2[A−B cos(2θ) + C cos(4θ) +D sin(4θ)], (6.1)

onde θ é o ângulo da placa que se relaciona com os 4 parâmetros de Stokes através das

relações

S0 = A− C; (6.2)

S1 = 2C; (6.3)

S2 = 2D; (6.4)

S3 = B. (6.5)

Dessa maneira, obtivemos o seguinte resultado para os parâmetros normalizados

( Si

S0
) do laser:

s1 = 0, 941 ± 0, 003,

s2 = −0.077,±0, 002

s3 = −0.112.± 0, 002 (6.6)

P = 0, 94 ± 0, 003 (6.7)

Podemos ver que, com boa aproximação, o estado de polarização do laser é puro

(já que P ≈ 1) e corresponde ao estado ĥ.

Seu perfil espacial foi medido através de uma configuração 2f-2f (lente posicionada

a distância 2f do SLM e a distância 2f da câmera), com uma lente de foco f = 15cm,

de modo a obter a imagem do perfil que chega à tela do SLM. Para a detecção, usamos

uma câmera CCD, da marca Thorlabs®, de pixels quadrados de 5.2µm de lado. Segue o

resultado, na figura (50):
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Figura 50 – Intensidade experimental do perfil do laser que chega ao SLM em unidades
relativas (em preto e barras de erro em verde) medida por câmera CCD. Em
vermelho, temos o ajuste por uma função gaussiana.

Do gráfico, podemos ver que o perfil pode ser aproximado por uma gaussiana nesse

plano, embora não esteja perfeito. O valor encontrado para a largura do feixe gaussiano, na

tela do SLM, foi w(z) = 85, 21 ± 0, 29 pixels ou 443, 1 ± 1, 5µm. A prinćıpio, para obter a

cintura e posição desta gaussiana (obtendo assim o comportamento dos outros parâmetros

parâmetros, vide (2.1)), deveŕıamos repetir essa medição em outros planos; o que não

foi feito. Entretanto, vimos que a obtenção desses parâmetros para arranjos em que há

interferência dos feixes em x, é importante por dois motivos. O primeiro é os feixes não

interferirem em x antes de atingirem o último deslocador (condição c1 da seção (3.6)). O

segundo motivo era garantir que a sobreposição dos feixes nos interferômetro fosse boa, de

modo que os feixes se somassem corretamente, após o polarizador (seção (3.6), condição

c4: Ri(z) ≈ Rj(z) e wi(z) ≈ wj(z),∀z). Garantir essas duas condições é o suficiente para

obtermos um arranjo de acordo com a proposta. No momento de nossa discussão para

os arranjos com interferômetro, apresentaremos os resultados que mostram que isso foi

garantido.

Utilizamos em nosso trabalho dois tipos de deslocadores de feixes: um da marca

Thorlabs®, que separa os feixes de 1 mm e outro da marca Altechne®, que separa de 3 mm.

Ambos transmitem a polarização v̂ e deslocam a polarização ĥ; o primeiro, de dimensões 7
mm ×4, 5 mm ×1 cm, foi utilizado para caracterização do modulador espacial, como será

descrito em breve. O segundo tipo foi utilizado para a implementação do experimento, de

dimensões 18 mm ×7 mm ×6 mm e coating refletor que seleciona os comprimentos de

onda 435 − 870 nm 1. Vemos que, com a largura do feixe w ≈ 0.5 mm, a separação de

1 que não é o comprimento de onda do laser utilizado; isso afeta somente a intensidade total na sáıda do
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3 mm garante que ⟨Xj||Xi⟩ ≈ 9.8 × 10( − 12), o que é uma garantia razoável de (2.21).

Passemos agora à caracterização do modulador.

O modulador espacial utilizado é um LCOS-SLM do fabricante Hamamatsu®, série

10468-02, de reflexão e atua somente aplicando fases no perfil do feixe de luz incidente.

Seus pixels quadrados tem 20µm de lado e um fator de preenchimanto de 92%, o que

significa que é razoável aproximá-lo para um; ele é otimizado para os comprimentos de

onda de 700 − 850 nm e modula unicamente a componente horizontal da polarização do

campo incidente [42].

Outra informação relevante, presente em [42], encontra-se abaixo. O fabricante

utilizou redes de difração lineares de altura variável, com número diferente de degraus, k.

Uma representação das redes e o resultado obtido são dados nas figuras (6.2) e (6.3):

Figura 51 – redes utilizadas pelo fabricante para estudar a eficiência de difração dos
moduladores. Retirada de [42]

Figura 52 – resultado obtido pelo fabricante, para cada série de modulador e diferentes
redes. É obtida a intensidade na ordem m = 1 de difração, para um modulador
de cada série, para as diferentes redes.Retirada de [42]

deslocador, o que não é um problema para o presente trabalho
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Vemos que a série a qual pertence nosso SLM melhora seu desempenho e aproxima-

se do esperado teóricamente conforme se aumenta o número de degraus da função colocada.

Para a rede binária (k = 2), entretanto, o desempenho é consideravelmente menor; essa

caracteŕıstica, relacionada à fabricação do instrumento, pode afetar o resultado da proposta

para essa rede. Os comprimentos de onda para o qual foi otimizado não compreendem o

utilizado. Apesar disso, o comprimento de onda do nosso laser (632.8nm) não está muito

distante do mı́nimo para o qual o fabricante garante funcionamento, e portanto não é

preocupante utilizá-lo, embora o desempenho de modulação possa ser afetado por isso.

Assim, foi necessário calibrá-lo. Para tanto, utilizamos o seguinte arranjo

Deslocador de
feixes

2

BS

D.F.1

D.F.2

Figura 53 – arranjo utilizado para calibração do SLM. Dois feixes, com polarizações ĥ e
v̂ chegam a tela, sendo modulado apenas aquele com polarização horizontal
(que é deslocado). A modulação é dada por fases constantes. Placas de onda
são utilizadas para que o feixe não desviado no primeiro deslocador, o seja no
segundo.

Nesse arranjo, o campo que chega ao modulador é dado por

B1Gaussw(x)v̂ + eiθ1B2Gaussw(x− ∆1x)ĥ, (6.8)

em que ∆1x = 1 mm e θ1 é a fase devida a diferença de caminho no deslocador de entrada

e B1 e B2 contém a informação de amplitude e fase relativa entre os feixes. Como o SLM

não modula a componente v̂, ao utilizar máscaras com fase constante no modulador, o

campo de sáıda será:

B1Gaussw(x)v̂ + ei(φ+θ1)B2Gaussw(x− ∆1x)ĥ, (6.9)
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onde φ é a fase adicionada pelo SLM. Após a placa de ondas, colocada em um ângulo

±45o, de modo que ĥ → v̂ e v̂ → ĥ. Depois de passar pela segunda calcita, temos:

eiθ2B1Gaussw(x)v̂ + ei(φ+θ1)B2Gaussw(x)ĥ, (6.10)

em que θ2 é a fase adicionada pelo segundo deslocador; o feixe não desviado no primeiro

deslocador, é desviado no segundo. Temos, ao projetar no estado de polarização 1√
2(ĥ+ v̂)

eiθ2B1Gaussw(x)v̂ + ei(φ+θ1)B2Gaussw(x− ∆1x)ĥ ⇒

I = |B1|2 + |B2|2 + 2|B1||B2|cos(φ+ ∆θ) (6.11)

Assim, variando a escala de cinza no modulador, variamos a fase relativa entre os

feixes, obtendo um gráfico de intensidade por escala de cinza. Deste gráfico obtemos a

constante da relação φ(e.c.) = cte(̇e.c.) 2. Supusemos uma relação linear entre estes, já

que esse comportamento é o prometido pelo fabricante para os comprimentos de onda que

estão no intervalo de funcionamento. O resultado obtido, juntamente com o ajuste pela

função dada em (6.11), encontra-se na figura (54):

Figura 54 – Potência ótica medida na sáıda do inteferômetro mostrado na figura (53). A
curva vermelha é o ajuste teórico usando a equação (6.11), supondo que a
escala de cinza varia linearmente com a fase.

2 onde e.c. é abreviação de escala de cinza.
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A visibilidade da curva, definida como

Imax − Imin

Imax + Imin

,

que obtivemos foi v = 96, 4 ± 0, 3%, bem próxima de 100% . Vemos que há um bom

acordo da curva fitada com os dados medidos para boa parte do gráfico, mesmo para

um comprimento de onda fora do alcance. A diferença de fase colocada pelas calcitas,

encontrada no ajuste, (∆θ) é 3.6 ± 3 rad. O parâmetro principal nesse ajuste é o valor da

constante c, tal que φ = c(e.c.), obtivemos c = 0, 02674 ± 0, 00016.

Com esse valor e o fato de que o SLM utilizado possui 256 escalas de cinza diferentes
3, a modulação máxima é 6, 82 ± 0, 04.

As especificações e a modulação máxima do SLM para esse comprimento de onda,

conjuntamente com o perfil do laser e as dimensões dos deslocadores de feixes, impli-

cam algumas restrições à proposta apresentada.A principal limitação para projeções ou

implementação das operações consideradas posśıveis na apresentação da proposta é a

modulação máxima dada pelo SLM (≈ 6, 9 rad). Podemos ver que, com esse valor de mo-

dulação máxima, a possibilidade de composição de redes pode ficar bastante comprometida.

Para compor redes, a fase máxima dada não pode ultrapassar essa modulação, ou seja,

φmax < 6, 9 . Isso implica que algumas sugestões para projeção nos 13 estados, dada na

tabela com as 13 projeções não podem ser executados com nosso SLM. Isso não significa

que não seja posśıvel realizá-las, mas que deve ser necessário procurar outras redes, ou

combinações das aqui estudadas, que façam esse trabalho. Um ponto importante dessa

restrição é que, sempre que posśıvel, deve-se procurar redes que façam o trabalho com um

menor φ, eventualmente deslocada, do que aquelas que necessitem de um φ maior, caso

seja interessante compô-la com alguma outra. Isso dá maior liberdade na altura máxima

da rede a ser utilizada na composição.

Outra limitação está relaciondada com a condição c5: devemos ter um número de

peŕıodos razoável repetindo ao longo do feixe. Considerando que o feixe tenha um tamanho

efetivo dado por 2
√

2w = 1, 253±0, 004 mm, para que tenhamos pelo menos 5 repetições ao

longo dessa extensão, o tamanho do peŕıodo das redes deve ser até Tmax ≈ 250µm. Portanto,

utilizaremos um peŕıodo com número de pixels N entre 8 − 12. Uma rede com N = 20
pixels contém, dentro da porção considerada não despreźıvel do feixe, aproximadamente

3 peŕıodos; isso significa que não podemos usar um N maior que esse, para garantir a

satisfação de c5. Com esse peŕıodo máximo, verificamos que m∗
maximo = 2 para que no

plano de sáıda as ordens não estejam muito próximas.

Por outro lado, devido às dimensões dos deslocadores de feixes no plano transversal
4, a separação angular entre as ordens não pode ser arbitrariamente grande 5. Pôde-se
3 Com o grau 0 da escala, correspondente ao preto, até 255, que corresponde ao branco
4 Sem explicitar, assumimos que o deslocador de feixes tinha altura infinita, anteriormente
5 e nesse caso, mesmo com deslocadores infinitos, teŕıamos sáıdo dos limites da aproximação de Fresnel
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ver que para N = 4 as ordens ±1 já não estavam presentes em nosso experimento, nas

condições em que foi feito e serão descritas nesse caṕıtulo. Por outro lado, um peŕıodo

menor que 6 também não pode ser utilizado, se queremos obter pelo menos as ordens ±1.
Peŕıodos menores que esse em y, então, podem ser utilizados para bloqueio de caminhos

(vide seção (4.3.2)). É importante levar em conta e verificar essas limitações, já que podem

dificultar a realização de operações que aproximem unitárias como descrito em (5.1),

preparação de estados em dimensões maiores, e outras operações descritas em (5).

Expostas as caracteŕısticas e limitações do aparato utilizado, vamos agora aos

resultados obtidos. Dividiremos em duas seções: uma para o arranjo em que o interferômetro

não é necessário, descrito em (3.3) e outra seção para aqueles em que o interferômetro

está presente (descritos em (3.4) e (3.5)). Para o primeiro caso, além de resultados da

proposta apresentada, é importante notar que se trata, também, da caracterização do

funcionamento do modulador para cada rede; este comportamento pode ser diferente da

aplicação de fases constantes em uma região grande da tela do SLM, funcionamento para

o qual o modulador é primordialmente fabricado e testado, como descrito em [42].

Temos dois sistemas de detecção que serão comparados. Um deles é dado pela

câmera CCD, com filtros neutros para garantir que o comportamento linear desta seja

preservado. São tiradas 5 imagens, que, no programa matlab®, são somadas e o fundo é

subtráıdo. Outro é feito por um medidor de potência da Thorlabs®, série PM100D. Todas

as medições apresentadas abaixo foram realizadas com redes de N = 10, com exceção da

rede senoidal, em que foi usado um peŕıodo com 20 pixels.

6.2 |Cm|2 para arranjo de 1 caminho; caracterização das redes

O arranjo para um caminho de entrada é o descrito na seção (3.3), com a detecção

ocorrendo no plano focal da lente – no caso era uma lente esférica–, de foco f = 30cm.

No caso da detecção com câmera CCD, utilizamos filtros neutros e tempo de integração

que garantisse que o regime linear de resposta era preservado. No caso da detecção

com o medidor de potência, uma ı́ris era utilizada para selecionar apenas a ordem de

interesse. Abaixo, apresentamos os resultados obidos, que devem ser comparados com

aqueles previstos em (4).

6.2.1 Rede binária

Antes de mostrar os resultados gerais, a t́ıtulo de ilustração, mostraremos algumas

fotos da câmera. Com isso, pode-se visualizar o que se obtém no final do arranjo e também

os objetos com que lidamos para extrair os dados detectados com a câmera CCD. Além

disso, permite ver algumas particularidades para essa rede. As fotos são tratadas como
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explicado acima6. São três fotos com alturas φ diferentes nas figuras (55), (56) e (57):

Figura 55 – Imagem final obtida após as médias com 5 fotos da câmera e subtração de
rúıdo de fundo. Esse resultado é referente à rede binária, de altura em escala
de cinza dada por e.c. = 20. Essa imagem foi obtida fora do regime linear da
câmera, para que fosse posśıvel ver os feixes na sáıda. Os dados utilizados,
entretanto, são aqueles obtidos de detecção de intensidades dentro do regime
linear.

Figura 56 – Imagem referente à rede binária, de altura em escala de cinza dada por
e.c. = 140, para detecção de intensidade fora do regime linear

Figura 57 – Imagem referente à rede binária, de altura em escala de cinza dada por
e.c. = 190, para detecção de intensidade fora do regime linear

Na primeira imagem, a altura da rede é baixa e praticamente só a ordem 0 é viśıvel.

Conforme a altura vai aumentando, mais ordens aparecem e, para a altura e.c. = 140,
vemos que a ordem zero está muito menos intensa que as outras. Uma diferença em relação

ao previsto teoricamente que já pode ser notada é que há luz (pouca, mas há) nas ordens

±2,enquanto Cm = 0 para m par era o esperado.

Obtidas essas imagens, somamos os valores em cada linha, obtendo um gráfico

de intensidade por posição (em pixels). As ordens se reduzem, assim, a picos. O valor

máximo do pico de cada ordem, separadamente, é graficado em função da escala de cinza

do SLM que determina a altura da rede. Para o resultado com o medidor de potência ótica,

utilizamos 5 registros de cada ponto, cada um formado por 2 médias. Com as flutuações,

obtivemos o desvio padrão.

Os resultados obtidos para os dois modos de detecção encontram-se abaixo, junta-

mente com a função dos Cm’s, dada em (4.5),fitada:

6 Essas fotos foram tiradas em um regime de intensidade que tornava posśıvel ver as ordens, mas o
comportamento da câmera nesse regime não é linear; para a aquisição dos dados, não é uma imagem
tão intensa que é obtida.
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Figura 58 – Dados obtidos para a rede biná-
ria com o medidor de potência
ótica colocado na sáıda do ar-
ranjo mostrado na figura (3.1).
A altura da rede era variada, e a
potência obtida para as ordens
m = 0, 1 ou −1. A escala de
cinza, como visto acima, é pro-
porcional à fase dada pelo mo-
dulador ao feixe em cada pixel.
A curva em vermelho consiste
nos ajustes teóricos dados pelas
funções discutidas no caṕıtulo
(4).
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Figura 59 – Dados obtidos para a rede bi-
nária com a câmera CCD colo-
cada na sáıda do arranjo mos-
trado na figura (3.1). A altura
da rede era variada, e a potência
obtida para as ordens m = 0, 1
ou −1. A escala de cinza, como
visto acima, é proporcional à
fase dada pelo modulador ao
feixe em cada pixel. A curva
em vermelho consiste nos ajus-
tes teóricos dados pelas funções
discutidas no caṕıtulo (4).

O resultado esperado, conforme descrito em (4.5), para comparação, está na Figura

(60):

0

-1
1

Figura 60 – Resultado esperado para intensidade das ordens 0, 1 e −1 em função da altura
da rede binária, conforme obtido em (4.5))
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A escala dos gráficos depende do tipo de detecção, deve-se analisar o comportamente

qualitativo das funções e os valores relativos; alguns valores relativos caracteŕısticos

apresentados nas tabelas. Como a calibração acima obtida era adequada para máscaras de

fase constante, é interessante analisar se obteŕıamos um resultado parecido para as redes,

permitindo a variação da constante de proporcionalidade c, por isso fitamos diretamente

pela escala de cinza e deixamos esse parâmetro livre no ajuste. De fato, os valores de

c obtidos nesse caso são próximos do obtido anteriormente, para essa rede. Os valores

relativos dos picos das ordens ±1, do mı́nimo para a ordem 0 e da constante de calibração

c estão resumidos na tabela (6):

Tabela 6 – Comparação dos valores teóricos e experimentais, para a rede binária, obtidos de duas
maneiras: com medidor de potência ótica e câmera CCD. O valor de c é a constante de
proporcionaldade que relaciona φ e e.c.. Este valor foi obtido através dos ajustes teóricos e
deve ser comparado com aquele na calibração do modulador.

Binária
(medidor)

máximo teórico máximo obtido erro
Binária
(câmera)

máximo teórico máximo obtido erro

ordem 1 0.405 0.386 0.026 ordem 1 0.405 0.412 0.007

ordem -1 0.4053 0.4040 0.0018 ordem -1 0.405 0.408 0.007

mı́nimo teórico mı́nimo obtido erro mı́nimo teórico mı́nimo obtido erro

ordem 0 0 0.0144 0.0009 ordem 0 0 0.101 0.010

valor calibração valor obtido erro valor calibração valor obtido erro

c 0.0267 0.0263 0.0037 c 0.0267 0.0262 0.037

Pode-se ver que, de maneira geral, o comportamento é o esperado para ambos

detectores e as curvas ajustam bem os dados obtidos. Há, entretanto, um desajuste para

a ordem 0 em relação às outras: o mı́nimo dessa ordem é atingido em uma escala de

cinza de valor maior que o máximo para as ordens ±1, enquanto o esperado era que

ocorrese no mesmo valor (correspondente a φ = 2π). Além disso, essa ordem não recupera

completamente o valor inicial, o que deveria ocorrer quando φ = 2π; isso está relacionado

com o fato que o valor de c encontrado para essa ordem é substantcialmente menor que

o das outras. Esse desacordo parece ser devido a alguma caracteŕıstica da fabricação do

SLM utilizado: na imagem (6.2), vemos que o nosso SLM possui uma eficiência de difração

consideravelmente menor para a rede binária. Isso parece significar que uma parte do

feixe não é modulada quando se utiliza essa rede, o que gera um reśıduo que prejudica o

resultado obtido. Uma pequena intensidade, com fase relativa, permanece nessa ordem,

alterando o valor de escala de cinza em que esta se anula. Esse efeito também pode alterar

a recuperação da intensidade dessa ordem, que deveria ocorrer na aplicação da binária

0 − 2π. Se isto estiver de fato ocorrendo, nas ordens com m ̸= 0 haveria um reflexo na

quantidade total de luz, mas não no comportamento qualitativo geral, como estamos

obtendo.

Na comparação dos dois detectores, podemos notar que o medidor de potência tem

menor flutuação. Acreditamos que o problema dessa flutuação advenha da extração de

dados que foi feita com o medido pela câmera, em que usamos apenas o valor de pico da

intensidade registrada. Esse valor é mais suscet́ıvel à flutuações, principalmente se o perfil
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do feixe tiver imperfeições. Os resultados com a câmera parecem apresentar um rúıdo de

fundo, apesar de ter sido descontado das imagens um fundo medido sem a presença do

laser.

6.2.2 Linear e Linear Inversa

Seguem, nas figuras (61), (62) e (63), algumas das fotos obtidas para a redes linear.

Figura 61 – Imagem referente à rede linear, de altura em escala de cinza dada por e.c. = 20,
para detecção de intensidade fora do regime linear

Figura 62 – Imagem referente à rede binária, de altura em escala de cinza dada por
e.c. = 170, para detecção de intensidade fora do regime linear

Figura 63 – Imagem referente à rede binária, de altura em escala de cinza dada por
e.c. = 230, para detecção de intensidade fora do regime linear

Vemos que enquanto a escala de cinza máxima aumenta, a rede tende a deslocar

o feixe para a ordem −1(no caso da linear). Pode-se notar que um dos lados (definidos

por m > 0 ou m < 0) é extremamente mais intenso que o outro. Os resultados obtidos

para a rede linear, após a redução de dados, estão a seguir e o comportamento deve ser

comparado com o gráfico abaixo, figura (64) (as fases negativas são para comparação com

a linear inversa):
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Figura 64 – Módulo quadrado dos coeficientes C0,C1,C−1 da rede linear pixelada, em
função da fase máxima φmax, com N = 10, calculados com a expressão (4.13).

Figura 65 – Dados obtidos para a rede li-
near com o medidor de potência
ótica colocado na sáıda do ar-
ranjo mostrado na figura (3.1).
A altura da rede era variada,
e a potência obtida para as or-
dens m = 0, 1 ou −1. A escala
de cinza, como visto acima, é
proporcional à fase dada pelo
modulador ao feixe em cada pi-
xel.

Figura 66 – Dados obtidos para a rede li-
near com a câmera CCD colo-
cada na sáıda do arranjo mos-
trado na figura (3.1). A altura
da rede era variada, e a potência
obtida para as ordens m = 0, 1
ou −1. A escala de cinza, como
visto acima, é proporcional à
fase dada pelo modulador ao
feixe em cada pixel.

Não conseguimos, entretanto, ajustar os dados aqui obtidos, por dificuldade em
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utilizar programas adequados para tanto. Faremos, a partir de agora, uma análise qualitativa

dos resultados obtidos, focando na forma das curvas obtidas, na comparação das duas

formas de detecção e redução de dados. Compararemos, ainda assim, alguns valores

espećıficos com o esperado: máximos relativos alcançados pelas ordens ±1 e o mı́nimo

alcançado pela ordem 0. O valor estimado para c foi obtido a partir da escala de cinza em

que a ordem central se anula, e o erro foi obtido considerando-se um erro de 1 na escala

de cinza nessa estimativa.

Tabela 7 – Comparação dos valores teóricos e experimentais, para a rede linear, obtidos de duas maneiras:
com medidor de potência ótica e câmera CCD. O valor de c é a constante de proporcionaldade
que relaciona φ e e.c.. Este valor foi obtido considerando-se que a ordem 0 tem seu menor
valor para a escala de cinza que equivale a 2π.

Linear
(medidor)

máximo teórico máximo obtido erro
Linear

(câmera)
máximo teórico máximo obtido erro

ordem 1 0.0489 0.0809 0.0018 ordem 1 0.0489 0.1508 0.0035

ordem -1 0.9675 0.7793 0.0022 ordem -1 0.9675 0.7402 0.0060

mı́nimo teórico mı́nimo obtido erro mı́nimo teórico mı́nimo obtido erro

ordem 0 0 0.0328 0.0012 ordem 0 0 0.132 0.003

valor calibração valor obtido erro valor calibração valor obtido erro

c 0.026 0.02513 0.00014 c 0.0267 0.0273 0.0017

Para a rede linear inversa, apenas detectamos com o medidor de potência ótica. O

resultado encontra-se na figura (67).

Figura 67 – Dados obtidos para a rede linear inversa com o medidor de potência ótica
colocado na sáıda do arranjo mostrado na figura (3.1). A altura da rede era
variada, e a potência obtida para as ordens m = 0, 1 ou −1. A escala de cinza,
como visto acima, é proporcional à fase dada pelo modulador ao feixe em cada
pixel.
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Tabela 8 – Comparação dos valores teóricos e experimentais, para a rede linear inversa, obtidos com
medidor de potência ótica. O valor de c é a constante de proporcionaldade que relaciona φ e
e.c.. Este valor foi obtido considerando-se que a ordem 0 tem seu menor valor para a escala
de cinza que equivale a 2π.

linear Inversa max teórico maximo obtido erro
ordem 1 0,968 0,905 0,009
ordem -1 0,0472 0,08868 0,00019

mı́nimo teórico mı́nimo obtido erro
ordem 0 0 0,0334 0,0010

valor calibração valor obtido erro
c 0,026 0,02543 0,00014

Pode-se notar que, qualitativamente, obtivemos o esperado: a ordem 0 diminui

fortemente, uma delas aumenta substancialmente e a outra atinge um máximo bem menor

e volta a praticamente zero. Entretanto, vemos que os resultados quantitativos estão

discrepantes do esperado teoricamente. A rede linear inversa tem resultados mais acurados

que o da linear; efeito que não sabemos explicar. Isso parece mostrar que o desempenho da

rede linear pode alcançar a linear inversa. Descobrir como fazê-lo (melhorando possivelmente

o da linear inversa, inclusive) pode ser extremamente útil, considerando-se a possibilidade

de usar essas redes para permutações ou a identidade, como apresentado em (5.2). Se

não for posśıvel, uma maneira de compensar essa perda ao tentar deslocar para cima

(“levantar”) ou deslocar para baixo (“abaixar”) um feixe deve ser encontrada. Importante

lembrar que para essas redes e para as próximas, o valor teórico pode conter a discretização

devida à pixelização do SLM, mas não contém a discretização da escala de cinzas, que pode

ser importante nesses casos. Os valores de c apresentam um bom acordo com a calibração

anterior.

Novamente, parece haver maior flutuação nas medições com a câmera.

6.2.3 Triangular

As fotos da rede triangular também tem algo a acrescentar em relação às já

apresentadas, uma vez que esta rede, apesar de simétrica como a binária, tem ordens m

par não despreźıveis. Vide figuras (68), (69) e (70).

Figura 68 – Imagem referente à rede triangular, de altura em escala de cinza dada por
e.c. = 20, para detecção de intensidade fora do regime linear. As fotos foram
obtidas com a câmera no final do arranjo em (3.1).
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Figura 69 – Imagem referente à rede triangular, de altura em escala de cinza dada por
e.c. = 130, para detecção de intensidade fora do regime linear. As fotos foram
obtidas com a câmera no final do arranjo em (3.1).

Figura 70 – Imagem referente à rede triangular, de altura em escala de cinza dada por
e.c. = 240, para detecção de intensidade fora do regime linear. As fotos foram
obtidas com a câmera no final do arranjo em (3.1).

Podemos ver que a ordem 0 dessa rede demora a desaperecer com o aumento da

escala de cinza, enquanto que as ordens ±2 tem intensidades de fato altas.

Os resultados encontram-se, juntamente com o que é previsto, abaixo, nas figuras

(71), (72) e (73).

Figura 71 – Dados obtidos para a rede biná-
ria com o medidor de potência
ótica colocado na sáıda do ar-
ranjo mostrado na figura (3.1).
A altura da rede era variada,
e a potência obtida para as or-
dens m = 0, 1 ou −1. A escala
de cinza, como visto acima, é
proporcional à fase dada pelo
modulador ao feixe em cada pi-
xel.
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Figura 72 – Dados obtidos para a rede bi-
nária com a câmera CCD colo-
cada na sáıda do arranjo mos-
trado na figura (3.1). A altura
da rede era variada, e a potência
obtida para as ordens m = 0, 1
ou −1. A escala de cinza, como
visto acima, é proporcional à
fase dada pelo modulador ao
feixe em cada pixel.
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Figura 73 – Intensidade relativa das ordens 1, 0 e −1 para a triangular pixelada, com
N = 10 pixels por peŕıodo, em função de φ.

Novamente, encontramos acordo qualitativo entre o esperado teoricamente e o

obtido: as ordens ±1 estão simétricas e os valores máximos para essas ordens são próximos

do esperado; os valores para c estão em acordo com a calibração obtida antes. Abaixo, a

tabela (9) que contém esses dados.

Tabela 9 – Comparação dos valores teóricos e experimentais, para a rede triangular pixelada (N = 10),
obtidos de duas maneiras: com medidor de potência ótica e câmera CCD. O valor de c é a
constante de proporcionaldade que relaciona φ e e.c.. Este valor foi obtido considerando-se
que a ordem 0 tem seu menor valor para a escala de cinza que equivale a 2π.

Triangular
(medidor)

máximo teórico máximo obtido erro
Triangular
(câmera)

máximo teórico máximo obtido erro

ordem 1 0.27 0.29 0.03 ordem 1 0.274 0.347 0.003

ordem -1 0.27 0.28 0.03 ordem -1 0.274 0.368 0.003

mı́nimo teórico mı́nimo obtido erro mı́nimo teórico mı́nimo obtido erro

ordem 0 0 0.0378 0.0020 ordem 0 0 0.129 0.003

valor calibração valor obtido erro valor calibração valor obtido erro

c 0.02674 0.02596 0.00015 c 0.02674 0.02732 0.00017

As conclusões são extremamente parecidas com as anteriores: os resultados obtidos

com a câmera apresentam flutuações maiores. Nesse caso, entretanto, temos um bom

acordo com os valores esperados.

6.2.4 Rede senoidal

Antes de mostrar os resultados obtidos para a rede senoidal, é necessário dizer

que essa rede contém uma peculiaridade. A fase adicionada deveria ser dada por φ sin(y).
Entretanto, como o seno assume valores negativos e as fases colocadas no SLM devem ser
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positivas ( entre 0 e 2π), ocorreria um salto para os valores no meio peŕıodo em que o

seno é negativo. Devido a isso, a rede a ser colocada no SLM para evitar esses saltos é

ei(φ sin(y)+φ). Deste modo, a composição com uma fase constante é necessária: isso impõe

mais limites na utilização dessa rede: a altura φ máxima que pode ser colocada em escala

de cinza é 127 (utilizamos até a 125). Não colocaremos fotos dessa rede, já que delas não

teremos muitas novidades: as ordens ±2 são maiores que as da binária e a ordem 0 se

anula em φ = π.

Os dados obtidos estão apresentados nas figuras (75) e (76), abaixo do gráfico com

o comportamento esperado, obtido conforme seção (4.2.5), na figura (74).

Figura 74 – Intensidade relativa das ordens 1, 0 e −1 para a rede senoidal em função da
altura de fase.
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Figura 75 – Dados obtidos para a rede senoi-
dal com o medidor de potência
ótica colocado na sáıda do ar-
ranjo mostrado na figura (3.1).
A altura da rede era variada,
e a potência obtida para as or-
dens m = 0, 2 ou −2. A escala
de cinza, como visto acima, é
proporcional à fase dada pelo
modulador ao feixe em cada pi-
xel.

Figura 76 – Dados obtidos para a rede se-
noidal com a câmera CCD co-
locada na sáıda do arranjo mos-
trado na figura (3.1). A altura
da rede era variada, e a potência
obtida para as ordens m = 0, 2
ou −2. A escala de cinza, como
visto acima, é proporcional à
fase dada pelo modulador ao
feixe em cada pixel.

Tabela 10 – Comparação dos valores teóricos e experimentais, para a rede linear, obtidos de duas
maneiras: com medidor de potência ótica e câmera CCD. O valor de c é a constante de
proporcionaldade que relaciona φ e e.c.. Este valor foi obtido considerando-se que a ordem
0 (J0(φ)) tem seu menor valor para a escala de cinza que equivale a π.

Senoidal
(medidor)

máximo teórico máximo obtido erro
Senoidal
(câmera)

máximo teórico máximo obtido erro

ordem 2 0.2367 0.2326 0.0007 ordem 2 0.236 0.169 0.003

ordem -2 0.2367 0.2563 0.0007 ordem -2 0.236 - -

mı́nimo teórico mı́nimo obtido erro mı́nimo teórico mı́nimo obtido erro

ordem 0 0 0.01073 0.00022 ordem 0 0 0.225 0.003

valor calibração valor medido erro valor calibração valor obtido erro

c 0.02674 0.0314 0.0004 c 0.026743 0.01298 0.00008

Novamente, o comportamento qualitativo é condizente com o esperado para o

medidor de potência, com exceção do valor de c. Entretanto, dessa vez há um grande

desacordo, na ordem 2 na medição realizada com a câmera. Ela está praticamente constante,

próxima ao rúıdo ainda persistente. Assim, medimos também as ordens ±1 com a câmera,

para obter mais informações, e o resultado segue abaixo, na figura (77)
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Figura 77 – Intensidade das ordens 0,±1 e ±2 para a rede senoidal, em função da altura
em escala de cinza. Dados obtidos com a câmera CCD, colocada na sáıda do
arranjo (vide (3.1)

Tabela 11 – Comparação dos valores teóricos e experimentais, para o valor máximo de intensidade
relativa das ordens ±1 da rede senoidal. Esses dados foram obtidos com a câmera CCD.

Senoidal
(câmera)

máximo teórico máximo obtido erro

ordem 1 0.3386 0.378 0.003

ordem -1 0.3386 0.348 0.003

Vemos que para as ordens ±1, os resultados de máximo são condizentes com o

esperado. O valor de c, entretanto, é discordante do obtido com a calibração e nos métodos

qualitativos anteriores; embora seja parecido para o medidor de potência ótica e para a

câmera. Acreditamos que isso pode ser efeito da discretização da função na tela do SLM

e das escalas de cinza que, para uma função não linear, como um seno, pode ter efeitos

drásticos, que não estudamos, mesmo o peŕıodo utilizado tendo sido maior. Entretanto, o

que foi obtido não é completamente fora do esperado (com exceção da ordem 2 no caso

da câmera): as ordens ±m têm intensidades muito próximas para toda altura utilizada, e

crescem e cruzam com a ordem 0.

6.2.5 Conclusões parciais

Vimos que existe uma pequena alteração para a ordem 0 da binária, assim como

para a eficiência quantitativa da rede linear. Um rúıdo insistente e uma flutuação maior

dos dados aparecem nos resultados conseguidos com a câmera, o que pode ser melhorado

modificando a maneira de reduzir os dados ou o procedimento para obtê-los.

Dos resultados apresentados até agora, podemos ver que os módulos quadrados dos

coeficientes das redes estudadas, de modo geral, tem comportamento qualitativo conforme

o esperado (apesar de algumas discrepâncias, como a ordem −2 da senoidal, para a câmera).
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Isso significa que nossa proposta, dentro das condições experimentais do laboratório em

questão, está funcionando e pode, a prinćıpio, ser utilizada para preparar qutrits ou realizar

rotação no espaço codificado em feixes gaussianos, do estado (1, 0, 0)T para qualquer em

três dimensões, dentro da aproximação dada por pdesprezado (vide seção (5.2)), que é melhor

para redes com pequena altura φ.

Apesar de ainda existirem melhorias a serem feitas na caracterização dos módulos

dos coeficientes, é importante ressaltar que as fases relativas das ordens na sáıda do arranjo

devem ser medidas, para que se caracterize completamente as redes utilizadas.

6.3 Mais caminhos, interferômetro presente

Antes de mostrarmos os resultados para mais caminhos, vale dizer que a fonte de

estados de qutrits codificados em feixes gaussianos paralelos utilizada foi semelhante àquela

descrita na seção (2), com a diferença que não há atenuação. O arranjo está apresentado

abaixo.

l x =ld'
d

Deslocador de
feixes

2

x

z
y

PBS

Laser

Figura 78 – arranjo utilizado para geração de feixes gaussianos paralelos, sem atenuação

Podemos preparar estados do tipo (e, g, h), com e, g, l ∈ C, com|e|2 + |g|2 + |l|2 = 1.
Variando a posição angular das placas de onda, podemos alterar o valor dos módulos de

e, g e h. Nomearemos o caminho de cima na imagem de a, o do meio de b e o de baixo de

c. Esses caminhos óticos são reconhecidos, respectivamente, com os seguintes vetores de

estado: (1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T .

Com esse arranjo e as placas nas posições que deixam os três caminhos balanceados,

podemos medir as fases relativas do estado de entrada da seguinte maneira: selecionamos

apenas dois caminhos paralelos, obtendo, por exemplo b e c. Fazemos a transformada de
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fourier ótica (através de uma lente na configuração f − f) obtendo:

F{gGaussw(x) + hGaussw(x− ∆3x)} = ˜Gaussw̃

(
x

f

)(
g + l ei∆3x kx

f

)
⇒

I = | ˜Gaussw̃(x
f

)|2
(

|g|2 + |l|2 + 2|g||l|cos
(
kx

2f − ∆ϕ
))

(6.12)

onde ∆ϕ é a fase relativa entre b e c e não igualamos |g| e |l| em (6.12) para deixar

a equação mais geral; no caso em que são iguais, a intensidade chega a zero nos pontos

em que o coseno chega a −1. De maneira análoga, pode-se fazer o mesmo processo para

os caminhos a e b e, assim, considerando a fase de b como fase global, podemos obter

as fases do estado puro de entrada. As fases do estado de entrada assim encontrado são

θa = 3.46 ± 0.11 rad e θc = 3.73 ± 0.13 rad.

O arranjo que será utilizado é o de 3 caminhos, descrito em (3.5). Há, entretanto,

uma pequena diferença: em vez de o terceiro caminho não ser projetado no estado |+⟩
no primeiro polarizador e todos serem projetados em α̂ no último, projetamos todos os

caminhos em |+⟩ no primeiro polarizador. Dessa maneira, o fator η(1) se torna um fator

global e não precisa ser conpensado como em (3.23). Dessa maneira, o segundo polarizador

pode ser colocado na posição que projeta em 1√
2 ĥ+ v̂, o que facilita o trabalho experimental,

à custa de perda de intensidade. Interessante notar que isso muda os elementos de P.O.V.M.

implementados, discutidos em (5.3): M1 passa a ter uma componente C33 = 1
2 e M2 é

bastante modificada, já que não há mais os fatores
√

2 na terceira coluna e o fator comum

de M agora será 1
2 . Esse arranjo modificado está representado na figura (79).
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Figura 79 – Arranjo para operação com até 3 caminhos de entrada modificado. A diferença
com o arranjo descrito em (3.5) é que o caminho que não passa no deslocador

de feixes DF1, é projetado no estado 1√
2(ĥ + v̂) juntamente com os demais.

Dessa maneira, o segundo conjunto λ
2 +PBS também efetua projeção no estado

1√
2(ĥ+ v̂).

É necessário fazer alguns comentários antes de mostrar os resultados. Já vimos que a

interferência entre os feixes exige que algumas aproximações sejam satisfeitas. Constatamos

que não havia interferência considerável entre os feixes até a posição em que o terceiro feixe

é sobreposto com os outros dois, garantindo c1. A outra consideração importante ( c4)

foi necessária justamente para garantir a correta sobreposição dos feixes. Assim, embora

não tenhamos efetuado medições que permitam obter as funções da largura ou do raio

de curvatura com z, caracterizaremos o interferômetro como será explicado abaixo e isso

garantirá se a sobreposição está ocorrendo como necessário.

Para realizar a caracterização, utilizamos novamente o arranjo da figura (53), agora

com as calcitas que efetuam a separação de 3mm. Os feixes incidem no interferômetro, dois

a dois, e fases são adicionadas em um dos feixes. Após o polarizador (vide 6.11) teremos

I = |Gaussw(x)|2(|e|2 + |g|2 + 2|e||g|cos(θdf + ∆ϕ), (6.13)

se a sobreposição ocorrer apropriadamente. Se não ocorrer de maneira adequada, não

podemos colocar o fator |Gaussw(x)|2 em evidência, já que não será um fator comum, e o

que teremos é uma interferência que pode ser destrutiva ou construtiva dependendo do

ponto x em que a medição é efetuada, enquanto na expressão acima é posśıvel que, para

todo x, I = 0, por exemplo. Assim, se a visibilidade do padrão de interferência for próxima
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de um, poderemos concluir que a condição necessária para a soma está sendo satisfeita

(desde que |e| ≈ |f |).

O resultado, obtido com o medidor de potência sem ı́ris (obtendo assim a intensidade

de toda a região em que os feixes são não despreźıveis) está abaixo, nas figuras (80) e (81).

Figura 80 – Caracterização do interferôme-
tro feita com o medidor de po-
tência ótica sem ı́ris na sáıda
do interferômetro como em (53),
variando a fase constante adicio-
nada em um dos caminhos, a ou
b. O caminho c está bloqueado.

Figura 81 – Caracterização do interferôme-
tro feita com o medidor de po-
tência ótica sem ı́ris na sáıda
do interferômetro como em (53),
variando a fase constante adicio-
nada em um dos caminhos, b ou
c. O caminho a está bloqueado.

Temos uma visibilidade de 0.894±0.014 e de 0.801±0.011, o que significa que uma

boa sobreposição. Os resultados obtidos indicam que o interferômetro adiciona as seguintes

fases entre os caminhos (convencionando que o caminho b tenha fase 0): ϕa = −0.50 ± 0.08
e ϕc = 0.46 ± 0.10. Essas fases devem ser consideradas ou compensadas na implementação,

como discutido no caṕıtulo (3). Outra possibilidade, é considerar que, efetivamente, o

caminho de entrada é diferente daquele dado pela preparação na fonte, e colocar essas fases

nele. E as transformações serão feitas nesse estado de entrada modificado. De qualquer

maneira, ao variar o estado de entrada e analisar o de sáıda para verificar a efetividade da

implementação, essas fases devem ser levadas em conta.

A seguir, aplicamos as redes como descrito em (5.2) para aplicarmos projeções nos

estados da base computacional: |v11⟩, |v12⟩, |v13⟩ e |v5⟩ = (1, 0, 1)T . Os resultados seguem

abaixo. Como já dito, são ainda preliminares. Entretanto, servem como indicação do

funcionamento e do andamento da implementação experimental da proposta apresentada

neste trabalho.
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6.3.1 Algumas projeções

• projeção em |v11⟩ ou caminho a

Nessa projeção, a rede linear inversa é utilizada no caminho a, enquanto os outros são

bloqueados. Para esse bloqueio, utilizamos redes lineares em y com N = 4, que desviam os

feixes pra fora da região de interesse. Esperamos assim que, ao selecionar espacialmente

apenas o caminho a, toda luz esteja dispońıvel no estado |Y1⟩. Se o caminho b e/ou c

forem selecionados e essa projeção estiver sendo feita, esperamos que não haja luz ao final

do arranjo. Apresentamos a altura do pico do feixe (após o tratamento explicado acima),

para cada estado de entrada. Para variar o estado de entrada não mudamos as posições

das placas de onda que o preparam, apenas bloqueamos ou não a passagem dos feixes,

tornando posśıvel gerar os estados com caminhas a,b,c,ab,ac,bc e abc. Os resultados obtidos

encontram-se na figura (82), onde denotaremos com linha os camihos de sáıda ( que estão

na dimensão ortogonal aos de entrada).

Figura 82 – Projeções no estado (1, 0, 0)T , obtidas com o arranjo da figura (79). Os estados
de entrada são selecionados espacialmente, e são denotados sem linha. As
intensidades nos caminhos de sáıda são denotadas com linha.

Vemos que há um rúıdo, de aproximadamente 700 − 1300 (u.a.), em todas os

caminhos de sáıda, sendo em geral mais altos no caminho b′, a não ser para o estado de

entrada a. Apesar desse rúıdo, podemos ver, de fato, que a intensidade de luz na sáıda a′

é bastante maior sempre que a está presente na entrada. Esse rúıdo pode ser proveniente
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de um pequeno desvio nas placas de onda, ou no PBS que é usado para projeção,por

exemplo.Desse modo, se for posśıvel eliminar esse fúıdo ( que é bem menor que o sinal

obtido para ’a′ quando esse devia existir) obteŕıamos o estado projetado, (1, 0, 0).

• projeção em |v12⟩ ou caminho b

As redes colocadas são as já propostas em (5.2). O esperado nesse caso é análogo ao caso

anterior, mas agora esperamos que se o estado de entrada for ortogonal a (0, 1, 0)T , não

haja luz. Seguem os resultados, na figura (83).

Figura 83 – Projeções no estado (0, 1, 0)T , obtidas com o arranjo da figura (79). Os estados
de entrada são selecionados espacialmente, e são denotados sem linha. As
intensidades nos caminhos de sáıda são denotadas com linha

Podemos ver que em todos os casos parece haver o mesmo rúıdo com todos os

caminhos, embora na sáıda b′ haja quantidade significativa a mais de luz, quando b não está

bloqueado na entrada. Esse rúıdo pode advir, além do já comentado acima, da dificuldade

da rede utilizada de bloquear os caminhos completamente: um pouco de luz permanece

na ordem 0 que chega ao interferômetro. É importante, nos trabalhos futuros, tentar

melhorar esse desempenho. Vimos na seção anterior que o resultado para a ordem 0 no

caso de utilizar redes lineares pode chegar a menos de 3% do valor total. Se chegarmos

a esse valor de rúıdo, teremos um resultado mais satisfat́ırio para as projeções. Apesar

disso, podemos ver que em todos os caminhos ortogonais o que medimos em b′, apesar de

insistentemente maior, é sempre comparável ao rúıdo. Nos outros casos, o que obtemos é
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um valor muito maior, o que nos permite concluir que, desconsiderando esse rúıdo, o estado

de sáıda deve estar próximo de (0, 1, 0). Uma observação importante é que, de maneira

geral, as intensidades obtidas no caminho b′ (4500 − −5000 u.a.) foi um pouco maior do

que o obtido em a′ (3800 − −4200 u.a.). Isso pode significar que há um desbalanço não

despreźıvel entre usar a rede linear inversa para elevar o feixe e não colocar rede alguma,

como indicado na seção anterior. Isso deve ser melhor estudado experimentalmente para

se implementar os projetores, identidade e permutação.

• projeção em |v13⟩ ou caminho c

Na figura (84) estão os resultados obtidos para projeção em (0, 0, 1)

Figura 84 – Projeções no estado (0, 0, 1)T , obtidas com o arranjo da figura (79). Os estados
de entrada são selecionados espacialmente, e são denotados sem linha. As
intensidades nos caminhos de sáıda são denotadas com linha

Novamente, quando o estado de entrada é dado por a,b ou ab, vemos que o resultado

é o rúıdo já conhecido. Já quando o caminho c está presente, o resultado é um valor maior

para a detecção em c′. Isso indica um comportamento adequado em relação ao esperado.

Nesse caso, os valores mais intensos obtidos são menores que aqueles para a′ ou b′.

• projeção em |v5⟩ = (1, 0, 1)T

Esse é um caso em que a eficiência e interferência das redes serão testadas. Nesse

caso, se o estado de entrada não for ortogonal, esperamos que haja luz nas ordens m = ±1.



Caṕıtulo 6. Resultados Experimentais Preliminares 126

Se for ortogonal, entretanto, esperamos que não haja ordens viśıveis ao final do arranjo.

Seguem, na figura (85) os resultados obtidos.

Figura 85 – Projeções no estado (1, 0, 1)T , obtidas com o arranjo da figura (79). Os estados
de entrada são selecionados espacialmente, e são denotados sem linha. As
intensidades nos caminhos de sáıda são denotadas com linha

Esses resultados mostram que, apesar de a intensidade ser mais próxima do rúıdo

(já que a é dividida em dois caminhos), para os estados de entrada a e c, as detecções em

a′ e c′ são maiores que em b′ e diferentes dos respectivos rúıdos. No caso do caminho de

entrada b, obtemos o rúıdo novamente. Para estados de entrada com dois caminhos em

que b está presente, vemos que o rúıdo em b′ aumenta consideravelmente, como era de

esperar. Esse aumento, entretanto, não é a soma dos rúıdos isolados, mostrando que há

interferência nessa ordem. Ainda que haja esse rúıdo, as medições em a′ e c′ ainda são

maiores (mesmo que com o desvio padrão haja possibilidade de serem compat́ıveis). Já

para o caso em que a e c estão presentes, vemos que a interferência entre as ordens ±1
de cada um deles faz com que haja mais intensidade em a′ que em c′, para os dois casos

(com ou sem b na entrada). Isso significa que a interferência dessas ordens pode não estar

extamente conforme o esperado.

Após a redução do rúıdo, é importante analisar se esse efeito continua ocorrendo.

Se continuar, deve ser devido à uma diferença adicional de fase entre as ordens de cada

caminho, devido ao ângulo com que essas ordens entram nos deslocadores de feixes (vide

(B.3)) e a polarização de cada um, que pode ser diferente se eles não estiverem muito bem
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alinhados. Esse efeito, inclusive, será maior para o feixe que estiver sendo deslocado em

cada calcita.

6.3.2 Conclusões parciais

Pode-se perceber que as projeções testadas até agora estão indicando um acordo

razoável comparado com o esperado, mesmo que de maneira qualitativa. Como não

variamos controladamente o estado na entrada – inclusive com variação de fase relativa –

não pudemos, ainda, testar melhor a interferência entre as ordens, que pode ser afetada

pelos ângulos de incidência na calcita. Como prova de prinćıpio, por enquanto, percebemos

que a proposta é fact́ıvel e promissora; principalmente, mostra que a técnica de bloqueio

está funcionando, embora com um rúıdo que provavelmente pode ser reduzido. A maior

conclusão é, então, que apesar de algumas discrepâncias, se o alinhamenro for refinado,

mesmo com um modulador não fabricado para o comprimento de onda utilizado, a nossa

proposta deve apresentar bons resultados futuramente.
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7 Conclusões e perspectivas

7.1 Conclusão

Nesse trabalho nos endereçamos a tarefa de realizar transformações de estados

automatizadas, com possibilidades de realizar operações bastante gerais e controladas

em qudits fotônicos espaciais. Nossa intenção era fazê-lo de modo a sermos capazes de

utilizar esse esquema para realizar medições sequenciais. Como visto ao longo do trabalho,

nossa proposta permite realizar essa tarefa, de maneira ainda a ser bastante explorada:

cada função periódica de fase corresponde a coeficientes de Fourier que determinam a

transformação aplicada. Analisamos algumas dessas possibilidades, em módulo e fase, e

vimos que resultados preliminares são animadores: apesar de algumas correções e testes

ainda serem necessários, corroboram a hipótese de que nossa implementação está próxima

das condições da proposta e, principalmente, de que essa funciona até os limites testados.

Também discutimos maneiras de visualizar as transformações e em que condições

elas são aproximações de rotações, projeções (ou soma convexa dessas), e quais os elementos

de POVM não projetivos são obtidos dependendo da rede utilizada. Mostramos que é

posśıvel implementar mapas que não são apenas compostos por elementos nulos fora da

diagonal. Com essa discussão abrem-se muitas portas para aplicações futuras.

Com esse estudo, ainda em fase inicial, esperamos estar constuindo uma nova

maneira – prática e automatizada – de realizar transformação bastante gerais em estados

quânticos fotônicos, assim como ter delineado alguns de seus limites e possibilidades, ainda

por explorar.

7.2 Perspectivas

As perspectivas mais imediatas são: realizar a medição das fases relativas das ordens

para as redes já estudadas, caracterizando completamente as redes apresentadas. Além

disso, descobrir a origem do rúıdo detectado pela câmera e eliminá-lo e após essa etapa,

realizar mais projeções e permutações. Para tanto, será de grande interesse utilizar mais

um modulador de fase, possivelmente de transmissão, para preparar diferentes estados de

entrada, testando as operações implementadas.

Redes ainda não consideradas podem ser estudadas para ampliar as possibilidades

de transformações; uma maneira de encontrar as redes que devem ser aplicadas, dada a

operação desejada, é uma mudança de ótica e rumo interessantes, que devem fortalecer

esse método e facilitar aplicações.
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Após realizar o que foi citado no ińıcio dessa seção – já que se trata do término dos

testes da proposta–, utilizar o método em aplicações diversas, como algumas portas lógicas

ou simulações; a possibilidade de implementar mapas com elementos na diagonal abre

uma gama grande de possibilidades. Um exemplo vem de [27], em que foram realizadas

simulações de dinâmicas sem saltos em sistemas de 3 ńıveis em contato com um reservatório

térmico; nossa proposta pode ser útil para realizar a simulação da dinâmica com saltos. A

utilização desse aparato para estados de fótons gêmeos, oriundos de conversão paramétrica

descendente espontânea, também é instigante, já que permite utilizar esse arranjo em

partes de estados emaranhados, por exemplo. Uma aplicação claramente importante –e

a motivação inicial de nosso trabalho– é realizar medições sequenciais com esse arranjo,

que foram a motivação do trabalho e trazem consigo mais possibilidades de aplicação e

estudos de fundamento de teoria quântica.
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fótons produzidos na conversão paramétrica descendente. Tese de Doutoramento,

Universidade Federal de Minas Gerais, 2006. Citado 2 vezes nas páginas 16 e 146.
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nas páginas 152 e 153.

[44] Zangwill, Andrew: Modern ELetrodynamics. Cambridge UNiversity Press, 2012.

Citado na página 154.
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APÊNDICE A – Ótica de Fourier

Alguns elementos de ótica de Fourier serão explicados e/ou explicitados nesse

apêndice. Os detalhes podem ser encontrados principalmente em [37]. O objetivo é mostrar

quais suposições e aproximações estão sendo feitas para os principais resultados utilizados

neste trabalho, assim como derivar alguns deles, com o mı́nimo de detalhe.

Falaremos, nesse momento, de ondas eletromagnéticas propagantes, ou seja, que

são solução das equações de ondas advindas das equações de Maxwell,

∇⃗ · E⃗ = 0;

∇⃗ · µ⃗H = 0;

∇⃗ × E⃗ = −µ∂H⃗
∂t

;

∇⃗ × H⃗ = ∂E⃗

∂t
;


⇒

∇⃗2E⃗ − ϵ
ϵ0c2

∂2E⃗
∂t2 = 0

∇⃗2H⃗ − ϵ
ϵ0c2

∂2H⃗
∂t2 = 0

(A.1)

Supusemos que o campo se propaga em um meio dielétrico linear, de constante

dielétrica ϵ e permeabilidade magnética µ; esse meio é isotrópico (ou seja, não atua de

maneira diferente para Ex,Ey ou Ez), homogêneo (ϵ = cte), não-dispersivo (ϵ não depende

de ω) e sem cargas ou correntes livres.

A.1 Aproximação escalar

Nas equações de onda acima, para E⃗ e H⃗, pode-se perceber que todas as com-

ponentes de cada campo seguem a mesma equação, sem acoplamentos. Podemos, assim,

reduźı-las a apenas uma equação para cada componente do campo

∇⃗2E(x, y, z, t) − ϵ

ϵ0c2
∂2E(x, y, z, t)

∂t2
= 0 (A.2)

Essa é a chamada aproximação escalar, ela é valida nas condições acima; no caso

de difrações é válida desde que o acoplamento adicionado pelo contorno da abertura possa

ser desprezado. Assim, em um meio com essas caracteŕısticas, ou no caso de um campo

com polarização linear que não seja capaz de “sentir” as anisotropias do sistema ótico,

consideraremos essa aproximação válida.



APÊNDICE A. Ótica de Fourier 137

A.2 Propagação: campo e espectro angular

Essa exposição está dividida em duas maneiras de examinar a propagação: a

primeira, diz respeito ao campo em si, dado por U(x, y, z) acima. A segunda é uma outra

maneira de olhar, relacionada com decomposição em ondas planas, que propagam com

ângulos diferentes com relação ao eixo de propagação, chamada de Espectro Angular.

Ambas as maneiras serão úteis e necessárias.

• Campo

Dentro do escopo da teoria escalar, queremos agora determinar o campo em um plano

(x, y, d), considerado após propagação por uma distância d, a partir de um campo conhecido

em um determinado plano z = 0, de coordenadas (x′, y′, 0). Supondo que o campo seja

aproximadamente monocromático, podemos escrevê-lo como E(x′, y′, 0, t) = U0(x′, y′)e−iωt

(e analogamente ∀z). Substituindo esse campo na equação (A.2), obtemos a chamada

equação de Helmholtz

[∇⃗2 + k2]U = 0, (A.3)

em que o número de onda no meio é dado por k = ϵω2

ϵ0c2 . Para chegarmos ao objeto

de nosso desejo (Uf (x, y) em função de U0(x′, y′)), é interessante vizualizar a questão da

maneira explicitada na figura (86).

Figura 86 – Superf́ıcies envolvidas no uso do teorema de Green para obter a variação de U
com a propagação.

Estamos considerando uma superf́ıcie com uma parte plana S1, que consideraremos

se tratar de uma parte do plano (x′, y′, 0). S2 é uma capa esférica de raio R e Sϵ é uma

esfera de raio ϵ. Agora, queremos encontrar o campo no ponto P1 = (x1, y1, z1) (centro de

Sϵ) a partir do campo na superf́ıcie S1. Para isso [37], será utilizado o
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Teorema 1 (Green). Sejam G e U duas funções de R3 a valores complexos, com primeiras

e segundas derivadas cont́ınuas numa superf́ıcie S que engloba um volume V, então a

seguinte relação é válida:∫
V
(U∇⃗2G−G∇⃗2U)dV =

∫
S
(U ∂G

∂n
−G

∂U

∂n
)dS, (A.4)

onde n é o vetor normal à superf́ıcie em cada ponto.

U continua sendo aquilo que desejamos, e G será nossa função auxiliar – que

encontrada adequadamente, torna esse teorema bastante útil.

Não vamos fazer o cálculo de maneira detalhada, mas é importante explicitar as

aproximações consideradas e alguns passos essenciais (detalhes em [37]). Primeiro, se G

satisfizer a equação de Helmholtz, a integral sobre o volume vai a zero. Assim,

∫
S1+S2+Sϵ

(U ∂G
∂n

−G
∂U

∂n
)dS = 0 (A.5)

Escolhe-se G como a soma de ondas esféricas advindas dos pontos P1 e P2 =
(x2, y2, z2) (simétrico ao ponto P1 em relação ao plano (x′, y′, 0), vide (fig 86). Considerando

agora que a distância do ponto P1 ao plano S1 é muito maior que um comprimento de

onda, tem-se



G = exp[ikr01]
r01

− exp[ikr02]
r02

; rij =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2

para P0 ∈ Sϵ ⇒ G = exp[ikϵ]
ϵ

− exp[ikrϵ2]
rϵ2

para P0 ∈ S1,
∂G
∂n

(P0) = 2 cos(n, r⃗01)
(
ik − 1

r01

)
exp[ikr01]

r01

r01≫λ⇒

⇒ ∂G
∂n

(P0) = 2ik cos(n, r⃗01) exp[ikr01]
r01

em que cos(n, r⃗01) é o cosseno do ângulo entre os vetores indicados e usamos os

fatos que, para P0 ∈ S1,r01 = r02 e cos(n, r⃗01) = −cos(n, r⃗02). Considerando o limite ϵ → 0
e a continuidade de U e de suas derivadas em P0, é posśıvel obter:

lim
ϵ→0

∫
Sϵ

(U ∂G
∂n

−G
∂U

∂n
)dS = 2πU(P1) (A.6)

Com a escolha para G e supondo que seja válida a aproximação de radiação de

Rayligh-Sommerfeld para U (essa função decai com a distância pelo menos tão rápido

quanto uma onda esférica), podemos descartar a integral na superf́ıcie S2, tomando o

limite em que R → ∞ (veja [37], cap 3). Substituindo esses valores em (A.5) e notando

que para a função auxiliar escolhida G(P0) = 0 para P0 em S1, obtém-se
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U(x1, y1, z1) = −1
2π

∫
S1
U(x, y)∂G

∂n
dS

r01≫λ≈ −ik
π

∫
S1
U(x′, y′, 0) cos(n, r⃗01)exp[ikr01]

r01
dS

(A.7)

Essa fórmula pode ser interpretada de maneira bem interessante, como um exemplo

do prinćıpio de Hyugens, em que cada ponto do plano leva a uma onda esférica, com

amplitude dada por U(x′, y′, 0), mas defasadas de π (fator −i).

Pode-se considerar o que o problema, a prinćıpio, foi resolvido. A questão é que

a integral acima pode ser bastante dif́ıcil de ser resolvida. Assim, na seção seguinte,

consideraremos algumas aproximações. Antes disso, vamos considerar outra maneira de

resolver a questão, através do chamado espectro angular.

• Espectro angular

Se o campo U(x′, y′) for uma função da qual se pode extrair a transformada de

Fourier 1 pode-se definir

A(qx, qy; z) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
U(x, y, z)e−i(qxx+qyy)dxdy ↔

U(x, y, z) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
A(qx, qy; z)e+i(qxx+qyy)dqxdqy (A.8)

Vê-se que o espectro angular é a amplitude do campo U0(x′, y′) na decomposição

em ondas planas, cada uma com um momento q = (qx, qy) associado.

Substituindo a equação acima na equação de Helmholtz para U (A.3), obtém-se

d2

dz2A+ (k2 − q2
x − q2

y)A = 0. (A.9)

A solução para essa equação é consideravelmente simples

A(qx, qy; z) = A(qx, qy; 0)eiz
√

k2−q2
x−q2

y (A.10)

Assim, sabemos A(qx, qy; d) em função de A(qx, qy; 0), e para obter o campo final

em função do inicial, basta fazer a transformada de Fourier inversa. Alguns comentários

sobre a equação para A(qx, qy; d): é interessante notar que, se (k2 − q2
x − q2

y) > 0, a raiz é

real e o espectro angular (com q que tornam a raiz real) ganha uma fase relativa 2, que

depende do ângulo com que se distancia do plano z = 0. Entretanto, se (k2 − q2
x − q2

y) < 0,
1 a prinćıpio, não tem porque imaginar que um campo f́ısico não possa, uma vez que a condição de ser de

quadrado integrável e não possuir descontinuidades severas é garantida, respectivamente, pela finitude
da energia do campo e por este ser solução das equações de Mawxell

2 relativa aos A’s com diferentes q’s
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a raiz é imaginária, e o espectro angular decai exponencialmente, não contribuindo para o

campo após uma distância de propagação considerável. As ondas planas com os momentos

satisfazendo (k2 −q2
x −q2

y) < 0 são chamadas de ondas evanescentes, e serão desconsideradas

nos cálculos, o que leva a seguinte solução para o campo:

U(x, y, z) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
A(qx, qy; z)e+i(qxx+qyy)B(k)dqxdqy, (A.11)

em que B(r) é a função que assume valor 1 para todos os valores das variáveis que

estejam dentro do ćırculo (fronteira inclusive) de raio r e 0 para os outros – o que exclui as

ondas evanescentes. Novamente, a integral que impede a utilização de ondas evanescentes

e com a raiz na equação acima pode ser de dif́ıcil execução, o que nos levará a avaliar

aproximações.

As duas estratégias para obter o campo após propagação de uma distância d podem

ser exemplificadas na figura (87).

Figura 87 – Diagrama para representar os métodos apresentados acima, e as aproximações
principais consideradas.

A.2.1 Aproximação de Fresnel ou paraxial

A ideia inicial é realizar aproximações para a integral (A.11) ou para (A.10).

• Campo

A aproximação é a seguinte: o cosseno, na integral é substituido por 1, enquanto que

o denominador da onda esférica advinda da função auxiliar é aproximado por z. Estamos

num regime em que a região de observação está próxima ao eixo ‡. Essa aproximação,

entretanto, não pode ser feita para as fases, onde se utiliza uma expansão de Taylor e

utiliza-se apenas o primeiro termo;
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r01 =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + z2 ≈ z

[
1 +

(
1
2

(x− x′)2

z

)
+
(

1
2

(x− x′)2

z

)]
(A.12)

Isso significa, de fato, substituir frentes de ondas esféricas (fases dadas pela raiz)

para frentes de ondas parabólicas (fases quadráticas). Com essas substituições, chegamos a

U(x, y, z) = eikz

i2z e
ik
2z

(x2+y2)
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
U(x′, y′, 0)e ik

2z
(x′2+y′2)e

ik
2z

(xx′+yy′)dx′dy′, (A.13)

Pode-se ver que o campo no plano z = d é, a parte de uma fase global e uma

constante, a transformada de Fourier do campo de entrada U0(x′, y′) multiplicado por uma

fase quadrática: e
ik
2z

(x′2+y′2). Explicitando essa interpretação, podemos escrever

U(x, y, z) = eikz

i2z e
ik
2z

(x2+y2)F{U(x′, y′, 0)e ik
2z

(x′2+y′2)}(kx2z ,
ky

2z ), (A.14)

• Espectro Angular

A aproximação de Fresnel para o espectro angular é semelhante, onde podemos substituir

a raiz, na equação (A.10), pela mesma aproximação quadrática,

z
√
k2 − q2

x + q2
y ≈ z

(
k − q2

x

2 −
q2

y

2

)
⇒

⇒ A(qx, qy; z) = eikzA(qx, qy; 0)e−i z
2 (q2

x+q2
y) (A.15)

que é válida para valores pequenos de |q|2. Pela interpretação de ondas planas dada

acima, pode-se ver que essa aproximação é acurada para pequenos valores de momento

transversal, ou seja, para pequenos ângulos. Por esse motivo, é também chamada de

aproximação paraxial. Em contrapartida à aproximação de Fraunhofer, que será vista na

seção seguinte, a aproximação de Fresnel também é chamada de aproximação de campo

próximo. É importante notar que colocamos diretamente, aqui, a aproximação da raiz em

(A.15), o que está correto. Em [37], entretanto, utiliza-se a aproximação (A.14) e pode-se

ver, através da relação entre A e U , o impacto disto em A (que é aproximar a raiz como

em (A.15)).

A.2.1.1 Validade da aproximação de Fresnel e regiões de interesse

Nessa parte, faremos uma exposição das suposições e dos resultados a respeito da

validade da aproximação de Fresnel obtida na sub-seção anterior. A discussão aprofundada

e a obtenção dos resultados pode ser encontrada na referência [32].
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Antes de iniciarmos, entretanto, vale lembrar que falamos em aproximação paraxial

de duas formas neste trabalho: através da equação diferencial, na seção (2.1) e através

da integral (A.14) nessa seção. É importante saber que ambas são equivalentes (detalhes

em [32]).

A respeito de sua validade, supondo uma decomposição do feixe em ondas planas,

a conclusão de [32] é: o feixe não deve ter componentes muito significativas com momento

que faça um ângulo muito grande com o eixo de propagação (z, no nosso caso). Um limite

razoável é que o ângulo máximo de componentes com coeficientes não muito altos seja de

θ ≈ 30ž. Siegman diz [32]:

[...] the paraxial or Fresnel approximation is a physical property of the op-

tical beam, not a mathematical property of the Huygens-Frensel [equação

(A.14)] formulation. The paraxial wave equation [...] and the Huygens-Fresnel

formulation can be applied [...] if the optical beam itself is truly paraxial.

Para feixes gaussianos, isso significa que a divergência não pode ser muito alta,

o que implica que a cintura não pode ser pequena demais. Se assim for, é importante

corrigi-la. Métodos para isso, usando lentes, são encontradas na mesma referência.

A conclusão, então, é que se trata de uma ótima aproximação para pequenos

ângulos, valendo melhor para distâncias grandes de observação e sendo acurada para

regiões de z muito menores que aquela bem aproximada pela aproximação de Fraunhofer,

desde que o ângulo de observação seja restrito.

Sendo (A.14) válida e com algum U0 que varie lentamente 3 , [37] conclui que a

integral em cada ponto (x, y) no plano de observação z = L recebe contribuições muito

mais importantes de apenas uma parte do plano – e portanto do campo de entrada U0.

Suponha então, que o ponto de observação seja (x1, y1, d). Essa região é dada por um

quadrado de lado 4
√
λL no plano z = 0, centrado no ponto (x′ = x1, y

′ = y1). Ou seja

(x′, y′) ∈ quadrado, se (x′, y′) ∈ {x1 ± 2
√
λz ; y1 ± 2

√
λz} (A.16)

Isso significa que, pro caso de feixes gaussianos com picos separados por uma

distância d e de tamanho ω, um feixe não interferirá substancialmente no outro desde que

o quadrado acima, centrado em um ponto do feixe (digamos a
√

2ω do pico) não contenha

contribuição relevante do mesmo ponto do outro feixe. Nesse caso, o tamanho do quadrado

pode ser, no máximo, d−
√

2ω. Ou seja

3 como é o caso da parte em x dos feixes gaussianos usados em nossa proposta
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z < z̄ = (d−
√

2ω)2

16λ . (A.17)

se (d−
√

2ω) = 2mm,

λ = 633nm

 ⇒ então z̄ ≈ 79cm (A.18)

Assim, sabe-se que, nessa estimativa “conservadora”, durante essa distância z̄ não

há interferência relevante entre os feixes (vide seção (3.6)).

Vale notar que, de fato, essa contribuição deste quadrado à integral (A.14) –

restrita aos U0 com variações lentas – é compat́ıvel com a validade para pequenos ângulos.

O quadrado aumenta com
√
z, o que significa que o ângulo da região que contribue,

proporcional à
√

z
z
, é cada vez menor, quanto maior o z.

A.2.2 Aproximação de Fraunhofer

É posśıvel realizar ainda mais aproximações na integral (A.14). A aproximação

considerada a seguir, é definida como aproximação de Fraunhofer, e considera que o plano

de observação (definido por z), é tão longe que se pode desprezar as fases quadráticas na

integral. Ou seja,

e−i k
2z

(x′2 + y′2) ≈ 1; ⇒

UF (x, y, z) = eikz

iλz
ei k

2z
(x2+y2)

∫
U(x′, y′, 0)e−i k

2z
(xx′ + yy′)dx′dy′ (A.19)

Em notação operacional,

UF (x, y, z) = eikz

iλz
ei k

2z
(x2+y2)F{U(x′, y′, 0)}(x, y) (A.20)

Pode-se ver que,a despeito da multiplicação pelas fases quadrática e global – que

na intensidade se anulam –, o campo de sáıda é a transformada de Fourier do campo

de entrada e, a prinćıpio, é valido para z → ∞. Abaixo discutiremos em mais detalhes

o domı́nio de validade dessa aproximação. Por ser válida para distâncias de propagação

muito grandes, essa aproximação também é chamada de aproximação de campo distante.

A.2.2.1 Validade da aproximação de Fraunhofer

A prinćıpio, essa aproximação será válida se a fase quadrática no integrando de

(A.14) for válida (o que significa impor mais condições além da de observação de pequenos

ângulos), ou seja, se
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z ≫ k(x′2 + y′2)max

2 , (A.21)

onde o subscrito max indica o maior valor de (x′, y′) que se considerará que o campo tem

valor não-despreźıvel. No caso de aberturas, no plano z = 0, esse valor está relacionado

com o tamanho da abertura.

A condição (A.21) pode ser considerada uma condição bastante restrita. Isso pode

ser visto pelos seguintes exemplos:

y′ = x′ = 1cm

k = 2π
633nm

 ⇒ z ≫ 103m (A.22)

y′ = x′ = 1mm

k = 2π
633nm

 ⇒ z ≫ 10m (A.23)

Entretanto, é posśıvel atingir essa aproximação sem exigir tamanha restrição. A

aproximação de Fraunhofer é baseada na validade da condição

ei k
2z

(x2+y2) = cos
(
k

2zD
2
)

+ i sin
(
k

2zD
2
)

≈ 1 (A.24)

onde D = x2 + y2 é um comprimento caracteŕıstico do campo no plano (x′, y′, 0), como o

tamanho da abertura dito anteriormente, ou alguma distância em que o campo já possa

ser considerado despreźıvel. Na figura (88), um gráfico para a função cosseno acima:

Figura 88 – Gráfico de y = cos(x2).

vemos que, de fato, para x = k
2πz
D2 = 1

2 , essa aproximação é adequada. M as isso

implica numa outra condição para a aproximação de Fraunhofer ser considerada válida [37],
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z > z∗ = 2D2

λ
, (A.25)

que é chamada fórmula do designer de antena. Essa condição, para feixes gaussianos,

está extremamente relacionada com o comprimento de Rayleigh, zR. Se considerarmos

D =
√

2πω0, o que corresponde a uma abertura que permite a passagem de mais de 90%
da intensidade total, z∗ = zR. Essa relação pode ser entendida supondo uma “abertura”

no plano em que ω = ω0 e que permite a passagem do feixe quase inteiro, como visto em

(vide (2.1)), permanecerá colimado por pelo menos um comprimento de Rayleigh. Nesse

sentido, é importante ter em mente que a desigualdade precisa ser obedecida de maneira

certa, para que se esteja no campo distante: o suficientemente longe do comportamento de

feixe colimado para não se estar também na região de transição entre os dois (vide figura

(7) e (2.14)).

Exemplos para essa condição (fórmula do designer de antena) são os seguintes:

D = 1mm,

λ = 633nm

 ⇒ z >≈ 3.3m

D = 0.1mm,

λ = 633nm

 ⇒ z >≈ 0.03m

Podemos ver, portanto, que a condição dada pela fórmula do designer de antena é

extremamente mais fácil de ser obedecida.
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APÊNDICE B – Atuação de elementos óticos

Nesse caṕıtulo serão estudados elementos óticos, sem maior ńıvel de detalhe, e como

eles atuam sobre feixes. Sempre que posśıvel, utilizaremos a aproximação escalar. Neste

caso, consideraremos que a atuação da lente se dá através de uma função transmissão.

No caso dos demais elementos, o caráter vetorial do campo deverá ser levado em conta.

Ainda assim, analisaremos como esses elementos óticos atuam em cada parte do campo

em sua decomposição nas componentes ĥ e v̂. A propagação, entretanto, será considerada

de maneira independente, o que implica numa aproximação. Para detalhes sobre essa

aproximação, ver referência [33]. No caso do SLM, a mesma ideia é aplicada, embora

a função transmissão seja a identidade para o caso de polarizações verticais; para a

polarização horizontal se trata de uma função que apenas aplique uma fase para o campo,

em cada pixel do SLM.

B.1 Lentes

As referências aqui sugeridas são [37] e, para uma revisão mais pragmática, [22].

Consideraremos que as lentes utilizadas são um elemento de material linear, isotrópico e

não-dispersivo. Assim, se trata de um caso em que a teoria escalar se aplica. Além disso,

suporemos que se trata de uma lente delgada, o que nos permite escrever que esta se

encontra em um plano, z = zL
1. O campo incide na lente, como Uentrada(x, y, zL), e é

modificado, resultando em Usaida(x, y, zL). A modificação é da forma

U(x, y)saida(x, y, zL) = Uentrada(x, y, zL)t(x, y); t(x, y) = eif(x,y) (B.1)

Isto porque consideramos que a lente não difrata o campo e é delgada, de modo

que o fenômeno Usaida ̸= 0 não pode ocorrer onde Uentrada = 0 2. Além disso, o formato

para t(x, y) garante algo mais forte (a lente não absorve energia): Usaida = 0 só ocorre se

Uentrada = 0 3.

1 isso significa que não consideraremos propagação dentro da lente, ou seja, o campo de sáıda está no
mesmo plano que o de entrada

2 lentes divergentes, a prinćıpio fariam isso. Mas existe a sutileza de que, em lentes delgadas, apenas
fases corretas são dadas para que o feixe passe a divergir após propagar

3 a contradição aparente para a lente divergente, no caso acima aqui surge para a lente convergente. A
solução, entretanto, é a mesma
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Basta, então, descobrirmos a função transmissão da lente esférica, que teremos seu

efeito sobre o campo. Na figura (89), há informações importantes para entender a função

transmissão que será dada adiante.

Figura 89 – Lente com alguns parâmetros importantes: R1 e R2. Valores negativos são
curvaturas inversas: lentes divergentes.

Consideraremos que a lente possui faces esféricas de raios R1 e R2, e é constitúıda

de um material de ı́ndice de refração n e e que seu eixo ótico está sobre o eixo z, pode-se

concluir [37] que

tL(x, y) = exp
[
ik(n− 1)

[
∆ +R2

(
1 −

√
1 − x2 + y2

R2
2

)
−R1

(
1 −

√
1 − x2 + y2

R2
1

)]]
(B.2)

Isso, entretanto,pode ser simplificado, através de uma expansão binomial da raiz,

semelhante à feita na seção anterior, donde se obtém

tL(x, y) = exp
[
i

(
∆ + k

2f (x2 + y2)
)]

;
1
f

= (n− 1)
( 1
R1

− 1
R2

)
(B.3)

Para que essa aproximação sejá válida, deve-se considerar que as faces da lente

podem ser aproximadas por parábolas, ou seja, o campo não seja muito extenso longe do

centro da lente. Essa aproximação, por isso, é chamada de aproximação paraxial para a

lente.

Novamente, pode-se considerar a atuação no campo ou no espectro angular. Assim,

considerando o espectro angular, temos Aentrada(x, y, zL) que, após ser modificado pela

lente, torna-se Asaida(x, y, zL).
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Aentrada(qx, qy; zL) = F{Uentrada(x, y, zL)} e Asaida(qx, qy; zL) = F{Usaida(x, y, zL)}

⇒ Asaida(qx, qy; zL) = F{Uentrada(x, y, zL)t(x, y)} (B.4)

Evocando o teorema da convolução, pode-se explicitar Asaida(qx, qy, zL) da seguinte maneira

Asaida(q′
x, q

′
y; zL) = Aentrada(qx, qy, zL) ∗ T (qx, qy) (B.5)

Basta então encontrar a transformada de Fourier da função transmissão da lente,

que por ser uma gaussiana em (x, y) é também gaussiana em (qx, qy):

T (qx, qy) = − if

2ke
i f

2k
(q2

x+q2
y) (B.6)

É interessante notar que, se for utilizada uma lente ciĺındrica, na direção de curvatura da

lente (x, por exemplo), a parte relativa a essa dimensão é análoga (sofrendo transformação

de t), enquanto que para a outra, ocorre apenas propagação (com um caminho ótico

ligeiramente maior, devido ao ı́ndice de refração). Assim, para a lente ciĺındrica,

tLC(x, y) = exp
[
i

(
∆ + k

2f (x2)
)]

(B.7)

e a transformada da função transmissão é

T (qx) = − if

2ke
i f

2k
(q2

x) (B.8)

B.1.1 algumas configurações especiais

Configuração f-f

Considerando que uma lente encontra-se a uma distância focal de um plano onde se

conhece U0(x′, y′, 0), e observar-se-á o campo a uma distância focal após a lente, podemos

calcular o campo final através da aproximação de Fresnel descrita acima. A figura (93)

estabelece a notação, plano a plano, a ser utilizada, assim como expõe a configuração

f − f .
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z 4f

x''
q''x

y''q''y

z zL

x
q'x

y q'y

z 0

x'
qx

y'qy

f f

Figura 90 – Esquema para representar a configuração f − f e a notação utilizada.

Primeiro, o espectro angular propagado por uma distância d = f é dado por (A.15)

A(qx, qy, z = f) = eikfA(qx, qy; 0)e−i f
2k

(q2
x + q2

y) (B.9)

Então, ao sofrer a atuação da lente,

Asaida(q′
x, q

′
y, z = f) = eikf

∫
A(qx, qy; 0)e−i f

2k
(q2

x + q2
y) ei f

2k
((qx − q′

x)2 + (qy − q′
y)2) dqxdqy

= eikf
∫
A(qx, qy; 0)ei f

2k
(q′2

x + q′2
y − f

k
qxq′

x − f
k

qyq′
y)dqxdqy

= eikfF{A(qx, qy; 0)ei f
2k

(q′2
x + q′2

y)}(qx, qy) (B.10)

O campo, então, é dado por

U(x, y, f) = F−1{Asaida(q′
x, q

′
y, z = f)}(x, y) = eikfF−1{F{A(qx, qy; 0)e−i f

2k
(q′2

x+q′2
y)}}

= eikf
∫
A(qx, qy; 0)ei f

2k
(q′2

x + q′2
y)ei[q′

x( f
k

qx − x) + q′
y( f

k
qy − y)]dqxdqydq

′
xdq

′
y (B.11)

O espectro angular (B.10) agora é propagado por mais uma distância focal

A(q′
x, q

′
y, z = 2f) = eikfAsaida(q′

x, q
′
y, z = f)e−i f

2k
(q′2

x + q′2
y)

= eikf
∫
A(qx, qy; 0)ei(q′2

x + q′2
y − f

k
qxq′

x − f
k

qyq′
y)dqxdqye

−i f
2k

(q′2
x + q′2

y)

= eikf
∫
A(qx, qy; 0)ei( f

k
qxq′

x − f
k

qyq′
y)dqxdqy (B.12)
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E o campo então é dado por

U(x′′, y′′, z = 2f) = eikf

iλf

∫
A(qx, qy; 0)ei[q′

x(x − f
k

qx) + q′
y(y − f

k
qy)]dqxdqydq

′xdq′y

= eikf

iλf

∫
A(qx, qy; 0)δ

(
f

k
qx − x

)
δ

(
f

k
qy − y

)
dqxdqy

= eikf

iλf

∫
U0(x′, y′, 0)e−i(qxx′ + qyy′)δ

(
f

k
qx − x

)
δ

(
f

k
qy − y

)
dqxdqydx

′dy′

= eikf

iλf

∫
U0(x′, y′, 0)e−i( k

f
xx′ + k

f
yy′)dx′dy′ (B.13)

Pode-se ver, então, que no plano focal posterior à lente, o campo é a transformada

de Fourier do campo no plano focal anterior à lente, desde que as aproximações considerada

valham. Isso leva a uma situação interessante: se uma lente de comprimento focal f for

colocada nessa configuração e uma outra lente, de comprimento focal f ′ for colocada nessa

mesma configuração com relação ao campo de sáıda da primeira lente (ou seja, a uma

distânci f + f ′ dessa primeira), teremos

U(x′′, y′′, 2f + 2f ′) = F{F{U(x′, y′, 0)}(x, y)}(x′′, y′′) =

= F2{U(x′, y′, 0)}(x′′, y′′) = U(−x′,−y′, 0), (B.14)

onde usamos a propriedade da transformada de Fourier F2{f(x)} = f(−x). Pode-se
ver, então, que no plano de sáıda dessa configuração, z = 2f + 2f ′, obtemos a imagem

(invertida) do campo U(x′, y′, 0), no plano z = 0.

Configuração 2f-2f

Outra configuração interessante é aquela em que o plano de entrada e o plano de

sáıda do campo estão a duas distâncias focais da lente. A figura (91) detalha e convenciona

a notação.
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z 4f

x''
q''x

y''q''y

z zL

x
q'x

y q'y

z 0

x'
qx

y'qy

2f 2f

Figura 91 – Esquema para representar a configuração 2f − 2f e a notação utilizada.

Calculando de maneira extremamente similar à anterior, obtêm-se o campo na

entrada da lente e modificado por esta,

UL(x, y, 2f) = P2f{U(x′, y′, 0)} = eik2f

2iλf e
i k

4f
(x2 + y2)

∫
U(x′, y′, 0)ei k

4f
(x′2 + y′2)e−i k

2f
(xx′ + yy′)dx′dy′

→ Ul(x, y, 2f) = eik2f

2iλf e
−i k

4f
(x2 + y2)

∫
U(x′, y′, 0)ei k

4f
(x′2 + y′2)e−i k

2f
(xx′ + yy′)dx′dy′ (B.15)

Propagado por mais duas distâncias focais, o campo resulta em

U(x′′, y′′, 4f) = P2f{U(x, y, 2f)} = eik2f

2iλf e
i k

4f
(x′′2 + y′′2)F{U(x, y, 2f)e−i k

4f
(x2 + y2)}(x′′, y′′)

= −Q(x′′,y)

∫
�������
e−i k

4f
(x2 + y2)U(x′, y′, 0)ei k

4f
(x′2 + y′2)e−i k

2f
[(xx′ + yy′) + (xx′′+yy′′)]

������
ei k

4f
(x2 + y2)dx′dy′dxdy

= −Q(x′′,y)

∫
U(x′, y′, 0)ei k

4f
(x′2 + y′2)e−i k

2f
[x(x′ + x′′) + y(y′ + y′′)]dxdydx′dy′

= −Q(x′′,y)

∫
U(x′, y′, 0)ei k

4f
(x′2 + y′2)δ (x′ + x′′) δ (y′ + y′′) dx′dy′

= −Q(x′′,y)U(−x′′,−y′′, 0), (B.16)

onde Q(x′′,y′′) = eik4f

4λ2f 2 e
i k

4f
(x′′2 + y′′2).

Pode-se notar, então, que o campo nesta configuração é a imagem do campo

de entrada, multiplicado por Q(x′′,y′′) – o que significa que a intensidade nesse plano é

proporcional à intensidade no plano inicial. 4

Interessante ressaltar que, na realidade, essa não é a única configuração em que se

pode obter a imagem do campo de entrada com uma única lente (ou seja, obter novamente

o campo em z = 0). Isso pode ser feito desde que seja satisfeita a seguinte relação

1
f

= 1
z1

+ 1
z2
, (B.17)

4 esse cálculo pode ser feito através da propagação do espectro angular, como feito na configuração f-f
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da qual a configuração 2f-2f é um caso espećıfico.

Os detalhes para essa prova e mais algumas sutilezas a respeito disso podem ser

encontradas na referência [37]. Não utilizaremos, entretanto, outras configurações nesse

trabalho. Essa mesma referência também calcula uma generalização para a configuração

f-f, que é uma configuração d-f, ou seja, calcula-se o campo no plano focal de uma lente,

em função do campo em um plano à distância d desta. O resultado segue;

U(x, y, f) = Aei k
2f (1 − d

f )(x2 + y2)

iλf

∫
U(x′, y′, 0)e−i k

f
(xx′+yy′)dx′dy′ (B.18)

Ou seja o campo no plano focal é a transformada de Fourier do campo no plano

zL − d multiplicado por uma fase quadrática; essa forma é independente do valor de d. Isso

significa que a intensidade I(x, y) será sempre a intensidade da transformada de Fourier

do campo naquele plano (já que as fases quadráticas se cancelam para a intensidade).

É importante, entretanto, reforçar que isso não pode ser verdade, de fato, para

qualquer d. Estamos impĺıcitamente assumindo, em todo o cálculo de (B.18), assim como

em (B.17) 5, que as distâncias em que o campo propaga, a aproximação paraxial ainda é

válida. Se isso não for verdade, essas fórmulas não se aplicarão, afinal, se d for grande o

suficiente para que o campo próximo a zL seja dado pela aproximação de campo distante,

por exemplo, então o campo no plano focal da lente seria – se ainda pudéssemos aplicar a

fórmula– a imagem do campo à distância d desta.

B.2 SLM: alguns prinćıpios de funcionamento e atuação

Como o LCOS-SLM é boa parte da essência do método proposto, colocaremos uma

introdução sem deduções detalhes ou passos, [43], a respeito das bases do funcionamento

deste instrumento. Como explicitado acima, o caráter vetorial do campo deve ser levado em

conta. Apesar de não podermos representar o campo modificado apenas por uma função

transmissão que multiplica o campo de entrada, como para a lente, bastará identificar o

campo de sáıda em função do de entrada e da máscara colocada no SLM.

O LCOS-SLM somente de fases, de reflexão, tem a seguinte constituição: pixels

compostos de camadas “células” de cristal ĺıquido. Essas moléculas, entretanto, quando

submetidas a um potencial aproximadamente constante, se realinham. A composição do

modulador está representado na figura (B.4)

5 E, portanto, nos casos espećıficos (B.13)) e (B.16).
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Figura 92 – Representação do LCOS -SLM. Imagem retirada de [43].

Esse alinhamento das moléculas, que afeta apenas a componente horizontal de um

feixe incidente, pode aumentar ou diminuir o caminho ótico do campo. Se o potencial puder

ser aplicado independentemente em cada pixel, podemos controlar esse atraso longitudinal

em cada pixel. Isso significa, então, que uma fase relativa à de todo o restante do feixe,

está sendo aplicada à porção deste que chega ao pixel onde o potencial é aplicado. No

caso do nosso SLM, existem 256 gradações dadas a esse potencial, controladas por uma

interface de computador, através de imagens, em escalas de cinza.

Consideremos, assim, um estado puro de polarização: E⃗(x, y, z) = (αEx(x, y, z)ĥ+
βeiϕEy(x, y, z)v̂ em que ĥ denota polarização horizontal e v̂ denota polarização vertical

(definimos que ĥ = x̂ e v̂ = ŷ, simplesmente por conveniência). As funções Ex e Ey são

reais, assim como α, β ∈ −1, 1 t.q. |α|2 + |β|2 = 1 e ϕ = ϕ(x, y, z). Pode-se ver que, para

cada ponto, essa forma permite que o campo tenha qualquer estado de polarização puro.

Para um campo de entrada dessa forma, que chegue ao modulador, o campo de sáıda do

SLM é dado por

Esaida(x, y, z) = eiΦ(x,y)αEx(x, y, z)ĥ+ βeiϕEy(x, y, z)v̂ (B.19)

onde Φ(x, y) é uma função da fase dada, em cada pixel, pelo SLM. Ela deve estar entre 0
e amax, com variações mı́nimas de amax

256 devido à discretização imposta pelas escalas de

cinza. Φ(x, y) também deve ser constante para cada pixel, ou seja,

Φ(x, y) = cte; ∀(x, y) ∈ {xc ± l

2 , yc ± l

2}, (B.20)

sendo que (xc, yc) é um ponto que define o centro de um pixel e l o tamanho do pixel. Isso

impõe, então, que a função de fase a ser colocada não pode ter variações muito rápidas, a

não ser que sejam justamente aquelas de “degraus” dados pelos pixels, já que neste caso a

função não será bem aproximada pelos pixels do SLM.

Além disso, a pixelização do SLM faz com que haja difração do feixe incidente mesmo

que este esteja desligado. Assim, existem infinitas ordens saindo da tela do modulador,

mas a ordem 0 é extramemente mais intensa; isso é discutido em [31].
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B.3 Calcitas como deslocadores de feixes

No caso dos deslocadores de feixe, a birrefringência é parte essencial de seu funcio-

namento: portanto o caráter anisotrópico do meio deve ser levado em conta. A discussão

aqui será principalmente baseada nas referências [44] e [40]. Usaremos, primordialmente,

uma notação modificada de [40] Ter que levar a anisotropia em consideração, significa que

a relação entre o vetor deslocamento D⃗ e o campo elétrico E⃗ não é mais dada por uma

proporcionalidade simplesmente. Não vamos abandonar a ideia de que o efeito principal é

linear, por isso, ainda escreveremos

D = ϵE (B.21)

mas, agora, ϵ não é uma constante, mas um tensor 3 × 3. Esse tensor pode ser

diagonalizado, e o eixo de coordenadas que o diagonaliza é chamado de sistema de eixos

principais (e escreveremos “com linha”: (x′, y′, z′)). Assim, ϵ é dado por

ϵ = ϵ0


n2

x 0 0
0 n2

y 0
0 0 n2

z

 (B.22)

O caso da calcita é chamado de uniaxial: em seu caso, dois dos valores não-

nulos acima são iguais. Sem perda de generalidade, podemos escolher nx′ = ny′ = no e

nz′ = ne. Vamos agora nos preocupar com a forma que uma onda propaga nesse meio.

Suponhamos, inicialmente, que o campo elétrico seja dado por uma onda plana propagante

e monocromárica, ou seja E = E⃗0e
i(k⃗·r⃗−ωt). Por exemplo, se for uma onda propagando

na direção z 6, k = (0, 0, |k|) no sistema (x, y, z). A forma acima para o campo elétrico

implica que

D = ϵE0 e
i k⃗ · r⃗ − ω t (B.23)

Das equações de Maxwell, considerando que não há cargas livres, temos:

∇⃗ · D⃗ = 0;

∇⃗ · µ⃗H = 0;

∇⃗ × E⃗ = −µ∂H⃗
∂t

;

∇⃗ × H⃗ = ∂D⃗

∂t
;

(B.24)

6 não confundir com z’!
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Dessas equações,tomando o rotacional da terceira e substituindo na quarta, obtemos

− ∇ × ∇ × E⃗ = µ0
∂2D⃗

∂t2
(B.25)

Da forma para D⃗ e E⃗, temos que a derivada segunda em relação a t resulta

multiplicar todo o fator por −µ0ω
2. Já para decifrar o lado esquerdo, utilizamos a identidade

vetorial:

∇ × (∇ × A⃗) = ∇ (∇ · A⃗) − ∇2 A⃗ (B.26)

o que resulta em

(−k⃗ · k⃗) E⃗ + (k⃗ · E⃗) k⃗ = −µ0ω
2 (ϵ E⃗) (B.27)

O fator k⃗ · E⃗, em uma propagação em meio isotrópico, poderia ser anulado. Entre-

tanto, da primeira equação de Maxwell e da forma para D⃗, sabemos que

k⃗ · D⃗ = 0 (B.28)

o que significa que o vetor deslocamento é perpendicular à propagação. Se D⃗ e E⃗ não

são necessariamente paralelos, vemos que não é verdade necessariamente que o campo

elétrico seja perpendicular ao vetor de onda. Assim, devemos manter o termo paralelo a k

para o campo, além da surpresa com o fato mencionado. A equação (B.27) é uma equação

vetorial, cada componente gera uma equação:

(−k⃗2
i − k⃗2

j − k⃗2
l ) E⃗i + k⃗2

i E⃗i + k⃗i k⃗j E⃗j,+ k⃗i k⃗l E⃗l = −ω2 n2
i

c2 E⃗i (B.29)

Para o caso uniaxial, pode-se simplificà-la e, impondo que o determinante desse

sistema seja nulo para garantir que possua solução não-trivial, obtém-se:

 k⃗2
x

n2
o

+
k⃗2

y

n2
o

+ k⃗2
z

n2
o

− ω2

c2

 k⃗2
x

n2
e

+
k⃗2

y

n2
e

+ k⃗2
z

n2
o

− ω2

c2

 = 0 (B.30)

Essa equação define duas superf́ıcies no espaço dos vetores de onda: uma esfera e

um elipsóide. Vemos que, dados ω e a direção de propagação, essa equação permite dois

valores para |k′|, que chamaremos de ko (ordinário) e ke (extraordinário). Isso significa

que há dois vetores de onda posśıveis dentro do cristal. De acordo com a referência [33]

as duas componentes de polarização do campo elétrico, uma para ko e outra para ke, são

perpendiculares. Chamemos de Eo e Ee.
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Passemos agora a analisar a incidência de feixes em um cristal de calcita, sob

a suposição de que a forma do feixe não é substancialmente alterada pela progação no

dielétrico. O vetor de onda do feixe incidente, k⃗i,faz un ângulo α com a normal à superf́ıcie,

que está no plano (x, y). Suponha que o feixe incidente possui polarização linear, com

componentes Ee e Eo. Nesse caso, a condição

k⃗i · ρ⃗ = k⃗j · ρ⃗, ρ⃗ ∈ (x, y) e j = e, o (B.31)

deve ser satisfeita [40]. O que ela nos diz é que a projeção dos vetores de onda incidente

e refratado, no plano de incidência, deve ser a mesma. Como o módulo desses vetores é

diferente, vemos que, de maneira geral, o ângulo com relação à normal à superf́ıcie deve

ser diferente . Isso é explicado pelas seguintes equações:

|k⃗i|sin(α) = |k⃗o|sin(ϕo) e |k⃗i|sin(α) = |k⃗e|sin(ϕe). (B.32)

A forma dessas relações nos leva à tentação de chamá-las relações de Snell. Para k0 isso

pode ser feito: independente da direção (ou seja, de ϕo), |k0| = n2
oω
c
, e de fato esse raio

segue a equação de Snell-Descartes. Entretanto, isso não é verdade para a componente

extraordinária: o módulo de seu vetor de onda varia com ϕe. Entretanto, para incidência

normal, temos que ϕo = ϕe = 0. Assim, ambos os vetores de onda são normais à superf́ıcie,

ou seja, ao plano (x, y). Até esse ponto, não há nada novo. Mas o fato surpreendente é

que, embora ke||ko, Do||Eo, mas De não é paralelo a Ee. Para entender isso, vamos supor

que o eixo ótico (z’), encontra-se em um ângulo θ com à normal (z), está no plano (x, z) e

o sistema de eixos principais é tal que y = y′; além disso, Eo = Ey e Ee = Ex.

Vamos decompor as componentes x e y nas coordenadas do sistema de eixos

principais.

x = cos(θ)x′ − sin(θ)z′ (B.33)

y = y′ (B.34)

z = cos(θ)z′ + sin(θ)x′. (B.35)

Isso significa que Eo só tem componentes em y e, então, Do, que sabemos que é

paralelo a x, é dado porDo = n2
oEo. Isso significa, então, que Eo|| x e, também, Eo⊥k⃗o. Para

Ee, entretanto, não é isso que ocorre: como Ee oscila na direção x, que tem componentes em

x′ e z′, essa componente é afetada pela anisotropia do cristal, e, assim, ao fazer De = ϵEo,

não teremos mais De paralelo a Ee. Como sabemos, de (B.31), que De é paralelo a x,

podemos concluir que Ee não é paralelo a essa direção. Como o campo magnético não é

afetado pela anisotropia do cristal, continuaremos temos que a componente Be é paralela a

y. Dessa maneira, o vetor de Pointyng não é paralelo a z, para a componente extraordinária.
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O feixe se desloca, então, em uma direção obĺıqua à z– embora sua velocidade de fase,

definida por ke esteja nessa direção!

Isso está ilustrado na imagem abaixo

koKe

y

z

x

De Do

 Eixo
Ótico

Ke

Ee

De

Se

Figura 93 – Esquema para representar a configuração 2f − 2f e a notação utilizada.

Temos que um feixe propaga por um caminho ótico definido por d e n0, e outro

um caminho definido por d e pelo ângulo β que faz com a direção z (ou seja, pelo

cumprimento d′ na imagem). Por estar em ângulo durante a propagação dentro do cristal,

ele é efetivamente deslocado de um valor l. Após a sáıda do cristal, os vetores de onda

voltam a ser paralelos. Supondo que a propagação dentro do cristal não mude nada no

perfil espacial que cada componente teria se tivesse propagado pelo caminho ótico efetivo

dado pelo cristal, além do deslocamento lateral em uma componente, podemos concluir

que esse cristal funciona como um deslocador de feixes.

Podemos resumir isso da seguinte maneira: o deslocador de feixes move na direção x,

de uma distância l, a parte do feixe com polarização ĥ, enquanto que a parte com polarização

v̂ propaga como se não houvesse o cristal 7. Tudo isso é feito enquanto o feixe propaga

ao longo do tamanho do cristal, na direção z. Matematicamente, podemos representar

isso tudo da seguinte maneira: Cl{f(x, y)ĥ+ g(x, y)v̂} = Pd′{f(x− l, y)ĥ} + Pd{g(x, y)v̂},
onde l é o valor que o deslocador de feixes desloca o feixe com polarização ĥ, d e d′ são os

caminhos óticos percorridos pelas diferentes componentes do feixe.

7 Embora com caminho ótico maior.
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