
UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
Instituto de Ciências Exatas

Programa de Pós-Graduação em Matemática

Tobias Fernando Pinto

ÁLGEBRAS DE NAKAYAMA HEREDITÁRIAS POR PARTES

Belo Horizonte

2023



Tobias Fernando Pinto

ÁLGEBRAS DE NAKAYAMA HEREDITÁRIAS POR PARTES

Versão �nal

Tese apresentada ao Programa de Pós-
Graduação em Matemática da Universi-
dade Federal de Minas Gerais, como re-
quisito parcial para obtenção do título de
Doutor em Matemática.

Orientador: Prof. Dr. Viktor Bekkert

Co-orientador: Prof. Dr. Hernán Giraldo

Belo Horizonte
2023



©2023, Tobias Fernando Pinto 
   Todos os direitos reservados 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                Pinto, Tobias Fernando. 
 

P659a          Álgebras de Nakayama hereditárias por partes [recurso  
                eletrônico] / Tobias Fernando Pinto – 2023. 
                    1 recurso online (87 f. il, color.): pdf. 
                      
                    Orientador: Viktor Bekkert. 
                    Coorientador: Hernán Alonso Giraldo Salazar. 
                    Tese (doutorado) - Universidade Federal de Minas Gerais,  
               Instituto de Ciências Exatas, Departamento de Matemática.  
                    Referências: f. 83-85 
                                   
                    1. Matemática – Teses. 2. Categorias derivadas (Matemática)  
               – Teses.3. Álgebras de incidência – Teses. I. Bekkert, Viktor. II.    
               Giraldo Salazar, Hernán Alonso. III. Universidade Federal de  
               Minas Gerais, Instituto de Ciências Exatas, Departamento de  
               Matemática. IV. Título. 
 

CDU 51(043) 
Ficha catalográfica elaborada pela bibliotecária Belkiz Inez Rezende Costa 

CRB 6/1510 Universidade Federal de Minas Gerais - ICEx 
 





Dedico a Jesus Cristo, meu Senhor e meu Deus.



AGRADECIMENTOS

Agradeço ao meu orientador Viktor por todo o suporte, tudo o que me ensinou, por
toda a paciência e compreensão durante todo este tempo e ao meu coorientador Hernán
por toda ajuda na elaboração deste trabalho. Agradeço aos meus professores, colegas e
toda a UFMG pelos ensinamentos e compartilhamento de experiências que contribuíram
para minha formação acadêmica. Agradeço à CAPES pela concessão da bolsa que foi
indispensável para a realização deste trabalho.

Sou grato a meus pais José e Aparecida que além de serem para mim inspiração e
exemplo, também me apoiaram de forma ativa nesta etapa da minha vida. Também
agradeço os conselhos e ensinamentos valiosos que vou levar para a vida toda. Agradeço
a minha querida esposa Maiara que está sempre ao meu lado dividindo cada momento,
com quem eu compartilho minhas alegrias, dores, angústias e conquistas. Obrigado a
todos os familiares pelo apoio.

Agradeço ao meu amigo e a�lhado Chisto�er pela amizade, apoio e as conversas
�losó�cas. Agradeço a Lucimara e a comunidade da paróquia Santa Catarina Labouré
pela ajuda �nanceira quando eu estava sem bolsa. Agradeço aos amigos do MUR pela
amizade, pelos GOUs, partilhas, formações e orações que ajudaram a me aproximar
mais de Deus. Agradeço a todos que rezaram e oraram por mim e a todos que �zeram
parte desta história.

Dou graças e louvo a Deus meu criador que é santo e �el, que me conduziu e todo
o necessário me providenciou, se fez presente em cada momento e foi o meu sustento
durante todo este tempo.



RESUMO

PINTO, Tobias Fernando

Neste trabalho introduzimos vários complexos tilting para álgebras de Nakayama

acíclicas e descrevemos suas álgebras de endomor�smos. Usamos tais complexos para

mostrar que qualquer álgebra de Nakayama acíclica é derivadamente equivalente a uma

álgebra de incidência de um poset. Generalizamos também o resultado de Happel e Seidel

sobre a classi�cação de álgebras de Nakayama truncadas hereditárias por partes para

duas classes de álgebras de Nakayama: produtos �brados simples e somas amalgamadas

simples de álgebras de Nakayama truncadas.

Palavras Chave: Categorias derivadas; equivalência derivada; álgebras de Nakayama;
álgebras de incidência de posets; álgebras hereditárias por partes.



ABSTRACT

PINTO, Tobias Fernando

In this work we introduce some tilting complexes for acyclic Nakayama algebras and

describe their endomorphism algebras. We use such complexes to show that any acyclic

Nakayama algebra is derived equivalent to an incidence algebra of poset. We also

generalize the result of Happel and Seidel on the classi�cation of piecewise hereditary

truncated Nakayama algebras for two classes of Nakayama algebras: simple pullback

and simple pushout of truncated Nakayama algebras.

Keywords: Derived categories; erived equivalence; Nakayama algebras; incidence
algebras of posets; piecewise hereditary algebras.
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INTRODUÇÃO

Denotamos k um corpo algebricamente fechado, A uma k-álgebra de dimensão �nita,
mod -A a categoria dos A-módulos à direita �nitamente gerados. Denotamos por H
uma k-álgebra hereditária de dimensão �nita e H uma k-categoria abeliana, conexa,
hereditária que tem os espaços de homomor�smos e o espaço de extensões de Yoneda
com dimensão �nita.

Dizemos que A é hereditária por partes se existe uma categoria hereditária H tal que
as categorias derivadas limitadas Db(mod -A) e Db(H) são equivalentes como categorias
trianguladas. As álgebras hereditárias por partes desempenham um papel importante
em Teoria de Representações. Tendo em vista que muito já é conhecido das álgebras
hereditárias e uma descrição completa das categorias derivadas limitadas de álgebras
hereditárias de dimensão �nita já foi dada por Happel em [18].

Em [19], Happel mostrou que uma categoria hereditáriaH contendo um objeto tilting
é derivadamente equivalente amod -H para alguma k-álgebra hereditáriaH de dimensão
�nita (neste caso dizemos que H é do tipo módulos) ou derivadamente equivalente à
categoria de feixes coerentes cohX para alguma linha projetiva de peso X (neste caso
dizemos que H é do tipo feixes). Em [15] e [16], Geigle e Lenzing mostraram que existe
uma equivalência derivada entre a categoria dos módulos sobre uma álgebra canônica
mod -C(p, λ) e a categoria de feixes coerentes sobre uma linha projetiva cohX(p, λ).
Neste sentido as álgebras hereditárias por partes do tipo feixes são derivadamente
equivalentes a álgebras canônicas.

Em [18] Happel fez uma sistemática investigação da categoria derivada de uma
álgebra de dimensão �nita. Neste mesmo trabalho, ele também mostrou que se T é um
A-módulo tilting, então as categorias derivadas limitadas das álgebras A e B = EndA(T )
são equivalentes como categorias trianguladas. Este trabalho foi generalizado por
Rickard em [34] que deu uma bela resposta para o problema de decidir quando duas
álgebras tem categorias derivadas limitadas equivalentes como categorias trianguladas.
O Teorema de Rickard, ou Teoria de Morita para categorias derivadas, mostra que duas
álgebras A e B tem suas categorias derivadas Db(mod -A) e Db(mod -B) equivalentes
como categorias trianguladas se, e somente se, existe um complexo tilting T tal que
B é isomorfa a EndDb(mod -A)(T ). Este resultado é uma importante ferramenta na
classi�cação das álgebras a menos de equivalências derivadas. Muitos avanços tem sido
alcançados no estudo das categorias derivadas das álgebras, como podemos citar [6], [3],
[10], [9], [11], [26], [7], [22], [41], [36], [4], [8].

Chamamos de álgebras de Nakayama acíclicas truncadas e as denotamos por
Λ(n, r) = kQ/I as álgebras de Nakayama acíclicas onde Q é uma aljava com n vértices
e com ideal I gerado por todos caminhos de comprimento r, para n, r ∈ N e n > r ≥ 2.
Em [22], Happel e Seidel dão uma classi�cação completa das álgebras de Nakayama
acíclicas truncadas Λ(n, r) hereditárias por partes, isto é, dizem quais destas álgebras
são hereditárias por partes e de que tipo elas são. Recentemente Lenzing, Meltzer e
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Ruan em [28] obtiveram uma demonstração alternativa dos resultados do artigo [22].
Motivado pelo trabalho de Happel e Seidel, Melo, em [32], mostrou que qualquer

álgebra serial truncada é derivadamente equivalente a uma álgebra de incidência de
poset. Em [30] e [31], Marcos e Moreira deram uma descrição de algumas classes de
álgebras de incidência que são hereditárias por partes e mostraram também que qualquer
álgebra de incidência hereditária por partes tem dimensão global forte menor ou igual
a três. Em [26], Ladkani dá uma resposta para a seguinte pergunta: Que álgebras de
incidência são derviadamente equivalentes a álgebras canônicas? Em [25], Ladkani usou
idéias de topologia algébrica e geometria algébrica para obter equivalências derivadas
entre a álgebra de incidência de um poset X e álgebras de incidências de posets induzidos
por subconjuntos fechados de X. Todos estes avanços nos serviram de motivação para
investigar as álgebras de Nakayama e demonstramos que as álgebras de Nakayama
acíclicas são derivadamente equivalentes a álgebras de incidência de posets.

Segue de [1] que se Λ = kQ/I é uma álgebra de Nakayama acíclica conexa, então a
sua aljava Q tem a seguinte forma:

Q : 1 2 · · · n− 1 n.

Vamos dizer que um caminho w em Q é I-maximal à direita (respectivamente, I-
maximal à esquerda), se w /∈ I e wα ∈ I (respectivamente, αw ∈ I) para qualquer
�echa α ∈ Q1. Vamos usar a seguinte ordem parcial em Q0: x ≤ y se, e somente se,
existe um caminho de x para y em Q.

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver uma técnica para classi�car tipos
das álgebras hereditárias por partes de álgebras de Nakayama acíclicas, motivado
pelo trabalho de Happel e Seidel [22]. Para isso introduzimos vários complexos
tilting para álgebras de Nakayama acíclicas. Estes complexos generalizam complexos
tilting construídos para álgebras seriais truncadas em [32]. A seguir vamos descrever
brevemente estes complexos. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica e Px

denota o A-módulo projetivo correspondente ao vértice x ∈ Q0. Sejam a, b ∈ Q0 tais
que a ≤ b. Vamos de�nir um complexo Ta,b de módulos projetivos. Para cada vértice
x < a podemos de�nir a seguinte decomposição de único caminho p(x, a) de vértice x
para vértice a:

p(x, a) := w+
s · · ·w+

2 w
+
1 ,

onde w+
i são caminhos maximais à esquerda para 1 ≤ i < s. Essa decomposição de�ne

um complexo T x
a,b:

Pa Ps(w+
1 ) · · · Px,

w+
1 w+

2 w+
s

onde Pa está no grau 0. De maneira dual, para qualquer vértice y ∈ Q0 tal que y > b,
de�nimos decomposição de único caminho p(b, y) de vértice b para vértice y:

p(b, y) := w−
1 w

−
2 · · ·w−

t ,

onde w−
i são caminhos maximais à direita para 1 ≤ i < t. Essa decomposição de�ne um

complexo T y
a,b:

T y
a,b : Py · · · Pt(w−

1 ) Pb,
w−

t w−
2 w−

1
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onde Pb está no grau 0. Finalmente, para qualquer vértice z ∈ Q0 tal que a ≤ z ≤ b,
de�nimos

T z
a,b : 0 Pz 0,

onde Pz está no grau 0. De�nimos TΛ
a,b :=

⊕
x∈Q0

T x
a,b. Vamos dizer que um par de vértices

(a, b) ∈ Q0 × Q0 é admissível, se a ≤ b e para todos c, d ∈ Q0 tais que c < a ≤ b < d
e p(c, d) ∈ I temos que p(c, b) ∈ I ou p(a, d) ∈ I. Achamos um critério quando um
complexo Ta,b tilting.

Teorema 1. O complexo Ta,b é um complexo tilting se, e somente se, (a, b) é um par
de vértices admissível.

O próximo resultado mostra quando a álgebra de endomor�smos EndDb(Λ)(T
Λ
a,b) do

complexo tilting TΛ
a,b é uma álgebra de incidência de poset.

Teorema 2. Seja (a, b) um par admissível de vértices para uma álgebra de Nakayama
acíclica Λ = kQ/I. Então, a álgebra de endomor�smos EndDb(Λ)(T

Λ
a,b) é uma álgebra de

incidência de poset se, e somente se, p(a, b) /∈ I.

Como consequência do Teorema 2 obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3. Qualquer álgebra de Nakayama acíclica é derivadamente equivalente a uma
álgebra de incidência de poset.

Descobrimos que para descrever a álgebra de endomor�smos para um complexo TΛ
a,b

no caso geral são úteis os conceitos de produtos �brados e somas amalgamadas de
álgebras.

O estudo das características do produto �brado Λ = A
∏

C B a partir de
características de álgebras envolvidas em caso de álgebras de dimensão �nita foi iniciado
no trabalho de Lévesque [29], onde mostrou-se que no caso particular do produto �brado
de Nakayama orientado se as álgebras A e B são hereditárias, então Λ é uma álgebra
inclinada, ou seja, é a álgebra de endomor�smos de um módulo tilting de uma álgebra
hereditária, veja [21]. Como álgebras inclinadas formam uma subclasse de álgebras
hereditárias por partes, podemos dizer que o estudo de tipos das álgebras hereditárias
por partes para produtos �brados foi iniciado em [29]. Este resultado foi generalizado
em [39], [5] e [13] para outros tipos de produtos �brados (veja caso mais geral em [13]).

O próximo resultado descreve a álgebra de endomor�smos de um complexo tilting TΛ
a,b

em caso de produto �brado. Frequentemente vamos considerar as álgebras A = kQ/I
como k-categorias com conjunto de objetos Q0.

Teorema 4. Seja Λ = A
∏

C B = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica que
é um produto �brado das subcategorias plenas A e B sob a subcategoria convexa C
e (a, b) ∈ Q0 × Q0 um par de vértices admissível tal que a ∈ (QA)0 \ (QC)0 e
b ∈ (QB)0 \ (QC)0. Então End Db(Λ)(T

Λ
a,b)

∼= End Db(A)(T
A
a,c2

)
∏

C End Db(B)(T
B
b,c1

), onde
c1 é uma fonte em QB, c2 é um poço em QA e identi�camos C com End Db(C)(CC).

Dualmente pode-se de�nir a soma amalgamada. Vamos dizer que uma soma
amalgamada A

∐
C B é simples se a álgebra C é simples e dualmente para o produto

�brado. Obtemos um resultado análogo ao Teorema 4 para somas amalgamadas.
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Teorema 5. Seja Λ = A
∐

C B = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica que
é uma soma amalgamada das subcategorias plenas A e B sob uma subcategoria
convexa C e (a, b) ∈ Q0 × Q0 um par de vértices admissível tal que a ∈ (QA)0 \
(QC)0 e b ∈ (QB)0 \ (QC)0. Se a álgebra C é simples então End Db(Λ)(T

Λ
a,b)

∼=
End Db(A)(T

A
a,c2

)
∐

C End Db(B)(T
B
b,c1

), onde c1 é uma fonte em QB, c2 é um poço em QA

e identi�camos C com End Db(C)(CC).

Mostramos no Exemplo 2.29 que a a�rmação do Teorema 5 é falsa no caso a álgebra
C não é simples.

Usando o Teorema 4 obtemos uma descrição da álgebra de endomor�smos do
complexo tilting TΛ

a,b no caso p(a, b) ∈ I (veja os Teoremas 2.33, 2.34 e 2.35). Usamos
o Teorema 5 para simpli�car a descrição da álgebra de endomor�smos de TΛ

a,b no caso
p(a, b) /∈ I.

Como aplicações principais, obtemos a descrição de tipos das álgebras hereditárias
por partes para álgebras de Nakayama acíclicas que são somas amalgamadas simples ou
produtos �brados simples de álgebras truncadas, genralizando o resultado de Happel e
Seidel em [22]. Os principais teoremas são os seguintes.

Teorema 6. Seja Λ = Λ1

∐
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é uma soma

amalgamada simples das álgebras quadráticas ou hereditárias ou truncadas Λ1 e Λ2,
onde (QΛ1)0

⋂
(QΛ2)0 = {c}. Então Λ é hereditária por partes se, e somente se, uma

das seguintes condições é satisfeita:

1. Λ1 e Λ2 são hereditárias por partes do tipo módulos.

2. Uma das álgebras Λi é hereditária ou quadrática e a outra é isomorfa a uma das
seguintes álgebras: Λ(10, 3),Λ(11, 3),Λ(9, 4),Λ(10, 4),Λ(10, 6) ou Λ(11, 6).

Teorema 7. Seja Λ = Λ1

∏
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é um produto

�brado simples das álgebras quadráticas ou hereditárias ou truncadas Λ1 e Λ2, onde
(QΛ1)0

⋂
(QΛ2)0 = {c}. Então Λ é hereditária por partes se, e somente se, uma das

seguintes condições é satisfeita:

1. Λ1 e Λ2 são hereditárias por partes do tipo módulos.

2. Uma das álgebras Λi é hereditária ou quadrática e a outra é isomorfa a uma das
seguintes álgebras: Λ(10, 3),Λ(11, 3),Λ(9, 4),Λ(10, 4),Λ(10, 6) ou Λ(11, 6).

Observamos que uma classi�cação de álgebras de Nakayama hereditárias por partes
do tipo módulos foi obtida por Happel e Seidel em [22] (veja Teorema 3.8).

No primeiro capítulo apresentamos de forma sucinta algumas das principais
de�nições, conceitos e ferramentas necessários no desenvolvimento deste trabalho. Na
primeira seção de�nimos a categoria de complexos, categoria homotópica, localização de
categorias, categoria derivada, categoria triangulada e categoria hereditária. Também
nesta seção temos o Teorema de Rickard que é uma ferramenta muito usada para
encontrar álgebras derivadamente equivalentes. Na segunda seção de�nimos as aljavas,
álgebras de caminhos e representações de aljavas que nos permite trabalhar com as
álgebras através de grafos orientados. Também de�nimos as álgebras hereditárias,
hereditárias por partes, álgebras de Nakayama e álgebras de incidência de poset bem
como alguns dos principais resultados. Em seguida, de�nimos as mutações, somas
amalgamadas e produtos �brados que usamos para as aplicaçoes do resultado principal.
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No Capítulo 2 introduzimos para qualquer álgebra de Nakayama acíclica um par
de vértices da sua aljava e com estes de�nimos um complexo de módulos projetivos.
Tal complexo pode ser visto como uma generalização dos complexos construídos em
[32] para álgebras seriais truncadas e acíclicas. No Teorema 2.13 achamos condições
necessárias e su�cientes para tal complexo ser complexo tilting e no Teorema 2.23
obtemos condições necessárias e su�cientes para sua álgebra de endomor�smos ser uma
álgebra de incidência de um poset, calculando a ordem parcial explicitamente. Nos
casos de somas amalgamadas e produtos �brados estudamos a relação da álgebra de
endomor�smo de tal complexo tilting com álgebras de endomor�smos de complexos
tilting de subálgebras envolvidas. Aplicamos os últimos resultados para descrição das
álgebras de endomor�smos de complexos tilting construídos no caso geral.

No Capítulo 3 aplicamos as técnicas desenvolvidas em Capítulo 2 para estudo dos
tipos das álgebras hereditárias por partes para algumas classes de álgebras de Nakayama
acíclicas. Na primeira seção introduzimos uma classe natural de álgebras de Nakayama
hereditárias por partes, mais precisamente, álgebras de Nakayama acíclicas cujas
álgebras de endomor�smos End Db(Λ)(T

Λ
a,b) são hereditárias. Em seguida demonstramos

que qualquer álgebra de Nakayama quadrática acíclica é hereditária por partes (veja, por
exemplo, [18]), este já é um resultado conhecido mas apresentamos uma demonstração
alternativa. Na seção seguinte apresentamos alguns resultados de artigo [22] que vamos
usar nas ultimas seções. Também incluímos uma demonstração nova de alguns destes
resultados (veja Proposição 3.10). A�m de generalizar os resultados do artigo [22],
encontramos condições necessárias e su�cientes para as álgebras de Nakayama acíclicas
que são somas amalgamadas ou produtos �brados simples de álgebras quadráticas,
hereditárias ou truncadas serem hereditárias por partes.

Para a leitura deste trabalho deve-se ter conhecimentos básicos de categoria, álgebra
homológica e representações de álgebras (ver [1]).
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Capítulo 1

CONCEITOS BÁSICOS

Neste capítulo apresentamos algumas de�nições e resultados que são importantes para o
desenvolvimento do trabalho. Denotamos pormod -A a categoria de A-módulos à direita
�nitamente gerados e proj -A a subcategoria plena dos A-módulos projetivos �nitamente
gerados, sendo A uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo algebricamente fechado
k.

1.1 Categorias

Dada uma categoria abeliana A, a categoria derivada D(A) é obtida da categoria
de complexos C(A) em dois passos. Primeiro construímos uma categoria quociente
K(A) de C(A) pela equivalência homotópica. Depois fazemos a localização pelos
quase-isomor�smos. Nesta seção apresentamos os principais conceitos para de�nir uma
categoria derivada de uma categoria abeliana. Mais detalhes podem ser encontrados em
[18], [40], [17], [33] e [42].

1.1.1 A categoria de complexos

Seja A uma categoria abeliana.

De�nição 1.1. Um complexo X• = (X i, diX)i∈Z sobre A é uma coleção de objetos
X i (chamados de termos) e mor�smos di = diX : X i → X i+1 em A (chamados de
diferenciais)

X• : · · · X i−2 X i−1 X i X i+1 X i+2 · · · .
di−2
X

di−1
X doX di+1

X

tais que didi−1 = 0, para todo i ∈ Z.
Dados dois complexos X• = (X i, diX) e Y

• = (Y i, diY ) sobre A de�nimos o mor�smo
de complexos f • : X• → Y • como uma sequência de mor�smos f i : X i → Y i de A que
faz o seguinte diagrama comutar

X• · · · X i X i+1 X i+2 · · ·

Y • · · · Y i Y i+1 Y i+2 · · · ,

f•

diX

f i

di+1
X

f i+1 f i+2

diY di+1
Y
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isto é, f i+1diX = diY f
i, para todo i ∈ Z.

Dado um complexo X• = (X i, diX) de�nimos o mor�smo idX• : X• → X• identidade
de X• como a sequência de mor�smos identidades idXi : X i → X i em A fazendo o
seguinte diagrama comutar

X• · · · X i−1 X i X i+1 · · ·

X• · · · X i−1 X i X i+1 · · · .

idX•

di−1
X

id
Xi−1

diX

id
Xi id

Xi+1

di−1
X diX

A categoria de complexos de A é a categoria C(A) cujos objetos são os complexos e
os mor�smos são os mor�smos de complexos.

O complexo zero em C(A) denotado por 0•, ou simplesmente 0, é o complexo que
tem todos os termos iguais a 0:

0• : · · · 0 0 0 0 0 · · · .

Um mor�smo de complexos f • : X• → Y • é um isomor�smo de complexos em C(A)
se existe um mor�smo inverso (f−1)• : Y • → X• tal que f • ◦ (f−1)• = idY • e
(f−1)• ◦ f • = idX• . Dizemos que X• e Y • são isomorfos em C(A) e denotamos por
X• 'C Y •, ou simplesmente X• ' Y • quando não houver risco de confusão, se existe
um isomor�smo de complexos f • : X• → Y • em C(A).

Observação 1.2. Segue direto da de�nição de mor�smo de complexo que f • : X• → Y •

é um isomor�smo de complexos em C(A) se, e somente se, a sequência de mor�smos
f i : X i → Y i são isomor�smos em A, para cada i ∈ Z.

Sejam X, Y objetos em A e f : X → Y um mor�smo em A. Denotamos por Φi(X)
o complexo cujo i-ésimo termo é X e os demais são 0:

Φi(X) : · · · 0 X 0 · · · .

Chamamos Φi(X) de complexo concentrado no grau i. Denotamos por Φi(f) o complexo
cujo i-ésimo termo é X, o (i+ 1)-ésimo termo é Y , os demais termos são 0 e a i-ésima
diferencial é f :

Φi(f) : · · · 0 X Y 0 · · · .
f

Chamamos Φi(f) de complexo concentrado nos graus i, i+ 1.
Seja X• = (X i, diX)

X• : · · · X−1 X0 X1 X2 X3 · · ·
d−1
X d0X d1X d2X

um complexo em C(A). Denotamos por X•[n], com n ∈ Z, o complexo tal que
X•[n]i = X i+n e diX•[n] = (−1)ndi+n

X , assim

X•[n] : · · · X−1+n Xn X1+n X2+n X3+n · · · ,
(−1)nd−1+n

X (−1)ndnX (−1)nd1+n
X

(−1)nd2+n
X

e chamamos X•[n] de complexo X• deslocado à esquerda n vezes.
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De�nição 1.3. Um complexo X• é limitado à esquerda se existe i0 tal que X i = 0 para
todo i < i0.

X• : · · · 0 0 X i0 X i0+1 X i0+2 · · · .
d
i0
X

d
i0+1
X

Para simpli�car a notação, quando não houver risco de confusão, representaremos
os complexos limitados à esquerda omitindo os termos nulos X i = 0 para todo i < i0,
isto é,

X• : X i0 X i0+1 X i0+2 · · · .
d
i0
X

d
i0+1
X

De modo análogo, um complexo X• é limitado à direita se existe i0 tal que X i = 0,
para todo i > i0.

X• : · · · X i0−2 X i0−1 X i0 0 0 · · · .
d
i0−2
X

d
i0−1
X

Para simpli�car a notação, quando não houver risco de confusão, representaremos
os complexos limitados à direita omitindo os termos nulos X i = 0 para todo i > i0, isto
é,

X• : · · · X i0−2 X i0−1 X i0 .
d
i0−2
X

d
i0−1
X

E dizemos que um complexo X• é limitado se é limitado à direita e à esquerda.
Denotamos por C+(A) (respectivamente, C−(A), Cb(A)) a subcategoria plena de
complexos limitados à esquerda (respectivamente, limitados à direita, limitados).

Para i ∈ Z e X• um complexo em C(A) de�nimos

Hi(X•) =
Ker(diX)

Im(di−1
X )

a i-ésima cohomologia de X• em A. Cada mor�smo de complexo f • : X• → Y • em
C(A), induz uma família de mor�smos

Hi(f •) : Hi(X•) → Hi(Y •)

em A, para todo i ∈ Z. Assim, Hi : C(A) → A é um funtor que chamamos de i-ésimo
funtor de cohomologia. Um mor�smo u• : X• → Y • de C(A) é chamado de quase
isomor�smo se os mor�smos induzidos Hi(u•) : Hi(X•) → Hi(Y •) são isomor�smos,
para todo i ∈ Z.

Um complexo X• = (X i, diX) tem cohomologia limitada se o complexo
H(X•) = (H(X)i, 0) é limitado. Denotamos por C+,b(A) (respectivamente, C−,b(A))
a subcategoria de complexos limitados à esquerda com cohomologia limitada
(respectivamente, limitados à direita com cohomologia limitada).
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1.1.2 A categoria homotópica

De�nição 1.4. Seja f • : X• → Y • um mor�smo de complexos em C(A). Dizemos que
f • é homotópico a zero se existe uma família de mor�smos hi : X i → Y i−1, para todo
i, em A tais que

f i = hi+1diX + di−1
Y hi.

No diagrama:

X• · · · X0 X1 X2 · · ·

Y • · · · Y 0 Y 1 Y 2 · · · .

f•

d0X

f0

d1X

f1h1
f2h2

d0Y d1Y

A família de mor�smos hi : X i → Y i−1 é chamada de homotopia. Dizemos que dois
mor�smos de complexos f •, g• : X• → Y • são homotopicamente equivalentes (f • ∼ g•)
se f • − g• é homotópico a zero. Esta relação é chamada de relação de homotopia.

De�ne-se categoria homotópica de complexos de A, denotada por K(A) como a
categoria cujos objetos são complexos e os mor�smos são classes de equivalência de
mor�smos de complexos pela relação de homotopia.

Seja X• um complexo em K(A) de�nimos idX• a identidade de X• em K(A) como a
classe de equivalência do mor�smo identidade idX• em C(A) pela relação de homotopia.
Uma classe de equivalência de mor�smos de complexos f • : X• → Y • é um isomor�smo
na categoria homotópica se existe uma classe de equivalência de mor�smos de complexos
g• : Y • → X• tal que a composição f • ◦ g• ∼ idY • e g• ◦ f • ∼ idX• . Dizemos que X•

e Y • são isomorfos em K(A) e denotamos por X• 'K Y • se existe um isomor�smo
f • : X• → Y • em K(A).

As seguintes categorias também podem ser de�nidias:

� K−(A) categoria homotópica de complexos limitados à direita.

� K+(A) categoria homotópica de complexos limitados à esquerda.

� Kb(A) categoria homotópica de complexos limitados.

� K−,b(A) categoria homotópica de complexos limitados à direita com cohomologia
limitada.

� K+,b(A) categoria homotópica de complexos limitados à esquerda com
cohomologia limitada.

Proposição 1.5. [42, Proposition 3.5.19]

1. Um complexo X• ∈ C−(mod -A) é isomorfo a 0 em K−(mod -A) se, e somente
se, X• é isomorfo a uma soma direta de complexos da forma

Φi(idZ) : · · · 0 Z Z 0 · · · .id

2. Um complexo X• ∈ C−(mod -A) tem a propriedade H(X) = 0 se, e somente se,
X é isomorfo a uma soma direta de complexos da forma
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Φi(idZ) : · · · 0 Z Z 0 · · · .id

Proposição 1.6. [42, Proposition 3.5.23] Sejam k um corpo e A uma k-álgebra de
dimensão �nita. Sejam X• e Y • complexos em K−,b(proj -A). Então X• 'K Y • em
K−,b(proj -A) se, e somente se, existem complexos Z•, X ′•, Y ′• em C−,b(proj -A) tais
que

X• 'C X
′• ⊕ Z•, Y • 'C Y

′• ⊕ Z•

em C−,b(proj -A) e tal que X ′• ' Y ′• 'K 0 em K−,b(proj -A).

1.1.3 Localização de uma categoria

Como dissemos antes, a categoria derivada de uma categoria abeliana é de�nida
pela localização da categoria homotópica sobre os quase isomor�smos. Nesta subseção
apresentamos a de�nição da localização de uma categoria arbitrária sobre uma classe de
mor�smos. Vamos considerar uma classe especial de mor�smos para de�nir a localização
de categorias.

De�nição 1.7. Uma classe S de mor�smos em uma categoria C é chamado de sistema
multiplicativo em C se satisfaz os seguintes axiomas:

1. S é fechado sob a composição (se s, t ∈ S tem composição, então st ∈ S) e contém
todos os mor�smos identidade (1X ∈ S para todo objeto X ∈ C).

2. Se t : Z → Y está em S, então para cada g : X → Y em C existe um diagrama
comutativo

W Z

X Y,

f

s t

g

em C com s ∈ S.

3. Se f, g : X → Y são mor�smos em C, então as seguintes condições são equivalentes:

(a) sf = sg para algum s ∈ S com origem Y .

(b) ft = gt para algum t ∈ S com término X.

De�nição 1.8. Seja S um sistema multiplicativo em uma categoria C. Uma localização
de C com relação a S é uma categoria S−1C, junto com um funtor Q : C → S−1C tal que

1. Q(s) é um isomor�smo em S−1C para cada s ∈ S.

2. Qualquer funtor F : C → D tal que F (s) é um isomor�smo para todo s ∈ S se
fatora de maneira única por Q. (Segue que S−1C é única a menos de equivalência).

Para a construção dos mor�smos da categoria de localização S−1C denotamos por

fs−1 : X X1 Y
f

s
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e a chamamos de fração à esquerda deX para Y se s ∈ S. Dizemos que fs−1 é equivalente
a

gt−1 : X X2 Y
g

t

se existe uma fração à esquerda de X para Y X X3 Y fazendo o seguinte
diagrama comutar em C:

X1

X X3 Y

X2.

f

s

g

t

Denotamos por HomS(X, Y ) a classe de classes de equivalência de frações à esquerda
de X para Y . Para que seja possível de�nir uma categoria S−1C, é necessário que
HomS(X, Y ) seja um conjunto. Por isso consideremos S um sistema multiplicativo
localmente pequeno, isto é, se para cada X existe um conjunto SX de mor�smos em
S, todos terminando em X, tais que para cada X1 → X em S existe um mor�smo
X2 → X1 → X que está em SX , neste caso HS(X, Y ) é um conjunto. Deste modo,
é possível construir uma categoria S−1C com os objetos sendo os objetos de C e os
mor�smos são as classes de equivalência de frações à esquerda. Para mais detalhes
recomendamos consultar [40, Section 10.3].

1.1.4 A categoria derivada

Sejam A uma categoria abeliana e C(A) a categoria de complexos sobre A.

Lema 1.9. [40, Proposition 10.4.1] A classe de quase isomor�smos de K(A) formam
um sistema multiplicativo.

A categoria derivada de complexos de A, denotada por D(A), é a categoria obtida
de K(A) pela localização com relação ao conjunto de quase isomor�smos. De modo
análogo, como foi de�nido na categoria de homotopia, de�ni-se

� D−(A) categoria derivada de complexos limitados à direita

� D+(A) categoria derivada de complexos limitados à esquerda

� Db(A) categoria derivada de complexos limitados.

Proposição 1.10. [40, Proposition 10.4.4] Seja A uma k-álgebra. Então, a classe de
quase-isomor�smos de K(mod -A) é um sistema multiplicativo localmente pequeno.

Logo, existem a categoria derivada D(mod -A) e as subcategorias D−(mod -A),
D+(mod -A), Db(mod -A).
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1.1.5 Categorias trianguladas

Sejam C uma categoria aditiva e T um automor�smo de C. O automor�smo T é chamado
funtor translação. Um triângulo (X, Y, Z, u, v, w) em C é dado pelos objetos X, Y, Z em
C e mor�smos u : X → Y , v : Y → Z e w : Z → TX. Notação

X Y Z TX.u v w

Um mor�smo de triângulos de (X, Y, Z, u, v, w) a (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) é a tripla
(f, g, h) de mor�smos tal que o seguinte diagrama comuta:

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′.

u

f

v

g

w

h Tf

u′ v′ w′

Se f, g e h são isomor�smos em C, o mor�smo de triângulos é então chamado de
isomor�smo.

Um conjunto T de triângulos em C é uma triangulação de C se as seguintes condições
são satisfeitas. Os elementos de T são chamados de triângulos distinguidos.

(TR1) Cada triângulo isomorfo a um triângulo distinguido é um triângulo distinguido.
Cada mor�smo u : X → Y em C pode ser imerso em um triângulo distinguido
(X, Y, Z, u, v, w). O triângulo (X,X, 0, 1X , 0, 0) é um triângulo distinguido, onde
1X denota o mor�smo identidade de X a X.

(TR2) (X, Y, Z, u, v, w) é um triângulo distinguido se, e somente se,
(Y, Z, TX, v, w,−Tu) é um triângulo distinguido.

(TR3) Dados dois triângulos distinguidos (X, Y, Z, u, v, w) e (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) e
mor�smos f : X → X ′, g : Y → Y ′ tais que u′f = gu, existe um mor�smo
(f, g, h) do primeiro triângulo ao segundo.

(TR4) (O axioma octaedral) Considere os
triângulos distinguidos (X, Y, Z ′, u, i, i′), (Y, Z,X ′, v, j, j′) e (X,Z, Y ′, vu, k, k′).
Então existem mor�smos f : Z ′ → Y ′, g : Y ′ → X ′ tais que o seguinte diagrama
comuta e a terceira linha é um triângulo distinguido.

T−1Y ′ X X

T−1X ′ Y Z X ′ TY

Z ′ Y ′ X ′ TZ ′

TX TX.

T−1k′

T−1g

1X

u vu

T−1j′ v

i

j

k

j′

1X′ T i

f

i′

g

k′

(T i)j′

1TX

A categoria aditiva C junto com um funtor translação T e uma triangulação T é
chamada de categoria triangulada.

Seja K(A) a categoria homotópica de uma categoria abeliana A. Seja f • : X• → Y •

um mor�smo de complexos em K(A). De�nimos o complexo C(f •), chamado de cone
do mor�smo de complexo f •, por



22

C(f •) : · · · X i ⊕ Y i−1 X i+1 ⊕ Y i X i+2 ⊕ Y i+1 · · · .
di−1
C(f)

di
C(f)

onde

dnC(f) =

[
−dn+1

X 0
fn+1 dnY

]

para todo n ∈ Z.
Considere os mor�smos de complexos if• : Y • → C(f •) de�nido por

inf• =

[
0

idY n

]

e pf• : C(f •) → X•[1] de�nido por

pnf• =
[
idXn+1 0

]

para todo n ∈ Z.
De�nimos um triângulo distinguido em K(A) como um triângulo isomorfo a um

triângulo da forma X• Y • C(f •) X•[1].
f• if• pf•

A categoria K(A) com

esta triangulação e o funtor translação T : K(A) → K(A) dado por T (X•) = X•[1]
é uma categoria triangulada. De modo análogo podemos induzir uma triangulação
para a categoria D(A) e suas respectivas subcategorias K−(A), K+(A), Kb(A), D−(A),
D+(A) e Db(A) e mostrar que são categorias trianguladas. As demonstrações podem
ser consultadas em [42, Proposition 3.5.25, Proposition 3.5.40].

Sejam C = (C, T, T ) e C ′ = (C ′, T ′, T ′) categorias trianguladas. Um funtor aditivo
F : C → C ′ é chamado de exato se existe uma transformação natural inversível α : FT →
T ′F tal que (FX,FY, FZ, Fu, Fv, αXFw) está em T ′ sempre que (X, Y, Z, u, v, w) está
em T .

Se um funtor exato F : C → C ′ é uma equivalência de categorias, chamamos ele de
uma equivalência triangulada. Neste caso, C e C ′ são então chamadas equivalentes como
categorias trianguladas.

Proposição 1.11. [42, Proposition 3.5.43] Seja A uma k-álgebra. Então existe uma
equivalência de categorias trianguladas:

� D−(mod -A) ' K−(proj -A)

� Db(mod -A) ' K−,b(proj -A)

Veja também [40], [33].

1.1.6 Teorema de Rickard

O Teorema de Rickard é uma importante ferramenta na classi�cação de categorias
derivadas de álgebras. Esta caracterização reduz o problema de encontrar equivalências
de categorias a encontrar complexos tilting na categoria Kb(proj -A).

Sejam C uma categoria aditiva e X um objeto de A. Denotamos por add(X) a
subcategoria plena de A que consiste de todos os somandos diretos de somas �nitas de
cópias de X.
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Teorema 1.12. [34, Theorem 6.4] Sejam A e B duas álgebras. As seguintes condições
são equivalentes:

a) Db(mod -A) e Db(mod -B) são equivalentes como categorias trianguladas.

b) Kb(proj -A) e Kb(proj -B) são equivalentes como categorias trianguladas.

c) A é isomorfa a End(T ), sendo T um objeto de Kb(proj -A) satisfazendo

(i) Hom(T, T [i]) = 0 para i 6= 0

(ii) add(T ) gera Kb(proj -A) como uma categoria triangulada.

Um objeto T em Kb(proj -A) é chamado de complexo tilting se satisfaz as condições
(i) e (ii) do teorema anterior.

De�nição 1.13. Sejam A e C duas categorias abelianas. Dizemos que A e C são
derivadamente equivalentes se suas categorias derivadas limitadas Db(A) e Db(C) são
equivalentes como categorias trianguladas e denotamos A 'der C. Dizemos que duas k-
álgebras A e B são derivadamente equivalentes, denotamos A 'der B, se suas categorias
de módulos mod -A e mod -B são derivadamente equivalentes.

1.1.7 Categorias hereditárias

Apresentaremos nesta seção uma caracterização de categorias hereditárias com objetos
tilting demonstrada por Happel em [19].

Sejam k um corpo algebricamente fechado. Uma categoria é uma k-categoria se seus
espaços de mor�smos são k-espaços vetoriais e a composição é k-bilinear.

Uma decomposição C = C1
⋃

C2 de uma categoria aditiva C é um par de subcategorias
plenas C1, C2 tais que cada objeto em C é soma direta de dois objetos de C1 e C2, e
HomC(X1, X2) = 0 = HomC(X2, X1) para todo X1 ∈ C1 e X1 ∈ C1. Uma categoria
aditiva C é dita uma categoria conexa se não admite uma decomposição própria
C = C1

⋃
C2.

Seja H uma k-categoria abeliana conexa. Dizemos que H é hereditária se
ExtnH(M,N) = 0 para todo n ≥ 2 e para quaisquer M,N em H.

Vamos assumir, daqui em diante, que H é uma categoria hereditária e Ext-�nita,
isto é, Hom(X, Y ) e Ext1(X, Y ) tem dimensão �nita como k-espaços vetoriais, para todo
X, Y ∈ H.

Exemplo 1.14. [24, Example 2.1, Ch. 6] Se H é uma álgebra hereditaria, então
H = mod -H é uma categoria hereditária.

Exemplo 1.15. [24, Example 2.6, Ch. 6] A categoria de feixes coherentes cohXp1,··· ,pt

de uma linha projetiva de pesos Xp1,··· ,pt no sentido de [15] é uma categoria hereditária.

Seja A uma categoria abeliana. Dizemos que a categoria repetitiva de A R(A) =∨
n∈Z A[n] é o fecho aditivo da união disjunta de cópias A[n] de A, os objetos são

escritos na forma A[n], com A em A, com mor�smos dados por Hom(A[m], B[n]) =
Extn−m(A,B) e composição dada pelo produto de Yoneda de extensões. Identi�cando
A[n] com os complexos com cohomologia concentrada no grau n, a categoria repetitiva
é a subcategoria plena da categoria derivada limitada Db(A) de A. Além disso, com
esta notação o funtor translação para a categoria derivada envia A[m] a A[m+1]. Cada
objeto X na categoria repetitiva de A tem a forma X = ⊕n∈ZXn[n] onde Xn ∈ A e
somente uma quantidade �nita de Xn é não-nula.
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Teorema 1.16. [24, Theorem 3.1, Ch. 6] Seja H uma categoria abeliana hereditária.
Então a categoria repetitiva R(H) e a categoria derivada limitada Db(H) são
naturalmente equivalentes.

1.2 Álgebras

Seja A uma k-álgebra de dimensão �nita. Um elemento e ∈ A é chamado de idempotente
se e2 = e. Os idempotentes e1, e2 ∈ A são chamados de ortogonais se e1e2 = e2e1 = 0.
O idempotente e ∈ A é chamado de primitivo se e não pode ser escrito como uma
soma e = e1 + e2 onde e1, e2 são idempotentes ortogonais não nulos de A. Um conjunto
{e1, · · · , en} de idempotentes de A dois a dois ortogonais é chamado de completo se
n∑

i=1

ei = 1.

De�nição 1.17. Seja A uma k-álgebra com um conjunto completo {e1, · · · , en} de
idempotentes dois a dois ortogonais primitivos. A álgebra A é chamada de básica se
eiA � ejA, para todo i 6= j.

Proposição 1.18. [1, Proposition 6.2, Ch. I] Uma k-álgebra A de dimensão �nita é

básica se, e somente se, a álgebra B =
A

radA
é isomorfa a um produto k× k× · · · × k

de cópias de k.

Exemplo 1.19. Seja

A =




k 0 0
k k 0
k k k




a k-álgebra de matrizes triangulares inferiores de ordem 3 é uma álgebra básica. De
fato, seja I o ideal bilateral que consiste de todas as matrizes triangulares inferiores
com diagonal principal nula:

I =




0 0 0
k 0 0
k k 0




Observe que I3 = 0, logo I é um ideal nilpotente de A, consequentemente I ⊆ radA.
Considere ϕ : A → k × k × k um homomor�smo de álgebras de�nido por ϕ([aij]) =

(a11, a22, a33) onde [aij] ∈ A. Como o núcleo de ϕ é o ideal I, então
A

I
é isomorfa a

k× k× k. Logo, I = radA. Pela Proposição (1.18), A é uma álgebra básica.

De�nição 1.20. Duas k-álgebras de dimensão �nita A e B são ditasMorita equivalentes
se mod A e mod B são equivalentes.

Teorema 1.21. [1, Corollary 6.10, Ch. I] Para qualquer k-álgebra de dimensão �nita
A existe uma k-álgebra básica de dimensão �nita B que é Morita equivalente a A.

1.2.1 Aljavas e álgebras de caminhos

Toda k-álgebra básica, conexa de dimensão �nita é isomorfa a um quociente de uma
álgebra de caminhos. Nesta seção apresentamos as de�nições e principais conceitos a
respeito das álgebras de caminhos. Para mais detalhes, veja [1], [2].
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De�nição 1.22. Uma aljava é uma quádrupla Q = (Q0,Q1, s, t), onde Q0 e Q1 são
conjuntos e s, t : Q1 → Q0 são duas aplicações. Os elementos de Q0 são chamados
de vértices, os elementos de Q1 são chamados de �echas. Os vértices s(α) e t(α) são
chamados de início e �nal, respectivamente, da �echa α. Uma aljava Q é �nita se Q0 e
Q1 são conjuntos �nitos.

Uma �echa α ∈ Q1 de início a = s(α) e �nal b = t(α) é denotado por α : a → b.
Sejam Q = (Q0,Q1, s, t) uma aljava e a, b ∈ Q0. Dizemos que a ∈ Q0 é uma fonte se
não existe �echa α ∈ Q1 tal que t(α) = a e dizemos que b ∈ Q0 é um poço se não existe
�echa α ∈ Q1 tal que s(α) = b. Um caminho de comprimento l ≥ 1 com início a e �nal
b é uma sequência

α1α2 · · ·αl

onde αk ∈ Q1 para todo 1 ≤ k ≤ l e temos s(α1) = a, t(αk) = s(αk+1) para cada
1 ≤ k < l e t(αl) = b.

a = a0 a1 a2 · · · al = b.
α1 α2 αl

De�nição 1.23. Uma subaljava de uma aljava Q = (Q0,Q1, s, t) é uma aljava
Q′ = (Q′

0,Q
′
1, s

′, t′) talque Q′
0 ⊆ Q0, Q′

1 ⊆ Q1 e s′, t′ são as restrições de s, t a Q′
1.

Uma subaljava é chamada de plena se Q′
1 é igual ao conjunto de todas as �echas de

Q1 cujo início e �nal pertencem a Q′
0. Uma subaljava plena Q′ de Q é chamada de

convexa em Q se, para qualquer caminho a0 a1 · · · at em Q com
a0, at ∈ Q′

0, temos ai ∈ Q′
0, para todo i tal que 0 ≤ i ≤ t.

Para cada vértice a ∈ Q0 de�nimos um caminho de comprimento l = 0, chamado
de caminho estacionário em a denotado por εa. Um caminho de comprimento l ≥ 1
é chamado de ciclo se seu início e �nal coincidem. Uma aljava é chamada acíclica se
não contém ciclos. O grafo subjacente Q̄ de uma aljava Q é obtido de Q esquecendo as
orientações das �echas. A aljava Q é chamada de conexa se Q̄ é um grafo conexo, isto
é, quando quaisquer dois vértices de Q̄ podem ser ligados por arestas de Q̄.

De�nição 1.24. Seja Q uma aljava. A álgebra de caminhos kQ de Q é a k-álgebra
cujo k-espaço vetorial subjacente tem como sua base o conjunto de todos os caminhos
α1 · · ·αl de comprimento l ≥ 0 em Q e tal que o produto de dois vetores da base
α1α2 · · ·αl e β1β2 · · · βk é igual a zero se t(αl) 6= s(β1) e é igual ao caminho composto
α1 · · ·αlβ1 · · · βk se t(αl) = s(β1).

De�nição 1.25. Seja Q uma aljava �nita e conexa. O ideal bilateral da álgebra de
caminhos kQ gerado pelas �echas deQ é chamado de ideal de �echas de kQ e é denotado
por RQ.

Proposição 1.26. [1, Proposition 1.26, Ch. I] Seja Q uma aljava acíclica, conexa e
�nita. A álgebra de caminhos kQ é uma k-álgebra de dimensão �nita, associativa, conexa
e básica com uma identidade, tendo o ideal de �echas RQ como radical e o conjunto
{εa|a ∈ Q0} como um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos.

De�nição 1.27. Seja Q uma aljava. Uma relação em Q com coe�cientes em k é uma
combinação linear de caminhos de comprimento pelo menos dois tendo o mesmo início
e mesmo �nal. Assim, uma relação ρ é um elemento de kQ tal que

ρ =
m∑

i=1

λiwi,
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onde λi são escalares (não todos nulos) e wi são caminhos em Q de comprimento pelo
menos 2 tal que, se i 6= j então o início (�nal) de wi coincide com o de wj.

Se m = 1, a relação é chamada de relação zero ou monomial . Se é da forma w1−w2

é chamada de relação de comutatividade.
Se {ρj}j∈J é um conjunto de relações para uma aljava tal que o ideal gerado por elas

〈ρj|j ∈ J〉 é admissível, dizemos que a aljava Q é limitada pelas relações {ρj}j∈J .

De�nição 1.28. Sejam Q uma aljava e RQ o ideal de �echas da álgebra de caminhos
kQ. Um ideal bilateral I de kQ é admissível se existe m ≥ 2 tal que

Rm
Q ⊆ I ⊆ R2

Q.

Se I é um ideal admissível de kQ, o par (Q, I) é chamado de aljava limitada. A
álgebra quociente kQ/I é a álgebra da aljava limitada .

Proposição 1.29. [1, Corollary 2.12, Ch. I] Sejam Q uma aljava conexa �nita, RQ

o ideal de �echas de kQ e I um ideal admissível de kQ. A álgebra da aljava limitada
kQ/I é uma álgebra de dimensão �nita, conexa e básica com uma identidade, tendo
RQ/I como radical e {ea = εa + I | a ∈ Q0} como conjunto completo de idempotentes
ortogonais primitivos.

Seja A = kQ/I uma álgebra da aljava limitada (Q, I). Como A é básica e
{ea = εa + I | a ∈ Q0} é um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos
de A, a decomposição AA =

⊕

a∈Q0

eaA é uma decomposição de AA como uma soma direta

de A-módulos projetivos indecomponíveis dois a dois não isomorfos. Assim, qualquer
A-módulo projetivo indecomponível é isomorfo a eaA, para algum a ∈ Q0. Denotamos
estes módulos por Pa = eaA, para cada a ∈ Q0.

Para cada álgebra básica, conexa de dimensão �nita também é possível de�nir uma
aljava correspondente.

De�nição 1.30. Sejam A uma álgebra básica, conexa de dimensão �nita e
{e1, e2, · · · , en} um conjunto completo de idempotentes, ortogonais, primitivos de A.
A aljava ordinária de A, denotada por QA, é de�nida como segue:

a) Os vértices deQA são os números 1, 2, 3, · · · , n, que estão em correspondência bijetiva
com os idempotentes e1, e2, e3, · · · , en.

b) Dados dois vértices a, b ∈ (QA)0, as �echas α : a → b estão em correspondência
bijetiva com os vetores em uma base do k-espaço vetorial ea

(
radA
rad2A

)
eb, onde radA

denota o radical de Jacobson da álgebra A.

Teorema 1.31. [1, Theorem 3.7, Ch. I] Seja A uma álgebra básica e conexa de dimensão
�nita. Existe um ideal admissível I de kQA tal que A ' kQA/I.

1.2.2 Representações de aljavas limitadas

As aljavas fornecem uma estrutura grá�ca para as álgebras o que nos permite uma
conveniente visualização das álgebras. Nesta seção veremos uma forma de visualizar
módulos sobre álgebras através da linguagem grá�ca das aljavas.
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De�nição 1.32. Seja Q uma aljava �nita. Uma representação M de Q é de�nida por:

(a) Para cada vértice a em Q0 é associado um k-espaço vetorial Ma.

(b) Para cada �echa α : a→ b emQ1 é associada uma aplicação k-linear ϕα :Ma →Mb.

Uma tal representação é denotada por M = (Ma, ϕα)a∈Q0,α∈Q1 . Dizemos que uma
representação tem dimensão �nita se cada espaço vetorial Ma é de dimensão �nita.

Sejam M = (Ma, ϕα) e M ′ = (M ′
a, ϕ

′
α) duas representações de Q. Um mor�smo

f : M → M ′ é uma família f = (fa)a∈Q0 de aplicações k-lineares (fa : Ma → M ′
a)a∈Q0

que são compatíveis com a estrutura das aplicações ϕα, isto é, para cada �echa α : a→ b,
temos ϕ′

αfa = fbϕα ou equivalentemente o seguinte quadrado é comutativo:

Ma Mb

M ′
a M ′

b.

ϕα

fa fb

ϕ′
α

Sejam f : M → M ′ e g : M ′ → M ′′ dois mor�smos de representações de Q, onde
f = (fa)a∈Q0 e g = (ga)a∈Q0 . Sua composição é de�nida como a família gf = (gafa)a∈Q0 .
Então gf é facilmente visto ser o mor�smo de M para M ′′.

Temos assim de�nida uma categoria rep(Q) de representações de Q k-lineares de
dimensão �nita.

De�nição 1.33. Sejam Q uma aljava �nita e M = (Ma, ϕα) uma representação de
Q. Para qualquer caminho não trivial w = α1α2 · · ·αl de a para b em Q, de�nimos
avaliação de M no caminho w ser a aplicação k-linear de Ma para Mb de�nida por

ϕw = ϕαl
ϕαl−1

· · ·ϕα2ϕα1 .

A de�nição de avaliação se extende a combinações lineares de caminhos com uma
origem comum e um �nal comum; assim seja

ρ =
m∑

i=1

λiwi,

uma combinação k-linear, onde λi ∈ k e wi é um caminho em Q, para cada i, então

ϕρ =
m∑

i=1

λiϕwi
.

Sejam Q uma aljava �nita e I um ideal admissível de kQ. Uma representação
M = (Ma, ϕα) de Q é dita ser limitada por I, ou satisfaz as relações em I, se temos
ϕρ = 0, para todas as relações ρ ∈ I.

Se I é gerado pelo conjunto �nito de relações {ρ1, · · · , ρm}, a representação M é
limitada por I se, e somente se, ϕρj = 0, para todo j tal que 1 ≤ j ≤ m.

Denotamos por rep(Q, I) a subcategoria plena de rep(Q) consistindo das
representações de Q limitadas por I.

Teorema 1.34. [1, Theorem 1.6, Ch. II] Sejam A = kQ/I, onde Q é uma aljava
conexa �nita e I é um ideal admissível de kQ. Existe uma equivalência k-linear de
categorias

F : mod -A→ rep(Q, I).
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1.2.3 Álgebras hereditárias

As provas dos teoremas a seguir podem ser encontradas em [1].

De�nição 1.35. Uma álgebra A é chamada de hereditária se qualquer ideal à direita
de A é projetivo como um A-módulo.

Exemplo 1.36. Seja A a álgebra de matrizes triangulares inferiores

A =

[
k 0
k k

]
.

Então, denotando por e1 =

(
1 0
0 0

)
e e2 =

(
0 0
0 1

)
as matrizes idempotentes.

Os únicos ideais à direita próprios são e1A, e2A e e21k =

(
0 0
k 0

)
∼= e1A com

e21 =

(
0 0
1 0

)
. Como e1A e e2A são somandos diretos de AA, todos eles são A-módulos

projetivos e A é hereditária à direita.

Teorema 1.37. [1, Theorem 1.4, Ch. VII] Seja A uma álgebra. Então, A é hereditária
se, e somente se, gl.dimA ≤ 1, onde gl.dimA é a dimensão global de A.

Teorema 1.38. [1, Theorem 1.7, Ch. VII] Uma k-álgebra conexa e básica H é
hereditária se, e somente se, H é isomorfa a uma álgebra de caminhos k~∆ de uma
aljava acíclica, conexa e �nita ~∆.

Teorema 1.39. [1, Theorem 5.10, Ch. VII] Seja Q uma aljava conexa, �nita e acíclica
e A = kQ a álgebra de caminhos de Q. Então,

1. A álgebra A é de representação �nita se, e somente se, o grafo subjacente Q̄ de
Q é do tipo Dynkin An, Dn, E6, E7, E8.

2. A álgebra A é de representação mansa se, e somente se, o grafo subjacente Q̄ de
Q é do tipo Dynkin An, Dn, E6, E7, E8 ou do tipo Euclidiano Ãn, D̃n, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8.

1.2.4 Álgebras hereditárias por partes

A de�nição de álgebras hereditárias por partes apresentada nesta seção se encontra em
[20]. E uma caracterização homológica foi provada em [23].

Dizemos que uma álgebra A é hereditária por partes se existe uma categoria abeliana,
hereditária H e tal que as categorias derivadas limitadas Db(mod -A) e Db(H) são
equivalentes como categorias trianguladas.

Dizemos que T é um objeto tilting em H se Ext1H(T, T ) = 0 tal que HomH(T,X) =
0 = Ext1H(T,X) implica X = 0.

Teorema 1.40. [19, Theorem 3.1] Seja H uma k-categoria abeliana hereditária conexa
com objeto tilting. Então H é derivadamente equivalente a mod -H para alguma k-
álgebra H hereditária de dimensão �nita ou derivadamente equivalente à categoria
derivada de feixes coerentes cohX para alguma reta projetiva com peso X.
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Observação 1.41. Se A é uma álgebra básica hereditária por partes, então A 'der k~∆,
onde ~∆ é uma aljava acíclica, ou mod -A 'der cohXp1,··· ,pt , onde Xp1,··· ,pt é uma reta
projetiva com peso.

Dizemos que A uma k-álgebra básica hereditária por partes é do tipo módulos se
A 'der k~∆, neste caso, dizemos que ~∆ ou ∆ (o grafo subjacente de ~∆) é o tipo de
A. Dizemos que A uma k-álgebra básica hereditária por partes é do tipo feixes se
mod -A 'der cohXp1,··· ,pt , neste caso, dizemos que Xp1,··· ,pt é o tipo de A.

Álgebras canônicas

Mais detalhes sobre as álgebras canônicas podem ser encontrados em [35] e [37].
Sejam k um corpo, p = (p1, · · · , pt) uma sequência de t ≥ 2 inteiros positivos (pesos)

e λ = (λ3, · · · , λt) uma sequência de elementos de k \ {0}. A álgebra canônica do tipo
(p, λ) é a álgebra A(p, λ) = kQ/I sendo Q a aljava

a
(1)
1 a

(1)
2 · · · ◦ a

(1)
p1−1

a
(2)
1 a

(2)
2 · · · ◦ a

(2)
p2−1

0 ω,

a
(t)
1 a

(t)
2 · · · ◦ a

(t)
pt−1

α
(1)
1

α
(1)
2 α

(1)
p1−1

α
(2)
1

α
(2)
2 α

(2)
p2−1

α
(1)
p1

α
(2)
p2

α
(t)
ptα

(t)
1

α
(t)
2 α

(t)
pt−1

e I é o ideal na álgebra de caminhos kQ gerado pelas seguintes combinações lineares de
caminhos de 0 a ω:

I = 〈α(i) − α(2) + λiα
(1)〉,

com α(j) = α
(j)
pj · · ·α

(j)
1 , para 3 ≤ j ≤ t.

Teorema 1.42. [15, Theorem 3.2] Seja H = cohX(p, λ) a categoria de feixes coerentes
em uma reta projetiva com peso sobre k com peso tipo p = (p1, · · · , pt). Então, H tem
um objeto tilting cujo anel de endomor�smo é uma álgebra canônica de tipo (p, λ) para
uma sequência de parâmetros (1 = λ3, · · · , λt) de elementos de k não nulos distintos
dois a dois.

1.2.5 Álgebras de Nakayama

Nesta seção apresentamos alguns conceitos e alguns resultados sobre as álgebras seriais
e as álgebras de Nakayama. Mais detalhes podem ser encontrados em [1].

Seja M um A-módulo à direita de dimensão �nita.

De�nição 1.43. Um A-módulo à direita M é chamado de unisserial se tem uma série
de composição única. Dualmente se de�ne para A-módulos à esquerda.

Lema 1.44. [1, Lemma 2.2, Ch. V] As seguintes condições são equivalentes para um
A-módulo à direita M :

a) M é unisserial.
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b) A série radical M ⊃ radM ⊃ rad2M ⊃ · · · ⊃ 0 é uma série de composição.

c) A série socle 0 ⊂ socM ⊂ soc2M ⊂ · · · ⊂M é uma série de composição

De�nição 1.45. Uma álgebra A é chamada de serial à direita se todo A-módulo
à direita projetivo indecomponível é unisserial. Uma álgebra A é chamada serial à
esquerda se todo A-módulo à esquerda projetivo indecomponível é unisserial.

Teorema 1.46. [1, Theorem 2.6, Ch. V] Uma álgebra básica A é serial à direita se,
e somente se, para cada ponto a de sua aljava ordinária QA, existe no máximo uma
�echa de origem a.

Exemplo 1.47. Seja A a álgebra serial à direita dada pela aljava

1
◦

2
◦α

β

e limitada por αβ3 = 0 e β3 = 0.

Observação 1.48. Em sua tese de doutorado [14], Cota classi�cou todas as álgebras
seriais à esquerda derivadamente mansas.

De�nição 1.49. Uma álgebra A é chamada de álgebra de Nakayama se é serial à
esquerda e à direita.

Veja em [1] o seguinte resultado.

Teorema 1.50. [1, Theorem 3.2, Ch. V] Uma álgebra básica e conexa A é uma álgebra
de Nakayama se, e somente se, sua aljava ordinária QA é uma das seguintes aljavas:

(a) Ln:

1 2 3 · · · n− 1 n

(b) Cn:

0

1 2 3 · · · n− 2 n− 1.

No caso QA = Ln, A é chamada de álgebra de Nakayama acíclica e QA = Cn é o
caso cíclico.

Chamamos de álgebra de Nakayama acíclica truncada e denotamo por Λ(n, r) =
kQ/I a álgebra de Nakayama acíclica onde Q é uma aljava com n vértices e com ideal
I gerado por todos caminhos de comprimento r, para n, r ∈ N e n > r ≥ 2.
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1.2.6 Álgebras de Incidência

De�nição 1.51. Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, é um conjunto S com
uma relação binária R ⊆ S × S satisfazendo as seguintes condições:

� Re�exividade: (x, x) ∈ R para todo x ∈ S;

� Antissimetria: Se (x, y) ∈ R e (y, x) ∈ R então x = y;

� Transitividade: Se (x, y) ∈ R e (y, z) ∈ R então (x, z) ∈ R.

Por simplicidade vamos escrever x ≤ y nos casos em que (x, y) ∈ R e denotaremos o
poset por (S,≤) ou apenas por S.

Dizemos que um poset (S,≤) é �nito se o conjunto S for �nito. Dado um poset �nito
S, digamos que |S| = n, então podemos ordenar os elementos de S em uma sequência
x1, . . . , xn de forma que se xi < xj então i < j para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ n.

Cada poset (S,≤) pode ser associado a um grafo orientado, que é chamado de
diagrama de Hasse de S. Cada elemento de S está associado a um único vértice de seu
diagrama de Hasse e, dados dois elementos x < y ∈ S tais que não existe um outro
elemento z ∈ S tal que x < z < y então temos uma �echa x −→ y no diagrama.

Por simplicidade, chamaremos de grafo de um poset ao grafo subjacente ao diagrama
de Hasse deste poset.

De�nição 1.52. A álgebra de incidência de um poset �nito (S,≤) sobre um corpo k,
denotada por kS, é de�nida como a álgebra associativa que tem como base o conjunto
{exy : x ≤ y em S}. Para quaisquer x ≤ y e z ≤ w em S, de�nimos a multiplicação
por

exyezw =

{
exw, se y = z;
0, caso contrário.

Qualquer poset (S,≤) tem naturalmente uma estrutura de espaço topológico onde
os conjuntos fechados são de�nidos pelos subconjuntos X ⊆ S tal que se x ∈ X e
x′ ≤ x, então x′ ∈ X. Para cada x ∈ S, denotamos por {x} o fecho de {x} e por
Ux o subconjunto aberto minimal de S contendo x. Então {x} = {x′ ∈ S|x′ ≤ x} e
Ux = {x′ ∈ S|x′ ≥ x}.

1.3 Mutações

Esta seção é baseada nos resultados de [27] (veja também [38]).

1.3.1 Mutações de álgebras

Seja Λ = kQ/I uma álgebra de dimensão �nita. Seja a um vértice de Q sem laços e
considere as aplicações

f : Pa →
⊕

α:t(α)=a

Ps(α), e g :
⊕

β:s(β)=a

Pt(β) → Pa,

onde f = ⊕α é induzido pelas �echas α terminando em a e g = ⊕β é induzido pelas
�echas β começando em a. Vamos considerar os seguintes complexos de Λ-módulos
projetivos:
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La : · · · 0 Pa

⊕

α:t(α)=a

Ps(α) 0 · · · ,

Ra : · · · 0
⊕

β:s(β)=a

Pt(β) Pa 0 · · · ,

onde Pa está no grau −1 em La e no grau 1 em Ra. De�nimos os complexos T−
a e

T+
a por

T−
a = T−

a (Λ) := La ⊕

(
⊕

b∈Q0,b 6=a

Pb

)
e T+

a = T+
a (Λ) := Ra ⊕

(
⊕

b∈Q0,b 6=a

Pb

)
.

De�nição 1.53. ([27]) Seja a um vértice de Q sem laços.

1. Dizemos que a mutação negativa é de�nida no vértice a se T−
a (Λ) é um complexo

tilting. Neste caso, chamamos µ−
a (Λ) := EndDb

Λ
(T−

a ) de mutação negativa de Λ no
vértice a.

2. Dizemos que a mutação positiva é de�nida no vértice a se T+
a (Λ) é um complexo

tilting. Neste caso, chamamos µ+
a (Λ) := EndDb

Λ
(T+

a ) a mutação positiva de Λ no
vértice a.

Teorema 1.54. ([27]) Seja a um vértice de Q sem laços.

1. Seja a um poço. Então a mutação negativa é de�nida no vértice a. Neste caso Λ
e µ−

a (Λ) são derivadamente equivalentes.

2. Seja a uma fonte. Então a mutação positiva é de�nida no vértice a. Neste caso Λ
e µ+

a (Λ) são derivadamente equivalentes.

1.3.2 Mutações de posets

Nesta subseção seguimos as de�nições e resultados de [32].
Sejam S = (S,≤) um poset e a ∈ S. Chamamos de conjunto dos predecessores

imediatos de a o conjunto

a− = {b ∈ S | b < a e não existe c ∈ S tal que b < c < a} .

Analogamente, chamamos de conjunto dos sucessores imediatos de a o conjunto

a+ = {b ∈ S | b > a e não existe c ∈ S tal que b > c > a} .

De�nição 1.55. ([32], De�nição 1.50) Seja S = (S,≤) um poset.

1. Dizemos que a mutação negativa é de�nida no elemento a de S, se as seguintes
propriedades são satisfeitas:

(a) a é um elemento maximal de S;

(b) |a−| ≤ 2;
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(c)
⋂

x∈a− Ux = {a} no caso de |a−| = 2.

2. Dizemos que a mutação positiva é de�nida no elemento a de S, se as seguintes
propriedades são satisfeitas:

(a) a é um elemento minimal de S;

(b) |a+| ≤ 2;

(c)
⋂

x∈a+ {x} = {a} no caso de |a+| = 2.

De�nição 1.56. ([32])

1. Seja a ∈ S tal que a mutação negativa é de�nida em a. De�nimos um novo poset
µ−
a (S) := (S,≤′), onde a ordem parcial ≤′ é de�nida pelas seguintes condições:

(a) x ≤′ y se, e somente se, x ≤ y para todo x, y ∈ S \ {a};

(b) para qualquer x ∈ S \ {a}: a ≤′ x se e somente se b ≤ x para algum b ∈ a−;

(c) Se |a−| = 2, então para qualquer x ∈ S \ {a}: x ≤′ a se e somente se x ≤ b
para todo b ∈ a−;

(d) Se |a−| = 1, então a é um elemento minimal de (S,≤′).

2. Seja a ∈ S tal que a mutação positiva é de�nida em a. De�nimos um novo poset
µ+
a (S) := (S,≤′), onde a ordem parcial ≤′ é de�nida pelas seguintes condições:

(a) x ≤′ y se e somente se x ≤ y para todo x, y ∈ S \ {a};

(b) para qualquer x ∈ S \ {a}: x ≤′ a se e somente se x ≤ b para algum b ∈ a+;

(c) Se |a+| = 2, então para qualquer x ∈ S \ {a}: a ≤′ x se e somente se b ≤ x
para todo b ∈ a+;

(d) Se |a+| = 1, então a é um elemento maximal de (S,≤′).

Teorema 1.57. ([32], Teorema 1.52) Sejam S um poset e a ∈ S.

1. Se a mutação negativa é de�nida em a então µ−
a (kS) é uma álgebra de incidência

de poset e
µ−
a (kS)

∼= kµ−
a (S).

2. Se a mutação positiva é de�nida em a então µ+
a (kS) é uma álgebra de incidência

de poset e
µ+
a (kS)

∼= kµ+
a (S).

Teorema 1.58. Seja S um poset.

1. Se a mutação negativa é de�nida em a então a mutação positiva é de�nida em a
para Sop e neste caso

µ+
a (S

op) = µ−
a (S)

op.

2. Se a mutação positiva é de�nida em a então a mutação negativa é de�nida em a
para Sop e neste caso

µ−
a (S

op) = µ+
a (S)

op.

Demonstração. Segue direto das de�nições.
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1.3.3 Mutações generalizadas de posets

Observamos a seguinte descrição dada em [32].

De�nição 1.59. ([32], De�nições 1.53 e 1.56) Seja S = (S,≤) um poset.

1. Dizemos que a mutação negativa é de�nida no subconjunto {a1, . . . , an} de S, se
as seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) an é um elemento maximal de S;

(b) a−i = {ai−1} para 1 < i ≤ n;

(c) a+i = {ai+1} para 1 ≤ i < n;

(d) |a−1 | = 2 e
⋂

x∈a−1
Ux = Ua1 .

2. Dizemos que a mutação positiva é de�nida no subconjunto {a1, . . . , an} de S, se
as seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) an é um elemento minimal de S;

(b) a−i = {ai+1} para 1 ≤ i < n;

(c) a+i = {ai−1} para 1 < i ≤ n;

(d) |a+1 | = 2 e
⋂

x∈a+1
{x} = {a1}.

De�nição 1.60. ([32], De�nições 1.53 e 1.56)

1. Seja {a1, . . . , an} um subconjunto de S tal que a mutação negativa é de�nida
em {a1, . . . , an}. De�nimos um novo poset µ−

{a1,...,an}
(S) := (S,≤′), onde a ordem

parcial ≤′ é de�nida pelas seguintes condiçõoes:

(a) x ≤′ y se, e somente se, x ≤ y para todo x, y ∈ S \ {a1, . . . , an};

(b) para qualquer x ∈ S\{a1, . . . , an} e qualquer 1 ≤ i ≤ n: ai ≤′ x se, e somente
se, b ≤ x para algum b ∈ a−1 ;

(c) para qualquer x ∈ S\{a1, . . . , an} e qualquer 1 ≤ i ≤ n: x ≤′ ai se, e somente
se, x ≤ b para todo b ∈ a−1 ;

(d) ai ≤′ aj se, e somente se, ai ≤ aj.

2. Seja {a1, . . . , an} um subconjunto de S tal que a mutação positiva é de�nida em
{a1, . . . , an}. De�nimos um novo poset µ+

{a1,...,an}
(S) := (S,≤′), onde a ordem

parcial ≤′ é de�nida pelas seguintes condições:

(a) x ≤′ y se, e somente se, x ≤ y para todo x, y ∈ S \ {a1, . . . , an};

(b) para qualquer x ∈ S\{a1, . . . , an} e qualquer 1 ≤ i ≤ n: x ≤′ ai se, e somente
se, x ≤ b para algum b ∈ a+1 ;

(c) para qualquer x ∈ S\{a1, . . . , an} e qualquer 1 ≤ i ≤ n: ai ≤′ x se, e somente
se, b ≤ x para todo b ∈ a+1 ;

(d) ai ≤′ aj se, e somente se, ai ≤ aj.

Teorema 1.61. ([32], Teoremas 1.55 e 1.58) Sejam S um poset e {a1, . . . , an} um
subconjunto de S.
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1. Se a mutação negativa é de�nida em {a1, . . . , an} então µ−
{a1,...,an}

(S) é uma álgebra
de incidência de poset e

kS 'der kµ
−
{a1,...,an}

(S).

2. Se a mutação positiva é de�nida em {a1, . . . , an} então µ+
{a1,...,an}

(S) é uma álgebra
de incidência de poset e

kS 'der kµ
+
{a1,...,an}

(S).

Teorema 1.62. Seja S um poset.

1. Se a mutação negativa é de�nida em um subconjunto {a1, . . . , an} de S então a
mutação positiva é de�nida no subconjunto {a1, . . . , an} para Sop e neste caso

µ+
{a1,...,an}

(Sop) = µ−
{a1,...,an}

(S)op.

2. Se a mutação positiva é de�nida em um subconjunto {a1, . . . , an} de S então a
mutação negativa é de�nida no subconjunto {a1, . . . , an} para Sop e neste caso

µ−
{a1,...,an}

(Sop) = µ+
{a1,...,an}

(S)op.

Demonstração. Segue direto das de�nições.

1.3.4 Colagem de grafos

Vamos precisar da seguinte de�nição da colagem de grafos.

De�nição 1.63. (compare com [32]) Sejam Γ1 e Γ2 os seguintes grafos conexos sem
ciclos e ai ∈ Γi

0, 1 ≤ i ≤ 2 alguns vértices �xados. Denotamos por Γ1
∐

(a1,a2)
Γ2 o grafo

com subgrafos Υ1 e Υ2 que tem as seguintes propriedades:

1. existe um isomor�smo de grafos ψi : Γ
i ∼= Υi para i = 1, 2.

2. Γ1
∐

(a1,a2)
Γ2 = Υ1

⋃
Υ2.

3. Υ1
⋂

Υ2 = {ψ1(a1)} = {ψ2(a2)}.

Chamamos Γ1
∐

(a1,a2)
Γ2 de colagem dos grafos Γ1 e Γ2 nos vértices a1 e a2.

1.4 Soma amalgamada e produto �brado

1.4.1 Soma amalgamada de aljavas

Observamos a seguinte descrição dada em [29].

De�nição 1.64. ([29]) Sejam E um subaljava plena das aljavas F e G e i : E ↪→ F ,
j : E ↪→ G as inclusões de aljavas. Denotamos por F

∐
E G a aljava dada pelas seguintes

condições:

1. Os vértices são os vértices de F e os de G que não estão em j(E);

2. As �echas são as �echas de F e o seguintes:
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(a) Para x, y ∈ G0 \ j(E)0 existe uma �echa de x a y para cada �echa de x a y
em G;

(b) Para x ∈ G0 \ j(E)0 e y = i(z) para algum z ∈ E0, existe uma �echa de x a
y para cada �echa de x a j(z) em G;

(c) Para x = i(z) para algum z ∈ E0 e y ∈ G0 \ j(E)0, existe uma �echa de x a
y para cada �echa de j(z) a y em G.

Lema 1.65. ([29], Lema 1.2.1) Sejam i : E ↪→ F e j : E ↪→ G mor�smos injetivos de
aljavas. Então

E
i //

j

��

F

µ

��
G ν // F

∐
E G

é a soma amalgamada de i e j, com µ a inclusão e ν o mor�smo injetivo que envia
G0 \ j(E)0 em G0 \ j(E)0 e j(E)0 em i(E)0.

Chamamos F
∐

E G de soma amalgamada de F e G sobre E.

1.4.2 Soma amalgamada de álgebras

Chamamos uma k-categoria C de espectróide, se para a e b objetos em C o espaço de
mor�smos HomC(a, b) é um k-espaço vetorial de dimensão �nita, os objetos são dois
a dois não-isomorfos e tem um anel de endomor�smos local. Frequentemente veremos
uma álgebra Λ = kQ/I como um espectróide. Sejam A = kQA/IA e B = kQB/IB duas
álgebras onde QA e QB são aljavas conexas e IA e IB são ideiais admissíveis de kQA e
kQB, respectivamente. Seja QC uma subaljava plena e convexa de QA e QB tal que as
restrições de IA e IB a kQC coincidem, isto é IA

⋂
kQC = IB

⋂
kQC . Denote este ideal

por IC e de�na a álgebra C = kQC/IC . Sejam fA : C ↪→ A e fB : C ↪→ B as inclusões
naturais dadas. Seja Q := QA

∐
QC

QB a soma amalgamada das inclusões da subaljava
QC em QA e QB. Neste caso, esta soma amalgamada pode ser vista como uma união
de QA e QB em QC . Seja I o ideal de kQ gerado por IA e IB.

Lema 1.66. ([12]) Seja A
∐

C B a soma amalgamada de fA e fB na categoria de
espectróides. Então A

∐
C B

∼= kQ/I.

De�nição 1.67. Seja A
∐

C B uma soma amalgamada de álgebras. Dizemos que
A
∐

C B é uma soma amalgamada simples se C é uma álgebra simples. No caso de
(QA)0

⋂
(QB)0 = (QC)0 = {c}, denotaremos esta soma amalgamada simples por

A
∐

{c}B.

1.4.3 Soma amalgamada de posets

Visto que qualquer poset é unicamente de�nido pelo seu diagrama de Hasse temos a
seguinte de�nição da soma amalgamada de posets.

De�nição 1.68. Sejam E um subposet pleno dos posets F e G e i : E ↪→ F , j : E ↪→ G
as inclusões de posets. Chamamos de soma amalgamada dos posets F e G em E e
denotamos por F

∐
E G o poset cujo diagrama de Hasse é a soma amalgamada dos

diagramas de Hasse dos posets F e G sob o diagrama de Hasse do poset E.
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A Proposição 1.69 é um dos passos chave na demonstração do Teorema 3.14.

Proposição 1.69. Sejam F e G subconjuntos do poset S tal que F
⋂
G = E = {e} e

S = F
∐

E G.

1. Seja {f1, . . . , fn} um subconjunto de S em que a mutação negativa é de�nida e tal
que fi ∈ F \ E para 1 ≤ i ≤ n e f−

1 ⊆ F \ E. Então

µ−
{f1,...,fn}

(S) = µ−
{f1,...,fn}

(F )
∐

E

G;

2. Seja {f1, . . . , fn} um subconjunto de S em que a mutação positiva é de�nida e tal
que fi ∈ F \ E para 1 ≤ i ≤ n e f+

1 ⊆ F \ E. Então

µ+
{f1,...,fn}

(S) = µ+
{f1,...,fn}

(F )
∐

E

G;

3. Seja {g1, . . . , gn} um subconjunto de S em que a mutação negativa é de�nida e tal
que gi ∈ G \ E para 1 ≤ i ≤ n e g−1 ⊆ G \ E. Então

µ−
{g1,...,gn}

(S) = F
∐

E

µ−
{g1,...,gn}

(G);

4. Seja {g1, . . . , gn} um subconjunto de S em que a mutação positiva é de�nida e tal
que gi ∈ G \ E para 1 ≤ i ≤ n e g+1 ⊆ G \ E. Então

µ+
{g1,...,gn}

(S) = F
∐

E

µ+
{g1,...,gn}

(G).

Demonstração. (i) Visto que fi ∈ F para 1 ≤ i ≤ n, a mutação negativa é de�nida
em {f1, . . . , fn} para F . Seja µ{f1,...,fn}(S) = (S,≤′) como na De�nição 1.60. Visto que
f−
1 ∈ F , segue da De�nição 1.60 que µ{f1,...,fn}(F ) = (F,≤′′), onde ≤′′ é a restrição de
≤′ em F . Para provar a a�rmação, é su�ciente mostrar que não existem �echas entre
µ{f1,...,fn}(F ) \ E e G \ E para o diagrama de Hasse de µ{f1,...,fn}(S).

Primeiro suponha que existe uma �echa de f ∈ µ{f1,...,fn}(F ) \ E a g ∈ G \ E no
diagrama de Hasse de µ{f1,...,fn}(S). Então f <

′ g. Se f 6∈ {f1, . . . , fn} então f < g pela
De�nição 1.60 e consequentemente f < e < g pois S = F

∐
{e}G. Portanto, f <

′ e <′ g

pela De�nição 1.60 pois f, e, g 6∈ {f1, . . . , fn}, uma contradição. Se f ∈ {f1, . . . , fn},
então segue da De�nição 1.60 que b ≤ g para algum b ∈ f−

1 . Visto que b, g 6∈ {f1, . . . , fn},
b ≤′ g pela De�nição 1.60. Visto que b ∈ f−

1 e f−
1 ⊆ F \ E, obtemos que b 6= g e

portanto b <′ g. Segue da De�nição 1.60 que f <′ b, consequentemente f <′ b <′ g,
uma contradição.

Finalmente suponha que existe uma �echa de g ∈ G \ E a f ∈ µ{f1,...,fn}(F ) \ E no
diagrama de Hasse de µ{f1,...,fn}(S). Então g <

′ f . Se f 6∈ {f1, . . . , fn} então g < f pela
De�nição 1.60 e consequentemente g < e < f pois S = F

∐
{e}G. Portanto g <

′ e <′ f

pela De�nição 1.60 pois f, e, g 6∈ {f1, . . . , fn}, uma contradição. Se f ∈ {f1, . . . , fn}
então segue da De�nição 1.60 que g ≤ f−

1 < f . Consequentemente g < e < f−
1 pois

S = F
∐

{e}G e f−
1 ⊆ F \E. Portanto g <′ e <′ f pela De�nição 1.60, uma contradição.

Consequentemente a a�rmação segue.
As demonstrações dos itens (ii)-(iv) são similares.
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1.4.4 Produto �brado de álgebras

Lembremos a descrição dada em [29]. Sejam A = kQA/IA e B = kQB/IB duas álgebras
onde QA e QB são aljavas conexas e IA e IB são ideais admissíveis de kQA e kQB,
respectivamente. Seja QC uma subaljava convexa e plena de QA e QB tal que as
restrições de IA e IB a kQC coincidem, isto é IA

⋂
kQC = IB

⋂
kQC . Denote este

ideal por IC e de�na a álgebra C = kQC/IC . Assim C ∼= eCAeC ∼= eCBeC é um
quociente comum de A e B. Sejam fA : A � C e fB : B � C os epimor�smos
naturais dados, respectivamente, por a 7→ eCaeC e b 7→ eCbeC . Seja Q := QA

∐
QC

QB

a soma amalgamada das inclusões da subaljava QC em QA e QB. Neste caso, esta soma
amalgamada pode ser visto como uma união de QA e QB passando por QC . Seja I o
ideal de kQ gerado por IA e IB e os caminhos ligando (QA)0 \ (QC)0 e (QB)0 \ (QC)0.

Lema 1.70. ([29], Lema 1.2.1) Seja A
∏

C B o produto �brado de fA e fB. Então
A
∏

C B
∼= kQ/I.

De�nição 1.71. Seja A
∏

C B um produto �brado de álgebras. Dizemos que A
∏

C B
é um produto �brado simples se C é uma álgebra simples. No caso de (QA)0

⋂
(QB)0 =

(QC)0 = {c}, denotaremos este produto �brado simples por A
∏

{c}B.

A Proposição 1.72 é um dos passos chave na demonstração do Teorema 3.25.

Proposição 1.72. Sejam F e G subposets de um poset S tal que F
⋂
G = E = {e} e

seja Λ = kF
∏

kE kG = kS/I um produto �brado de álgebras de incidência de posets,
onde S = F

∐
E G.

1. Seja {f1, . . . , fn} um subconjunto de S em que a mutação negativa é de�nida e tal
que fi ∈ F \ E para 1 ≤ i ≤ n e f−

1 ⊆ F \ E. Então

Λ 'der kµ
−
{f1,...,fn}

(F )
∏

kE

kG;

2. Seja {f1, . . . , fn} um subconjunto de S em que a mutação positiva é de�nida e tal
que fi ∈ F \ E para 1 ≤ i ≤ n e f+

1 ⊆ F \ E. Então

Λ 'der kµ
+
{f1,...,fn}

(F )
∏

kE

kG;

3. Seja {g1, . . . , gn} um subconjunto de S em que a mutação negativa é de�nida e tal
que gi ∈ G \ E para 1 ≤ i ≤ n e g−1 ⊆ G \ E. Então

Λ 'der kF
∏

kE

kµ−
{g1,...,gn}

(G);

4. Seja {g1, . . . , gn} um subconjunto de S em que a mutação positiva é de�nida e tal
que gi ∈ G \ E para 1 ≤ i ≤ n e g+1 ⊆ G \ E. Então

Λ 'der kF
∏

kE

kµ+
{g1,...,gn}

(G).



39

Demonstração. (i) Seja f−
1 = {b, c}. De�nimos um complexo TΛ,−

f1,...,fn
de Λ-módulos

projetivos como em [32]. Para qualquer 1 ≤ i ≤ n considere a aplicação

ϕi : Pai → Pb

⊕
Pc,

onde ϕi = p(b, ai)⊕p(c, ai) é induzido pelos caminhos p(b, ai) e p(c, ai). Vamos considerar
o seguinte complexo de Λ-módulos projetivos:

Lfi : Pfi

ϕi // Pb

⊕
Pc ,

onde Pfi está no grau 1.
De�nimos um complexo TΛ,−

f1,...,fn
de Λ-módulos projetivos como segue:

TΛ,−
f1,...,fn

:=
⊕

x∈Q0

(TΛ,−
f1,...,fn

)x, (1.1)

onde

(TΛ,−
f1,...,fn

)x :=

{
Px se x ∈ Q0 \ {f1, . . . , fn},

Lx se x ∈ {f1, . . . , fn}.
(1.2)

É fácil provar que TΛ,−
f1,...,fn

é complexo tilting. Para provar a a�rmação, é su�ciente

mostrar que EndDb(Λ)(T
Λ,−
f1,...,fn

) ∼= kµΛ,−
{f1,...,fn}

(F )
∏

kE kG.
Seja

TF :=
⊕

x∈F

(TΛ,−
f1,...,fn

)x, TG :=
⊕

x∈G

(TΛ,−
f1,...,fn

)x e TE := (TΛ,−
f1,...,fn

)e.

Seja A := EndDb(Λ)(TF ), B := EndDb(Λ)(TG), C := EndDb(Λ)(TE) e D :=

EndDb(Λ)(T
Λ,−
f1,...,fn

).
Visto que b, c ∈ F e Λ = kF

∏
kE kG, temos queHomΛ(Px, Pg) = 0 eHomΛ(Pg, Px) =

0, para todo x ∈ {b, c} e g ∈ G. Portanto, HomDb(Λ)((T
Λ,−
f1,...,fn

)x, (TΛ,−
f1,...,fn

)g) = 0, para
todo x ∈ {b, c} e g ∈ G.

Visto que QC é uma subaljava convexa de aljavas QA e QB, QD = QA

∐
QC

QB

e ID é gerado por IA, IB e os caminhos ligando (QA)0 \ (QC)0 e (QB)0 \ (QC)0.
Consequentemente D ∼= A

∏
C B pelo Lema 1.70.

Pelo mesmo tipo de argumentos usados na demonstração da Proposição 1.69 obtemos
que EndDb(Λ)(TF ) ∼= EndDb(kF )(T

kF,−
f1,...,fn

) e portanto EndDb(Λ)(TF ) ∼= kµ−
{f1,...,fn}

(F )

pelo Teorema 1.61. Consequentemente a a�rmação segue pois EndDb(Λ)(TG)) ∼= kG e
EndDb(Λ)(TE) ∼= kE.

As demonstrações dos itens (ii)-(iv) são similares.
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Capítulo 2

COMPLEXOS TILTING E
ÁLGEBRAS DE ENDOMORFISMOS

Neste capítulo introduzimos para qualquer álgebra de Nakayama acíclica e um par
de vértices da sua aljava um complexo de módulos projetivos. Tal complexo pode ser
visto como uma generalização dos complexos construídos em [32] para álgebras seriais
truncadas e acíclicas. No Teorema 2.13 achamos condições necessárias e su�cientes para
tal complexo ser complexo tilting e no Teorema 2.23 obtemos condições necessárias e
su�cientes para sua álgebra de endomor�smos ser uma álgebra de incidência de um
poset, calculando a ordem parcial explicitamente. Nos casos de somas amalgamadas
e produtos �brados estudamos relação de álgebra de endomor�smos de tal complexo
tilting com álgebras de endomor�smos de complexos tilting de subálgebras envolvidas.
Aplicamos os últimos resultados para descrição das álgebras de endomor�smos de
complexos tilting construídos no caso geral.

2.1 Complexos Ta,b

O objetivo desta seção é introduzir um complexo de módulos projetivos para qualquer
álgebra de Nakayama acíclica e um par �xo de vértices da sua aljava e apresentar alguns
exemplos.

Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica, com

Q : 1 2 · · · n− 1 n.
α1 α2 αn−2 αn−1

Denotamos por w = p(c, d) o caminho começando em c e terminando em d, sendo
c, d ∈ Q0 um par de vértices de Q tal que 1 ≤ c ≤ d ≤ n. Se 1 ≤ c < d ≤ n, então
de�nimos as seguintes decomposições para o caminho w = p(c, d):

w = w−
1 w

−
2 · · ·w−

t = w+
s w

+
s−1 · · ·w

+
1 (2.1)

para alguns s, t ∈ N, onde w−
j , w

+
i 6∈ I e w−

j α, αw
+
i ∈ I para qualquer α ∈ Q1 e para

todo 1 ≤ i < t, 1 ≤ j < s.

Observação 2.1. É fácil ver que s = t em 2.1.

Exemplo 2.2. Seja Λ = kQ/I, onde
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Q : 1 2 3 4 5 6 7 8
α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

e
I = 〈α1α2α3, α3α4α5〉.

(i) O caminho w = p(1, 8) tem as seguintes decomposições:

� w = w−
1 w

−
2 w

−
3 , com w−

1 = α1α2 = p(1, 3), w−
2 = α3α4 = p(3, 5), w−

3 =
α5α6α7 = p(5, 8) e

� w = w+
3 w

+
2 w

+
1 , com w+

1 = α4α5α6α7 = p(4, 8), w+
2 = α2α3 = p(2, 4),

w+
3 = α1 = p(1, 2)

(ii) O caminho w = p(2, 7) tem as seguintes decomposições:

� w = w−
1 w

−
2 , com w−

1 = α2α3α4 = p(2, 5), w−
2 = α5α6 = p(5, 7) e

� w = w+
2 w

+
1 , com w+

1 = α4α5α6 = p(4, 7), w+
2 = α2α3 = p(2, 4).

Usando estas decomposições de�nimos os complexos C−
d,c e C+

d,c da seguinte forma:

C−
d,c : Pd

w−
t // Pt(w−

t−1)
// · · · // Pt(w−

1 )

w−
1 // Pc (Pc no grau 0) ,

C+
d,c : Pd

w+
1 // Ps(w+

1 )
// · · · // Ps(w+

s−1)

w+
s // Pc (Pd no grau 0) .

Exemplo 2.3. Seja Λ = kQ/I, onde

Q : 1 2 3 4 5 6 7 8
α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

e
I = 〈α1α2α3, α3α4α5〉.

Usando as decomposições do Exemplo 2.2, temos os seguintes complexos:

(i) C−
8,1 : P8

w−
3 // P5

w−
2 // P3

w−
1 // P1 (P1 no grau 0) ,

(ii) C+
8,1 : P8

w+
1 // P4

w+
2 // P2

w+
3 // P1 (P8 no grau 0) .

(iii) C−
7,2 : P7

w−
2 // P5

w−
1 // P2 (P2 no grau 0) ,

(iv) C+
7,2 : P7

w+
1 // P4

w+
2 // P2 (P7 no grau 0) .
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Em seguida, para qualquer par de vértices a, b ∈ Q0 tal que a ≤ b de�nimos um
complexo Ta,b da seguinte forma:

Ta,b = TΛ
a,b :=

⊕

c∈Q0

T c
a,b, (2.2)

onde

T c
a,b =





C+
a,c if c < a,

Φ0(Pc) if a ≤ c ≤ b,

C−
c,b if c > b.

(2.3)

Finalmente, de�nimos os seguintes complexos, que são casos particulares do
complexo TΛ

a,b:

(i) Ta = TΛ
a := Ta,a.

(ii) T− = TΛ
− := Ta,a se o vértice a é a fonte.

(iii) T+ = TΛ
+ := Ta,a se o vértice a é o poço.

(iv) Ta,+ = TΛ
a,+ := Ta,b, onde b é o poço.

(v) Tb,− = TΛ
b,− := Ta,b, onde a é a fonte.

Exemplo 2.4. Seja Λ = kQ/I, onde

Q : 1 2 3 4 5 6
α1 α2 α3 α4 α5

e
I = 〈α1α2α3, α4α5〉.

(i) Os somandos diretos do complexo T3,5 são os complexos

T 1
3,5 = C+

3,1 : P3 P1

T 2
3,5 = C+

3,2 : P3 P2

T 3
3,5 = Φ0(P3) : P3

T 4
3,5 = Φ0(P4) : P4

T 5
3,5 = Φ0(P5) : P5

T 6
3,5 = C−

6,5 : P6 P5.

α1α2

α2

α5

Assim, T3,5 = (P3 → P1)
⊕

(P3 → P2)
⊕

Φ0(P3)
⊕

Φ0(P4)
⊕

Φ0(P5)
⊕

(P6 →
P5)[1].
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(ii) Os somandos diretos do complexo T− = T1,1 são os complexos

T 1
1,1 = Φ0(P1) : P1

T 2
1,1 = C−

2,1 : P2 P1

T 3
1,1 = C−

3,1 : P3 P1

T 4
1,1 = C−

4,1 : P4 P3 P1

T 5
1,1 = C−

5,1 : P5 P3 P1

T 6
1,1 = C−

6,1 : P6 P5 P3 P1

α1

α1α2

α3 α1α2

α3α4 α1α2

α5 α3α4 α1α2

Assim, T− = T1,1 = Φ0(P1)
⊕

(P2 → P1)[1]
⊕

(P3 → P1)[1]
⊕

(P4 → P3 →
P1)[2]

⊕
(P5 → P3 → P1)[2]

⊕
(P6 → P5 → P3 → P1)[3].

(iii) Os somandos diretos do complexo T+ = T6,6 são os complexos

T 1
6,6 = C+

6,1 : P6 P5 P2 P1

T 2
6,6 = C+

6,2 : P6 P5 P2

T 3
6,6 = C+

6,3 : P6 P5 P3

T 4
6,6 = C+

6,4 : P6 P5 P4

T 5
6,6 = C+

6,5 : P6 P5

T 6
6,6 = Φ0(P6) : P6

α5 α2α3α4 α1

α5 α2α3α4

α5 α3α4

α5 α4

α5

Assim, T+ = T6,6 = (P6 → P5 → P2 → P1)
⊕

(P6 → P5 → P2)
⊕

(P6 → P5 →
P3)
⊕

(P6 → P5 → P4)
⊕

(P6 → P5)
⊕

Φ0(P6).

(iv) Os somandos diretos do complexo T4,− = T1,4 são os complexos
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T 1
1,4 = Φ0(P1) : P1

T 2
1,4 = Φ0(P2) : P2

T 3
1,4 = Φ0(P3) : P3

T 4
1,4 = Φ0(P4) : P4

T 5
1,4 = C−

5,4 : P5 P4

T 6
1,4 = C−

6,4 : P6 P5 P4

α4

α5 α4

Assim, T4,− = T1,4 = Φ0(P1)
⊕

Φ0(P2)
⊕

Φ0(P3)
⊕

Φ0(P4)
⊕

(P5 →
P4)[1]

⊕
(P6 → P5 → P4)[2].

(v) Os somandos diretos do complexo T4,+ = T4,6 são os complexos

T 1
4,6 = C+

4,1 : P4 P2 P1

T 2
4,6 = C+

4,2 : P4 P2

T 3
4,6 = C+

4,3 : P4 P3

T 4
4,6 = Φ0(P4) : P4

T 5
4,6 = Φ0(P5) : P5

T 6
4,6 = Φ0(P6) : P6

α2α3 α1

α2α3

α3

Assim, T4,+ = T4,6 = (P4 → P2 → P1)
⊕

(P4 → P2)
⊕

(P4 →
P3)
⊕

Φ0(P4)
⊕

Φ0(P5)
⊕

Φ0(P6).

(vi) Os somandos diretos do complexo T4 = T4,4 são os complexos

T 1
4,4 = C+

4,1 : P4 P2 P1

T 2
4,4 = C+

4,2 : P4 P2

T 3
4,4 = C+

4,3 : P4 P3

T 4
4,4 = Φ0(P4) : P4

T 5
4,4 = C−

5,4 : P5 P4

T 6
4,4 = C−

6,4 : P6 P5 P4

α2α3 α1

α2α3

α3

α4

α5 α4
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Assim,

T4 = T4,4 = (P4 → P2 → P1)
⊕

(P4 → P2)
⊕

(P4 → P3)
⊕

Φ0(P4)
⊕

(P5 →
P4)[1]

⊕
(P6 → P5 → P4)[2].

De�nição 2.5. Sejam a, b ∈ Q0 tais que a ≤ b. Chamamos o par de vértices (a, b) de
admissível se para quaisquer c, d ∈ Q0 tais que c < a ≤ b < d e p(c, d) ∈ I temos
p(c, b) ∈ I ou p(a, d) ∈ I. Dizemos que a ∈ Q0 é admissível se o par (a, a) é admissível.

Exemplo 2.6. Seja Λ = kQ/I, onde

Q : 1 2 3 4
α1 α2 α3

e
I = 〈α1α2α3〉.

Os pares (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (4, 4), (3, 4), (2, 4) são admissíveis e os pares
(2, 2), (2, 3), (3, 3) não são admissíveis.

Lema 2.7. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica, com

Q : 1 2 · · · n− 1 n.
α1 α2 αn−2 αn−1

Os pares (1, b) e (a, n) são admissíveis para quaisquer vértices a, b ∈ Q0.

Demonstração. Note que não existe c < 1 tal que c ∈ Q0. Logo, (1, b) é admissível por
vacuidade, para qualquer b ∈ Q0. De modo análogo, como não existe d > n tal que
d ∈ Q0, o par (a, n) é admissível para qualquer a ∈ Q0.

2.2 Complexos tilting

O objetivo desta seção é achar condições necessárias e su�cientes para o complexo TΛ
a,b

ser complexo tilting (veja Teorema 2.13).
Iniciamos �xando notações. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica

e (a, b) um par de vértices admissíveis de Q. Seja x (respectivamente y) a fonte
(respectivamente poço) e seja u = p(x, a) e v = p(b, y). Denotamos u+0 := ea e v−0 := eb.
Então os caminhos u e v tem as seguintes decomposições (veja 2.1 para de�nição):

u =

{
u+n+

u+n+−1 · · · u
+
1 se x 6= a,

u+0 se x = a,
v =

{
v−1 v

−
2 · · · v−n−

se y 6= b,

v−0 se y = b.
(2.4)

para algum n−, n+ ∈ N.
Denotamos por s−i := t(v−i ) para 0 ≤ i ≤ n− e s+i := s(u+i ) para 0 ≤ i ≤ n+ e

de�nimos os conjuntos

S− := {s−i | 0 ≤ i ≤ n−}, S
+ := {s+i | 0 ≤ i ≤ n+} e S := S−

⋃
S+.
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Para 1 ≤ i ≤ n−, seja

M−
i := {c ∈ Q0 | s

−
i−1 < c ≤ s−i }, L

−
i := M−

i \ {s−i }

e para 1 ≤ i ≤ n+,

M+
i := {c ∈ Q0 | s

+
i ≤ c < s+i−1}, L

+
i := M+

i \ {s+i }.

Denotamos
M− :=

⋃

1≤i≤n−

M−
i , M

+ :=
⋃

1≤i≤n+

M+
i e

M0 := {c ∈ Q0 | a ≤ c ≤ b}.

Para n− ≤ i ≤ n+, i 6= 0, colocamos:

Mi :=

{
M+

i se i > 0,

M−
−i se i < 0.

(2.5)

Exemplo 2.8. Seja Λ = kQ/I, onde

Q : 1 2 3 4 5 6 7 8
α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

e
I = 〈α1α2α3, α3α4α5〉.

O vértice 1 ∈ Q0 é admissível e os caminhos u = p(1, 1) e v = p(1, 8) tem a seguinte
decomposição u = u+0 e v = v−1 v

−
2 v

−
3 , com v−1 = α1α2, v

−
2 = α3α4, v

−
3 = α5α6α7. Note

que n+ = 0 e n− = 3, então s−0 = t(v−0 ) = 1, s−1 = t(v−1 ) = 3, s−2 = t(v−2 ) = 5,
s−3 = t(v−3 ) = 8, s+0 = s(u+0 ) = 1 e S− = {1, 3, 5, 8}, S+ = {1}. Seguem os conjuntos:

M−1 = M−
1 = {2, 3}, M−2 = M−

2 = {4, 5}, M−3 = M−
3 = {6, 7, 8}, M− =

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, M0 = {1}, M+ = ∅, L−
1 = {2}, L−

2 = {4}, L−
3 = {6, 7}.

Reuniremos a seguir alguns lemas básicos que serão úteis para demonstração do
Teorema 2.13 e Teorema 2.16.

Lema 2.9. Seja c ∈ Mi e d ∈ Mj para alguns i, j ∈ Z.

(i) Se i > j então HomΛ(Pc, Pd) = 0.

(ii) Se i ≥ 0 e j − i > 1 então HomΛ(Pc, Pd) = 0.

(iii) Se j ≤ 0 e j − i > 1 então HomΛ(Pc, Pd) = 0.

(iv) Se i < 0, j > 0 e (i, j) 6= (−1, 1) então HomΛ(Pc, Pd) = 0.

(v) Se i = j 6= 0 então HomΛ(Pc, Pd) 6= 0 se e só se d ≤ c.

(vi) Se i = j = 0 então HomΛ(Pc, Pd) 6= 0 se e só se d ≤ c e p(d, c) 6∈ I.

Demonstração. Visto que HomΛ(Pc, Pd) ' edΛec, o lema é consequência direta das
de�nições dos conjuntos Mi, i ∈ Z.



47

Lema 2.10. Seja Ta,b um complexo de�nido como acima e seja Pc alguns somandos
diretos indecomponíveis de (Ta,b)

i para algum i ∈ Z. Então c ∈ Mi.

Demonstração. O lema é consequência direta da de�nição do complexo Ta,b.

Seja ϕ = (ϕi)i∈Z um mor�smo em Cb(proj -Λ). Para qualquer j ∈ Z denotamos

ϕ(j) := (ϕi
(j))i∈Z, onde ϕi

(j) :=

{
ϕi se i = j,

0 caso contrário.
(2.6)

Lema 2.11. Sejam a, b, c, d ∈ Q0, a ≤ b e ϕ = (ϕi)i∈Z ∈ HomCb(proj -Λ)(T c
a,b, T

d
a,b[1]).

Se c, d ∈ M0

⋃
M+ ou c, d ∈ M−

⋃
M0 então ϕ(j) ∈ HomCb(proj -Λ)(T c

a,b, T
d
a,b[1]) para

qualquer j ∈ Z e ϕ =
⊕

j∈Z ϕ(j).

Demonstração. A a�rmação segue do Lema 2.9.(ii),(iii).

Para qualquer c ∈ M−
i , 1 ≤ i ≤ n− e qualquer 0 ≤ j ≤ i, de�nimos

γj(c) :=

{
c se i = j,

s−j caso contrário
(2.7)

e para qualquer c ∈ M+
i , 1 ≤ i ≤ n+ e qualquer 0 ≤ j ≤ i, de�nimos

γj(c) :=

{
c se j = i,

s+j caso contrário.
(2.8)

Para qualquer complexo T ∈ Cb(proj -Λ) de�nimos suppT := {i ∈ Z | T i 6= 0}.

Observação 2.12. 1. Se c ∈ Mi e i ≥ 0 então supp(T c
a,b) = {j ∈ Z | 0 ≤ j ≤ i}.

2. Se c ∈ Mi e i ≤ 0 então supp(T c
a,b) = {j ∈ Z | i ≤ j ≤ 0}.

O próximo Teorema fornece condições necessárias e su�cientes para o complexo Ta,b
ser complexo tilting.

Teorema 2.13. (i) O complexo Ta,b é tilting se, e somente se, o par de vértices (a, b)
é admissível.

(ii) O complexo Ta é tilting se, e somente se, a é admissível.

(iii) Os complexos T−, T+, Ta,−, Ta,+ são tilting, para todo a ∈ Q0.

Demonstração. (i) (⇒): Suponhamos que existam c, d ∈ Q0 tais que c < a ≤ b < d,
p(c, d) ∈ I, p(c, b) 6∈ I e p(a, d) 6∈ I. Sem perda de generalidade podemos assumir que
c ∈ M+

1 e d ∈ M−
1 . Visto que p(c, d) ∈ I, p(c, b) 6∈ I e p(a, d) 6∈ I, temos os seguintes

mor�smos ϕ1, ϕ2 ∈ HomCb(proj -Λ)(T d
a,b, T

c
a,b[1]):

T d
a,b :

ϕ1

��

Pd
//

p(a,d)

��

Pb

0

��

T d
a,b :

ϕ2

��

Pd
//

0

��

Pb

p(c,b)

��
T c
a,b[1] : Pa

// Pc T c
a,b[1] : Pa

// Pc

.

Então dimk HomCb(proj -Λ)(T d
a,b, T

c
a,b[1]) = 2 e portanto HomKb(proj -Λ)(T d

a,b, T
c
a,b[1]) 6= 0

pois dimk HomΛ(Pb, Pa) = 1. Consequentemente, Ta,b não é um complexo tilting.
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(⇐):
1. Primeiro vamos provar que HomDb(mod -Λ)(Ta,b, Ta,b[i]) = 0 para i 6= 0. Para isso é

su�ciente provar que HomDb(mod -Λ)(T c
a,b, T

d
a,b[i]) = 0 para i 6= 0 e todo c, d ∈ Q0.

Seja ϕ = (ϕj)j∈Z ∈ HomCb(proj -Λ)(T c
a,b, T

d
a,b[i]) para alguns c, d ∈ Q0 e algum i 6= 0. Se

supp(T c
a,b)
⋂

supp(T d
a,b[i]) = ∅ então ϕ = 0. Suponhamos que supp(T c

a,b)
⋂

supp(T d
a,b[i]) 6=

∅ e seja k ∈ supp(T c
a,b)
⋂

supp(T d
a,b[i]). Pela de�nição de T c

a,b e T
d
a,b temos (T c

a,b)
k = Pf e

(T d
a,b[i])

k = Pg, para algum f, g ∈ Q0. Pelo Lema 2.11 f ∈ Mk e g ∈ Mk+i.
Se i < 0 então k > k + i e segue do Lema 2.9.(i) que ϕk = 0 e consequentemente

ϕj = 0 para todo j ∈ Z e a a�rmação segue.
Se i > 1 e (k, k + i) 6= (−1, 1) então segue do Lema 2.9.(ii)-(iv) que ϕk = 0 e

consequentemente ϕj = 0 para todo j ∈ Z e a a�rmação segue.
Suponha que (k, k+ i) = (−1, 1). Então k = −1 e i = 2. Visto que (j + 2)− j > 1 e

(j, j + 2) 6= (−1, 1) para qualquer j 6= −1, segue do Lema 2.9.(ii)-(iv) que ϕj = 0 para
todo j 6= −1. Suponha que ϕ−1 6= 0. Podemos assumir sem perda de generalidade que
ϕ−1 = p(γ1(d), γ1(c)). Então p(γ1(d), γ1(c)) 6∈ I e ϕ é homotópico a zero pela homotopia
s = (sj)j∈Z : T c

a,b → (T d
a,b[1])[1], onde s

−1 := p(γ1(d), b) e sj = 0 para todo j 6= −1.
Consequentemente HomDb(mod -Λ)(T c

a,b, T
d
a,b[i]) = 0 neste caso.

Finalmente, suponha que i = 1. Consideraremos vários casos.
Caso 1: c ∈ Mt, t > 0. Então k ≥ 0. Visto que supp(T c

a,b) = {j ∈ Z | 0 ≤ j ≤ t}

e supp(T c
a,b)
⋂

supp(T d
a,b[1]) 6= ∅, temos d ∈ M+. Segue do Lema 2.11 que ϕ =⊕

j∈Z ϕ(j) neste caso e consequentemente podemos assumir sem perda de generalidade
que ϕ = ϕ(k), isto é ϕj = 0 para todo j 6= k. Podemos assumir sem perda de
generalidade que ϕk = p(γk+1(d), γk(c)). Então ϕ ié homotópico a zero pela homotopia
s = (sj)j∈Z : T c

a,b → (T d
a,b[1])[1], onde s

j := (−1)k−jp(γj(d), γj(c)) para todo 0 ≤ j ≤ k e
sj = 0 caso contrário. Consequentemente HomDb(mod -Λ)(T c

a,b, T
d
a,b[1]) = 0 neste caso.

Caso 2: c ∈ M0. Visto que supp(T c
a,b) = {0} e supp(T c

a,b)
⋂

supp(T d
a,b[1]) 6= ∅, temos

d ∈ M+ e k = 0. Podemos assumir sem perda de generalidade que ϕ0 = p(γ1(d), c).
Então ϕ é homotópico a zero pela homotopia s = (sj)j∈Z : T c

a,b → (T d
a,b[1])[1], onde

s0 := p(a, c) e sj = 0 para todo j 6= 0. Consequentemente HomDb(mod -Λ)(T c
a,b, T

d
a,b[1]) = 0

neste caso.
Caso 3: c ∈ Mt, t < 0. Então k < 0.
Suponha primeiro que d ∈ M−. Segue do Lema 2.11 que ϕ =

⊕
j∈Z ϕ(j) neste

caso e consequentemente podemos assumir sem perda de generalidade que ϕ = ϕ(k),
isto é, ϕj = 0 para todo j 6= k. Podemos assumir sem perda de generalidade que
ϕk = p(γ|k|−1(d), γ|k|(c)). Então ϕ é homotópico a zero pela homotopia s = (sj)j∈Z :
T c
a,b → (T d

a,b[1])[1], onde s
j := (−1)k−j−1p(γj(d), γj(c)) para todo k + 1 ≤ j ≤ 0 e sj = 0

caso contrário. Consequentemente HomDb(mod -Λ)(T c
a,b, T

d
a,b[1]) = 0 neste caso.

Em seguida suponha que d ∈ M0. Visto que supp(T d
a,b[1]) = {−1} e

supp(T c
a,b)
⋂

supp(T d
a,b[1]) 6= ∅, temos k = −1. Podemos assumir sem perda de

generalidade que ϕ−1 = p(d, γ1(c)). Então ϕ é homotópico a zero pela homotopia
s = (sj)j∈Z : T c

a,b → (T d
a,b[1])[1], onde s0 := p(d, b) e sj = 0 para todo j 6= 0.

Consequentemente HomDb(mod -Λ)(T c
a,b, T

d
a,b[1]) = 0 neste caso.

Suponha �nalmente que d ∈ M+. Então ϕj = 0 para todo j 6= −1, 0. Se
p(γ1(d), γ1(c)) 6∈ I então podemos assumir sem perda de generalidade que ϕ0 =
p(γ1(d), b) e portanto ϕ é homotótico a zero pela homotopia s = (sj)j∈Z : T c

a,b →

(T d
a,b[1])[1], onde s0 := p(a, b) e sj = 0 para todo j 6= 0. Consequentemente

HomDb(mod -Λ)(T c
a,b, T

d
a,b[1]) = 0 neste caso. Suponha que p(γ1(d), γ1(c)) ∈ I. Então
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p(γ1(d), b) ∈ I ou p(a, γ1(c)) ∈ I. Então podemos assumir sem perda de generalidade
que no primeiro caso ϕ0 = p(a, γ1(c)) e no segundo caso ϕ0 = p(γ1(d), b). Em ambos
os casos ϕ é homotopico a zero pela homotopia s = (sj)j∈Z : T c

a,b → (T d
a,b[1])[1], onde

s0 := p(a, b) e sj = 0 para todo j 6= 0. Consequentemente HomDb(mod -Λ)(T c
a,b, T

d
a,b[1]) = 0

neste caso.
2. Finalmente, provamos que add(Ta,b) gera K−,b(proj -A) como uma categoria

triangulada.
Se c < a então temos a seguinte sequência exata em Cb(A):

0 → T z
a,b → T c

a,b → Pc[−k] → 0, (2.9)

onde

z :=

{
s+k if c ∈ L+

k ,

s+k−1 if c = s+k .
(2.10)

Portanto temos o triângulo distinguido

T z
a,b → T c

a,b → Pc[−k] → T z
a,b[1], (2.11)

e consequentemente Pc ∈ add(T ).
Se c > b então temos a seguinte sequência exata em Cb(A):

0 → Pc[k] → T c
a,b → T z

a,b → 0, (2.12)

onde

z :=

{
s−k se c ∈ L−

k ,

s−k−1 se c = s−k .
(2.13)

Portanto temos o triângulo distinguido

Pc[k] → T c
a,b → T z

a,b → Pc[k + 1], (2.14)

e consequentemente Pc ∈ add(Ta,b).
Se a ≤ c ≤ b, então T c

a,b = Pc ∈ add(Ta,b). Portanto Pc ∈ add(Ta,b) para todo c ∈ Q0

e consequentemente add(Ta,b) gera Kb(proj -A) como uma categoria triangulada.
(ii) Visto que, por de�nição, Ta = Ta,a, a a�rmação segue do item (i).
(iii) Por de�nição, T− = Ta,a (resp., T+ = TΛ

+ := Ta,a) se o vértice a é a fonte (resp.,
poço). Portanto o par (a, a) é admissível por de�nição.

Por de�nição, Ta,+ = Ta,b, onde b é o poço e Tb,− = TΛ
b,− := Ta,b, onde a é a fonte.

Em ambos os casos, o par (a, b) é admissível pela de�nição.

2.3 Álgebras de endomor�smos

O objetivo desta seção é achar condições necessárias e su�cientes para álgebra de
endomor�smos de complexo tilting TΛ

a,b ser uma álgebra de incidência de um poset (veja
Teorema 2.23). Calculamos neste caso a ordem parcial correspondente explicitamente
(veja De�nição 2.14).

De�nição 2.14. Relações em Q0 ×Q0.
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1. R0
a,b := {(c, c) ∈ Q0 ×Q0 | c ∈ Q0}.

2. R1
a,b := {(c, d) ∈ Q0 ×Q0 | c < d, c, d ∈ M−

k ou c, d ∈ M+
k para algum k}.

3. R2,+
a,b := {(c, d) ∈ Q0 ×Q0 | c > d, c ∈ S+},

R2,−
a,b := {(c, d) ∈ Q0 ×Q0 | c > d, d ∈ S−},

R2
a,b := R2,−

a,b

⋃
R2,+

a,b .

4. R3,+
a,b := {(c, d) ∈ Q0 ×Q0 | d ∈ L+

k , c ∈ M+
l , 1 ≤ k < l ≤ n+, p(γk+1(c), d) ∈ I},

R3,−
a,b := {(c, d) ∈ Q0 ×Q0 | d ∈ M−

l , c ∈ L−
k , 1 ≤ k < l ≤ n−, p(c, γk+1(d)) ∈ I},

R3
a,b := R3,−

a,b

⋃
R3,+

a,b .

5. R4,−
a,b := {(c, d) ∈ Q0 × Q0 | d ∈ M−

i , 1 ≤ i ≤ n−, a ≤ c < b, p(c, b) /∈
I, p(c, γ1(d)) ∈ I},

R4,+
a,b := {(c, d) ∈ Q0 × Q0 | c ∈ M+

i , 1 ≤ i ≤ n+, a < d ≤ b, p(a, d) /∈
I, p(γ1(c), d) ∈ I},

R4,−,+
a,b := {(c, d) ∈ Q0 × Q0 | d ∈ M−

i , 1 ≤ i ≤ n−, c ∈ M+
j , 1 ≤ j ≤ n+, p(a, b) /∈

I, p(a, γ1(d)), p(γ1(c), b) ∈ I},

R4,+,−
a,b := {(c, d) ∈ Q0 × Q0 | d ∈ M−

i , 1 ≤ i ≤ n−, c ∈ M+
j , 1 ≤ j ≤ n+} se

b = a e

R4,+,−
a,b := ∅ se b 6= a,

R4
a,b := R4,−

a,b

⋃
R4,+

a,b

⋃
R4,−,+

a,b

⋃
R4,+,−

a,b .

6. R5
a,b := {(c, d) ∈ Q0 ×Q0 | a ≤ c < d ≤ b, p(c, d) /∈ I}.

7. Ra,b :=
⋃

0≤i≤5R
i
a,b.

O próximo lema básico será útil para demonstração do Teorema 2.16.

Lema 2.15. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica e seja a, b ∈ Q0, a ≤ b.
Então HomDb(Λ)(T

d
a,b, T

c
a,b) ' HomCb(proj -Λ)(T d

a,b, T
c
a,b) para todo c, d ∈ Q0.
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Demonstração. A a�rmação segue do Lema 2.9(i).

O próximo Teorema fornece uma relação entre álgebra de endomor�smos do
complexo tilting Ta,b e ordem Ra,b . Este resultado vai ser importante para demonstração
do Teorema 2.18, que é um dos resultado principais dessa seção.

Teorema 2.16. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica e seja a, b ∈ Q0, a ≤
b. Então para todo c, d ∈ Q0, (c, d) ∈ Ra,b se, e somente se, HomDb(Λ)(T

d
a,b, T

c
a,b) 6= 0.

Neste caso HomDb(Λ)(T
d
a,b, T

c
a,b) ' HomΛ(Pγ0(d), Pγ0(c)).

Demonstração. (⇒):
Para cada elemento (c, d) in Ra,b de�nimos um mor�smo ϕd,c ∈ HomDb(Λ)(T

d
a,b, T

c
a,b).

Para (c, c) ∈ R0
a,b denotamos ϕc,c := 1T c

a,b
.

Para (c, d) ∈ R1,+
a,b , c, d ∈ M+

k para algum 1 ≤ k ≤ n+ denotamos por ϕd,c os
seguintes mor�smos entre T d

a,b e T
c
a,b:

T d
a,b :

ϕd,c

��

Pa
//

1

��

Ps+1

1

��

// · · · // Ps+
k−1

//

1

��

Pd

p(c,d)

��
T c
a,b : Pa

// Ps+1
// · · · // Ps+

k−1

// Pc

Para (c, d) ∈ R1,−
a,b , c, d ∈ M−

k para algum 1 ≤ k < n− denotamos por ϕd,c os seguintes
mor�smos entre T d

a,b e T
c
a,b:

T d
a,b :

ϕd,c

��

Pd
//

p(c,d)

��

Ps−
k−1

1

��

// · · · // Ps−1
//

1

��

Pb

1

��
T c
a,b : Pc

// Ps−
k−1

// · · · // Ps−1
// Pb

Para (c, d) ∈ R2,+
a,b , 1 ≤ k < n+, denotamos por ϕd,c os seguintes mor�smos entre

T d
a,b e T

c
a,b:

T d
a,b :

ϕd,c

��

Pa
//

1

��

Ps+1

1

��

// · · · // Ps+
k

//

1

��

Ps+
k+1

// · · · // Pd

T c
a,b : Pa

// Ps+1
// · · · // Ps+

k

Para (c, d) ∈ R2,−
a,b , 1 < k ≤ n−, denotamos por ϕd,c os seguintes mor�smos entre

T d
a,b e T

c
a,b:

T d
a,b :

ϕd,c

��

Ps−
k

//

1

��

· · · // Ps−1
//

1

��

Pb

1

��
T c
a,b : Pc

// · · · // Ps−
k−1

// Ps−
k

// · · · // Ps−1
// Pb
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Para (c, d) ∈ R3,+
a,b e 1 < k < l ≤ n+ denotamos por ϕd,c o seguinte mor�smo entre

T d
a,b e T

c
a,b:

T d
a,b :

ϕd,c

��

Pa
//

1

��

Ps+1
//

1

��

· · · // Ps+
k−1

//

1

��

Pd

p(s+
k
,d)

��
T c
a,b : Pa

// Ps+1
// · · · // Ps+

k−1

// Ps+
k

// Ps+
k+1

// · · · // Pc

Para (c, d) ∈ R3,−
a,b e 1 ≤ l < k < n− denotamos por ϕd,c o seguinte mor�smo entre

T d
a,b e T

c
a,b:

T d
a,b :

ϕd,c

��

Pd
// · · · // Ps−

k+1

// Ps−
k

//

p(c,s−
k
)

��

Ps−
k−1

//

1

��

· · · // Ps−1
//

1

��

Pb

1

��
T c
a,b : Pc

// Ps−
k−1

// · · · // Ps−1
// Pb

Para (c, d) ∈ R4,+
Ω denotamos por ϕd,c o seguinte mor�smo entre T d

a,b e T
c
a,b:

T d
a,b :

ϕd,c

��

Pd

p(a,d)

��
T c
a,b : Pa

// · · · // Pc

Para (c, d) ∈ R4,−
a,b denotamos por ϕd,c o seguinte mor�smo entre T d

a,b e T
c
a,b:

T d
a,b :

ϕd,c

��

Pd
// · · · // Pb

p(c,b)

��
T c
a,b : Pc

Para (c, d) ∈ R4,−,+
a,b denotamos por ϕd,c o seguinte mor�smo entre T d

a,b e T
c
a,b:

T d
a,b :

ϕd,c

��

Pd
// · · · // Pb

p(a,b)

��
T c
a,b : Pa

// · · · // Pc

Para (c, d) ∈ R4,+,−
a,b denotamos por ϕd,c os seguinte mor�smo entre T d

a,a e T c
a,a:

T d
a,a :

ϕd,c

��

Pa
//

1

��

· · · // Pd

T c
a,a : Pc

// · · · // Pa

Para (c, d) ∈ R5
a,b denotamos ϕd,c := p(c, d) : Pd → Pc. Segue do Lema 2.15 que

ϕd,c 6= 0 como um mor�smo em Db(Λ) para todo (c, d) ∈ Ra,b.
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(⇐):
Seja 0 6= ϕ = (ϕi)i∈Z ∈ HomKb(proj -Λ)(T d

a,b, T
c
a,b). Podemos assumir que ϕ ∈

HomCb(proj -Λ)(T d
a,b, T

c
a,b) e ϕ 6= 0 por causa do Lema 2.16.

Vamos considerar vários casos.
Caso 1: c, d ∈ M+. Primeiro, suponha que c, d ∈ M+

k para algum 1 ≤ k ≤ n+. Então
ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pa
//

ϕ0

��

Ps+1

ϕ1

��

// · · · // Ps+
k−1

//

ϕk−1

��

Pd

ϕk

��
T c
a,b : Pa

// Ps+1
// · · · // Ps+

k−1

// Pc

Segue da comutatividade do diagrama que ϕk = 0 então ϕ = 0. Portanto ϕk 6= 0 e
obtemos que c ≤ d pelo Lema 2.9.(i). Consequentemente (c, d) ∈ R1

a,b.
Em seguida, suponha que c ∈ M+

k , d ∈ M+
l e l > k. Então ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pa
//

ϕ0

��

Ps+1

ϕ1

��

// · · · // Ps+
k

//

ϕk

��

· · · // Pd

T c
a,b : Pa

// Ps+1
// · · · // Pc

Segue da comutatividade do diagrama que ϕk = 0 então ϕ = 0. Portanto ϕk 6= 0 e
obtemos que c = s+k pelo Lema 2.9.(i). Consequentemente (c, d) ∈ R2,+

a,b .
Finalmente, suponha que d ∈ M+

k , c ∈ M+
l e l > k. Então ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕd,c

��

Pa
//

ϕ0

��

Ps+1
//

ϕ1

��

· · · // Ps+
k−1

//

ϕk−1

��

Pd

ϕk

��
T c
a,b : Pa

// Ps+1
// · · · // Ps+

k−1

// Ps+
k

// · · · // Pc

Segue da comutatividade do diagrama que dkT c
a,b
ϕk = 0 e se ϕk = 0 então ϕ = 0. Portanto

ϕk 6= 0 e obtemos que p(γk+1(c), d) ∈ I. Consequentemente (c, d) ∈ R3,+
a,b .

Caso 2: c, d ∈ M−. Primeiro, suponha que c, d ∈ M−
k para algum 1 ≤ k ≤ n−. Então

ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pd
//

ϕ−k

��

Ps−
k−1

ϕ−k+1

��

// · · · // Ps−1
//

ϕ−1

��

Pb

ϕ0

��
T c
a,b : Pc

// Ps−
k−1

// · · · // Ps−1
// Pb

Segue da comutatividade do diagrama que ϕk = 0 então ϕ = 0. Portanto ϕk 6= 0 e
obtemos que c ≤ d pelo Lema 2.9.(i). Consequentemente (c, d) ∈ R1

a,b.
Em seguida, suponha que c ∈ M−

l , d ∈ M−
k e l > k.
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Então ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pd
//

ϕ−k

��

· · · // Ps−1
//

ϕ−1

��

Pb

ϕ0

��
T c
a,b : Pc

// · · · // Ps−
k

// · · · // Ps−1
// Pb

Segue da comutatividade do diagrama que ϕk = 0 então ϕ = 0. Portanto ϕk 6= 0 e
obtemos que d = s−k pelo Lema 2.9.(i). Consequentemente (c, d) ∈ R2,−

a,b .
Finalmente, suponha que d ∈ M−

l , c ∈ M−
k e l > k. Então ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pd
// · · · // Ps−

k

//

ϕ−k

��

Ps−
k−1

//

ϕ−k+1

��

· · · // Ps−1
//

ϕ−1

��

Pb

ϕ0

��
T c
a,b : Pc

// Ps−
k−1

// · · · // Ps−1
// Pb

Segue da comutatividade do diagrama que ϕkdk−1
T c
a,b

e se ϕk = 0 então ϕ = 0. Portanto

ϕk 6= 0 e obtemos que p(c, γk+1(d)) ∈ I. Consequentemente (c, d) ∈ R3,−
a,b .

Caso 3: c, d ∈ M0. Neste caso T d
a,b = Pd and T c

a,b = Pc pela de�nição. Portanto
HomDb(Λ)(T

d
a,b, T

c
a,b) ' HomΛ(Pd, Pc) 6= 0 se, e somente se, d ≤ c e p(d, c) 6∈ I pelo

Lema 2.9.(iii). Consequentemente a a�rmação segue.
Caso 4: c ∈ M+, d ∈ M0. Então ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pd

ϕ0

��
T c
a,b : Pa

// · · · // Pc

Neste caso ϕ0 6= 0 pois ϕ 6= 0 e portanto p(a, d) 6∈ I. Segue da comutatividade do
diagrama que d0T c

a,b
ϕ0 = 0 e portanto p(γ1(c), d) ∈ I. Consequentemente (c, d) ∈ R4,+

a,b .

Caso 5: c ∈ M0, d ∈ M+. Então ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pa
//

ϕ0

��

· · · // Pd

T c
a,b : Pc

Neste caso ϕ0 6= 0 pois ϕ 6= 0 e portanto c = a pelo Lema 2.9.(iv). Consequentemente
(c, d) ∈ R2,+

a,b .
Caso 6: c ∈ M0, d ∈ M−. Então ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pd
// · · · // Pb

ϕ0

��
T c
a,b : Pc
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Neste caso ϕ0 6= 0 pois ϕ 6= 0 e portanto p(c, b) 6∈ I. Segue da comutatividade do
diagrama que ϕ0d0

T d
a,b

= 0 e portanto p(c, γ1(d)) ∈ I. Consequentemente (c, d) ∈ R4,−
a,b .

Caso 7: c ∈ M−, d ∈ M0. Então ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pd

ϕ0

��
T c
a,b : Pc

// · · · // Pb

Neste caso ϕ0 6= 0 pois ϕ 6= 0 e portanto d = b pelo Lema 2.9.(iv). Consequentemente
(c, d) ∈ R2,−

a,b .
Caso 8: c ∈ M+, d ∈ M−. Então ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pd
// · · · // Pb

ϕ0

��
T c
a,b : Pa

// · · · // Pc

Neste caso ϕ0 6= 0 pois ϕ 6= 0 e portanto p(a, b) 6∈ I. Segue da comutatividade do
diagrama que ϕ0d0

T d
a,b

= 0 e d0T c
a,b
ϕ0 = 0, portanto p(a, γ1(d)) ∈ I e p(γ1(c), b)) ∈ I.

Consequentemente (c, d) ∈ R4,−,+
a,b .

Caso 9: c ∈ M−, d ∈ M+. Então ϕ é dado por:

T d
a,b :

ϕ

��

Pa
//

ϕ0

��

· · · // Pd

T c
a,b : Pc

// · · · // Pb

Neste caso ϕ0 6= 0 pois ϕ 6= 0 e portanto b = a pelo Lema 2.9.(iv). Consequentemente
(c, d) ∈ R4,+,−

a,b .

De�nição 2.17. Para cada elemento (c, d) em Ra,b denotamos por ϕd,c um único
mor�smo ϕ = (ϕi)i∈Z ∈ HomDb(Λ)(T

d
a,b, T

c
a,b) tal que ϕ

0 = p(γ0(d), γ0(c)).

O próximo Teorema fornece condições necessárias e su�cientes para relação Ra,b ser
uma relação de um ordem parcial.

Teorema 2.18. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica e (a, b) ∈ Q0 ×Q0

um par de vértices admissíveis. Então Ra,b é uma relação de ordem parcial em Q0 se, e
somente se, p(a, b) 6∈ I.

Demonstração. (⇒)
Suponha que p(a, b) ∈ I. Então p(a, b) = α1α2 · · ·αn para algum αi ∈ Q1 e algum

n > 1. Então segue da De�nição 2.14.(vi) que (s(αi), t(αi)) ∈ Ra,b para 1 ≤ i ≤ n e
(a, b) 6∈ Ra,b. Portanto Ra,b não é uma relação de ordem parcial.

(⇐)
Re�exividade. Visto que R0

a,b ⊆ Ra,b, temos (c, c) ∈ Ra,b, para todo c ∈ Q0.
Anti-simetria. Suponha que (c, d), (d, c) ∈ Ra,b. Então existem mor�smos ϕd,c ∈

HomDb(Λ)(T
d
a,b, T

c
a,b) e ϕc,d ∈ HomDb(Λ)(T

c
a,b, T

d
a,b). Então existem mor�smos ϕ :=
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ϕd,cϕc,d ∈ HomDb(Λ)(T
c
a,b, T

c
a,b) e ψ := ϕc,dϕd,c ∈ HomDb(Λ)(T

d
a,b, T

d
a,b). Visto que

ϕ0 = ϕ0
d,cϕ

0
c,d = p(γ0(c), γ0(d))p(γ0(d), γ0(c)) = p(γ0(c), γ0(c)), temos que ϕ = ϕc,c.

Similarmente, ψ = ϕd,d. Portanto, T d
a,b

∼= T c
a,b e consequentemente d = c.

Transitividade. Suponha que (c, d), (d, f) ∈ Ra,b. Então existem mor�smos
ϕd,c ∈ HomDb(Λ)(T

d
a,b, T

c
a,b) e ϕf,d ∈ HomDb(Λ)(T

f
a,b, T

d
a,b). Então existem

mor�smos ϕ := ϕd,cϕf,d ∈ HomDb(Λ)(T
f
a,b, T

c
a,b). Visto que ϕ0 = ϕ0

d,cϕ
0
f,d =

p(γ0(c), γ0(d))p(γ0(d), γ0(f)) = p(γ0(c), γ0(f)), temos que ϕ = ϕc,f . Consequentemente
(c, f) ∈ Ra,b pelo Teorema 2.16.

De�nição 2.19. 1. SΛ
a,b := (Q0,≤a,b), onde c ≤a,b d se, e somente se, (c, d) ∈ Ra,b.

2. SΛ
a := SΛ

a,a.

3. SΛ
− := SΛ

a,a se o vértice a é a fonte.

4. SΛ
+ := SΛ

a,a se o vértice a é o poço.

5. SΛ
a,+ := SΛ

a,b, onde b é o poço.

6. SΛ
b,− := SΛ

a,b, onde a é a fonte.

Exemplo 2.20. Seja Λ = kQ/I, onde

Q : 1
α1 // 2

α2 // 3
α3 // 4

α4 // 5
α5 // 6

α6 // 7
α7 // 8 e I = 〈α1α2α3, α3α4α5〉.

Vamos calcular o poset SΛ
−. Pelo Exemplo 2.8 temos S− = {1, 3, 5, 8}, M−

1 = {2, 3},
M−

2 = {4, 5}, M−
3 = {6, 7, 8}, M0 = {1}, M+ = ∅, L−

1 = {2}, L−
2 = {4}, L−

3 = {6, 7}.
Segue direto da De�nição 2.14 a relação

R0
1,1 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (7, 7), (8, 8)}.

Usando os conjuntos M−
i , para 1 ≤ i ≤ 3, temos

R1
1,1 = {(2, 3), (4, 5), (6, 7), (6, 8), (7, 8)}.

Como S− = {1, 3, 5, 8}, temos

R2,−
1,1 = {(6, 5), (7, 5), (8, 5), (4, 3), (5, 3), (6, 3), (7, 3), (8, 3), (2, 1),

(3, 1), (4, 1), (5, 1), (6, 1), (7, 1), (8, 1)}.

Como S+ = {1}, temos R2,+
1,1 = ∅ e assim R2

1,1 = R2,−
1,1 .

Note que γ3(6) = 6, γ3(7) = 7, γ3(8) = 8, γ2(6) = γ2(7) = γ2(8) = 5, γ2(4) =
4, γ2(5) = 5, consequentemente, p(4, γ3(6)) /∈ I, p(4, γ3(7)) /∈ I, p(4, γ3(8)) /∈ I,
p(2, γ2(6)) /∈ I, p(2, γ2(7)) /∈ I, p(2, γ2(8)) /∈ I, p(2, γ2(4)) /∈ I, p(2, γ2(5)) /∈ I. Logo,

R3,−
1,1 = ∅.

Como M+ = ∅, temos R3
1,1 = ∅.

Como não existe c ∈ Q0 tal que 1 ≤ c < 1, temos R4,−
1,1 = ∅. Como M+ = ∅, temos

R4
1,1 = ∅. Segue direto da de�nição que R5

1,1 = ∅. Portanto,
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SΛ
− = 1 3 5 8 7 6

2 4

Teorema 2.21. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica e (a, b) ∈ Q0 ×Q0

um par de vértices admissível. Então (b, a) é um par de vértices admissível para Λop e
SΛop

b,a ' (SΛ
a,b)

op.

Demonstração. A a�rmação segue da de�nição de Ra,b.

Corolário 2.22. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica.

1. SΛ
−
∼= (SΛop

+ )op.

2. Se Λ é uma álgebra truncada então SΛ
−
∼= (SΛ

+)
op

Demonstração. (i) A a�rmação segue do Teorema 2.21.
(ii) Visto que Λ é uma álgebra de Nakayama acíclica truncada, temos Λop ∼= Λ,

portanto a a�rmação segue da a�rmação (i).

O próximo Teorema fornece condições necessárias e su�cientes para que a álgebra
de endomor�smos do complexo tilting Ta,b ser uma álgebra de incidência de um poset.

Teorema 2.23. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica e (a, b) ∈ Q0 ×Q0

um par de vértices admissível. Então EndDb(Λ)(Ta,b) é uma álgebra de incidência de poset
se, e somente se, p(a, b) 6∈ I. Neste caso EndDb(Λ)(Ta,b) ∼= kSΛ

a,b.

Demonstração. Primeiro suponha que p(a, b) ∈ I. Então segue do Teorema 2.18 e do
Teorema 2.16 que Λ não é uma álgebra de incidência de poset.

Finalmente suponha que p(a, b) 6∈ I. Visto que {ϕc,d}(c,d)∈Ra,b
é uma k-base de

EndDb(Λ)(Ta,b) pelo Teorema 2.16 e

ϕc,dϕf,g =

{
ϕc,g se d = f,

0 se d 6= f,
(2.15)

pela demonstração do Teorema 2.18, a álgebra EndDb(Λ)(Ta,b) é uma álgebra de
incidência de poset e a a�rmação segue.

Corolário 2.24. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica.

1. EndDb(Λ)(T+) ∼= kSΛ
+.

2. EndDb(Λ)(T−) ∼= kSΛ
−.

3. Se a ∈ Q0 é admissível, então EndDb(Λ)(Ta) ∼= kSΛ
a .

4. Se a ∈ Q0 tal que p(a, b) 6∈ I, onde b ∈ Q0 é o poço, então EndDb(Λ)(Ta,+) ∼= kSΛ
a,+.

5. Se a ∈ Q0 tal que p(b, a) 6∈ I, onde b ∈ Q0 é a fonte, então EndDb(Λ)(Ta,−) ∼=
kSΛ

a,−.

Como uma consequência do Teorema 2.23 o resultado a seguir mostra uma relação
entre álgebras de Nakayama acíclicas e álgebras de incidência de posets.
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Teorema 2.25. Seja Λ uma álgebra de Nakayama acíclica. Então Λ é derivadamente
equivalente a alguma álgebra de incidência de poset.

Demonstração. Seja Λ = kQ/I e a ∈ Q0 o poço de Q. Seja T := T+ = Ta,a. Visto
que (a, a) é um par de vértices admissível e IΛ

a,a = 0, obtemos do Teorema 2.23
que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS+ é uma álgebra de incidência de poset. Consequentemente a
a�rmação segue de [34, Teorema 6.4].

2.4 Somas amalgamadas e álgebras de endomor�smos

Nesta seção estudamos a relação da álgebra de endomor�smos do complexo tilting TΛ
a,b no

caso quando Λ é uma soma amalgamada com álgebras de endomor�smos de complexos
tilting das subálgebras envolvidas (veja Teorema 2.28). Aplicamos este resultado para
simpli�car a descrição da álgebra de endomor�smos do complexo tilting.

De�nição 2.26. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica e c, d ∈ Q0.

1. Denotamos por Q≤c = (Q≤c
0 ,Q≤c

1 ) a subaljava plena de Q com o conjunto de
vértices Q≤c

0 := {x ∈ Q0 | x ≤ c}, e≤c :=
∑

x∈Q≤c
0
ex e Λ≤c := e≤cΛe≤c =

kQ≤c/I≤c, onde I≤c := I
⋂

kQ≤c.

2. Denotamos por Q≥c = (Q≥c
0 ,Q≥c

1 ) a subaljava plena de Q com o conjunto de
vértices Q≥c

0 := {x ∈ Q0 | x ≥ c}, e≥c :=
∑

x∈Q≥c
0
ex e Λ≥c := e≥cΛe≥c =

kQ≥c/I≥c, onde I≥c := I
⋂

kQ≥c.

3. Se c não é uma fonte, então denotamos por Q<c = (Q<c
0 ,Q<c

1 ) a subaljava de
Q com o conjunto de vértices Q<c

0 := {x ∈ Q0 | x < c}, e<c :=
∑

x∈Q<c
0
ex e

Λ<c := e<cΛe<c = kQ<c/I<c, onde I<c := I
⋂

kQ<c.

4. Se c não é um poço, então denotamos por Q>c = (Q>c
0 ,Q>c

1 ) a subaljava de
Q com o conjunto de vértices Q>c

0 := {x ∈ Q0 | x > c}, e>c :=
∑

x∈Q>c
0
ex e

Λ>c := e>cΛe>c = kQ>c/I>c, onde I>c := I
⋂

kQ>c.

5. Se c ≤ d, então denotamos por Q[c,d] = (Q
[c,d]
0 ,Q

[c,d]
1 ) a subaljava plena de Q com

o conjunto de vértices Q
[c,d]
0 := {x ∈ Q0 | c ≤ x ≤ d}, e[c,d] :=

∑
x∈Q

[c,d]
0

ex e

Λ[c,d] := e[c,d]Λe[c,d] = kQ[c,d]/I[c,d], onde I[c,d] := I
⋂

kQ[c,d].

6. Se {x ∈ Q0 | c < x < d} 6= ∅, então denotamos por Q(c,d) = (Q
(c,d)
0 ,Q

(c,d)
1 )

a subaljava plena de Q com o conjunto de vértices Q
(c,d)
0 := {x ∈ Q0 | c <

x < d}, e(c,d) :=
∑

x∈Q
(c,d)
0

ex e Λ(c,d) := e(c,d)Λe(c,d) = kQ(c,d)/I(c,d), onde

I(c,d) := I
⋂

kQ(c,d).

Seja A = eΛe uma subálgebra plena de Λ. Denotamos por K(Te) : K
−,b(proj -A) →

K−,b(proj -Λ) o levantamento do funtor Te : −⊗Λ eΛ : mod -A→ mod -Λ (veja [33]).
O próximo resultado será útil para demonstração do Teorema 2.28 e Teorema 2.32.

Proposição 2.27. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica e (a, b) ∈ Q0×Q0

um par de vértices admissível. Seja ∆ uma subaljava convexa de Q e seja A := eΛe,
onde e :=

∑
x∈∆0

ex.
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1. Se a, b ∈ ∆0, então K(Te)((T
A
a,b)

x) ∼= (TΛ
a,b)

x para qualquer x ∈ ∆0 e
HomDb(Λ)((T

Λ
a,b)

x, (TΛ
a,b)

y) ∼= HomDb(A)((T
A
a,b)

x, (TA
a,b)

y), para todos x, y ∈ ∆0.

2. Se a ∈ ∆0 e b 6∈ ∆0, então K(Te)((T
A
a,+)

x) ∼= (TΛ
a,b)

x para qualquer x ∈ ∆0 e
HomDb(Λ)((T

Λ
a,b)

x, (TΛ
a,b)

y) ∼= HomDb(A)((T
A
a,+)

x, (TA
a,+)

y), para todos x, y ∈ ∆0.

3. Se b ∈ ∆0 e a 6∈ ∆0, então K(Te)((T
A
b,−)

x) ∼= (TΛ
a,b)

x para qualquer x ∈ ∆0 e
HomDb(Λ)((T

Λ
a,b)

x, (TΛ
a,b)

y) ∼= HomDb(A)((T
A
b,−)

x, (TA
b,−)

y), para todo x, y ∈ ∆0.

4. Se a 6∈ ∆0 e b 6∈ ∆0, então K(Te)((P
A
x )

∼= (TΛ
a,b)

x para qualquer x ∈ ∆0 e
HomDb(Λ)((T

Λ
a,b)

x, (TΛ
a,b)

y) ∼= HomDb(A)(P
A
x , P

A
y ), para todo x, y ∈ ∆0.

Demonstração. (i) Visto que o funtor Te leva projetivos a projetivos (veja [1, Teorema
6.8]), a, b ∈ ∆ e ∆ é uma subaljava convexa de Q, a primeira parte da a�rmação segue.

Visto que o funtor Te é pleno e �el (veja [1, Teorema 6.8]), o funtor K(Te) é também
pleno e �el (veja [33]). Portanto a segunda parte da a�rmação segue da primeira parte
da a�rmação.

A prova dos itens (ii)-(iv) é similar.

No próximo resultado apresentamos uma relação entre a álgebra de endomor�smo
de complexo tilting TΛ

a,b no caso quando Λ é uma soma amalgamada com álgebras de
endomor�smos de complexo tilting de subálgebras envolvidas.

Teorema 2.28. Seja Λ = A
∐

C B = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica que é
uma soma amalgamada das subcategorias plenas A e B sob uma subcategoria convexa
C e (a, b) ∈ Q0 × Q0 um par de vértices admissível tal que a ∈ (QA)0 \ (QC)0 e
b ∈ (QB)0 \ (QC)0. Se a álgebra C é simples então

End Db(Λ)(T
Λ
a,b)

∼= End Db(A)(T
A
a,+)

∐

C

End Db(B)(T
B
b,−),

onde identi�camos C com End Db(C)(CC).

Demonstração. Seja

TΛ
A :=

⊕

x∈ (QA)0

(TΛ
a,b)

x, TΛ
B :=

⊕

x∈(QB)0

(TΛ
a,b)

x e TΛ
C := (TΛ

a,b)
c = PΛ

c ,

onde (QC)0 = {c}.
Seja EA := EndDb(Λ)(T

Λ
A ) = kQEA

/IEA
, EB := EndDb(Λ)(T

Λ
B ) = kQEB

/IEB
, EC :=

EndDb(Λ)(T
Λ
C ) e D := EndDb(Λ)(T

Λ
a,b) = kQED

/IED
.

Visto que p(a, b) 6∈ I pelo Lema 1.66, segue do Teorema 2.23 que ED
∼= kSΛ

a,b e
portanto ID é o ideal gerado pelas diferenças de caminhos com a mesma origem e �nal.
Visto que b 6= a, segue da De�nição 2.14 que x ≮a,b y para qualquer x ∈ M− e qualquer
y ∈ M+. Segue da De�nição 2.14 que para qualquer x ∈ M+ e qualquer y ∈ M− tal que
x ≤a,b y, temos x ≤a,b c e c ≤a,b y, portanto QED

∼= QEA

∐
{c} QEB

e IED
é gerado por

IEA
e IEB

. Consequentemente segue do Lema 1.66 que ED
∼= EA

∐
EC
EB. Visto que

EndDb(Λ)(T
Λ
A )

∼= EndDb(A)(T
A
a,+), EndDb(Λ)(T

Λ
B )

∼= EndDb(B)(T
B
b,−) pela Proposição 2.27 e

EndDb(Λ)(T
Λ
C )

∼= C, a a�rmação segue.

O seguinte exemplo mostra que a restrição sobre a álgebra C no Teorema 2.28 é
necessário.
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Exemplo 2.29. Seja Λ = kQ/I a álgebra de Nakayama acíclica com a seguinte aljava
Q

a2
α1 // a1

γ1 // c1
γ2 // c2

β1 // b1
β2 // b2,

e I = 〈α1γ1γ2, γ2β1β2〉. Sejam A a subcategoria plena de Λ com o conjunto de objetos
(QA)0 := {a2, a1, c1, c2}, B a subcategoria plena de Λ com o conjunto de objetos
(QB)0 := {c1, c2, b1, b2} e C a subcategoria plena de Λ com o conjunto de objetos
(QC)0 := {c1, c2}. Então Λ ∼= A

∐
C B. Segue do Teorema 2.23 e De�nição 2.14 que

EndDb(Λ)(T
Λ
a1,b1

) ∼= kSΛ
a1,b1

, onde o poset SΛ
a1,b1

tem o seguinte diagrama de Hasse

c1 //

��

b2

��
SΛ
a1,b1

: a1

@@

��

b1

a2 //

GG

c2

??

Portanto EndDb(Λ)(T
Λ
a1,b1

) � EndDb(A)(T
A
a1,+

)
∐

C EndDb(B)(T
B
b1,−

) por causa da �echa
de a2 a b2 na aljava de kSΛ

a1,b1
.

Os dois próximos resultados mostram utilidade da soma amalgamada para cálculo
de álgebras de endomor�smos de complexos tilting Ta,b no caso quando p(a, b) 6∈ I.

Teorema 2.30. Seja Λ = kQ/I uma ágebra de Nakayama acíclica e (a, b) ∈ Q0 ×Q0

um par de vértices admissível. Se p(a, b) 6∈ I e Q
(a,b)
0 = {c} então

End Db(Λ)(T
Λ
a,b)

∼= kSΛ
a,b

∼= kSΛ<b

a,+

∐

k{c}

kSΛ>a

b,− .

Demonstração. Segue da De�nição 1.64 que Q = Q<b
∐

Q(a,b) Q>a. Visto que (a, b) é um
par de vértices admissível, I é gerado por I<b e I>a e portanto Λ ∼= Λ<b

∐
Λ(a,b)

Λ>a pelo
Lema 1.66. Então a a�rmação segue do Teorema 2.23 e Teorema 2.28.

Teorema 2.31. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica e a ∈ Q0 um vértice
admissível. Então

End Db(Λ)(T
Λ
a )

∼= kSΛ
a
∼= kSΛ≤a

+

∐

k{a}

kS
Λ≥a

− .

Demonstração. Segue da De�nição 1.64 que Q = Q≤a
∐

{a} Q
≥a. Visto que a é um

vértice admissível, I é gerado por I≤a e I≥a e portanto Λ ∼= Λ≤a

∐
Λ[a,a]

Λ≥a pelo
Lema 1.66. Então a a�rmação segue do Teorema 2.23 e Teorema 2.28.

2.5 Produtos �brados e álgebras de endomor�smos

Nesta seção estudamos a relação de álgebra de endomor�smos de complexo tilting TΛ
a,b

no caso quando Λ é um produto �brado de álgebras de endomor�smos de complexos
tilting de subálgebras envolvidas (veja Teorema 2.32). Aplicamos este resultado para
descrição da álgebras de endomor�smos de complexos tilting construídos no caso geral.
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No próximo resultado apresentamos uma relação entre a álgebra de endomor�smo
de complexo tilting TΛ

a,b no caso quando Λ é um produto �brado com álgebras de
endomor�smos de complexos tilting das subálgebras envolvidas.

Teorema 2.32. Seja Λ = A
∏

C B = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica que
é um produto �brado das subcategorias plenas A e B sob a subcategoria convexa C
e (a, b) ∈ Q0 × Q0 um par de vértices admissível tal que a ∈ (QA)0 \ (QC)0 e
b ∈ (QB)0 \ (QC)0. Então

End Db(Λ)(T
Λ
a,b)

∼= End Db(A)(T
A
a,+)

∏

C

End Db(B)(T
B
b,−),

onde identi�camos C com End Db(C)(CC).

Demonstração. Seja

TΛ
A :=

⊕

x∈ (QA)0

(TΛ
a,b)

x, TΛ
B :=

⊕

x∈(QB)0

(TΛ
a,b)

x e TΛ
C :=

⊕

x∈(QC)0

(TΛ
a,b)

x.

Seja EA := EndDb(Λ)(T
Λ
A ) = kQEA

/IEA
, EB := EndDb(Λ)(T

Λ
B ) = kQEB

/IEB
, EC :=

EndDb(Λ)(T
Λ
C ) = kQEC

/IEC
e D := EndDb(Λ)(T

Λ
a,b) = kQED

/IED
.

Visto que p(a, b) ∈ I pelo Lema 1.70, segue da demonstração do Teorema 2.16 que
HomDb(Λ)((T

Λ
a,b)

x, (TΛ
a,b)

y) = 0 nos seguintes casos:

1. x ∈ Q≤a e y ∈ Q(a,b);

2. x ∈ Q(a,b) e y ∈ Q≥b;

3. x ∈ Q≤a e y ∈ Q≥b;

4. x ∈ Q≥b e y ∈ Q≤a.

Portanto QEC
é uma subaljava convexa das aljavas QEA

e QEB
, QED

= QEA

∐
QEC

QEB

e IED
é gerado por IEA

, IEB
e os caminhos ligando (QEA

)0 \ (QEC
)0 e (QEB

)0 \ (QEC
)0.

Consequentemente ED
∼= EA

∏
EC
EB pelo Lema 1.70. Visto que EndDb(Λ)(T

Λ
A )

∼=
EndDb(A)(T

A
a,+), EndDb(Λ)(T

Λ
B )

∼= EndDb(B)(T
B
b,−) pela Proposição 2.27 e EndDb(Λ)(T

Λ
C )

∼=
C, a a�rmação segue.

Os três próximos resultados mostram a utilidade do produto �brado para cálculo de
álgebras de endomor�smos de complexos tilting Ta,b no caso quando p(a, b) ∈ I.

Teorema 2.33. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica e (a, b) ∈ Q0 ×Q0

um par de vértices admissível. Se p(a, b) ∈ I então

End Db(Λ)(T
Λ
a,b)

∼= End Db(Λ<b)(T
Λ<b

a,+ )
∏

Λ(a,b)

End Db(Λ>a)(T
Λ>a

b,− ).

Demonstração. Segue da De�nição 1.64 que Q = Q<b
∐

Q(a,b) Q>a. Visto que p(a, b) ∈
I, temos Λ = Λ<b

∏
Λ(a,b)

Λ>a pelo Lema 1.70 e portanto a a�rmação segue do
Teorema 2.32.
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Teorema 2.34. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica, a ∈ Q0 um vértice
admissível, b ∈ Q0 o poço e p(a, b) ∈ I. Se c ∈ Q0 tal que c > a, p(a, c) ∈ I e
p(a, x) 6∈ I, para qualquer a < x < c, então

End Db(Λ)(T
Λ
a,+)

∼= kSΛ<c
a,+

∏

Λ(a,c)

Λ>a.

Demonstração. Segue da De�nição 1.64 queQ = Q<c
∐

Q(a,c) Q>a. Visto que p(a, b) ∈ I,
temos Λ = Λ<c

∏
Λ(a,c)

Λ>a pelo Lema 1.70 e portanto segue do Teorema 2.32 que

End Db(Λ)(T
Λ
a,+)

∼= End Db(Λ<c)(T
Λ<c

a,+ )
∏

Λ(a,c)

End Db(Λ>a)(T
Λ>a

b,− ).

Visto que End Db(Λ>a)(T
Λ>a

b,− ) ∼= Λ>a pela Proposição 2.27 e EndDb(Λ<c)(T
Λ<c

a,+ ) ∼=
kSΛ<c

a,+ pelo Corolário 2.24.(iv), a a�rmação segue.

O seguinte teorema é uma versão dual do Teorema 2.34.

Teorema 2.35. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica, b ∈ Q0 um vértice
admissível, a ∈ Q0 a fonte e p(a, b) ∈ I. Se d ∈ Q0 tal que d < b, p(d, b) ∈ I e
p(x, b) 6∈ I, para qualquer d < x < b, então

End Db(Λ)(T
Λ
b,−)

∼= Λ<b

∏

Λ(d,b)

kSΛ>d
b,− .

Demonstração. A demonstração é similar à demonstração do Teorema 2.34.

No próximo Exemplo mostraremos como aplicar os Teoremas 2.33, 2.34 e 2.35 para
cálculo de álgebra de endomor�smos de complexos tilting Ta,b no caso quando p(a, b) ∈ I.

Exemplo 2.36. Seja Λ = kQ/I a álgebra de Nakayama acíclica com a seguinte aljava
Q

a5

α4 //
a4

α3 //
a3

α2 //
a2

α1 //
a1

γ1 //
c1

γ2 //
c2

γ3 //
c3

γ4 //
c4

β1 //
b1

β2 //
b2

β3 //
b3

β4 //
b4,

e I = 〈α4α3α2, α3α2α1, α2α1γ1, γ1γ2γ3, γ3γ4, γ4β1β2, β2β3β4〉.
Segue da De�nição 2.5 que o par de vértices (a1, b1) ∈ Q0 × Q0 é admissível.

Descreveremos a álgebra de endomor�smos EndDb(Λ)(T
Λ
a1,b1

) usando os Teoremas 2.33,
2.34 e 2.35. Visto que p(a1, b1) ∈ I, segue do Teorema 2.33 que EndDb(Λ)(T

Λ
a1,b1

) ∼=

EndDb(Λ<b1
)(T

Λ<b1
a1,+ )

∏
Λ(a1,b1)

EndDb(Λ>a1 )
(T

Λ>a1
b1,−

). Segue da De�nição 2.26 que Λ<b1 =

kQ<b1/I<b1 , Λ>a1 = kQ>a1/I>a1 e Λ(a1,b1) = kQ(a1,b1)/I(a1,b1), onde

Q<b1 : a5
α4 // a4

α3 // a3
α2 // a2

α1 // a1
γ1 // c1

γ2 // c2
γ3 // c3

γ4 // c4,

I<b1 = 〈α4α3α2, α3α2α1, α2α1γ1, γ1γ2γ3, γ3γ4〉,

Q>a1 : c1
γ2 // c2

γ3 // c3
γ4 // c4

β1 // b1
β2 // b2

β3 // b3
β4 // b4,

I>a1 = 〈γ1γ2γ3, γ3γ4, γ4β1β2, β2β3β4〉,
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Q(a1,b1) : c1
γ2 // c2

γ3 // c3
γ4 // c4,

e I(a1,b1) = 〈γ3γ4〉.

Segue do Teorema 2.34 que EndDb(Λ)(T
Λ<b1
a1,+ ) ∼= kSΛ<c3

a1,+

∏
Λ(a1,c3)

Λ(a1,b1) pois

p(a1, c3) ∈ I e p(a1, c2) 6∈ I. Segue da De�nição 2.14 que o diagrama de Hasse do
poset SΛ<c3

a1,+ tem a seguinte forma:

SΛ<c3
a1,+

: a1 // a3 // a5 //

��

a4 // c1 // c2

a2

Seja A = kQA/IA := kSΛ<c3
a1,+

∏
Λ(a1,c3)

Λ(a1,b1)
∼= EndDb(Λ)(T

Λ<b1
a1,+ ). A aljava QA tem a

seguinte forma

QA : a1 // a3 // a5 //

��

a4
ε // c1

γ2 // c2
γ3 // c3

γ4 // c4

a2

e IA = 〈εγ2γ3, γ3γ4〉.
Segue do Teorema 2.35 que EndDb(Λ)(T

Λ>a1
b1,−

) ∼= Λ(a1,b1)

∏
Λ(c2,b1)

kSΛ>c2
b1,−

pois

p(c2, b1) ∈ I e p(c3, b1) 6∈ I. Segue da De�nição 2.14 que o diagrama de Hasse do
poset SΛ>c2

b1,−
tem a seguinte forma:

SΛ>c2
b1,−

: b4

��
c3 //

??

  

b2 // b3 // b1

c4

77

Seja B = kQB/IB := Λ(a1,b1)

∏
Λ(c2,b1)

kSΛ>c2
b1,−

∼= EndDb(Λ)(T
Λ>a1
b1,−

). Então a aljava QA

tem a seguinte forma

QB : b4
τ

��
c1

γ2 // c2
γ3 // c3

η //

δ

??

γ4

  

b2
% // b3

ζ // b1

c4

ξ

77

e IB = 〈δτ − η%, η%ζ − γ4ξ, γ3γ4, γ3δ, γ3η〉.
Finalmente, seja C = kQC/IC := A

∏
Λ(a1,b1)

B ∼= EndDb(Λ)(T
Λ
a1,b1

). Então a aljava
QC tem a seguinte forma
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QC : b4
τ

��
a1 // a3 // a5 //

��

a4
ε // c1

γ2 // c2
γ3 // c3

η //

δ

??

γ4

  

b2
% // b3

ζ // b1

a2 c4

ξ

77

e IC = 〈δτ − η%, η%ζ − γ4ξ, εγ2γ3, γ3γ4, γ3δ, γ3η〉.
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Capítulo 3

APLICAÇÕES

Neste capítulo aplicamos as técnicas desenvolvidas em Capítulo 2 para estudo dos tipos
de álgebras hereditárias por partes para algumas classes de álgebras de Nakayama
acíclicas.

3.1 ΛΣ álgebras

Nesta seção introduzimos uma classe natural de álgebras de Nakayama hereditárias
por partes, mais precisamente, álgebras de Nakayama acíclicas cujas álgebras de
endomor�smos End Db(Λ)(T

Λ
a,b) são hereditárias.

De�nimos uma classe natural de álgebras de Nakayama acíclica Λ = kQ/I com a
propriedade de que a álgebra EndDb(Λ)(Ta,b) é hereditária para algum par de vértices
admissível (a, b) ∈ Q0 × Q0. Iniciamos �xando notação. Seja Σ ⊂ Z um subconjunto
�nito não vazio de Z. Então Σ = Σ−

⋃
Σ+, onde Σ+ := {σ ∈ Σ | σ ≥ 0} e Σ− := {σ ∈

Σ | σ ≤ 0}. No caso de Σ+ 6= ∅ (resp., Σ− 6= ∅) seja Σ+ = {σ+
0 < σ+

1 < · · · < σ+
nΣ
+
}

(resp., Σ− = {σ−
nΣ
−

< · · · < σ−
1 < σ−

0 }), onde n
Σ
+ := |Σ+| − 1 (resp., nΣ

− =:= |Σ−| − 1).

De�nição 3.1. De�nimos a álgebra de Nakayama acíclica ΛΣ := kQΣ/IΣ, onde

QΣ : σ+
nΣ
+

σ+
nΣ
+
− 1 · · · σ−

nΣ
−

+ 1 σ−
nΣ
−

,

e IΣ = 〈p(σ+
i + 1, σ+

i−1), p(σ
−
j−1, σ

−
j − 1) | 0 < i < nΣ

+, 0 < j < nΣ
−〉.

Observação 3.2. (QΣ)0 = {n ∈ Z | σ−
nΣ
−

≤ n ≤ σ+
nΣ
+
}, (QΣ)1 = {αn : n + 1 → n; | n ∈

(QΣ)0, n
Σ
− ≤ n < nΣ

+}.

Denotamos por SΣ o poset de�nido pelo seguinte diagrama de Hasse:
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σ+
nΣ
+

· · · σ+
1 σ+

0 σ+
0 − 1 · · · σ−

0 σ−
1 · · · σ−

nΣ
−

σ+
nΣ
+
− 1 σ+

1 − 1 σ−
1 + 1 σ−

nΣ
−

+ 1

...
...

...
...

σ+
nΣ
+−1

+ 1 σ+
0 + 1 σ−

0 − 1 σ−
nΣ
−−1

− 1

Deontamos por ΓΣ o grafo adjacente do poset SΣ. Seja TΣ := Ta,b e ≤Σ:=≤a,b, onde

a :=

{
σ+
0 se Σ+ 6= ∅,

σ−
0 caso contrário

e b :=

{
σ−
0 se Σ− 6= ∅,

σ+
0 caso contrário.

(3.1)

O próximo resultado mostra que as álgebras ΛΣ são hereditárias por partes.

Teorema 3.3. 1. EndDb(ΛΣ)(TΣ)
∼= kSΣ.

2. ΛΣ é uma álgebra hereditária por partes do tipo ΓΣ.

Demonstração. (i) Segue da de�nição da álgebra ΛΣ que S− = Σ−, S+ = Σ+, n− = nΣ
−,

n+ = nΣ
+, s

+
i = σ+

i para 0 ≤ i ≤ n+, s
−
i = σ−

i para 0 ≤ i ≤ n−.
(1) σ+

k <Σ σ+
k − 1 <Σ · · · <Σ σ+

k−1 + 1 para 1 ≤ k ≤ n+: Isto segue da
De�nição 2.14.(ii).

(2) σ−
k >Σ σ−

k + 1 >Σ · · · >Σ σ−
k−1 − 1 para 1 ≤ k ≤ n−: Isto segue da

De�nição 2.14.(ii).
(3) σ+

0 <Σ σ
+
1 <Σ · · · <Σ σ

+
n+

: Isto segue da De�nição 2.14.(iii).
(4) σ−

0 >Σ σ
−
1 >Σ · · · >Σ σ

−
n−

: Isto segue da De�nição 2.14.(iii).
(5) σ+

0 <Σ σ
+
0 − 1 <Σ · · · <Σ σ

−
0 : Isto segue da De�nição 2.14.(vi).

(6) Se c ∈ M+ \ S+ e d ∈ S+ então c ≮Σ d e d <Σ c se, e somente se, c >Z d: Isto
segue da De�nição 2.14.(ii) e o fato que R3

a,b = ∅.
(7) Se c ∈ M− \ S− e d ∈ S− então c ≯Σ d e d >Σ c se, e somente se, d >Z c: Isto

segue da De�nição 2.14.(ii) e o fato que R3
a,b = ∅.

(8) Se c ∈ M− e d ∈ M+ então d ≮Σ c e c <Σ d se, e somente se, σ0 = σ1: Isto
segue da De�nição 2.14.(v).

(9) Se s−0 < c < s+0 e d ∈ M+
⋃
M− então d ≮Σ c e d ≯Σ c: Isto segue da

De�nição 2.14.(v).
Agora, a a�rmação segue dos itens (1)-(9).
(ii) A a�rmação segue do item (i) e [34, Teorema 6.4].

Exemplo 3.4. Vejamos alguns exemplos:

(i) Seja Σ = {−4,−2,−1, 2, 5, 7}. Então S− = Σ− = {−4,−2,−1}, S+ = Σ+ =
{2, 5, 7}, σΣ

n+
= 2, σΣ

n−
= 2, s+0 = σ+

0 = 2, s+1 = σ+
1 = 5, s+2 = σ+

2 = 7,
s−0 = σ−

0 = −1, s−1 = σ−
1 = −2, s−2 = σ−

2 = −4, ΛΣ = kQΣ/IΣ, onde

QΣ : 7 6 5 4 3 2 1 0 −1 −2 −3 −4,
α6 α5 α4 α3 α2 α1 α0 α−1 α−2 α−3 α−4
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e IΣ = 〈α5α4α3α2, α−2α−3〉. Neste caso SΣ tem o seguinte diagrama de Hasse:

SΣ : 7 5 2 1 0 −1 −2 −4

6 4 −3

3

(ii) Seja Σ = {−4,−1, 0, 3, 6}. Então S− = Σ− = {−4,−1, 0}, S+ = Σ+ = {0, 3, 6},
Σ+
⋂

Σ− = {0}, σΣ
n+

= 2, σΣ
n−

= 2, s+0 = σ+
0 = 0, s+1 = σ+

1 = 3, s+2 = σ+
2 = 6,

s−0 = σ−
0 = 0, s−1 = σ−

1 = −1, s−2 = σ−
2 = −4, ΛΣ = kQΣ/IΣ, onde

QΣ : 6 5 4 3 2 1 0 −1 −2 −3 −4,
α5 α4 α3 α2 α1 α0 α−1 α−2 α−3 α−4

e IΣ = 〈α3α2α1α0, α−1α−2〉. Neste caso SΣ tem o seguinte diagrama de Hasse:

SΣ : 6 3 0 −1 −4

5 2 −3

4 1 −2

(iii) Seja Σ = {2, 5, 8, 10}. Então S− = Σ− = ∅, S+ = Σ+ = {2, 5, 8, 10}, σΣ
n+

= 3,
s+0 = σ+

0 = 2, s+1 = σ+
1 = 5, s+2 = σ+

2 = 8, s+2 = σ+
2 = 10, ΛΣ = kQΣ/IΣ, onde

QΣ : 10 9 8 7 6 5 4 3 2,
α9 α8 α7 α6 α5 α4 α3 α2

e IΣ = 〈α8α7α6α5, α5α4α3〉. Neste caso SΣ tem o seguinte diagrama de Hasse:

SΣ : 10 8 5 2

9 7 4

6 3

3.2 Álgebras quadráticas

Nesta seção apresentamos uma demonstração nova de um resultado conhecido sobre
álgebras de Nakayama quadráticas: qualquer álgebra de Nakayama quadrática acíclica
é hereditária por partes (veja, por exemplo, [18]).

Teorema 3.5. Seja Λ = kQ/I uma álgebra de Nakayama acíclica quadrática. Então Λ
é uma álgebra hereditária por partes do tipo An, onde n = |Q0|.
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Demonstração. Seja a o poço de Q. Consideramos o complexo tilting T+ = TΛ
a,a.

(a) Se d ∈ L+
k e c ∈ M+

l com 1 ≤ k < l ≤ n+, então c <+ d: Seja f o elemento
maximal de M+

k+1 e g o elemento minimal de L+
k . Visto que Λ é álgebra quadrática

e p(b, s+k−1) ∈ I, p(s+k , s
+
k−1) 6∈ I, vemos que p(f, g) ∈ I. Portanto p(f, d) ∈ I e

consequentemente p(γk+1(c), d) ∈ I. Então segue da De�nição 2.14.(iii) que c <+ d.
(b) Se Lk 6= ∅ e Ll 6= ∅ com k < l então Ll <+ Lk: Isto segue da a�rmação (a).
(c) (Mk,≤+) é um subconjunto linearmente ordenado de SΛ

+ para qualquer 1 ≤ k ≤
n+: Isto segue da De�nição 2.14.(ii).

(d) (S+,≤+) é um subconjunto linearmente ordenado de SΛ
+: Segue da

De�nição 2.14.(iii) que s+0 < s+1 < · · · < s+n+
. Portanto a a�rmação segue.

(e) Se Lk 6= ∅ para algum 1 ≤ k ≤ n+ então s+n+
<+ Lk: Para k < n+ a a�rmação

segue da a�rmação (a) e para k = n+ a a�rmação segue da De�nição 2.14.(ii).
Segue da a�rmação (b)-(e) que SΛ

+ é um conjunto linearmente ordenado e portanto
kSΛ

+ é um álgebra de Nakayama acíclica hereditária. Visto que Λ 'der kS
Λ
+
∼= kQ pelo

Teorema 2.23, a a�rmação segue.

Exemplo 3.6. Seja Λ = kQ/I, onde

Q : a11 a10 a9 a8 a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1
α10 α9 α8 α7 α6 α5 α4 α3 α2 α1 ,

e I = 〈α9α8, α8α7, α7α6, α4α3〉.
Então T+ = TΛ

a1,a1
é um complexo tilting pelo Teorema 2.13 e temos: s+0 = a1,

s+1 = a4, s
+
2 = a7, s

+
3 = a8, s

+
4 = a9, s

+
5 = a11, L

+
1 = {a2, a3}, L+

2 = {a5, a6},
L+
3 = L+

4 = ∅ e L+
5 = {a10}. Portanto SΛ

+ tem o seguinte diagrama de Hasse:

S : a1 a4 a7 a8 a9 a11 a10 a6 a5 a3 a2 .

Consequentemente Λ é álgebra hereditária por partes do tipo A11.

3.3 Álgebras truncadas

Nesta seção apresentaremos alguns resultados de artigo [22] que vamos usar nas seções
3.4 e 3.5. Incluímos uma demonstração nova de alguns destes resultados (veja Proposição
3.10). Esta demonstração vai ser usada nas seções 3.4 e 3.5.

Teorema 3.7. ([22]) Seja n, r ∈ Z, n > r ≥ 2. Λ(n, r) é hereditária por partes se, e
somente se, uma das seguintes condições vale:

1. n− r ≤ 4;

2. n− r = 5 e r ≤ 6;

3. n− r = 6 e r ≤ 4;

4. 7 ≤ n− r ≤ 8 e r = 3;

5. r = 2.

Teorema 3.8. ([22]) Seja n, r ∈ Z, n > r ≥ 2. Λ(n, r) é hereditária por partes do tipo
módulos se, e somente se, uma das seguintes condições vale:

1. n− r ≤ 3;
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2. n− r = 4 e r ≤ 5;

3. n− r = 5 e r ∈ {2, 3, 5};

4. n− r = 6 e r = 3;

5. r = 2.

Teorema 3.9. ([22]) Seja n, r ∈ Z, n > r ≥ 2. Λ(n, r) é hereditária por partes do tipo
feixes e não do tipo módulos se, e somente se, uma das seguintes condições vale:

1. n− r = 4 e r ≥ 7;

2. r ∈ {3, 6} e n ∈ {10, 11};

3. r = 4 e n ∈ {9, 10};

Proposição 3.10. Seja r ∈ N, r ≥ 3.

(i) As álgebras Λ(r + 1, r) são hereditárias por partes do tipo T2,2,r−1.

(ii) As álgebras Λ(r + 2, r) são hereditárias por partes do tipo T2,3,r−1.

(iii) As álgebras Λ(r + 3, r) são hereditárias por partes do tipo T2,3,r.

(iv) As álgebras Λ(r+ 4, r) são hereditárias por partes do tipo T2,3,r+1 para 4 ≤ r ≤ 5.

(v) As álgebras de Nakayama acíclica quadráticas (em particular, as álgebras Λ(i, 2))
são hereditárias por partes do tipo An, onde n é o número de vértices da aljava da
álgebra.

(vi) As álgebras Λ(i+ 6, 3) são hereditárias por partes do tipo T2,3,i+3 para 1 ≤ i ≤ 3.

(vii) A álgebra Λ(10, 5) é hereditária por partes do tipo T2,3,7.

Demonstração. Seja Λ = kQ/I uma álgebra como nos itens (i)-(vi) e n = |Q0|. Então
Q tem a seguinte forma:

Q : an
αn−1// an−1

αn−2 // · · ·
α2 // a2

α1 // a1 .

Seja T = Ta2,+ = Ta2,a1 .
(i) Seja S(Λ) o poset com o seguinte diagrama de Hasse:

S(Λ) : a2 // ar+1
//

��

ar // · · · // a3

a1

Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS(Λ) pelo Teorema 2.9, a a�rmação segue.
(ii) Seja S(Λ) o poset com o seguinte diagrama de Hasse:

S(Λ) : a2 // ar+1
//

��

ar // · · · // a3

ar+2
// a1
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Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS(Λ) pelo Teorema 2.9, a a�rmação segue.
(iii) Suponha primeiro que r = 3. Seja S(Λ) o poset com o seguinte diagrama de

Hasse:

S(Λ) : a2 // a4 // a6 //

��

a5 // a1

a3

Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS(Λ) pelo Teorema 2.9, a a�rmação segue.
Suponha �nalmente que r > 3. Seja S o poset com o seguinte diagrama de Hasse:

S : a2 // ar+1
//

��

ar // · · · // a3

ar+3
//

33

ar+2
// a1

Então o poset S(Λ) := µ−
ar−1

· · ·µ−
a3
(S) tem o seguinte diagrama de Hasse:

S(Λ) : a2 // ar+1
// ar−1

//

��

ar−2
// · · · // a3 // ar+3

// ar+2
// a1

ar

Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS pelo Teorema 2.9 e kS 'der kS(Λ), a a�rmação segue.
(iv) Suponha primeiro que Λ = Λ(8, 4). Seja S o poset com o seguinte diagrama de

Hasse:

S : a2 // a5 // a8 //

  

a7 //

  

a6 // a1

a4 // a3

Então o poset S(Λ) = µ−
a3
(S) tem o seguinte diagrama de Hasse:

S(Λ) : a2 // a5 // a8 // a3

��

// a7 // a6 // a1

a4

Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS pelo Teorema 2.9 e kS 'der kS(Λ), a a�rmação segue.
Suponha em seguida que Λ = Λ(9, 5). Seja S o poset com o seguinte diagrama de

Hasse:

S : a2 // a6 //

  

a9

  

// a8

  

// a7 // a1

a5 // a4 // a3

Então o poset S(Λ) = µ+
{a2,a6}

µ−
a4
µ−
a3
(S) tem o seguinte diagrama de Hasse:
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S(Λ) : a9 // a2 // a6 // a3 // a8 // a7 // a1

a4

OO

// a5

Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS pelo Teorema 2.9 e kS 'der kS(Λ), a a�rmação segue.
(v) Seja e =

∑
2≤i≤n eai e Λ1 = eΛe. Segue do Teorema 3.5 que o diagrama de Hasse

de SΛ1
+ tem a seguinte forma:

SΛ1
+ : a2 // · · · // a3

Seja S(Λ) := SΛ
a2,+

.
Suponha primeiro que α2α1 ∈ I. Então segue da De�nição 2.14 que o diagrama de

Hasse de S(Λ) tem a seguinte forma:

S(Λ) : a2 // · · · // a3 // a1

Consequentemente a a�rmação segue neste caso.
Suponha �nalmente que α2α1 6∈ I. Então segue da De�nição 2.14 que o diagrama

de Hasse de S(Λ) tem a seguinte forma:

S(Λ) : a1 a2 //oo · · · // a3

Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS(Λ) pelo Teorema 2.9, a a�rmação segue.
(vi) Suponha primeiro que Λ = Λ(7, 3). Seja S o poset com o seguinte diagrama de

Hasse:

S : a2 // a4 // a6

  

// a7

  

// a3

a5 // a1

Então o poset S(Λ) := µ+
{a2,a4,a6}

(S) tem o seguinte diagrama de Hasse:

S(Λ) : a3 a7oo // a2 // a4 // a6 // a1

a5

OO

Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS pelo Teorema 2.9 e kS 'der kS(Λ), a a�rmação segue.
Suponha em seguida que Λ = Λ(8, 3). Seja S o poset com o seguinte diagrama de

Hasse:

S : a2 // a4 // a6 // a8

  

// a7

  

// a3

a5 // a1

Então o poset S(Λ) = µ+
{a2,a4,a6,a8}

(S) tem o seguinte diagrama de Hasse:
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S(Λ) : a3 a7oo // a2 // a4 // a6 // a8 // a1

a5

OO

Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS pelo Teorema 2.9 e kS 'der kS(Λ), a a�rmação segue.
Suponha em seguida que Λ = Λ(9, 3). Seja S o poset com o seguinte diagrama de

Hasse:

S : a2 // a4 // a6 // a8 //

  

a9

  

// a5 // a1

a7 //

77

a3

Então o poset
S(Λ) = µ+

{a3,a8,a6,a4,a2}
µ+
a9
µ−
a3
µ+
{a2,a5}

µ+
a4
µ+
{a5,a9,a7,a2}

µ+
a6
µa4µ

+
{a7,a2}

µ+
a9
µ+
{a2,a4,a6,a8}

(S) tem o
seguinte diagrama de Hasse:

S(Λ) : a7 // a9 // a3 // a8 // a6 // a4 // a2 // a1

a5

OO

Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS pelo Teorema 2.9 e kS 'der kS(Λ), a a�rmação segue.
(vii) Suponha primeiro que Λ = Λ(10, 5). Seja S o poset com o seguinte diagrama

de Hasse:

S : a2 // a6 // a10 //

!!

a9

  

// a8

  

// a7 // a1

a5 // a4 // a3

Então o poset S(Λ) = µ+
{a2,a6,a10}

µ−
a4
µ−
a3
(S) tem o seguinte diagrama de Hasse:

S(Λ) : a9 // a2 // a6 // a10 // a3 // a8 // a7 // a1

a4

OO

// a5

Visto que EndDb(Λ)(T ) ∼= kS pelo Teorema 2.9 e kS 'der kS(Λ), a a�rmação
segue.

De�nição 3.11. Seja Λ = Λ(n, r) uma álgebra de Nakayama acíclica truncada
hereditária por partes do tipo ΓΛ para algum grafo ΓΛ. Seja S(Λ) o poset de�nido
na demonstração da Proposição 3.10. Denotamos por θΛ algum isomor�smo �xado

θΛ : ΓS(Λ)
∼= ΓΛ.

Proposição 3.12. ([22]) Seja r ∈ N, r ≥ 3.

1. As álgebras Λ(r + 4, r) são hereditárias por partes do tipo X2,3,r para r > 5.
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2. As álgebras Λ(i+ 6, 3) são hereditárias por partes do tipo X2,3,i+2 para 4 ≤ i ≤ 5.

3. As álgebras Λ(i+ 6, 4) são hereditárias por partes do tipo X2,4,i+1 para 3 ≤ i ≤ 4.

4. A álgebra Λ(11, 6) é do tipo X2,3,7.

3.4 Soma amalgamada de álgebras truncadas

O objetivo dessa seção é generalização dos resultados do artigo [22] para uma nova classe
de álgebras de Nakayama: álgebras de Nakayama acíclicas que são somas amalgamadas
simples de álgebras truncadas ou álgebras quadráticas ou álgebras hereditarias.

O próximo teorema será útil na demonstração do Teorema 3.14.

Teorema 3.13. Seja Λ = Λ1

∐
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é uma

soma amalgamada simples das álgebras Λ1 e Λ2, onde (QΛ1)0
⋂
(QΛ2)0 = {c}. Seja

(a, b) ∈ Q0 ×Q0 um par de vértices admissível tal que a ∈ (QΛ1)0, a 6= c, e b ∈ (QΛ2)0,
b 6= c. Então kSΛ

a,b ' kSΛ1
a,+

∐
{c} kS

Λ2
b,−.

Demonstração. A a�rmação segue do Teorema 2.30 e Corolário 2.24.

A seguir, achamos o tipo hereditário de uma álgebra de Nakayama acíclica que é uma
soma amalgamada simples que envolve álgebras truncadas do tipo módulos ou álgebras
quadráticas ou álgebras hereditárias.

Teorema 3.14. Seja Λ = Λ1

∐
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é uma

soma amalgamada simples das álgebras quadráticas ou hereditárias ou truncadas Λ1 e
Λ2, onde (QΛ1)0

⋂
(QΛ2)0 = {c}. Se Λi é hereditária por partes do tipo ΓΛi

, para i = 1, 2,
então Λ é hereditária por partes de tipo ΓΛ1

∐
(c1,c2)

ΓΛ2, onde c1 = θΛ1(c), c2 = θΛop
2
(c)

e θΛ1, θΛop
2

são como na De�nição 3.11.

Demonstração. Seja Λ = kQ/I. Então Q tem a seguinte forma:

Q : an1 an1−1 · · · a2 c b2 · · · bn2−1 bn2 ,

onde c = a1 = b1, Λ1 = eΛe, Λ2 = fΛf , onde e =
∑n1

i=1 eai e f =
∑n2

i=1 ebi . Segue

do Teorema 3.13 que SΛ
a2,b2

∼= SΛ1
a2,+

∐
{c} S

Λ2
b2,−

, portanto SΛ
a2,b2

∼= SΛ1
a2,+

∐
{c}(S

Λop
2

b2,+
)op

pelo Teorema 2.21. Visto que Λ1 e Λop
2

∼= Λ2 são hereditárias por partes do tipo
módulos, então satisfaz um dos itens (i)-(vii) da Proposição 3.10 e portanto segue da

demonstração da Proposição 3.10 que kSΛ1
a2,+ 'der kS(Λ1) (resp., kS

Λop
2

b2,+
'der kS(Λ

op
2 )),

onde o diagrama de Hasse de S(Λ1) (resp., S(Λop
2 ) é árvore. Visto que S(Λ1) (resp.,

S(Λop
2 )) pode ser obtido de SΛ1

a2,+ (resp., SΛop
2

b2,+
) pelas mutações em subconjuntos que não

contém o vértice c, podemos aplicar as mesmas mutações para Λ e obtemos que

kSΛ1
a2,+

∐

{c}

k(S
Λop
2

b2,+
)op 'der kS(Λ1)

∐

{c}

kS(Λ2)
op

pela Proposição 1.69. Consequentemente Λ é hereditária por partes do tipo
ΓΛ1

∐
(c1,c2)

ΓΛ2 onde c1 = θΛ1(c), c2 = θΛop
2
(c) (veja De�nição 3.11).
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De�nição 3.15. 1. Para n,m ∈ N denotamos por χ(n,m) o poset de�nido pelo
seguinte diagrama de Hasse:

c1 · · · cm a1 a2 · · · an an+1

b1 b2

2. Para n,m ∈ Z, n ≥ 1,m ≥ 0 denotamos por C(n,m) o poset de�nido pelo seguinte
diagrama de Hasse:

c1 · · · cm a1 a2 · · · an an+1

b1 b2 · · · bn

Teorema 3.16. ([32], Lema 3.17, Lema 3.18)

1. kχ(n,m) 'der X2,n,m+2.

2. kC(4,m) 'der X2,3,m+5.

A seguir, achamos o tipo hereditário para algumas álgebras de Nakayama acíclicas
que são somas amalgamadas simples de álgebras truncadas do tipo feixes com álgebras
quadráticas ou álgebras hereditárias.

Teorema 3.17. Seja Λ = Λ1

∐
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é uma

soma amalgamada simples das álgebras Λ1 e Λ2, onde (QΛ1)0
⋂
(QΛ2)0 = {c}. Seja Λ2

uma álgebra quadrática ou hereditária com m vértices.

1. Se Λ1 = Λ(10, 3) então Λ 'der X2,3,m+5.

2. Se Λ1 = Λ(11, 3) então Λ 'der X2,3,m+6.

3. Se Λ1 = Λ(9, 4) então Λ 'der X2,4,m+3.

4. Se Λ1 = Λ(10, 4) então Λ 'der X2,4,m+4.

5. Se Λ1 = Λ(10, 6) então Λ 'der X2,3,m+5.

6. Se Λ1 = Λ(11, 6) então Λ 'der X2,3,m+6.

Demonstração. Seja Λ = kQ/I. Então Q tem a seguinte forma:

Q : an1 an1−1 · · · a2 c b2 · · · bn2−1 bn2 ,

onde c = a1 = b1.
(i) Seja S o poset de�nido pelo seguinte diagrama de Hasse:

• · · · • a1 a3 a5 a7 a9 a10 a6 a2

a8 a4
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É fácil ver que EndDb(Λ)(Tc) ∼= kS. Visto que S ∼= χ(3,m+ 3) a a�rmação segue do
Teorema 3.16.(i).

(ii) Seja S o poset de�nido pelo seguinte diagrama de Hasse:

• · · · • a1 a3 a5 a7 a9 a11 a10 a6 a2

a8 a4

É fácil ver que EndDb(Λ)(Tc) ∼= kS. Visto que S ∼= χ(3,m+ 4) a a�rmação segue do
Teorema 3.16.(i).

(iii) Seja S o poset de�nido pelo seguinte diagrama de Hasse:

• · · · • a1 a4 a7 a9 a8 a3 a2

a6 a5

É fácil ver que EndDb(Λ)(Tc) ∼= kS. Visto que S ∼= χ(4,m+ 1) a a�rmação segue do
Teorema 3.16.(i).

(iv) Seja S o poset de�nido pelo seguinte diagrama de Hasse:

• · · · • a1 a4 a7 a10 a9 a8 a3 a2

a6 a5

É fácil ver que EndDb(Λ)(Tc) ∼= kS. Visto que S ∼= χ(4,m+ 2) a a�rmação segue do
Teorema 3.16.(i).

(v) Seja S o poset de�nido pelo seguinte diagrama de Hasse:

• · · · • a1 a6 a10 a9 a8 a7

a5 a4 a3 a2

É fácil ver que EndDb(Λ)(Tc) ∼= kS. Visto que S ∼= C(4,m) a a�rmação segue do
Teorema 3.16.(ii).

(vi) Seja S o poset de�nido pelo seguinte diagrama de Hasse:

• · · · • a1 a6 a11 a10 a9 a8 a7

a5 a4 a3 a2

É fácil ver que EndDb(Λ)(Tc) ∼= kS. Visto que S ∼= C(4,m+ 1) a a�rmação segue do
Teorema 3.16.(ii).

Os próximos três lemas serão úteis para demonstração do resultado principal dessa
seção, o Teorema 3.21.
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Lema 3.18. ([32, Lema 1.45]) Seja A uma álgebra e B = eAe uma subcategoria plena
de A para algum idempotente e. Se A é hereditária por partes então B é hereditária por
partes.

Lema 3.19. Seja Λ = Λ1

∐
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é uma soma

amalgamada simples das álgebras quadráticas ou hereditárias ou truncadas Λ1 e Λ2, onde
(QΛ1)0

⋂
(QΛ2)0 = {c}. Se uma das álgebras Λi é isomorfa a Λ(r+4, r) para algum r ≥ 7

e a outra não é simples, então Λ não é hereditária por partes.

Demonstração. Podemos assumir sem perda de generalidade que Λ1 = Λ(r+ 4, r) para
algum r ≥ 7 e Λ2 não é simples. Seja Λ = kQ/I. Então Q tem a seguinte forma:

Q : an1 an1−1 · · · a2 c b2 · · · bn2−1 bn2 ,

onde c = a1 = b1, Λ1 = eΛe, Λ2 = fΛf , onde e =
∑n1

i=1 eai e f =
∑n2

i=1 ebi .
Visto que Λ2 não é simples, n2 > 1. Seja D = Λ1

∐
{c} gΛ2g, onde g = eb1 + eb2 .

Então µb2(D) é álgebra serial à direita que não é hereditária por partes pelo Teorema
4.13 de [32]. Consequentemente Λ não é hereditária por partes pelo Lema 3.18.

Lema 3.20. Seja Λ = Λ1

∐
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é uma soma

amalgamada simples das álgebras quadráticas ou hereditárias ou truncadas Λ1 e Λ2,
onde (QΛ1)0

⋂
(QΛ2)0 = {c}. Se uma das álgebras Λi é hereditária por partes do tipo

feixes e não do tipo módulos e a outra não é quadrática ou não é hereditária então Λ
não é hereditária por partes.

Demonstração. Podemos assumir sem perda de generalidade que Λ1 é hereditária por
partes do tipo feixes e não do tipo módulos e Λ2 não é quadrática e não é hereditária.
Seja Λ = kQ/I. Então Q tem a seguinte forma:

Q : an1 an1−1 · · · a2 c b2 · · · bn2−1 bn2

onde c = a1 = b1, Λ1 = eΛe, Λ2 = fΛf , onde e =
∑n1

i=1 eai e f =
∑n2

i=1 ebi . Visto que
Λ2 não é quadrática e não hereditária, existe 3 < k ≥ n2 tal que gΛ2g ∼= Λ(4, 3), onde
g = eb1 +eb2 +eb3 +ebk . Seja D := Λ1

∐
{c} gΛ2g e seja T := TD

c,−. Seja F := EndDb(D)(T )

e seja F := k∆/J . Então ∆ tem a seguinte forma:

Q : an1 an1−1 · · · a2 c b3 b4

b2,

e J = IΛ1 . Então F é álgebra serial à direita que não é hereditária por partes pelo
Teorema 4.13 de [32]. Visto que D 'der F , D também não é hereditária por partes.
Consequentemente Λ não é hereditária por partes pelo Lema 3.18.

A seguir, apresentaremos o principal resultado desta seção, que fornece condições
necessárias e su�cientes para uma álgebra de Nakayama acíclica, que é uma soma
amalgamada simples de álgebras truncadas ou álgebras quadráticas ou álgebras
hereditárias, ser hereditária por partes.
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Teorema 3.21. Seja Λ = Λ1

∐
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é uma

soma amalgamada simples das álgebras quadráticas ou hereditárias ou truncadas Λ1 e
Λ2, onde (QΛ1)0

⋂
(QΛ2)0 = {c}. Então Λ é hereditária por partes se, e somente se, uma

das seguintes condições é satisfeita:

1. Λ1 e Λ2 são hereditárias por partes do tipo módulos.

2. Uma das álgebras Λi é hereditária ou quadrática e a outra é isomorfa a uma das
seguintes álgebras: Λ(10, 3),Λ(11, 3),Λ(9, 4),Λ(10, 4),Λ(10, 6) ou Λ(11, 6).

Demonstração. (⇒) Se uma das álgebras Λi não é hereditária por partes então Λ não
é hereditária por partes pelo Lema 3.18. Então a a�rmação segue do Lema 3.19 e
Lema 3.20.

(⇐) A a�rmação segue do Teorema 3.14 e Teorema 3.17.

3.5 Produto �brado de álgebras truncadas

O objetivo dessa seção é generalização dos resultados do artigo [22] para uma nova classe
de álgebras de Nakayama: álgebras de Nakayama acíclicas que são produtos �brados
simples de álgebras truncadas ou álgebras quadráticas ou álgebras hereditarias.

O próximo teorema será útil na demonstração do Teorema 3.25.

Teorema 3.22. Seja Λ = Λ1

∏
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é um

produto �brado simples das álgebras Λ1 e Λ2, onde (QΛ1)0
⋂
(QΛ2)0 = {c}. Seja

(a, b) ∈ Q0 ×Q0 um par de vértices admissível tal que a ∈ (QΛ1)0, a 6= c e b ∈ (QΛ2)0,
b 6= c. Então kSΛ

a,b ' kSΛ1
a,+

∏
c kS

Λ2
b,−.

Demonstração. A a�rmação segue do Teorema 2.33 e Corolário 2.24.

De�nição 3.23. Para l,m, n ∈ N denotamos por
−→
T l,m,n a seguinte aljava com o grafo

subsjacente Tl,m,n:

b1 · · · bm−1

−→
T l,m,n : a1 · · · al−1 d

c1 · · · cn−1

O próximo lema técnico será útil na demonstração do Teorema 3.25.

Lema 3.24. Seja li,mi, ni ∈ N e Λi = k
−→
T li,mi,ni

para i = 1, 2. Seja a1,1 (resp.,
a2,1) o poço (resp., fonte) da aljava de Λ1 (resp., Λ2). Então Λop

1

∏
{a1,1,a2,1}

Λ2 'der

Λop
1

∐
{a1,1,a2,1}

Λ2.
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Demonstração. Seja Λ := Λop
1

∏
{a1,1,a2,1}

Λ2 = kQΛ/IΛ. Então QΛ tem a seguinte forma:

b1,m1−1 · · · b1,1 d1 a1,l1 · · · a1,2

c1,n1−1 · · · c1,1 d b2,1 · · · b2,m2−1

a2,2 · · · a2,l2 d2 c2,1 · · · c2,n2−1

α

β

e IΛ = 〈αβ〉. De�nimos um complexo TΛ como segue:

TΛ :=
⊕

c∈(QΛ)0

T c
Λ, (3.2)

onde

T c
Λ =





Φ0(Pc) se c ≤ a1,2,

(Pd → Pa1,2)[1] se c = d,

(Pc → Pd → Pa1,2)[2] se c > d.

(3.3)

Denotamos por S1 o poset com o seguinte diagrama de Hasse:

b1,m1−1 · · · b1,1 d1 a1,l1 · · · a1,2

c1,n1−1 · · · c1,1 b2,1 · · · b2,m2−1 d

a2,2 · · · a2,l2 d2 c2,1 · · · c2,n2−1

É fácil ver que TΛ é um complexo tilting e EndDb(Λ)(TΛ) ∼= kS1.
Seja A := Λop

1

∐
{a1,1,a2,1}

Λ2 = kQA/IA. Então QA = QΛ e IA = 0. De�nimos um
complexo TA como segue:

TA :=
⊕

c∈(QA)0

T c
A, (3.4)

onde

T c
A =

{
Φ0(Pc) se c ≤ d,

(Pc → Pd)[1] se c > d.
(3.5)

Denotamos por S2 o poset com o seguinte diagrama de Hasse:

b1,m1−1 · · · b1,1 d1 a1,l1 · · · a1,2

c1,n1−1 · · · c1,1 b2,1 · · · b2,m2−1 d

a2,2 · · · a2,l2 d2 c2,1 · · · c2,n2−1
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É fácil ver que TA é um complexo tilting e EndDb(A)(TA) ∼= kS2.
Visto que S2

∼= µ−
c1,n1−1

· · ·µ−
c1,1
µ−
b1,m1−1

· · ·µ−
b1,1
µ−
a1,l1−1

· · ·µ−
a1,2

(S1), a a�rmação
segue.

A seguir, achamos o tipo hereditário de uma álgebra de Nakayama acíclica que é um
produto �brado simples que envolve álgebras truncadas do tipo módulos ou álgebras
quadráticas ou álgebras hereditárias.

Teorema 3.25. Seja Λ = Λ1

∏
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é um

produto �brado simples das álgebras quadráticas ou hereditárias ou truncadas Λ1 e Λ2,
onde (QΛ1)0

⋂
(QΛ2)0 = {c}. Se Λi é hereditária por partes do tipo ΓΛi

então Λ é
hereditária por partes do tipo ΓΛ1

∐
(c1,c2)

ΓΛ2, onde c1 = θΛ1(c), c2 = θΛop
2
(c) e θΛ1,

θΛop
2

são como na De�nição 3.11.

Demonstração. Seja Λ = kQ/I. Então Q tem a seguinte forma:

Q : an1 an1−1 · · · a2 c b2 · · · bn2−1 bn2 ,

onde c = a1 = b1, Λ1 = eΛe, Λ2 = fΛf , onde e =
∑n1

i=1 eai e f =
∑n2

i=1 ebi . Segue do

Teorema 3.22 que kSΛ
a2,b2

∼= kSΛ1
a2,+

∏
{c} kS

Λ2
b2,−

, portanto kSΛ
a2,b2

∼= kSΛ1
a2,+

∏
{c} k(S

Λop
2

b2,+
)op

pelo Teorema 2.21. Visto que Λ1 e Λop
2

∼= Λ2 são hereditárias por partes do tipo
módulos, elas satisfazem um dos itens (i)-(vii) da Proposição 3.10 e portanto segue da

demonstração da Proposição 3.10 que kSΛ1
a2,+ 'der kS(Λ1) (resp., kS

Λop
2

b2,+
'der kS(Λ

op
2 )),

onde o diagrama de Hasse de S(Λ1) (resp., S(Λop
2 ) é árvore. Visto que S(Λ1) (resp.,

S(Λop
2 )) pode ser obtido de SΛ1

a2,+ (resp., SΛop
2

b2,+
) por mutações em subconjuntos que não

contém o vértice c, podemos aplicar as mesmas mutações para Λ e obtém que

kSΛ1
a2,+

∏

{c}

k(S
Λop
2

b2,+
)op 'der kS(Λ1)

∏

{c}

kS(Λop
2 )

pela Proposição 1.72. Segue do Lema 3.24 que

kS(Λ1)
∏

{c}

kS(Λop
2 ) 'der kS(Λ1)

∐

{c}

kS(Λop
2 )

Consequentemente Λ é hereditária por partes do tipo ΓΛ1

∐
(c1,c2)

ΓΛ2 onde c1 = θΛ1(c),
c2 = θΛop

2
(c) (veja De�nição 3.11) pelo Teorema 3.14.

A seguir, achamos o tipo hereditário para algumas álgebras de Nakayama acíclicas
que são produtos �brados simples de álgebras truncadas do tipo feixes com álgebras
quadráticas ou álgebras hereditárias.

Teorema 3.26. Seja Λ = Λ1

∏
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é um

produto �brado simples das álgebras Λ1 e Λ2, onde (QΛ1)0
⋂
(QΛ2)0 = {c}. Seja Λ2 uma

álgebra quadrática ou hereditária com m vértices.

1. Se Λ1 = Λ(10, 3) então Λ 'der X2,3,m+5.

2. Se Λ1 = Λ(11, 3) então Λ 'der X2,3,m+6.

3. Se Λ1 = Λ(9, 4) então Λ 'der X2,4,m+3.
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4. Se Λ1 = Λ(10, 4) então Λ 'der X2,4,m+4.

5. Se Λ1 = Λ(10, 6) então Λ 'der X2,3,m+5.

6. Se Λ1 = Λ(11, 6) então Λ 'der X2,3,m+6.

Demonstração. Seja Λ = kQ/I. Então Q tem a seguinte forma:

Q : an1 an1−1 · · · a2 c b2 · · · bn2−1 bn2 ,

onde c = a1 = b1, Λ1 = eΛe, Λ2 = fΛf , onde e =
∑n1

i=1 eai e f =
∑n2

i=1 ebi .
Seja T = Tc,−. Então segue do Teorema 3.2 e Teorema 2.21 que EndDb(Λ)(T ) ∼=

Λ3

∐
{b2}

Λ4 = k∆/J , onde a aljava ∆ tem a seguinte forma:

∆ : an1 an1−1 · · · a2 b2 • · · · • c,
αn1−1 α2 γ

Λ3 = g(k∆/J )g, Λ4 = h(k∆/J )h, onde g = eb2 +
∑n1

i=2 eai , h =
∑n2

i=1 ebi e J é de�nido
pela condição que Λ3

∼= Λ1 e Λ4 é hereditária.
Visto que Λ3

∼= Λ1 e Λ4 é a álgebra de Nakayama acíclica hereditária, a a�rmação
segue do Teorema 3.17 .

Os próximos dois lemas serão úteis para demonstração do resultado principal dessa
seção, o Teorema 3.29.

Lema 3.27. Seja Λ = Λ1

∏
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é um produto

�brado simples das álgebras quadráticas ou hereditárias ou truncadas Λ1 e Λ2, onde
(QΛ1)0

⋂
(QΛ2)0 = {c}. Se uma das álgebras Λi é isomorfa a Λ(r + 4, r) para algum

r ≥ 7 e a outra não é simples, então Λ não é hereditária por partes.

Demonstração. Podemos assumir sem perda de generalidade que Λ1 = Λ(r+ 4, r) para
algum r ≥ 7 e Λ2 não é simples. Seja Λ = kQ/I. Então Q tem a seguinte forma:

Q : an1 an1−1 · · · a2 c b2 · · · bn2−1 bn2 ,

onde c = a1 = b1, Λ1 = eΛe, Λ2 = fΛf , onde e =
∑n1

i=1 eai e f =
∑n2

i=1 ebi .
Seja T = Tc,−. Então segue do Teorema 3.2 e Teorema 2.21 que EndDb(Λ)(T ) ∼=

Λ3

∐
{b2}

Λ4 = k∆/J , onde a aljava ∆ tem a seguinte forma:

∆ : an1 an1−1 · · · a2 b2 • · · · • c,
αn1−1 α2 γ

Λ3 = g(k∆/J )g, Λ4 = h(k∆/J )h, onde g = eb2 +
∑n1

i=2 eai , h =
∑n2

i=1 ebi e J é de�nido
pela condição que Λ3

∼= Λ1 e Λ4 é hereditária.
Visto que Λ3

∼= Λ1 e Λ4 é a álgebra de Nakayama acíclica hereditária, a a�rmação
segue do Lema 3.19.

Lema 3.28. Seja Λ = Λ1

∏
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é um produto

�brado simples das álgebras truncadas ou hereditárias ou truncadas Λ1 e Λ2, onde
(QΛ1)0

⋂
(QΛ2)0 = {c}. Se uma das álgebras Λi é hereditária por partes do tipo feixes
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e não do tipo módulos e a outra não é quadrática ou não é hereditária então Λ não é
hereditária por partes.

Demonstração. Podemos assumir sem perda de generalidade que Λ1 é hereditária por
partes do tipo feixes e não do tipo módulos e Λ2 não é quadrática e não é hereditária.
Seja Λ = kQ/I. Então Q tem a seguinte forma:

Q : an1 an1−1 · · · a2 c b2 · · · bn2−1 bn2 ,

onde c = a1 = b1, Λ1 = eΛe, Λ2 = fΛf , onde e =
∑n1

i=1 eai e f =
∑n2

i=1 ebi . Visto que
Λ2 não é quadrática e não é hereditária, existe 3 < k ≥ n2 tal que gΛ2g ∼= Λ(4, 3), onde
g = eb1+eb2+eb3+ebk . Seja D := Λ1

∏
{c} gΛ2g e seja T := TD

b2,−
. Seja F := EndDb(D)(T )

e seja F := kQF/IF . Então F = Λ1

∏
{c} gFg e QF tem a seguinte forma:

QF : an1
// an1−1

// · · · // a2 // c // b4 // b2

b3

?? ,

e IF é de�nida pela condição que gFg é hereditária. Seja G := µ+
b3
(F ). Então

G = Λ1

∏
{c} gGg e QG tem a seguinte forma:

QG : an1
// an1−1

// · · · // a2 // c // b4 //

��

b2

b3

,

e IG é de�nida pela condição que gGg é hereditária.
De�nimos um complexo TG como segue:

TG :=
⊕

a∈(QG)0

T a
G, (3.6)

onde

T a
G =

{
Pa se a ≤ c,

(Pa → Pc)[1] se a > c.
(3.7)

É fácil ver que TG é um complexo tilting, H := EndDb(G)(TG) = Λ1

∐
{b4}

gHg e QH tem
a seguinte forma:

QH : an1
// an1−1

// · · · // a2 // b4 //

��

b2

��
b3 // c

,

onde IH é de�nida pela condição que gFg é uma álgebra de incidência de poset.
Seja h =

∑
a∈(QH)0\{c}

ea e A := µ−
b2
µ−
b3
(hHh). Então A é serial à direita que não

é hereditária por partes pelo Teorema 4.13 de [32]. Visto que hHh 'der A, hHh
também não é hereditária por partes. Consequentemente H não é hereditária por
partes pelo Lema 3.18. Visto que D 'der H, D também não é hereditária por partes.
Consequentemente Λ não é hereditária por partes pelo Lema 3.18.
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A seguir, apresentaremos o principal resultado desta seção, que fornece condições
necessárias e su�cientes para uma álgebra de Nakayama acíclica, que é um produto
�brado simples de álgebras truncadas ou álgebras quadráticas ou álgebras hereditárias,
ser hereditária por partes.

Teorema 3.29. Seja Λ = Λ1

∏
{c} Λ2 uma álgebra de Nakayama acíclica que é um

produto �brado simples das álgebras quadráticas ou hereditárias ou truncadas Λ1 e Λ2,
onde (QΛ1)0

⋂
(QΛ2)0 = {c}. Então Λ é hereditária por partes se, e somente se, uma

das seguintes condições é satisfeita:

1. Λ1 e Λ2 são hereditárias por partes do tipo módulos.

2. Uma das álgebras Λi é hereditária ou quadrática e a outra é isomorfa a uma das
seguintes álgebras: Λ(10, 3),Λ(11, 3),Λ(9, 4),Λ(10, 4),Λ(10, 6) ou Λ(11, 6).

Demonstração. (⇒) Se uma das álgebras Λi não é hereditária por partes então Λ não
é hereditária por partes pelo Lema 3.18. Então a a�rmação segue do Lema 3.27 e
Lema 3.28.

(⇐) A a�rmação segue do Teorema 3.25 e Teorema 3.26.
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