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Resumo

A partir de um espaco topoldgico, podemos tomar a colecdo de subconjuntos que satisfazem uma ou
mais propriedades e dotd-la de uma topologia. Esta colecao com a topologia é chamada de hiperespaco.
Nesta dissertacdo, buscamos discutir uma vasta gama de propriedades topoldgicas que hiperespacos
podem satisfazer a depender das propriedades que o espaco satisfaz e vice-versa. Isto é feito para a
topologia de Vietoris e a topologia uniforme no hiperespaco, que mostramos coincidir com a métrica de
Hausdorff se o espaco base for métrico. Para isso, revisamos conceitos de Topologia Ceral e discutimos
acerca de espacos uniformes.

Palavras-chave: Hiperespacos, hipertopologias, topologia de Vietoris, topologia uniforme, métrica de
Hausdorff, espacos uniformes.



Abstract

Given a topological space, one can take the collection of subsets satisfying one or more properties and
equip this collection with a topology. As such, this collection is called a hyperspace. In this dissertation,
we aim to discuss a wide range of topological properties that hyperspaces can satisfy depending on the
properties the base space satisfies and vice versa. This is done for the Vietoris topology as well as for
the uniform topology, which we show coincide with the Hausdorff metric when the space is metric. In
order to be able to do it, we review concepts of General Topology and discuss the theory of uniform
spaces.

Keywords: Hyperspaces, hypertopologies, Vietoris topology, uniform topology, Hausdorff metric, uniform
spaces.



Sumario

Introducao 12
1 Revisao de Espacos Topoldgicos 14
1.1 Conceitos Inicials . . . . . . .. 14
12 Redes, Filtros e Convergéncia . . . . . . . . .. . 22
13 Continuidade . . . . . . . 29
14  Axiomas de Separacdo . . . . . .. 32

15 Compacidade . . . . . . 34
151 Compacidade e Outras Propriedades . . . . . . ... ... .. ... .. ... ... .. 40

16 Compacidade Local . . . . . .. . . 46
1.7 Propriedades de Espacos Metrizdveis . . . . . . .. .. ... 47
1.8 Conexidade . . . . . . . 51
19 Resultados Adicionais . . . . . . . .. 53

2 Espacgos Uniformes 55
271 Estruturas Uniformes . . . . . o 55
2.2 Espagos Métricos - Um Exemplo Simples . . . .. . ... .o L 59
23 Topologia Uniforme . . . . . . . . 60
24 Grupos Topoldgicos - Mais um Exemplo . . . . .. .. ... /70
25 Coberturas Uniformes . . . . . . . . 74
2.6 Topologia Uniforme - Abordagem por Coberturas. . . . . .. ... ... ... . ... . .... 82

3 Topologias em Colegdes de Subconjuntos 89
31 As Duas Topologias em [F(X),U] . . .. ... ... .. .. .. ... 92
311 Cobertura Uniforme em F(X) . ... ... . . 94

3.2 Admissibilidade . . . .. 97
3.3 Propriedades da Topologia de Vietoris . . . . . . . . . ... . 99
34 Propriedades da Topologia Uniforme em F(X) . .. ... ... ... ... ... . ... ... . 107
35 A Meétrica de Hausdorff . . . . . .. 109
3.6 Relagdes entre as Topologias Uniforme e de Vietoris em F(X) .. ... .. ... ... ... 114
37 Exemplos . . . 118
3.8 Aplicacdo em Grupos Topoldgicos . . . . . . . . .. . . 124

4 Relacionando Propriedades de X e seus Hiperespacos 128
41 Relagoes Entre Propriedades de X, F(X) e Comp(X) com a Topologia de Vietoris . . . 128
4.2 Relacoes Entre Propriedades de X, F(X) e Comp(X) com a Topologia Uniforme . . . . 140
43  Separacao de F(X) e Comp(X) na Topologia de Vietoris . . . . ... ... ... ... ... 145

44  Conexidade de Hiperespacos na Topologia de Vietoris . . ... ... ... ... .. .. ... 152



5 Caminhos em Hiperespacos
51 Mais Propriedades da Topologia de Vietoris . . . . . ... ... ... ... ... ... ..

5.2 Propriedades da Métrica de Hausdorff . . . . . ... ...
53 Semirreticulados . . ...
54 Retratos . . . . . .
55 Hiperespacos e Semirreticulados . . . . . ...
5.6 Conexidade por Caminhos na Topologia de Vietoris . . . .. .. ... ... ... . . ... ..
5.7 Conexidade por Caminhos na Métrica de Hausdorff . . . . ... ... ... ... . ... ..

571  Espacos Métricos Quase Convexos . . . . .. ... ...

572 C-conexidade . . . . . . ...

6 Prova Elementar da Conexidade por Caminhos de (Comp(R™), h))

0.1 Caminhos em (Comp(R™,h)) . . . . . . ..
0.2 Aldeia da Demonstracao . . . . . . . ...

6.3 Demonstracdo . . . . . ..
Indice Remissivo

Simbolos

159
159
164
165
168
169
173
176
182
187

193
193
195
196

204

207



12

Introducao

A teoria de hiperespacos surge com Felix Hausdorff e Leopold Vietoris no primeiro quarto do século
XX. Em seu livro de 1914 intitulado Grundziige der Mengenlehre, Hausdorff define uma métrica sobre a
colecdo de conjuntos fechados e limitados de um espaco métrico. Esta métrica seria chamada de métrica
de Hausdorff posteriormente. Vietoris por sua vez, na busca por uma definicdo razodvel de variedade,
apresenta em seu artigo de 1922 Bereiche zweiter Ordnung, uma topologia na colegdo de conjuntos
fechados nao vazios de um espaco topoldgico, hoje conhecida como topologia de Vietoris. Nos anos
seguintes, 0s hiperespacos, essas colecoes de conjuntos de um espaco topoldgico base que compartilham
uma mesma propriedade, comecaram a ser estudados, assim como novas topologias que possam ser
definidas neles.

Um dos mateméticos que contribuiram para o desenvolvimento da teoria de hiperespacos foi Ernest
Michael. Em 1951, é publicado seu artigo Topologies on Spaces of Subsets (referéncia [18]) que, dentre
seus varios feitos, compila em um Unico texto propriedades de hiperespacos dotados nao somente da
topologia de Vietoris, mas também de uma generalizagao da topologia induzida pela métrica de Hausdorff.
Esta generalizacdo se deve a prépria generalizacdo do conceito de espaco métrico, chamado espaco
uniforme.

De fato, conceitos como metrizacdo, completude e continuidade uniforme levaram a realizacdo do
conceito de espaco uniforme. Ainda que os primeiros passos mais concretos nessa direcdo tenham sido
dados por Maurice Fréchet e Felix Hausdorff no inicio do século XX, apenas em 1937 surge a definicdo
de espaco uniforme que usamos hoje, definida por André Weil em seu texto Sur les espaces & structure
uniforme et sur la topologie générale.

Ao longo dos anos, vdrias técnicas foram empregadas para estudar propriedades de hiperespacos
e grande atencao foi dada a espacos compactos e continuos (compactos, conexos e metrizdveis). Em
particular, a conexidade por caminhos fol extensivamente estudada quando o espaco base é um continuo.
Assim, em 2003, Camillo Costantini e Wiestaw Kubi$ publicam o artigo Paths in hyperspaces (referéncia
[4])) que trata a conexidade por caminhos quando o espaco base nao é compacto.

Surpreendentemente, ainda que muita pesquisa tenha sido desenvolvida sobre o tema, parece existir
pouca literatura disponivel em forma de livros acerca de hiperespacos. Sam B. Nadler Jr. publicou em
1978 o livro Hyperspaces of Sets e em 1998, junto de Alejandro Illanes, ele publicou o livro Hyperspaces:
Fundamentals and Recent Advances. Como o préprio nome indica, e os autores informam no prefacio,
o texto foi concebido tendo em vista uma referéncia que fosse didatica para o primeiro contato, ainda
que servisse como referéncia para pesquisa. Contudo, o foco é em hiperespacos de um continuo e nao
tanto em hiperespacos gerais. A teoria encontrou aplicacbées no estudo de fractais, o que contribuiu
para a criacdo de material a respeito, como os livros “Fractals Everywhere” de Michael F. Barnsley e
“Fractals and Hyperpaces” de Keith R. Wicks. Além disso, existe um conceito na drea da computacdo,
chamado “power domain” que em um contexto topoldgico é exatamente um hiperespaco. Isso é discutido
por Michael B. Smyth em Power domains and predicate transformers: A topological view.

Sendo assim, este texto foi pensado como uma introducdo a teoria de hiperespacos, baseando-se
principalmente nas referéncias [18] e [4]. Para isso, comecamos com uma revisdo de Topologia Geral no
primeiro cap(tulo. L&, provamos uma série de pequenos argumentos que sustentarao passagens feitas
nas demonstracoes dos resultados nos demais capitulos. Esse capitulo foi pensado para servir de apoio
mas também para apresentar os conceitos utilizados de modo que eles se adéquem melhor ao texto ao
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invés de simplesmente citar referéncias de livros.

Posteriormente, tratamos de espacos uniformes no Capltulo 2, com atencdo especial para duas dife-
rentes formalizacdes desse conceito e na equivaléncia delas. Discutimos extensamente sobre a topologia
uniforme, que terd presenca em boa parte do texto, e tratamos o cldssico exemplo de grupos topoldgicos,
0s quais serdo usados para mostrar uma aplicacdo da teoria de hiperespacos.

Desse modo, podemos sequir ao terceiro capitulo, onde as topologias de Vietoris e uniforme em
hiperespacos sdo definidas, além da métrica de Hausdorff. Comecamos também a discutir algumas
propriedades que os hiperespacos possuem com essas topologias. Uma parte principal deste capitulo é
a respeito da comparacdo das topologias de Vietoris e uniforme, onde apresentamos condicées em que
se pode comparar as topologias ou até mesmo quando elas sao compativeis, isto é, a mesma topologia.
Por fim, apresentamos exemplos que explicitam a diferenca das topologias e uma aplicacdao da teoria em
grupos topoldgicos.

O Capitulo 4 é baseado principalmente no artigo de Michael [18] mas apresentamos algumas obser-
vacoes e correcoes que apareceram ao longo do tempo em outros artigos. Nele, trabalhamos com relacdes
entre propriedades do espaco base e propriedades do hiperespaco tais como metrizabilidade, completude,
conexidade, e principalmente axiomas de separagao. Este Ultimo recebeu atengao especial na topologia
de Vietoris, uma vez que no caso da topologia uniforme, ela é sempre completamente reqular.

Deixamos a conexidade por caminhos especificamente para o Capitulo 5, que é baseado no artigo
de Costantini e Kubi$ [4]. Para tal, precisamos recorrer ao uso de semirreticulados, alguns conceitos
mais proximos da Topologia Algébrica e propriedades métricas mais especificas. Uma consequéncia
dos resultados deste capitulo é que R™ dotado da métrica Euclidiana possui hiperespaco de compactos
conexo por caminhos. Este resultado é tema central do Capltulo 6, que finaliza a dissertacao com uma
demonstracao original desse fato baseando-se na teoria de espagos métricos e inspirada na demonstracdo
para o hiperespaco de R presente no livro de Barnsley (referéncia [1]).

Deve-se mencionar que todos os resultados e definicoes retirados de livros e artigos possuem indica-
cdo de onde podem ser encontrados no estilo [referéncia, pdginal. Os resultados que ndo possuem essa
marcacao foram desenvolvidos para manter a coeréncia ou auxiliar a compreensao do texto. Buscamos es-
crever as demonstracoes com riqueza de detalhes e em alguns casos optamos por apresentar o raciocinio
por trds da demonstracdo, incluindo ilustracoes, ao invés de sequir diretamente para a demonstracao.

A introducdo histérica aqui apresentada foi baseada em discussoes presentes nos trés volumes do
livro Handbook of the History of General Topology.
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Capitulo 1

Revisao de Espacos Topoldgicos

Esta é uma revisao de assuntos de Topologia Geral, a maioria deles (mas nem todos, particularmente
filtros e redes) vistos em cursos padrdao. Apesar de longa, ela ndo pretende ser completa. Os leitores
familiarizados com o assunto podem pular este capitulo ou consultd-lo conforme a necessidade.

1.1  Conceitos Iniciais

Definigao 1.1.1. [24, p. 23| Uma topologia em um conjunto X é uma colecdo 7" de subconjuntos de X,
chamados de abertos, que satisfaz as sequintes propriedades:

a) Qualquer unido de elementos de 7" é um elemento de 7'
b) Qualquer intersecdo finita de elementos de T" é um elemento de 7'

c) X e () pertencem a T.
U

Definigao 1.1.2. Um espaco topoldgico X equipado de uma topologia 7" serd denotado por (X, T).
O

Definigdo 1.1.3. [24, p. 24] Um conjunto F' € (X,T) é chamado de fechado se e somente se seu

complementar F¢ é aberto.
O

Definicdo 1.1.4. [24, p. 25] Se (X, T') é um espaco topoldgico, entdo o fecho de um conjunto A, denotado
por A é o conjunto resultante da intersecao de todos os fechados que contém A.
O

Definicdo 1.1.5. [7, p. 72] Um subconjunto A de um espaco topolégico (X, T) é denso se A = X.
U

Definigdao 1.1.6. [19, p. 192] Um espaco topoldgico (X,T") é separdvel se possui um subconjunto
enumeravel denso.
U

Definicao 1.1.7. [24, p. 38] Uma base de uma topologia é qualquer colecdo & de abertos de X tais
que qualquer aberto da topologia pode ser escrito como uma unido desses abertos.
O

Dada uma colegdo de conjuntos, podemos no perguntar se ela pode ser base de alguma topologia. O
Teorema a sequir trata dessa questao.
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Teorema 1.1.8. [24, p. 38] Dado um conjunto X, uma colecao A de subconjuntos de X é base de alguma
topologia 1" se e somente se

a) X =Ugeg B.
b) Se By, By € &, entdo para cada p € By N By existe By € % contendo p tal que By C By N Bs.

Demonstracao: Se & é base, como X ¢é aberto, vale

xX=|JnB

BeR

pois deve existir uma colecdo de elementos de % cuja unido é X. Além disso, sabemos que se By, By € %,
entdo B; e By sao abertos, portanto By N By sdo abertos e este conjunto pode ser escrito como a unido
de elementos de 9, logo, para cada p € By N By existe By € % contendo p tal que By C By N Bs.
Agora, se temos uma colecdo % que satisfaz as propriedades a) e b), seja T a colecao de todas as
unides de conjuntos de 9. Provaremos que 1" é uma topologia.
a) Qualquer unido de elementos de T é um elemento de 7T

Sat por definigdo de 7'

b) Qualquer intersecdo finita de elementos de 7" é um elemento de T'.

Dados dois abertos de T, sabemos que eles sdo da forma
lJc e D=JD.
ce® DeP
em que €,2 C AB. Portanto, como
(UC)H(UD>:U U cnb,
Ce% De2 Ce% DeP

pela propriedade a) sabemos que para cada p € C'N D existe B € % contendo p e contido em
C'ND. Tomando a colecao F de todos esses conjuntos para todos os pontos de todos os conjuntos

C' N D, temos que
(UQHOJQZUF
Ce% DeP FeF

é um conjunto aberto. Por inducao estendemos a qualquer intersecao finita.

c) X e () pertencem a T.

Sai da propriedade a) e do fato que se tomamos a unido de uma colecao vazia de elementos de
3B temos que ela é o conjunto vazio.

[
Notemos que a demonstracao anterior define como passar de uma base para a topologia, basta todas
as unides de elementos da base.

Definigao 1.1.9. [2, p. 18] Seja X um espaco topoldgico e A um subconjunto de X. Uma vizinhanga de
A é qualquer subconjunto de X que contém um aberto que contém A.
O

Observemos que da definicdo de vizinhanca temos que abertos sdo vizinhancas de todos os seus
pontos.
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Teorema 1.1.10. [2, p. 18] Dado um conjunto X, se para cada x € X é dada uma colecdo AB(x) de
subconjuntos de X tal que

a) Todo elemento de % (x) contém x;

b) Todo subconjunto de X que contém um conjunto de %B(z) pertence a B(x);

c) Toda intersecdo finita de conjuntos em A(x) é um elemento de %B(x);

d) Se V pertence a %(x), entdo existe um conjunto W que pertence a %(z) tal que para todoy € W
vale V € AB(y),

entdo existe uma Unica topologia em X tal que, para cada = € X, B(x) é a colecdo de todas as
vizinhancas de elementos de X nessa topologia. Cada B(x) é chamado um sistema de vizinhangas de

T enquanto

{‘%(x)}:ceX

é chamado de sistema de vizinhancas de elementos de X.

Demonstragao:

e Unicidade:
Suponhamos por absurdo que existam duas topologias distintas 7" e T” para as quais %B(zx) é o
mesmo para todo x e tais que existe um aberto A de 7" que ndo pertence a 7. Como A & T, existe
y € A para o qual todo aberto de T que contém y ndo estd contido em A. Agora, por ser aberto
emT’, A € %B(y), entdo deve existir um aberto de T' que contém y e estd contido em A, o que nos
leva a um absurdo.

e Existéncia:
Dado um sistema de vizinhancas de elementos de X, denotado por B, afirmamos que a topologia
T, cujos abertos sdao os subconjuntos V' de X tais que V' € %B(x) para todo z € V (V' é vizinhanga
de todos os seus pontos), é aquela em que B é a colecdo de todas as vizinhancas de (X, 7). A
prova serd realizada em trés passos:

l) A intersecdo finita de elementos de T" pertence a T.

)

)

Sabemos pela propriedade ¢) que a intersecdo finita de elementos de %(z) pertence a %B(x).
Logo, dados V4,...,V,, sex e ViN...NV,, cada V; € B(z) e assim

Vin...nV, € B(x).

A unido arbitraria de elementos de 7' pertence a T

Sabemos pela propriedade b) que se V.C W e V € B(x), entdo W € B(x). Isso quer dizer
que, dada uma unido arbitrdria de elementos de T,

W=V,

acA

para cada z € W, temos x € V, para algum « € A, ou seja, V,, € %B(z) e como V, C W,
W € %(x). Portanto, W é vizinhanga de todos os seus pontos e esta em 7.

Nesta topologia 7', para cada z € X, B(x) é a colecao de todas as vizinhancas topoldgicas
de z, isto é, vizinhancas de x na topologia 7T

Como os abertos de T' pertencem a J(x) e qualquer vizinhanca topolégica V' de z nessa
topologia contém um aberto, temos que V' contém um conjunto de %B(z) e estd em %B(z) pela
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propriedade b). Isso significa que a colecao de vizinhancas de x nessa topologia estd contida
em %B(x).

Agora, se temos um conjunto V' € 9B(x), precisamos mostrar que ele é uma vizinhanga
topoldgica de x, ou seja, que deve conter um aberto que contém z, e para tal, usaremos
a propriedade d) que afirma que se V' pertence a %B(x), entdo existe um conjunto W que
pertence a %(x) tal que para todo y € W vale V' € %(y). Dado V, pode ocorrer que tal W
ndo seja um aberto, ou seja, existe um y € W tal que W & %B(y). Contudo, como V' € AB(y),
existe um W’ € B(y), tal que V€ B(z) para todo z € W’. Tomamos U = WUW’. Se ainda
assim, U nao for um aberto, repetimos o processo até que tenhamos um aberto, o que ocorre
porque na pior das hipdteses esgotamos todos os pontos de V' nesse processo e teremos que
V' é vizinhanca de todos os seus pontos.

[

Vale a pena mencionar que, nas condicoes do Teorema acima, podemos descrever os abertos com

outras palavras: um aberto da topologia 1" serd um conjunto V' tal que para todo x € V existe um

conjunto W € %B(z) tal que W C V, o que implica V' € %B(z) pela propriedade b) da colegdo dos %B(z).

Agora, se V € AB(x) para todo z € X, pela propriedade d) da colecao dos SB(x), teremos que essa
descricao alternativa dos abertos é satisfeita e as descricdes sao equivalentes de fato.

Definigao 1.1.11. [2, p. 21] Em um espaco topoldgico X, um sistema fundamental de vizinhangas de um
ponto x é qualquer colecdo 7" de vizinhancas de x tal que para cada vizinhanca U de x existe V € 77
tal que V. C U.

O

Proposicao 1.1.12. [2, p. 21] Dado um espaco topolégico (X,T'), uma colecdo A de abertos de X é
uma base da topologia se e somente se, para cada = € X, a colegao

V(x)={VeB|lzeV}
for um sistema fundamental de vizinhancas de x.

Demonstragao: Suponhamos que & é base. Dada uma vizinhanca qualquer V/, sabemos que ela possui
um aberto que contém x, e em particular esse aberto é uma uniao de abertos basicos sendo que um deles
contém x e é, consequentemente, uma vizinhanca de x que estd contida em V/, ou seja, existe um aberto
de 7'(x) que estd contido em V.

Agora, se 7" (x) é um sistema fundamental de vizinhancas para cada x € X e W é um aberto qualquer,
precisamos mostrar que W é unido de elementos de 9. Como W é um aberto, ele é uma vizinhanca de
cada um de seus pontos, e entdo para cada y € W existe V,, € 7'(y) tal que V, C W. Sendo assim,

w=UW,

yeW

e $ é uma base pois V, € %.
[
Com isso, podemos caracterizar os fechados usando o fecho de conjuntos, e isso abre novos caminhos
para verificar que um conjunto dado serd fechado.

Proposicdo 1.1.13. [19, p. 96] Dado = em um espaco topoldgico X e A C X, x € A se e somente se
toda vizinhanca de x intersecta A.

Demonstracao: Provaremos a contrapositiva, isto é, que x ¢ A se e somente se alguma vizinhanca de x
ndo intersecta A.
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Se x ¢ A, existe fechado F' que contém A mas ndo contém x, portanto F*° é aberto que contém x

e consequentemente vizinhanca de = que ndo intersecta A. Agora seja V' uma vizinhanca de x que ndo

intersecta A. Pela definicdo de vizinhanca, existe um aberto U tal que x € U C V, e assim U® é um
fechado que contém A mas ndo contém z e v & A.

[

Proposicao 1.1.14. [24, p. 25] Um conjunto A de um espaco topoldgico X ¢é fechado se e somente se
A=A

Demonstracao: Se A é fechado, A é um fechado que contém A, portanto A C A. Por outro lado, A estd
contido em A pois estd contido em todo conjunto da intersecdo que compde A.

Se A = A, observemos que para todo x ¢ A existe uma vizinhanca V, de = que ndo intersecta A.
Logo, existe um aberto U, tal que z € U, C V, e

U=JU, =4 =2
zgA

é aberto, portanto A é fechado.
[
Poder provar que conjuntos sao fechados usando apenas sistemas fundamentais de vizinhancas sim-
plifica muitos argumentos, especialmente porque frequentemente conhecemos uma base da topologia
dada. Associado a esse conceito, temo a seqguinte definicao.

Definigao 1.1.15. [19, p. 190] Um espaco topoldgico (X,T") é primeiro-contavel se cada ponto = possui
um sistema fundamental de vizinhangas contavel.
O

Temos outra propriedade relacionada, que possui importancia ainda maior.

Definigao 1.1.16. [19, p. 190] Um espaco topoldgico (X,T") é sequndo-contavel se X possui uma base
contdvel.
O

Uma vez que dada uma base, um sistema fundamental de vizinhancas de um ponto x é a colecdo de
elementos da base que contém z, todo espaco sequndo-contdvel é primeiro-contdvel.

Em geral, podemos dotar um conjunto de mais de uma topologia, portanto convém ter uma forma de
comparar topologias.

Definigao 1.1.17. [19, p. 77] Dadas duas topologias T} e T» em um conjunto X, dizemos que T; é mais
fina que T, se todo aberto de T, é um aberto de T7. Nesse caso, escrevemos 175 C T7. Podemos falar
também que 7T, é mais grossa que 77.

O

Observemos que se T3 C Ty e Ty, C T3, entdo 17 = T5. Quando isso acontece, dizemos que as
topologias sdao equivalentes, que elas coincidem, ou simplesmente que sdo a mesma topologia. Agora,
dado um subconjunto de um espaco topolégico, podemos fazé-lo herdar a topologia desse espaco.

Definigao 1.1.18. [19, p. 88] Dado um espaco topolégico (X,7) e um conjunto Y C X, podemos definir
uma topologia sobre Y a partir de T" simplesmente restringindo os abertos de 7" a Y. Com isso, teremos
o subespaco topoldgico (Y,T"), em que

T ={ANY : AT}
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Um exemplo elementar de topologia, que serd base de uma parte deste texto, é o da Topologia
Euclidiana em R". Comegamos recordando uma definicao.

Definicao 1.1.19. [24, p. 16] Um espago métrico é um par ordenado (X, d) composto por um conjunto
X e uma aplicacdo d : X x X — R chamada de métrica, satisfazendo para z,y,z € X

i) Positividade: d(x,y) > 0 e d(x,y) = 0 se e somente se & = y;
i) Simetria: d(z,y) = d(y, x);
ii) Desigualdade trianqular: d(z,y) < d(z,2) + d(z,y).
U

Proposicdo 1.1.20. [19, p. 119] Dado um espaco métrico (X,d) a topologia induzida pela métrica,
denotada por Ty, é aquela cuja base é o conjunto de todos os By(x,r) em que r >0 e

Bay(z,r) ={y € X : d(x,y) <r}.
O conjunto B(x,r) é chamado de bola aberta de raio r centrada em z.

Demonstragdo: Como x € By(xz,r) para todo r > 0, vale que

U UBd($,T):X.

zeX r>0

Agora, dados x1, x5 e 11,79, Se z € By(x1,71) N By(x2,72), existem s1, s5 > 0 tais que
Bi(y, s1) C By(z1,m1) e Ba(y,s2) C Ba(xg,rs).
De fato, basta tomar s; < r; — d(xy1,y) e so < 19 — d(z2,y) que entdo teremos para todo z € By(y, s;)
d(z1,2) < d(z1,y) +d(y, 2) <71,

ou seja, By(y,s1) C Ba(x,r1) e analogamente By(y, sa) C Bg(x,r2). Logo, tomando s = min{sy, so}
conclu{mos que
Ba(y, s) C Ba(z,r1) N Ba(x, r2).

Como y é qualquer elemento da intersecdo, temos que a colecao de todas as bolas abertas constitut uma
base de uma topologia.
[
Em situacées onde sd existe uma métrica costumamos escrever apenas B(x,r). Observemos que se
a base é composta pelas bolas B(z,r) onde x € X e r > 0, entdo para cada z € X a colecdo dos
conjuntos da forma B(z, ) constitut um sistema fundamental de vizinhancas de . De fato, se limitarmos
r a colecdo {1/n},en, teremos um sistema fundamental de vizinhancas mais simples ainda.

Exemplo 1.1.21. A topologia Euclidiana em R™ é a topologia induzida pela métrica Euclidiana dada por
d:R"xR" —= R com

onde z = (z*,...,2") e y = (y},...,y"). Quando n = 1 temos a reta e a métrica toma a forma mais

simples
d(x,y) = |v —yl.

Desse modo, na reta as bolas sdo intervalos, isto é,

B(z,r) = (x —r,x+7).
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A partir de uma colecdo de subconjuntos de um conjunto podemos definir uma topologia de maneira
simples: basta construir uma base, ou seja, adicionar as intersecoes finitas de elementos da colecao.

Definigao 1.1.22. [7, p. 65] Seja X um conjunto e A uma colegao de (ndices. Uma colecdo de subconjuntos
de X

S ={A\C X | A€ A},

é sub-base de uma topologia para X.
O

A topologia de X induzida pela sub-base & tem como base exatamente o conjunto composto por
, X e todas as intersecdes finitas de elementos de &. Comumente jd temos uma topologia 7' em X
e encontramos uma colecdo de subconjuntos de X que serd uma sub-base & de T, ou seja, cuja base
construlda com as intersecoes constitui uma base para 7.

Um espaco importante cuja topologia pode ser facilmente descrita com sub-bases é a reta real
estendida.

Exemplo 1.1.23. Denotamos R o conjunto
R U {+00, —o0}
e definimos para a,b € R os conjuntos

(a, +00] = (a,4+00) U {+00}

[—00,b) = (—00,b) U {—00}.
Definimos uma sub-base & como a colecdo desses conjuntos. Esta é chamada a reta real estendida.
Podemos estabelecer também uma sub-base para a topologia Euclidiana sobre R.
Exemplo 1.1.24. A topologia Euclidiana T;; em R tem como abertos bdsicos intervalos da forma
(x =71,z +71),
onde r > 0 e z € R. Portanto, tomamos os subconjuntos de R
(a,+00) e (—o00,b)

para a,b € R. A colegao desses conjuntos, denotada por &, constitut uma sub-base da topologia
Euclidiana. De fato, a intersecdo finita de elementos de & é da forma

()~

k=1 k=1

e isso é vazio ou um dos trés tipos de conjuntos a sequir:
(ak17+oo)’ (_Oo’bk?) ou (akmbkz)'

Todos esses conjuntos sdo abertos na topologia Euclidiana, pois

[e.e]

(akm_'_oo) = U(ak1+n_17ak1 +n+1> = UB(akl +n71)7

n=1 n=1
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e analogamente
(=00, br,) = | Blbr, —n,1).
n=1

Por fim,

bk —|—ak bk — A
(akl,ka):B( 2 2 1’ 2 2 1 )

Desse modo, todo aberto da base induzida por & é aberto na topologia Euclidiana. Assim, todo aberto
na topologia T induzida pela sub-base & é aberto na topologia Euclidiana, ou seja, Ty C Ty. Por outro
lado,

(x —ryx+71r)=(xr—r,+o00)N(—00,z + 1)

e temos que qualquer aberto bdsico da topologia Euclidiana estd na base induzida por & e consequen-
temente T; C T. Provamos entdo que as topologias sdo iguais.

A partir dessa discussdo, notamos que R é subespaco topolégico de R. Para finalizar esta secéo,
apresentamos a definicdo de duas topologias especiais.

Definigdao 1.1.25. [24, p. 86] Dada uma colecdo {(Xx, 7))} en de espacos topoldgicos, a topologia
produto definida em J] X\ é aquela gerada pela base cujos elementos sao da forma

[

AEA

onde cada U, é aberto e Uy # X, apenas para uma colecdo finita de (ndices.
O

Definigao 1.1.26. [24, p. 59] Sejam X um espaco topoldgico e Y um conjunto. Se f: X — Y é uma
funcdo sobrejetora, entao a colecao

T={UcCY | fYU)éaberto em X}

constitut uma topologia em Y, chamada de topologia quociente. Neste caso, f é chamada aplicagao

quociente e Y espaco quociente.
U

A topologia quociente é frequentemente associada a classes de equivaléncia. Uma relacao de equi-
valéncia ~ sobre um conjunto X é uma relagao bindria entre os elementos que ¢

(i) reflexiva: x ~ x para todo x € X
(it) simétrica: x ~ y se e somente se y ~ x;
(iii) transitiva: se x ~y e y ~ 2, entdo = ~ z.
Para cada € X, podemos definir o conjunto chamado classe de equivaléncia de x
r={yeX|z~y}

Notemos que se = ~ y, entdo para todo z € X tal que = ~ z, temos y ~ z por simetria e transitividade.
Analogamente, se y ~ z, temos = ~ z. Portanto

S
I
<
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Desse modo, os conjuntos = dividem o espaco (dizemos que eles particlonam) em conjuntos de pontos que
estao relacionados, dal o nome classe de equivaléncia. Seja Y a colecdo desses conjuntos, frequentemente
denotada por X/ ~. A aplicacao projecdo

Tm: X
T

ST

—
—
é sobrejetiva pela definicao de Y. Logo, se X é um espaco topoldgico, podemos induzir a topologia
quociente em Y a partir de uma relacdo de equivaléncia em X.

O interessante disso tudo é que se temos um espaco topolégico X, um conjunto Y e uma funcédo

sobrejetora f: X — Y, a funcdo permite definir uma relagdo entre elementos de z estabelecendo z ~ y
se e somente se f(z) = f(y). Assim,

T={yeX|fl@)=fW}={yeX|ye [ (fx)}=["(f(z))

Uma vez que f é sobrejetora, para todo x € X, existe y € Y tal que f(x) = y. Portanto, cada ponto de
y pode ser visto como a representacdo da classe de equivaléncia de tal . Desse modo, f é exatamente
a projecao nas classes de equivaléncia e Y pode ser visto como a colegao das classes de equivaléncia.

1.2 Redes, Filtros e Convergéncia

As sequéncias sao um dos objetos essenciais na topologia. Inclusive, podemos caracterizar uma topologia
a partir delas. Contudo, este conceito sé funciona bem quando o espaco é primeiro-contdvel. Uma
generalizacdo desse conceito que visa contornar essa limitagdo aparece na forma de uma estrutura
analoga chamada rede. Contudo, temos outro conceito, dessa vez um pouco diferente. Introduzido por
Henri Cartan em seu artigo de 1937 intitulado Théorie des filtres, Cartan propde o conceito de filtro.
Discutiremos os dois conceitos mais gerais simultaneamente e ao longo do texto precisaremos recorrer
a eles em diferentes situacoes.

Definigao 1.2.1. [19, p. 38] Uma sequéncia (z,,) em um conjunto X é uma funcdo x : Z, — X, cujos
elementos, ao invés de denotar por x(i), denotamos por x;. Frequentemente nos referimos a sequéncia
como a imagem da funcdo, mas sem esquecer que um mesmo ponto pode ser imagem de varios nimeros
em Z,.

O

Podemos considerar também sequéncias finitas. Nesse caso, o dominio da funcao é um subconjunto
finito de Z,. Observemos que ndo faz diferenca considerar as sequéncias sobre N ao invés de Z,.
Passaremos para o conceito mais geral de rede.

Definigao 1.2.2. [24, p. 73] Um conjunto direcionado é um conjunto A com uma relacao < satisfazendo:
(i) A < A paratodo A € A
(i) Se A1 < Ag e Ay < A3, entdo A; < As.
(iit) Se A1, Ao € A existe A3 € A tal que A\; < Az e Ay < As.
O

Observemos que Z, e N com a ordenacao usual sao conjuntos direcionados. Logo, sequéncias sdo
redes.

Definigao 1.2.3. [24, p. 73] Seja (A, <) um conjunto direcionado. Uma rede (z)xea em um conjunto X é
uma funcdo x : A — X, cujos elementos, ao invés de denotar por x(\), denotamos por x,. Frequentemente

nos referimos a rede apenas como a imagem da funcao.
O
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Definigao 1.2.4. [24, p. 73] Seja (xx)rea uma rede em um conjunto X dada por uma funcdo x : A — X.
Se M é um conjunto direcionado e ¢ : M — A é uma funcao satisfazendo

(i) (m1) < @(ma) sempre que piy < pup.
(i) Para cada A € A existe p € M tal que A < @(u).

Uma sub-rede (z,,) de (z)) é a composicdo x o ¢.
U

A propriedade (i) garante que a imagem de ¢ é um conjunto direcionado quando dotado da relacao
em A. Assim, faz sentido considerar (z,,) como uma rede. A propriedade (ii) garante, por outro lado, que
a sub-rede ndo toma apenas uma parte ‘inicial” da rede. Dada uma sequéncia (z,), tomamos qualquer
subconjunto infinito M de Z, com a relacdo induzida por Z, (para satisfazer as propriedades) e teremos
(Zm)menm uma subsequéncia de (x,).

Agora, apresentamos o conceito de filtro. A principio, pode ndo ser muito claro como este conceito
pode estar relacionado ao conceito de redes, mas provaremos que é possivel passar de um para outro.

Definigao 1.2.5. [24, p. 78] Um filtro § em um conjunto X é uma colegdo de subconjuntos nao vazios de
X satisfazendo:

a)se FeFe FCG, entdo G € 3.
b) se E,F € §, entdo ENF € 3.

Observemos que desta Ultima propriedade vale que dada uma familia finita de elementos de §, a inter-
secao de todos os elementos dessa familia é um elemento de §.
O

Nds ja vimos um exemplo de filtro antes: o sistema de vizinhancas de um ponto em uma topologia,
apresentado no Teorema 1.1.10. Inclusive, esse filtro serd fundamental na discussao sobre convergéncia.
Por simplicidade é chamado apenas de filtro das vizinhangas de x e sua base é qualquer sistema
fundamental de vizinhancas de . Construir filtros é bem simples, basta definir o que chamamos de base
de um filtro, que funciona como base de uma topologia.

Definigdo 1.2.6. [24, p. 78] Uma colecdo B de subconjuntos nao vazios de um conjunto X é uma base
de um filtro em X se dados dois elementos em B, a intersecdo contém um elemento de B. O filtro §

induzido por uma base ‘B é a colecao de todos os conjuntos que contém algum elemento de ‘B.
O

Observemos que dadas duas bases, elas induzem o mesmo filtro se todo elemento de uma contém um
elemento da outra base e vice-versa. Agora, dado um filtro, para obter uma base dele precisamos obter
0 sequinte:

Definigao 1.2.7. [24, p. 78] Uma base B de um filtro § é uma subcolecdo de § tal que se F' € §, existe
B €°B tal que BC F.
O

A sequir, relacionamos redes e filtros.

Definigao 1.2.8. [24, p. 81] Se (x,) é uma rede em X, o filtro induzido pela rede ¢ o filtro induzido
pela base ‘B cujos elementos sao
BAO = {ZL‘)\ | /\ Z /\0}
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Se § é um filtro em X, definimos o conjunto direcionado
Ay ={(z,F) | x € FeF},

onde a relacao é dada por
(21, F1) < (22, F2)

se e somente se F, C Fy. De fato, Az é direcionado, pois se F3 C Fy e Fy, C Fy, temos F3 C F) e se
Fy, F5 € § entdo Fy = F1 N F, € § e assim valem as trés propriedades de conjunto direcionado:

) (z, F) < (x,F) para todo (z, F') € Az.
(I.L) Se (IL‘l,Fl) S (I'Q,FQ) e (ZEQ,FQ) S (ZL‘37F3), entao (Jfl,Fl) S (]73,F3).
(it)) Para (x1, Fy), (z2, Fy) € Az existe (x3, F3) tal que (z1, F1) < (x3, F3) e (xq, Fy) < (x3, F3).

Definigao 1.2.9. [24, p. 81] Dado um filtro § em X, a rede (z,) induzida pelo filtro é a imagem da
funcdo P : Ay — X dada por
P((z,F)) = =x.

U

Definigao 1.2.10. [24, p. 81] Dada uma rede (z,) em X, o filtro § induzido pela rede é o filtro induzido
pela base B composta pelos conjuntos

By, ={zx | A > Ao}

onde \g € A.
O

Deve-se notar que essa definicdo nao é exatamente circular, no sentido que induzir um filtro a partir
de uma rede e uma rede a partir do filtro obtido ndo induz necessariamente a mesma rede inicial, mas
ela serd uma sub-rede da rede obtida. Agora podemos tratar da convergéncia de redes (sequéncias) e
filtros, onde as definicdes serdo, sim, equivalentes ao fazer esse caminho por estruturas induzidas.

Definigao 1.2.11. [24, p. 78] Dizemos que um filtro §; é mais fino que um filtro §o se F2 C Fy, ou seja,
se todo elemento de §5 é um elemento de §F;.
O

Observemos que se temos duas bases By e B, induzindo os filtros §1 e §o, o filtro §2 é mais fino
que §1 se e somente se todo elemento de By contém um elemento de B;.

Definigao 1.2.12. [24, p. 78] Um filtro § em um espaco topoldgico X converge a um ponto x € X se §
é mais fino que o sistema fundamental de vizinhancas de z. Nesse caso, § é um filtro convergente e x
é ponto limite do filtro.

O

Definigao 1.2.13. [24, p. 74] Uma rede (z,) em um espaco topoldgico X converge a x € X se para cada
vizinhanca V' de x existe A\p € A tal que =, € V se A > Ag. Nesse caso, a rede é uma rede convergente
e z é ponto limite da rede.

O

Existe uma terminologia comum para dizer que a rede converge a z, é dizer que dada uma vizinhanca
V' de z, a rede eventualmente esta em V. Escrevemos (x,) — x quando a rede converge a z. Observemos
que se uma rede converge, toda sub-rede também convergird ao mesmo ponto. Ao invés de verificar para
toda vizinhanca V' de x, podemos verificar apenas para aquelas de um sistema fundamental de vizinhancas
de x. Sendo assim, lembrando que os abertos bdsicos que contém z constituem um sistema fundamental
de vizinhancas de z, podemos verificar apenas para os abertos bdsicos que contém x sempre que tivermos
uma base.
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Proposicdo 1.2.14. Uma rede (z,) converge a x se e somente se para cada vizinhanga V' de um sistema
fundamental de vizinhancas de = existe Ay € A tal que x) € V se A > .

Demonstragao: Uma vez que todo elemento do sistema fundamental é vizinhanca de z, basta provar que
se para cada vizinhanca V' de um sistema fundamental de vizinhancas de x existe Ao € A tal que x) € V
se A > )\, entdo isso vale para toda vizinhanga de x. Ora, dada vizinhanca W de z, existe vizinhanca
V' do sistema fundamental contida em W, e para o Ay associado a V/, temos que se A > )

ryneVCW.

Assim, (z)) converge a x.
[
Passamos entdo a relacdo entre convergéncia de filtros e redes.

Teorema 1.2.15. [24, p. 81] Seja X um espaco topoldgico e x € X. Um filtro § converge a z se e
somente se a rede (z,) induzida pelo filtro converge a .

Demonstracao: Se o filtro § converge a z, entdo para toda vizinhanca V' de z existe F' € § contido em
V. Desse modo, basta tomar y € F, e por definicao de (x,), sempre que A > (y, F'), teremos

JI)\GGQFQM

ou seja, a rede converge a .
Se a rede (x,) induzida por § converge a z, dada vizinhanca V' de z, existe F' € § e y € F tais que
se

(2,G) = (y, F),
entao
zeV.
Ora, sabemos que para todo f € F' a definicao do conjunto direcionado Az implica
(f. F) > (y, F).

Portanto, F' C V, e encontramos um conjunto de § contido em V/, ou seja, o filtro § é mais fino que o

filtro das vizinhancas de x.
[

Teorema 1.2.16. [24, p. 81] Seja X um espaco topoldgico e z € X. Uma rede (x,) converge a = se e
somente se o filtro induzido pela rede converge a .

Demonstragao: Se a rede converge a x, observemos que dada uma vizinhanga V' de X, existe Aq tal que
x) € V para todo A > \g. Assim, o conjunto

By, = {xa [ A = Ao}

estd contido em V. Ora, este é um elemento basico do filtro induzido pela rede, logo este filtro é mais
fino que o sistema de vizinhancas de z e deve convergir a z.

Se o filtro § induzido pela rede converge a x, dada vizinhanca V' de x existe F' € § contido em V.
Pela definicao da base do filtro induzido pela rede, existe A\g € A tal que

By, ={zx | A> XN} CFCV,

e assim, x) € V para todo A > \,. Portanto, a rede deve convergir a .
[
Observemos que os dois teoremas garantem que a rede induzida pelo filtro induzido por uma rede
também converge a um ponto se a rede inicialmente converge, e o mesmo vale para o filtro induzido pela
rede induzida por um filtro. Assim, podemos trabalhar com ambas as nocoes de convergéncia livremente.
Passamos entdo a uma propriedade importante de redes e filtros que é caracterizar conjuntos fechados.
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Definigdao 1.2.17. [24, p. 74] Seja X um espaco topoldgico e x € X. Dizemos que = é ponto de
acumulagdo de uma rede (x,) se para toda vizinhanca V de z e \g € A existe A > )\ tal que

Ty € V.
0

Assim como temos o termo eventualmente para a convergéncia, dizemos que z é ponto de acumulacao
de uma rede se para cada vizinhanca V' de x a rede estd frequentemente em V.

Proposicdo 1.2.18. Uma rede (x,) possui um ponto de acumulacdo x se e somente se ela possui uma
sub-rede (x,,) que converge a z.

Demonstragdo: Se (z,) possui uma sub-rede (x,,) convergente a z, entdo dada vizinhanga V' de x e
Ao, existe A\, > Ag e assim A, > A, tal que

m#eV.

Assim, (z,) possui 2 como ponto de acumulacao.
Agora, se (z,) possui um ponto de acumulacao x, vamos construir um conjunto direcionado e usa-lo
para tomar uma sub-rede de (z,). Seja B(x) um sistema fundamental de vizinhancas de z. Seja

M={\V)|zyeV e RB(x)}

Definimos
(>\17 ‘/1> S ()\27 ‘/’2)

se Ay < Ay e V4 C Vi Afirmamos que M é um conjunto direcionado quando dotado dessa relagdo. Ora,
por definicao

A V)< (A V).

Agora, se
()\17‘/1) S ()\27‘/2) e ()\27‘/2) S ()\27‘/;3)7

entao

Vs C Vo C V)
e

A< Ay < A3
Portanto,

M <X e V3CV,

e assim

Agora, dados (A1, V1) e (Ag, V2), seja Ag tal que
A <X e A<
Uma vez que a rede possui ponto de acumulagao em x, existe A3 > A tal que
Tas € Va=ViNVs.

Portanto,
(Ab‘/l) S (>‘37‘/3) e (/\27‘/2> S ()\37‘/}))
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e M é um conjunto direcionado. Agora, definimos a aplicacdo

7 M — A
ANV) — A

Essa aplicacdo satisfaz as condicdes de sub-rede, pois
(>\17 ‘/1> S ()\27 ‘/2)

somente se
i((A, V1)) = A < Ap = i(Ag, V).

Além disso, dado Ay, para qualquer vizinhanca V' de z existe A > A\g de modo que
xy € V.

Portanto, (A, V) € M e
(V) = A2 .

Agora, afirmamos que a sub-rede (x,,) induzida converge a . Dado ) e vizinhanga V' de x, uma vez
que x é ponto de acumulacdo, existe A\; > A tal que z,, € V. Desse modo, para todo (A, W) > (A1, V)
temos

Ty €V

e a sub-rede converge a =.
[

Definigdo 1.2.19. [24, p. 78] Seja X um espaco topoldgico e x € X. Dizemos que = é ponto de
acumulagao de um filtro § se para toda vizinhanca V' de x

FNV #0

para todo F' € §. Em outras palavras, = é ponto de acumulacdo se 2 € F para todo F € §.
O

Proposigao 1.2.20. [24, p. 78] Um filtro § possui um ponto de acumulagdo x se e somente se existe um
filtro & mais fino que § que converge a .

Demonstragao: Se x é ponto de acumulacdo de §, entdo para toda vizinhanca V' de x
FNV #£0
para todo F' € §. Assim, podemos definir o filtro &5 induzido pela base composta dos conjuntos
Grpy ={VNF | FegFeV évizinhanca de z}.

Por definicdo, &5 é mais fino que § e o filtro das vizinhangas de x, logo converge a x.
Se & é um filtro mais fino que § e & converge a x, entdo dada vizinhanga V' de x e F' € §, existe
G € 6 contido em F' e V. Portanto

FANV2O2GNV =G#

e x é ponto de acumulacao de §.
[

Teorema 1.2.21. [24, p. 79] Seja X um espaco topoldgico, E C X ez € X. O ponto x € E se e somente
se existe um filtro § tal que £ € § e § converge a .
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Demonstracdo: Se x € E, temos que toda vizinhanca de z intersecta E. Portanto, o filtro das vizinhancas
de x induz uma base de um filtro cujos elementos sao da forma

Fy ={VNE |V évizinhanca de x}.

Este filtro induzido § contém E como elemento, por definicdo, e converge a x pois todo elemento da base
estd contido numa vizinhanca de z, portanto mais fino que o filtro das vizinhancas de .
Se existe um filtro § que converge a = e possui £ como elemento, entdo para todo F' € § vale

ENF #0.
Por convergir a z, toda vizinhanca de x contém um elemento de §. Logo,se FCV e F €5,
VNEDENF #0).

Assim, provamos que toda vizinhanca de z intersecta £ e x € E.
[

Corolario 1.2.22. Seja X um espaco topoldgico e £ C X. O conjunto E é fechado se e somente se para
todo z € X tal que existe um filtro § convergente a « com F € § o ponto x pertencer a E.

Demonstracdo: Pela Proposicao 1.1.14 E é fechado se e somente se £ = E. Agora, pelo Teorema 1.2.21
x € E se e somente se existe um filtro § tal que £ € § e § converge a x, logo € E por hipétese e
E=F.

[

Teorema 1.2.23. [24, p. 75] Sejam X um espaco topolégico e E C X. Um ponto x € X pertence a £/
se e somente se existe uma rede (z,) C E que converge a .

Demonstracdo: Se x € E, toda vizinhanca de z intersecta E. Logo, podemos tomar para cada vizinhanca
V de x um elemento
ey € ENV.

Ora, o sistema de vizinhancas com a relacao Vi <V, se e somente se V, C V) é direcionado. Portanto,
podemos definir a rede (ey) C E que converge a = por definicao.

Se existe uma rede (x),) C E que converge a x, para toda vizinhanca V' de x existe Ag tal que
x) € V para todo A > A\p. Uma vez que (x,) C E, temos

VNE#0,

e portanto x € E.
[
Observemos que quando o espaco é primeiro-contdvel, existe um sistema fundamental de vizinhancas
de = que é contdvel, portanto podemos usd-lo para construir a rede acima, o que resultard em uma
sequéncia. Por isso, nesses espacos podemos usar sequéncias para mostrar que um ponto estd em um
fecho de um conjunto.

Corolario 1.2.24. Seja X um espaco topoldgico e 2 C X. O conjunto E é fechado se e somente se para
todo € X tal que existe uma rede (z,) C F convergente a x, o ponto x pertencer a E.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.1.14 E é fechado se e somente se £ = E. Agora, pelo Teorema 1.2.23
r € E se e somente se para todo x € X tal que existe uma rede (z,) C E convergente a x, o ponto x
pertencer a E, ou seja, £/ = E.
|
Terminamos a secao com uma definicao util sobre filtros.

Definicao 1.2.25. Dado um filtro § em X e um conjunto A C X, o filtro relativo a § em A é
Sa={FNA|Feg}
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1.3 Continuidade

A continuidade possui um papel fundamental na Andlise. Nesta secdo veremos a generalizacao desse
conceito para espacos topoldgicos. Uma atencdo especial serd dada para os diferentes pontos de vista
possiveis dadas as varias estruturas j& abordadas.

Definicao 1.3.1. [24, p. 44] Sejam X e Y espacos topoldgicos e considere uma funcao f : X — Y.
Dizemos que f é continua em xy € X se para toda vizinhanca V' de f(xg) existir uma vizinhanca U de
xo tal que

fu)cw

Se f é contihua em todo ponto z € X, dizemos que f é uma funcdo continua.
O

Proposicao 1.3.2. Sejam X e Y espacos topoldgicos e considere uma funcdo f: X — Y. Sédo equiva-
lentes:

(a) f é continua.
(b) a pré-imagem de aberto em Y é aberto em X.
(c) a pré-imagem de aberto bdsico em Y é aberto em X.

(d) a pré-imagem de aberto sub-bdsico em Y é aberto em X.

Demonstragao: As implicacoes (b)=(c) e (c)=>(d) sequem diretamente da definicao de base e sub-base.
Todo aberto sub-bdasico é aberto bdsico e todo aberto bdsico é aberto. Provaremos (a)<(b), (c)=(b) e
(d)=(0).
Suponhamos que f é continua e V' C Y é aberto. Para cada z € X tal que f(zy) € V existe
vizinhanca U, satisfazendo
FU) C V.

Sendo assim, definimos
v= |J =1
zef~1(V)
e temos que U é aberto por ser vizinhanca de todos os seus pontos. Assim provamos (a)=-(b). Agora, se

pré-imagem de aberto é aberto, dado # € X e vizinhanca V' de f(z), existe aberto V/ C V contendo
f(x). Assim, f~1(V") é aberto contendo x e

v ev.

Portanto, f é continua em x. Ora, z é arbitrario, logo f é continua em todo ponto e provamos (b)=>(a).
Se a pré-imagem de aberto bdsico é aberto, dado aberto V' C Y, podemos descrever V' como uma
unido de abertos bdsicos de Y, ou seja,
vV=_JW.

AEA
Assim,
f1@3=fIOJW>=LJfW%%
AEA AEA

que é aberto em X, provando (c)=(b).
Por fim, se pré-imagem de aberto sub-bdsico em Y é aberto em X, dado aberto bdsico V C Y,
podemos descrever V' como uma intersecao finita de abertos sub-bdsicos de Y, ou seja,

V=W

A€A
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onde |A| < oco. Assim,

V)= (ﬂ vx) = (W),

AEA AEA
que é aberto em X, provando (d)=(c).
[
Agora discutiremos a relacao entre convergéncia de redes/sequéncias e filtros com continuidade de
funcoes entre espacos topoldgicos.

Proposicao 1.3.3. [24, p. 75] Sejam X e Y espacos topoldgicos e x € X. Uma funcdo f: X — Y ¢é
contlnua em x se e somente se para toda rede (x,) convergente a z, a rede f(x,) converge a f(x).

Demonstragdo: Se f é continua, dada vizinhanca V' de f(z), sabemos que existe vizinhanca U de x tal
que f(U) C V. Se (x,) converge a x, entdo existe \g tal que z, € U para todo A > Ag. Portanto,

f(x,\) eV

para todo A > X\g e (f(xy)) converge a f(x).
Para a outra direcdo, provaremos a contrapositiva. Se f ndo é continua em z, entdo existe uma
vizinhanga V' de f(z) tal que para toda vizinhanca U de z

)¢ v.

Portanto, para cada vizinhanca U de = podemos tomar zy tal que f(zy) € V. Direcionamos o sistema
de vizinhangas de x definindo que Uy < U, se Uy C U;. Assim, (zy) converge a  mas (f(zy)) ndo
pode converge a f(x) pois

flzv) ¢V

para todo U.
[

Definigao 1.3.4. [24, p. 79| Se § é um filtroem X e f: X — Y, o filtro f(F) induzido por f é o filtro
gerado pela base composta pelos conjuntos f(F') com F € §.
O

Proposicdo 1.3.5. [24, p. 79] Sejam X e Y espacos topoldgicos e x € X. Uma funcdo f: X — Y é
continua em x se e somente se o filtro f({§) converge a f(z) sempre que o filtro § converge a .

Demonstracdo: Seja f continua em z. Dada vizinhanca V de f(x), existe vizinhanca U de zx tal que
f(U) C V. Portanto, se § é um filtro convergente a x, existe F' € § tal que F' C U, e assim f(F)CV
e f(§) é mais fino que o filtro das vizinhancas de f(x), ou seja, f(F) converge a .

Se o filtro f(§) converge a f(x) sempre que § converge a z, temos em particular que isso acontece
quando § é o filtro das vizinhancas de z. Nesse caso, f(F) é mais fino que o filtro das vizinhancas de .
Assim, dada vizinhanca V' de z, existe vizinhanca F' € § tal que f(F') C V, portanto f é continua em z.

[

Existem fungdes continuas com especiais. Vejamos algumas delas.

Definicdo 1.3.6. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma funcao f: X — Y é chamada de homeomor-
fismo se ela for bijetiva, continua e sua inversa for continua. Dizemos que f é mergulho de X em Y se

f é homeomorfismo sobre sua imagem, isto é, se ao trocarmos Y por Im(f), ela é homeomorfismo.
O

Observemos que um homeomorfismo leva conjuntos abertos em conjuntos abertos, pois sua inversa
existe e é continua. Uma funcdo com essa propriedade é chamada de funcao aberta e podemos afirmar
que uma funcdo é homeomorfismo se e somente se ela for bijetiva, continua e aberta.
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Definigao 1.3.7. [19, p. 176] Sejam (X, d) e (Y,d') dois espagos métricos. Uma fungdo f: X — Y ¢é
uniformemente continua se para todo £ > 0, existir 6 > 0 tal que

d(z,y) <9

implica

d(f(x), f(y) <e.

Proposicao 1.3.8. Toda funcao uniformemente continua é continua.

Demonstragdo: Se (X,d) e (Y,d') sdo espagos métricos e f : X — Y é uma fungao uniformemente
continua, dado x € X e € > 0, existe > 0 tal que

d(x,y) <o

tmplica
d(f(z), f(y) <e

Logo, fixado zyp € X se
d($07 y) <9

entao
d'(f(zo), f(y)) <e.

Desse modo, dada vizinhanca V' de f(xg), existe r tal que
Bd/(f(l’o),?”) C Vva

e assim, para algum § >0
f(Ba(wo,0)) € Ba(f(20),r) €V
e f é continua em z(. Pela arbitrariedade de z(, f é continua em todo ponto.
[ |

Definigao 1.3.9. [3, p. 21] Sejam (X,d) e (Y,d') dois espacos métricos. Uma funcdo f : X — Y ¢é
Lipschitz se existe K > 0 tal que

d(f(z), f(y)) < Kd(z,y).

Proposicao 1.3.10. Toda funcdo Lipschitz é continua.

Demonstragdo: Se (X,d) e (Y,d’) sao espacos métricos e f : X — Y é uma funcdo Lipschitz, entdo
fixado zp € X, vale que
d'(f (o), f(y)) < Kd(zo,y).

Portanto, dada vizinhanga V' de f(x), existe r tal que
Bd/(f(l’o),T’) cV,
e assim, se s <r/K,
f(Ba(o,s)) € Ba(f(z0),m) CV,
pots
d'(f(x0), f(y)) < Kd(zo,y) <K -s <.

Desse modo, f é continua em xy e como o processo independe do ponto, é continua em todo ponto de X.
[
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1.4 Axiomas de Separacao

Partimos agora para a discussao acerca de axiomas de separacao. Como o nome sugere, trataremos de
algumas caracter(sticas acerca da possibilidade de separar dois conjuntos do espaco, que se traduz no
conceito de obter um aberto que contém um dos conjuntos e ndo intersecta o outro. Isso se d& em varios
niveis e tem suas implicacoes. Contudo, apresentaremos apenas alguns deles.

Definicao 1.4.1. [24, p. 85] Um espaco topolégico (X, T') é um espaco Ty, ou seja, T é uma topologia Tp
se e somente se, dados pontos distintos x,y de X, existe um aberto A que contém um ponto, mas nao
contém o outro pelo menos para um dos pontos.

O

Definigao 1.4.2. [24, p. 86] Um espaco topoldgico (X,7T') é um espaco T3, ou seja, T' é uma topologia
T, se e somente se, dados pontos distintos z,y de X, existe um aberto A, que contém x mas ndo y e

A, que contém y mas nao .
0

Observemos a diferenca sutil que existe entre esses dois niveis. Enquanto no caso T devemos ter

(esquematicamente)
Dh s e B
Dy e ()

Agora, ndo temos nenhuma restricao sobre o aberto que contém esses pontos, eles podem muito bem
ter intersecao nao vazia no caso 7. Portanto, temos mais um nivel, que adiciona a restricao de serem
disjuntos.

e no caso 1} devemos ter

Definigao 1.4.3. [24, p. 86] Um espaco topoldgico (X,7T') é um espaco T3, ou seja, T' é uma topologia T
se e somente se, dados pontos distintos z,y de X, existe um aberto A, que contém z mas nao y e A,
que contém y mas nao x, com A, e A, disjuntos. Esse tipo de espaco é comumente chamado de espago
de Hausdorff.

O

A propriedade de ser de Hausdorff tem uma consequéncia importantissima.

Proposicao 1.4.4. [24, p. 86] Se (X,T) é um espaco de Hausdorff, entdo todo filtro/rede convergente
possut um Unico ponto limite.

Demonstracao: Se X é de Hausdorff, suponhamos por absurdo que um filtro § converge a dois pontos
distintos z e y. Nesse caso, § refina um sistema de vizinhancas de x e y. Ora, existem abertos
disjuntos A, e A, contendo z e y, respectivamente. Logo, devem existir F, 5, € § contidos em A, e A,,
respectivamente. Desse modo, F1 N Fy = (), mas isso é um absurdo, pois um filtro ndo contém elementos
disjuntos. Concluimos entao que § deve possuir um Unico ponto limite.

Para provar para redes, lembramos que, pelo Teorema 1.2.16, uma rede converge a um ponto se e
somente se o filtro induzido por ela converge ao ponto. Desse modo, se uma rede converge a mais de um
ponto, o filtro induzido por ela também converge, mas isso é um absurdo pelo que acabamos de provar.

[
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Definigao 1.4.5. [24, p. 99] Um espaco topoldgico (X,7T) é um espaco completamente de Hausdorff se
para todo par de pontos x,y € X existe uma funcdo f: X — R tal que f(z) =0e f(y) =1
U

Até agora temos uma linearidade na hierarquia dessa classificagao, todo espaco 75 é T} e todo espago
T, é Tp.

Proposicao 1.4.6. [24, p. 86] Se (X, T') é um espaco T3, entdao pontos sdo conjuntos fechados.

Demonstragao: Mostraremos que o complementar de um conjunto unitdrio é aberto. Dados x € X e
y € {z}°, uma vez que a topologia é T} existe um aberto A, contendo y que ndo contém z. Portanto
A, C{z}ce
{o}° = U Ay
ye{z}e
é um conjunto aberto. Sendo assim, {x} é um conjunto fechado em (X, T).
[

Definigao 1.4.7. [24, p. 92] Um espaco topoldgico (X,T) é um espaco reqular se e somente se dados
um ponto x de X e um fechado F' C X existem abertos disjuntos A, e Ap comxz € A, e F C Ap.
O

Nem todo espaco reqular é de Hausdorff, basta observar que pontos ndo sdo necessariamente fechados
em um espaco reqular, mas ndo 7j. Contudo, quando temos um espaco 7} vale que pontos sdo fechados
e ao adicionar a reqularidade obtemos um espaco de Hausdorff. Essa propriedade é particularmente
importante para nossos propdsitos, pois a grande matoria dos espacos topoldgicos trabalhados serao 717,
portanto ao assumir a reqgularidade estaremos ganhando a propriedade de Hausdorff como bonus.

Proposicao 1.4.8. Todo espaco topoldgico (X, T') que é T e reqgular é de Hausdorff

Demonstragdo: Uma vez que (X,T') é Ty, pontos séo fechados. Portanto, se z,y € X, a regularidade

garante a existéncia de abertos A, e A, disjuntos que contenham x e y respectivamente.
[

Definicdo 1.4.9. Um espaco topoldgico (X,T') é um espaco T3 se o espaco for T e reqular.
O

Lema 1.4.10. [19, p. 196] Seja (X, T’) um espaco topoldgico. Vale que X ¢é regular se e somente se para
cada aberto U contendo um ponto = existe um aberto V, com x € V, tal que V C U

Demonstracao: Se X é regular, dado x € X e aberto U contendo x, U¢ é fechado. Assim, existem
abertos disjuntos A, e Ap contendo z e U° respectivamente. Portanto,

re A, CA, CU.
Se para todo x e aberto U contendo x existe V' tal que
reVCVCU,
entdo dado fechado F' e x € F', F° é aberto contendo z, e assim existe V' tal que
eV CVCFe

Uma vez que V é fechado, Ay = V* é aberto disjunto a V e contém F. Definindo A, = U, temos que
X é reqular.
[

TAntigamente este espaco era chamado de espaco de Stone [18, p. 163].
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Definigao 1.4.11. [19, p. 236] Um espaco topoldgico (X,T) é completamente reqgular se pontos em
X sao fechados e, para todo z € X e A C X fechado que ndo contém z existe uma fungdo continua
f:X —0,1] tal que
flz)=1 e [f(B)=A{0}.
U

Definicdo 1.4.12. Um espaco topoldgico (X,T") é um espaco T3% se o espaco for T} e completamente

reqular.
O

Definicao 1.4.13. [24, p. 99] Um espaco topoldgico (X,T) é um espaco normal se para todo par de
fechados E, F C X existem abertos disjuntos Ag e Ap com E C Ap e F C Ap.
O

Definigao 1.4.14. [24, p. 99] Um espaco topoldgico (X,T") é um espaco T se o espaco for 77 e normal.
U

O principal exemplo de espagos normais sao os espagos métricos (veja [19, p. 202]).

1.5 Compacidade

Este é um conceito de enorme importancia. Sobre conjuntos compactos, funcdes continuas possuem um
comportamento mais restrito. Além disso, muitas vezes a compacidade permite determinar propriedades
extras dos espacos.

Definigao 1.5.1. [19, p. 164] Uma cobertura de um conjunto ¥ C X é uma colecao € de subconjuntos

de X tais que
vyclje
cee

Se X estd dotado de uma topologia e os elementos de € sdo abertos, dizemos que € é uma cobertura
aberta. Uma subcobertura ¢ de uma cobertura € é uma colecdao de conjuntos de € que também é
cobertura.

O

Definigao 1.5.2. [19, p. 164] Um espaco topoldgico (X,T") é chamado de compacto se toda cobertura
aberta de X possui uma subcobertura finita.
O

Apesar da definicao tratar de espacos topoldgicos, temos o costume de falar de conjuntos compactos.
Nesse sentido, um conjunto Y C X é compacto se ele como espaco topoldgico é um espaco compacto.
Além disso, dada a natureza da topologia em Y ser simplesmente a restricao de 7" a Y, temos que Y é
compacto se toda cobertura aberta de Y possuir uma subcobertura finita.

Podemos nos perguntar se existe alguma relacao entre conjuntos compactos e conjuntos fechados. As
duas proposicoes a sequir tratam disso.

Proposicao 1.5.3. Todo subconjunto fechado F' de um espaco topoldgico compacto X é compacto.

Demonstragao: Seja € uma cobertura aberta de um conjunto fechado F' C X. O conjunto F¢ é aberto,

portanto
¢cuU{F}

FQ[JCI

Cec

é uma cobertura de X, pois
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Uma vez que o espaco é compacto, existe uma subcobertura finita, ou seja, existem Cf,...,C, € € tais
que
X=C,U...uC,UFe

Ora, F N F¢ =1, logo
FCCiu...UuG,

e obtemos uma subcobertura finita de € e F' é compacto.
[

Proposicao 1.5.4. [2, p. 86] Todo subconjunto compacto de um espaco topolégico de Hausdorff X é um
conjunto fechado.

Demonstragao: Se F' é subconjunto compacto de X, mostraremos que F é aberto. Se F¢ é vazio, nao
precisamos fazer nada. Se existe z € F*°, pelo fato de X ser de Hausdorff, para cada f € F' podemos
tomar abertos disjuntos Uy e V tais que

fe Vi e xzeUy.
Se fazemos isso para todo f € F, a colecao
C={Vy|feF}

é uma cobertura aberta de F. Ora, I’ é compacto, portanto existe uma subcobertura finita de €, ou seja,
existe {f1,..., fu} C F tal que

FCVyU---UVy =V,
Assim,

$€Uf1ﬂ"'ﬂUfn =U,.

Os abertos U e V sdo disjuntos, pois V; N Uy = () para todo f € F. Assim obtemos um aberto que
contém x mas nao intersecta F. Realizando o processo para cada x € X temos que F é aberto, pois

Fe = U U,.

xeFc¢

[
Para provar que um espaco é compacto, ao invés de provar para toda cobertura, existe um resultado
que reduz nosso trabalho a uma colecao menor de coberturas, o chamado Lema de Alexander.

Teorema 1.5.5 (Lema da Sub-base de Alexander). [15, p. 139]
Se & é uma sub-base para um espaco topoldgico X tal que toda cobertura de X por elementos de
& possui uma subcobertura finita, entdo X é compacto.

Demonstracao: Veja [15, p. 139].
|
Assim como caracterizamos conjuntos fechados por filtros e redes, conjuntos compactos também pos-
suem caracterizacdo por essas estruturas e elas sdo equivalentes. Antes, introduzimos um novo conceito.

Definicdo 1.5.6. Uma colecao € de subconjuntos de X satisfaz a propriedade da intersegao finita se

toda subcolecdo finita
{C1,...,CL}

de € possui intersecao C; N ...N C), nao vazia. U

Teorema 1.5.7. [24, p. 118] Seja X um espaco topoldgico. As seguintes afirmacées sdo equivalentes:
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(@) X é compacto.

(b) Toda colecao de subconjuntos fechados de X que satisfaz a propriedade da intersecao finita possut
intersecao ndao vazia.

(c) Todo filtro em X possui um ponto de acumulacédo
(d) Toda rede em X possut um ponto de acumulagao.

Demonstragao: (a)=-(b): Seja € uma colecdo de subconjuntos fechados de X que satisfaz a propriedade
da intersecdo finita. Suponhamos por absurdo que

N C=0.

Cec¢

Isso significa que para todo ponto z € X existe C' € € tal que x € C. Uma vez que os conjuntos de €
sao fechados,

¢ ={C°|Cec}
é uma colecao de abertos de X. Além disso,
UGE(ﬂC>:X
Cec Cec

Sendo assim, € é uma cobertura aberta de X e existe uma subcobertura finita, ou seja, existem
Cy,...,C, € € tais que
X=CiU---UCs.

Desse modo,
f=X=(CfU---uCH*=C1N---NChy,

o que é um absurdo, pois € satisfaz a propriedade da intersecao finita.

(b)=(c): Todo filtro satisfaz a propriedade da intersecao finita. Sendo assim, dado um filtro §,
definimos

§ ={F|Feg}

e esta fam(lia de conjuntos fechados satisfaz a propriedade da intersecao finita. Portanto,

(1§ =()F#0.

Feg

Sendo assim, existe x na intersecao e para toda vizinhanca V' de x
VNFD{x}#£0.
Assim, x € F para todo F € § e para toda vizinhanca V de z e todo F € §
FNV #0,

ou seja, x é ponto de acumulacdo de §.

(c)=(d): Dada uma rede (x,) em X, podemos induzir um filtro § que tem como base os conjuntos

F)\O = {ZE)\ ’ A Z )\0}
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Ora, o filtro § possui um ponto de acumulagao x, o que significa que para toda vizinhanga V' de x e todo
Feg

FNV £0.
Em particular, para todo Ag
F\,NV #£0
e para todo A\g existe A > \q tal que
xy€eV.

Assim, x é ponto de acumulagao da rede (z)).

(d)=-(a): Provaremos a contrapositiva, ou seja, que se X nao é compacto, entdo existe uma rede em
X que ndo possui ponto de acumulacdo. Ora, se X nao é compacto, existe uma cobertura aberta € de
X que nao admite subcobertura finita. Definimos

A(€) = {X | X é colegdo finita de elementos de €}.

Vamos direcionar A(€) definindo A\; < Ay se A\ C Ay, De fato, A(€) dotado da relacdo < é direcionado,
pots

() A € A para todo A € A(€), portanto A < .
(i) Dados Ai, A2, A3 € A(€) tais que A; < Ag e Ay < A3, temos
A1 C A C s,
e portanto A\; < As.

(it) Dados Ai, Ae € A(C),
A= A U € A(Q),

e por definicdo A\ C A3 e Ay C A3, portanto
)\1 S )\3 e )\2 S )\3.

Cada A € A(C) é da forma
{Cy,...,C.}

onde C1,...,C, € € Uma vez que a cobertura € ndo admite subcobertura finita,
Yy =X\ (UcenC) =X\ (CLU---UC,) # 0,
e podemos tomar x) € Y). Agora definimos

P: A€®) — X
A — Ty

Isso é uma rede (z,) em X. Afirmamos que essa rede ndo possui ponto de acumulacdo. Ora, dado
qualquer ponto z € X, existe C' € € que contém x, mas C' é uma vizinhanca de x e por definicao, se
)\0 == C

T ¢ C

para todo A > A¢. Sendo assim, x ndo é ponto de acumulagao da rede (x,). Pela arbitrariedade de z,

nenhum ponto pode ser ponto de acumulacdo da rede e provamos o desejado.
[

Corolério 1.5.8. Em um espaco compacto, toda sequéncia possui uma subrede convergente.
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Demonstragao: Diretamente do Teorema 1.5.7.
[
Infelizmente, ndo podemos afirmar que a sub-rede convergente da sequéncia é uma subsequéncia.
Isso vale quando o espaco é métrico.

Teorema 1.5.9. [19, p. 179] Um espago métrico (X, d) é compacto se e somente se toda sequéncia admite
uma subsequéncia convergente.

Demonstracdo: Suponhamos por absurdo que X seja compacto mas exista uma sequéncia (x,)nen € X
que ndo admite subsequéncia convergente. Em particular, a prépria sequéncia nao pode convergir a
nenhum ponto, portanto para todo x € X existe €, > 0 para o qual

z, € B(z,e,)

apenas para uma colecao finita de {ndices n. Desse modo, escrevemos

X = B(a,z),

aeX

e pela compacidade de X existe uma subcobertura finita, ou seja, a4, ...,a, € X tais que
X = B(ay,eq,) U+ U Blap, eq,)-

Dal, temos que (z,) deveria ser um conjunto finito, mas isso é um absurdo, pois nesse caso teria-
mos uma subsequéncia constante, e consequentemente convergente. Logo, toda sequéncia deve admitir
subsequéncia convergente.

Agora, se toda sequéncia admite subsequéncia convergente, provaremos que X é compacto. Para
isso, precisamos mostrar que se X é sequencialmente compacto, entdo para cada cobertura aberta 4 de
X existe 6 > 0 tal que para todo z € X existe U € 4l de modo que

B(z,d) CU.

Ora, suponhamos por absurdo que ndo. Nesse caso, para alguma cobertura aberta &l ocorre que, para
todo § > 0, existe z € X para o qual B(z,d) nao estd contida em qualquer elemento de L. Em particular,
para cada n € N podemos tomar z,, € X para o qual B(z,,1/n) ndo estd contida em qualquer elemento
de 4L Isso nos d& uma sequéncia (x,) em X, que deve possuir uma subsequéncia (z,,) convergente a
um ponto y € X. Agora, y pertence a algum elemento U de 4, que é aberto. Logo, existe € > 0 tal que

B(y,e) CU.
Pela convergéncia de (x,,) a y, existe N para o qual 1/n, <e/2 e
T, € B(y,e/2)
se ng > N. Assim, para qualquer ny > N
B(zy,,1/nx) € B(y,e) C U,

o que é uma contradicao, pela escolha de z,,. Desse modo, tal § existe para toda cobertura aberta.
Com isso, podemos provar que X é compacto. Dada uma cobertura $ de X, tomamos 6 > 0 para o
qual para todo z € X existe U € 4 de modo que

B(z,d) CU.
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Vamos provar que existe uma subcobertura finita da cobertura aberta
B ={B(z,9) | v € X}

e consequentemente teremos uma subcobertura finita da cobertura 4{. Suponhamos por absurdo que
ndo exista subcobertura finita de B. Fixamos z; € X, e por ndo existir subcobertura finita, existe
xo & B(x1,d). Prossequimos construindo uma sequéncia (x,) de modo que

n—1

Ty & U B(z;,9).

Observemos que pela escolha dos pontos,
d(Tn, Tp) > 6

para todo n # m. Assim, temos que esta sequéncia ndo admite subsequéncia convergente, pois caso
contrdrio terlamos que para algum ponto y € X existem z,,x,, € B(y,0/2), em que n # m, mas isso
significa que
d(xp, ) < 0,
0 que é um absurdo, e desse modo completamos a demonstracao.
[

A ndo compacidade em espacos métricos garante a existéncia de um conjunto que serd fundamental
para alguns resultados.

Definigao 1.5.10. Dado um espaco topolégico (X, T), dizemos que X é um espago discreto se todo
ponto de X é aberto. Um subconjunto A C X é um conjunto discreto se for discreto como subespaco.
O

Corolério 1.5.11. Se (X, d) é um espaco métrico nao compacto, entdo existe um subconjunto de X que
é infinito enumerdvel e discreto.

Demonstracdo: Se X é nao compacto, existe uma sequéncia (x,,) em X que ndo admite uma subsequéncia
convergente. Justamente por ndo possuir subsequéncia convergente, a sequéncia deve passar por uma
colecdo infinita e enumerdvel de pontos. Afirmamos que esta sequéncia é um subconjunto discreto e
provaremos isso mostrando a existéncia de um aberto de X que contém apenas z,, para cada n € N.
Dado que a sequéncia (z,,) ndo admite subsequéncia convergente, para cada n existe ¢,, para o qual

| B(Zn, 0r) N ()] < 00.

Assim, como o espago é de Hausdorff, pontos sao conjuntos fechados. Se @,,,, ..., %y, , sd0 0s pontos
da sequéncia em B(z,,d,), temos o aberto

An = B(l’n, 511) N {xm1}c Me--N {xmkn}c

que contém apenas o ponto z,, da sequéncia, e a sequéncia ¢ um subconjunto discreto.

1.5.1 Compacidade e Outras Propriedades

A compacidade ou a ndo compacidade de um espaco pode induzir varias outras propriedades no espaco.
Discutiremos algumas delas.

Proposicao 1.5.12. Se X é um espaco T} e sequndo contdvel, mas ndo compacto, entdo existe subconjunto
infinito contavel de X sem pontos de acumulacao.
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Demonstragao: Sendo X segundo contdvel e ndo compacto, existe uma cobertura de X enumeravel,
que ndo possui subcobertura finita. De fato, sabemos que existe uma cobertura € que nao possut uma
subcobertura finita. Para cada C' € € e x € C existe aberto bdsico B¢, C C contendo z. Uma vez que
a base é contdvel, temos

B ={Bc, | C e e}

contdvel. Afirmamos que esta colecdo é uma cobertura que ndo possui subcobertura finita. Suponhamos
por absurdo que ela possui uma subcobertura finita

{Bwl,cm ce Bl’mcn}'
Sendo assim, By, ¢, € C; e
X =By, U---UBy, ¢, CCLU---UC,,

mas isso é um absurdo, pois € nao admite subcobertura finita. Logo, 8 nao admite subcobertura finita.
Seja
U= {Un}nGN

uma cobertura enumerdvel que ndo possui subcobertura finita. Podemos supor, sem perda de generalidade,

que para todo m
Up \ (U Un) .
n<m

Usando o fato de X ser T3, para cada n € N, escolhemos z,, € U, tal que

Tn € Uku

se k < n, construindo uma sequéncia (z,). Afirmamos que {z,} é um conjunto sem pontos de acumulagao.
De fato, para x € X, existe N € N tal que x € Uy, logo

xngUN

sen > N. Se x # x,, tome
VI:UNﬂ{:I:l}Cﬂ---ﬂ{asN}C,

se r = x,, tome
Vx = UN N {.flfl}c n---N {QfN_l}c.

Pela construcao de {z,}, temos que V, ndo contém outros pontos de {x,} além de possivelmente o
proprio x, quando x = x,, portanto {z,} ndo possui pontos de acumulacdo.
|

Corolario 1.5.13. Se X é um espaco 77 e sequndo contdvel, mas ndo compacto, entdo existe subconjunto
de X que é infinito contavel e discreto.

Demonstracdo: O préprio conjunto Y = {x, },en obtido anteriormente é discreto como subespaco de X
pois existem abertos V, tais que
Ve, NY =A{z,}.

Proposicao 1.5.14. Se X é um espaco completamente de Hausdorff, para um compacto F' e um ponto
x € F° existe uma fungao continua g : X — [0, 1] tal que g(F) =0 e g(x) = 1.
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Demonstracdo: Para cada f € F, existe uma fungdo continua hy: X — [0, 1] tal que
hi(f)=0 e he(x)=1
Sendo assim, podemos cobrir F' pelos conjuntos abertos
ha ([0,1/2)) = {y € X | ha(y) < 1/2}.

Pela compacidade de F, existe uma colecao finita {aq,...,a,} C A tal que

0 ([0,1/2))

Definimos entdo h : X — [1/2,1) como se segue:
h(B) =1/2,

esex ng entdo
g(x) = min{h,, (x),..., hq, (z)}.
Afirmamos que h é uma funcdo continua. De fato
“[1/2,a)) ={x € X | h(z) < a}
={xe X |Fi: h,(x)<a}
= hg, ([0,a)) U+ Uk, ([0,a))

W ((6,1)) = {z € X | h(z) > b}
={z € X | Vi: hg(x) > b}
= h (b, 1]) N A M((b, 1))

sdo conjuntos abertos, portanto h é continua. Definindo g : X — [0, 1] como

temos g(F') =0e g(z) = 1.

Proposicao 1.5.15. [19, p. 202] Todo espago de Hausdorff e compacto é normal

Demonstracao: Se X é de Hausdorff, sejam E e F fechados. Fixado f € F, para cada e € E podemos
tomar abertos disjuntos U, ; e V. y com

€€Ue’f e fe‘/évf

A colecao
Q:f: {Ue’f | e c E}
é uma cobertura aberta de E. Uma vez que X é compacto, £ é compacto, e existe uma subcobertura
finita
D ={Uerfr - Ueript }-

Portanto,

n(f)
Up=|J Ue.s
=1
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é um aberto que contém E e disjunto a
n(f)

Vi= () Veus-

=1

Fazemos o mesmo processo para cada f € F, obtendo uma cobertura
T={V;| feF}
de F. Agora, F' é um conjunto fechado, portanto compacto, e existe uma subcobertura finita

SU={Vy,....V;.}.

Desse modo,
V= U sz‘
i=1
e
U= ﬂ Ufi
i=1

sao abertos disjuntos contendo F' e E respectivamente, e X é normal.

Proposicao 1.5.16. Todo espaco topoldgico métrico compacto é separavel.

Demonstracao: Se X é métrico e compacto, para cada m € N podemos tomar a cobertura
¢, ={B(z,1/n) | z € X}.

Assim, pela compacidade de X, existem

:L‘l,na .. axmn,n

de modo que
B, = {B(z1n,1/n),...,B(@m,n, 1/n)}

constitui uma subcobertura finita de &,,. Definimos o conjunto

B, ={xp, | ke{l,...,m,}}

B:UBn.

neN

Uma vez que cada B, é finito, B é enumeravel, e afirmamos que B é denso em X. Ora, dado xz € X e
r > 0, existe n € N tal que
B(z,1/n) C B(z,1).

Portanto, pelo fato de B,, ser cobertura, existe x; € B,, tal que
x € B(z,1/n).

Assim, B é denso em X e este é um espaco separdvel.

Corolério 1.5.17. Todo espaco topoldgico métrico compacto é sequndo-contdvel.
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Demonstragao: Pela Proposicao 1.5.16, todo espaco topolégico métrico compacto é separavel. Agora,
pela Proposicao 1.7.2, todo espaco métrico separdvel é segundo-contdvel. Assim, todo espaco métrico

compacto é segundo-contdvel.
[

Proposicao 1.5.18. Se X e Y sdo espaco topoldgicos, sendo X compacto, e f : X — Y é continua,
entdo a imagem de f é compacta em Y.

Demonstragdo: Seja € uma cobertura aberta de f(X). Uma vez que f é continua, temos f~'(C) ¢é
aberto em X para cada C € €. Portanto,

B={/(C)|Ce}
é uma cobertura aberta de X. Logo, existem C',...,C, € € tais que
X=fHC)u--UfH(C),

e assim

FX)CCLU---UC,.

Logo, toda cobertura de f(X) admite subcobertura finita e a imagem de f é compacta em Y.
[
Funcdes continuas sobre espacos compactos sdo, na verdade, funcoes uniformemente continuas. Para
provar esse fato, precisaremos discutir os conceitos de (nfimo, supremo e o Util Lema do nimero de
Lebesgue.

Definigao 1.5.19. [19, p. 27] Dado A C R, dizemos que A é limitado inferiormente se existe r € R tal
que para todoa € A
r < a.

O nlimero r é chamado de cota inferior. A mator cota inferior é chamada de infimo de A e denotada
inf(A).
O

Definigao 1.5.20. [19, p. 27] Dado A C R, dizemos que A é limitado superiormente se existe r € R tal
que para todo a € A
T > a.

O numero r é chamado de cota superior. A menor cota superior é chamada de supremo de A e denotada
sup(A).
O

Observacao 1.5.21. Frequentemente, quando temos uma funcao f : X — R, usamos a notacdo

inf f(z) e supf(z)

zeX xeX

para indicar

inf(f(X)) e sup(f(X)).

Notemos que tanto o {nfimo quanto o supremo podem existir e ndo pertencer ao conjunto. Por exemplo,
o intervalo (0,1) € R possui 0 como (nfimo e 1 como supremo, mas 0 e 1 ndo pertencem a (0, 1).

Proposicao 1.5.22. Dado subconjunto A C R, se o infimo(supremo) existe, entdo existe uma sequéncia
(x,) C A que converge ao (nfimo(supremo).



Caplitulo 1. Revisao de Espacos Topoldgicos 44

Demonstragdo: Seja r o (nfimo de A. A colegdo de bolas da forma B(r,1/n) é um sistema fundamental
de vizinhangas de r. Para cada n existe

T, € AN B(r,1/n),

pois caso contrdrio r + 1/2n é cota inferior de A maior que r, mas r é a maior cota inferior, entdo temos
um absurdo. Portanto, temos (z,) C A uma sequéncia que converge a  pois

Tm € B(r,1/m) C B(r,1/m)

sempre que m > n. Por um argumento, provamos a existéncia da sequéncia que converge ao supremo.
|

Proposicao 1.5.23. Seja X um espaco topoldgico e f : X — R uma funcao continua. Se X é compacto,
entdao existem z; € X e x5 € X tais que

f(z) =inf(f(X)) e f(z)=sup(f(X)).

Demonstragao: Se X é compacto, pela Proposicao 1.5.18, sua imagem é compacta em R. Assim, existe
uma sequéncia (y,) € f(X) que converge a inf(f(X)). Ora, se x,, € X é tal que f(x,) = yn, (z,,) é uma
sequéncia em X. Pela compacidade de X, temos que (x,) admite uma subsequéncia (x,,) convergente,
digamos a x € X. Pela continuidade de f, se (z,,) converge a z, entdo f(z,,) converge a f(z), mas
como f(z,,) é subsequéncia de (y,) que converge a inf(f(X)), temos

f(x) = inf(f(X)).

Logo, definimos = = 2z;. Por um argumento andlogo, provamos a existéncia de 2.

[
Definigao 1.5.24. [19, p. 175] Se (X, d) é espaco métrico x € X e A C X, a distancia de z a A é
d(z,A) = égg d(z,a)
U

Proposicao 1.5.25. [19, p. 175] Se (X, d) é espaco métrico e A C X, a funcao

dA): X — R
r — d(z,A)

é continua.
Demonstragao: Dados z,y € X, para cada a € A vale

d(z,a) < d(z,y) + d(y,a).
Portanto,

d(x,A) = inf d(z,a)

a€A

< inf (d(z,y) + d(y, a))

acA
= d(z,y) + inf(d(y, a))
=d(z,y) +d(y,A).
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Portanto,
Analogamente,

d(z,A) —d(y,Y) < d(z,y),
e assim

e a funcao é Lipschitz, consequentemente continua.

Teorema 1.5.26 (Lema do Numero de Lebesque). [19, p. 175]

Seja € uma cobertura aberta de um espaco métrico (X, d). Se X é compacto, existe 6 > 0 tal que
para todo z € X existe C' € € tal que

B(z,0) C C.
Tal 6 é chamado de niimero de Lebesque da cobertura €.
Demonstragao: Seja € uma cobertura aberta de X. Se X € & qualquer 6 > 0 serve, portanto,

assumimos que X ¢ €. Pela compacidade de X, existe uma subcobertura finita {C1,...,C,} de €. Para
tal cobertura, definimos

e uma funcao f : X — R dada por
1 n
o) = 33 die. D)

Observemos que f é continua, pois cada d(x, D;) é continua e f(z) > 0 para todo x € X, pois
I . . .
flz) > — g min{d(z,D;) | i=1,...,n} = min{d(z,D;) | i=1,...,n} > 0.
n
i=1

Pela compacidade de X e continuidade de f,
inf(f(X)) >0,

uma vez que se fosse 0, existiria = satisfazendo f(x) = 0, um absurdo. Portanto, definindo ¢ = inf(f(X))
vale que para todo x existe D; tal que

B(ZL‘,(” g D; = Cj,

uma vez que para algum j
1 n
_f(w)_n;maX{ (z, D;) | i n} = d(z, D;)

Teorema 1.5.27. [19, p. 176] Seja (X, d) um espaco métrico compacto e (Y, d’) um espaco métrico. Se
f: X —Y é continua, entdo f é uniformemente continua.
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Demonstragdo: Dado € > 0, para cada y € Y tomamos o conjunto By (y,c/2). A colegao

¢={Bus(y,e/2) |yeY}

é uma cobertura aberta de Y e pela continuidade de f,

B ={f"(Ba(y,c/2) |yeY}

é uma cobertura aberta de X. Pelo Lema do niimero de Lebesgue (Teorema 1.5.26), existe 6 > 0 tal que
para todo z € X existe y € Y tal que

B(z,8) € f'(B(y,¢/2)).
Logo, para tal 9, se
d(l’l, wg) <0

temos x5 € By(1,0) e assim

f(xs) € f(Ba(x1,0)) C f(f 7 (Baly,e/2))) = Ba(y,£/2).
Portanto,

A(f(21), f(22)) < d(F(21),9) +d(y, f(2)) < 5 +5 =<

1.6 Compacidade Local

Definigao 1.6.1. [15, p. 146] Um espaco topoldgico X é localmente compacto se todo ponto possui uma

vizinhanga compacta.
U

Teorema 1.6.2. [15, p. 146] Se X ¢é localmente compacto e Hausdorff, entdo X é reqular.

Demonstracdo: Seja A C X fechado e z € X \ A. Dado que X é localmente compacto, existe uma
vizinhanca compacta V' de z. Observamos que V' ¢ fechada, pois X é Hausdorff. Dai, se VN A = ), vale
que
AcCVe
onde V¢ é aberto e pela definicao de vizinhanca existe W C V aberto que contém x. Se V N A # (),
seja
F=VnNnA.

Temos F' um conjunto fechado contido em V/, portanto F' é compacto. Pelo fato do espaco ser Hausdorff,
Para cada a € F' podemos tomar abertos V, C V e W,, com

aceW, x€V, e V.NW,=0.

A colecao dos W, constitui uma cobertura aberta de F', e por compacidade vale que existem ay,...,a, €
F tais que
n
FclJw.,.
i=1

Assim, tomando
Vi=V,n---nV,,

obtemos uma vizinhanca de = em V' cujo fecho ndo contém elementos em F’, e assim
VINA=0.

T-,C ~ - .
Desse modo, V" e V' sdo abertos disjuntos contendo A e x respectivamente.
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1.7 Propriedades de Espacos Metrizaveis

Definigao 1.7.1. [19, p. 120] Um espaco topoldgico (X,T") é metrizavel se existe uma métrica d sobre
X que induz a topologia T

O
Naturalmente, todo espaco métrico é metrizdvel.
Proposicdo 1.7.2. Um espaco topoldgico (X, T') metrizével e separdvel é sequndo-contavel.
Demonstragao: Seja
B ={b, | n e N}
um subconjunto enumerdvel denso de X. Uma vez que X é métrico, afirmamos que
% ={B(b,,1/m) | n,m € N}
é base de T Dado um aberto U C X e x € U, pelo fato de X ser metrizdvel, existe » > 0 tal que
B(z,r) CU.
Sendo assim, seja m, € N tal que
1 r

—_— < —_

My 2
Uma vez que B é denso, existe N, € N tal que

sz € B(;C, 1/mx),
e, portanto,
x € B(bn,,1/m,) C B(z,r) C U.
De fato, se y € B(by,,1/m,), entdo
d(z,y) < d(z,by,) + d( b)<1+1<
x x x —+— <
YY) = y UNg y UNg m, my
Desse modo, podemos escrever
U= ] B(w,,1/m.)
zeU
e % é base contdvel de (X, 7).
[

Existe uma propriedade de importancia consideravel envolvendo espacos métricos, que dentre vdrias
de suas implicagdes, fornece outra caracterizacao de conjuntos compactos.

Definigao 1.7.3. [19, p. 264] Uma sequéncia (x,) em um espaco métrico (X,d) é uma sequéncia de
Cauchy se para todo € > 0 existe NV € N de modo que

d(xTp, Ty) < &

para todos n,m > N.
O

Definigao 1.7.4. [19, p. 264] Se (X, d) é um espaco métrico em que toda sequéncia de Cauchy converge,
dizemos que X é um espaco métrico completo.
O
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Existem espagos métricos que nao sao completos, por exemplo, o intervalo (0,1) dotado da métrica
Euclidiana. Se x, = 1/n, a sequéncia (z,) é de Cauchy e converge a 0, mas 0 nao pertence ao intervalo,
logo esta é uma sequéncia de Cauchy que ndo converge (no espaco (0,1)). Um espaco completo de
grande relevancia é R™ para todo n € N (veja [19, p. 265])

Definigao 1.7.5. [19, p. 275] Um subconjunto A de um espaco métrico (X, d) é totalmente limitado se
para todo € > 0 existir uma cobertura finita de A por bolas de raio € centradas em elementos de A.

U
Definigao 1.7.6. [7, p. 184] Dado um espaco métrico (X, d) e A C X ndo vazio, o didmetro de A é
d(A) =sup{d(z,y) | € A,y € A}.
Se §(A) < oo, dizemos que o conjunto é limitado.
U

Definigao 1.7.7. [7, p. 185] Se (X, d) é um espaco métrico e §(X) < oo, dizemos que d é uma métrica
limitada. Um subconjunto A de X é completo se for completo como espaco topoldgico.
O

Proposigao 1.7.8. Se A é um subconjunto totalmente limitado de um espaco métrico, entdo A é limitado.

Demonstragao: Se A é totalmente limitado, entdo para € = 1 existem aq,...,a, € A de modo que
n
Ac|JB(a;1).
i=1

Logo, se
L = max{d(a;,a;) | i,j =1,...,n},

temos para todo z,y € A, entdo existem i e j tais que x € B(a;, 1) e y € B(a;, 1). Desse modo,
d(z,y) < d(z,a;) +d(a;,a;) + d(aj,y) < L+ 2.

Portanto, §(A) < L +2 e A é limitado.
|

Proposigao 1.7.9. Se A é um subconjunto limitado de R™ com a métrica Euclidiana, entdao A é totalmente
limitado.

Demonstracdo: Se A é limitado, entdo §(A) = L < oo. Sendo assim, dado x € A, digamos = =
(1,...,2,), 0 n-cubo

C =[[lz:i - L2 + L]
i=1
contém A.
Dado a > 0, existe £ € N tal que 2L/k < «. Portanto, dividimos C' em cubos com lado de
comprimento 2L /k da forma

- 2L - j; 2L - (j; + 1)
C(Jd ,,,,, jn):H|:xi_L+ 2 ,xi—L+T

1=1

onde j; € {0,...,k — 1} para cada i. Observemos que se
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entao

tomamos

Figura 1.1: Ilustragdo do processo feito com a indicacdo de um ponto escolhido a3 33) e a bola centrada
nele.

A colecdo desses elementos de A para cada sequéncia (ji,...,J,) € finita e
Clirrin) € B(aGr,..jn) 2V/NL/K).

Logo,
Dado & > 0, escolhemos o < £/4/n e o processo acima para tal « fornece ay,...,a, € A de modo que
A< B(a, vna) C | Blai,e).
i=1 i=1

Teorema 1.7.10. [1, p. 20] Seja (X, d) um espaco métrico completo. Um subconjunto ' de X é compacto
se e somente se for fechado e totalmente limitado.
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Demonstragao: Se F' é compacto, o fato do espago métrico ser de Hausdorff implica que F' é fechado.
Além disso, F' ¢ totalmente limitado, pois dado € > 0, a colegao das bolas abertas de raio € centradas em
cada f € F é uma cobertura de F. Portanto, existe uma subcobertura finita e F' é totalmente limitado.

Se F é fechado e totalmente limitado, mostraremos que toda sequéncia (x,) em F admite uma
subsequéncia convergente. Uma vez que F' é totalmente limitado, existem f1),..., fin;,1) € F tais que

FC UB<f(i71)7 1/2).

=1

Uma vez que a sequéncia é infinita, alguma bola B(f( 1), 1/2) deve conter uma subsequéncia (z(, 1))
de (x,,). Definimos y; como z(,, 1). O conjunto

Fy = FNB(fu.1/2)

é totalmente limitado, entdo existem f19),..., fn,2) € F2 tais que

e novamente, existe alguma dessas bolas B(f(z2),1/2%) que contém uma subsequéncia (z(s,2)) de
(%(ny,1))- Definimos 4o = x(,, 2. Sequimos dessa forma, construindo uma sequéncia (y,) por meio
de bolas de raio 1/2". Ora, dado que para cada n temos y, € B(fun),1/2") N F, em que

f(i,n) €, =In B(f(i,n—l); 1/2n_1),
obtemos

d(yrw yn+1) S d(y'm f(z,n)) + d(f(z,n)a f(i,n+1)) + d(f(i,n+1)7 yn+1>

- 1 n 1 n 1
omn on 2n+1
1
< Gos

Assim, a sequéncia (y,) é uma sequéncia de Cauchy, pois dados n < m € N

m—1 m—1
1 1
A(Yn, Ym) < Z d(Yi, Yir1) < Z 952 < gn8"

Desse modo, pela completude de X, (y,) converge a y € X. Uma vez que F é fechado, y € F e
conseguimos uma subsequéncia de (x,) que é convergente, provando que F é compacto pelo Teorema
1509.

[

Corolario 1.7.11. Considere R™ dotado da métrica Euclidiana. Um conjunto F* C R™ é compacto se e
somente se F' é fechado e limitado.

Demonstracao: O espaco R™ é completo, portanto, podemos usar o Teorema 1.7.10 para obter que F
é compacto se e somente se for fechado e totalmente limitado. As Proposicoes 1.7.8 e 1.7.9 mostram
que um conjunto em R™ é totalmente limitado se e somente se for limitado, portanto F' é compacto se e

somente se for fechado e totalmente limitado.
[ |
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1.8 Conexidade

Definigao 1.8.1. [2, p. 107] Um espaco topoldgico X é conexo se ndo pode ser escrito como a unido
de dois conjuntos abertos ndo vazios disjuntos. Se existe uma decomposicdo em dois abertos ndo vazios

disjuntos, dizemos que existe uma cisao de X.
O

Os intervalos na reta real constituem uma classe de espacos conexos de suma importancia (veja [19,
p. 153] para a demonstracdo da conexidade).

Observacao 1.8.2. A unido de conjuntos Cy e Cy disjuntos serd denotada por
Ci U Cy.

Observemos que se X = C7 U Cs é uma cisdo de X, entdo ambos C e (5 sdo abertos e fechados,
ou seja, realmente existe uma divisao do espaco que permite trabalhar com cada parte separadamente.

Definicdo 1.8.3. [2, p. 108] Um subconjunto Y de X é conexo se for conexo como subespaco topolégico
de X.
O

Proposigao 1.8.4. Seja U um subconjunto conexo de X. Se X = C; Uy é uma cisdo de X, entdo U
estd contido em C; ou Cs.

Demonstragao: Suponhamos que U ndo estd contido em C; nem C5 Nesse caso, D = C1NU e

Dy = CyN U constitui uma cisao de U, o que é absurdo, pois U é conexo.
[

Proposicao 1.8.5. Se U C X é conexo e U CV C U, entdao V é conexo.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que V' possut uma cisdao V = C; U Cs. Podemos assumir sem
perda de generalidade que U C (. Nesse caso, existe x € (V \ U) N Cy e x ndo estd no fecho de U, o
que é um absurdo. Logo, V' é conexo.

[

Definicdo 1.8.6. [2, p. 112] Um espaco topoldgico X é dito localmente conexo se todo ponto possui um
sistema fundamental de vizinhangas conexas.
O

Definigao 1.8.7. [19, p. 176] Se X é um espaco topoldgico, dizemos que z € X é um ponto isolado se
{z} é um conjunto aberto.
O

Observemos que se X é um espaco T} que possui um ponto isolado z, ele serd um espaco desconexo.
De fato, {x} é um conjunto aberto e fechado, portanto {z} e {x}¢ constitui uma cisdo de X. Assim, o
matior conjunto conexo que contém x é o préprio {x}, e podemos pensar no que chamamos de componentes
conexas.

Definigao 1.8.8. [24, p. 160] Se X é um espaco topoldgico e x € X, a componente conexa de = é o
maior conjunto conexo que contém .
O

Vamos introduzir dois conceitos relacionados que possuem alguma divergéncia na literatura. Sendo
assim, chamamos a atencao para o fato que a terminologia usada pode conflitar com o que é encontrado
em outros textos.
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Definigao 1.8.9. [17, p. 151] Um espaco X é dito hereditariamente desconexo se as Unicas componentes

conexas de X sdo conjuntos unitdrios.
O

Definicao 1.8.10. [17, p. 151] Um espaco X é dito totalmente desconexo se todo par de pontos pode
ser separado por conjuntos simultaneamente abertos e fechados.?
O

Originalmente Sierpinski [21, p. 1] utiliza o termo espaco disperso ou espalhado (em francés dispersé)
para o que chamamos de espaco hereditariamente desconexo. Observemos que a sequinte relagao citada
em [21, p. 1] é valida.

Proposicao 1.8.11. Todo espaco topoldgico X totalmente desconexo é hereditariamente desconexo.

Demonstragao: Mostraremos que dados dois pontos z,y quaisquer, existe uma cisdo de X em que x
pertence a um aberto e y a outro. Ora, como X é totalmente separado, existe um aberto e fechado V' que
contém x mas ndo y. Desse modo, y € V¢ que é aberto e fechado, e V' U V¢ constitui naturalmente uma
cisdo de X. Portanto, x e y ndo podem pertencer a mesma componente conexa, e por y ser arbitrario, a
componente conexa de x é {z}.

[

Infelizmente, a direcdo contrdria ndo é vélida, confira o exemplo 129 em [23, p. 145]

Definigdo 1.8.12. [24, p. 210] Um espaco X tem dimensdo zero se cada ponto possui um sistema
fundamental de vizinhancas que sdo simultaneamente abertas e fechadas. Equivalentemente, se para

cada fechado F' C X e x € F* existir um conjunto aberto e fechado que contém x mas nao intersecta F.
O

Saindo de consideragdes locais, temos a sequinte propriedade.

Proposicdo 1.8.13. Se (X,T) é um espaco conexo, entdo X™ com a topologia produto é um espaco
conexo para todo n € N.

Demonstragdo: Veja [19, p. 150].
[
Fungdes continuas sobre espagos conexos possuem uma propriedade andloga a de fungdes continuas
sobre compactos.

Proposicao 1.8.14. Sejam X e Y espacos topoldgicos, com X conexo. Se f: X — Y é uma funcao
contlnua, entdo a imagem de f é conexa.

Demonstragdo: Suponhamos que f(X) ndo é um subconjunto conexo de Y. Assim, existem abertos C
e Cy de Y, de modo que

fX) = (Cin X)) U(Can f(X)).
Ora, f é continua, portanto f1(C}) e f~1(Cy) sdo abertos e disjuntos, pois C; N f(X) e Cy N f(X) sdo
disjuntos. Portanto,
X = fHC) U fHC),

ou seja, temos uma cisao de X, o que é absurdo, pois X é conexo. Logo, a imagem de f deve ser conexa.
[

Existe uma divergéncia com relacdo & terminologia utilizada para o que chamamos de totalmente desconexo hereditari-
amente desconexo. Por exemplo, Munkres em [19, p. 152] e Willard em [24, p. 210] chamam de totalmente desconexo o que
chamamos de hereditariamente desconexo, mas ndo apresentam o outro conceito.
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Defini¢ao 1.8.15. [24, p. 197] Seja X um espaco topolégico e I = [0,7] C R. Dados, z,y € X, um
caminho de z a y é uma funcdo conttnua f : I — X tal que

O

Usualmente dizemos que = e y podem ser ligados por um caminho se existir um caminho de = a .

Definigao 1.8.16. [24, p. 197] Se X é um espaco topoldgico tal que qualquer par de pontos z e y em X
pode ser ligado por um caminho, dizemos que X é conexo por caminhos.
O

Definigao 1.8.17. [8, p. 376] Um espaco topoldgico X é localmente conexo por caminhos se para todo
x e toda vizinhanca U de x existe uma vizinhanca V' de x contida em U tal que para todo ponto y € V
existe um caminho f :[0,1] — X de z a v.

O

Corolario 1.8.18. Seja X um espaco topoldgico. Se f:[0,1] — X é um caminho, entdo a imagem de f
é conexa.

Demonstracdo: Sabendo que [0, 1] é conexo, temos o resultado como consequéncia da Proposicao 1.8.14.

[

Se a imagem de um caminho é um conjunto conexo, podemos questionar se existe alguma relacdo
entre a existéncia de caminhos e a conexidade do espaco, o que de fato acontece.

Proposicao 1.8.19. [19, p. 156] Todo espaco conexo por caminhos é conexo.

Demonstragao: Suponhamos que existe uma cisdao X = C; U Cy. Entdo existem z € (4, y € Cy e um
caminho de = a y. Ora, a imagem do caminho é conexa, mas entdo f([0,1]) estd contido em C; ou Cy,
0 que é um absurdo, pois 0o caminho contém pontos em C; e (5 que sdao conjuntos disjuntos. Logo, X é
conexo.
[
Por fim, definimos uma notacdo para uma classe especial de conjuntos conexos, que serd relevante
postertormente.

Definigao 1.8.20. [11, p. 31] Um espaco topoldgico X ndo-vazio é um continuo se for compacto, conexo
e metrizavel. Um subconjunto de X que é um continuo é chamado de subcontinuo.
O

1.9 Resultados Adicionais

Nesta secao apresentamos alguns resultados adicionais e importantes que ndo vamos demonstrar.

Lema 1.9.1 (Urysohn). [19, p. 208] Seja X um espaco normal e A, B fechados disjuntos em X. Dado
intervalo [a, b] C R, existe uma funcdo continua

f:X —a,b]
tal que f(x) = a para todo z € A e f(x) = b para todo z € B.
Demonstragdo: Veja [19, p. 207-210]. [

Teorema 1.9.2 (Teorema de Metrizacao de Urysohn). [19, p. 215] Todo espaco topoldgico T3, reqular e
segundo-contdvel é metrizavel.



Caplitulo 1. Revisao de Espacos Topoldgicos 54

Demonstragdo: Veja [19, p. 215-217].
|

Teorema 1.9.3 (Tychonoff). [19, p. 234] Um produto arbitrario de espacos compactos é compacto na
topologia produto.

Demonstracao: Veja [19, p. 230-235].
|

Teorema 1.9.4. [7, p. 155] Seja X completamente reqular e I* a colecdo de todas as funcées reais
limitadas e continuas em X. Para cada f € I* definimos I; = [inf(f(z)),sup(f(x))] e se

PX=1] 15,

ferx

entdo a aplicacdo h : X — PX dada por

é um mergulho de X em PX.

Demonstragdo: Veja [7, p. 155].
|

Definigdo 1.9.5. [7, p. 242] Uma compactificagdo de um espaco topoldgico X é um par (5{7 h), onde X
é um espaco Hausdorff compacto e h: X — X é um mergulho tal que h(X) é denso em X.
0

Um exemplo cldssico e palpdvel de compactificacao é a compactificacdo de (0,1) usando dois pon-
tos, levando (0,1) em [0,1]. Nesse caso, o homeomorfismo é simplesmente a inclusdo. Dentre as
mais diversas compactificagdes possiveis, voltamos nossa atengao especialmente para a compactifica-
cao de Stone-Cech, que é construida do sequinte modo: dado um espaco topolégico X que seja TB%,

tomamos IX a colecdo de funcdes reais continuas em X e limitadas. Para cada f € I, definimos

Iy = [inf(f(x)), sup(f(x))]
y=1] I

ferx
e h: X — Y dada por
W) = (f(2));

De fato, observemos que Y é compacto pelo Teorema de Tychonoff. Definindo X = h(X), temos X
Hausdorff compacto, enquanto h é um mergulho pelo Teorema 1.9.4, pois X é Hasudorff compacto,
portanto normal e assim completamente reqular.

Teorema 1.9.6. [7, p. 243] A compactificacio de Stone-Cech (X, h) de X satisfaz:

1. Toda funcao c~ont(nua g: X — Y, onde Y é compacto e Hausdorff, pode ser estendida continua-
mente a G : X — Y de modo que g =G o h.

2. Qualquer compactificacdo de X que satisfaz a propriedade anterior é homeomorfa a X.
3. X é a maior compactificacdo de X, isto é, qualquer outra compactificacdo é quociente desta.

Demonstragdo: Veja [7, p. 243].
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Capitulo 2

Espacos Uniformes

Espacos uniformes generalizam a nocdo de métrica e a uniformidade, ou a estrutura uniforme, pode
ser interpretada como uma nocdo de distancia, ainda que sem ntimeros. Contudo, este é um conceito
ainda mais geral, que abrange grupos topoldgicos e, na verdade, toda a classe de espacos topoldgicos
completamente requlares. Neste capitulo tratamos de duas abordagens distintas para a teoria. Na
Secao 2.1 desenvolvemos pelo prisma de vizinhangas da diagonal, que recebem o nome de estrutura
uniforme ou uniformidade. Na Secdo 25 desenvolvemos usando familias de coberturas, que recebem
o nome de cobertura uniforme, e mostramos como as duas abordagens se equivalem. Devido a isso,
temos duas segdes sobre a topologia compativel com espacos uniformes. A Segao 2.3 trata da topologia
quando o espaco uniforme é considerado dotado de uma uniformidade, e nele encontraremos resultados
fundamentais para o desenvolvimento dos Capltulos 3 e 4, tais como:

e Resultados que detalham as propriedades de separacdo da topologia uniforme, comecando na
Proposicao 2.3.8 até o Coroldrio 2.3.12.

e O Teorema da Unicidade da Uniformidade em Espacos de Hausdorff e Compactos 2.3.21.

e O Teorema 2.3.13 que garante a separacao de um conjunto fechado de um compacto.

J& a Secdo 2.6 trata a topologia por meio de coberturas uniformes e com isso complementa a Secdo 2.3
apresentando discussao relativa ao fato que um espaco é uniforme se e somente se ele é completamente
reqular, partindo do Teorema 2.6.6 e concluindo no Coroldrio 2.6.9.

As Secoes 2.2 e 2.4 buscam enriquecer e familiarizar o leitor com a ideia de uniformidade apresentando

os exemplos de espacos métricos e grupos topoldgicos.
As principatis referéncias para este capitulo sao [12] [13], [20] e [24].

2.1 Estruturas Uniformes
Definigao 2.1.1. [20, p. 2] Dado um conjunto X,

a) a sua diagonal é o conjunto
A(X) = {(z,2) | 2 € X},

Escreveremos apenas A quando considerarmos que o conjunto base estd claro.

b) se U C X x X, entdo o seu inverso é o conjunto

U ={(y,2) | (v.y) €U}
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c) se U,V C X x X, entdo a composicao de U com V' é o conjunto
UoV ={(z,2) | (z,y) €U, (y,2) € V}.

Para simplificar, denotamos
Vo...oV/ =V"

n-vezes

sen > 3.
O

Definigao 2.1.2. Dado um conjunto X, se V.C X x X é tal que A C V, entdo V é chamado de
vizinhanga da diagonal.
O

Em alguns textos, como [15], as vizinhancas da diagonal sao consideradas relacdes bindrias reflexivas
sobre X. Nesse caso, vizinhancas da diagonal que forem simétricas representam relacdes reflexivas e
simétricas. Por fim, se V' é uma vizinhanca da diagonal tal que V oV =V, vale que V representa uma
relacdo reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, uma relacao de equivaléncial A sequir, temos algumas
ilustracoes que podem ajudar nas discussdes que serdo feitas ao longo do texto.

X X X

x X X

Figura 2.1 A esquerda uma vizinhanga da diagonal W de X x X, ao centro sua inversa e a direita,
em marrom, a vizinhanca simétrica dada por W N W =1 A vizinhanca da diagonal W U W~ também ¢
simétrica. Em destaque na figura a esquerda, temos o conjunto ao qual x estd relacionado. Na central,
temos o conjunto de pontos que se relacionam a x.

E importante ressaltar que as vizinhangas da diagonal podem ser conjuntos das mais variadas formas,
desde que contenham a diagonal.

X

x X

Figura 2.2: Uma vizinhanca da diagonal V' arbitraria.
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X X X

r Yy X r oy X ry X

Figura 2.3: Como pode ser observado, em uma composicdo, se x estd relacionado a y, ou seja, (x,y) € V,
ele passara a estar relacionado também com os elementos aos quais y esta relacionado.

Naturalmente, decorre a seguinte proposicao:
Proposicao 2.1.3. Se V é uma vizinhanca da diagonal em X x X, entdfo V C Vo V.

Demonstracao: Observemos que (z,x) € V para todoz € X. Loqo, se (z,y) € V teremos (x,y) € VoV.
[

Proposigao 2.1.4. Se V e W sdo vizinhancas da diagonal em X x X, entdo W oW C V se e somente
se (WoW)(z) C V(z) para todo z € X.

Demonstragdo: Primeiro suponhamos que W o W C V. Dado x € X, se (z,y) € W o W, entdo
(x,y) € V, e portanto (W o W)(z) C V(z). Agora, dado que (W o W)(x) C V(z) para todo = € X, se
y € (WoW)(zx), entdo por definicdo (x,y) € W oWW. Sendo assim (z,y) € V e portanto W oW C V.

|

Defini¢ao 2.1.5. [24, p. 238] Dado um conjunto X, se U é uma colecdo de vizinhangas da diagonal de
X x X tal que

a) se U € U, entdo U! € U;

b) se U €U, existe V € Utal que VoV C U;
c)seU,VeUenaoUNV e€T;
d)seUecUelUCV CXxX, entaioV €U,

entdo U é chamada uma uniformidade ou estrutura uniforme para X.
O

Definicdo 2.1.6. Um conjunto X dotado de uma uniformidade U é chamado de espaco uniforme e
denotado [X,U]. Observe que U é constituido por vizinhancas da diagonal. Quando estiver clara a
uniformidade em questao, diremos apenas que V € U é uma vizinhanca da diagonal.

O

Observemos que ndo temos um elemento de uma uniformidade que estd contido em toda vizinhanca
da diagonal da uniformidade tal como temos que o conjunto vazio sempre estd contido em qualquer
subconjunto de um conjunto X. Contudo, a propriedade b) de 2.1.5 garante algo similar a isso. Vale
ressaltar que, mesmo com todas as propriedades, pode acontecer para algum V' em uma uniformidade U,
nao ser possivel encontrar subconjunto de V' em U que seja diferente de V.
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Definigdo 2.1.7. [2, p. 170] Uma base para uma uniformidade é uma colecdo V de vizinhangas da
diagonal de X x X tal que

a) dados Vi, V5 €V, existe V3 € V.com Vi C Vi N Vs,
b) dado Vi € V existe V5 € V tal que V, ' C V;;

c) dado V; € V existe V, € V tal que Vo0 Vo C V.

A uniformidade U gerada ou induzida por uma base V é a colecdo de todos os subconjuntos U de X x X
tal que existe V' € V satisfazendo V C U.
O

Dada uma subcolecdo V de uma uniformidade U, dizemos que V é uma base para U, se para todo U € U
existe V € Vtal que V C U. Para gerar U a partir de V basta usar o item d) de (2.1.5), ou seja, adicionar
a V todos os subconjuntos de X x X que contém algum V' € V. A uniformidade é um filtro com algumas
propriedades extras. De fato, temos a seqguinte proposicao.

Proposicao 2.1.8. Seja U uma uniformidade. Uma subcolecdo V C U de vizinhancas da diagonal é base
para U se e somente se para todo U € U existe V€ V.com V C U.

Demonstragao: Por definicdo, U é recuperada a partir de V tomando todas as vizinhancas da diagonal
que contém uma vizinhanca de V, portanto se V é base, entdo para todo U € U existe V€ V.com V C U.

Por outro lado, se para todo U € U existe V € V.com V C U, as propriedades de uma base saem
imediatamente do fato que V C U. Precisamente,

a) dados Vi, Vo €V, existe V3 € V.com V3 C Vi N V4.
Dados Vi, Vo € V sabemos que existe U € U satisfazendo U C V; N V,. Portanto, existe

Vo CcUCVina.

b) dado Vi € V existe V5, € V com V{l c Vi
Dado V; € V, tomamos V"' € U. Sabemos que existe V5 € V tal que V5 C V;!, e portanto
Vb

c) dado V; € V existe V, € V tal que Vo0V, C V.

Dado V; € V existe U € U tal que U oU C Vi, portanto basta tomar V5 € V tal que Vo C U que
teremos Voo V4 C V.

[
Proposicao 2.1.9. Se V é uma base para uma uniformidade U, entdo
Ve ={VNV1|Vev}
constitui uma base simétrica de U, ou seja, uma base cujas vizinhangas da diagonal sdo simétricas.

Demonstragao: Comegamos observando que Vg C U, portanto basta mostrar que para todo U € U existe
V e Vg tal que V C U. Uma vez que V é base para U, dado U € U, existe W € V. com W C U. Loqpo,
tomando V =W NW~! temos V € Vg e V C U, portanto Vg é base para U. H

Definicao 2.1.10. [13, p. 118] Dado um espaco uniforme [X,U] e A C X, a uniformidade relativa V
sobre A é a uniformidade cujas vizinhancas da diagonal sdo os conjuntos

V=UnN(Ax A),

onde U € U. Dizemos que V é o traco de U em A x A, ou mais geralmente que V é o traco de U com
relacdo a A.
O
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2.2 Espacos Métricos - Um Exemplo Simples

Assim como existem as topologias trivial e discreta, também existem, dado um conjunto X, a uniformidade
discreta, composta pelo conjunto de todas as vizinhancas da diagonal possiveis, e a uniformidade trivial,
composta apenas pela vizinhanca da diagonal X x X. Como mencionado, uma das estruturas que
uniformidades generalizam é a estrutura métrica. Isso ocorre porque toda métrica induz uma base para
uma uniformidade. Lembremos que uma métrica d em um espaco X é uma aplicacdo d : X x X — R tal
que dados z,y,z € X

(i) d(z,y) =0 se e somente se x = y;
(i) d(z,y) = d(y, v);
(it) d(z,y) < d(z,z)+d(zvy).
As duas primeiras propriedades levam o nome justamente de reflexividade e simetria, enquanto que a
terceira é a desigualdade triangular, que remete um pouco a ideia de transitividade, e é ela que vai nos

permitir garantir a propriedade de composicao para a uniformidade induzida pela métrica na proposicao
a sequitr.

Proposigdo 2.2.1. Dado um espacgo métrico (X, d), vale que se para cada € > 0 temos o subconjunto de
X x X, chamado de vizinhanga tubular da diagonal de raio ¢,

‘/E:{(x7y> € X xX | d(fE,y) <6}7

entdo a colecao {V.}.~o é uma base para uma uniformidade em X, chamada uniformidade induzida pela
métrica d.

Demonstragao: Precisamos mostrar antes de tudo que cada V. contém a diagonal. Agora, dado z €
X, d(z,x) = 0 < e para todo ¢ possivel, entdo A C V.. Partimos entdo para a demonstracdo das
trés propriedades que uma colecdo de vizinhancas da diagonal deve satisfazer para ser uma base,
apresentadas j& usando a notacao da métrica:

a) Dados €,0 > 0, existe n tal que V,, C V. N V5.

Basta tomar 7 = min(e, d) e obtemos a incluséo.

b) Dado € > 0, existe § > 0 tal que V5 ' C VL.

Observemos que para todo § > 0 temos que Vs = V; ! pela simetria da métrica, isto &, se
(z,y) € V3, entdo d(y,x) = d(x,y) < §, o que implica que (y,x) € V5. Assim, vale que V! =V
e em particular V.1 C V..

c) Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que Vzo Vs C V..

Seja § =¢/3. Se (z,y), (y, z) estdo em Vj, entdo (z,y) e (y, z) estdo em VL, pois d(x,y) <6 < ¢
e o mesmo vale para d(y, z). Agora, pela desigualdade triangular vale que

d(z,z) <d(z,y) +d(y, z) <26 <e,
entdo (x, z) estd em V., como desejado.

Portanto, a colecdo dos V. constitui uma base para uma uniformidade em (X, d).
[
A terminologia vizinhanca tubular da diagonal vem da interpretacdo geométrica do V, como mostrado
na figura abaixo se X é um intervalo da reta real.
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V

X

Figura 2.4: Ilustracdo de uma vizinhanca da diagonal tubular.

2.3 Topologia Uniforme

Definigao 2.3.1. [24, p. 240] Seja [X,U] um espaco uniforme. Dada uma vizinhanca da diagonal V/,
definimos a vizinhanga de x induzida por V' como o conjunto

V(e) ={y e X | (z,y) e V}.

Observe que V(z) C X e x € V(x), pois (z,x) € V para todo V' € U. Por extensdo, dado £ C X, a
vizinhanga de E induzida por V ¢

V(E)= V().

zel

O

Teorema 2.3.2. [2, p. 171] Dado um espaco uniforme [X,U], a colecao U(z) dos V(z), em que V € T,
constitut um sistema de vizinhancas de x para cada = € X.

Demonstracao: Precisamos mostrar que as condicoes apresentadas no Teorema 1.1.10 sdo satisfeitas.
Pelo fato de estarmos trabalhando com uma uniformidade, vale que:

a) x € V(x) para todo V € U, pois (z,x) € V para todo V € U.
b) Se V(z) € U(z) e V(z) C W, entdo W € U(x), pois a vizinhanga da diagonal
VU{(z,y) |lye WnV(x)}
pertence a uniformidade por conter V' e induz W como vizinhanca de x.

c) A intersecao finita de elementos de U(x) estd em U(z), pois se V,IW € U, entdo VNI € Ue jd
mostramos que V(z) N W (z) = (VN W)(x);

d) Dado V(z) € U(z), existe W (x) € U(z) tal que V(y) € U(y) para todo y € W(z), pois se tomamos
W tal que W oW C V, isso significa que W C V, entdo W (z) C V(z) e se y € W(x), entdo

W(y) € (WoW)(x) C V(x),
e assim, V(z) € U(y) pela propriedade b).

[
Do Teorema anterior e 1.1.10, temos que existe uma Unica topologia induzida pela uniformidade, o
que nos leva a seguinte definicao.
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Definigao 2.3.3. [2, p. 172] A topologia induzida por uma uniformidade U, denotada por 7y e chamada
de topologia uniforme, é aquela tal que a colecdo U(z) dos conjuntos U(z) em que U € U é um sistema
de vizinhancas de = para cada x € X.

O

Corolério 2.3.4. [2, p. 171] Dado um espaco uniforme [X, U], os abertos da topologia uniforme sdo aqueles
da forma V' (z) para algum V € Ue x € X tais que V(x) é vizinhanga de todos os seus pontos, isto é,
V(z) € B(y) para todo y € V(z).

Demonstracao: E consequéncia direta dos Teorema 1.1.10 e 2.3.2
|
Observemos que a definigdo de aberto nao exige V(x) = V(y) para todo y € V(z). De fato, V(z)
representa um conjunto, conjunto esse tal que para todo y € V' (z) deve haver uma vizinhanca da diagonal
W tal que W(y) = V(z). Por mais tentador que possa parecer, ndo podemos afirmar que existe V' (x)
tal que V(x) = V(y) para todo y € V(z), e isso é explicado melhor apds a proposicdo 2.3.6.

Proposicdo 2.3.5. Se [X,U] é um espaco uniforme e V uma base da uniformidade, entdo a colecao V(x)
dos V' (z), em que V € V, constitui um sistema fundamental de vizinhancas de x para cada = € X.

Demonstragdo: Dado = € X, sabemos que a colecdo dos W (x) tal que W € U constitui um sistema de

vizinhancas de x. Logo, pela definicdo de base de uma uniformidade, dado W € U existe V € V tal que

V C W, logo V(xz) C W(z) e temos que V(x) constitut um sistema fundamental de vizinhangas de x.
[

X

X

X

Figura 2.5: Dado W € U, tomamos V' na base da uniformidade e assim, V'(z) é a linha vertical vermelha,
que satisfaz V(z) C W (z), pois V. C W.

Proposicao 2.3.6. [24, p. 241] A topologia induzida por uma métrica d sobre um conjunto X é igual a
topologia uniforme induzida pela métrica sobre X.

Demonstracao: Denotaremos por T, a topologia induzida pela métrica e U; a uniformidade induzida
pela métrica d sobre X. Vamos mostrar que os abertos de uma topologia podem ser escritos como uniao
de abertos da outra topologia.

Primeiro comecamos com um aberto basico A de Ty. Sabemos que

A={ye X |d,y) <e}

para algum z € X e € > 0 pela definigao da topologia induzida pela métrica. Dessa forma, j@ temos que
A =V_(z) e tudo que nos falta é encontrar um d(y) > 0 para cada y € V.(x) tal que

Vi (y) C Ve(w),
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pois isso implicard a existéncia de um aberto A, C V.(x) com y € A, para cada y € V.(z) e assim este
serd uma unido de abertos em Ty,. Isso é possivel pela desigualdade triangular. Se y € V.(z), tomando
d(y) < e —d(x,y) vale que para z € X tal que d(y, z) < d(y)

d(x,z) < d(z,y) +d(y, z) < d(z,y) +0(y) <&,

ou seja, se z € Vi) (y), entdo z € V.(z). Portanto, Vs, (y) C Va(x). Sendo assim,

A={]JA4,

yeA

e entdo todo aberto de T}; é aberto em Ty,.
Por outro lado, se A é um aberto de Ty,, entdo para cada = € A existe e(z) > 0 tal que V,(,)(z) C A,
pois os V. constituem uma base de Uy. Ora,

Vewy ={y € X [ d(z,y) < e(x)}

é um aberto bdsico da topologia induzida pela métrica em X, portanto concluimos que

A= Viw (@)

r€A

é uma unido de abertos bdsicos em Ty e assim as topologias sdo iguais.
[

Definigao 2.3.7. [15, p. 184] Um espaco uniforme [X, U] é metrizdvel se existe uma métrica d tal que a
uniformidade induzida pela métrica é U.
U

Voltando a discussdo anterior, observemos que usando a uniformidade induzida pela métrica euclidiana
em R e o Teorema 2.3.6, na topologia induzida pela métrica, os conjuntos

Vi) ={yeR: |z —y| <e}

sdo abertos para cada z € R e € > 0, porém, se z € V.(x) \ {z}, ndo temos V.(z) C V.(z).

Um dos questionamentos que podemos fazer logo de inicio a respeito da topologia uniforme é acerca
dos axiomas de separacao que ela satisfaz. Nem sempre a uniformidade induz uma topologia que permite
separar dois pontos quaisquer do espaco, basta pensar na uniformidade trivial. Se a Unica vizinhanca
da diagonal é X x X, entdo para todo ponto, X é o Unico aberto que o contém. Mais do que isso, é
a Unica vizinhanca desse e de qualquer outro ponto. Contudo, se conseguirmos provar que dada uma
uniformidade U, ela é Tj, ou seja, dados dois pontos quaisquer existe um aberto que contém um dos
pontos, mas ndo contém o outro, entao ocorre um fenémeno particularmente interessante: a topologia é
Tgé. De fato, um espaco topolégico é espaco uniforme se e somente se for um espaco completamente
reqular.

Proposicao 2.3.8. Se [X,U] é um espaco uniforme cuja topologia uniforme é Ty, entdo a topologia
uniforme é T3

Demonstragao: Se a topologia uniforme é Ty, dados dois pontos z e y de X, suponhamos que existe
um aberto A que contém z mas ndo contém y. Sabemos que A = V(z) para algum V € U, portanto,
(z,y) € V e se tomamos W =V NV~ vale que (y,z) € W, e

v ¢ Wi(y),
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o que implica a existéncia de um aberto A, C W(y) que contém y mas ndo contém z pois toda vizinhanca
contém um aberto.
[
Ser Ty, ou espaco de Hausdorff, é ter vizinhancas disjuntas contendo um dos pontos cada, o que na
nocdo de espacos uniformes aparece mais intuitivamente na ideia de que existem duas vizinhancas da
diagonal, que podem ser a mesma, tais que se x se relaciona com z em uma, na outra y nao se relaciona
com z e vice-versa. De fato, é essa visdo que nos guia na demonstracdo a sequir e observe que como
estamos lidando com um terceiro ponto, a composicdo de uniformidades aparece como o meio de delimitar
essas relacoes.

Proposicdo 2.3.9. Se [X,U] é um espaco uniforme cuja topologia uniforme é T3, entdo a topologia
uniforme é Ts.

Demonstracao: Se a topologia uniforme é T}, dados dois pontos x e y de X, existem abertos A, e A,
tais que = ¢ A, e y ¢ A,. Isso significa que existem duas vizinhangas da diagonal V, W € U tais que
yEVir)exgWly)

Tomemos, entdo, uma vizinhanca da diagonal simétrica V' € U tal que

VicVoV CcVNW.

Observe que, se (z,2z) € V' para determinado z € X, j4 sabemos que (z,y) ¢ V', entdo do fato de
V' o V' estar contido em V NW vale que (z,y) & V'. Da simetria, concluimos que (y,z) ¢ V' e entdo
vale

V'i(z)nV'(y) = 0.

Sendo assim, temos que existem abertos disjuntos que contém z e y, pois toda vizinhanca de um ponto
contém um aberto que contém o ponto.
[
Notemos que se o espaco [X,U] é de Hausdorff com a topologia uniforme, para todo par de pontos
z,y € X distintos existem vizinhangas da diagonal V,W € U tais que y € V(z) e x ¢ W (y). Portanto,
existe uma vizinhanca da diagonal que ndo contém os pares ordenados (z,y) e (y,x). De fato, basta
tomar U = V N'W. Essa observacdo nos leva a sequinte proposicao.

Proposigdo 2.3.10. [13, p. 130] A topologia uniforme em um espaco [X,U] é de Hausdorff se e somente

se
A:ﬂu

Ucu

Demonstragao: Se a topologia é de Hausdorff, para todo par de pontos x,y € X distintos existem
abertos disjuntos que contém esses pontos e estes abertos podem ser escritos como V' (z) e W (y) com
V,W € U. logo, (z,y) €V e (y,x) € W,eassimU =V NW €Ue (z,y),(y,z) € U. Como z e
y sdo arbitrarios, conclulmos que existe sempre uma vizinhanca da diagonal U que nao possui um par

(z,y) € A e desse modo,
A=(U

Ueu

Se a intersecdo de todas as vizinhancas da diagonal é a diagonal, dado qualquer par de pontos
distintos x,y deve existir uma vizinhanca da diagonal U € U tal que (y,z) € U. Sendo assim, V =
UU{(z,y)} pertence a Ue = & V(y). Como V(z) é vizinhanca de x, concluimos que existe um aberto
que contém x mas nao y, ou seja, a topologia é Tj. Usando as Proposicoes 2.3.8 e 2.3.9 concluimos que
a topologia é de Hausdorff.

[

Uma uniformidade que tem a prépria diagonal como a intersecao das vizinhancas da diagonal é
usualmente chamada de uniformidade “separada” (separated), porém ndo vamos usar essa notacao.
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Lema 2.3.11. Se [X, U] é um espago uniforme cuja topologia uniforme é T3, entdo a topologia uniforme
é 15

Demonstracdo: Seja F' um fechado em (X, Ty) e x um elemento de X. Sabemos que F° é um aberto
que contém z, ou seja, existe uma vizinhanca da diagonal V' € U tal que V(z) = F¢. Utilizaremos a
propriedade de existir W C V tal que W oW C V' e mostrar que W(z) C V(x).

Tomemos W € U simétrica tal que W C W oW C V. Pela definicdo da topologia, existe aberto
A, C W(z) que contém x. Agora, se z € W (x), para todo aberto que contém z a intersecdo com W (x)
é nao vazia, entdo dado y € W(z) N W(x), vale que (z,y) € W e (y,z) € W pela simetria de W,

portanto

ze€ (WoW)(x) C V(x)

o que significa que W (z) C V(z). Sendo assim, W (z)  é um aberto que contém F e A, um aberto que
contém z, sendo um disjunto do outro pois A, C W (x).
|

Corolario 2.3.12. Todo espaco dotado da topologia uniforme que for Tj é T5.

Demonstracao: E consequéncia direta da Proposicdo 2.3.8 e do Lema 2.3.11.
[
A topologia uniforme possui outra propriedade de separacdao que serd essencial para a demonstragao
da Proposicao 3.4.2. Sabendo que a topologia uniforme é reqular, podemos nos perguntar se é possivel
separar dois fechados disjuntos por abertos disjuntos. Isso é possivel se um deles é compacto.

Teorema 2.3.13. [13, p. 134] Sejam F, K subconjuntos disjuntos de um espaco uniforme [X,U]. Se F é
fechado e K é compacto, existe uma vizinhanca da diagonal V' € U tal que V(K)NV(F) = 0.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que ndo existe tal V. Entdo,
UK)NU(F)#0

para cada vizinhanca U € U. Assim, para cada vizinhanca da diagonal simétrica V' € U, o conjunto
KN ((VoV)(F)) énédo vazio e a colegao desses conjuntos define uma base para um filtro § sobre K.
Pelo Teorema 1.5.7, existe um ponto de acumulacdo z € K desse filtro. Logo, existe um filtro & mais fino
que § e o filtro das vizinhancas de z. Desse modo, dado V' € U simétrica, existem G, G2 € & tais que

G C(VoV)(F) e GyCV(x).

Logo, G = G1 NGy # B estd contido em ambos os conjuntos. Desse modo, para todo g € G, existem
feFeke K tais que

(f. k), (k,g) €V,
pois (f,g) € Vo V. Além disso, pela simetria de V, temos (g,z) € V. Logo

(f,x) e V?

V3 @) N E # 0.
Dada vizinhanca U € U, existe V' € U simétrica tal que V3 C U. Desse modo, pela simetria de V3,
U)NF2OV3(x)NF #0,

ou seja, toda vizinhanca de x intersecta F. O conjunto F' é fechado, logo x € F', mas isso é um absurdo,

pois F' e K sao disjuntos.
[
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Definicao 2.3.14. [20, p. 10] Dados dois espagos uniformes [X, U] e [Y, V], uma aplicagdo f: X — Y é
dita uniformemente continua se qualquer uma das quatro afirmacdes a sequir forem validas:

i) Para cada V € V existe U € U tal que (f x f)(U) C V, em que
fxf: XxX — Y xY
(z1,22) — (f(z1), f(22))
W) {(zr,22) [ (f(21), f(a2)) €VE=(fx /)7 (V) €UV V eV
W (fx )y v={(fxf)y'v|Vvevicu
tv) Dada qualquer vizinhanca V' € V, existe U € U tal que f(U(z)) C V(f(z)) para todo = € X.
U

Observemos que essa nocdo de continuidade uniforme generaliza a nogao de continuidade uniforme
para espacos métricos. Sejam (X, d) e (Y, d’) espagos métricos. Se U e V sdo as uniformidades induzidas
pelas métricas d e d’, temos em particular que dado € > 0, deve existir 6 > 0 de modo que

(f x f)(Us) € V..

Agora,
Us = {(l‘,y) ’ d(zﬂy) < 5}
VE = {(%,y) | d,((E,y) < 5}'
Portanto,
d'(f(x), f(y) <e

d(x,y) < 0.

Proposicao 2.3.15. [20, p. 10] Toda funcdo uniformemente continua entre espacos uniformes é continua
na topologia uniforme.

Demonstragdo: Sejam [X,U] e [Y,V] espacos uniformes e f : X — Y uniformemente continua. Dado
um aberto W C Y ez € X tal que f(z) € W, existe V € V tal que V(f(z)) = W. Pela continuidade
uniforme de f, existe U € U tal que f(U(z)) C V(f(x)). Portanto, existe um aberto A, C U(z) contendo
x cuja imagem estd contida em W. Assim, A, C f~1(W) e

fﬁl(W) = U Aa:
z€f~1(W)

é aberto.
[ |

Definigao 2.3.16. [24, p. 242] Dados dois espacos uniformes [X, U] e [Y, V], uma aplicacdo f: X — Y
é chamada de isomorfismo uniforme se f é bijetora e f e f~! forem uniformemente continuas.
O

Proposigao 2.3.17. Todo isomorfismo uniforme é homeomorfismo na topologia uniforme.

Demonstragao: Sabemos que toda funcao uniformemente continua é continua. Logo, se f é isomorfismo

uniforme, f e f~! sdo continuas, e por ser bijetora temos que f é homeomorfismo.
[
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Proposicao 2.3.18. [13, p. 181] Todo espago completamente reqular é espaco uniforme.

Demonstragdo: Seja (X,7T") um espaco topoldgico completamente regular. Considere todas as funcoes
f: X —[0,1] fornecidas pelo fato de ser completamente reqular. Para cada f e € > 0 definimos

Die={(z,y) € X x X | |f(2) = f(y)| <e}.

Notemos Dy . é sempre simétrica e pela desigualdade trianqular
Dfejao Dyesp © Dye.

Sendo assim, se tomamos a colecao de todas as intersecdes finitas de elementos da forma Dy, temos
uma base para uma uniformidade U em X.
Observemos que Ty ndo é mais fina que 7', pois

Dye(x) ={y € X | |f(x) = f)l <&} = f((f(z) —e, f(x) +2))

e a pré-imagem é aberto em (X, T'), pois f é continua. Desse modo, todo elemento do sistema fundamental
de vizinhancas de = em Ty é aberto em T'. Vamos usar o fato de (X, T') ser completamente reqgular para
provar que todo aberto na topologia 7" é aberto em Ty, e consequentemente as topologias serdo iguais.
Dado aberto U € T e = € U, existe funcao f tal que U¢ C f~1(0) e f(z) = 1. Ora,

Dyapa(x) ={y € X [ [f(x) = f(y)| <1/2},

portanto
Dﬁl/g(ZE) g U

Consequentemente, existe aberto U, na topologia Ty que contém z e estd contido em U. Fazendo isso
para todo z € U, podemos escrever
Uv=JU.

zeU

e U é aberto na topologia Ty.
[
Sabemos que todo espaco topoldgico de Hausdorff e compacto é normal e o Lema de Urysohn (Teorema
1.9.1) mostra que todo espaco normal é completamente reqular, portanto o Teorema anterior mostra que
é espaco uniforme. Contudo, é possivel descrever melhor a estrutura uniforme de X, como veremos no
resultado a sequir. Antes, precisaremos de alguns resultados auxiliares.

Proposicdo 2.3.19. [13, p. 131] Seja [ X, U] um espaco uniforme. Para cada V' € Usimétricae M C X x X,
o conjunto V.o M oV é uma vizinhanga de M na topologia produto de X x X. Além disso, se V é a
colecdo de vizinhangas simétricas de U, o fecho de M é o conjunto

M = ﬂVOMOV.

Vev

Demonstragdo: Dada uma vizinhanga simétrica V' € V, temos que (x1,x4) € VoMoV se e somente se
existem o, 23 € X tais que (x1,22) € V, (z2,23) € M e (x3,24) € V. Pela simetria de V, isso ocorre
se e somente se

(.771,‘%4) € V(LCQ) X V(xg)

Desse modo, podemos escrever

VoMoV = U V(zs) x V(xs),

(acg,acg)EM



2.3. Topologia Uniforme 67

e entdo Vo M oV é vizinhanca de M, pois cada produto da unido é vizinhanca de um ponto de M.
Por um argumento andlogo, temos que outra condicdo equivalente para ter (x1,24) € VoMoV
seria ter (zq,x3) € M tal que
(l’Q,ZEg) S V(Il) X V([E4)

Isso significa que existe uma vizinhanca de (x1,24) que intersecta M. Agora, a colecao dos conjuntos
V(x1) x V(z4) constitui um sistema fundamental de vizinhancas de (x1,x4), pois se Uy, Us € U, existe
V' simétrica tal que V C U NU;y e

V(zy) x V(xg) C U (1) X Us(24).

Desse modo,
ﬂ VoMoV
Vev
é exatamente a colecao de todos os pontos de X x X para os quais toda vizinhanca intersecta M, ou
seja, M.
[

Proposigao 2.3.20. [13, p. 132] Se [X, U] é um espaco uniforme, a colecdo W do fecho das vizinhancas
da diagonal de U constitut uma base para U.

Demonstragao: Basta mostrar que para cada U € U existe W € W com W C U, pois W é subcolecao de
U. Ora, pela definicdo de uniformidade, existe vizinhanca simétrica V' € U tal que V3 C U. Portanto, se
V é a colecao de vizinhancas da diagonal simétricas de U, temos

V = mV’oVoVIQVSQU

Viev

e V € W. Desse modo, W é base de U.
[ |

Teorema 2.3.21 (Unicidade da Uniformidade em Espacos de Hausdorff e Compactos). [13, p. 134]

Seja X um espaco de Hausdorff e compacto. O filtro das vizinhancas da diagonal A em X x X com
a topologia produto constitui a Unica uniformidade em X tal que a topologia uniforme coincide com a
topologia original.

Demonstracao: A prova serd realizada em trés passos. Observemos que por filtro das vizinhancas da
diagonal, queremos dizer o filtro induzido pela colecdo de todos os conjuntos de X x X que contém um
aberto que contém A, ou seja, vizinhancas de A no sentido topoldgico.

Passo 1: Se o filtro das vizinhancas da diagonal é uma uniformidade, entdo a topologia induzida por
ela é a mesma que a topologia de X.

Denotaremos o filtro das vizinhancas da diagonal na topologia produto por U. Por definicdo, a
topologia de X é mais fina que Ty, pois toda vizinhanca da diagonal contém um aberto que contém a
diagonal, consequentemente V() contém um aberto A que contém z. Por outro lado, dados z € X e
um aberto A que contém x, vamos estender ele a uma vizinhanca da diagonal. Dado que X é Hausdorff,
para cada y # x, podemos tomar um aberto A, tal que y € A, mas x € A,. Assim,

Vz(AXA)U(UAyxAy>

y#T

é uma vizinhanga da diagonal na topologia produto e V(z) = A, pois para = # y temos que = ¢ A,
Portanto, existe um aberto na topologia uniforme contido em A e Ty é mais fina que a topologia de X,
portanto elas sdo compativeis.

Passo 2: O filtro das vizinhancas da diagonal U constitui uma uniformidade.

Por U ser filtro, basta provar que
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{) Para todo V € U temos V! € U.

it) Para todo V € Utemos W € U tal que WoW C V.

O primeiro item é consequéncia da estrutura da topologia produto. Se V' € U, existe aberto A C V, e
podemos escrever

A= U Ay X Axg,

AEA

onde A, ; é aberto em X, e assim

B = U Axg X Axa

AEA

é um aberto que contém a diagonal e tal que B C V!, portanto V! € U.

Para o segundo item, vamos supor por absurdo que existe V' € U tal que para todo W € U vale
W oW ¢ V. Nesse caso, observemos que dados Wy, W5 € U, ndo podemos ter

((Wl o Wl) N Vc) N ((WQ e} Wg) N VC) = (Z),

sendo W = Wy NW, é tal que W oW C V. Sendo assim, podemos usar U para induzir um filtro em
X x X tomando como base o conjunto

F={(WoW)nV* | W e}

Vale que X x X é compacto, portanto existe um ponto de acumulacdo desse filtro, digamos (y, z).

Agora, vamos construir uma vizinhanca da diagonal W para a qual existe um aberto contendo (y, 2)
que ndo intersecta W o W, obtendo uma contradicdo. Pelo fato de X ser Hausdorff, existem abertos
disjuntos A, B comy € A e z € B. Todo espago Hausdorff compacto é normal, e consequentemente
reqular, portanto existem A’, B’ abertos com y € A’ e z € B’ e tais que A’ C A e B’ C B. Escrevemos
D = AN B’ e obtemos a vizinhanca da diagonal

W=(AxA)U(BxB)U(D x D).
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X X
o M |1
| (v, 2) 1|LB
A A A
A A A B’
Y } | —
* P - i X ; P i X
A B A B
(a) Conjuntos A x A, Bx Be Ax B. (b) Conjunto A’ x B’ contido em A x B.
X X
- IS n .
»| »
A A
} i — X } i — X
A B’ A B’
(c) Observemos que o conjunto D x D intersecta (d) O conjunto W é uma vizinhanga da diagonal pois
A x B mas nao A’ x B'. WnN(AxA)#beWnN(BxDB)#0.

Figura 2.6: Construcdo da vizinhanca A’ x B’ de (y, z) e vizinhanca da diagonal W que sdo disjuntas.

Observemos que
(AxX)NW=AxA e (XxB)NW=BxB

e como AN B = (), concluimos que A’ x B'NW oW =), pois se a € A’ e b € B’, por construcao nao
temos (a,b) € W, e nem pode existir ¢ € X tal que (a,c), (¢,b) € W. Ora, isso significa que (y, z) nao
pode ser ponto de acumulacdo de W o W, o que é um absurdo. Assim, vale o sequndo item e a colegao
das vizinhancas da diagonal é uma uniformidade.

Passo 3: A estrutura uniforme é Unica.

Suponhamos que existe outra uniformidade V compativel com a topologia. Por ser compativel com
a topologia, a topologia produto induzida pelas uniformidades em X x X é a mesma. Assim, pela
Proposicao 2.3.19, V € V deve ser vizinhanca da diagonal na topologia em X x X, pois existe W € V
tal que W3 C V e W3 é vizinhanca de W que contém a diagonal. Logo, V € U.

Agora precisamos mostrar que todo elemento de U é elemento de V. Suponhamos que existe vizinhanca
da diagonal D da topologia em X x X que nao pertence a V. Desse modo, ndo existe V€ V.com V' C D,
ou seja,

DNV #0

para todo V € V. Podemos assumir que D é aberta, logo D¢ é fechado (e compacto, pois X x X ¢é

compacto) e afirmamos que a colecao
{D°NV |V ev}
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constitui uma base de um filtro em D¢ De fato, isso sé ndo ocorreria se existissem Vi, V5 € V tais
que (DN Vi) N (DN V) =0, mas isso implicaria (V3 NV,y) N D = (), o que é absurdo. Com isso,
sabemos que existe um ponto (y, z) € D¢ de acumulacdo deste filtro. Dado que a topologia induzida é
de Hausdorff, temos

A=V

Mais do que isso, a colecao W de vizinhangas da diagonal fechadas de V constitut uma base da unifor-
midade V, portanto
A=W

Sendo assim, os unicos pontos de acumulacdo de toda vizinhanca da diagonal em W estdao em A, e
como (y,z) é ponto de acumulacdo de todo W € W, (y,z) estd em A. Ora, isso é um absurdo, pois
A C D, enquanto (y,z) € D Logo, toda vizinhanca topoldgica da diagonal esta em V e a unicidade
estd garantida.

[

Definigao 2.3.22. [13, p. 108] Um subconjunto A de um espaco uniforme [X, U] é totalmente limitado e
para cada V € U existe uma colegao finita {a,...,a,} de elementos de A tais que

AC LnJ V(a;).

i=1

2.4  Grupos Topoldgicos - Mais um Exemplo

Definigao 2.4.1. [13, p. 42| Seja (G, ¢e,-) um grupo. Se T' é uma topologia em G tal que as fungdes

m: (G xGd — G u: ¢ — G

e
(91,G2) V> G1-Go g — g!

sao cont{nuas e (G,T) é um espaco de Hausdorff', entdo G é chamado de grupo topolégico. G x G é
considerado com a topologia produto, m é chamada de produto ou multiplicacdo e u de inversao.
O

A primetira vista, pode parecer um pouco nebuloso como tratamos essa topologia no grupo. Contudo,
ja estamos acostumados a trabalhar com um grupo topolégico: R dotado da topologia Euclidiana e a
operacdao de soma. Abertos bdsicos em R sdao da forma (z — e,z + ¢), onde € > 0. Mostraremos entao
que a pré-imagem desses abertos por m e u sdo abertos e assim (R, 0,+) é grupo topoldgico.

Ora, dado aberto (z — &,z + €), temos

uwl((z—eco+e)=(—v—¢,—x+¢),

que é aberto em R. Portanto, u é continua. Para a funcdo m, observemos que se existe par (y;,ys) tal
que,
m((ylayQ)) € (37 —&T+ g)?

entdo podemos tomar
d=min{(y1 +1y2) — (x — &), (x+¢) — (y1 +12)}.

TAlguns autores ndo requerem que seja um espaco de Hausdorff, porém precisaremos dessa propriedade para aplicar
resultados de hiperespacos na teoria de grupos topoldgicos.
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Desse modo, se ¢ = /2, tomamos o aberto em R x R
U= (y1 =0,y + ) x (y2 =0, y2 +0").
Dado (z1, 22) € U, abrindo os casos para cada d possivel, mostramos que

m((z1,22)) = 21 + 29
> (1 —0) + (y2 = 9')
= (Y1 +1y2)—0
> T —c.

m((z1,22)) = 21 + 22
< (i +0)+ (2 +9)
= (1 +y2) +0
<z+e.

Assim, provamos que m é cont{nua.
Mais profundamente a funcdo u é sempre um homeomorfismo?. Basta ver que

ul(z) ={z7"} = u(w),
logo para todo aberto V/,
u(V) =u"(V)

que é aberto. Agora, as duas funcoes que requeremos ser continuas lembra as propriedades que estruturas
uniformes satisfazem. De fato, todo grupo topoldégico é um espaco uniforme. Antes de provar isso,
precisaremos de um lema. A partir de agora escreveremos x - y ao invés de m(x,y).

Lema 2.4.2. Seja (G, e,-) um grupo topolégico. Se V' C G é um aberto que contém e, existe um aberto
W C G que contém e tal que
W-W={g-h|gheW}CV.

Demonstragao: Vamos usar a continuidade da funcdo m. Dado um aberto V' que contém e, sabemos que
existe aberto U C G x G tal que U =m~ (V). Ora, (e,e) € U, portanto existem abertos U; e U, de G
tals que

(e,e) e Uy x Uy C U.

Desse modo, se W = U; N Uy,
W .-Ww CV.

|
Proposigao 2.4.3. [13, p. 106] Seja (G, e, ) um grupo topoldgico. Se V' é uma vizinhanga de e, definimos
Ry ={(h,g) | h-g~' €V}

A colecdo dos conjuntos Ry constitui uma base de uma uniformidade Uz em (G, chamada uniformidade
direita de G.

Demonstracao: Precisamos provar quatro afirmacoes:

ZMaS ndo necessariamente homomorfismo.
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i) Ry é vizinhanga da diagonal para toda vizinhanga V' de e.

SegeG, g-g ! =e portanto (g,9) € Ry.

it) Dadas vizinhangas Vi e V5 que contém e, existe vizinhanca V3 de e tal que Ry, C Ry, N Ry,.

Seja V3 = V3 N V4. Por definicdo temos Ry, C Ry, N Ry,.

iii) Dada vizinhanca V de e existe vizinhanca W de e tal que Ry C Ry.

Vamos usar a continuidade da funcdo u. Sabemos que W = u(V') é vizinhanca de e, e que se
h-g=t € W, temos g - h™' € V. Desse modo, se (h,g) € Ry, entdo (g,h) € Ry, ou seja,
Ry C Ry.

tv) Dada vizinhanca V' de e, existe vizinhanca W de e tal que Ry o Ry C Ry.
Pelo Lema 2.4.2 existe W tal que W - W C V. Agora, se (hy, ha), (he, h3) € Ry, entdo

hi-ht'=(hy-hy')-(hy-h3h) e W -W C V.
Portanto, Ry o Ry C Ry.

[

A préxima pergunta natural é: a topologia uniforme coincide com a topologia original do grupo? A

resposta é sim, mas antes precisamos de um resultado que mostra que em grupos topoldgicos, os abertos
de e sao suficientes para definir toda a topologia de G.

Proposicdo 2.4.4. [13, p. 42| Seja (G, e,-) um grupo topoldgico e g € G. As funcoes r, : G — G e
ly : G — G dadas por
rg(h) =h-g e {y(h)=g-h

sdo homeomorfismos.

Demonstragao: Seja V' um aberto de GG. Vamos reescrever r, como composicao de fungées da seguinte
forma: se A: G — G x G é a aplicacao diagonal, ou seja, A(h) = (h, h), temos o seguinte diagrama
comutativo para cada g € G

G-2,6xqg 3 avg ", G

Tg

Agora, A é continua, pois abertos bdsicos em G x G sdo da forma U; x U,, onde U; e U, sao abertos
de G e
A_l(Ul X Ug) = U1 N UQ.

Além disso, a funcéo (id, g) é continua também, pois cada funcdo coordenada é continua. Por fim, sabemos
que m é continua, logo
ro =mo (id,g) o A

é continua.
Para mostrar que é homeomorfismo, observemos que r, é bijetiva e que

_ 1
g—l—T’g ;

r
portanto r,-1 € inversa continua de ry, e 7, é homeomorfismo. A demonstragdo para a fungao ¢, é
totalmente analoga.

u
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Teorema 2.4.5. Seja (G,e,-) um grupo topolégico. A topologia Ty, induzida pela uniformidade Ug
coincide com a topologia 7" do grupo.

Demonstracao: Lembremos que u, r, e ¢, sdo homeomorfismos. Logo, dada vizinhanga V' de g € G,

Ry(g)={h|g-h"" €V}
={h | " € l,(V)}
= {h [ heul,(V))}
= u(ly(V)).
Desse modo, toda vizinhanca em Ty,, é uma vizinhanga em 7. Por outro lado, se V' é vizinhanca em T’
V={h|heV}
={n[h" eu(V)}
={hlg-h"elu(V))}
= Ry, u(v))(9)
Assim, toda vizinhanga em 7' é vizinhanca em Ty, e as topologias sdo iguatis.
[

Agora mostramos que quocientes preservam a propriedade de ser grupo topoldgico e consequente-
mente espago uniforme.

Lema 2.4.6. Se (G,e,-) é um grupo topoldgico e H um subgrupo normal de G, entdo a aplicagao
quociente 7 : G — G/ H é aberta.

Demonstragao: Observemos que dada classe gH, temos que

mgH) ={z € G | n(x) € gH}
={x€G|x=g-hparaalgum h € H}.

Logo, dado aberto U C G,
wn() = | n o)

geU

:U{xEG|x:g-hparaalgumh€H}

geU

:U{x€X|x:g-hparaalgumg€U}

heH

= U (),

heH

que é aberto, pois 1, é homeomorfismo. Desse modo, w(U) é aberto, e temos 7 aberta.
[

Proposicdo 2.4.7. Seja (G, e,-) um grupo topoldgico. Se H é um subgrupo normal de G, entdo G/H ¢é
um grupo topoldgico.

Demonstracdo: Se H é subgrupo normal de G, entdo G/H é um grupo. Seja 7 a aplicacdo quociente.
Sabemos que U é aberto em G/H se e somente se 7~ *(U) é aberto em G. Com isso, mostraremos que

m: G/HxG/H — G/H o u: G/H — G/H
(1 H,92H) +—— (91-92)H gH +—— g 'H

sao conttnuas.
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e Funcdo m:

Pela definicao de m, o diagrama comutativo a seguir é valido

GxG ——— G

lﬂ'xﬂ' lﬂ—
G/H x G/H —"— G/H
Portanto, dado aberto V' em G/H, sabendo que 7w e m sdo continuas e que 7 é aberta, temos
m (V) =7 xa(m™ (71 (V))),
que é um aberto.

e Funcao u:

G ——— G

| |7

G/H —— G/H

Novamente, para um aberto V' em G/H, temos

aberto, pois 7 € continua e aberta e u é continua.

2.5 Coberturas Uniformes

Vamos utilizar também outra definicdo de espacos uniformes, que se da& por coberturas uniformes, como
explicamos a sequir.

Definigao 2.5.1. [20, p. 365 Dadas duas coberturas €; e €, de um conjunto X, se todo elemento de &;

é subconjunto de algum elemento de &,, dizemos que €; refina €, e escrevemos €; < €.
O

Definicdo 2.5.2. [20, p. 366] Dado um conjunto X, uma cobertura € e E € P(X), dizemos que a estrela
de E' com relagao a cobertura € é o conjunto

St(E,¢) = {Cr e €| CAnE # 0}
O

Observe que St(E, €) é um conjunto composto pelos elementos de cada V) e ndo o conjunto dos V.

Definigao 2.5.3. [20, p. 366] Dado um conjunto X, a cobertura baricéntrica de uma cobertura € =

{Cy}xea é a cobertura
¢’ = {St({z},¢) | v € X}.
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Definigao 2.5.4. [20, p. 366] Dado um conjunto X, a cobertura estrela de uma cobertura € = {C)} eca
é a cobertura
¢ = {St(C)\,Q:) | C, e Q:}

U

Proposigao 2.5.5. Dado um conjunto X, se B e € sdo coberturas de X tais que ‘B < €, entao para
todo £ C X vale
St(E,B) C St(E, C).

Demonstragdo: Sejam B = {B,},er e € = {Cy}rea. Como B < €, para cada B, € B, sabemos que
existe Cy, € € tal que B, C C) , portanto

St(E,B) = J{B,€B | B,NE #0}
clJ{Cy, ee |y nE #0}
cl|J{iciee|ainE 0}
= St(E, ).
|

Definigao 2.5.6. [20, p. 365] Dadas duas coberturas € e ®, o refinamento comum de € e © é a cobertura

CAD={CND|Ce€DeD}.

Definigao 2.5.7. [20, p. 17] Uma familia de coberturas & é dita uma cobertura uniforme se
a) € €€ e <€ implicam & € 6.
b) €;,¢&, € € implica na existéncia de uma cobertura €3 € € tal que €5 < €; A &y,

Um conjunto X dotado de uma cobertura uniforme € é chamado de espago uniforme e denotado por
(X, @].
O

Observemos que € < €¥ < €* portanto, se € pertence a uma cobertura uniforme, as coberturas
baricéntrica e estrela de € também pertencem.

Proposicao 2.5.8. Se € é uma cobertura uniforme e € € €, entdo existe ® € € tal que D* < €.

Demonstragao: Como € é uma cobertura uniforme, existe uma cobertura ® € € tal que ®* < € A €.
Queremos mostrar entdo que ©* < €, mas isso é imediato, pois os elementos de € A € estao contidos

em elementos de €, por serem a intersegao destes.
[

Definigao 2.5.9. [20, p. 17] Uma familia de coberturas & é dita uma base de uma cobertura uniforme se
dadas coberturas €;, &y € A existe uma cobertura €3 € & tal que €5 < €; A &,. A cobertura uniforme
€ gerada por tal base é dada por

¢={C |3 ecB: <}
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Assim como fizemos com vizinhangas da diagonal, dada uma cobertura uniforme €, existe uma carac-
terizacdo simples para verificar se uma colecao de coberturas de € é base de €.

Proposigdo 2.5.10. [20, p. 17] Se & é uma cobertura uniforme e 9 uma colecao de coberturas em &,
dizemos que A é base de € se e somente se para todo € € € existe B € B que refina €.

Demonstragao: Pela definicdo de cobertura uniforme induzida por uma base, temos que se & é base,
entdo toda cobertura de & é refinada por uma cobertura de 9. Agora, se toda cobertura € € € é
refinada por uma cobertura B € 3B, dadas coberturas By, B, € B, elas estdo em €, logo existe € € €
tal que €* < By A By. Assim, existe By € B que refina €, e pela definicao de refinamento

%§<¢*<%1A%2,

provando que & satisfaz a condicdo para ser base de uma cobertura uniforme €4. Falta mostrar que
a cobertura uniforme induzida por & é extamente €. As coberturas em € sdo aquelas refinadas por
coberturas em 3B, logo € C €. Agora, se ® € €y, existem B € B C € e € € € tais que

<PV <D,

portanto ® é refinada por uma cobertura em € e ® € €. Conclulimos assim que € = €.
[
Fazendo um paralelo com uniformidades, observemos que podemos associar a propriedade a) de 2.5.7
a propriedade de que se V pertence a uma uniformidade U, entdo W & U para todo W DO V. Da
mesma forma, a propriedade b) garante uma cobertura cujos elementos estdao contidos na intersecao
de elementos de outras duas coberturas, o que podemos associar a propriedade que garante que se
VW €U, entao existe U € U com U C VNW. A partir de a) e b), podemos encontrar a propriedade
analoga a propriedade que garante que se V € U, entao existe W € U com W oW C V, o que é feito
no lema a sequir, j& que para todo € em uma cobertura uniforme € existe ® € € tal que ®* < ¢,
como visto na Proposicao 25.8. A partir da Proposicdo 2.5.12 enunciamos e provamos varios resultados
que estabelecem uma equivaléncia (e de fato uma relacdo biunivoca) entre uniformidades e coberturas
uniformes.

Lema 2.5.11. Seja € uma cobertura uniforme e €, € € com ®* < €. Para todo x € X vale que se
y € St({z},®), entdo
St({y}, D)  St({z}, ).

Demonstracao: Se y € St({z}, D), entdo deve existir D € ® tal que x,y € D. Sendo assim,
D C St({y}, D),
e portanto x € St({y},®). Como ®* < €, existe C € € tal que
St({y}, D) C C,
e vale C' C St({z}, ), pois x € St({y},®). Dessa forma,
St({y},®) C St({z}, ).

[
A partir de uma uniformidade, podemos definir uma cobertura uniforme e vice-versa. Veremos como
fazer isso baseado nas discussées presentes em [24, p. 244-246] e [20, p. 16-20].

Proposigdo 2.5.12. Dado um espaco uniforme [X, U], para cada V' € U, a colegdo
Cy ={V(x) |z € X}

é uma cobertura de X.
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Demonstragdo: Como z € V(z), claramente

X = U V(z).

rzeX

Proposigao 2.5.13. Dado um espaco uniforme [X, U], a colecdo HBy dos conjuntos
¢y ={U(z) | v € X},

em que U € U, constitui uma base de uma cobertura uniforme y. A essa cobertura uniforme damos o
nome de cobertura uniforme induzida pela uniformidade U.

Demonstragao: Precisamos mostrar, jd@ usando a linguagem de vizinhangas da diagonal, que dados
V., W € U existe U € U tal que
sz < Cy A Cy.

Uma escolha provavel é buscar U € U tal que para todo 2 € X valha St(U(z),&y) C V() N W (z) =
(V NW)(z) para determinados V, W € U. Agora,

St(U(x),€v) = (J{U) | U(y) NU(x) # 0},

yeX

mas se U(z) NU(y) # 0, entdo existe z € U(x) NU(y) e assim, (z, 2), (y,z) € U. Logo, y € (UoU)(x)
caso U seja simétrica. Portanto, temos a priori que se tomamos U simétrica com U? C V NW, vale

Uly) € U%(x).

Com isso,
St(U(x),¢v) € | J{U) | Uy) c U¥(x)} € (VAW)(2).

yeX

Uma vez que U® C V NV, temos que
St(U(z),&y) (VN W)(z),
portanto tomando U simétrica tal que U? C V N W temos que
¢, <y ACy

tal como desejado, o que prova que a colecao By constitui uma base de uma cobertura uniforme.
[

Proposicao 2.5.14. Dado um espaco uniforme [X, U] e V base simétrica de U, a colecao By dos conjuntos
Cy = {V(x) | v € X},
em que V €V, constitut uma base de 6y.

Demonstracao: Como discutido na Proposicdo 2.5.13, para mostrar que é uma base, basta mostrar que
dados V;, V4, € V, existe U € V simétrica tal que U? C Vi N V5. Observemos que como V é simétrica,
basta encontrar U € V tal que U3 C Vi N V4.

Como V é base, existe W; € V tal que Wy C Vi NV, e também é possivel encontrar Wy € V tal que
Wy 0 Wy C Wy, portanto basta tomar U € V tal que U o U C Wy, pois teremos

UtcWeoWy Wy CViN V.
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Para garantir que é base de @y, lembremos que a cobertura uniforme € induzida por uma base %
é aquela composta por todas as coberturas refinadas por coberturas de 9. Como todo elemento de V é
elemento de U, temos que
By C Ry,

e portanto a cobertura uniforme induzida por %y contém todas as coberturas da cobertura induzida por
PBy. Uma vez que todo elemento de U contém um elemento de V, toda cobertura induzida por %y é
refinada por uma cobertura de 9y, entdo a cobertura induzida por 98y contém todas as coberturas da
cobertura induzida por 9y e assim ambas induzem a mesma cobertura uniforme, por induzirem a mesma

colecao de coberturas.
[

Proposicao 2.5.15. Dado um espaco uniforme [X, €], a colecdo V¢ dos conjuntos
Ve=JCxC
cee

é base simétrica de uma uniformidade Uz chamada uniformidade induzida pela cobertura uniforme €.

Demonstragao: Como € € € ¢é cobertura de X, Vi contém a diagonal, portanto a colecdo dos Vg se
qualifica para constituir uma base de uma uniformidade. Para a simetria, observemos que se (x,y) € Vg,
entdo existe C' € € tal que =,y € C, e portanto (y,z) € Vi também. Precisamos provar entdo trés
propriedades, j& descritas usando o fato de partirmos de uma cobertura:

i) Dadas €,0 € €, existe § € € tal que Vz C Ve N Vap.

Dadas €, € €, tomemos § € € tal que §* < €A D. Vale que § < €A D, portanto se F' € §,
existem Cp € € e Dp € ® tais que ' C Cr N Dy, logo

Vs=|J FxFc|]J(CrnDp)x (CrnDp)

Feg Feg
C (UCFXCF>H<UDFXDF>
Feg Feg
C (UCXC)H(UDXD)
Cec De®
:VQHV@.

i) Dada € € &, existe ® € € tal que V5! C Ve

Basta tomar a propria cobertura € j& que Vg é simétrica.

iit) Dada € € €, existe ® € € tal que Voo Vpy C Vg

Mostraremos que existe ® € € tal que (Vp o Vp)(z) C Ve(z) para todo x € X. Comegamos
observando que, dados z € X e € € 6,

Ve(r) ={y € X [ (z,y) € Ve}
={ye X | z,y € C para algum C € ¢}
— 1€ [z} ne #0)

cece

= St({z},©).
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Sabemos pela Proposicdo 25.11 que se ® € € é tal que ©* < €, entdo
St({y}, D) C St({z}, ¢)

para todo y € St({z},®). Sendo assim, parece razodvel tentar provar que
(VaoVa)z)c |J  st{y}. D),
yest({z},D)

pols isso nos daria
(V@ 9] V@)(I) C V@(l’)

e garantiria Vp o Vg C V. De fato,
(Voo Vo)(x)={z€ X | (z,v),(y,2) € Vp para algum y € X}
= U € Va(y)
yEVa ()

- U st({y).90).

yest({z},D)

Com isso, temos que para tal ®

(VooVo)w)c  [J  St({y}.D)  St({z}, €) = Vel(w)
yest({x},0)

para todo =z € X, tal como quer{amos.

Proposicdo 2.5.16. Dado um espaco uniforme [X,®] e % uma base de &, a colecdo Vg dos conjuntos

Vo= |J)BxB
BeB

¢ base simétrica da uniformidade Ug.

Demonstragao: A prova de que Vg é base de uma uniformidade é a mesma da Proposicao 2.5.13, jd que
usamos apenas propriedades bdsicas. Sendo assim, basta mostrar que Vg induz Ug.

Para mostrar isso, lembremos que a uniformidade U induzida por uma base V é aquela tal que todo
elemento de U contém um elemento de V. Seja U a uniformidade induzida por Vg. Primeiramente, como
B C €, se Vg é a base induzida por €, temos que todo elemento de Vg é elemento de Vg, portanto toda
vizinhanca da diagonal em U é uma vizinhanca da diagonal em Ug. Por outro lado, se U € Ug, entdo
existe W € Vg tal que W C U. Em particular,

W:UCXC’

Cee

para algum € € €. Como A é base de &, existe B € B tal que B < €, e dessa forma

V=|JBxBcwcry,
BeB

e assim, U pertence a U e Ug estd contida em Ug, portanto ambas as uniformidades sdo iguais.
[
Finalmente, podemos investigar como as estruturas induzidas se relacionam, o que é feito nos préximos
teoremas.
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Teorema 2.5.17. Dado um espaco uniforme [X, W], a cobertura uniforme induzida por W induz a prépria
uniformidade W em X, ou seja, W = Ug,.

Demonstragao: Usando as proposicdes 2.5.15 e 2.5.16, temos que W induz uma base simétrica By de
Gy e By induz uma base simétrica Vg, de Ug,. Precisamos mostrar que Ug, = W, mas para tal basta
tomar uma base simétrica V de W e mostrar que Vg, induz a mesma uniformidade que V, e isso serd feito
mostrando que todo elemento de uma base contém algum da outra. Observemos que por definicdo

VQWZ{V% | %E%w},

porém dado B € Sy, vale que
B={W()|zeX}
para algum W € W, portanto
Vo = | W(z) x W(a).

reX
Agora podemos seguir para a prova.

e Todo elemento de Vg, contém um elemento de V (e assim Ug, C W).
Como vimos na discussdo inicial, se Vig € Vg,, existe W € W tal que
Vo = | W(z) x W(x).
zeX

Agora, usando que V é base de W, tomamos V € V tal que V' C W e conclulmos que

VW cC V.

e Jodo elemento de V contém um elemento de Vg, (e assim W C Ug,).

Dado V €V, tome U € V tal que U o U C V. Sabemos que existe Viy € Vg, tal que

Vg = | J Ule) x Ulx) = {(y.2) | (2,9). (x,2) € U}

zeX

e da simetria de U podemos concluir que
Ve ={(y,2) : (z,9), (z,2) €U} ={(y,2) | (y,2),(2,2) eU} =UoUCYV.

Teorema 2.5.18. Dado um espaco uniforme [X, 2], a uniformidade induzida por @ induz a prépria
cobertura uniforme & em X, ou seja, & = Gy,

Demonstragao: Usando as proposicdes 2.5.13 e 25.14 temos que & induz uma base simétrica Vg de
Uy e esta Ultima induz uma base By, de Gy,. Para mostrar que & = Gy, vamos mostrar que toda
cobertura de & é refinada por uma cobertura de 9%y, e vice-versa. Antes disso, observemos que

93\/9 = {%V | VGV@}

(g

em que

xeX}

para algum © € 9.
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e Toda cobertura de %y, é refinada por uma cobertura de & (e assim 6y, C 9).

Pela discussdo anterior, dado By € By, existe ® € D tal que

%v:{<UDxD>(x) xeX},

mas observemos que se D € ® e z € D, entao
Dc{y| (r,y) € Dx D} C (UDXD) (2).
DeD

Isso significa que ® < By, como desejado.

e foda cobertura de & é refinada por uma cobertura de By, (e assim & C Gy,).

Dado © € 9, existe B € D tal que B* < D. Sendo assim, tomamos o respectivo By € Ry, tal

que
‘BV:{<UB><B>(9E) xeX}

e afirmamos que By < D. De fato, observemos que
(U BXB) (x) ={y | = € B ey € B para algum B € B}

Be®B

= J{BIBNn{z} #0}

Bes

= St({z},B).

Como B* < D, temos que existe D € © tal que St({z},B) C D, e consequentemente vale a
afirmacao.

[

Estes resultados que acabamos de demonstrar indicam uma relagao existente entre uniformidades e

coberturas uniformes, relacdo essa que serd utilizada futuramente ao discutir como espacos uniformes
induzem uma uniformidade ou uma cobertura uniforme em colecoes de subconjuntos.

Teorema 2.5.19. Dado um conjunto X, se U é uma uniformidade sobre X, existe uma Unica cobertura
uniforme € sobre X que induz U. Da mesma forma, se € é uma cobertura uniforme sobre X, existe uma
Unica uniformidade U sobre X que induz €.

Demonstragao: A existéncia de ambas é garantida pelas proposigdes 25.17 e 2.5.18. Sendo assim,
suponhamos que existam duas coberturas distintas € e 2 que induzem a uniformidade U. Nesse caso,
sendo By, e By, as coberturas uniformes induzidas pelas uniformidades Wg e Wy induzidas por € e
D respectivamente, observemos que como Wy = U e Wy = U, vale que a cobertura uniforme @y induzida
por U é igual a By, e By,. Portanto, usando a Proposicao 2.5.17 temos as sequintes igualdades:
Gy = By, = € e Gy = By, =D, o que significa que € = D e a unicidade estd garantida.

Da mesma forma, sejam V e W duas uniformidades que induzem uma mesma cobertura uniforme
€. As uniformidades Ug, e Ug, induzidas pelas coberturas uniformes €y e €y induzidas por V e W,
respectivamente, serdo iguais a uniformidade Ug induzida por € (pois €y = € = ®y). Usando a
Proposicao 2.5.18 concluimos que Ug = Ug, =V e Uy = Ug, = W, ou seja, V=W.

[
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Definigao 2.5.20. Dado um conjunto X, dizemos que uma cobertura uniforme € sobre X e uma unifor-

midade U sobre X sdo equivalentes se qualquer uma delas induz a outra.
O

Pela discussao anterior, podemos facilmente obter uma cobertura uniforme associada a uma estrutura
de métrica.

Exemplo 2.5.21. Se (X, d) é um espaco métrico, para cada £ > 0 definimos
C.={V.(x) |z € X} ={B(x,e) | z € X}.

A colecao dos €. constitui uma base para a cobertura uniforme induzida pela métrica.

2.6 Topologia Uniforme - Abordagem por Coberturas

Assim como uniformidades induzem topologias, coberturas uniformes também induzem topologias.

Teorema 2.6.1. Dada uma cobertura uniforme € = {€,}reca de um conjunto X e z € X, a colecao € (z)
dos conjuntos que contém St({z}, €,) para algum A € A é um sistema de vizinhancas de .

Demonstracao: Precisamos mostrar que esta colecdo satisfaz as condicoes do Teorema 1.1.10.

a) Todo elemento de €(z) contém z.

Por definicdo,
St({z},¢y) = |J {C:{z}nC #0},

CHEQ:)\

ou seja, x € St({z}, €), portanto todo elemento de € (x) contém .

b) Todo subconjunto de X que contém um conjunto de €(z) pertence a € (x).

Sat diretamente da definicao, pois se D contém C' € €(z), entdo C contém St({z}, €,) para algum
A, e consequentemente D contém St({z}, €,), ou seja, D € €(z).

c) Toda intersecdo finita de conjuntos em € (x) é um elemento de € (x).

Basta mostrar que dados €; e € em €, existe ® € € tal que
St({z},®) C St({z}, &) NSt({z}, &),

pois dados dois conjuntos em € (x), cada um contém uma estrela de {x} em alguma cobertura da
cobertura uniforme. Agora, sabemos que existe ® € € tal que ©* < &; A &,, e além disso,

St({z},®) C St(D,, D)
para todo D, € ® tal que = € D,. Ora, como ©* < & A &y, existem C € €; e Cy € &, tais que
St(D.,®) C Cy N Cy,
e uma vez que z € St(D,, D), z € C; N Cy, portanto
Cy C St({z},€;) e Cy CSt({z}, &).
Sendo assim, vale que

St({z},D) C St(D,,D) € C1 N Cy € St({z}, &) NSt({z}, €).
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d) Se C pertence a €(x), entdo existe um conjunto D que pertence a € () tal que para todo y € D
vale C' € €(y).

Isso é consequéncia do Lema 2.5.11. Como C € €(x), existe € € € tal que St({z},&) C C. Tome
D € € tal que ©* < € Do Lema 25.11 vale que para todo y € St({z},D)

St({y}, D) c St({z},€) C C.

Sendo assim, temos que o conjunto D = St({z},®) € €(x) e para todo y € D vale que C' € € (y)
pots
St({y}, @) Cc V.

Corolério 2.6.2. [20, p. 18] Dada uma cobertura uniforme € de um conjunto X, existe uma unica topologia
induzida pela cobertura uniforme em X e ela é aquela cujas vizinhancas de z € X sdo os conjuntos que
contém St({z}, €) para algum € € €. Um conjunto é dito aberto se for vizinhanca de cada um de seus
pontos. Esta é chamada a topologia uniforme e quando X estd dotado dessa topologia escreveremos
<X7 T%)

Demonstracdo: O Teorema 2.6.1 mostra que os conjuntos que contém St({x}, ) para algum z € X
e € € € satisfazem as condigdes do Teorema 1.1.10, que por sua vez implica exatamente a topologia
desejada com o conjunto de vizinhangas desejado.
[
Observemos que isso significa que os conjuntos St({z}, &) em que € € € constituem um sistema
fundamental de vizinhangas de x, mas ainda é possivel obter um resultado melhor.

Teorema 2.6.3. [24, p. 246] Se & é base de uma cobertura uniforme € sobre X, entdo os conjuntos
St({z},B), em que B € A, constituem um sistema fundamental de vizinhangas de = € X na topologia
uniforme.

Demonstragao: Seja A uma vizinhanca de x na topologia uniforme. Precisamos mostrar que existe
uma cobertura B € A tal que St({z},B) C A. Por definicdo, sabemos que existe € € € tal que
St({z},€) C A mas como & é base, temos que existe B € A tal que St({z},B) C St({z},€) C A4
tal como desejado.

[

Teorema 2.6.4. Dado um conjunto X, se U é uma uniformidade sobre X equivalente a uma cobertura
uniforme € sobre X, entdo as topologias Ty e T% sdo iguais.

Demonstragao: Por definicdo, os abertos na topologia Ty sdo os conjuntos A C X tais que para cada
x € A existe U € U tal que U(x) C A, ou seja, conjuntos que sdo vizinhancas de todos os seus pontos.
Da mesma forma, na topologia 7%, um conjunto A C X é aberto se para cada x € A existe uma cobertura
¢ € € tal que St({z},€) C A

Como visto no Teorema 25.18,

St({z},¢) = (on(])

Cece

mas como U e & sdo equivalentes,

Jexc

cec¢

é um elemento de U.
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Se A é aberto em Tg, entdo para cada x € A existe € € € tal que St(z, &) C A e da discussao
acima temos que existe uma vizinhanca de = em U contida em A. Uma vez que esse processo pode ser
feito para todo x € A, temos que A é aberto em Ty e Ty C Ty

Por outro lado, dado A C X aberto em Ty, se U € U é tal que U(z) C A para algum x € A, como a

colecao
vgg:{UCxc Qte%}

Cec
UBngU
BeB

constitut uma base de U, existe B € € tal que

e consequentemente

St({z},B) = (U B x B) (z) C U(x).
Be®
Como podemos fazer isso para todo z € A, temos que A é aberto em Ty, Ty C Ty e finalmente temos
que as topologias Ty e T% sdo iquais.
[

Na Subsecdo 2.3 demonstramos uma série de implicacoes acerca de axiomas de separacdo e a
topologia uniforme. De fato, mostramos que a topologia uniforme é T3 sempre que for Ty. Mostraremos
que toda topologia uniforme é completamente regular, mais precisamente que um espaco é uniforme se e
somente se a topologia for completamente regular. Sendo assim, sempre que for 7, um espago uniforme
serd Tg%- Para isso, precisaremos da definicdo de funcao uniformemente continua quando estamos lidando
com coberturas.

Definigao 2.6.5. [12, p. 6] Sejam (X,€) e (Y,9D) dois espacos uniformes. Uma fungdo f: X — Y é
uniformemente continua se para toda cobertura ® € & existe uma cobertura € € € tal que para todo
C € Cexiste D € ® tal que

f(C) < D.

O

Teorema 2.6.6. [12, p. 7] Para toda cobertura € € € de um espago uniforme (X, €), existe uma fungao
uniformemente continua g : X — Y, onde (Y, d) é um espaco métrico, de modo que a imagem inversa de
todo conjunto de diametro menor que 1 é um subconjunto de um elemento de €.

Demonstragao: Dada uma cobertura €, denotemos ela por €. Existe cobertura ® tal que
D < &,

entdo definimos €; = ©. Sequimos dessa forma, obtendo uma colegao enumerdvel {€,} de coberturas
de modo que
¢ <<,

Agora definimos ¢ : X x X — R como

0, se y € St({z}, &,) para todo n,

t(z,y) =4 2, sey < St({x}, ),
217" onde n é o maior n tal que y € St({z}, E,).

Observemos que essa funcao t é simétrica, ou seja,

t(z,y) = t(y,z)
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pots
y € St({z},¢,)
se e somente se

z € St({y},€,).

Além disso, ela estd associando 0 a pares que nao podem ser separados por vizinhancas de = da forma
St({z}, €,) e, uma vez que

y & St({z}, C,)
implica

y & St({x}, Cnsa),

t(z,y) = 2 quando toda vizinhanga de x da forma St({z}, &,) ndo contém .

Essa funcdo t se assemelha a uma ideia de distancia entre pontos de x. Vamos usé-la para construir
uma funcdo com propriedades de métrica sobre um conjunto adequado. Para cada sequéncia finita
(po, - - -, pm) de pontos de X, podemos tomar

m—1
Z 13 pwpz—i-l
=0

Seja I(x,y) C R a colecdo de todo os elementos r € R que sdo escritos como uma soma para alguma
sequéncia finita que contém x e y dentre os p;'s. Agora, seja

d(xz,y) = min{inf(I(x,y)), 1}.

Pela definicao de ¢, temos d(z,y) > 0 para todo par de pontos. Além disso,

I(z,y) = I(y,x)

pois nao importa a ordem de z e y nas sequéncias finitas tomadas para construir I(z,y) e I(y,z). Por
fim, afirmamos que a desigualdade trianqular é satisfeita por d. Dados z,y,z € X, sejam (po, ..., Pm)
e (go, - --,qr) sequéncias finitas com = e z dentre os p;'s e z e y dentre os g;'s. Supondo sem perda de
generalidade que py, =, pr, = 2, qu, =y € qo, = z com {1 < Uy e {5 < {4, tomamos a sequéncia

(pﬁnpﬁl-l-la ceey Doy e —1, - 7QK3)-
~~
=qq,

Esta sequéncia contém x e y dentre seus elementos e a soma induzida por ela é

t<pf17p£1+1) + t(pll+17p€1+2> + -+ t(pfg—hpfz) + t(QZ47 %4—1) + -+ t(Qég-s—l, QZ3)7

mas isso é menor ou igual a

m—

1 k—1
Hpipist) + > Hg, g)-
0 7=0

i=

Desse modo, provamos que dados 1 € I(z,2) e o € I(z,y) existe r € I(x,y) tal que r <r; +ry e
inf(I(z,y)) < inf(I(x,z)) +inf(1(z,y)).
Sendo assim,
d(z,y) = min{inf(I(x,y)), 1}

< min{inf(/(z, z)), 1} + min{inf(I(z,v)), 1}
=d(z,z) +d(z,y).
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Notemos que podemos induzir uma relagao de equivaléncia entre os elementos de X usando d.
Basta estabelecer z ~ y se e somente se d(z,y) = 0. Desse modo, z ~ x pois t(z,x) = 0, e portanto
d(x,z) = 0. Além disso, a simetria de d garante que d(z,y) = 0 se e sé se d(y,x) =0, ou seja, z ~ y
se e s6 se y ~ x. Por fim, a desigualdade triangular garante que se d(x,z) = 0 e d(z,y) = 0, entdo
d(x,y) =0, e portanto z ~ z e z ~ y implicam x ~ y. Seja Y o conjunto das classes de equivaléncia
de X. A aplicacdo d induz uma métrica d sobre Y se definirmos

d(@,y) = d(z,y).
A funcdo d estd bem-definida, pois se 21 ~ x5 € y; ~ ya,

d(@1,71) = d(z1, 1) < d(z1,29) + d(T2,92) + d(y2, v1) = d(z9,y2) = d(T2, 72)

e analogamente d(Z3,7z) < d(T1,71), portanto

d(@7,71) = d(@2, 7).

A funcdo d : Y x Y — R herda as propriedades que provamos para d, e por estarmos nas classes de
equivaléncia induzidas por x ~ y se e somente se d(x,y) = 0, temos que d satisfaz d(Z,7) = 0 se e
somente se T = 7. Consequentemente, d é uma métrica sobre o conjunto Y e obtemos o espaco métrico
(Y, d).

Afirmamos que a projecéo m : X — Y que leva z € X em = € Y ¢ a funcao desejada. Primeiro
precisamos provar que ela é uniformemente continua. Ora, z,y € C' € €,

d(z,y) < t(z,y) <217

Portanto, B
d(z,y) <21

Sendo assim, dado € > 0 basta tomar n tal que 2!™" < ¢ e teremos para todos =,y € C € €,
d(z,y) <2 <k,

provando que 7 é uniformemente continua.
Resta provar que todo conjunto de diametro menor que 1 possut pré-imagem contida em um elemento
C el =2¢, Se ACY possui didmetro menor que 1, significa que para 7,y € A

d(z,y) < 1.

Assim, existe uma sequéncia (po, ...,pr) cOM po = x e pi =y tal que
2170 < t(pg, p1) + -+ + tpr1, pr) < 207"

para algum n € N. Provaremos por inducdo em k que se existe sequéncia como acima, entdo py e p;
pertencem a C € €,,. Se k =1, temos

t(p(]apl) S 21—717

e por definicao py € St(p1, €,). Logo, existe C' € €, contendo py e p;. Se
210D < (o, pr) + - (D, pr) <2877,

seja p o ultimo p; tal que

t(po,p1) + -+ + t(pim1,p) < 217D
e ¢ o ultimo p; tal que

t(p,pis1) + -+ t(pjo1, q) < 207D,
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Observemos que a escolha de p e ¢ implicam que se j <k,
t(q, pj) + -+ tpror, pr) < 2070,
Assim, existem my, mo, m3 > n + 1 de modo que
2170MED < t(po, pr) + -+ H(pig,p) < 207 < 217D,

gi=lmatl) < t(p,pis1) + -+ t(pj_1,q) <27 < 1=t

l=(matd) < t(q,pjs1) + -+ t(pr_1,pr) <2178 < i=(nt1),

Por hipdtese de inducao, existem D; € €,,,, Dy € €,,, e D3 € &,,, contendo {po,p},{p,q} e {q,pr}
respectivamente. Uma vez que mq, mo, mg > n+ 1, existem C,Cy e C3 em €, tal que D; C C;. Logo,

{pU7Q7p7pk} g St(027€n+1) € €Z+1.

Portanto, existe C' € &,, com
St(Cy, €,1q) C C,

provando o desejado.

Teorema 2.6.7. [12, p. 6] Todo espaco uniforme é completamente regular.

Demonstragao: Dado um conjunto fechado F' de um espaco uniforme (X,€) e zp € F°. Uma vez que
F*© é aberto, existe cobertura € € € tal que

FOSt({zo}, €) = 0.

Para tal cobertura &, denotamos (Y,d) o espaco métrico do Teorema 266 e 7 : X — Y a projecao [4

definida. Definimos
g: X — R

v — d(n(w) m(z)) = d(To,7)-

Observemos que a funcao que leva y € Y em d(Ty, y) é uniformemente continua uma vez que ela é
funcdo entre espacos métricos e as duas desiqualdades obtidas a partir da desigualdade triangular

d(To, y) — d(To, 2) < d(y, 2)
d(To, z) — d(To,y) < d(y, 2)

implicam

Portanto, dado € > 0, se § = ¢, temos que
d(y,z) <6

implica

|d(To,y) — d(To, 2)| <e.

Desse modo, g é uniformemente continua. Observemos que o Teorema 2.6.6 implica que se d(Z,7) = 1,
entao

y & St({z}, ©).
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Desse modo, para todo y € F' C St({zo}, €)°

9(y) = d(@o,y) = 1.

Portanto, se definirmos

e X é completamente regular.
[

Teorema 2.6.8. Um espaco topoldgico X é completamente regular se e somente se X é um espaco
uniforme.

Demonstracao: Um espaco uniforme é completamente regular pelo Teorema 2.6.7. Um espaco comple-
tamente reqgular é uniforme pelo Teorema 2.3.18.
[

Corolério 2.6.9. Se (X,%) é um espaco uniforme cuja topologia uniforme satisfaz o axioma Tj, entdo
ela satisfaz o axioma Tj;1.

Demonstragao: Basta lembrar que o Teorema 2.3.8 implica que espacos uniformes T sdao 77 e pelo
Teorema 2.6.7 todo espaco uniforme é completamente reqular.
[
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Capitulo 3

Topologias em Colecoes de Subconjuntos

A partir de um espaco topoldgico, podemos considerar conjuntos com diversos tipos de propriedades:
fechados, compactos, limitados, etc. Podemos pensar em construir a colecao deles e fazer disso um
espaco topoldgico que tenha alguma relacao com a topologia do espaco onde esses conjuntos estdo, o
que dara origem aos hiperespacos. Neste capitulo vamos definir algumas dessas colecdes e estabelecer
trés topologias: a topologia de Vietoris, a topologia uniforme e a métrica de Hausdorff. A partir deste
cap(tulo, consideraremos apenas espacos topolégicos que satisfazem o axioma 7}. Esta propriedade serd
importante, pois a partir dela consideraremos a admissibilidade das topologias na Secdo 3.2, ou seja, a
possibilidade de considerar o espaco base como subespaco dos hiperespacos.

Os principais resultados se encontram nas Secoes 3.3, 3.4 e 3.6. As duas primeiras tratam de uma
série de propriedades Uteis que as topologias de Vietoris e uniforme possuem, respectivamente, enquanto
a terceira trata de discutir como podemos comparar as duas topologias. Destas duas primeiras secoes
citadas, podemos destacar:

e As Proposicoes 3.3.1, 332, 333, 341 e 3.4.2 sobre conjuntos fechados ou compactos induzidos
nos hiperespacos por conjuntos fechados ou compactos no espaco base.

e Os Teoremas 3.3.15, 3.3.16, 3.4.4 e 3.4.5, sobre unides de fechados e compactos nessas topologias,
que serdo fundamentais para varios resultados posteriores.

J& na Secao 3.6 temos como resultados a serem destacados:
e O Teorema da Equivaléncia das Topologias no Hiperespago de Compactos 3.6.4.

e O Teorema da Existéncia de Uniformidade Equivalente a Vietoris no Hiperespaco de Fechados
3.65.

Por fim, a Secdo 3.7 compara as topologias em exemplos especificos, para ajudar na compreensao e
familiarizacdo, enquanto a Secao 3.8 emprega o Teorema 3.4.5 na demonstracdo de resultados sobre
grupos topoldgicos, ilustrando uma aplicacdo da teoria.

Tendo como base para o capitulo as Segoes 1 e 2 do artigo Topologies on Spaces of Subsets,
comegamos definindo as estruturas com as quais trabalharemos e a primeira de nossas topologias em
hiperespacos: a topologia de Vietoris.

Definigao 3.0.1. [18, p. 152] Dado um espaco topoldgico (X,T’), podemos construir os seguintes con-
juntos:

e A(X)={FECX | E# 0}
e F(X)={F C X | E éfechado e ndo vazio};

e Fin,(X)={F eF(X) | |E| <n}
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e Fin(X)={F e F(X) | F éfinito};

e Comp(X)={E € F(X)| E é compacto};

e Cont(X)={FE € F(X) | £ é subcontinuo}.

Se X é ainda um espaco métrico, podemos definir

o ['/(X)={F CF(X) | E é limitado}.
Ao dotarmos estes subconjuntos de uma topologia (ou uma estrutura que induza topologia), teremos um
hiperespaco.

O

Definigao 3.0.2. [18, p. 152] Se {U;}icr é uma colecdo de subconjuntos de um espago topoldgico X,
definimos a vizinhanga gerada pela colecao {U;};cr como

(Ui%g:{EeF(X) ECUUieEﬂUﬁé@We]}.

el

Se I ={1,2,...,n}, podemos escrever
(U, Us, ..., Uy).
[

Observemos que esses conjuntos £ em (U;),.,; ndo estdo necessariamente contidos na interse¢do dos
U;. Em um caso mais simples, se a colecdo é finita, o conjunto dado por um elemento de cada U; é
fechado em X e satisfaz naturalmente as condigdes para estar na vizinhanca gerada pelos U..

JAON

Figura 3.1: O conjunto {z1, x5, x3} é um fechado na topologia e ele é um exemplo de conjunto que ndo
possui elemento na intersecdo Uy N Us N Us mas que estd em (Uy, Us, Us).

Proposicao 3.0.3. [18, p. 153] Dado um espaco topoldgico (X, T'), a colecao dos conjuntos da forma
(Uy,...,U,),

em que U; € T para todo 7 é uma base para uma topologia. A topologia gerada por essa base é chamada
de topologia de Vietoris T, ou topologia finita, em F(X) induzida por T

Demonstracao: Observemos que (X) = F(X), entdo sé precisamos mostrar que dados dois elementos
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(Uy,...,Uy) e (Vi,..., V), a propria intersecao é um elemento da base. De fato,

Ury e U O (Vi Vin) = {E € F(X) gﬂCUU;él@UVz } N {F € F(X) ' FFQCV]U;‘;(;‘@ }

EcC (UL U) (UL Vi)
EeF(X) EmUﬁéla);éEm%\lmj,j}

EcU,(UnU™L V)

= EEFX) Em(Um(UTﬁ/j))#@;%ﬂVjVi’j}
EcUL (UL U)nV)

EeF(X) EQUZ¢@¢EIQ(V3%(U?:1U¢))Vi,j}

Il
—N— N =

Ferx) | PC (U (U= ) n v ) U (U (@0 (U, )
EN(UL U)N V) £ 04 E0UN (UfL V) Vi g

<(U> (U) (U) (U)>

em que as trés Ultimas manipulacdes se justificam pelo fato de E estar contido em (|J_, U;) e em
(S
[

Essa topologia possut uma sub-base muito simples, basta observar que se Uy, ..., U, sao abertos de
Xr

n

(X,U)n--N(X,U,) = {F €F(X) | FNU; # 0}

i=1
—{FeF(X)|FNU; £ 0 Vil
= (X,Uy,...,U,).

Além disso, se definimos U = U, U...UU,, entdo
U)yN(X,Up,...,Up) ={FeFX) | FCUN{FeFX)| FNU;, #0 Vi}
= {FGF(X) | FgOUi, FﬂUi?’é@V’i}
i=1
= (Uy,...,U,).
Proposicao 3.0.4. [11, p. 4] Se (X, T) é um espaco topoldgico, entdo a colecao
S={U) |UeT}U{(X,V) |V eT}
constitui uma sub-base da topologia de Vietoris Ty, em F(X).
Demonstragao: Para escrever (Uy,...,U,), definimos U = U; U... U U,. Desse modo,

UY N (X, U Q- N (X, Uy = Uy, U

Uma vez que os elementos de & sdo elementos de Ty, esta é uma sub-base de Ty.
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3.1 As Duas Topologias em [F(X), U]

Quando tinhamos um espaco topoldgico (X, T"), definimos a topologia de Vietoris Ty, em F(X) como
aquela gerada pelos conjuntos
<U17 U27 ey Un>7

em que U; € T. De igual forma, se [X,U] é um espaco uniforme, podemos induzir a topologia uniforme
Ty em X e entdo estabelecer a topologia de Vietoris Ty em F(X).

Contudo, uma uniformidade pode induzir uma topologia, a chamada topologia uniforme. Sendo assim,
dado [X, U], podemos induzir uma uniformidade U em F(X) a partir de U, e acabamos obtendo imediata-
mente outra topologia em F(X). Nesta secdo detalharemos este processo e na Secdo 3.6 estudaremos
como as duas topologias se comparam.

Teorema 3.1.1. Dado um espaco uniforme [X,U], a colecao dos V dados por
V ={(E,F) e F(X) x F(X) | F C V(E),E C V(F)},

com V' € U, constitut uma base para uma uniformidade em F(X'). Denotamos a uniformidade gerada por
essa colecao como U e chamamos de uniformidade induzida por U em F(X).

Demonstragao: Precisamos garantir antes que cada V é uma vizinhanga da diagonal, mas isso sai
diretamente do fato que I C V(FE) para todo E € F(X), logo (E, E) € V. Agora, sdo trés as condicoes
que a colegao dos Vv, que denotaremos por V para facilitar, deve satisfazer:

(i) dados Vi, Vs €V, existe Vs € V com Vs C V4 N Va.

—_— ~
Como V4, V5 € U, sabemos que Vi NV, € U, logo V; NV, € V e esse aparenta ser um candidato
natural para ser V5. Para mostrar que isso ocorre, comecaremos analisando esses conjuntos.

oo E C Vi(F),F c Vi(E)
Vlﬂvz—{(Ea )‘ ECVQ(F%FcX/Q(E)}

={(E,F) | EC Vi(F)NVa(F),F C Vi(E) N Va(E)}
VinVa={(E,F) | EC (Vi) (F),F C (VanVi)(E)}

Agora, observemos que

wE) NP = [Uv@| N IUvw|=U U 1a()
zeF yeF :a:Lej“U o ge‘z N
Por outro lado, y
(VinVa)(F) = Legvmvz)( ) < LEJFM( ) N V(e Liqw [Vi(z) N Va(y)] = VA(F) NVa(F),

onde (x) é satisfeita, pois
Vi(z) N Va(z) ={y | (z,y) € Vi, (z,y) € Va} = {y | (z,y) € VinTa} = (Vi N12) ().

Assim, temos que se £ C (V4 NV32)(F), entdo E C Vi(F) N Va(F'), e vale também o anédlogo para
F, ou seja, se Fc (VinV,)(E), entdo F C Vl(E) N V,(E), portanto os pares (E, F) em Vi NV,
estdo em VlﬂVQ e obtemos Vi NV, C VlﬂVQ
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(it) dado Vi €V, existe V5 € T tal que 172_1 c Wi
As vizinhancas V sdo simétricas, pois afirmar (E, F) € V significa afirmar E C V(F)e F CV(E),
que pode ser reescrito como F' C V(E) e E C V(F), ou seja, (F,E) € V.

(it}) dado V; €V, existe Vs € V tal que Voo Vo C V.

Uma vez que U é uma | untformtdade existe V5 € U tal que V5 0 V5 C V4. Vamos mostrar que tal V5
é o que satisfaz Vo o Vo C V4. Comecemos partindo da definicao:

VooV = {(E,G) € F(X) x F(X) | (E,F),(F,G) € V}

:{@mneHmXF@) ?E%@&gggg;}

Dado par (E,G) em Vy o Vs, temos que existe F € F(X) tal que (E, F), (F,G) € Vs, logo

G C Va(F) C Va(Va(E)) C Vi(E)

E € Va(F) C Va(V2(G)) € VA(G).
Assim, temos que (E,G) € Vi, 0 que garante Voo Vs C Vi

[
Seguindo o espirito de usar bases simétricas, podemos simplificar um pouco a base apresentada.

Corolério 3.1.2. Se [X, U] é um espaco uniforme e V é uma base para U, entdo a colecao
V={V|Vev}
constitui uma base para U. Em particular, podemos tomar V simétrica.

Demonstra(;ao O Teorema 3.1.1 garantiu uma base para U, logo temos que se U € U, existe Weu tal

que WcU. Agora, como V é base de U, temos que existe V' € V tal que V. C W. Logpo, Vcwcr,
ou seja, V é uma subcolegao de U tal que todo elemento de U contém um elemento de V e pelo Teorema
2.1.8 vale que V é base de U. O fato de podermos tomar V simétrica sai diretamente da Proposicao 2.1.9.

[

Observagao 3.1.3. No caso em que V é uma base simétrica para uma uniformidade, observemos que se
Vey,

(E,F)eF(X)|FCV(E) e ECV(F)}
(E,F)eF(X)|FCV(E) e FNV(e)#0VYeeE},

pois pela simetria de V

E CV(F) < paratodoec€ E existe f € F tal que (f,e) eV
& para todo e € E existe f € F tal que (e, f) € V
S FnVie)#0VecE.

Esse tipo de conjunto aparecerd em breve sendo parte de uma outra forma de levar induzir uma estrutura
uniforme em hiperespacos.
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Uma vez que estamos assumindo que o espago de origem é pelo menos 77, estamos considerando que
a topologia uniforme induzida em X por determinada uniformidade U é pelo menos T}, o que significa que
conjuntos unitarios sdo fechados em Ty e em vista da Proposicdo 2.6.9, os espacos uniformes considerados
satisfazem o axioma Tgé. E natural se perguntar entdo se (F(X),Ty) val satisfazer algum axioma de

separacao. De fato, aproveitando o fato de termos a uniformidade U, caso provemos que T é Ty, teremos
que Ty é T3% pela Proposicdo 2.6.9. Mantenhamos em mente que os elementos de F(X) nesse caso sao
os conjuntos fechados em (X, Ty).

Teorema 3.1.4. Dado um espaco uniforme [X, U], se a topologia uniforme sobre X é T}, entdo a topologia
T sobre [F(X),U] é Tp.

Demonstragdo: Sejam E e F' elementos distintos de F(X). Como E # F, podemos assumir que existe
um ponto f € F'\ E. O conjunto E é fechado, entdo existe uma vizinhanca da diagonal V' € U que
contém {f} e satisfaz V(f) = E*, pois E° é aberto. Se tomamos W =V NV~ como V(f) = E°, vale
que se e € I, entao

(fe) gW

para todo e € F, e da simetria de W temos que (e, f) € W para todo e € E. Sendo assim,
W(E)={GeF(X):GCW(E) e ECW(G)}

nao pode conter F, pois f ¢ W(FE), mas é uma vizinhanca de F em F(X) por definicdo da topologia
uniforme 75. Logo, existe um aberto que contém E e ndo contém F', entdo a topologia é Tj,.
[

3.1.1  Cobertura Uniforme em F(X)

Apesar de termos definido uma uniformidade em F(X), o préprio Michael apresenta em [18] conjuntos
que geram uma cobertura uniforme em F(X), ainda que (aparentemente) considere o espaco uniforme
base dotado de uma uniformidade. Sendo assim, vamos definir tal como ele indica no artigo e provar a
equivaléncia das definicoes.

Lema 3.1.5. Se [X, U] é um espaco uniforme dotado de uma uniformidade, entdo a colecdo
By = {By(E) | E € F(X)}
emque VeUe
By(E) = (V(2)),ep ={F €F(X) | FCV(E) e FNV(e) # 0 para todo e € E}
é uma cobertura de F(X).

Demonstragdo: Basta observar que E € By (FE), portanto a colecdo dos By (E) cobre F(X).

Teorema 3.1.6. Se [X, U] é um espaco uniforme, entdo a colecao
By = {Bv}ves
constitui uma base de uma cobertura uniforme de F(X) denotada %y.

Demonstragao: Precisamos mostrar que, para Vi, V, € U, existe W € U tal que B}, < By, A‘By,. Para
tal W, dado E € F(X), devemos encontrar F,G € F(X) tais que

St(Bw (E), Bw) C By, (F) N By, (G).
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Comegamos explicitando o que sdo esses conjuntos St(Byw (E), By ):
St(Bw (E), Bw) = [ J{Bw(D) | D € F(X) e Bw(D) N Bw(E) # 0}
Reescrevendo isso em termos de elementos de F(X), obtemos

St(Bw(E), Bw) = U {H € F(X) ’ ‘Bw(g)eﬁ%ﬁ(DE)) £ para algum D € F(X) } : (3.1)

Esquecamos momentaneamente que temos fixados V; e V5. Dado W € U, vamos encontrar Wy e W tais
que
St(%w(E), %W) C %Wl (F) N sBWQ(G>

para algum par F,G € F(X) e depois fazemos o caminho inverso para obter W' a partir de V; e V5. Se
By (D) N By (E) # 0, entdo existe H € F(X) tal que

HcCcWD)NW(E)e HNW(d) # 0 # H N W(e) para todos d € D,e € E,

mas de forma geral, abrindo a equacéo 3.1, vale que H € St(Bw (E), By ) se e somente se as seguintes
condicoes forem vélidas

(i) Existe D € F(X) tal que existe algum C C W(D)NW(E) e CNW(d) # 0 # CNW(e) para
todo d € D e e € E. (Correspondente a C' € By (E) N By (D) pois essa intersecdo deve ser nao
vazia.)

(i) Para D satisfazendo a condicéo (i), H C W(D) e HNW (d) # () para todo d € D. (Correspondente

Uma vez que tanto F' quanto GG podem ser escolhidos, seria excelente que consequissemos F = F =
G, portanto, vamos buscar uma forma de encontrar uma vizinhanca da diagonal que permita tomar
E = F = @, o que significa que nosso objetivo é encontrar uma vizinhanca U € U tal que se H €
St(Bw (F), Bw), entdo H € By (E). Observemos que se tomamos V =W UW ™!, como V é simétrica,
se C € Bw(E)NBw (D) e H € By (D), entao

i) CNW(d) # (D para todo d € D = C NV (d) # 0 para todo d € D, pois W C V.
(i) CNV(d)# 0 paratodod e D= D C V(C), pela mesma discussdo da observacdo 3.1.3.
(it) CCcW(FE)= C CV(E).
Essas implicacdes nos permitem escrever a seguinte cadeia
H cC W(D)cV*C) cV3E),

mas ainda ndo podemos afirmar que H € Bys(E), jd que ndo sabemos se vale que HNV?3(e) # () para
todo e € E. Agora, temos as sequintes implicacoes

i) C c W(D) Cc V(D)= DnV(c) # 0 para todo ¢ € C, pela mesma discussao da observacao
3.1.3.

(i) HNW(d) # 0 para todo d € D = HNV(d) # (0 para todo d € D, pois W C V.

(i) HNV(d) # 0 para todo d € D e DNV(c) # B para todo ¢ € C = para todo ¢ € C existe
d € D tal que d € V(c) e como existe h € H tal que h € V(d), vale que existe h € V?(c), ou
seja, H N'V?(c) # (0 para todo ¢ € C, pois V(d) C VZ?(c).
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(v) HNV?2(c) # () para todo c € C e CNV(e) # 0 para todo e € E = para todo e € E existe
c € C tal que ¢ € V(e) e como existe h € H tal que h € V?(c), vale que existe h € V3(e), ou
seja, H N'V3(e) # 0 para todo e € E, pois V(c) C VZ3(e).

Sendo assim, concluimos que se H € St(Bw (E), Bw), entdo H € Bys(E), em que V. =W U WL,
Logo, basta tomar Wy, W, € U tais que V3 C W, N W, que teremos o desejado.

Finalmente, podemos fazer o caminho inverso, isto é, dados V;,V; € V, seja U = V1 NV, Se tomamos
W € U simétrica tal que W3 C U, temos pela discussao acima que

St(Bw (E), Bw) C Bws(E) C By(E)

ecomo U CVielUCV,,
%U(E) C %VI(E) e %U(E) C %VQ(E),

ou seja,
St(Bw(E), Bw) C By(E) C By, (E) N By, (E),

0 que nos permite concluir que By, < By, A By,

Teorema 3.1.7. Se [X,U] é um espaco uniforme, entdo U e @y sao equivalentes em F(X).

Demonstragao: Para mostrar que sao equivalentes, provaremos que a cobertura uniforme €y induzida
pela uniformidade U é a mesma que &y. Comecemos analisando as estruturas.
Sabemos pelo Corolério 3.1.2 que dada uma base simétrica V de U, a colecdo

V={V|Vev}

constitui uma base simétrica da uniformidade U. Sendo assim, pela Proposicdo 25.14, temos que a
colecao
By = {53‘7 | V eV}

constitut uma base da cobertura uniforme 6 em que
By = {V(E) | E€F(X)}.
Agora, por definicao, as coberturas da base By de Gy sao da forma
By = {Bv(E) | E € F(X)}
em que V € U. Sendo assim, observemos que quando V € V é simétrica

V(E)={F eF(X)|FCV(E)e ECV(F)}
={FeFX)|FCV(E)e FNV(e) #0 para todo e € E}
= By (£),

ou seja, By = By. Com tais informagdes, podemos passar a demonstragao:

e Toda cobertura de %; é refinada por uma cobertura de By (e assim 5 C Gy).

Pela discussao anterior vale que toda cobertura de %y é uma cobertura de By, logo toda cobertura
de By é refinada por uma cobertura de %y, ela mesma.
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e Toda cobertura de BBy é refinada por uma cobertura de %y (e assim Gy C y).
Dado W € U, existe V € V tal que V.C W e desse modo,
By(E)={FeF(X)| FCV(E)e FNV(e) # () para todo e € E}
C{FeFX)|FCW(E)e FNW(e) # () para todo e € E}
= Bw(L).

Com isso, dada a cobertura By, € .@U, temos para cada E € F(X)
V(E) = By (E) C Bw(E),

o que significa que a cobertura B refina Byy.

Corolério 3.1.8. Dado um espaco uniforme [X,U], as topologias Ty e Ty, sdo iguais.

Demonstracdo: Como visto no Teorema 3.1.7, a uniformidade U e a cobertura uniforme @y sdo equiva-
lentes. Portanto, pelo Teorema 2.6.4, vale que T e Ti; sdo iguais.
U
[
Com este resultado, passamos a ter a liberdade de trabalhar com as duas estruturas em F(X), sem se
preocupar quando um resultado acerca da topologia é valido para a topologia induzida pela uniformidade
ou pela cobertura uniforme.

3.2 Admissibilidade

Nesta secdo mostraremos que existe uma compatibilidade entre a estrutura topoldgica ou uniforme do
espaco topoldgico base X e F(X), mas para tal é necessério que a topologia de X seja T3, pois assim
teremos que conjuntos unitdrios pertencem a F(X) e poderemos considerar a inclusdo de X em F(X).

Definigao 3.2.1. [18, p. 153]

a) Se (X,T) é um espaco topoldgico, dizemos que uma topologia S é admissivel em F(X) se a
aplicacao i : X — F(X), i(x) = {z} for um homeomorfismo sobre sua imagem.

b) Se [X,U] é um espaco uniforme, dizemos que uma uniformidade W é admissivel em F(X) se a
aplicacdo i : X — F(X), i(x) = {z} for um isomorfismo uniforme sobre sua imagem.

O

Observacédo 3.2.2. Quando dizemos isomorfismo uniforme sobre sua imagem em i), queremos dizer que
i(X) é considerado como um espaco uniforme dotado do traco de U com relacdo a i(X). Sabemos que
todo isomorfismo uniforme é homeomorfismo pela Proposicao 2.3.17, portanto se uma uniformidade é
admissivel, a topologia induzida por ela também sera.

Proposicao 3.2.3. A topologia de Vietoris em F(X) é admissivel.

Demonstragdo: Precisamos mostrar que a aplicacdo i : X — F(X), i(z) = {«} é homeomorfismo sobre
sua imagem. Por definicao, temos que ela é bijetora. Lembrando, se (X,T) é um espaco topoldgico, um
aberto basico em F(X) na topologia de Vietoris é da forma

<M,HJQ:{FEHX)

FCUUieFﬂUﬁé@Vz’:L...,n},
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em que Uy, ..., U, € T. Logo,

(U, ...,U) Ni(X) = {{x} € F(X

—{{x}eF(X)|{x}ﬂU7é@Vz—l n}
= {{z} € F(X) | {z} €Uin...AT,}
= (U1 N...NU) Ni(X).

Portanto,
UL, U)NA(X) = Ui N N Uy,

o qual é um aberto de X. Como todo aberto de F(X') é formado por abertos basicos, temos a continuidade
de ¢ garantida.
Para verificar que 7 : i¢(X) — X é funcao aberta, observemos que se U € T,

i(U) = {{z} e F(X) | {z} C U} = {U) ni(X),
o qual é um aberto em i(X).
|

Proposicao 3.2.4. Dado um espaco uniforme [X, U], a uniformidade U é admissivel em F(X).

Demonstragao: Se ¢ é aplicacdo inclusao, vamos comecar mostrando que, dada uma vizinhanca da
diagonal U € U, existe uma vizinhanca da diagonal W € U tal que i(W(z)) C U(i(z)) para todo = € X.
Assim, teremos que ¢ é uniformemente continua. Por definicdo, para todo U € U existe elemento bdsico

V C U. E natural pensar que R R
i(V(x)) € V(i(z)) = V({z}),
mas é necessdrio um pouco mais para ter a inclusdo. Provaremos que W =V NV~ ¢é tal que
i(W(x)) € V({x}).

Temos

V({z}) ni(X) = {{y} |y € V(z) ez € V(y)}

iW(x) = {{y} | (z,y) € W}
={y} [y eW(z)erecW(y)} R
C{{y} lyeV(r)exeV(y)}=V({z}) cU({xz}).

Precisamos mostrar agora que
X)) — X
{z} — =

é uniformemente cont{nua, ou seja, para cada z € X e V € U existe W € U tal que
iTW({x})Ni(X)) c V(x).
Para tal, lembramos que dado V' € U, V ¢ simétrica, entdo
V({z)ni(X) = {{v} |y e V(x) ez € V()}
={y} [ (z,y) e (y,2) €V}
e assim,
i(V({ah) niX) ={ye X | (zy) e (y2) eV} C{ye X | (w,9) €V} = V(w).

Dessa forma temos que ¢ é uniformemente continua.
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Proposicdo 3.2.5. A topologia Ty em [F(X),U] é admissivel com relacdo a topologia Ty em [X, U].

Demonstracao: Todo isomorfismo uniforme é homeomorfismo pela Proposicdo 2.3.17. Portanto, como a
uniformidade é admissivel, a topologia uniforme é admissivel.
[

3.3 Propriedades da Topologia de Vietoris

Nesta secao consideraremos apenas o hiperespaco dotado da topologia de Vietoris, ou seja, por F(X)
nos referimos a (F(X),Tv).

Proposicao 3.3.1. [18, p. 156] Se (X, T) é um espaco topolégico e A C X ¢é fechado, entdo
At ={FeF(X)| FcC A}
é um conjunto fechado em F(X).

Demonstragdo: Observemos que um conjunto F' € F(X) ndo estd contido em A se e somente se
FnA©#0, logo AT é fechado em F(X) se e somente se

{FeFX)|FnA®#£0}
for aberto, que é o que vamos mostrar. Agora, A é aberto em X, poderlamos pensar em tomar
(AY={F eF(X)| FCAe FNA 40} ={F € F(X) | F C A%},

mas este conjunto nao engloba todos os fechados de X que nao estdo contidos em A, pois eles podem
muito bem ter intersecao ndo vazia com A ou até mesmo conter A. Portanto, tomamos

(A X)={FeF(X) | FC(AUX)e FNA°#£0#FNX}
— [FeF(X) | FnA +£0},

que é um conjunto aberto pela definicdo da topologia.

Temos um resultado andlogo para quando A é compacto e fechado.
Proposicao 3.3.2. Se (X,T) é um espaco topoldgico e A C X é compacto e fechado, entdo
At ={FeF(X)| FcC A}
é um conjunto compacto e fechado em F(X).

Demonstracao: Temos AT fechado pela Proposicao 3.3.1. Vamos usar o Lema de Alexander (Lema 1.5.5)
para provar a compacidade. Uma cobertura de A" por elementos da sub-base da topologia de Vietoris

¢ da forma (U . Va>> ¥ (U <U5>> |

a 8
Existem duas possibilidades:
e AC, Ve
Nesse caso, pela compacidade de A, existem Vi,...,V, em {V,} tais que
ACVIU---UV,.
Dat temos

AT (X, VU U(X, V).
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e AZ U, Va

Nesse caso, como os V,, sao abertos, temos que

()

é fechado, portanto, deve estar contido em algum dos Ug, pois estd em AT. Denotando tal aberto

por U, vale que
ACUU (U va>

entdo, pela compacidade de A, existem Vi,...,V,, tais que

ACUUVIU...UV,.

Logo,
AT (X, V) U U (X, V) U(U),

pois todo fechado F' contido em A intersecta um dos V; ou estd contido em U.

Com isso, provamos a compacidade de A*.

Proposicao 3.3.3. [18, p. 156] Se (X,T) é um espaco topolégico e A C X ¢é fechado, entdo
“T={FeFX)| FNA#0}

é um conjunto fechado em F(X).

Demonstragao: De modo andlogo a Proposicdo 3.3.1, observemos que o complementar de A~ é o aberto

(A ={F e F(X) | F C A°}.

Lema 3.3.4. [18, p. 156] Se (X, T) é um espaco topoldgico, entdo

(Uy,...,U,) C <V1,---,Vm><:>UUi C UV} e para todo Vj existe U; tal que U; C Vj.

i=1 j=1

Demonstracao: Para a volta,

(Ul,...,U>:{F€F(X |FCUUieFﬂUﬁéQ)paratodoizl,...,n}
C{FGFX|FCUVeFﬂU7é@paratodoz_1 }
C{FEFX|FCUVeFﬂV7é(Z)paratodoy—1 }

=V1,..., Vi),

em que a ultima inclusao se da pelo fato de que se FFNU; # 0 para todo i, entdo dado V}, sabemos que
F NV, #0 porque existe i tal que U; C V.
Para a ida, observemos que afirmar que (Uy,...,U,) C (V4,...,V,,), é afirmar que

{FGF(X)\FCUUieFﬁUi#(ZJVi}C{FGF(X)|FCUVieFﬂVj7é®Vj},
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portanto obrigatortamente deve valer

n m
UucUw
i=1 j=1
Além disso, suponha por absurdo que existe j para o qual ndo é possivel encontrar ¢ que satisfaca
U; C V;. Nesse caso, para todo U; podemos encontrar x; € U; N V¥, entao o conjunto F' = {z1,...,2,}
esta em (Uy,...,U,) mas ndao em (Vy,...,V,,), um absurdo.
[

Antes de demonstrar alguns resultados simples, mas que serdao muito Uteis e que foram apenas
enunciados por Michael, provaremos um pequeno lema.

Lema 3.3.5. Se (X, T) é um espaco topoldgico e Fi,..., F,, C X sdo fechados, entdo
(F1,...,Fy)
é um conjunto fechado em F(X).

Demonstracao: Comecamos lembrando que

(Fy,....,F) = {E € F(X)

ECUFieEﬂFﬁé(Z)paratodoizl,...,n}.
1

Mostraremos que o complementar desse conjunto é aberto. De fato, se ' = U?:l F;, entéo

(Fi,...,F))y={FeFX)| ENF,=0paraalgumie{l,....,.n}}U{FeF(X)| E¢ F}

{E e F(X |EﬂF—(Z)}>U{EEF(X)|EﬂFC7é®}

J
= [HEEF |Ecﬁﬂ>uwiﬂ
e

) (X, F°).

Dado que F; é fechado para todo ¢, temos que Ff é aberto, e consequentemente F'° também, o que nos
dd o resultado desejado.

[
Proposicao 3.3.6. [18, p. 156] Se (X, T) é um espaco topoldgico, entdo em (F(X),Ty)
T 0 = (T, T,
Demonstracdo: Do Lema 3.35 e do fato que (Uy,...,U,) C <Ul, e ,Un>, temos que
W00 (T, T,
portanto basta mostrar a inclusdo contrédria.
Para mostrar que
(Uy.....U) < WUh, .0,
dado F € <Ul, e ,Un> e um aberto bésico (V1,...,V,,) que contém F, construiremos um conjunto
He (Uy,...,U) 0 {(Vi,.... V).
Desse modo, provaremos que toda vizinhanca de um ponto de <U1, o ,Un> possui ponto de (Uy, ..., U,)

€F€<U1,...7gn>. .
Dado F € <U1, . .,Un> e um aberto bésico (V1,...,V,,) que contém F', vale que
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e FC U,
e FNU; #0 para todoi € {1,...,n},
o FC UV,
e ['NV; # () para todo j € {1,...,m}.

< (0s)n(07)

e para todo U, existe f; € U; tal que f; € V;, para algum j; € {1,...,m}. Uma vez que V}, é um
aberto que contém f; que estd no fecho de Uj, existe elemento g; € V;, N U; para cada i € {1,...,n}, e
definimos G = {g1,...,gn} que satisfaz

= (B)ni(e)

GNU; # 0 paratodoi € {1,...,n},

Assim,

Contudo, apesar de ter

ndo temos ainda
GNV; #( para todo j € {1,...,m}

e para resolver isso usamos o fato andlogo, ou seja, para todo V; existe f; € V; tal que f; € U_ZJ para
algum i; € {1,...,n}. Assim, V; N U;; # () e podemos tomar h; € V; N U;,. Dessa forma,

H:GU{hl,...,hm}
étal que H € (Uy,...,Un) N {(Vi,..., V).

Us

Figura 3.2: llustracdo de um caso abordado, em que o conjunto laranja seria F. Observe que para os
pontos g; escolhidos realmente é necessdria a construcao do conjunto H j& que nao existe g; € Va.

Proposicao 3.3.7. [18, p. 156] Dado um espaco topoldgico (X,T) e x € X, se {Uy}taca é um sistema
fundamental de vizinhangas de x, entdo {(U,) }aca é um sistema fundamental de vizinhangas de {z} em
(F(X),Tv).
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Demonstragdo: Dada uma vizinhanca de {z} em (F(X),Ty), sabemos que ela contém um aberto,
digamos
(Vi,..., Vo).

Como {U,}aca é um sistema fundamental de vizinhancas de = e cada V; é um aberto que contém =,
existe U € {Uy}aca tal que U C (] V;. Observe que esta intersecdo é ndo vazia porque x € V; para
todo j. Sendo assim,

Uy c (V1,..., V).

|
Proposicao 3.3.8. [18, p. 156] Se (X, T") é um espaco topoldgico, entdo Fin(X) é denso em (F(X), Ty ).

Demonstragdo: Por definicdo, todo aberto basico na topologia de Vietoris é da forma (Ui, ...,U,), em
que U; é aberto em (X, T) para todo i. Agora, observemos que se F' = [J{{x;}, em que cada z; € U,
temos um conjunto finito, fechado e em (U, ...,U,), como desejado.

[

Esta propriedade global possui uma outra propriedade local associada, que essencialmente mostra
que em subespacos abertos, a colecao de subconjuntos finitos do subespaco é denso no subespaco.

Proposigao 3.3.9. Se (X, T") é um espaco topolégico e (Ui, ..., U,) aberto bésico em (F(X),Ty), entdo

(Uy,....U,) C{Uy,....Uy) NFin(X)

Demonstragdo: Dado F' € (Uy,...,U,) e aberto bésico (Vi,...,V,,) contendo F, construimos o sub-
conjunto H de F' como se seque: para cada U; tomamos um f; iy € U; N F' e para cada V; tomamos um
fiv € V;NF. Assim,

H={fiv,. - fov, v, -, fmy} € (Ur, ..., Un) NV, Vi),

é um conjunto finito, portanto

Fe{Uy,...,U)NFin(X).
m

Proposicao 3.3.10. [18, p. 156] Se (X,T) é um espaco de Hausdorff, entdo Fin,(X) é fechado em
(F(X),Ty) para todo n > 1.

Demonstragao: Vamos provar que o conjunto Fin,(X)¢ é aberto. Este conjunto é a colecdo de todos

os subconjuntos de X com mais de n elementos. Logo, se F' € Fin,(X)¢ podemos tomar fi,..., fni1
distintos em F' e, por X ser Hausdorff, existem abertos disjuntos Uy, ..., U,.; contendo cada um desses
pontos, respectivamente. Sendo assim,

(X, Uy,...,Up1) ={E € F(X) | ENU; # () para todoi=1,...,m}.

Este é um aberto bdsico em F(X) que contém conjuntos com mais de n elementos, pois os abertos U;
sao disjuntos e contém F, pois f; € U; N F para todo i. Uma vez que F' é arbitrdrio concluimos que
Fin,, (X)¢ é uma unido de abertos bdsicos e consequentemente aberto.
[
Agora apresentamos duas funcoes que serdo Uteis para tratar de conexidade e separacao de hiperes-
pacos.!

Proposicao 3.3.11. [18, p. 156] A projecédo natural 7 : X™ — Fin, (X), dada por
(21, .. xn)) ={z1,.. ., 20},

é continua.

"Uso nas Secées 43 e 4.4
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Demonstragdo: Um aberto basico em Fin, (X) é dado por
(Uh,...,Up) = {FeFinn(X) | Fc|JU; e FAU; # 0 para todo j = 1,...,m}.

Vamos mostrar que todo ponto em 71 ((Uy, ..., U,,)) estd em um aberto de X™ cuja imagem estd contida
em (Up,...,Up).
Dado p = (1,...,2,) € 7 Y((Uy,...,U,)), para cada i definimos

Vi=({U; | = € Uy}

Sendo V =Vj x -+ x V,, afirmamos que w(V) C (Un,...,Uy). Se y = (y1,...,y,) € V, entdo
i=1 j=1

Falta mostrar que m(y) N U; # 0 para todo j € {1,...,m}. Para tal, observemos que, dado Uj, existe
x € Uj, logo Vi, C Uj ey, € Uj.
|

Proposicao 3.3.12. A aplicacao unido 7 : F(X)™ — F(X) dada por

n

(R, F)=JF

=1

é continua quando F(X)™ esta dotado da topologia produto. Em particular, a sua restricdo a um subespaco
F(A)) x -+ x F(A,) C F(X)" também é continua, onde A; C X para todo i.

Demonstragao: Vamos provar que a pré-imagem de abertos sub-bdasicos é aberta.

e Aberto da forma (U)

Afirmamos que
T ((U) = (U)".

Se (Fi,...,F,) € (U)" cada F; estd contido em U. Sendo assim,

w(Fi,...,F))cU

(U)" <= ({U)).

Se (Fy,...,F,) € = 1((U)), cada F; deve estar contido em U, portanto
(Fy,...,F,) e {U)"

e provamos a igualdade.

e Aberto da forma (X, V)
Observemos que (X, V) = (V¢) é fechado em F(X). Pela parte anterior,

(V) = (V)"

e este é um conjunto fechado em F(X)™. Logo, 7~ ({X,V)) é aberto.
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Proposigao 3.3.13. [18, p. 163] Sejam X um espaco topoldgico, R a reta real estendida e f: X - R
uma funcdo continua. Definimos f, f— : F(X) — R como

f+(E) =sup f(x) e [f(E)= inf f(z).

el el
Se f é continua, entdo f, e f_ sdo continuas.

Demonstracdo: Mostraremos que a pré-imagem de aberto sub-bdsico é aberto em F(X). Comecamos
com f,. Dado intervalo (a,o0] C R,

i aool) = { B € FOX) | 0 <sup i)}

={FeFX) |Jec E: f(z)>a}.

Sabemos que
U= f(a,00]) = {z € X | f(z) > a}

é aberto, e assim

f;l((a,oo]) ={FeFX) |Jec E: f(x)>a}
={FeFX)|ENU #0}
= <X7U>7

é aberto também.
Dado aberto sub-bésico [—00,b) C R,

ﬁ%%wﬁﬁ={E€HX)

supf(:c)<b}.

zel

Tomemos F' € f;'([—o0,b)). Vale que

cr =sup f(z) <b.
el

Definindo d = (cp + b)/2, vale que se Vp = f1'([—00,d)), entdo

F e {EEF(X)

amfuasCF}

={EcF(X)| FC f([~o0,cr])}
C{EeF(X)|FC f([~o0,d))}
= (V)

C [ ([=00,b)).

Uma vez que isso pode ser feito para todo F' € f;'([—00,b)), temos que este é um conjunto aberto.
A demonstracdo para f_ é analoga.
|

Corolério 3.3.14. [18, p. 163] Considere (X,T') como subespaco de (F(X),7y). Toda funcdo continua
real em X pode ser estendida a uma funcédo continua em Comp(X). Se f é limitada superiormente ou
inferiormente, f pode ser estendida a F(X).
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Demonstragao: As funcdes f, e f_ definidas anteriormente constituem uma extensdo cada e elas estao
bem-definidas em Comp(X') porque, em conjuntos compactos, funcées reais atingem um mdaximo/minimo.
Logo, a imagem de fi e f_ estard em R. Se f é limitada superiormente, estendemos a F(X) usando
f+, se for inferiormente estendemos usando f_.
[
Os proximos resultados apresentam condicoes para que unides, nao necessaritamente finitas, de fe-
chados/compactos sejam um conjunto fechado/compacto.

Teorema 3.3.15. [18, p. 157] Seja (X, T') um espaco topoldgico regular. Se B estd em Comp(F(X), Ty),

entao
A= U E
Ec®

é um conjunto fechado em X, ou seja, estd em F(X).

Demonstragao: Observemos que B é fechado, pois F(X) é Hausdorff pelo Teorema 4.3.3. Tomemos
x € A Vamos provar que = € A, e consequentemente que A é fechado por ser seu préprio fecho. Se N
é uma vizinhanca fechada de z, o conjunto

SN={FEe€FX)|ENN#0}NB=(X,N)nB

é fechado em F(X) e ndo vazio. Definimos § como a colecdo dos §x onde N é vizinhanca fechada de
x. Uma vez que a intersecdo finita de vizinhancas fechadas de X é uma vizinhanca fechada, temos que
§ satisfaz a propriedade da intersecao finita. Uma vez que § é uma colegao de subconjuntos de B, que
é compacto, pelo Teorema 1.5.7 existe uma subcole¢ao ndo vazia

@cﬂs.

Precisamente, © é a colegao dos conjuntos fechados E' € ‘B tais que E intersecta todas as vizinhangas
fechadas de z. Observemos que nao necessariamente {z} € B, logo nao podemos concluir que {z} € D.
Da reqularidade de X, toda vizinhanca aberta de x contém uma vizinhanca fechada de z, portanto existe
E € D tal que toda vizinhanca aberta de x intersecta F, ou seja, z € E = E, e assim z € A.

[

Teorema 3.3.16. [18, p. 157] Seja (X, T') um espaco topoldgico. Se B estd em Comp(Comp(X),Tv),
entao
A=|JE
Ee®

é um conjunto compacto em X, ou seja, estd em Comp(X).

Demonstragao: Seja 4l uma cobertura aberta de A. Como E € 8 é compacto, existe uma subcobertura
finita de U
{UE,17 R UE,n(E)}

que cobre E. Desse modo, definimos
Up = (Upa,....Ugnr))
que é por definicao uma vizinhanca aberta de £ em F(X). Como E € g, a colecdo
7 ={Ug | £ € B}

é uma cobertura aberta de B, o que significa que existe uma subcobertura finita %" de 7" que cobre B
da forma

W = {Up, ... Mg},



3.4. Propriedades da Topologia Uniforme em F(X) 107

Logo, se definimos
W = {UEz,j(l) ‘ IS {17 s 7m} € j(l) € {17 s >n<El)}}
temos uma subcobertura finita de l que cobre A, pois para todo F € B existe ¢ tal que

n(E;)
Ec | Usy

j=1

3.4 Propriedades da Topologia Uniforme em F(X)

Comecamos com duas propriedades andlogas as da topologia de Vietoris apresentadas nas Proposicoes
3.3.1 e 3.3.3. Ressaltamos que nesta secdo, se [X,U] é o espaco uniforme base, ele sempre estard dotado
da topologia uniforme, assim como F(X) estard dotado da uniformidade U e da topologia uniforme.

Proposicdo 3.4.1. Se [X,U] é um espaco uniforme e A C X é fechado, entdo
At ={FeF(X)| FcC A}

é um conjunto fechado em (F(X), 7).

Demonstracao: Novamente, o complementar de A é
{FeF(X) | FnA® £ 0},

que mostraremos ser um conjunto aberto em (F(X),Ty). Dado F' tal que F'NA® # (), existe f € FNA°
e pelo fato de A° ser aberto, podemos encontrar V' € U simétrica tal que V(f) C A°. Agora,

V(F)={E€F(X)|ECV(F)e ENV(f)#£0V f € F},
portanto, se E C A temos E & V(F) e assim existe um aberto Ay C V(F) tal que
Ap N AT =0.
Como isso pode ser feito para cada F' tal que F'N A® # (), temos que
{FeFX)|FnA®#£0}

é aberto, tal como quer{amos.

Proposicao 3.4.2. [18, p. 156] Seja [X, U] um espaco uniforme. Se A é um compacto, entdo
A-={FeFX)| FNA#0D}
é um conjunto fechado em (F(X), Tj).
Demonstragao: Vamos provar que o complementar de A~, o conjunto
{FeF(X)|FcC A},

é aberto. Dado F' C A€, podemos tomar vizinhanca simétrica V' tal que V(A) NV (F) = ) pelo Teorema
2.3.13. Para tal vizinhanca V/, temos

V(F)={E€F(X)|ECV(F)e ENV(f)#0VfeF}.

Logo, se E € V(F), ento
E CV(F)C A

ou seja, V(F) N A~ = (. Logo, o complementar de A~ é aberto, e A~ fechado.
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Proposicao 3.4.3. [18, p. 156] Dado um espaco uniforme [X,U] e 2 € X, se {Us}aca é um sistema
fundamental de vizinhangas de z, entdo {(U,) }aca é um sistema fundamental de vizinhangas de {z} em
(F(X), Tg).

Demonstragdo: Dada uma vizinhanca qualquer de {z} em (F(X),T5), sabemos que existe V € U
simétrica tal que V' ({x}) estd contida nessa vizinhanga. Portanto, basta mostrar que é possivel encontrar
U € {U,}aea satisfazendo (U) € V({x}). Ora,
V{z}) ={FeF(X) | FCV(x)e FNV(z) #0} ={F € F(X) | F C V(z)},
e como existe U € {Uy}aeca contido em V(x), temos
(U)={FeF(X)|FCUeFNU#B}={F€F(X)|FcU}cV({z}).

[

Observemos que isso vale apenas para os conjuntos {z}, portanto ndo estamos afirmando que os

abertos na topologia de Vietoris constituem um sistema fundamental de vizinhancas na topologia uniforme.
Agora passamos aos resultados andlogos a 3.3.15 e 3.3.16

Teorema 3.4.4. [18, p. 157] Seja [X, U] um espaco uniforme. Se B estd em Comp(F(X), Ty), entdo
A=|JE
Ee
é um conjunto fechado em X, ou seja, estd em F(X).

Demonstracdo: Vamos mostrar que A° é aberto. Seja x € A° Uma vez que {x} é compacto, pelo
Teorema 2.3.13, para cada E € B existe uma vizinhanca da diagonal Vg tal que Vg(E) N Vg(z) = 0.
Assim, podemos tomar para cada E € B a vizinhanca

V(E)

de E. A colecao dessas vizinhancas cobre ®B, entdo temos uma cobertura associada e pela compacidade
de B obtemos FEi, ..., E, € B tais que

ou seja,
Ac | Ve(E).
i=1
Ora, escolhemos Vg, tal que Vi, (z) N Vg, (E;) = () para todo i, portanto, se definimos

W=V,

temos que
Wi(x)nA=1,
ou seja, uma vizinhanca de x que ndo contém pontos de A, portanto A é fechado.
[ |

Teorema 3.4.5. [18, p. 157] Seja [X,U] é um espaco uniforme. Se B estd em Comp(Comp(X), T3),

entao
A=|JE
Ee®
é um conjunto compacto em X, ou seja, estd em Comp(X).

Demonstragdo: Pelo Teorema 3.6.4 temos que as topologias Ty e Tg coincidem em Comp(X), portanto

o resultado é corolario de 3.3.16.
[ |
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3.5 A Meétrica de Hausdorff

Vamos definir uma métrica em F(X), a chamada métrica de Hausdorff, ou distancia de Hausdorff. Come-
camos com o conceito de distancia entre um ponto e um subconjunto de um espaco métrico X qualquer:

Definicao 3.5.1. [1, p. 27] Dado um espaco métrico (X,d), se B é um subconjunto ndo vazio de X e
x € X, entdo a distancia de x a B ¢é dada por

d(z,B) = ggg d(z,b).

O

Esta nocdo de distancia poderia ser estendida de forma a definir a distdncia entre dois subconjuntos
quaisquer de X simplesmente tomando o (nfimo na primeira entrada da métrica, porém a distancia entre
qualquer par de subconjuntos distintos de X que possuem algum ponto em comum seria zero, o que ndo
nos permitiria distingui-los com essa nocao de distancia. Pior ainda, isto ndo nos daria uma métrica.
Sendo assim, utilizaremos o supremo para resolver esse problema.

Definicao 3.5.2. [1, p. 29] Dado um espaco métrico (X, d), se A e B sdo subconjuntos ndo vazios de X,
entdo a distancia de A a B é dada por

d(A, B) = supd(a, B).

a€A

O

E importante que esta definicio e o que ela implica fiquem claros, portanto ilustraremos com um
exemplo.

Observacao 3.5.3. Em todo exemplo até o fim desta secao denotaremos por d a métrica Euclidiana. Além
disso, sempre que trabalharmos com R", ele estard dotado dessa métrica.

Exemplo 3.5.4. Seja A um segmento de reta com comprimento 1 e sobre o eixo x de R% Estenda este
segmento para a direita, dobrando o comprimento, e desloque-o uma unidade na direcdo positiva do eixo
y. Chamando este novo conjunto de B, temos a seguinte situacgao:

Figura 3.3: Segmentos de reta A e B.

Vamos calcular d(A, B) e d(B, A):
e d(A, B): Por definicao,

acA acA b

d(A, B) = sup{d(a, B)} = sup {igg d(a, b)} .

Fixando um ponto @ € A, o ponto b de B que é mais proximo de a, e portanto o que satisfaz
d(a, B) = d(a,b), é o ponto na intersecdo de B e a reta ortogonal a B que passa por a, cuja
distancia é 1.
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Figura 3.4: Calculando d(a, B).

Portanto, para todo a € A temos que
gglg d(a,b) =1,

e isso significa que

d(A,B) =1.
e d(B,A):

Assim como anteriormente,

d(B,A) = sup{d(b, A)} = sup {inf d(b, a)} .

beB beB (acA

Este é 0 caso que demonstra que ainda ndo temos uma métrica, pois d ndo é simétrica. De fato,
fixado b € B, existem duas possibilidades: ou existe uma reta ortogonal a A partindo de B, ou ndo
existe. Na primeira situacao, vale d(b, A) = 1 pela mesma discussdo anterior, enquanto que na
outra situacao d(b, A) > 1 pela desigualdade triangular. De fato, para os pontos nessa sequnda
situacdo, o ponto a € A que minimiza a distancia é a extremidade direita de A.

B

H i

A

Figura 3.5: llustracdo dos dois casos quando calculamos d(B, A).

Uma vez que queremos o supremo da distancia sobre B, se tomarmos o extremo direito de B
obtemos

d(B,A) =2

Portanto, d(A, B) = 1 # /2 = d(B, A).

Existe uma maneira simples de resolver o problema de nao termos uma métrica, o que nos leva
a j& mencionada métrica de Hausdorff, que apareceu pela primeira vez no livro de Felix Hausdorff
Grundziige der Mengenlehre publicado em 1914, e ela se apoia no fato de usarmos Comp(X). Contudo,
apresentaremos a métrica na forma estendida a F(X). Usualmente, temos ela definida para a colegao
de subconjuntos fechados e limitados de X, porém iremos além (infinitamente) e consideraremos que
a métrica nao precisa ser limitada, o que resulta na possivel existéncia de conjuntos que estdo a uma
distancia infinita um do outro.

Proposicao 3.5.5. Dado um espaco métrico (X, d), a aplicacdo h : F(X) x F(X) — R dada por
h(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)}

é uma métrica, chamada de métrica de Hausdorff.
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Demonstragao: Para mostrar que h é uma métrica, precisamos provar as trés propriedades da métrica.
Dados A, B,C € F(X),

1. h(A, B) = h(B, A).
Sai diretamente da definicao.

2. h(A,B) >0 e h(A,B) =0 se e somente se A= B.

Uma vez que d é métrica sobre X, vale que h(A, B) > 0. Agora, para o se e somente se, observemos
que se A = B, entdo para todo a € A vale d(a, A) =0 e portanto d(A, A) = 0. Logo,

h(A, B) = h(A, A) = 0.

Por outro lado, se h(A, B) = 0, entdo

supd(a, B) =0,

acA

ou seja, para todo a € A vale
0=d(a,B) = gng d(a,b).
S

Desse modo, para todo € > 0 existe b € B tal que
d(a,b) < e,

ou seja, b € B(a,e). Logo, a € B = B, e concluimos que A C B. Usando que d(B,A) = 0,
conclulmos de modo andlogo que B C A, e portanto A = B.

3. h(A,B) < h(A,C)+ h(C,B).
Dado a € A, observemos que para todo € > 0 existe ¢ € C' tal que
d(a,c) < d(a,C) +e.
Logo,
d(a,B) = ;eng d(a,b)
<
< ggg(d(a, c) +d(c,b))
<d(a,C)+ e+ inf d(c, B)
beB
< d(A,C) +e+d(C,B).
Uma vez que ¢ é arbitrdrio, podemos concluir que
d(a, B) < d(A,C) +d(C, B)
e assim 3 B B
d(A, B) =supd(a,B) < d(A,C)+d(C, B).
acA

Portanto, fazendo o mesmo para d(B, A),
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[
Quando X = R, o espaco métrico (Comp(R), k), chamado por Barnsley de “o espaco em que os
fractais vivem”. Seguimos para mais um exemplo, que facilitard a compreensdo dos resultados posteriores.

Exemplo 3.5.6. Consideremos as curvas retangulares abaixo, denotadas por A e B respectivamente.
Calcularemos h(A, B) mantendo em mente que A e B sdo apenas as curvas, sem o interior.

—_ -+

-

Vamos comecar computando d(A, B). Uma vez que estamos trabalhando com curvas retangulares, é
possivel particionar A em conjuntos conforme a distancia que seus pontos estdao de B por inspecao. A
seguir temos uma tal particao:

B = d(a,B) =2.5
= 2 < d(a,B) <25

[ 4] d(a, B) =2
| = | <d(a,B) <2
| == d(a,B) =1

Com ela, podemos concluir que d(A, B) = 2,5. Agora fazemos o mesmo para d(B, A):

e (l(b, A) = 1 [ ) BT

d(b, A) = /2 d(b, A) = /10

d(b, A) = 2 [ A [ — d(b, A) = V13
e (b, A) = /5 m— | < d(b,A) < V5
— (b, A) = 3 | [ e /5 < (b, A) < V13

@ & @
Sendo assim, d(B, A) = V13 e h(A, B) = /13,

Assim como fizemos para as topologias uniforme e de Vietoris, precisamos mostrar que a métrica de
Hausdorff é admissivel em F(X). No caso de hiperespacos métricos, a definicdo de admissibilidade pode
ser enunciada como
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Definigao 3.5.7. [18, p. 153] Se (X, T;) é um espago métrico, dizemos que uma métrica hy é admissivel
em F(X) se a aplicacdo i : X — F(X), i(z) = {«} é uma isometria sobre sua imagem.
U

Proposicao 3.5.8. Dado um espaco métrico (X, d), a métrica de Hausdorff h é admissivel em F(X).

Demonstragao: Precisamos mostrar que a aplicacdo inclusdo 7 : X — F(X) é isometria. Ora, dado
x,y € X vale que

h(i(z),i(y)) = h({=}, {y}) = max{d({z}, {y}). d({y}. {z})}.

Basta observar que
d({z},{y}) = sup inf} d(z,y) = d(x,y).

re{z} YWY

Desse modo,
h(i(z),i(y)) = d(z,y)

e temos a admissibilidade da métrica de Hausdorff.
[ |

Proposigao 3.5.9. [18, p. 161] Seja X um espaco métrico, e seja U a estrutura uniforme induzida pela
métrica em X. Entdo, a estrutura uniforme que a métrica de Hausdorff induz em F(X) é idéntica a U.

Demonstracdo: Se (X, d) é o espaco métrico, a uniformidade induzida por d é gerada por

Ve=A(z,y) | d(z,y) <e},
onde € > (. Assim, temos que a colegao dos conjuntos

V.={(E,F)| ECV.(F)eFCV.(E)}
- Veec E3f e F:dle f)<e
—{(EvF)‘erFEIeEEld(fae)<5 }

é base da estrutura uniforme que a métrica induz em X. Por outro lado, a métrica de Hausdorff h é dada
estabelecendo antes para F, F € F(X)

d(E,F) = sup inf d(e, f),

ecE fEF

e entao
h(E,F) = max{d(E, F),d(F,E)}.

Portanto, a métrica de Hausdorff induz a uniformidade cujos elementos basicos sao

{(E,F) | hME,F) <¢}
{(E,F) | d(E,F)<¢ced(FFE)<c¢}

-0 Vee Edf € F:d(e f)<e—9
"VfeF3JecE:d(f,e)<e—9§

e por definicdo, dado € > 0, V5/4 - Wg/g - V portanto as estruturas uniformes sao iguats.
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3.6 Relagdes entre as Topologias Uniforme e de Vietoris em F(X)

Comecamos esta secdo com um lema simples, que remete ao Lema 3.3.4.

Lema 3.6.1. Seja [X,U] um espaco uniforme, Uy,...,U, € Ty e V € U simétrica. Se para algum
E € F(X) vale
E e (Uy,...,U,) CV(E),

entdo para cada e € E existe i € {0,...,n} tal que U; C V(e).

Demonstragao: Suponhamos que existe e € E para o qual ndo existe tal 7. Assim, para cada ¢ podemos
tomar x; € U; NV (e)¢. Uma vez que o espaco é Ty, F' = {x,...,x,} é fechado satisfazendo

Fe(U,...,U) e E¢gV(F),

logo F ¢ V(E), o que é um absurdo.
[

Lema 3.6.2. [18, p. 159] Sejam [X, U] um espaco uniforme e E € F(X). O conjunto E ¢é totalmente
limitado se e somente se toda vizinhanca de E' em Ty contém uma vizinhanca de £ em Ty.

Demonstragao: Provaremos o resultado usando vizinhancas do sistema fundamental de vizinhancas de
E na topologia Tj.
(=) : Uma vizinhanca do sistema fundamental de vizinhancas de E na topologia Ty é da forma

W(E)={F eF(X) | FCW(E) e ECW(E)}
onde W € U. Vamos construir um aberto da forma
(U, U,,...,U,) C W(E).

Para isso, tomamos V € U tal que V? c W. Dado e € E, sabemos que existe aberto U, tal que
e €U, C V(e). Uma vez que E é totalmente limitado, existem ey, ..., e, € E tais que

EcCcV(e)u---UV(e,),

portanto existe um aberto U; C V/(e;) para cada i. Se definimos

v=|JU.,

ecE

vale que E C U C V(E) C W(E) e por definicdo dos U; temos E N U; # () para todo 4. Logo,
E e <U,U1,...,Un>,

e para mostrar que (U, Uy, ...,U,) C W\(E) basta mostrar que para todo F' € (U,Uy,...,U,) vale que
E C W(F). Ora, se F € (U,Uy,...,U,), vale em particular que

FCV(E) e FNV(e)#0

para todo 7.
Usando que dado e € F existe i tal que e € V(e;), que existe f € V(e;) e que pela simetria de V/
vale e; € V(f), podemos concluir que

ee€V(e) C(VoV)(f) cW(f) CcW(F),
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portanto £ C W (F) e vale
Ee(UU,....U) c W(E)

(<) : Dado W € U, escolhemos V' € U simétrica tal que V o V' C W. Por hipdtese, existem abertos
Uy,...,U, C X tais que R
E e (Uy,...,U,) CV(E).

Pelo Lema 3.6.1, para cada e € E existe i de modo que U; C V' (e). Sendo assim, para x € U; N E, temos
xz € V(e) e pela simetria de V
eeV(x).

Portanto,
Ui CVie) CV(V(x)).

Agora, para qualquer outro f € E tal que U; C V(f) temos = € V(f), ou seja,
V(f) € V(V(x)).
Logo, se tomarmos x; € U; N E para cada 1, vale que para todo e € E existe ¢ tal que
e € V(e) CV(V(xy)),
pois existe U; C V(e). Desse modo,
pcJvie) e v | Jw)
c€E i=1 i=1

e F é totalmente limitado.
[ |

Lema 3.6.3. [18, p. 159] Sejam [X,U] um espaco uniforme e E € F(X). Toda vizinhanca de E em Ty
contém uma vizinhanca de E em Ty se e somente se para cada F' € F(X) tal que EN F = () existe
V eUtal que V(E)NF = 0.

Demonstragdo: (=) : Se F' é fechado, entdo F° é um aberto que contém E. Por definicdo, (F*°) é uma
vizinhanca de E em Ty, e por hipdtese existe uma vizinhanca de E em Ty contida em (F). Podemos
assumir que esta vizinhanca é fundamental, ou seja, existe V' € U tal que

EcV(E) C (F°).

Afirmamos que V(E) N F = (. Suponhamos por absurdo que ndo, entdo existe f € V(E)NF. O

conjunto G = E U {f} estd em V(E), mas ndo pode estar em (F) por possuir um ponto de F, o que é
um absurdo. Logo, V(E) N F = 0.
(<) : Seja (Uy,...,U,) uma vizinhanca de E em Ty. Por definicdo

()

é um conjunto fechado, entao existe V' € U simétrica tal que
V(E)NF =1,

ou seja,
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Para cada U; existe ¢; € U; N E e W, simétrica tal que W;(e;) C Uj;, assim definimos

Logo,

EeW(E)={GeF(X)|GCW(E)eECW(G)}
={GeFX)|GCW(E),GNnW(e) # 0}
C{GeF(X)|GcCul,,GNnW(e) #0 Ve e E}
C{GeFX)|GcCul;,GNnU; # 0 Vi}
= (Uy,...,U,).

[
Usando esses dois lemas, podemos obter um resultado surpreendente: para espacos uniformes, as
topologias uniforme de Vietoris no hiperespaco de compactos coincidem.

Teorema 3.6.4 (Equivaléncia das Topologias no Hiperespaco de Compactos). [18, p. 160]
Se [X,U] é um espaco uniforme, entdo Ty e Ty sdao equivalentes em Comp(X).

Demonstracao: Usaremos os Lemas 3.6.2 e 3.6.3 para provar que as topologias sdo equivalentes. Se
F € Comp(X), entdao F é totalmente limitado, e por 3.6.2 temos que toda vizinhanca de F' em Ty contém
uma vizinhanca de F' em Ty. Lembrando que Comp(X) C F(X), para E € F(X) existe V € U tal que
V(F)N E = pelo Teorema 2.3.13, entdo pelo Lema 3.6.3 toda vizinhanca de F' em Ty contém uma
vizinhanca de E em Tg. Portanto, as topologias sdo equivalentes.

[

Teorema 3.6.5 (Existéncia de Uniformidade Equivalente a Vietoris no Hiperespaco de Fechados). [18, p.
160]

~ Se X énormal e U € a uniformidade compativel com a topologia da compactificagao de Stone-Cech
X de X, entdo as topologias Ty e Ty sdo equivalentes em F(X).

Demonstragao: Vamos usar os Lemas 3.6.2 e 3.6.3. Primetiro, lembremos que a compactificacdo de Stone-
Cech é um espaco de Hausdorff e compacto, portanto existe uma Unica uniformidade U compativel com a
topologia da compactificacdo pelo Teorema 2.3.21.
e Todo F € F(X) é totalmente limitado.
Dado V € U, tome W € U simétrica tal que W oW C V. Tome a cobertura de X

C={W()|zeX})

Pela compacidade de X, temos que existe uma subcobertura finita de €. Sejam {zy,...,z,} os
pontos-base das vizinhangas. Vale que

{W(x1),...,W(xn)}

é cobertura finita de X e em particular de E. Precisamos encontrar uma cobertura de E cujos
pontos-base sdo elementos de E, mas os z; obtidos podem estar em X\E Desse modo, usaremos
as propriedades de W para encontrar uma cobertura finita de E por vizinhancas da forma V' (y)
onde y € E. Além disso, para simplificar, consideramos descartadas as vizinhangas tais que
Wi(x;)NE = 0.

Se z; € E definimos e; = x;, e vale
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Se z; ¢ E, podemos tomar e; € ENW (z;), e vale que se y € W(x;), entdo pela simetria de W
yeW(z;) C (WoW)(e;) C Vie).
Portanto, V'(e;) cobre W (z;), e assim

{V(er),...,Vien)}

é cobertura finita de E por vizinhancas de pontos de F para todo V' € U, e F é totalmente limitado.
Com isso, toda vizinhanca de E' em Ty contém uma vizinhanca de E em Ty.

e Se E,F € F(X) sdo tais que ENF = (), entdo existe V € U tal que V(E) N F = (.

Sejam E e F o fecho de E e F em X, respectivamente. Afirmamos que ENF =, e entdo pela
compacidade de X vale que eles sao compactos, portanto existe V € U tal que VIEYNF =0e
consequentemente V(E) N F = (). De fato, como X é normal, podemos usar o Lema de Urysohn
(Teorema 1.9.1) para garantir a existéncia de uma funcdo g : X — [0,1] tal que E C ¢ *(0)
e F C g~'(1). Podemos estender essa funcdo continuamente a X obtendo funcdo G, mas isso
significa que E N F = (), caso contrdrio a extensdo ndo poderia ser cont{nua. De fato,

EcG'0)e FcG (1)

e G1H0)NG7H(1) = 0. Com isso, garantimos a existéncia de tal V' € U e toda vizinhanca de E
em Ty contém uma vizinhanca de E em Tj.

Pelos Teoremas 3.6.2 e 3.6.3, temos que as topologias sao equivalentes.
[

Proposicao 3.6.6. [18, p. 160] Se a estrutura uniforme de [X,U] é metrizdvel, entdo Ty coincide com Ty
em F(X) se e somente se (X, Ty) é compacto.

Demonstragao: Se (X, Ty) é compacto, todo fechado é compacto, logo, F(X) = Comp(X). Desse modo,
por 3.6.4 as topologias coincidem. Por outro lado, se as topologias coincidem, como [X, U] é metrizdvel,
vale por 421 que (F(X),T;) é metrizdvel, portanto (F(X),Ty) é metrizdvel, e por 4.1.16 temos que
(X, Ty) é compacto.

|

3.7 Exemplos

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos discutidos em [18, p. 158-159] que permitem explorar a
diferenca entre as topologias de Vietoris e uniforme.

Exemplo 3.7.1. Seja X = R? dotado da métrica Euclidiana, que é uma estrutura uniforme em X.
Tomamos a subcolecdo © de F(X) que contém todas retas horizontais do semiplano superior, isto é,

hs ={(z,s) | z € R}
e todas as retas verticais no semiplano inferior fechado, ou seja,
vs ={(s,y) | y < 0}.

Observemos que os elementos de ® constituem uma cobertura de X por elementos disjuntos. Sendo
assim, cada conjunto de ® constitui uma classe de equivaléncia, onde a relacao é dada pela relacao de
pertencimento a um elemento, ou seja, x ~ y se e somente se x,y € hy ou x,y € vs para 0 Mesmo s.
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Assim, podemos tomar o quociente em X/~ = e a topologia quociente em ® além das topologias de
Vietoris e uniforme como subespaco de F(X). Agora vamos analisar cada uma dessas topologias.

Topologia quociente em D:

Sabemos que um conjunto U C ® ¢é aberto em ®© se a sua pré-imagem ¢ aberta em X. Portanto,
precisamos entender o que pode ser a pré-imagem. De fato, existem trés casos. Primeiro, se S; C Ry,

temos que
H=|] h,

SEST

é aberto se e somente se para todo ponto (z, s) € H existe uma bola de centro (x, s) e raio s’ que contém
o ponto e estd contido em H. Logo, para que H seja aberto, deve existir s’ tal que Rx (s—s',s+5") C H.
Isso significa que H é uma unido de faixas horizontais no semiplano superior. Agora, se Sy C R, temos

que
H = UUS

SESH

nunca pode ser aberto em R?, pois, para s € Sy, toda bola de R? que contém (s,0) € v, também contém
um ponto do semiplano superior. Logo, a bola ndo estd contida em H.

Figura 3.6: Essencialmente temos estas duas possibilidades de abertos na topologia quociente. Vizi-
nhangas abertas dadas por tiras horizontais no semiplano superior ou vizinhancas do “tipo 7"

Por fim, consideramos o caso em que

n=(Un)u(ys)

Se s € 59 ey <0, temos (s,y) no semiplano inferior aberto e uma discussdo andloga a feita para h,
mostra que existe um aberto contendo (s,y) e contido em H. Contudo, quando y = 0, uma bola de raio
r centrada em (s,0) estd contida em H se e somente se o intervalo (0, 7) estiver contido em S;. Isso nos
dd uma tira horizontal no semiplano superior que se conecta a uma tira vertical no semiplano fechado
inferior, formando uma espécie de 7' como mostrado na figura.

Topologia uniforme em F(X) e © como subespaco:

Uma vez que o espaco X é métrico, a topologia uniforme coincide com a topologia da métrica de
Hausdorff em F(X). Portanto, podemos analisar somente os abertos basicos induzidos pela métrica para
entender a topologia de ®.
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Observamos que se a = (z, s1) € hg,, entdo (z,s) € hs, e d(a, hs,) = |s2 — s1|. Portanto,

a(hsnhSQ) = Sup d(p, hsz) = |32 - 31|'

Analogamente, se b = (s3,y) € vs,, entdo (S4,y) € vs, € teremos

d<U83>US4) = |53 - 54|‘

Por fim, se (x,s1) € hs, e (s3,y) € vs,, lembrando que s; > 0 >y,

a(h81 ) U33>

sup inf [(x — s3)% + (y — 51)7]

sup inf |z — s

nf d((z, 51), (s3,9))

N

De modo anélogo, d(vs,, hs,) = co. A ideia geométrica por trds dessa distancia infinita é bem simples.
Temos uma reta horizontal infinita, e uma semirreta vertical infinita, portanto podemos encontrar um ponto
na reta horizontal que fica tdo distante quanto quisermos de todos os pontos da reta vertical e vice-versa.
Portanto, conclulmos que abertos bdsicos centrados em hy sao faixas de retas horizontais centradas em

hs, enquanto que abertos bdsicos centrados em v, sao faixas de retas verticais centradas em wvy.

(a) Interpretacdo geométrica discutida acima.

Topologia de Vietoris em F(X) e © como subespaco:

Figura 3.7

(b) Os dois tipos de abertos bdsicos. Observemos
que é possivel formar a vizinhanca “T" que aparece
no quociente.

Abertos sub-basicos na topologia de Vietoris sao da forma (U) e (X,V), onde U e V sdo abertos
em X. Observamos que (U) ndo é vazio apenas quando ele contém um elemento de ©. Vamos tomar
abertos U e V de R? de modo a mostrar que a topologia de Vietoris é discreta.

Ora, tomemos

U= {(%y)

—éw}u{(o,ynyem.

Esse é um conjunto aberto. De fato, fixe (x1,y1) € U. Se y; > 0, temos que o semiplano superior aberto

estd contido em U e contém (x1,y1). Se y; <0, defina

z =

y1— 1, sex; =0,

A
——, se x; # 0.
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Note que y; > z e |z1| < —1/z por definicdo de z como a média quando z; # 0.
Desse modo, se

z z

V= lv>2 e i={en | Lot}

(w1, 91),

entao o conjunto

W=Vinl,

é um aberto contido em U que contém (xy,y;). De fato, se
(x,y) € W e x #0, uma vez que

1 1
—<r<—-,
z z

temos Figura 3.8: Ilustracdo da construcao

2] < _3 do aberto W para um ponto (z1,¥1)

Assim, lembrando que z < 0,

1
y>z>——

]

e temos (z,y) € U. Se x =0, (0,y) € U pela definicdo de U, logo W C U e U é aberto. Nesse caso,
(U) ={hs | s e R_.}U{wo}.

Portanto, se tomarmos
V={(z,y) |y <1},

teremos

({U) N (X, V) = {wo}.

Concluimos que {wvg} é aberto, e usando uma translacdo podemos mostrar que {vs} é aberto para todo
s € R. Além disso, com um argumento similar, mostramos que {h,} também é aberto para todo s € R*,
logo a topologia de Vietoris é discreta em ©.

U

Vo

V

Figura 3.9: O conjunto vy é o Unico contido em U que intersecta V. Logo, {vg} é aberto.

Com isso, podemos observar que ® é conexo apenas na topologia quociente, enquanto que ele é
discreto apenas na topologia de Vietoris. De fato, a colecdo de semirretas verticais e das retas horizontais
constitut uma cisdo de ®. Note que nao poder{amos ter aplicado o Lema 3.6.3 diretamente, pois estamos
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nos restringindo a ® e esta é uma propriedade que depende de todos os elementos de F(X). De fato,
em F(X), o gréfico da funcdo f(x) = —1/|x| é um fechado que nao admite vizinhanca de vy que ndo
intersecta o fechado.

Exemplo 3.7.2. Seja A o grdfico da funcdo f(z) =1/x em R? Y o eixo y e X = AUY. Definimos D
como a cobertura de X cujos elementos sdo os pontos de Y e o gréfico da funcao para z > 0 e z < 0,
denotados por f, e f_, respectivamente.

Figura 3.10: O subespaco X em vermelho. Denotamos a parte do primeiro quadrante do grdfico de f
por fi, e no terceiro por f_.

Novamente, temos ® uma cobertura de X por conjuntos disjuntos e podemos considerar a topologia
quociente em . Primeiro, notemos que {f;} é aberto em X, pois se tomamos o aberto

U={(z,y) | = >0},

entdo UN X = {f+}. Analogamente, {f_} é aberto em X também. O conjunto Y tem a mesma
topologia da reta. Sendo assim, consideremos que ® estd dotado da topologia quociente e 7 é a
aplicacdo quociente. Dado V C D, temos que m (V) é aberto se e somente se

iyt eV}

é abertoem Y, jd que f_ e f; sdo abertos em X. Portanto, temos que abertos basicos de ® correspondem
a intervalos abertos em Y e os conjuntos f_ e f;, e © pode ser visto como (¢ homeomorfo a) R com
mais dois pontos isolados.
J& para a topologia de Vietoris, recorremos aos abertos sub-bdsicos. Se U e V' sao abertos em X,
entao
({U)y={Fe®|FCU}

s6 pode ser um aberto de R junto, possivelmente, de f, ou f_. O mesmo vale para (X, V), pois a menos
de fi e f_, todos os conjuntos de ® sdo unitarios. Logo, temos novamente Y com a topologia de R e os
outros dois pontos isolados

Por fim, vamos analisar a métrica de Hausdorff. Observemos que se y;,y, € Y, entdo pela admissi-
bilidade da métrica

h({y1}{y2} = d(y1, va).

Portanto, a colegao dos conjuntos unitdrios de Y em ® é também homeomorfa a R. Por discussdo analoga
ao exemplo anterior, para todo {y} onde y € Y temos que

h({f+}{y}) = oo = h({f-}, {y})-
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Também temos que
h({f+ 3 {f-}) = o0,

portanto esses dois conjuntos sdo abertos e a topologia uniforme é a mesma que a de Vietoris e a
induzida pelo quociente.

Exemplo 3.7.3. Seja X a reta real e B C F(X) a colecdo dos conjuntos {n,1/n} com n € N. Por
serem finitos, todo conjunto de B é totalmente limitado no espaco uniforme (F(X),U). Portanto, pelo
Lema 3.6.2, toda vizinhanca de {n,1/n} na topologia uniforme contém uma vizinhanca de {n,1/n} na
topologia de Vietoris. De fato, veremos que as duas topologias sao iguais.

De forma geral,

V.(E) = Vi(x)

ecE

= U{xGX | d(e,z) <r}

eckE

—{ze€ X |3ecE: dezx)<r}

Logo, sendo E = {n,1/n} € (Uy,...,U,), quando n # 1, definimos I; a colecdo dos i tais que se i € I,
entdo n € U; e I a colecdo dos i tais que 1/n € U;. Da,

1\° 1 .
1€ly i€l
Portanto, podemos tomar r € R tal que
B(n,r) CW; e B(1l/n,r) C Ws.

Afirmamos que R

Ora,

~

V,(B) = {F € F(X) | F CV,(E) e E C V;(F)},
entdo, consideremos F' € \A/T(E)

e Uma vez que F' C V,.(F), entdo para todo f € F existe e € E tal que
dle, f) <.

Portanto, f € B(n,r) ou f € B(1/n,r). Assim,

F C B(n,r)UB(1/n,r) C OUZ"

i=1
e Uma vez que £ C V,.(F), entdo para todo e € E existe f € F tal que
d(e, f) <.

Portanto,
B(n,m)NF#0 e B(l/n,r)NF #0,

isto é
FNU;#0

para todo i.
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Com isso, F' € (Uy,...,U,), e encontramos uma vizinhanca de F na topologia uniforme contida na
vizinhanca de E na topologia de Vietoris. Se n =1, E = {1} e basta tomar r tal que

i=1

Desse modo, provamos que toda vizinhanca na topologia uniforme de um conjunto em B contém uma
vizinhanga desse conjunto na topologia de Vietoris. Portanto, as duas topologias sdo iguais em B.

Notemos que usamos fortemente o fato dos conjuntos de B serem finitos para conseguir mostrar que
as topologias sao iguais e que o Lema 3.6.2 pdde ser usado porque é uma propriedade que depende
apenas do ponto “base” da vizinhanca. Na verdade, o argumento funcionaria para Fin(X) em geral. O
interessante desse exemplo é que sabemos que

UE
Ee®B

nao é um conjunto fechado em X, portanto, B nao estd em Comp(F(X), Ty ) pelo Teorema 3.3.15 ou em
Comp(F(X), Tg) pelo Teorema 3.4.4.

3.8 Aplicacao em Grupos Topoldgicos

Comecamos observando que se G é um grupo topoldgico, U é a estrutura uniforme natural em G'e H é
um subgrupo normal de G e fechado em G, entdo cada classe lateral gH é fechada em G, pois ¢, é um
homeomorfismo. Sendo assim, podemos considerar G/ H como uma subcolecédo de [F(G),U]. A pergunta
é: G/H como subespaco de [F(G),U] possui a mesma topologia que G'/H como espaco quociente? A
resposta é sim, e provamos a sequir.

Proposicao 3.8.1. [18, p. 158 Seja G um grupo topoldgico e H um subgrupo normal e fechado em G.
Entdo, G/H é um grupo topoldgico cuja uniformidade direita (esquerda) coincide com a uniformidade de
G/H considerado como subespaco de [F(G),Ug].

Demonstragdo: Vamos mostrar que a uniformidade Ug|g,s induzida em G/H como subespaco de F(G)
coincide com a uniformidade Us de G/H como quociente. Sabemos que para cada vizinhanca V' do
elemento neutro H em G/H podemos construir o conjunto

Sy ={(g1H,9:H) | (91 -95")H € V}.

A colecdo dos Sy constitui uma base para a uniformidade Us em G/H. Agora, da mesma forma, podemos
fazer isso para G com

Rw ={(g.h) | g-h™ ' e W},

onde W é vizinhanca de e. Esta é uma base para Uz em G e para passar a F(G) tomamos os conjuntos
Ry = {(F1,F>) € F(G) x F(G) | F; C Rw(F3) e F» C Ry (F1)}.

A colecao dos Ry, onde W varia sobre vizinhancas de e, constitui uma base para a uniformidade em Ug
em F(G). Agora restringimos a G/H, obtendo

EW’G/H ={(¢1H,9:H) | ¢H C Rw(g.H) e goH C Ry (g1 H)}.

Observemos que goH C Ry (g1 H) se e somente se para todo hy € H existe hy em H tal que

(gl : h1792 : h?) € RW7
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ou seja,

(g1 h1)-(hy'-g3') e W.
Portanto, (g1 H, g2 H) € fiw se e somente se para todo ho, hy € H existem hy, hg € H tais que

(gr-h1) - (hy'-g3') eW

e
(92 ha) - (hi'-g7') € W.
Se 7 é a aplicacdo quociente, afirmamos que dada uma vizinhanca W de e em G, entéo
S = Sew) N Sy S Bwloyn.
De fato,

(1 H,92H) € S = {(91-95")H, (92-9; " )H} C m(W),

mas isto ocorre se e somente se existirem z1,292 € W e y1,y2 € H tais que

1 =(g1-9") 1 e x2=(3297")" v
Portanto, para todo hy € H podemos escolher hy = g;l Y1 - g2 - ho. Esse é um elemento de H, pois H

é normal, e temos

gi-hihyt gt =g1-93" g €W

Além disso, para todo hy € H podemos escolher hs = gfl Yo - g1 - hy, que é um elemento de H pois H
¢ normal, e teremos

g2 hs bt gt =go-g7t cyp €W

Desse modo, as duas condicdes para que (g1 H, g2 H) esteja em }A%W|G/H sdo satisfeitas e temos fIR|G/H -
Ug.
Agora, vamos mostrar que dada vizinhanca V' de H em G/H, temos que

ﬁbrl(V)|G/H C Sy,
e assim concluiremos que Ug C ﬁR|G/H. Ora, se
(91H,92H) € érl(v)|G/H,
entdo para todo h; € H existe hy € H tal que
gi-ha-hyt-gyt en (V).
Dal, pela normalidade de H,
giohihyt gt =gig (g2 byt g ) =gt e (V).
Portanto, (g1 H, goH) € Sy, e provamos
ﬁtrl(V)|G/H C Sy.

Assim, Ug é a mesma uniformidade que Ug|g, . A demonstracdo para a uniformidade esquerda é andloga.
[

Corolério 3.8.2. Seja G um grupo topolégico e H um subgrupo normal e fechado em G. Entdo, G/H é
um grupo topoldgico cuja topologia induzida pela aplicacdo quociente coincide com a topologia de G/H
como subespaco de [F(G),Ug].
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Agora passamos a uma aplicacdo dos resultados 3.4.4 e 3.4.5 a grupos topoldgicos.

Teorema 3.8.3. [18, p. 158] Seja G um grupo topoldgico, H um subgrupo compacto de Gen : G — G/H
a aplicacao quociente. Se € é um conjunto compacto em G/H, entdo 7' (€) é um conjunto compacto
em G.

Demonstragao: Pelo Coroldrio 3.8.2, podemos considerar € como um subconjunto compacto do espaco
[Comp(G), Ug], pois cada gH é compacto. Ora,

@)= 94,

gHee

portanto pelo Teorema 3.4.5, 7=1(€) é compacto.
[
Antes de provar o Ultimo resultado usando a teoria de hiperespacos, precisamos recorrer a um lema.

Lema 3.8.4. Seja G um grupo topoldgico, B um subconjunto compacto de G e Ui a uniformidade direita
de G. A funcao

[ [G,Ug] — [F(G),Ug]
T — B

é uma fungao uniformemente continua.
Demonstragao: Vamos provar que dado Ry € Up, existe Ry € U tal que para todo z € X
f(Rw(x)) € Ry(f(z)) = Ry (zB).
Novamente usaremos o fato que F' € }A‘ZV(xB) se e somente se
e para todo f € F existe b € B tal que

(z-b)-fleV

e para todo b € B existe f € F tal que

f-t-ah eV

Agora, se y € Ry (x), temos que
z-ytew

Logo, dado f € yB, existe b, € B tal que f =y -b, e vale
(x-by) - (b;1 gy ew.

Por outro lado, dado b, € B, se tomamos f =y - b, € yB, temos
y-b,- (b a7t e W

Desse modo, se y € Ry (z), entdo yB € }A%W(xB). Portanto, quando W =V, vale que
f(Ry(2)) C Ry (f(2)),

para toda vizinhanca V' de e. Uma vez que a colegao dos Ry constitui uma base de Ug, temos que f é
uniformemente continua. |
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Teorema 3.8.5. [18, p. 158] Seja G um grupo topoldgico e A um subconjunto compacto de G. Se B é
um subconjunto compacto (fechado) de G, entdo A - B é um conjunto compacto (fechado) de G.

Demonstragao: Considere a funcao f do Lema 3.84. Uma vez que A é compacto e f é continua, f(A)
é compacto em F(G). Agora,

A-B=|Ja-B=] fla)=JF(A).

a€A a€A

Quando B é compacto, cada a - B é compacto, portanto f(A) € Comp(Comp(G)) e pelo Teorema 3.4.5,
concluimos que A - B é compacto. Quando B é fechado, a - B fechado, ou seja, f(A) € Comp(F(G)) e

pelo Teorema 3.4.4 temos A - B fechado.
[
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Capitulo 4

Relacionando Propriedades de X e seus
Hiperespacos

Definidas as topologias de nosso interesse, buscamos entender melhor como as propriedades topoldgi-
cas do espago-base influenciam os hiperespacos e como propriedades dos hiperespacos restringem os
espacos-base. Isso serd feito em quatro secoes, e deixaremos a propriedade da conexidade por caminhos
para ser discutida no capitulo sequinte. Este capitulo baseia-se principalmente nas Secdes 3 e 4 do
artigo Topologies on Spaces of Subsets [18].

Nas Secoes 4.1 e 4.2 tratamos de conceitos como metrizabilidade, completude, compacidade, existéncia
de base contdvel e de sistema fundamental de vizinhancas contdvel, primeiramente para a topologia de
Vietoris e depois para a topologia uniforme. Por exemplo, veremos que:

e A compacidade de hiperespacos influencia a compacidade na topologia de Vietoris (Teorema 4.1.3).

e Metrizabilidade e existéncia de base contdvel no hiperespaco implicam que o espaco-base é com-
pacto (Teoremas 4.1.16 e 4.1.17).

e Se 0 espago-base é primeiro contdvel, ndo podemos dizer que o hiperespaco com a topologia de
Vietoris é. Existe um contra-exemplo para uma afirmacdo presente em [18] apresentado em [22].

e Na topologia uniforme, X é completo se e somente se F'(X) é completo (Teorema 4.2.4).

Na Secdo 4.3 tratamos dos axiomas de separacdo e como a validade de determinado axioma no
espaco-base implica a validade de outros axiomas no hiperespaco (e vice-versa) quando estamos tratando
da topologia de Vietoris. Por fim, a Secao 4.4 trata especificamente da relacdo da conexidade entre
hiperespacos e seu espaco-base, por exemplo:

e Se X é conexo, entdo todo hiperespago é conexo na topologia de Vietoris (Teorema 4.4.2).

e Se 0 espaco-base X ndo é compacto, entdo F'(X) dotado da topologia de Vietoris ndo é localmente
conexo (Teorema 4.4.5).

4.1 Relagoes Entre Propriedades de X, F(X) e Comp(X) com a
Topologia de Vietoris

A partir de agora trabalharemos apenas com a topologia de Vietoris em F(X) e Comp(X).

Proposicao 4.1.1. Se (F(X),Ty) é metrizdvel, entdo (X, T') é metrizdvel.
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Demonstragdo: Seja h uma métrica em F(X) compativel com Ty. Podemos definir uma métrica d em

X, basta tomar
d(z,y) = h({z}, {y}).

Agora precisamos mostrar que a topologia 7} induzida por d em X é a mesma de 7. Vamos usar a
aplicacao
i: X — F(X)

Uma vez que a topologia de Vietoris é admissivel, temos que para todo conjunto

By({z},r) = {F € F(X) | h({z}, F') <1}

vale que
i (Bul{e) 1) =y € F | dlw,y) <7} = Bul,7)

é aberto em (X, T'). Dal, temos que Ty C T. Para mostrar que 7" C Ty, mostraremos que todo aberto de
T pode ser escrito como unido de abertos de T;. Dado aberto U € T', temos que

(U) € Ty,
portanto, pelo fato de Ty ser metrizdvel, para cada F' € (U) existe rp > 0 tal que
Bn(F,rp) C(U).
Assim, vale em particular que para todo x € U

Bu({z}, ray) € (U) s

ou seja,
Bd(a:, 7”{:5}) =4t (Bh(x, T{,U})) - 271<<U>) =U.
Portanto
U= U By(z, 1),
zeU
e T'C Ty, provando a igualdade das topologias e que (X, T') é metrizdvel. |

Teorema 4.1.2. [18, p. 161] Se (X, T) é compacto, entdo (F(X),Ty) é compacto.

Demonstragao: Vamos usar o Lema da Sub-base de Alexander (Teorema 1.5.5) para provar o resultado.
Lembremos que uma sub-base para (F(X),Ty) é composta por conjuntos da forma

(U) e (X,V),
onde U,V € T. Dada uma cobertura da forma

¢ = {<UO<> ) <X7 V5>}7

pode ocorrer

X=w ou X#{JVs
B B

No primeiro caso, temos que existe uma subcobertura finita {V4,...,V,} de X, e por definicao,

n
1=

vy = JEF € FX) | Fvi £ 0)

1
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é uma cobertura de F(X), pois {V1,...,V,,} é cobertura de X, e consequentemente, para todo F' € F(X)
existe i tal que FNV; # 0. Se {V3} ndo cobre X, tomamos o aberto

V:UV5,
B

e assim V¢ é um fechado que nao estd em

v

B

Portanto, existe U € {U, }, tal que
Vee (Uy) ={F e F(X) | F CU,}.

Desse modo, V¢ C U e

X=UU (U Vﬂ> :
B
Agora, sim, temos uma cobertura de X e podemos obter uma subcobertura finita que deve ser da forma

{U,V1,...,V,}. Novamente, por definicdo,

FX)={)u <U<X,Vi>),

=1

e concluimos que F(X) é compacto.
[
A reclproca do resultado também vale, contudo provaremos algum um pouco mais forte.

Teorema 4.1.3. [18, p. 161] Se existe algum G tal que Fin;(X) C G C F(X) e G é compacto como
subespaco de (F(X),Ty), entdao (X,T) é compacto.

Demonstracdo: Dada uma cobertura {V,} de X, tomemos a cobertura
{(X,Va) NG}
de G. Da compacidade, temos que existe uma subcobertura finita de G cujos elementos sdo
(X, V1), (X, V).

Ora, para todo z € X, temos {z} € G, portanto x € V; para algum i, e assim {V, ...,V } é subcobertura
finita de X, e X é compacto.
[
A sequir, tratamos acerca da compacidade local de F(X). O material consta no artigo principal [18]
contudo seguiremos as correcoes apresentadas no artigo [5. Em [18], Michael afirma que F' € F(X)
possui vizinhanca compacta se e somente se existe aberto A tal que F C A e A é compacto. Infelizmente
ele apresenta apenas uma ideia de demonstracdo, e em [5] os autores afirmam que esta proposicao estd
errada. Para que seja valida, é necessdrio que o espaco seja reqular, contudo nao é apresentado um
contra-exemplo no caso em que X nao é regular. Michael também faz outra afirmacao incorreta, que diz
que um espaco X é localmente compacto se e somente se F(X) é localmente compacto, porém o mesmo
artigo [5] afirma que, na verdade, temos isso quando X for reqular, e que inclusive este era um resultado
conhecido entre os especialistas da drea na época.
Para A C X, retomaremos a seguinte notacao:

A*={FeF(X)|FCA} e A ={FecF(X)|FNA#0}.
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Lema 4.1.4. [5, p. 585] Seja X um espaco reqular, n € N e M, My,..., M, C X com
E=M"NnM; n---NM, #0.
Se E é compacto em F(X), entdo M é compacto e fechado.

Demonstragao: Vamos usar um argumento com redes. Primeiro, precisaremos mostrar que M ¢é fechado,
para depois consequir mostrar que é compacto. Observemos que pelo fato de termos F # (), se F' € E,
entao

FCM e FNM#0,

e assim vale sempre M N M; # (). Portanto, podemos tomar x; € M N M;, o que nos garante
{z1,...,2,} € E.

M ¢é fechado: Suponhamos, por absurdo que M néo é fechado. Nesse caso, existe uma rede (ay)xea C
M que converge a a € X \ M. Definimos

A)\ = {ml,...,xn,a,\} € E,
e entdo (Ay)xea € uma rede em E. Afirmamos que
(Ay) = A={x1,...,2,,a}.

Ora, pelo fato de X ser reqular, temos F(X) Hausdorff por 43.3, entdo F é fechado e basta provar que
A é ponto limite da rede para concluir que A € E. Consideremos um aberto sub-basico em F(X) que
contém A. Ele é da forma

(Uy ou (X,V),

onde U,V sao abertos em X. Logo, se
Ae(U)={FeF(X)|FcU},
temos a € U, e consequentemente existe )y tal que se A > A\g vale ay € U, ou seja, se A > \g temos

{z1,...,20,a)} € (U).
Se
Ae (X,Vy={FeF(X) | FnV #0},

podemos ter a € V ou z; € V. No primeiro caso a discussao é a mesma que a anterior, enquanto que
no sequndo, se z; € V,
v €{xy,...,xp,an} NV

para todo A e temos
{z1,...,2p,ar} € (X, V).

Assim, concluimos que todo aberto sub-basico contém A, quando A > Ay para algum Aq. Ora, abertos
bdsicos sdo a intersecdo finita de abertos sub-bdsicos, portanto, dado aberto bdsico, ele pode ser escrito
da forma

(U N (X, Ux) NN (X, V)

e para cada um desses abertos sub-bdsicos existe \; tal que a rede estd contida nele se A > \;. Tomando
Ao = sup{Ai, ..., A},

a rede estard no aberto basico sempre que A > Ag e provamos que (A,) converge a A. Uma vez que
(A)) C E e E é fechado, devemos ter A € E, o que é absurdo, pois a & M.
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M é compacto: Suponhamos por absurdo que M ndo é compacto, ou seja, que existe uma rede
(ax)aea C M que nao possui ponto de acumulacdo em M. Como M é fechado, isso significa que para
todo # € X existe uma vizinhanca W, de e \y € A para os quais

@A¢Wx

para todo A > Ag. Construimos a rede (Ay)aea do mesmo modo que antes e mostraremos que se (ay)
nao possui ponto de acumulagdo, entdo (Ay) ndo pode ter ponto de acumulagdo, o que é um absurdo,
pots
(A)\) cFE
e E é compacto. Para isso, mostramos que ndo existe sub-rede de (A,) que converge a qualquer
F € F(X). Temos dois casos
o Se FFC{xy,...,z,},
V=(Wy,U---UW, )

é uma vizinhanca de F, porém ay ¢ W,, para todo i a partir de algum Ao, por (ay) ndo admitir
sub-rede convergente. Desse modo, (A)) € V se A > X, e, portanto, ndo pode existir sub-rede de
(A,) convergindo a F.

e Se ¢ {xy,...,x,}, podemos tomar vizinhanca W, de x € F'\ {z1,...,z,} tal que
para todo 4, pois {x1,...,x,} é finito e X é reqular e T3, portanto, Hausdorff. Dat,

{.Tl, .. 7In7a>\} g <X7 W$> )
para todo A maior que algum Ag, e assim (Ay) ndo pode possuir sub-rede convergente a F.

[

Este Lema pode ser visto como a reciproca da Proposicdo 3.3.2, pois quando X é regular, temos pelo

Teorema 4.3.3 que F(X) é Hausdorff, portanto compactos em F(X') sao fechados, ou seja, E sera além
de compacto, fechado.

Teorema 4.1.5. [5, p. 585] Seja X um espaco regular e F' € F(X). Temos que F' possui vizinhanga
compacta em F(X) se e somente se existe um aberto A C X com F' C A tal que A é compacto.

Demonstracdo: Suponhamos em primeiro lugar que A C X com FF' C A e A compacto. Pela Proposicéo
3.3.2, temos que A" é compacto. Ora, A* = (A) é aberto e

Fe(A)C(A)y=4",

que é uma vizinhanca compacta de F', ou seja, F' possui vizinhanca compacta.

Reciprocamente, suponha que F' possui vizinhanca compacta V' em F(X). O espaco X ¢é regular,
logo F(X) é de Hausdorff e V' é fechado em F(X). Uma vez que todo aberto contém um aberto bésico,
temos que existem U, Uy, ..., U, abertos tais que

FeU'NU N---NU, CV

U+rnu; N---NU;

é um compacto.
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Para cada U; tome f; € FNU;. Uma vez que F,{f1},...,{fn} sdo fechados, temos que FT,
{fi}", ..., {fa}~ sdo fechados. Por definicao

Fro{fi} n...0n{fu} - cUNU; N---NU;

é fechado, portanto, compacto. Pelo Lema 4.1.4 concluimos que F' é compacto.
Com isso, podemos encontrar uma vizinhanca compacta de F' em X. De fato, dado que X é reqular
e F' é compacto, existe aberto A com
FCACACU

Novamente usando o Lema 4.1.4, notamos que

A n{pyn. . n{f,y cunU; N---NU;

é fechado, portanto, compacto e A é uma vizinhanca compacta de F' em X tal que F' C A.
[
Observemos que ao longo da demonstracdo provamos que se um ponto de F(X) possui vizinhanca
compacta, entdo ele deve ser compacto. Isso antecipa o resultado que garante que Comp(X) é aberto
em F(X), como veremos na Proposicdo 4.1.9.

Corolério 4.1.6. [5, p. 586] Se X é um espaco regular, entdo sdo equivalentes
a) X é localmente compacto.
b) Para todo € X, {z} possui vizinhanga compacta em F(X).

Demonstragdo: Se X é localmente compacto, todo ponto possui vizinhanga compacta, portanto {x}
possui vizinhanca compacta pelo Teorema 4.1.5. Pelo mesmo teorema, temos que se {x} possut vizinhanca
compacta, entdo x possui vizinhanca compacta em X. Uma vez que isso pode ser feito para todo ponto

x € X, temos X localmente compacto.
[

Corolério 4.1.7. [5, p. 586] Se X é um espaco regular, sdo equivalentes
a) X é compacto.
b) F(X) é compacto.
¢) F(X) é localmente compacto.
d) X possuti vizinhanca compacta em F(X).
Demonstragao:
e a) = D)
Vale pelo Teorema 4.1.2.
e b=
Todo espago compacto é localmente compacto.
e ) = d)
X é um ponto de F(X), portanto possui vizinhanca compacta em F(X).
e d) = a)

E consequéncia do Teorema 4.15.
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Lema 4.1.8. [18, p. 162] Se X ¢é localmente compacto e F' € Comp(X), entdo existe um aberto U que
contém F' tal que U é compacto.

Demonstragdo: Dado F' € Comp(X), para cada f € F existe uma vizinhanca aberta V; com fecho
compacto. Cobrimos F' por essas vizinhancas, e pela compacidade temos fi,..., f, € F tais que

PWC:(jV%.
=1

Uma vez que V}, é compacto, vale que
n
v=Uws
i=1

é aberto com U compacto e F C U.

Proposicao 4.1.9. [18, p. 162] Se X ¢é localmente compacto, entdo Comp(X) é aberto em F(X).

Demonstracdo: Pelo Lema 4.1.8, dado F' € Comp(X) existe aberto U contendo F tal que U é compacto.
Agora, todo fechado contido em U é compacto, portanto

Ut={FeFX)|FcU}

contém apenas compactos, logo este é um aberto contido em Comp(X). Uma vez que isso pode ser feito
para cada F' € Comp(X), temos que Comp(X) é aberto.
[

Proposicao 4.1.10. [18, p. 162] X ¢é separdvel se e somente se F(X) é separdvel.

Demonstragao: Se F(X) é um espaco separdvel, entdo existe subconjunto enumerdvel denso

{P%}nEN~

Assim, dado x € X, para todo aberto U que contém x temos

{z} e (U).
Portanto, existe n tal que
F, e (U),

ou seja,
F, cU.

Para cada n, tome elemento z,, € F},. Para todo x € X e aberto U contendo z, existe n tal que
r, €U,

logo o conjunto {z, }nen € denso em X e X é separdvel.
Se X é separdvel, seja
Y = {xn}nGN
um conjunto enumerdvel denso. Temos que
Fin(Y)
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é enumerdvel e afirmamos que ele é denso em F(X). Dado aberto bdsico
(U, Un)
onde U; é aberto de X, para cada ¢ podemos tomar z,,, € Y tal que z,, € U;. Assim,
{Tnys. s Tp, } € Fin(Y)

e vale

{Znyy s Tp, } C UUi e {Tn,. s xn, U #£0
i=1

para todo 7, ou seja,
{Tnys Ty} € (U, ..., Upn) .
[ |

Proposicao 4.1.11. [18, p. 162] Um espaco X é sequndo-contdvel se e somente se Comp(X) é sequndo-
contdvel.

Demonstragdo: Suponhamos que Comp(X) é segundo-contdvel, ou seja, que existe uma base %' =
{Un}nen para a topologia (Comp(X),Ty). Observemos que de modo andlogo a Proposicao 3.2.3,
podemos provar que

i: X — Comp(X)

é um homeomorfismo sobre sua imagem. Assim, para cada n € N temos i~ (U,,) aberto e afirmamos que

a colecao
{i—l (U”> }nGN

constitui uma base enumerdvel para a topologia de X. Ora, dado aberto V' C X, temos que (V') é aberto
em Comp(X), portanto

(V)= UU,\

AEA

para alguma colecao A C N. Uma vez que

V=i'((V)=i"! <U UA> =J i),

concluimos que todo aberto de X pode ser escrito como unido de elementos da forma i~1(U,), portanto
a colecdao desses elementos é uma base enumerdvel para X e X é sequndo-contavel.
Agora suponhamos que X possui uma base enumerdvel

B = {Un}n€N~

Vamos mostrar que, para cada F' em um aberto bdsico
<‘/17 ctt Vm> Y

existe colecao Jr C N finita tal que

Desse modo, provaremos que
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pode ser escrito como unido de abertos da forma

<lG>jeJ

onde J C N é finito, e a colegao desses conjuntos constitut uma base enumeravel para a topologia de
Vietoris em Comp(X).
Dado
FeWV,...,Vi),

sabemos que
Fcl|Jw,
k=1

e por termos {U,,} base enumerdvel em X, vale que existe subconjunto A C N tal que

Uve=JUn
k=1

AEA

Em particular, esta é uma cobertura de F, que é compacto, portanto existe Ap C A finito tal que

Fc Y UACOVk.
k=1

AEAR

Ainda nao podemos afirmar que
<U>‘>/\EAF g <‘/17 IR} VTL) bl

pois, em vista do Lema 3.3.4, precisamos ter também que para todo V; exista A € Ap tal que Uy C V;
para valer a inclusdo. Caso para algum i € {1,...,m} ndo exista A € Ap tal que U, C V;, usamos
novamente que {U,} é base enumerdvel para tomar um elemento Uy tal que Uy, C V; e adicionamos este
elemento ao conjunto {Uy}rea,. Observemos que isto pode ser feito escolhendo Uy tal que U, N F # 0.
Fazendo isso para todo ¢ que for necessério, obtemos uma nova colecdo {U;};cs,., que é finita, e que
satisfaz

F e (U;) C V..., Vi)

Assim, concluimos que Comp(X) é segundo-contdvel.

Jj€JF

|
Observemos que com uma demonstracdo também andloga a anterior, é possivel provar a seguinte
proposicao:

Proposicdo 4.1.12. Se (F(X),Ty) é sequndo-contdvel, entao X é sequndo-contdvel.

Observemos que a outra direcao depende da compacidade.

Em [18] Michael afirma que também vale a equivaléncia para a propriedade de ser primeiro-contdvel,
contudo Smithson apresenta em [22] um contra-exemplo que prova que nem sempre a propriedade de
ser primeiro-contdvel passa do espaco-base para o hiperespaco de compactos. Antes de apresentar o
contra-exemplo, mostramos a direcao valida.

Proposicao 4.1.13. [18, p. 162] Se Comp(X) é primeiro-contdvel, entdo X é um espaco primeiro-
contdvel.

Demonstragao: A demonstracdo é similar ao caso segundo-contavel. Comecamos supondo que Comp(X)
é primeiro-contdvel, ou seja, que existe um sistema fundamental de vizinhancas contdvel para cada ponto
de Comp(X). Usando que

i: X — Comp(X)
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é um homeomorfismo sobre sua imagem, dado um sistema fundamental de vizinhancas {U,, }nen do ponto
{z}, afirmamos que a colegdo
1
{Z (Un>}n€N

constitut um sistema fundamental de vizinhancas do ponto € X. Ora, dada vizinhanca V' de z, temos
que (V') é vizinhanga de {z} em Comp(X), portanto existe n tal que

{z} e U, C (V).

Uma vez que
V=i"'((V) D (U,

conclulmos que toda vizinhanca V' de x contém vizinhanca de z da forma i~!(U,,) para algum n. Logo,
{i=Y(U,)} é sistema fundamental de vizinhancas de z e X é primeiro-contdvel.
[
Agora vamos ao contra-exemplo. Tome o espaco X composto por dois circulos distintos concéntricos
em R2. Denotemos o circulo interior por Cy e o circulo exterior por Cy. Definimos uma topologia em X
a partir da sub-base cujos elementos sao de dois tipos:

e tipo 1. pontos em (5.

e tipo 2 intervalo em C' junto de sua projecdo radial em C5 a menos do ponto médio da projecao
em Cs.

Cs

Figura 4.1: Aberto do tipo 2. Em vista da discussdo a sequir, temos dois intervalos em Cy: (0,7/4) e

(m/4,7/2).

Este espaco X é primeiro-contdvel. Dado ponto x € Cy, o proprio ponto é aberto, portanto, o proprio
ponto constitut um sistema fundamental de vizinhangas dele. Agora, dado um ponto em Cf, precisamos
entender o que sdo abertos basicos que o contém. A partir da definicdo da sub-base, temos que se A é
um aberto bdsico que contém x € C, temos que ANCy é um intervalo em C. Assim, a topologia relativa
em C; é a mesma que a topologia induzida pela topologia euclidiana em R?, que é primeiro-contavel.

Vale também que este é um espaco de Hausdorff e compacto. Para a compacidade, usaremos o Lema
de Alexander 1.5.5. Observemos que, dada uma cobertura € de X composta por elementos da sub-base,
temos uma cobertura de C; associada, composta por intervalos. Com a topologia relativa, C'; é compacto,
portanto existe uma subcolecao finita

{,...,V,}ce
que cobre (. Esta subcolecao deixa de cobrir no mdximo n pontos de C}, portanto podemos escolher
Up,...,U, € € ndo necessariamente distintos, que cobrem esses pontos, obtendo uma subcobertura

finita de &, provando a compacidade.
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Mostraremos que Comp(X) ndo é primeiro-contavel. Definimos F' C X como o conjunto composto
por um intervalo fechado em (1, isto é, [a, b], com a # b, e sua projecao radial em Cy. Este é um conjunto
fechado em X, pois F*N Y é um intervalo aberto em C', portanto podemos projetar radialmente em C5
e cobrir o ponto médio ausente em Cy com o aberto composto pelo préprio ponto.

Cy

Figura 4.2: Conjunto F

Como F' é fechado, temos F' compacto, ou seja, F' € Comp(X). Observemos que se f € F'NCs,

FeXAfh-

Além disso, se f1 # fo,
<X7 {f1}> A <X7 {f2}>c 7é ®7

ou seja, para cada f € F'NCy temos uma vizinhanca da forma (X, {f}) diferente que nao estd contida
em nenhuma das outras da mesma forma. Além disso, se

(Ur, ..., Un) C(X D),

entdo U; = {f} para algum .

Logo, se houvesse um sistema fundamental de vizinhancas de F' contdvel, podertamos escrever Co N F’
como uma unido enumerdvel de conjuntos finitos, o que é um absurdo.

A primeira vista, o contra-exemplo acima pode parecer totalmente artificial ou uma simples coinci-
déncia. Contudo, o proximo Teorema mostra que ndo é tanto assim.

Teorema 4.1.14. [22, p. 326] Seja X um espaco tal que todo subconjunto compacto é regular. Se
(Comp(X),Ty) é primeiro-contdvel, entdo cada subespaco compacto de X é separdvel na topologia
relativa.

Demonstracdo: Seja K um subconjunto compacto de X. Uma vez que Comp(X) é primeiro-contdvel,
existe um sistema fundamental de vizinhancas contavel de K que denotaremos por %(K). Toda vizinhanca
de K contém um aberto basico que contém K, portanto, podemos assumir sem perda de generalidade
que os elementos de %B(K) sdo da forma

<U?7,U,;LL(”)>,

onde o n indica que este aberto estd contido na n-ésima vizinhanga de uma enumeracéo fixada de B(K).
Para cada U} existe um a;,, € KNU}*, entdo tomamos para cada i € {1,...,m(n)} um desses elementos
e construimos o conjunto

Am = {ai,m}.
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Afirmamos que o conjunto
A= An,
meN

que é enumerdvel, é denso em K. De fato, dado x € K, seja U um aberto em K (na topologia relativa)
contendo z. Pela reqularidade de K, existe um aberto V' tal que

reVCV CU.

Logo, podemos tomar W = V" que serd um aberto em K. Portanto, existem abertos Wy e W, em X tais
que
U=KnW, e W=KnW,.

U
K
(a) Compacto K, aberto U e V C U. (b) Abertos Wy e Wy associados & U e V*
respectivamente.
Figura 4.3
Pela definicao de Wy e W, temos que
K e <W1, W2> ,

portanto deve existir n € N tal que
oy, ..., U[fl(n)> C (W, Wa).
Pelo Lema 3.34, existe U* € Wj. Uma vez que A C K,
DA£ANU'NW,=ANU'NWINK=ANU"NT,

temos que UN A # () e A é denso em K.
[ |

Antes de retornar ao artigo de Michael, vamos precisar de um lema.

Lema 4.1.15. [11, p. 12] Se (Y, T) é um espaco discreto infinito, entdo (F(Y),Ty) ndo possui base
contavel.

Demonstracao: Seja % uma base para Ty. Observemos que dado aberto (e fechado) A C Y, temos que
(A) é aberto em F(Y'), portanto existe elemento da base By tal que

Ae By C (4.
Isso pode ser feito para todo aberto A C Y, e como Y ¢é discreto, pode ser feito para todo
AePY)\ {0} = F(Y).

Observemos entdo que se A # A’, temos
Ba # Bu,
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pots
J{FeBsy =4

Assim, conseguimos uma injecao de F(Y) em . Pelo Teorema de Cantor, para todo conjunto vale
Y| < |P(Y)| (veja [25, p. 32]). Sendo assim, % ndo pode ser contdvel, uma vez que

|B| = [F(Y)| = [P(Y)| > [Y].

Teorema 4.1.16. [18, p. 162] Se (F(X),Ty) é métrico, entdo (X, T) é compacto.

Demonstracao: Pela Proposicao 4.1.1, temos que se F(X) é métrico, entdao X é métrico. Suponhamos
por absurdo que X nao é compacto. Assim, em particular, pelo Corolario 1.5.11 existe um conjunto infinito
enumerdvel Y C X que nao possui ponto de acumulagao, portanto Y é fechado. Por ndo possuir ponto
limite, o subespaco Y ¢é discreto.

Uma vez que (F(X),Ty) é metrizével, temos (F(Y),T|y,) = (F(Y), Tv|py)) metrizével. Por ser
enumerdvel, Y é separdvel, entdo F(Y) é separdvel. Ora, F(Y') metrizédvel e separdvel implica F(Y)
segundo-contdvel pela Proposicdo 1.7.2, mas isto é absurdo pelo Lema 4.1.15.

[

E interessante notar que este resultado evidencia a diferenca entre a topologia de Vietoris e a
topologia uniforme induzida por uma métrica, como vimos na Proposicdo 3.5.9. Por exemplo, se temos R"
com a métrica euclidiana, podemos dotar F(R™) da métrica de Hausdorff. Contudo, R™ nao é compacto,
logo na topologia de Vietoris F(R™) ndo é métrico. Existe também o mesmo resultado para quando
(F(X),Ty) é um espaco segundo-contével.

Teorema 4.1.17. [18, p. 162] Se (F(X), Ty ) é sequndo-contavel, entdo (X,T) é compacto.

Demonstracdo: Suponhamos por absurdo que (X,T) ndo é um espaco compacto. Pela Proposicdo
4112, se (F(X),Ty) é segundo-contavel, (X,T) também é. Logo, temos que (X,T) é T}, sequndo-
contdvel, mas ndo compacto, portanto, pelo Coroldrio 1.5.13, existe um subconjunto infinito enumeravel
Y C X que é discreto na topologia relativa. Assim, vale que (Y,T') é sequndo-contavel. Usando que
(F(Y),T|yy) = (F(Y),Tv|ry)) concluimos que F(Y') é sequndo-contdvel, mas isto é um absurdo pelo
Lema 4.1.15.

[

4.2 Relagoes Entre Propriedades de X, F(X) e Comp(X) com a
Topologia Uniforme

Proposicao 4.2.1. Um espaco uniforme [X, U] é metrizével se e somente se [F(X),U] é metrizdvel.

Demonstragdo: Se [X, U] é metrizdvel, entdo existe uma métrica d em X cuja estrutura uniforme induzida
é U. Assim, podemos definir a métrica de Hausdorff em F(X) a partir de d, e pela Proposicdo 3.5.9,
temos que ela induz a mesma uniformidade que U, portanto [F(X), U] é metrizdvel.

Se [F(X),U] é metrizdvel e h é a métrica compativel com U, definimos a métrica d em X como

d(z,y) = h({z}, {y}).

Precisamos mostrar entdo que a uniformidade Uy induzida por d é a mesma que U. Nesse caso, basta
observar que para cada € > 0, a colegao das vizinhancas da diagonal

K/:{(E,F) | h(EaF><‘€}
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constitui uma base da uniformidade 2¥. O traco de V' com relacdo a inclusdo de X em F(X) induz a
uniformidade Uz em X, cujos elementos basicos sdo

Ve =A(z,y) | h({z}, {y}) <}
| d

Yy
={(z,y) [ d(z,y) <e}.

A uniformidade U, é @ mesma que U, pois para todo V' € U existe € > 0 tal que

vV cV,
portanto

VeCv,
e, por outro lado, para todo € > 0 existe V' € U tal que

VeV
Desse modo,

VCV,

0 que garante que U = U, e assim, [X, U] é metrizavel.
|

Proposicdo 4.2.2. Um espaco uniforme [X, U] é totalmente limitado se e somente se [F(X), U] é totalmente
limitado.

Demonstracdo: Se [X,U] é totalmente limitado, para provar que [F(X),U] é totalmente limitado, basta
mostrar que para cada V' € U simétrico existem Ej, ..., E, € F(X) tais que

F(X)CV(E)U---UV(E,).

De fato, como a colecao dos V constitui uma base de F(X), para qualquer W € U temos algum Vcw
ese Ey,...E, € F(X) sdo tais que

F(X)CV(E)U---UV(E,) C W(E)U---UW(E,).
Dado V' € U simétrica, existem xy,...,x, € X tais que
X = V(ZL’l) U---u V(CL’n)

SeY ={xy, - ,z,}, vale que
Y' = P(Y)\ {0} C F(X),
e afirmamos que

F(X)c | V(B).

EeY’
De fato, dado F' € F(X), existe E = {z;,,...,z;, } € Y' tal que

FcV(E)
em X. Retirando z; de E caso necessario, podemos assumir que para todo x; € E existe f € F' tal que

(i, f) € V, entdo (f,x;) €V e
EcCV(F),
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Portanto R
FeV(E).

Como isso pode ser feito para todo F' € F(X), concluimos que

F(X)c |J V().

EeY’

e como Y é finito, e o processo pode ser feito para todo V' € U, obtemos [F(X), U] totalmente limitado.
Agora suponhamos que [F(X), U] é totalmente limitado. Dado V' € U, tome W € U simétrica tal que
W oW C V. Nesse caso, como F(X) é totalmente limitado, existem Ej, ..., E, € F(X) tais que

F(X)=W(E)U---UW(E,).
Ora, dado = € X, temos que existe i tal que {z} € W(E}), ou seja,
{z} e W(E) ={F: F C W(E), E; C W(F)},

0 que significa que
T e W(EZ) e Ez € W(ZE),

portanto
W(E;) C (WoW)(x) C V(x).

Para cada E; tal que W(EZ) contém algum elemento da forma {z;}, tomamos um desses z;, obtendo um
conjunto finito {z1,...,zx}. Pela discussdo anterior, todo = € X estd em algum W (E;), logo esta em
algum V(x;) e obtemos

k
X =|JV(zy),
j=1
portanto [X, U] é totalmente limitado.
[
Para deixar a préoxima demonstracao mais simples, vamos definir um conjunto especial.

Definigao 4.2.3. [16, p. 337] Dado um espaco topoldgico X e uma sequéncia de conjuntos (A,) com
A, C X, o conjunto
Ls(A,)

é o conjunto dos pontos p € X tais que todo aberto U contendo p intersecta infinitos A,, chamado de
limite superior de A,,.
O

O conjunto Ls A,, pode ser visto como o conjunto dos pontos de acumulacdo de sequéncias da forma
(ax,), onde ay, € Ag, quando o espaco é métrico, ou mais geralmente, quando o espaco é primeiro-
contdvel.

Teorema 4.2.4. [18, p. 161] Se [X,U] é metrizavel, entdo [X,U] é completo se e somente se [F(X),U] é
completo.

Demonstragdo: Pela proposicao 4.2.1, vale que F(X) é metrizdvel pela métrica de Hausdorff. Estabe-
lecemos d como a métrica em X compativel com a estrutura uniforme e h a métrica de Hausdorff em
F(X). Vamos comecar mostrando que se [F(X), U] é completo, entdo [X,U] é completo. Se (a,) é uma
sequéncia de Cauchy em [X, U], podemos tomar a sequéncia ({a,}) C F(X), que é de Cauchy, pois

h({an}7 {am}) = d(am am)'
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J& que F(X) é completo, existe A € F(X) que é limite da sequéncia. Desse modo, basta mostrar que A
é unitdrio, ou seja, A = {a} para algum a € X, pois assim

h({an}, A) = d(an, a),

e teremos que (a,) converge a a. Pela convergéncia de {a,} sabemos que para todo ¢ > 0 existe N € N
tal que sen > N

h({a,}, A) = max{d({a,}, A),d(A, {a,})} < e.

Ora, em particular
e >d(A, {a,}) =supd(a,a,),

a€A

mas isso é dizer que
(a,) = a

para todo a € A. Contudo, o espaco X é Hausdorff, portanto limites sao uUnicos, e temos que A é unitario.
Dat concluimos que (a,) converge em X, e X é completo.
Agora, suponhamos que X é completo e (A,) é uma sequéncia de Cauchy. Denotemos

A=1LsA,.
Afirmamos que A é o limite da sequéncia (A,). Dado € > 0, existe N € N tal que se n,m > N, entdo

h(An, Am) <

ool M

Assim, .
h(A,, A) < h(A,, Ax) + h(An, A) < 3 + h(Ap, A).

Basta mostrar que
Te

5 > h(An, A) = max{d(Ay, A),d(A, Ax)}.
o d(Ay,A)

Por definicao,
d(Ayx,A) = sup inf d(z,y),

portanto queremos encontrar para todo z € Ay algum y, € A tal que

Te
8
Para isso, construiremos uma sequéncia de Cauchy em X com ponto limite em A. Defina ng = N
e ny > ng tal que se n,m > nq, entdo
€
h(An, An) < 5

De forma geral, sempre podemos obter n; > n;_; tal que se n,m > n;, entao

€
h(Ans Am) < 575
Dal, se n,m > n;
— I3 — 9
d(Ar” Am) S ﬁ e d(Am, An) S 2i+3 .
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Observemos que

€ 5 :
53 2 > d(An,, Ap,,) = sup d(z, Ap,,,) = sup inf d(z,y)

z€An,; €Ay, YA 4

implica que existe de fato x € A, tal que

€

d(l‘ A’I’LZ+1) — 2Z+3

Infelizmente ndo podemos garantir que existe y € A;4; tal que

€

pois tomamos o (nfimo sobre A Contornamos este problema observando que se x € A,,, existe

z € Ay, tal que .
d(,2) = d(w, An,,) < 55
ou seja,
d(w,2) < —— + d(2, Ap,,) € = + = = —

— 2 i+3 — 2i+3 92i+3 2i+2"

Com isso, partindo de g = = € A,,, = Ay, encontramos x; € A,, tal que

d(l’o, Il) S

R

depois x2 € A, tal que

)

d(xy,ms) < =

OO

e assim por diante de modo a construir uma sequéncia (xy) com zy € A, tal que

5
2k, Tivk) < 555

para todo k. Esta é uma sequéncia de Cauchy, e pela completude de X deve convergir a um ponto
que denotamos por ¥,, que deve estar em A por definicdo. Ora, existe N’ € N tal que se i > N’

W1 o

portanto, pela desigualdade triangular

=

8

Ned

&

VAN

VRS

2
|

d(l“i,iﬂiﬂ)) +d(znr, Ys)

<.
Il
o

IA
VN
1

_I_

- >+€
4

IA
~I1O| ™
™
ool ™

_l’_
I

N
oo

o d(A, Ay)
Queremos mostrar que para todo = € A existe y, € Ay tal que

dry:) <
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Dado que x € A e X, existe uma sequéncia (a,, ) com a,, € A,, que converge a z. Logo, podemos
tomar k tal que ny > N e

d(aj7ank) <

€
5
Quando m > N, vale

entdo vale que

g
d(a'nkaAN) S g

para todo ny > N. Dal é possivel encontrar y, € Ay de modo que

15
d(ank’ yw) S Z

Assim, -
d(z,y.) < d(z,an,) + d(an,, yz) < g

Teorema 4.2.5. [18, p. 161] Se [X, U] é compacto, entdo [F(X),U] é compacto.

Demonstragdo: Se [X,U] é compacto, entdo todo subconjunto fechado E de X é totalmente limitado.
Portanto, pelo Lema 3.6.2, toda vizinhanca de £ € F(X) na topologia T contém uma vizinhanca de
E em Ty. Desse modo, dada uma cobertura {U,} de F(X) por elementos de T, podemos obter uma
cobertura {V;3} por abertos em T tal que para todo [ existe « satisfazendo

Vg cU,.

Pelo Teorema 4.1.2, sabemos que (F(X),Ty) é compacto. Desse modo, obtemos uma subcobertura finita
{Vi,...,V,} de {V3} e por consequinte, uma subcobertura finita {Uy,...,U,} de {U,}, provando que
(F(X),T) é compacto.
[
No mesmo estilo do Teorema 4.1.2, temos o sequinte teorema:

Teorema 4.2.6. Um espaco uniforme [X,U] é compacto se e somente se [Comp(X),U] é compacto.

Demonstracdo: Pelo Teorema 3.6.4, sabemos que as topologias Ty e Ty coincidem em Comp(X). Usando
o Teorema 4.1.3 concluimos que se Comp(X) é compacto, entdo [X, U] é compacto. Por outro lado, se

X é compacto, entdo
[Comp(X),U] = [F(X),U]

é compacto, pelo Teorema 4.25.

4.3 Separacao de F(X) e Comp(X) na Topologia de Vietoris

Teorema 4.3.1. [18, p. 162] Seja X um espaco topoldgico ndo necessariamente 7. Entao F(X) é Ty,

Demonstragdo: Dados F,G € F(X) distintos, podemos supor sem perda de generalidade que existe
f € F\ G. Portanto, G é um aberto que contém f e

F < <X7GC>7 mas G ¢ <X7Gc>7

o que mostra que F(X) é Ty.
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Teorema 4.3.2. [18, p. 162] Se X é T3, entdo F(X) é T;.

Demonstragao: Dados F,G € F(X) distintos, podemos supor sem perda de generalidade que existe
f € F\ G. J& sabemos pelo teorema anterior que existe um aberto U que contém F' mas ndo G. Uma
vez que X é T}, temos que {f} é fechado em X, logo

G e ({f}), mas I & ({f}),

0 que mostra que F(X) é T}.
[
Podemos ver que a implicacdo reversa nao vale. Para isso, basta tomar X como um conjunto com
dois ou mais elementos dotado da topologia trivial, ou seja, cujos abertos sdo apenas X e (). Nesse caso,
F(X) = {X}, que é um espaco T} por vacuidade, enquanto o espaco-base ndo o é.

Teorema 4.3.3. [18, p. 163] Um espaco X ¢é regular se e somente se F(X) é de Hausdorff.

Demonstragdo: Se X ¢é reqular, dados dois fechados F,G € F(X), assumindo novamente que existe
f € F\ G, existem abertos U e V disjuntos tais que

felU e GCV.

Tomemos os abertos (X, U) e (V) em F(X). Por definicdo F' € (X,U) e G € (V). Agora, (X,U) e (V)
sao disjuntos, pois um conjunto contido em V' nao pode ter pontos fora de V/, logo ndo pode intersectar
U.

Se F(X) é de Hausdorff, suponhamos que X néo é reqular. Nesse caso, existe fechado F' C X e
x € X tais que nao existem abertos U e V disjuntos com

FcU e zeV.
Tome G = F U {z}. Afirmamos que ndo é possivel separar F' de G. De fato, se
Fe(Uy,...,U,) e Ge(Vi,...,Vi),

vamos construir um conjunto fechado H C X que estd em ambos os abertos.
Para cada ¢, podemos escolher x; € U;, o que garante H N U; # () para todo i. Para garantir
H NV, # 0 para todo j, observamos que

(FU{z}) NV, 0,
para todo j. Logo, existem duas possibilidades para cada j:
FnV, #0

ou
FnVv;=0.

Se F'NV; # 0, podemos tomar y; € F'N (U; N'V;) para algum i, pois F' C |J, U;. Se F NV, =), temos
x € V;, e pela ndo reqularidade de X, podemos tomar y; € V; NU; para algum %, pois F' é fechado
contido |J, U;. Assim, o conjunto

H:{Ilw-wxnuylw")ym}e<U17"'7U’fl>ﬂ<‘/17"‘uvm>7

mas isto é um absurdo, pois F(X) é de Hausdorff.
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Teorema 4.3.4. [18, p. 163] X é completamente regular se e somente se F(X) é completamente de
Hausdorff.

Demonstragdo: Se X é completamente reqular, dados E, F' € F(X), podemos assumir sem perda de
generalidade que existe x € F'\ E e entdo existe funcao real f: X — [0, 1] tal que

FE)=0 ¢ fla)=1.

Logo, pela Proposicao 3.3.13, fy : X — [0, 1] é continua e satisfaz f(F)=0e f.(F) =1
Se F(X) é completamente de Hausdorff, considere um fechado F' C X e xy € F*. Existe uma funcao
[ F(X) — [0,1] continua em F(X) tal que f(F)=0e f(FU{zo}) = 1. Desse modo, definimos em
X a funcao
g: X — [0,1]

Observemos que g(zg) =1 e g(F') = 0. Afirmamos que g é continua. Dado um aberto sub-bésico [0, a)
de R,

g7 ([0,a)) ={z € X | f(FU{z}) <a}.

Sabemos que f71([0,a)) é aberto em X e se x € g7'([0,a)), entdo FU{z} € f7'([0,a)). Sendo assim,
existe aberto bésico (Uy,...,U,) tal que

FU {l’} € <U17 R Un> g f71<[0,(l>>.
Vamos usar os abertos Uy, ..., U, para encontrar um aberto V' tal que
eV Cg([0,a)).

Ora, vale que

portanto podemos tomar uma colegdo {Uj;,,...,U; } dos abertos U; que contém z, ou seja, tais que
{z}NnU; # 0.

Seja

Essa intersecdo ndo é vazia, pois x estd em todos os U;,. Agora, se y € V, FFU{y} estd em (Uy,...,Uy)
pela definicdo de V/, portanto

9(y) = f(FU{y}) €[0,a)

Desse modo, encontramos um aberto V' contendo z tal que
z €V Cg'([0,a)).

Uma vez que isso pode ser feito para todo = em g~*(]0,a)), concluimos que g~*([0, a)) é aberto.
A demonstracao que g~*((b,1]) é aberto é andloga ao que foi feito anteriormente. Portanto, provamos
que g é continua e que X é completamente reqular.
[

Teorema 4.3.5. [18, p. 163] Sdo equivalentes:
(@) X é normal;

(b) F(X) é completamente reqular;
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(c) F(X) é regular.

Demonstragdo: Se X é normal, usamos o Teorema 3.6.5 para garantir que a topologia Ty em F(X) é
induzida por uma uniformidade, portanto, pela Proposicao 2.6.7 temos que F(X) é completamente reqular,
portanto reqular. Assim, basta mostrar que se F(X) é regular, entao X é normal.

Suponhamos que F(X) é reqular e sejam F,G C X dois fechados disjuntos. G¢ é um aberto que
contém F, logo, pela reqgularidade de F(X), existe um aberto basico

Fe(V,...,V,) C(GY),
tal que (V,...,V,,) C (G°). Assim,

Fcv=Jvicvce

. 37¢ - - ; s
Dessa forma, conseguimos um aberto V' disjunto de V' que contém G, e provamos que X é normal.
[

Corolério 4.3.6. [18, p. 163] X é de Hausdorff e compacto se e somente se F(X) é de Hausdorff e
compacto.

Demonstragao: Diretamente dos Teoremas 4.1.3 e 4.3.3 temos que se F(X) é de Hausdorff e compacto,
entdo X é de Hausdorff e compacto. Agora, se X é compacto, vale pelo Teorema 4.1.2 que F(X) é
compacto, portanto o que precisamos fazer é mostrar que se X é de Hausdorff e compacto, entdo F(X)
é de Hausdorff. Para tal, usamos a Proposicao 1.5.15, que garante que espacos de Hausdorff e compacto
sdo normais, para garantir que X é normal, e do Teorema 4.3.5 temos que F(X) é reqular, portanto de
Hausdorff.

[

De fato, provamos também uma espécie de extensao do Teorema 4.3.5:

Teorema 4.3.7. Se X é de Hausdorff e compacto, entdo F(X) é normal.

Além de relacionar resultados vistos anteriormente, o préximo resultado mostra que o fato de F(X)
ser metrizdvel na topologia de Vietoris é na verdade uma propriedade que traz consigo muitas outras
propriedades.

Teorema 4.3.8. [18, p. 163] Sdo equivalentes:

(@) X é compacto e metrizavel,

(b) X é segundo-contdvel, de Hausdorff e compacto;
F(X) é sequndo-contdvel, de Hausdorff e compacto;
F(X) é compacto e metrizdvel,

F(X) é metrizavel;
(f) F(X) é sequndo-contdvel e de Hausdorff

Demonstragao: Provaremos o Teorema de acordo com o sequinte diagrama

N

(b) (¢) —

e,
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e (a) = (b): Se X é compacto e metrizdvel, entdo X ¢é de Hausdorff por ser metrizdvel. Pela
Proposicao 1.5.17 temos que espacos métricos compactos sao seqgundo-contdveis.

e (b) = (a): Se X é Hausdorff e compacto, X é normal pela Proposicdo 1.5.15. Logo, o Teorema de
Metrizacao de Urysohn (Teorema 1.9.2) garante que X é metrizavel.

e (c) & (d): O mesmo argumento que a demonstra (a) < (b).

e (b) = (c): Se X é de Hausdorff e compacto, temos F(X) = Comp(X). Logo, se X é segundo-
contavel, temos pela Proposicdo 4.1.11 que F(X) é segundo-contdvel. Pelo Corolario 4.3.6 vale
que F(X) é de Hausdorff e compacto quando X é de Hausdorff e compacto.

e (c) = (b): Se F(X) é de Hausdorff e compacto, o Coroldrio 4.3.6 garante que X é de Hausdorff
e compacto. A Proposicao 4.1.12 garante que X é segundo-contavel quando F(X) é segundo-
contavel.

e (d) = (e): Consequéncia imediata da hipdtese.

e (e) = (a): Se F(X) é metrizavel, temos X metrizavel pelo Teorema 4.1.1 e compacto pelo Teorema
41.16.

e (c) = (f): Consequéncia imediata da hipdtese.

e (f) = (b): Se F(X) é sequndo-contédvel e de Hausdorff, temos X segundo-contavel pela Proposicdo
4112, compacto pelo Teorema 4.1.17 e de Hausdorff pelo Teorema 4.3.3.

[
Agora discutimos algumas relagdes entre propriedades de Comp(X) e X.

Proposicao 4.3.9. [18, p. 164] X é de Hausdorff se e somente se Comp(X) é de Hausdorff

Demonstragao: Se X é de Hausdorff, observemos que dado um ponto x e um compacto F' C X, podemos
obter abertos U e V disjuntos com x € U e F C V. Dal, dados dois compactos F,G C X distintos,
podemos supor que existe f € F'\ G e tomar abertos U e V disjuntos tais que

felU e GCV.
Desse modo, F' € (X,U) e G € (V), enquanto
(X, U)n(V) =0.

Se Comp(X) é Hausdorff, dados dois pontos z,y € X, temos {z}, {y} € Comp(X) e existem abertos
basicos disjuntos em Comp(X) tais que

(g} € (Un,....U) e {y}eVi,...,Vi).

Por serem disjuntos, temos em particular que nédo existe z € X tal que

<(0)n(0)

U=(U: e V=V

J

portanto se definirmos

temos U e V disjuntos comx e U ey e V.
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Teorema 4.3.10. [18, p. 164] X ¢é regular se e somente se Comp(X) é regular.

Demonstragao: Se X é regular, tome um ponto F' € Comp(X) e um aberto basico
(Uy,...,Up)

que o contém. Para provar que Comp(X) é reqular, temos que mostrar que existe um aberto bdsico
(V1,...,Vin) que contém F e cujo fecho estd contido em (Uy,...,U,). Seja

U=Ju.
Pela compacidade de F' e reqularidade de X, existe um aberto V' tal que FF C V C V C U. Além disso,
para cada U; podemos tomar f € U;, logo podemos tomar aberto V; C X tal que
feV,cV,cU.
Dat, temos por definicao e lembrando a Proposicdo 3.3.4
Fe(V,Vi,....Va) C{(V,Vq,....V,) C(U,....Uy,).
Se Comp(X) é reqular, considere um fechado FF C X e x € X \ F. O conjunto
(X, F)
é fechado em Comp(X). Uma vez que z € X \ F, temos
{z} € (F) = (X, F)",
entdo da reqularidade de Comp(X) existe um aberto basico (Vi,...,V,) contendo {z} tal que
{a} e (Vi,..., Vo) C(Vy,...,V,) C(X,F)".
Dado que {z} é unitdrio, temos z € V=V, N---NV, e vale
{z} e (V) C (V) C(X,F)",

mas isto significa que
xreV CV CF¢

ou seja existem abertos disjuntos Ve V° tais que
zeV e FcCV,

e provamos a reqularidade de X.
[

Teorema 4.3.11. [18, p. 164] X é completamente de Hausdorff e e somente se Comp(X) é completamente
de Hausdorff.

Demonstracao: Se X é completamente de Hausdorff, a Proposicao 1.5.14 garante que, para cada com-
pacto C' e x € X \ C, existe uma funcdo f: X — [0, 1] tal que

FC) =0 e fl)=1.

Logo, a funcdo f; definida pela Proposicdo 3.3.13 é continua e satisfaz

f(C)=0 e [fi({z}) =1,
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o que mostra que Comp(X) é completamente de Hausdorff.
Se Comp(X) é completamente de Hausdorff, dados x¢,x; € X, existe uma funcao f : Comp(X) —
[0,1] tal que
fzo}) =0 e f({zo,m}) =1

Esta é a mesma funcdo que a funcdo g definida na demonstracdo da volta da Proposicdao 4.3.4, portanto
ela é contlnua. Assim, X é completamente de Hausdorff.
[

Teorema 4.3.12. [18, p. 164] X é completamente reqular se e somente se Comp(X) é completamente
reqular.

Demonstragao: Se X é completamente reqular, pelo Teorema 2.3.18, existe uma uniformidade U que induz
a topologia 7" em X. Logo, pelo Teorema 3.6.4 temos que Ty = Ty. Desse modo, como toda topologia
induzida por uma uniformidade é completamente regular, temos Comp(X) completamente reqular.

Se Comp(X) é completamente reqular, existe uma uniformidade V.em Comp(X) que induz a topologia
de Vietoris. Assim, podemos tomar o traco de V com relacdo a imagem da aplicacdo incluséo i : X —
Comp(X). Pelo fato de i ser bijecdo sobre a sua imagem, o traco define uma uniformidade U em X.
Afirmamos que Ty =T.

Seja A um aberto de (X,T). O conjunto (A) é aberto em Comp(X), portanto para cada a € A

existe V, € V tal que
Va({a}) = (A).

Se U, € U é a vizinhanca da diagonal induzida por V,, temos

U =A{(z,y) | {z},{y}) € Vu}.
Ora,
A=i((A) =i (Val{a}) = {y | ({a}, {y}) € Va} = Uu(a).

Isso significa que A é vizinhanca de todos os seus pontos na topologia 7y, portanto 7' C Ty.
Dado aberto A € Ty, sabemos que para cada a € A existe U, € U tal que

U.(a) = A.
Desse modo, existe V,, € V associado a U,, e por definicao de vizinhanga, existe aberto V' € Ty tal que
{a} € V C Va({a}).
Portanto, existe aberto bésico (Uy,...,U,) € Ty tal que
{a} € (Uy,...,U,) CV C V,({a}).

Em particular, se

temos
{a} € (U) C(Uy,...,U,) CV C V,({a}).

Sendo assim,
a €U CUa) = A.

Logo, A é aberto na topologia 7" e provamos Ty C T |
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Teorema 4.3.13. [18, p. 164] X é de Hausdorff e compacto se e somente se Comp(X) é de Hausdorff e
compacto.

Demonstragdo: Se X é de Hausdorff e compacto, temos F(X) = Comp(X) e pelo Coroldrio 4.3.6 vale
que Comp(X) é de Hausdorff e compacto. Se Comp(X) é de Hausdorff e compacto, temos que X é de
Hausdorff pela Proposicao 4.3.9, entdo basta mostrar que X é compacto. Ora, temos Fin;(X) fechado
pela Proposicao 3.3.10, portanto Fin;(X) é compacto, e como X ~ Fin;(X), temos X de Hausdorff e
compacto.
[
Observemos que a Proposicdao 3.3.10 exige que o espaco seja de Hausdorff, portanto a volta depende
fortemente da hipdtese de Comp(X) ser de Hausdorff para provar a compacidade de X. Contudo, a
parte da compacidade da ida independe da hipdtese de X ser de Hausdorff, pois estamos considerando
Comp(X) C F(X). Se por definicdo considerdssemos Comp(.X) como a colegdo dos compactos néo
vazios de X, entdo a hipdtese de X ser Hausdorff seria usada para garantir que F(X) = Comp(X).
Similarmente, na sequinte proposicdo usamos a hipodtese de ser de Hausdorff para provar a compacidade
local de X.

Teorema 4.3.14. [18, p. 164] X é de Hausdorff e localmente compacto se e somente se Comp(X) é de
Hausdorff e localmente compacto.

Demonstragdo: Se Comp(X) é de Hausdorff e localmente compacto, temos que X é de Hausdorff pela
Proposicao 4.3.9, entdo basta mostrar que X é localmente compacto. Ora, temos Fin; (X) fechado pela
Proposicdo 3.3.10, portanto Fin; (X') é localmente compacto, e como X ~ Fin;(X), temos X de Hausdorff
e localmente compacto.
Se X é de Hausdorff e localmente compacto, temos novamente pela Proposicdo 4.3.9 que Comp(X)
é de Hausdorff, portanto basta provar que Comp(X) é localmente compacto. Dado F' € Comp(X), pelo
Lema 4.1.8, temos que existe aberto U tal que F© C U e U é compacto. Desse modo, temos que (U) é
compacto e fechado em F(X) pela Proposicdo 33.2. Uma vez que (U) C Comp(X), (U) é compacto
e fechado em Comp(X), ou seja, é uma vizinhanca compacta de F, e provamos a compacidade local de
Comp(X).
[

Teorema 4.3.15. [18, p. 164] X é metrizdvel se e somente se Comp(X) é metrizdvel.

Demonstracao: Se X é metrizdvel, existe uma uniformidade U compativel com a topologia 7" em X, mas
pelo Teorema 3.6.4, temos que a topologia induzida pela uniformidade U restrita a Comp(X) é a mesma
que Ty. Pelo Teorema 4.2.1 vale que Comp(X) é metrizdvel. A mesma demonstracdao da Proposicdo
4.1.1 mostra que se Comp(X) é metrizdvel, entdo X também é.

[

4.4 Conexidade de Hiperespacos na Topologia de Vietoris

Lema 4.4.1. [18, p. 158] Seja B uma colegao de fechados de um espaco topoldgico X que forma um
conjunto conexo em F(X) e tal que um dos elementos de 8 é conexo. Entdo

Y = UE
EeB

é conexo.

Demonstracao: Suponhamos que Y é desconexo, ou seja, existem abertos A, B C X tais que

ANY £0#BNY
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(ANY)U(BNY) =Y.

Afirmamos que um do pares
(A) e (X,B) ou (B) e (X, A)

constitut uma cisao de B, o que seria um absurdo, pois B é conexo. De fato, uma vez que B possut um
elemento conexo, existe € B tal que E C A ou E C B. Supondo sem perda de generalidade que
E C A, vamos provar que (A) e (X, B) constituem uma cisdo de 8. Ora, dado F' € B, vale que F' C A
ou FN B # 0, ou seja,

Fe(A) ou Fe(X,B),
assim B = ((A) U (X, B)) NB. Por definicao temos

((A)N(X,B))NB =10,
e como existe € B tal que £ C A, vale
(A) NB £ 0.

Além disso, temos
(X, ByNB £

pois BNY # (), e desse modo temos uma cisdo de B.
[

Teorema 4.4.2. [18, p. 165] Seja Fin;(X) € & C F(X). Se um dos espagos X ou algum & é conexo,
entdo todos os possiveis espacos & sdo conexos.

Demonstracao: Vamos dividir em casos:

X é conexo.

Pela Proposicdo 3.3.11 temos que a projecdo 7 : X" — Fin, (X) é continua, logo Fin, (X) é conexo,
pois X™ é conexo. Agora, dados E,F € Fin(X), existe m € N tal que E,F € Fin,,(X), porém
Fin,,(X) é conexo como subespaco de Fin(X), portanto E, F pertencem a uma mesma componente
conexa de Fin(X). Uma vez que isso pode ser feito para todo par de pontos em Fin(X), temos que este
é um espaco conexo. Por fim, usamos que

Fin(X) C & C F(X) = Fin(X)

para concluir que & é sempre conexo.
Algum & € conexo.
Nesse caso, observamos que

X:Ua

e que temos conjuntos da forma {x} € &, que sdo conexos. Desse modo, podemos aplicar o Lema 4.4.1
para concluir que X é conexo e aplicamos o caso anterior.
[

Proposicao 4.4.3. A colecdo de conjuntos conexos de X é fechada em F(X) se X é normal.’

TEm [18, p. 166] Michael enuncia esta proposicdo sem demonstrar. Por ndo consequir provar sem a condicdo de
normalidade de X e estar enunciado como exercicio em [11], acreditamos que seja mais um erro do artigo.
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Demonstragao: Vamos mostrar que o complementar dessa colecdo é um aberto. Seja ' um subconjunto
desconexo e fechado de X. Entdo, existe uma cisao F' = Cy U Cy e abertos Uy, Us em X tais que

CleﬂUl e CQZFQUQ.

Desse modo, F; = FNUY e Fy, = F N Us sao fechados disjuntos, e por X ser normal, existem abertos
V1, Vo disjuntos contendo Fj e Fy respectivamente. Portanto, se V =V, UV,

Fe(V,Vi, V)

e este aberto sé pode conter conjuntos desconexos uma vez que V; e V5 sdo disjuntos. Assim, a colecdo
de conjuntos conexos fechados de X ¢é fechada em F(X).
[

Teorema 4.4.4. [18, p. 166] Se Fin(X) C & C Comp(X), entdo X é localmente conexo se e somente
se & é localmente conexo.

Demonstragao: Se & é localmente conexo, dado x € X e vizinhanca U C X de z, existe uma vizinhanga
B C (U) de {x} que é conexa. Esta vizinhanca contém {z} que é conexo, portanto podemos aplicar a
Proposicdo 4.4.1 para concluir que

y=JE

Ee®B

é um conjunto conexo. Ora, existem abertos Uy, ..., U, tais que
{z} € (Uy,...,U,) C B,

portanto

n

W=U;cYcr,

i=1

e Y é uma vizinhanca de = conexa contida em U. Com isso, X é localmente conexo.
Se X é localmente conexo, seja £ € Comp(X) e U uma vizinhanca de £ em Comp(X). Sabemos

que existe aberto basico tal que
Ee(Uy,...,U,) CU.

Lembrando que as componentes conexas de cada U; sao abertas em X, podemos cobrir £ por essas
componentes, e entdo existe uma subcobertura finita de £ por componentes conexas Vi, ..., V,, de modo
que

Ee(Vi,....,Vy) C(Uh,...,U,) CU.

Afirmamos que (Vi,...,V,,) é uma vizinhanca conexa de E. Uma vez que cada V; é conexo, Fin(V;) é
conexo pelo Teorema 4.4.2. Portanto, pela Proposicdo 3.3.12, a funcao

m: Fin(V}) x --- x Fin(V,;,) — Fin(X)
(Fi,..., Fy) — UL F

é cont(nua e possui imagem conexa. Basta provar que
7(Fin(Vy) x -+ x Fin(V,,)) = (V1, ..., V) N Fin(X),

pois entao teremos

Vi, -, V) N FIn(X) C (i, Vi) € Vi, -, Vi) O Fim(X)

entao (Vi,...,V,,) serd conexo pela Proposicao 1.8.5.
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Para provar que
7(Fin(Vy) x -+« x Fin(V,,)) = (W4, ..., Vi) N Fin(X).

observamos que se {z1,...,x;} é um elemento da imagem, para todo V; existe x; € V;. Além disso, para
todo z; existe V; tal que x; € V;. Isso significa que

{xl,...,mk}QUV} e {xy,...,ze} NV, £ 0 Vi.

i=1

Portanto,
7(Fin(Vy) x -+ x Fin(V,,)) € (Vi,..., V) NFin(X).

Para a outra inclusao, se
{yi,.. sy} € (V1,..., Vi) NFin(X),

para cada V; podemos definir os fechados nao vazios

Fi={y,...,ye} NV,

Desse modo,
w(Fy, . Fy) =4y, uk)s

e vale
m(Fin(V}) x - -+ x Fin(V,,)) = (V4, ..., Vin) N Fin(X).

[
Agora veremos uma classe de espacos cujo hiperespaco de fechados nao é localmente conexo.

Teorema 4.4.5. [4, p. 383] Se X é um espaco métrico ndo compacto, entdo (F(X),Ty) nao é localmente
conexo.

Demonstracdo: Pela ndo compacidade de X, existe uma sequéncia (x,) em X que ndo possui ponto
de acumulagdo. Sendo assim, denotando por C' o conjunto dos pontos da sequéncia, C' é um conjunto
fechado.

Afirmamos que é possivel cobrir C' por uma colecdo
{U, | n € N}
de abertos disjuntos. Ora, espacos métricos sao 7T}, portanto, se
Cho={zx | k<n} e C"=C,NC,

ambos sao fechados em X e existe um aberto V; que contém C; = {z} e cujo fecho ndo intersecta C'*.
Podemos escolher

Uy = B(z1,61) €Wy

Agora, suponhamos que temos os abertos {Uj, ..., Ug}. Vamos construir o aberto Uyy1. Novamente,
por ser T}, existe um aberto V' que contém ., e cujo fecho ndo intersecta C**!. Definindo

Uk—f—l = B(l’k+1,6k+1) Q \% ﬂU; - QUZ,

para algum &1, temos Uy disjunto a U; se j < k e cujo fecho ndo intersecta C**1. Assim, obtemos a
cobertura desejada.
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Ut

e )

V N \7,/ N N - N 4
Lr+1

Figura 4.4: Construcao de Uj4.

Com essa cobertura, podemos prosseguir com a demonstracao. Seja

U=|]JU..

Pela construgao de U

Ce(U).

Agora, seja U’ vizinhanca aberta de C' contida em (U). Existem abertos V. V4,...,V,, C X tais que
CewW=WV)yn{X,V)n---N(X,V,) CU".
Sendo assim, para todo 7 < m, existe x,; € V; N C. Definimos
F=A{xnq),-- ., Tom) },
de modo que FF € W C U’. Fixe k > max{n(i)}. Provaremos que
V=UN(X,U)

é simultaneamente aberto e fechado em U’. Dal, por ter F' € VN U’, C € V e V estar contido em U,
U’ ndo serd uma vizinhanca conexa de C.
O conjunto V é aberto, por ser intersecao de abertos de F(X). Agora observemos que

Y= U0 (X.T}).

o que provard que V é fechado em U’. De fato, observemos que se x € U}, \ Uy, entdo = &€ U, portanto
qualquer conjunto que contenha x nao pode estar em (U), e assim

V=Wn(X,Uy).
Desse modo, U’ nao é vizinhanca conexa (como subespaco) e F(X) ndo é localmente conexo.
Em particular temos o seguinte resultado para (F(R™), Ty ).
Corolério 4.4.6. (F(R™),Ty) ndo é localmente conexo.

Demonstragao: Uma vez que R™ ndo é compacto, o Teorema 4.4.5 prova que (F(R"™), T}/) ndo é localmente
conexo.

[
Finalizamos o capitulo com uma série de resultados apenas enunciados por Michael que abordam
como a desconexidade de X afeta seus hiperespacos e vice-versa.

Proposigao 4.4.7. [18, p. 166] X tem dimens&o zero se e somente se Comp(X) tem dimens&o zero.
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Demonstragdo: Se X tem dimensédo zero, tomamos F' € Comp(X) e aberto basico (Ui, ...,U,) que
contém F. Uma vez que X possui dimensao zero, para cada f € F existe uma vizinhanca aberta e
fechada V contida em todos os abertos U; tais que f € U;. Desse modo, obtemos uma cobertura de F'
pelas vizinhangas V. Pela compacidade de F' existe uma colegdo {fi,..., fin} C F tal que

FCOVJ%

i=1

e por definicdo
F e <Vf1,...,me> - <U17"'aU7L>'

Uma vez que os V}, séo fechados e abertos, (Vy,,...,V},,) é fechado e aberto. Assim, provamos que todo
aberto bdsico contém uma vizinhanca aberta e fechada. Desse modo,

{(Vi,..., V) | V; é aberto e fechado}

constitui um sistema fundamental de vizinhangas simultaneamente abertas e fechadas de F(X).

Se Comp(X) possui dimensao zero, Finy (X') como subespaco de Comp(X) também possui dimensao
zero. Ora, X ~ Finy(X), logo, se 7" é um sistema fundamental de vizinhancas simultaneamente abertas
e fechadas de Fin(X), entdo :~1(%") é um sistema fundamental de vizinhancas simultaneamente abertas

e fechadas de X. Portanto, X possut dimensdo zero.
[ |

Proposicdo 4.4.8. [18, p. 166] X é totalmente desconexo se e somente se Comp(X) é totalmente
desconexo.

Demonstragdo: Se X ¢é totalmente desconexo, sejam E e F' elementos de Comp(X). Precisamos
encontrar um conjunto simultaneamente aberto e fechado que contém £ mas nao E. Podemos supor sem
perda de generalidade que existe f € F'\ E. Para cada e € E existe uma vizinhanca aberta e fechada

V. de e que nao contém f. Sendo assim, pela compacidade de F, existem ey, ..., e, € F tais que
n
ECJVe=V
i=1

e V é um conjunto simultaneamente aberto e fechado que nao contém f. Portanto,
Ee(V) e Fe(V)"'=(X,V,

mas por V ser fechado e aberto, (V) e (X, V¢) sdao abertos e fechados disjuntos que contém E e F'
respectivamente.
Se Comp(X) é totalmente desconexo, entdo Fin;(X) também é como subespaco. Ora, temos que

Fin, (X) ~ X, portanto X ¢é totalmente desconexo.
|

Proposigao 4.4.9. [18, p. 166] X é discreto se e somente se Comp(X) é discreto.

Demonstragao: Se X é discreto, os conjuntos compactos de X sdo finitos. Logo, dado um conjunto

compacto F'={f1,..., fn}, temos
{F}={A)- A,

que é um aberto em Comp(X). Portanto, Comp(X) é discreto.
Se Comp(X) é discreto, entdo Finy(X) é discreto como subespaco de Comp(X). Uma vez que
X ~ Fin(X), temos que X ¢é discreto.
|
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Proposicao 4.4.10. [18, p. 166] X ndo possui pontos isolados se e somente se F(X) ndo possui pontos
tsolados.

Demonstragdo: Vamos provar a contrapositiva, isto é, X possui ponto isolado se e somente se F(X)
possut ponto isolado.
Se X possui ponto isolado, digamos z, entdo {x} é um aberto e

Hz} = {z})

é um ponto isolado de F(X).
Se F(X) possut um ponto isolado, digamos F, temos que {F'} é aberto em F(X). Desse modo, existe
um aberto bdsico que consiste apenas de F', ou seja, existem abertos Uy, ..., U, de X tais que

(FY = (Uh,....U,).

Vamos encontrar um ponto de X que é aberto a partir desses U;. Observemos que, uma vez que
{F} =(Uy,...,U,), para cada i temos
Ui = F N Ui,

pois caso contrdrio podertamos tomar y € F*NU; e o conjunto
G:FU{y} c <U1,...,Un>,

o que é absurdo. Agora precisamos mostrar que para algum i vale F N U; = {f;} para algum f; € F.
Vamos supor por absurdo que para todo ¢ temos |F N U;| > 1.
Primeiro, observamos que se existe ¢ tal que

{fir, fie} T FNU,

mas f;o & U, para j # i, entdo tomando f; € F'NU; temos que

{{fl?"'7fi,17"'7fn}7{f17'"7fi,27'-'7fn}}g<U17"'7Un>a

o que é absurdo. Portanto, podemos supor que para todo ¢ existe j # i tal que f; € FNU, NU; e
fj # fi. Comecamos observando que, nessas condigoes, se

Fe(Uy,....,U,),
entdo existe f; e U;NF e f; € U;NF com f; # f; para algum 7 # j, pois caso contrario
F={s}

e |FFNUy| = 1 para todo k. A ideia é mostrar que dado um conjunto no aberto, podemos remover pontos
dele e encontrar outro conjunto, o que é absurdo. Para ¢ e j satisfazendo as hipdteses, se

F={fi,....fi-- s fiyo s fu} € (U, ..., Upn),

podemos retirar f;, obtendo um conjunto

F/:{fl,...,fl',l,fiJrl,...,fj,...,fn}6 <U1,...,Un>.

Contudo, ndo temos garantia que F’ # F, pois pode haver k # i tal que f; = fx. Por hipdtese, para
todo k que isso aconteca, podemos remové-lo, pois existe fy # fr = fi com L # ke fre FNU, NU,.
Assim, obtemos um novo conjunto

F" e (Uy,...,U,)

que ndo possut f;, logo é diferente de F', o que é um absurdo.
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Capitulo 5

Caminhos em Hiperespacos

Tendo como base o artigo Paths in Hyperspaces [4], discutiremos neste capitulo a conexidade por caminhos
de hiperespacos quando o espaco-base X é um espaco métrico ndo compacto. Comecamos discutindo
duas propriedades que a topologia de Vietoris possui. Essas propriedades nos levam ao Teorema 5.1.2,
de grande importancia, por apresentar uma condigao mais simples para provar a conexidade por caminhos
de F(X) com a topologia de Vietoris.

Além do Teorema 5.1.2, os principais resultados se encontram nas ultimas trés secdes. Na Secdo 5.5
destacamos as Proposicoes 5.5.8 e 5.5.9, que provam que hiperespacos dotados da topologia de Vietoris e
a métrica de Hausdorff sdo semirreticulados de Lawson, respectivamente. Uma vez que semirreticulados
de Lawson satisfazem propriedades de conexidade que se aproximam da conexidade por caminhos (k-
conexidade quando k£ > 0), passamos as duas ultimas segoes para investigar mais profundamente a
questao da conexidade por caminhos. A pendltima, Secdo 5.6, trata da topologia de Vietoris, e podemos
destacar os sequintes resultados:

e Se todo subconjunto compacto de X estd contido em um subcontinuo, entdo (Comp(X),Ty) é
conexo por caminhos (Teorema 5.6.6).

e Se (X,d) é separdvel, entdo (F(X),Ty) é conexo por caminhos (Corolario 5.6.10).

A dltima, Secdo 5.7, trata da métrica de Hausdorff e tem como destaque, além de explicar porqué
consideramos a conexidade por caminhos de Fy(X) e ndo em F(X), os sequintes resultados:

e Uma condicdo mais simples para provar a conexidade por caminhos de F(X) (Teorema 5.7.8).

e Se (X,d) é espaco métrico quase convexo, entdo (Fp(X),h) é conexo por caminhos (Teorema
5.7.14).

e Existem duas propriedades necessdrias para ter F(X) conexo por caminhos quando dotado da
métrica de Hausdorff (Teorema 5.7.30).

5.1 Mais Propriedades da Topologia de Vietoris

Agora apresentaremos uma demonstracdo de duas propriedades de convergéncia na topologia de Vietoris
citadas em [4].

Proposicao 5.1.1. [4, p. 380] Se X é um espaco métrico, entao em (F(X),Ty) valem as sequintes
propriedades

1. Se (A,)nen converge a A, entdo (C'U A,,) converge a CU A em F(X).
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2. Se (Ap)nen € uma sequéncia crescente de conjuntos’ e |, A, é denso em X, entdo {A,} converge
a X em F(X).

Demonstracao:

1. Uma vez que (A,) converge a A, toda vizinhanca basica (Uy,...,U,,) de A contém a sequéncia
(A,) a partir de algum N, ou seja, existe N € N tal que se n > N, entdo

A, CJUi e A NU#£0Vi

Desse modo, se (V1,..., Vi) é vizinhanca bdsica de C'U A, podemos tomar a maior subcolecao
V ={Via,...,Voa} de {Vi,..., Vi} tal que

AC OVJ?A e ANV;a#0Vje{l,... 0},
j=1

ou seja, tal que A € (Vi 4,...,Vpa). Pela convergéncia de (A,) a A, existe N € N para o qual

A, € Via,....Via)
para todo n > N. Por definigdo, se V; ¢ 7°, devemos ter

cnv; #0,

pois CUA € (Vy,..., V). Portanto, se n > N

CUA, € (Vi,....V,),

e assim a sequéncia (C'U A,),en converge a C'U A.

2. Seja (Uy,...,U,) uma vizinhanga basica de X. Por (A,) ser uma sequéncia crescente de sub-
conjuntos de X, temos
A, NU; #0
para todo n > N se e somente se Ay NU; # (. Além disso, por (U, ..., U,,) ser uma vizinhanca
de X, para todon € N
A, C X =]JU.
i=1

Desse modo, para mostrar que (A,) converge a X, precisamos mostrar apenas que existe N € N
tal que Ay NU; # () para todo i. Sendo assim, fixamos x; € U;. Pela densidade de

A=A,

existe uma sequéncia (ax) em A que converge a x;. Definimos
N; =inf{n € N | a € U; N A,, para algum k}.
Portanto, se N = max{Ny,...,N,,}, temos
AvNU; # 0

para todo i e consequentemente
Ay € <U1,...,Um>.

TIsto é, A,, C A1 para todo n € N.
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Teorema 5.1.2. [4, p. 380] Se (X,T) um espaco métrico separdvel, entdo as seguintes condicbes sao
equivalentes na topologia de Vietoris em F(X)

(a) F(X) é conexo por caminhos.

(b) Para cada par z,y € X existe um caminho v : [0,1] — (F(X),T) tal que
7(0) ={z} e yen(l)

Demonstragdo: Se F(X) é conexo por caminhos, entdo para todo par de pontos z,y € X existe um
caminho de {z} a {y}, portanto (a)=(b). Para provar que (b)=-(a), usaremos o fato de X ser separdvel
para provar que se (b) vale, entdo todo conjunto F' € F(X) pode ser ligado por um caminho a X em
F(X), e F(X) é conexo por caminhos. A ideia é criar um caminho que em X pode ser visto como uma
expansao, que vai aumentando F' de modo que ele contenha os pontos do conjunto enumerdvel denso e
acabe cobrindo todo o espaco X.

Uma vez que X é separdvel, podemos tomar um subconjunto enumeravel denso {x,, | n € N}. Dado
F € F(X), defina g = f para algum f € F. Pela condicao (b), para cada n € N existe um caminho

Yn @ [0,1] = F(X)

com v,(0) = {x,} e x,11 € ,(1). Notemos que para todo s € [0, 1], pelo fato do espaco ser regular, o
Teorema 3.3.15 garante que a unidao dos conjuntos na imagem de v, de 0 a s, isto €,

U'Yn([oa s]),

é um conjunto fechado em X, pois 7,,([0, s]) é compacto em F(X). Isso vale para todo n e assim podemos

definir paran € N
pu(t) = FU (Una(i0.))) U (U (Uno. 11))) .

k<n

Observemos que ¢,, estd bem definida para todo n por termos uma unido finita de fechados em X,
constituindo um fechado em X.

Yo(t) @o(t)

O

F () F
.O Yo(1) ¢o(1)

Zo Zo

(a) O conjunto fechado F' em laranja e cada disco é um (b) A funcdo g realiza uma expansao de F' ao longo
conjunto fechado correspondente a 7o(t) para algum do caminho ~p.
t.

Figura 5.1
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Agora provaremos que cada ¢, : [0,1] — F(X) é um caminho (fungdo continua) provando que a
pré-imagem de abertos sub-basicos é aberto em [0,1]. Se U é aberto em X,

o, ((U)) = {t €[0,1] | ¢n(t) CU}.

Ora, se

G=FU (U (U, 1]))) ,

k<n

entao
eult) CU & GU (Jn(0.0) €U

Portanto, se G ¢ U, teremos ¢, (({U)) = 0. Se G C U, lembremos que =, é um caminho, portanto é
cont{nua e

T ((U) ={t € [0,1] | 1 (t) S U}

é aberto em [0, 1]. Precisamos dividir em casos. Se 7,,(0) ¢ U, uma vez que

Ya(0) C @ault),
temos
en(t) 2 U

para todo t e a pré-imagem de (U) é o conjunto vazio, que é aberto. Outra possibilidade é ~,(t) C U
para todo ¢t € [0, 1]. Entdo,

o ((U) = [0,1]

é aberto. Por fim, se
1(0) C U,

mas existe t € [0, 1] tal que 7, (t) Z U, afirmamos que

e ((U)) = [0,9),

onde
s =sup{t € [0,1] | vu(r) CU Vr < t}.

De fato, observemos que
s =sup{t € [0,1] | v.(r) CU Vr <t}
= inf{t € [0,1] [ () £ U}
= infy, ' ((X,U)),

e sendo este Gltimo conjunto um fechado, e portanto compacto em [0,1], o (nfimo é um elemento de
Yo (X, U€)). Assim,
on(t) CU S t<s

e ((U)) = [0,9),

é aberto.
Agora, seja V' um aberto em X. Se GNV # (), entdo

801:1(<X7 V>) = [07 1]'
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Se G NV =, precisamos analisar o que acontece para cada t. Se 7,(t) C V* para todo t € [0,1],
temos que

on (X, V) =0,
que é aberto. Se existe ¢ € [0,1] tal que

Yo (£) NV £ 0,
afirmamos que
P (X, V) = (s, 1],

onde
s =inf{t € [0,1] | v.(t) NV £ 0}.

Ora,
s =1inf{t € [0,1] | v.(t) NV #£ (}
= sup{t € [0, 1] [ m(t) €V}
— sup (V).
Uma vez que
T ((V))

é fechado em [0, 1], temos um conjunto compacto e o supremo é elemento de ~, 1 ({V¢)). Desse modo,

P (X, V) = (s,1],

o qual é um conjunto aberto. Assim, provamos a continuidade de ¢,, para todo n.
Agora, observemos que

(1) = ¢ni(0),

pois Yn41(0) = {xns1} € xu11 € (1), Desse modo, podemos definir
¢:[0,1) = F(X)
onde

1 1
n+1

Por fim, definimos ~ : [0,1] — F(X) como

~Je(t), setelo,1),
() = {X, set=1.

Afirmamos que 7 é continua. Pela continuidade de ¢, precisamos mostrar apenas que « é continua em
1. Seja (tx) uma sequéncia convergente a 1, e (t,) uma subsequéncia crescente de (¢;). Notemos que
se t; < tq, entao

Y(t1) € (L),
portanto, pela propriedade 2 da Proposicdao 5.1.2

lim ~(t,) = X.

kg—>oo

Queremos mostrar que
lim ~(t;) = X.

k—o0
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Observemos que dado aberto basico (Ui, ...,U,) de X, existe L € N tal que se k; > L, entdo
o(ty,) € (U, ..., Un).
Sendo assim, definimos € =1 — ¢, e existe K € N tal que
1—t,<e¢

sempre que k > K. Em particular,
l 2 tiy,

e pelo fato de ¢ ser crescente,
gD(tkL) S <U1, cey Um>

implica
(p(tk) € <U1, Cey Um> .
Portanto,
lim ¢(t;) = X
k—o0

e v é continua. Desse modo, construimos um caminho de F' a X.

|
5.2 Propriedades da Métrica de Hausdorff
Proposicdo 5.2.1. Se (X, d) é um espaco métrico e E, F' € F(X), entdo
d(z, EUF) =min{d(z, F),d(z, F)}
Demonstragdo: Temos
. < i : . '
dlz, EUF) = inf d(zy)<min{inf d(z,y), inf d(z,y)} = min{d(z, E), d(z, F)}
Agora, se
c=d(z,EUF),
existe uma sequéncia (y,) em E U F tal que
lim d(z,y,) = c.
n—oo
Sendo assim, E'N (y,) ou F N (y,) deve ser uma subsequéncia (yy, ) satisfazendo
lim d(z,yn,) = c,
k—oo
portanto
d(z,F) <d(z,EUF) ou d(z,F)<d(z,EUF).
Assim, provamos a igualdade.
|

Proposicdo 5.2.2. Se (X, d) é um espaco métrico e Ey, Fy, Fi, Fy € F(X), entdo

h(El U EQ, F1 U FQ) S max{h(El, Fl), h(E27 FQ)}
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Demonstragao: Por definicao
h(E, U By, Fy U Fy) = max{d(E, U Ey, Fy U F,),d(F, U Fy, By U Ey)}.
Ora, por argumento andlogo ao da Proposicdo 5.2.1

d(E1UE2,F1UF2) = sSup d($,F1UF2)

reE1UFE>
= max { sup d(z, Fy U Fy), sup d(z, F} U FQ)}
zeF z€ B2

= max { sup min {d(x, F1),d(z, F3)}, sup min {d(z, F}), d(z, FQ)}}

xEF z€F2

< max { sup d(z, Fy), sup d(z, Fg)}
el r€F>
= max{d(El, Fl), d(EQ, Fg)}
Podemos fazer o mesmo processo para mostrar que
E(Fl U FQ, El U Ez) S maX{a(Fl, El),a(FQ, EQ)}

Portanto,

h(El U Eg, Fl U FQ) S maX{E(El, Fl),E(EQ, FQ),E(Fl, El),E(F27 EQ)}
= max{h(Ey, 1), h(Ey, )}

5.3 Semirreticulados

J& vimos um tipo de relacao entre elementos de um conjunto, chamada classe de equivaléncia. Outro tipo
cldssico de relagoes entre elementos sao as relacées chamadas de ordem parcial. Denotando a relagao
entre elementos de L por ~, uma relacdo é ordem parcial se satisfaz as sequintes propriedades para
todo a,b,c € L:

o Reflexividade: a ~ a;
e Antissimetria: sea~be b~ a, entdo a = b;
e T[ransitividade: se a~be b~ ¢ entdo a ~ c.

Usualmente, um conjunto L dotado de uma ordem parcial < é denotado por (L,~). Dados a e b em L,
o supremo de a e b é c € Ltal que a < ce b < ce paratodod € L que também satisfaca a < d e
b < d vale ¢ < d. Se existir, denotamos o supremo de a e b por

sup{a, b}.

O infimodeaebéce Ltalquec<aec<be paratodode L que também satisfacad <aed<b
vale d < ¢. Se existir, denotamos o {(nfimo de a e b por

inf{a, b}.
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Definigao 5.3.1. [9, p. 9] Seja L um conjunto dotado de uma ordem parcial <. Dizemos que (L, <) é um
reticulado se para todo par de elementos a e b em L existe

sup{a,b} e inf{a,b}.
U

Definigao 5.3.2. [9, p. 18] Se (L, <) é um conjunto dotado de uma relacdo de uma ordem parcial <
tal que sup{a, b} existe para todo a e b em L, dizemos que (L, <) é um semirreticulado superior. Se
inf{a, b} existe para todo a e b em L, entdo (L <) é um semirreticulado inferior.

O

Existe uma outra forma de se pensar um reticulado, por meio de algebras.

Definicao 5.3.3. [9, p. 12] Uma algebra é um conjunto A dotado de uma operacao n-aria f (um produto),
isto é,
frAX---xA— A
—_——

n-vezes
Se n = 2 dizemos que a operagao é bindria.
O

Definigao 5.3.4. 9, p. 12] Uma élgebra (L, V) é chamada de semirreticulado se sua operacdo é bindria
e satisfaz:

e Comutatividade: se a,b € L, entdo aVb=>bV a.
e Associatividade: se a,b,c € L, entdo aV (bVc) = (aVb) Ve
e |dempoténcia: para todo a € L vale aV a = a.

O

A partir de um semirreticulado (L, V), podemos definir um semirreticulado superior (L, <,). Para
isso, basta definir
a<ybsavb=0.

Proposigao 5.3.5. [9, p. 18] Se (L, V) é um semirreticulado, entdo (L, <) é um semirreticulado superior.

Demonstragao: Precisamos mostrar que <, é uma ordem parcial e que existe supremo para todo par
de pontos. Pela idempoténcia de V temos que a <, a para todo a € L, portanto a reflexividade estd
garantida. Agora, se a e b em L satisfazem a <, b e b <, a, entdo

b=aVb=a,
portanto @ = b. Suponhamos que a,b e ¢ em L satisfazem a <, b e b <, ¢. Entdo
c=bVe=(aVb)Vec=aV(bVec)=aVe,

portanto a <y ¢ e temos a transitividade estd provada.
Para a parte do supremo, observemos que para todo a e b em L

(avVb)Vb=aV (bVb)=aVb

aV(aVvb)=(aVa)Vb=aVb.
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Desse modo, temos que a < aVbe b < aVb Contudo, o supremo é a menor cota superior a a e b, entao
devemos mostrar que a V b é a menor cota. Ora, se ¢ é tal que a <, ce b <y ¢, temos que

aVe=c e bVec=c.

Assim,
(avb)Ve=aV(bVe)=aVc=c,

portanto a Vb <, c e a Vb é a menor cota superior de a e b, ou seja, o supremo.
[
A outra direcao também ¢é valida, isto é, a partir de um semirreticulado superior, podemos construir
um semirreticulado. Para isso, se (L, <) é um semirreticulado superior e V< é um produto em L definido
como
a V< b=sup{a,b},

entdo (L, V<) é um semirreticulado.

Proposigdo 5.3.6. [9, p. 18] Precisamos mostrar que V< é uma operacao associativa, comutativa e
idempotente. Ora, se a,b e ¢ sdo elementos de L, entdo

aV<a=sup{a,a} = a.

Além disso,
aV<b=sup{a,b} =bV<a.

Por fim,
aV< (bV<c) =sup{a,sup{b,c}} = sup{sup{a,b},c} = (a V< b) V< c.

Para concluir, podemos verificar que a maneira que induzimos uma estrutura a partir de outra é
coerente com as definicdes. Se é 2 = (L, V) um semirreticulado, denotamos por 2A o semirreticu-
lado superior induzido por . Se A = (L, <) é um semirreticulado superior, denotamos por 20°™ o
semirreticulado induzido por L.

Teorema 5.3.7. Seja L um conjunto.

1. Se A = (L, V) é um semirreticulado, entdo

(Q[()rd) smr _ Ql

2. Se A = (L,<) é um semirreticulado superior, entdo

(A = 2L,

Demonstragao:
1. Se A = (L, V), definimos a ordem parcial <, de modo que
a<ybsaVvb=h.
Dai, definimos a operacdo binéria V<, de 2™ como
aV<,b=sup{a,b} =a Vb

smr

Sendo assim, (Qlord) =9
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2. Se A = (L,<) é um semirreticulado superior, temos o produto V< definido como
a V< b=sup{a,b}.
Dal, podemos definir a ordem parcial <,_ dada por
agvgb & aV<eb=0b < sup{a,b}=b & a<b.

.. . d
Desse modo, as ordens < e <,_ sdo iguais e (™) = 2.

[

Similarmente ao que fazemos para grupos, podemos dotar um reticulado de uma topologia. A topologia

induzida nem sempre é de Hausdorff, contudo, para os nossos propdsitos, serd importante ter essa
restricao.

Definigao 5.3.8. [4, p. 380] Um semirreticulado topoldgico é um semirreticulado (L, V) dotado de uma
topologia que seja de Hausdorff e tal que o produto V seja continuo.
O

Definigao 5.3.9. [4, p. 380] Um subsemirreticulado de um semirreticulado (L, V) é um subconjunto M
de L tal que (M, V) é um semirreticulado, ou seja, o produto de dois elementos de M é um elemento de
M.Z

O

Definigao 5.3.10. [4, p. 380] Um semirreticulado de Lawson é um semirreticulado topoldgico tal que

todo ponto possui um sistema fundamental de vizinhancas compostas por subsemirreticulados.?
O

5.4 Retratos

Definigao 5.4.1. [10, p. 12| Dizemos que um subconjunto A de um espaco topoldgico X é retrato de X
se existir funcdo continua 7 : X — A tal que r|4 =id4. A aplicacdo r é chamada de retracdo de X em
A

O

Definigao 5.4.2. [4, p. 380] Um espaco métrico Y é chamado de retrato absoluto de vizinhangas se para
todo espaco métrico X e toda funcdo f: FF — Y definida em um fechado F' C X pode ser estendida a

um aberto U que contém F. Se for possivel tomar U = X, dizemos que Y é retrato absoluto.
O

A principio, o conceito de retrato absoluto pode parecer diferente de retrato. Contudo, ele é de fato
uma generalizacdo do conceito de retrato. Se X é um espaco métrico e A C X é fechado, A é subespaco
métrico e se for retrato absoluto, existe uma extensdo r : X — A da aplicacao

id: A— A.

Definicdo 5.4.3. [4, p. 379] Seja k € N. Um espaco X é k-conexo se toda aplicacdo f : S¥ — X
admite uma extensdo continua F' : B¥*! — X  Dizemos que X é localmente k-conexo se, para cada
x € X e vizinhanca U de x, existe vizinhanca V' C U de x tal que toda funcdo f : S¥ — V se estende

continuamente a uma funcao F': B*! — U.
U

2Quando isto acontece, dizemos que a operacdo é fechada em M.
3Aparentemente este conceito foi introduzido por Lawson em seu artigo “Topological Semilattices with Small Semilattices”
de 1961. L4 ele nomeia este tipo de semirreticulado de small semilattice, isto é, semirreticulado pequeno.
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Observemos que, quando k = 0, a propriedade de ser k-conexo é exatamente ser conexo por caminhos.
Teorema 5.4.4. [10, p. 96] Todo espaco que é retrato absoluto é k-conexo para todo k € N.

Demonstragdo: Veja [10, p. 96].

5.5 Hiperespacos e Semirreticulados

Semirreticulados de Lawson sdo espacos de Hausdorff, portanto podemos considerar hiperespacos de se-
mirreticulados. Em particular, consideraremos o hiperespaco (Fin(L),Ty) de um semirreticulado (L, V).

Proposicdo 5.5.1. Se (L, V) é um semirreticulado de Lawson,

f: (Fin(L), Ty) — L
{ai,...;a,} +— a1 V...Va,

é uma funcao continua.

Demonstragao: Dado aberto U C L, sabemos que o produto V é continuo. Sendo assim, a aplicacao

f: (Fin(L), Ty) — L
{ai,...;a,} +— a1 V...Va,
é continua para todo n. Portanto, dado a; V ---V a, € U, existem Wy, ..., W,, C L com a; € W; tais

que se
W =W; x - x W,,

entdo g(W) C U. Contudo, ndo temos garantia que
fFW, ... W) CU.
De fato, podertamos ter, por exemplo, by, ..., b, 1 € Wy e
{ag, ... a0, b1, o b} € Wy, ..., W)
mas a funcdo g ndo garante que
aV---Va,VbV---Vb, 1 €U

Isso aconteceria se
&1\/61\/"'\/bn+1 e Wi,

ou seja, se W for semirreticulado. Portanto, como L é semirreticulado de Lawson, podemos tomar cada
W; como subsemirreticulado de modo que a; € W; e teremos

F(Wy, ... W) CU.

[

Uma vez que a topologia de (L, V) é de Hausdorff e a topologia de Vietoris é admissivel, podemos

tdentificar (L, V) com o subespaco Fin;(L) de Fin(L). Com isso, a proposicao anterior permite afirmar
0 seguinte coroldrio:

Corolario 5.5.2. Todo semirreticulado de Lawson (L, V) é um retrato de (Fin(L),Ty).
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Demonstragao: A funcao
f: (Fin(L),Ty) —> L
{ai,...,an} +— a1 V...Va,

composta com a inclusao L < Fin; constitui uma retracdo de Fin(L) em Fin;(L), e sob a identificacao
de L com Fin; (L) podemos afirmar que L é retrato de Fin(L).
[
Antes da préxima definicdo, recorremos a uma terminologia de Topologia: Um conjunto é F se for
unido contdvel de fechados.

Definigao 5.5.3. [6, p. 252] Seja X um espago topoldgico 77. Um subconjunto € C Fin(X) é chamado
de hiperespaco de expansao se for um conjunto F, satisfazendo a sequinte propriedade: se F' € Fin(X)

contém um elemento de &, vale que F' € £.
O

Sabemos pela Proposicdo 3.3.10 que Fin, (L) é fechado e
Fin(L) = | JFin, (L),

portanto Fin(L) é F,. Assim, por definicdo, Fin(L) é hiperespaco de expansdo. Agora, recorremos ao
artigo Hyperspaces of finite subsets which are homeomorphic to Ry-dimensional linear metric spaces de
Curtis e Nhu [6] para provar um resultado do artigo de Kubi$ e Costantint [4].

Lema 5.5.4. [0, p. 254] Se X é metrizavel e localmente conexo por caminhos, entdo todo hiperespaco de
expansao de X é um retrato absoluto de vizinhancas.

Demonstragao: Veja [6, p. 254-255]
|

Lema 5.5.5. [6, p. 255] Seja X um espaco métrico localmente conexo por caminhos. Se £ é um hiperespaco
de expansao de X tal que todo elemento de &£ intersecta cada uma das componentes conexas de X,
entdo X é um retrato absoluto.

Demonstragao: Veja [6, p. 255]
|

Proposigao 5.5.6. [4, p. 381] Seja (L, V) um semirreticulado de Lawson metrizdvel. Se L é localmente
conexo por caminhos, entdo L é retrato absoluto de vizinhangas. Além disso, se L for conexo, entdao L é
retrato absoluto.

Demonstragdo: Pelos Lemas 554 e 555, temos que Fin(L) é respectivamente retrato absoluto de
vizinhancas e retrato absoluto. Sendo assim, usaremos este fato para construir extensoes de funcoes
continuas f: A — L, onde A C Y é um fechado e Y metrizavel.

Ora, se Fin(L) é retrato absoluto de vizinhancas, dado f : A — L, podemos usar a inclusao
i: L — Fin(L) para obter uma funcao

g=1tof:A— Fin(L).
Existe aberto U C Y com A C U que admite uma extensdo continua
G :U — Fin(L).
Pelo Corolério 5.5.2, existe r : Fin(L) — L continua que leva {z} em z, e assim

F=roG:U—=1L
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é uma extensdo continua de f, pois r e GG sao continuas e
Fla=(roG)la=roGla=rog=roiof=f.

Desse modo, L é retrato absoluto de vizinhancas. Se Fin(L) for retrato absoluto, a mesma construcdo
garante que L é retrato absoluto ao tomarmos U =Y.
|

Teorema 5.5.7. [4, p. 381] Todo semirreticulado de Lawson metrizével (L, V) é k-conexo para todo k > 0.

Demonstracdo: Dado f : S¥ — L, precisamos mostrar que f admite uma extensdo continua F: B*+1 —
L. Podemos usar f para induzir uma nova funcao continua

f:  Fin(S") — Fin(L)
{z1,..., 2.} — {f(z1),..., f(zn)}

Observemos que f é continua de fato, pois se U é aberto de X,

—1

I (u) ={r|fF)cv}
={F|FCf(U)e}

= (f1(V))

—1

F X U) ={F | f(F)nU # 0}
={F| FnfU)+0}
= (X, H(V)).

Agora, Fin(S¥) ¢ um hiperespaco de expansdo e S* é metrizdvel, conexo e localmente conexo por
caminhos, logo Fin(S*) é retrato absoluto pelo Lema 5.5.5. Desse modo, existe uma extenséo da aplicacao
inclusdo i : S¥ — Fin(S*) a

i:BF — Fin(SY).
Se r: Fin(L) — L é uma retracdo de Fin(L) em L, temos
F=rofoi:B*! 5 L.

A aplicacdo F é extensdo de f, pois para todo = € SF,

F(z) = (rofoi)(z) = (ro f)({z}) =r({f(2)}) = f().

[

Finalmente podemos provar os dois resultados a sequir, apresentados em [4, p. 381]. Eles afirmam

que hiperespacos sao semirreticulados de Lawson, assim a k-conexidade de hiperespacos serd garantida

para k > 0, restando exatamente quando k = 0, ou seja, quando queremos saber sobre a conexidade por

caminhos. Observemos que em F(X) a operacao de unido é sempre associativa, comutativa e idempotente.
Portanto, bastard provar a continuidade. Denotaremos a unido como uma funcdo

U: F(X)xF(X) — F(X)
(E,F) +— EUF.

Se A, B C F(X), entdo
UAx B]={EUF|E € A F € B}.
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Proposigdo 5.5.8. O hiperespaco F(X) com a topologia de Vietoris Ty, é um semirreticulado de Lawson
com relacdo a unido.

Demonstragao: Sabemos que uma base da topologia de Vietoris é composta de elementos da forma
(Uy,...,U,),

onde Uy, ..., U, sdo abertos de X. Ora, se E, F € (Uy,...,U,), entdo
E C UUZ' e ENU; # ) para todo i,
i=1

e 0 mesmo vale para F. Sendo assim, EU F € (Uy,...,U,) e temos que os abertos basicos sdo
subsemirreticulados.
Falta mostrar a continuidade da unido. Seja V' um aberto de X e E, F' fechados tais que

EUF e (V).
Temos ambos E e F' contidos em V. Portanto, (E, F) € (V) x (V) e
U[(V) x (V)] € (V)

por definigdo, entao a pré-imagem de (V') pela unido é um aberto. Por outro lado, se EU F € (X, V),
temos que ENV # 0 ou FNV # (. Desse modo,

(E,F) € (X,V)x (X) ou (BE,F)e(X)x(X,V)

e um desses serd um aberto contido na pré-imagem de (X, V) que contém (E, F'). Assim, U é continua
na topologia de Vietoris e o hiperespaco de fechados é um semirreticulado de Lawson.
[

Proposicao 5.5.9. O hiperespaco (F(X), h) com a métrica de Hausdorff é um semirreticulado de Lawson
com relacdo a unido.

Demonstracao: Primeiro, mostraremos que cada bola é um subsemirreticulado, ou seja, se £ e E, estao
em B(F,¢), entdo F1 U E, também estd. Ora, isso vem do fato que

h(F, Eiu EQ) < max{h(F, El), h(F, EQ)} < e.
Para a continuidade da unido, dado aberto basico B(F,¢), queremos mostrar que se
Ey\UE; € B(F,E),

existem dg, e 0g, tais que
U[B(E175E1) X B<E275E2)] - B(F7 5)'

Em geral, se G1,G; € F(X), teremos

(F, E1 U EQ) + h(El U EQ, Gl U Gg)
(F, E1 U Eg) + max{h(El, Gl), h(EQ, GQ)}

Portanto, sendo
g — h(F, E1 UEQ)

2 Y

O0p, =0p, =
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concluimos que se G1 € B(E1,0g,) e Gy € B(Ey,0g,),

h(F, G1 U Gg) S h(F, E1 U EQ) + max{h(El, Gl), h(EQ, GQ)}
< €+h(F,E1 UEQ)
2

<E&.

E desse modo encontramos dg, e dg, como desejado e provamos a continuidade de U.
[

Corolario 5.5.10. Hiperespacos com a topologia de Vietoris metrizdvel e hiperespacos com a métrica de
Hausdorff sdo k-conexos para todo k£ > 0.

Demonstracao: E consequéncia direta das Proposicées 55.7, 55.8 e 5.5.9.
[
As proximas secoes discutirdo a k-conexidade quando k = 0, ou seja, a conexidade por caminhos.

5.6 Conexidade por Caminhos na Topologia de Vietoris

Definigao 5.6.1. [11, p. 80] Um arco em um espaco X é um conjunto homeomorfo ao intervalo [0, 1]. Um

espaco X é dito conexo por arcos se todo par de pontos puder ser conectado por um arco.
O

Observemos que se dois pontos podem ser ligados por um arco, existe um caminho entre eles e assim
todo espaco conexo por arcos é conexo por caminhos. De fato, a diferenca essencial entre um caminho e
um arco é que o arco requer injetividade, ou seja, é um caminho que ndo tem autointersecdo. Lembremos
a definicdo de continuo.

Definigao 5.6.2. [11, p. 31] Um espaco topolégico X ndo-vazio é um continuo se for compacto, conexo e
metrizdvel. Um subconjunto de X que é um continuo é chamado de subcontinuo.
O

Definicao 5.6.3. [4, p. 380] Um espaco X é dito conexo por continuos se cada par de pontos estiver
contido em um subcontinuo de X.
O

Para prossequir, precisaremos recorrer a um Teorema presente no livro “Hyperspaces: Fundamentals
and Recent Advances” [11].

Teorema 5.6.4. [11, p. 113] Se X é um continuo, entdo F(X) e Cont(X) sdo conexos por arcos.

Demonstragao: Veja [11, p. 113].
|

Proposigao 5.6.5. Seja X um espaco metrizével. Se v : [0,1] — Comp(X) é um caminho e ~(t) é
conexo para algum ¢, entdo

L~ (0. 1])

é um subcontinuo de X.

Demonstragdo: Uma vez que « é continua e [0, 1] é compacto, temos que a imagem de  é um compacto
em Comp(X). Sendo assim, ¥([0,1]) estd em Comp(Comp(X)) e pelo Teorema 3.3.16

Un(o,1])
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é compacto em X.
Para a conexidade, observamos que a imagem de =y é conexa, pois [0, 1] é conexo. Assim, o Lema
4.4.1 garante que

Un(o.1])

é conexo em X. Uma vez que X é metrizavel,

Un(o.1])

também é como subespaco, e provamos que este é um subcontinuo de X.

Teorema 5.6.6. [4, p. 382] Se X é um espaco metrizdvel, as seguintes afirmacées sdo equivalentes:
(i) Todo subconjunto compacto de X estd contido em um subcontinuo de X.
(i) (Comp(X),Ty) é conexo por caminhos.

Demonstracao:
()= (ib):
Sejam A, B € Comp(X). O conjunto AU B é compacto, logo estd contido em um subcontinuo D de
X. Em particular,
A, B € Comp(D) = F(D)

que é um espaco conexo por caminhos pelo Teorema 5.6.4, mas por ser também subespaco de Comp(X),
concluimos que existe um caminho de A até B em Comp(X) e este é conexo por caminhos.

(i)=(i):

Se A é compacto, dado a € A, existe um caminho de {a} até A em Comp(X). Usando a Proposicao
5.6.5, temos que

A< Jr(lo,1)

que é um subcontinuo de X, provando que A estd contido em um subcontinuo.
[
Observemos que este teorema garante que, por exemplo, Comp(R™) é conexo por caminhos, pois todo
subconjunto compacto de R™ estd contido em um subcontinuo por ser limitado. Junto do Teorema 3.6.4
temos que Comp(R™) também é conexo por caminhos na métrica de Hausdorff, fato que provamos no
Capltulo 6 recorrendo simplesmente a teoria de espacos métricos. Contudo, podemos usar o resultado
para pensar em um subespaco X de R? tal que Comp(X) ndo serd conexo por caminhos. Mais ainda,
podemos construir um espaco X conexo por caminhos, mas que terd (Comp(X),Ty) ndo conexo por
caminhos.

Exemplo 5.6.7. [4, p. 382
Definimos
X=RUSUT CR?

onde
R={(z,y) | r=0ey >0},

S=A{(z,y) |0 <z <1ey=|sen(n/z)/x[}

T={(x,y) | (+—1/2* +y*=1/4 e y < 0}.
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\_/

Figura 5.2: Espaco X.

Podemos tomar a sequéncia (z,)neny onde z,, = (1/n,0). Ela converge a z = (0,0) e o conjunto
A = (xp)nen U {x} é compacto em R?, logo em X também. Agora, qualquer subcont{inuo que contenha
A é conexo por definicdo, portanto deve conter o conjunto

Sn=A{(z,9) | 1/(n+1) <z <1/ney=|sen(r/z)/z[},

para todo n € N. Ora, um continuo é compacto, e nesse caso fechado, mas

UJS.=5=5ur

neN

A semirreta R ndo é compacta, portanto ndo deve existir um subcontinuo que contenha A, e o espago
(Comp(X), Ty ) ndo é conexo por caminhos.

O teorema a sequir abre alas para obter resultados efetivos acerca da conexidade por caminhos de
(F(X), Tv).

Teorema 5.6.8. [4, p. 382] Se X é um espaco metrizdvel, entdo as seqguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(a) (Cont(X),Ty) é conexo por caminhos.
(b) Existe & tal que Fin;(X) € & C Comp(X) que é conexo por caminhos.
(c) X é conexo por continuos.

Demonstragao:
(a)=(b):
Basta observar que Fin; (X) C Cont(X) C Comp(X).
(b)=(c):
Dados x,y € X, existe um caminho entre {z} e {y} em &. Se v:[0,1] — & é um caminho, podemos

tomar
(0, 1))

e este sera um subcontinuo de X que contém x e y pela Proposicdo 5.6.5.
(c)=(a):
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Se todo par de pontos estd em um subcontinuo, dados dois continuos A e B, podemos tomar a € A
e b € B e existird um subcontinuo C' que contém a e b. A unido finita de subcontinuos é subcontinuo,
portanto

Y=AuBUC

é subcontinuo. Pelo Teorema 5.6.4, Cont(Y") é conexo por caminhos. Ora, A e B pertencem a Cont(Y),
que é subespaco de Cont(X), e assim existe um caminho de A a B em Cont(X) e este é conexo por
caminhos.

|

Corolario 5.6.9. [4, p. 383] Seja X um espaco topoldgico separdvel. Se X é conexo por caminhos, entdo
(F(X),Ty) é conexo por caminhos.

Demonstragdo: Se X é conexo por caminhos, entdo Fin;(X) é conexo por caminhos. De fato, dados
{z},{y} € Fin;(X), tome um caminho v de z a y. Se i : X — Finy(X) é a aplicacdo inclusdo, que é
homeomorfismo,

V' =ioy
é um caminho de {z} a {y}. Sendo assim, para todo par de pontos z,y € X existe um caminho de
{z} a um conjunto que contém y, e, pelo fato de X ser separdvel, podemos aplicar o Teorema 5.1.2 para

concluir que (F(X),Ty) é conexo por caminhos.
|

Corolario 5.6.10. [4, p. 383] Seja X um espaco topoldgico separdvel. Se X é metrizdvel e conexo por
continuos, entao (F(X),Ty) é conexo por caminhos.

Demonstragao: Se X é metrizdvel e conexo por continuos, entdo pelo Teorema 5.6.8 existe subespaco
S conexo por caminhos tal que Finy(X) € & C Comp(X). Sendo assim, dados z,y € X existe um
caminho de {z} a um conjunto que contém y em & C F(X), e, pelo Teorema 5.1.2, F(X) é conexo por
caminhos.
[
Como consequéncia desses corolarios temos, por exemplo, que F(R™) é conexo por caminhos na
topologia de Vietoris.

Corolério 5.6.11. (F(R™),Ty) é conexo por caminhos na topologia de Vietoris.

Pelo Corolério 5.6.9, o hiperespaco F(X) do espaco X do Exemplo 5.6.7 é conexo por caminhos,
enquanto Comp(X) ndo é, como vimos anteriormente. Isso significa que existem pares de compactos A
e B tais que todo caminho de A até B passa por um conjunto ndo compacto.

5.7 Conexidade por Caminhos na Métrica de Hausdorff

Recordemos duas definicoes.
Definigao 5.7.1. [7, p. 184] Dado um espaco métrico (X, d) e A C X ndo vazio, o didmetro de A é
6(A) = sup{d(z,y) | € A,y € A}.

Se §(A) < oo, dizemos que o conjunto é limitado.
U

Definigao 5.7.2. [7, p. 185] Se (X, d) é um espaco métrico e §(X) < oo, dizemos que d é uma métrica
limitada.
O
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A partir de agora consideramos § como funcdo de F(X) em R,.
Lema 5.7.3. 6! (+00) é aberto em (F(X),h).
Demonstracdo: Suponhamos por absurdo que para algum F' € §~!(+00) existe um conjunto limitado
E, € By(F,r)

para cada r > 0. Fixados r e E,, observamos que, por termos

d(F,E,) <,

para todo f € F' existe ey € E, tal que
d(f ef) <.

Sendo assim, dados z,y € F, existem ey, ey € E tais que
d(z,e) <r e d(y,e) <r.

Portanto,
d(a:; y) S d(.ﬁC, 61) + d(el7 62) + d(€27y) < 5(E) + 2T7

isto é,
O(F) =sup{d(z,y) | x,y € F} <(E)+2r < oo,

um absurdo, pois F' nado é limitado. Assim, provamos que existe r tal que
Bh(Fa T) - 5_1(+OO)7

e este Ultimo é um conjunto aberto em F(X).

No que se segue, observamos que dado um conjunto F' € Fr(X) e e > 0,
B(3(F),¢) = (8(F) — &,8(F) +¢) C R,

Lema 5.7.4. Se F' ¢ limitado e a > 0, denotamos a imagem dos elementos de uma bola de centro F' e
rato a por D, ou seja,
Dpo={0(E) | E € By(F,a)}.

Dado € > 0, existe a > 0 tal que
DF,oz g B(5(F)7€>

Em particular,
By(F,a) €071 (B(3(F),¢)

e 6 Y(B(6(F),¢e)) é aberto.

Demonstragao: Primeiramente, observemos que a notacdo utilizada faz sentido, pois se F' ¢ limitado,
d(F) € Ry, o qual é um subespaco métrico aberto de Ry. Se

E e Bh(F7 CY),

entao 3 B
max{d(E, F),d(F,E)} < a.

Desse modo, dados x,y € E, existem fi, fo € F tais que

dlz, fi) <a e dy, f2) <.
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Portanto,
d(flﬁ,y) S d(l’, fl) + d(fl?f?) + d(f27y) < (5<F) + 2.

Isso significa que
I(E) <(F)+ 2a.

Analogamente,
I(F) <H(E)+ 2,

ou seja,
§(E) > §(F) — 2a.

Sendo assim, se a < ¢/3, entdo
Dpo C B(6(F),e).

Em particular, para todo
E € By(F, )

temos
I(F) € B(6(F),e),

portanto
Bh(Fa Oé) g 5_1(B<5(F)75))

Desse modo, se
E €6 ' (B(6(F),¢))

existem £/ > 0 e ag > 0 tais que
Dg o, C B(6(E),e") C B(6(F),e).

Assim,
5*1(3((5(F),5)) = U Bh(E, ag)

Bes—1(B(5(F).e))

é aberto.

Proposicdo 5.7.5. A aplicacdo 6 : (F(X),h) — R, é continua.

Demonstracao: Usando os Lemas 5.7.3 e 5.7.4, podemos mostrar que a pré-imagem de abertos sub-
bésicos [0,a) e (b, +oc] sdo abertos. De fato, o Lema 5.7.4 garante que 6~*([0,a)) é aberto para todo
a € R,. Para (b, 4oc], observamos que basta provar que

5 (b, +00))

é aberto. De fato,
(b, +00]) = 71 ((b, +00)) U~ (+00)

e pelo Lema 5.7.3 67! (+o0) é aberto. Agora,

0 (oo = |J 0THB(E),6(F) — b))

Fes—1((b+00))

é aberto pelo Lema 5.7.4.

Lembremos do seqguinte hiperespaco:

Fr(X)={F eF(X) | F é limitado}.
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Afirmamos que Fp(X) é simultaneamente aberto e fechado em F(X) quando d ndo é uma métrica
limitada. Para ver que a colecdo de conjuntos limitados é aberta, observamos que

FL(X) =6'([0,400)),
portanto Fz(X) é aberto pela continuidade de §. O Lema 5.7.3 garante que F1(X) é fechado, pois
Fr(X) =07([0,+00)) = (07" (+00))".

Essencialmente, provamos que quando d ndo é uma métrica limitada, F(X') ndo é conexo na métrica
de Hausdorff. Sendo assim, sé faz sentido considerar discutir a conexidade por caminhos de Fp(X).
Mesmo que dotemos X de uma métrica equivalente de modo a ter X limitado, definindo, por exemplo,

p(z,y) = min{d(z,y), 1},

o hiperespaco F(X) continua sendo desconexo. De fato, dados E, F' € F(X), temos

d(E, F) = sup inf d(e, f)

ecE fEF

> sup inf min{d(e, f), 1
_ilelg}gme{ (e, f),1}

= sup inf p(e,
eegfer( )

= ﬁ(E7 F)?
onde a igualdade vale se e somente se para todo e €

inf d(e, ) < 1.

fer

Sendo assim, a incluséo
Bh,d(G7 7") g B}hp(G,T)

sempre ocorre. Por outro lado, sempre que r < 1, temos
Byy(G.r) = {H € F(X)
X

— {H e F(X)
= Bh’d(G,'I").

| P(G, H) < 1, 5(H,G) < r}

| d(G,H) < r,d(H,G) <1}

Com isso, as métricas de Hausdorff induzidas por d e p induzem a mesma topologia em F(X), e ele
serd desconexo pela discussdo anterior. Vemos entdo que ter uma métrica limitada ndo é suficiente para
possivelmente ter F(X') conexo por caminhos. Sendo assim, restringiremos nossa discussao a conexidade
por caminhos de Fp(X).

Antes de partirmos para um resultado que remete ao Teorema 5.1.2, precisaremos da seguinte pro-
posicao:

Proposigdo 5.7.6. Se (X, d) é um espaco métrico e v : X — (F(X),h) é caminho, entdo I : [0, 1] —
F(X) definida por
L(t) = Jy((o. 1) = ()

s<t

é um caminho em (F(X), h).
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Demonstragao: Fixado ¢y € [0, 1] e dado € > 0, precisamos encontrar § > 0 tal que se |t —ty| < 6, entdo
R(I'(t),L(t)) < e.

Para isso, vamos usar a continuidade de +, pois ela permite limitar a distancia entre os conjuntos ()

que compoem I'(¢) e T'(to).

De fato, existe > 0 tal que
h(v(s),7(to)) <&

se |s —tg| <. Logo, se t é tal que 0 <t —ty <, para mostrar que
W(I(1), T(to)) = d(T(1), T(t)) < e
basta encontrar, para todo = € I'(t), algum y € I'(ty) de modo que
d(z,y) <e.

Ora, se x € I'(t), existe s € [0,t) tal que & € y(s). Temos duas possibilidades, s € [0,%y] ou s € (to,1).
No primeiro caso, x € I'(¢y). No segundo caso, como 0 < t — ty < 0, existe y € y(to) tal que

d(z,y) <e.

Assim,

d(I'(t),T'(tg)) = sup inf d(z,y) < sup inf e=c¢.
zer(t) yel (o) zel'(t) ¥el(to)

Por um argumento andlogo, temos que quando 0 <ty —t < ¢
(T (), T(ty)) = d(T(to), (1)) < e
Portanto, encontramos d > 0 tal que se |t — to| < d, entdo

h(D(t),T(to)) < e.

Corolério 5.7.7. Se v : [0,1] — (F.(X), h), entdo o caminho I' possui imagem em F(X).
Demonstragdo: Se v : [0,1] — F(X), basta provar que
U0, 1)
é limitado. Pela Proposicao 5.7.6, temos que
r':[0,1] — F(X)

é um funcdo continua. Uma vez que o intervalo [0, 1] é conexo, a imagem de I" deve ser conexa. Pela
discussao anterior, quando a métrica em X nao é limitada, ou seja, quando

temos que F(X) ndo é conexo. Ora,
[(0) = 7(0) € F(X),

entdo I'(t) € F(X) para todo t, provando o desejado.
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Teorema 5.7.8. [4, p. 384] Se (X, d) é um espaco métrico, as sequintes condicdes sdo equivalentes:
(@) (FL(X),h) é conexo por caminhos.

(b) Para todo p € X e n € N existe um caminho 7 : [0,1] — F1(X) tal que
¥(0)={p} e Bu(p.n) | J7([0,1)).

Demonstragao: Observemos que este teorema se assemelha ao Teorema 5.1.2, pois dado y € X existe
n € N tal que B(p,n) contém y. Contudo, nem sempre X € Fy(X), portanto, dados E e F em Fp(X),
precisaremos encontrar um conjunto que pode ser ligado por um caminho a E e F' para mostrar que
(b)=(a).

Se F1(X) é conexo por caminhos, podemos tomar um caminho «y : [0,1] — F,(X) de modo que

7(0) = {p} e ~(1)= Bu(p,n).

Logo, a condigdo (b) é satisfeita e (a)=(b). Supondo que a condigao (b) é satisfeita, dados E, F' € F(X),
ecEefeF, sea

n > max{h(E, {f}), h(F,{e})}.
Para tal n, vale que

E C B(f,n) e F C Ble,n).
Pela propriedade (b), temos caminhos v, de {e} a um conjunto C' que contém B(e,n) e 75 de {f} a um
conjunto D que contém B(f,n).

Figura 53: O conjunto C' contém a bola B(e,n) que contém F. O conjunto D contém a bola B(f,n)
que contém o conjunto E. Construiremos caminhos de £ e F'a C' U D.

Definimos, entdo

I = Jmns)

s<t
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Do(t) = | Jals).

s<t

Pela Proposicao 5.7.6, temos que I'; e I'y sdo caminhos em Fp(X).
Observemos que

fem) ).
Portanto, podemos construir o caminho

() = EUT(t), setel0,1],
TV EUn ) UL - 1), se te[1,2].

Analogamente, podemos construir também

_JFUTy(t), setel0,1],
Blo) = {FUFQ(l)UFl(t—l), sete[l,2.

Ora,
a(0)=FE, a(l)=p(1)=CuUD e p(0)=F,

portanto existe um caminho de E' a F' e F(X) é conexo por caminhos.

5.7.1 Espacos Métricos Quase Convexos

Definigao 5.7.9. Seja (X, d) um esaco métrico. Dado A C X, a bola aberta de raio r centrada em A
é o conjunto

BA;r)y={zx € X | Ja€ A:d(z,a) <r}.
U

Definigao 5.7.10. [14, p. 94] Um espago métrico (X,d) é convexo se para cada x # y € X existir
z € X\ {z,y} tal que

d(z,y) =d(x,z) +d(z,y).
OJ

Definigao 5.7.11. [4, p. 384] Um espaco métrico (X, d) é dito quase convexo se para todos z,y € X e
s,t > 0 tais que

d(xz,y) < s+t

existir z € X tal que d(z,z) < s e d(z,y) <.
U

Provaremos que o espaco F(X) é conexo por caminhos sempre que (X,d) for um espaco métrico
quase convexo. Para tal, precisaremos de algumas propriedades desses espacos.

Proposicao 5.7.12. [4, p. 384] Um espaco métrico (X, d) é quase convexo se e somente se para cada
A C X e para cada s,t >0

B(B(A, s),t) = B(A, s +1).



Caplitulo 5. Caminhos em Hiperespacos 182

Demonstragdo: Dado = € B(A, s +t), existe a € A tal que
d(a,z) < s+t.
Sendo assim, se X é quase convexo, existe z tal que
dla,z) <s e d(zx)<t,

ou seja,
z € B(A,s)

e B(B(A,s),t) 2 B(A,s+t). A inclusdo contrdria é sempre valida para qualquer espaco métrico,
independente de ser convexo ou ndo. Basta observar que se y € B(B(A, s),t), entdo existe z € B(A, s)
tal que d(z,y) <t e a € Atal que d(a,z) < s. Desse modo,

d(a,y) < d(a,z) +d(z,y) <s+t,

e portanto
B(B(A,s),t) C B(A, s +1t).

Agora, supondo que para cada A C X vale
B(B(A,s),t) = B(A, 5 +1),

para z,y € X e s,t > 0 tais que
d(x,y) < s+t

definimos A = {x}. Por hipdtese
y € B(A,s+1t)=B(B(A,s),t),

portanto existe z € B(A, s) tal que
d(z,y) <t

e por definicdo
d(a, z) < s,

provando que X é quase convexo.
Até o fim da presente subsecdo denotaremos para A C X e r >0
B(A,r) = B(A,r).

Adicionalmente,
B(A,0) = A.

Essa ndo é uma definicdo padrdo, visto que ndo ocorre sempre que B(A,r) é o conjunto
{reX|dacA:d(x,a) <r}.
Teorema 5.7.13. [4, p. 384] Seja (X, d) um espago métrico quase convexo e F' € F(X). A aplicacao

v: [0,400) — F(X)
t — B(F,t)

é Lipschitz com constante 1.
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Demonstragdo: Primeiro, observamos que v(t1) C v(t2) sempre que t; < 5. Assim,set >0er >0

h(y(t+1),7(t)) Yt +71),7(t))

| [
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Portanto,

e v é Lipschitz com constante 1.
[

Corolério 5.7.14. Se (X, d) é um espaco métrico quase convexo, entdo (Fr(X), h) é conexo por caminhos.

Demonstragao: Toda funcao Lipschitz é continua. Logo, provamos no Teorema 5.7.13 que, em particular,
existe um caminho de {x} a B(x,n) para todo n € N e todo z € X, que é um conjunto que contém
B(z,n). Portanto, pelo Teorema 5.7.8, F1,(X) é conexo por caminhos.
[
Podemos obter um resultado mais forte acerca da conexidade por caminhos de hiperespacos na métrica
de Hausdorff.

Teorema 5.7.15. [4, p. 385] Se (X, d) é um espaco métrico quase convexo, entdo (Fr(X),h) é um retrato
absoluto.

Demonstragao: Sabemos pela Proposicdo 5.5.6 que todo semirreticulado de Lawson metrizdvel que é
conexo e localmente conexo por caminhos é retrato absoluto. Além disso, pela Proposicao 559 (F(X), h)
é semirreticulado de Lawson com relacdo a unido, e consequentemente (Fp(X),h) também serd. Pelo
Coroldrio 5.7.14, 0 espaco F1,(X') é conexo por caminhos, portanto possui apenas uma componente conexa.
Sendo assim, basta mostrar que F(X) é localmente conexo por caminhos.

Mostraremos que para todo F' € Fr(X) e aberto basico By (F, ) existe s > 0 tal que todo os pontos
em By (F, s) podem ser ligados por um caminho em By, (F, 7). Para isso, realizaremos um processo similar
ao do Teorema 5.7.8. Dado E € B(F,s), temos E C B(F,s) e podemos escrever o caminho crescente

_ | B(F,t), set €0, 4]
) = B(F,s)UB(E,t —s) se t € [s,2s]

que vai de F'a B(F,s)UB(E, s). Analogamente, temos um caminho crescente de £ a B(F,s)UB(E, s).
Agora, observemos que por termos K, F' C B(F,s) e por (X, d) ser quase convexo,

h(B(F,s)UB(E,s), F) = F,s)UB(E,s),F)
B

(B(F,s),5), F)
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Assim, pelo fato do caminho ser crescente, temos que h(y(t), F') < 3s e se s = r/3 temos que todo par
de pontos da bola By (F,s) pode ser ligado por um caminho em Bj(F,r). Como r e F' € F(X) sdo
arbitrarios, Fr(X) é localmente conexo por caminhos e portanto retrato absoluto.
[
Antes de finalizar a subsecdo com um coroldrio, vamos fazer algumas observacées sobre espacos
convexos e quase convexos. Comecamos chamando a atencao para o fato que nem todo espacgo convexo
é quase convexo, ao contrario do que é afirmado em [4, p. 384]

Exemplo 5.7.16. Consideremos (R, d) com a métrica Euclidiana. Definimos
X =R\ [-1,1].

Este conjunto é convexo. De fato, observemos que X é aberto em R. Portanto, dado x € X existe s, > 0
tal que
(x — $p,x+ 8,) C X.

Agora, observemos que dado y € X,
d(z,x + 1ty — ) = |t(y — 2)| = tlr —yl.
Portanto, se 0 <t < s,/|x — y|,
r+tly—x) € (x — Sp, T+ Sz).
Além disso,

dz,z+ iy —x) +dlz+tly—2)y) =z —z -ty —z)|+ |z +tly —z) -y
=tlr —yl+ (1 —t)|x -yl
= td(z,y) + (1 = t)d(z, y)
=d(z,y).

Desse modo, dados z,y € X, se 0 <t < s,/|x —y|
z:x+t(y—x) EX)

entdo z é tal que
d(z,y) = d(z, 2) + d(z,y)

e X é convexo. Contudo, este espaco ndo é quase convexo. Se p; = 2 e py = —2,

d(p1,p2) = 4.

Agora, em R
B(p1,3) N B(pg,3) = (—1,1) = X¢,

portanto em X nao existe ¢ tal que
d<p17Q) <3 e d<p27Q) <3

ainda que
d(pl,pg) =4<3+3.

Ainda assim, existem condicdes para esta implicacdo ser valida.

Proposicdo 5.7.17. Se (X, d) é um espaco vetorial normado com a métrica induzida pela norma, entdo
X é espaco métrico convexo e quase CONvexo.
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Demonstragdo: Se x,y € X, entdo para todo ¢ € [0, 1] temos
u=c+tly—z)eX.
Portanto,
d(z, ) +d(z,y) = ||z — @[] + |ly = =]
= [lz +t(y —2) —zl[ + [|z + Uz —y) —yl|
= tlle —yll+ (1 = 1)[[z =yl
= [lz =yl
=d(z,y).

Assim, X é convexo.
Para mostrar que é quase convexo, afirmamos que, dados s, sy > 0 tais que

d(x,y) < s1+ s2,

existe t € (0,1) para o qual
d(z,z) < s1 e d(z,y) < sg.

Supondo por absurdo que nao existe, definimos as funcoes continuas f; : (0,1) >R e fo: (0,1) > R
dadas por

fit) =d(x,z) e fot) = d(z,y).
Por hipdtese

fr((=00,81)) N f3 (=00, 52)) = 0,
logo

(07 1) = fl_l([sb OO)) U f2_1([527 OO))

e os conjuntos da unido nao podem ser disjuntos, pois (0,1) é conexo. Assim, para algum ¢

f[it) =d(z,z) 2 s1 e folt) = d(z,y) = 52

d(l’,y) = d(l’, Zt) + d(Zt7 Z/) Z S1 + 52,

o que é um absurdo e X é quase convexo.
[

Definigdao 5.7.18. [/, p. 411] Um subconjunto convexo de um espaco linear normado (X,d) é um
subconjunto Y C X tal que para todos z,y € Y

r+tly—z)eyY

para todo t € [0, 1].
U

Proposicdo 5.7.19. Se Y é um subconjunto convexo de um espaco vetorial normado (X, d), entdo (Y, d)
é espaco convexo e quase CONVexo.

Demonstragao: Se Y é convexo como subconjunto, para todos x,y € Y
r+tly—z)eyY

para todo ¢ € [0,1]. Logo, o mesmo processo da Proposicao 5.7.17 mostra que Y é convexo e quase
CONvexo.
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Proposigdo 5.7.20. Todo subconjunto denso Y de um espago métrico (X, d) quase convexo é um subes-
paco métrico quase convexo.

Demonstragao: Se z1,29 € Y e s,t > 0 sdo tais que
d([[’l,ﬂjg) < s+,

existe z € X tal que
d(zy,2z) <s e d(z,z) <t

Ora, existe € > 0 tal que
B(z,e) C B(x1,s) N B(xa,1).

Pela densidade de Y, existe
y €Y NB(z¢).

Portanto,
d(xy,y) <s e d(za,y) <t

e (Y, d) é quase convexo.
|

Corolério 5.7.21. [4, p. 385] Seja (X, d) um espaco vetorial normado dotado da métrica induzida pela
norma. Se Y é um subconjunto denso de um subconjunto convexo de X, entdo (F(X),h) é um retrato
absoluto.

Demonstragao: Pelas Proposicoes 5.7.19 e 5.7.20, (Y, d) é subespaco quase convexo de X. Logo, pela
Proposicao 5.7.15, (FL(Y), h) é retrato absoluto.
[

5.7.2 C-conexidade

Definigao 5.7.22. [4, p. 385] Um espaco métrico (X, d) é C-conexo se para cada a,b € X e para cada
e > 0 existirem xg,...,z, € X tais que xg =a, z, =be

d(l’l’, 33'1'+1> <e€

para ¢ < n.
U

Definigao 5.7.23. [4, p. 385] Seja (X, d) um espaco métrico. Uma sequéncia (zg, x1, . . ., z,,) satisfazendo
d(z;,x;41) < € para algum € > 0 é chamada de e-sequéncia de tamanho n ligando zg a .
U

Definigao 5.7.24. [4, p. 385] Um subconjunto Y de um espaco métrico (X, d) é uniformemente C-conexo
se para cada € > 0 existir K € N de modo que para todo par de pontos z,y € Y existe uma e-sequéncia
em X de tamanho médximo & ligando = a y. O espaco métrico (X, d) é chamado uniformemente C-conexo
se todo subconjunto limitado é uniformemente C-conexo.

O

Antes de discutir sobre relagdes entre a C-conexidade do espaco e a conexidade do hiperespaco,
vamos discutir a relacao entre conexidade e C-conexidade.

Proposigao 5.7.25. O fecho de um conjunto (uniformemente) C-conexo é (uniformemente) C-conexo.
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Demonstracdo: Se A é um conjunto C-conexo, dados a,b € A\ A e e > 0, existem a’, b’ € A tais que
d(a,d’) <e e d(,b)<e
Portanto, pela C-conexidade de A, existe uma e-sequéncia (xo, ..., ) ligando a’ a ¥/, e
(a,xq,..., Tk, D)

é uma e-sequéncia que liga a a b, portanto A é C-conexo. Se A é uniformemente conexo, observemos que
0 processo acima aumentou o tamanho da e-sequéncia em dois. Logo, se as e-sequéncias em A possuem

tamanho até k, em A possuem tamanho até k + 2, o que prova que A é uniformemente C-conexo.
[

Proposicao 5.7.26. Todo espaco métrico conexo é C-conexo
Demonstragao: Para x € X e ¢ > 0, definimos o conjunto
C.={y € X | existe uma e-sequéncia ligando = a y}.

Provaremos que este é um conjunto aberto e fechado, e pela conexidade de X, deve ser o préprio X.
Para provar que é aberto, se y € C,, existe e-sequéncia (¢, z1,...,%,) ligando x a y. Portanto,

y € B(rp_1,¢)

e existe um aberto A que contém y e estd contido em B(z,_1,¢). Desse modo, A C C., e C. é aberto.
Contudo, este conjunto é fechado também, pois se y € C, existe z € C. tal que

d(z,y) <e
Assim, se (xg,...,x,) é um e-sequéncia de = a z, entdo (zg,...,T,,y) é e-sequéncia de x a z.
Logo, temos C. = X para todo € > 0. Sendo assim, para todo par de pontos y,z € X e € > 0 existe
uma e-sequéncia (xo,...,z,) de x a y e uma e-sequéncia (zy,...,x,,) de z a z. Portanto,
(Tpy oy o, @,y 2))

é uma e-sequéncia de y a z e temos que todo par de pontos pode ser ligado por uma e-sequéncia para
todo € > 0 e X é C-conexo. [ |
A implicacao contraria requer que o espaco seja compacto.

Proposigao 5.7.27. Seja (X, d) um espago compacto. Se X é C-conexo, entdo X é conexo.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que X nao é conexo. Nesse caso, existe uma cisdo X = VUW.
Se x € V, existe ¢, tal que

B(x,e,) CV
e o mesmo vale para z € W. Logo,
X = U (x,e.)
rzeX

e pelo Lema do Numero de Lebesgue (Teorema 1.5.260) existe um d > 0 tal que para cada z € X existe
y € X de modo que
B(z,0) € B(y,ey).

Em particular, se x € V
B(x,0) €V,

e portanto

Desse modo, para x € V' ndo existe uma d-sequéncia a nenhum y € W com, o que é absurdo, pois X é

C-conexo.
[ |
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Proposigdo 5.7.28. [4, p. 386] Seja (X, d) um espaco métrico. O hiperespaco (F1(X),h) é C-conexo se
e somente se (X, d) é uniformemente C-conexo.

Demonstragdo: Se (F(X),h) é C-conexo, sejam B um subconjunto limitado de X e & > 0. Primeiro,
fixamos p € B. Existe uma e-sequéncia (Ao, Ay, ..., Ax) ligando {p} a B. Assim, dado = € B, podemos
tomar zj,_1 € A_1 de modo que

d(xp-1,x) <e

e continuamos indutivamente tomando x; € A; de modo que
d($i7$i+1> <€

para todo ¢ < k. Observemos que Ay = {p}, logo sé existe uma escolha para xg, o ponto p. Desse modo,
obtemos uma e-sequéncia (xg, 1, ...,T) COM Tog =P, Ty = T €

d(l‘i, 27i+1) <e€

para todo ¢ < k. Dados a,b € B, podemos tomar e-sequéncias de tamanho k que ligam pa a e p a b,
digamos
(a,ay,...,p) e (bby,...,p).
A e-sequéncia
(a,ay,...,p,...,b1,b)

de tamanho 2k liga a a b. Uma vez que k nao depende da escolha de a e b, provamos que (X,d) é
uniformemente C-conexo.
Seja (X, d) uniformemente C-conexo. Primeiro, vamos mostrar que para qualquer conjunto limitado
B e b € B existe e-sequéncia de {b} a B. Sabemos que para cada = € B existe uma &/2-sequéncia
(b,b14...,b,,) de tamanho méximo kg ligando b a x. Se o tamanho for menor que kp, estendemos a
sequéncia definindo
bgw =X

para todo ¢ € {n+1,...,kg}. Aqgora, seja
B = {b;, | = € B}
para todo i € {0,1,...,kg}. Vale que
By={b} e By, =B
Pela definicao dos B;, eles estdo em F(X) e
h(B;, Bi11) < €,

portanto (By,..., Bg,) € uma e-sequéncia que liga {b} a B. Se A é outro conjunto fechado limitado,
para a € A também temos uma e-sequéncia (Ao, 41, ..., Ax,) ligando {a} a A. Por fim, observamos
que pelo fato de (X, d) ser uniformemente C-conexo, existe uma e-sequéncia (a,x1,..., 2, 1,b) em X e

({a}’ {x1}7 T {xn*1}7 {b})
é uma e-sequéncia de {a} = Ay a {b} = By. Logo,

(AkA7 o 7A17A07 {xl}v ey {I‘n—l}a B07 ey BkB)

é uma e-sequéncia de A a B.

Essa proposicdo nos permite obter uma classe de hiperespacos que ndo sdo C-conexos.
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Exemplo 5.7.29. Seja (X, p) um espaco métrico ndo-limitado. Definimos uma métrica equivalente a p
dada por

d(x,y) = min{p(z,y), 1}.

Observemos que mesmo (X, d) ndo pode ser uniformemente C-conexo, pois isso implicaria que para
0 < e <1 existe k € N de modo que para todos z,y € X existe uma e-sequéncia de tamanho até k
ligando x a y. Isso seria um absurdo, pois existem z,y € X tais que

p(z,y) > ek
e como € > 0, se (zg,x1,...,2,) é uma e-sequéncia ligando = a y com n < k, temos
d(l‘ivxi-‘rl) <e< ]-a

ou seja,
d(xi, $z‘+1) = P(%, xi—l—l)

k—
E (i, xi41) < en < k.
i=0

Contudo, isso ndo pode ocorrer, pois (X, p) ndo é limitado. Portanto, (F(X), hy) = (FL(X), hg) nao é
C-conexo pela Proposicdo 5.7.28.

Proposicao 5.7.30. [4, p. 386] Seja (X, d) um espago métrico tal que (F(X),h) é conexo por caminhos.
Entdo (X, d) possui as propriedades

(1) Cada conjunto limitado de X estd contido em um subconjunto uniformemente C-conexo.

(2) Paracadap € X ecadar > s> 0tal que B(p,r)\B(p, s) # 0, existe um subconjunto S C B(p,r)
uniformemente C-conexo tal que

peS e SN(B(p,r)\ B(p,s)) #0.

Demonstragdo: Uma vez que (Fp(X),h) é conexo por caminhos, existe um caminho v de {p} a um
conjunto B(p,r). Para provar a Propriedade (1), sequiremos de modo anédlogo a Proposicdo 5.7.28.
Consideremos novamente o caminho

=Jn(s)

s<t

Pelo fato de ser uma funcao continua com dominio compacto, o caminho é uniformemente continuo. Logo,
para cada € > 0, existe k. € N tal que se |t — s| < 1/k., entdo

R(I'(t),I'(s)) <e.
Assim, fixado x € T'(1) existe 2.1 € T'(1 — 1/k.) tal que
d(z,zp.—1) < €.
Prosseguindo indutivamente, obtemos xy__; € I'(1 —i/k.) parai € 1,2..., k. satisfazendo
d(x;,xi1) < €.

Portanto, existe uma e-sequéncia de tamanho k ligando p a « € I'(1) e todo par de pontos de I'(1)
pode ser ligado por uma e-sequéncia de comprimento 2k. Assim, B(p,r) C I'(1) que provamos ser um
conjunto uniformemente C-conexo, provando que a Propriedade (1) é satisfeita.
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Para provar que a Propriedade (2) é satisfeita, observemos que o argumento anterior prova que todo
['(t) é uniformemente C-conexo, e assim, basta encontrar ¢, € [0, 1] tal que

L(to) N (B(p,7) \ B(p,s)) #0 e I(to) € B(p,7).
Ora, fixado p € X, a aplicagao
f : FL<X) — R
Fo— h({p} F)
é continua (veja p. 44), portanto f o I' é continua e possui imagem conexa, precisamente [0, f(I'(1))] 2
[0,7). Logo, existe ty tal que (f o I')(to) € [s,7) e tal I'(to) satisfaz as condicdes da Propriedade (2).
|
Por fim, analisamos mais profundamente um espaco métrico (X, d), apresentado em [4, p. 387] que

nao possui (F(X),h) conexo por caminhos por ndo satisfazer a Propriedade (2) ainda que satisfaca a
Propriedade (1). Contudo, o hiperespaco serd conexo.

Exemplo 5.7.31. Sejam

A=JB™2-3") e B=|JB™ 237

neN neN

subconjuntos de R. Definimos o conjunto

X = {(z,y) €[0,1] x [0,1] | xa(z) <y < x5(z)},

onde
1, sex € A,
Xa(z) = .
0, caso contrario.
e xp € analoga para o conjunto B.
p=(0,0)- -

Figura 5.4: Ilustracao do conjunto X.

Dotemos X da topologia induzida pela métrica Euclidiana no plano. (X, d) é um espaco métrico
limitado, portanto Fr(X) = F(X). Mostraremos que a Propriedade (2) da Proposicao 5.7.30 nédo é
satisfeita, e portanto (F(X),h) ndo pode ser conexo por caminhos.

Consideremos o ponto p = (0,0) e o aberto de X induzido por B(p,27!). Esta bola ndo contém
nenhum conjunto uniformemente C-conexo que contenha p, pois o tnico conjunto C-conexo que contém
p e estd contido em B(p,271) é {p}. De fato, se S C B(p,27!) contém um ponto = = (a,b) além de
p, entdo a > 377 para algum j. Supondo que a =377 e b = 0, o préximo ponto mais préximo a p deve
ser (2-377971,0), que estd a uma distancia 377! de x. Portanto, ndo existe e-sequéncia ligando x a p
quando € < 37971 Assim, a Propriedade (2) ndo é satisfeita e o hiperespaco (Fp(X),h) = (F(X),h)
ndo é conexo por caminhos.
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Contudo, é possivel mostrar que (Fr(X),h) = (F(X),h) é conexo. Pelo Teorema 4.4.2, o hiperespaco
(Comp(X),Ty) é conexo, pois X é conexo. Além disso, pelo Teorema 3.6.4, as topologias de Vietoris e
da métrica de Hausdorff coincidem em Comp(X), portanto (Comp(X), k) é conexo. Assim, se provarmos

que (Comp(X),h) é denso em (F(X), h), teremos que este Ultimo é conexo. Para isso, observemos que
se FeF(X)e
inf{z | (z,y) € F} >0,

entdo F é fechado e limitado em R?, portanto compacto. Intuitivamente, a ideia é “cortar” os conjuntos que
ndo forem compactos, de modo a obter um compacto que nédo diferencie muito do fechado, possivelmente
adicionando alguns pontos. Dado e > 0 e F' € F(X), tomamos k € N tal que 37 < £/2. Definimos
entao os conjuntos

Ei={(z,y) eF|2>3"} e E,={3"19y) | (v,y) € Fex<3*}

Observemos que o conjunto Ey é a projecdo dos pontos de F' com coordenada 2 < 37% sobre a reta
x = 37% O conjunto
E=F UE,

é fechado e limitado em R?, portanto é compacto em X também. Agora, afirmamos que
hE,F) <e.

De fato, dado f = (z,y) € F, o ponto f = e ou e = (37%,y) pertence a F, e devido ao fato de termos
0<z<3F<e/2 vale que

em ambos os casos. Portanto,

Por outro lado, dado e € E, temos trés casos:

l.eckl
Nesse caso d(e, F') = 0.

2. e=(37% y) e existe f € F tal que f = (z,y) com x < 37%. Nesse caso, tal e satisfaz
d(e, f) <

3. e=(37%,y) e ndo existe f € F tal que f = (z,y) com z < 37% Nesse caso, e € Ey \ F; e existe
uma sequéncia (e,) = ((37%,4,)) C E, convergindo a e. Para todo e, existe f, = (zn,y,) € F

tal que
€
d n»y n < -
(ens ) < 5
e assim, quando n é suficientemente grande
e € b
e, ) < dle,en) +d(en fr) < 5+ 5 = =

Com isso, garantimos que

d(E,F)<e¢

e consequentemente
hE,F) < e.

Assim, (Comp(X), h) é denso em (F(X),h) e F(X) é conexo.
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Capitulo 6

Prova Elementar da Conexidade por Caminhos
de (Comp(R"), h))

Neste cap(tulo apresentaremos uma demonstracdao elementar da conexidade por caminhos, inspirada na
demonstracdo da conexidade por caminhos de (Comp(R), k) apresentada em [1, p. 38-40]. A abordagem
baseia-se no fato de termos como espaco base um espaco vetorial métrico e é totalmente independente
dos resultados anteriores.

6.1 Caminhos em (Comp(R", h))

De agora em diante, assumiremos que R™ estd equipado com a métrica Euclidiana e por Comp(R")
queremos dizer (Comp(R™),h). Nosso objetivo é mostrar que, dados dois elementos A e B em (R"),
existe um caminho de A para B.

Naturalmente, surge a sequinte questao: podemos interpretar geometricamente esses caminhos em
Comp(R™)? Uma vez que queremos algo continuo no espaco de subconjuntos compactos, sera que tem
algo acontecendo com A a medida que o parametro varia? A resposta é sim, e a continuidade possui um
papel fundamental nisso. Se f como anteriormente é continua, dado ty € [0,1] e € > 0, existe 6 > 0 tal
que se t € (tg — 0,to + ) N[0, 1], entdo

h(f(to), f (1)) <e.

Isso significa que qualquer ponto de f(¢) ndo estd mais distante que € de algum ponto de f(to).

Sendo assim, podemos pensar os caminhos como deformacées de A em B e gracas ao fato de estarmos
trabalhando em R”, consequimos ter uma ideia melhor disso porque podemos visualizar em R?. Buscando
deixar isso 0 mais claro possivel, passaremos por alguns exemplos que apresentam essa ideia de visualizar
caminhos em Comp(R?) em R2 O primeiro deles trabalha uma ideia que serd utilizada novamente ao
longo do texto.

Exemplo 6.1.1. Sejam A € R? um ponto de coordenadas {(a,,a,)} e B o retangulo [c1, 3] X [z, cq)-
Deformamos A em B utilizando a funcao f : [0,1] — Comp(R?) que é de fato um caminho de A a B
em Comp(R?):

f(t) =laz +t(c1 — az), az + t(cs — ay)] X [ay +t(ca — ay), ay + t(cs — ay)].

Abaixo, ilustramos a evolucdo de f para alguns valores de t.
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Figura 6.1: Ilustracdo de como podemos interpretar um caminho de A para B.

Esse é um exemplo bem simples, ainda que ndo o mais simples, e podemos buscar exemplos muito

mats elaborados:

O mais interessante aqui é que estes caminhos podem comecar em um conjunto conexo por caminhos
e terminar em um conjunto discreto, ou vice-versa, eles podem criar buracos ou preenché-los. Existem
muitas possibilidades. Veremos mais trés exemplos, agora com alguma descrigao.

(D@0 O

(a) Conjunto em R? composto de uma circunferéncia e um ponto que é levado & mesma circunferéncia pelo caminho
f definido em [0, 1] por f(t) = S(0;1) U S(0;¢) onde S(z,t) é a colecdo dos pontos que estdo a uma distancia ¢

de z.
(b) Disco unitério sendo deformado em uma circunferéncia pelo caminho f definido em [0, 1] por f(¢t) = B(0;1) \
B(0;t)

OO0 a6 ...
OO0 ¢ a0 . ..
A8 ¢ a0 . ..

(c) Um quadrado pode ser transformado em um conjunto discreto composto por nove pontos. Para obter o caminho
que faz isso, descrevemos o quadrado como a unido de nove produtos cartesianos e usamos as ideias exploradas
anteriormente, encolhendo os intervalos que definem esse produto cartesiano a medida que ¢ cresce.
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6.2 A ldeia da Demonstracao

Comecamos com duas definicdes que simplificardo o processo. Denotaremos as coordenadas de um ponto
r € R" por z = (2%, 2%,...,2").

Definicdo 6.2.1. Sejam =,y € R". Os pontos x e y definem o retdnqulo

n

H[min{xi, y'}, max{z’, y'}].

i=1

De fato, x e y sdo vértices desse retangulo.
O

Observacao 6.2.2. Chamamos a atencao para o fato que aqui um retdngulo ndo precisa ser um objeto
n-dimensional. Ele pode ser um ponto ou um cubo no sentido usual de 3 dimensées quando n > 3. Tudo
depende das coordenadas de = e y.

21 = (0,2) y2 = (4,2)

Y1 = (4, 0) Tog = (0,0)
Figura 6.3: Duas maneiras de definir o mesmo retdangulo, usando os vértices x1,y; ou T, yo.
Observacao 6.2.3. Notemos que, como representado na Ultima figura, existe mais de uma escolha de

vértices que definem o mesmo retanqulo R. Para qualquer retangulo R dado, escolheremos como seus
vértices aqueles que satisfazem

r' = min{z",y'}, 9 = max{z’,y'}

R = H[mz,y’]

i=1

A proxima definicao se baseia na estrutura vetorial de R"™ e nos permite estabelecer uma classe
especial de caminhos.

Definicdo 6.2.4. Seja A um subconjunto de R™ e ¥ € R™. A translacdo de A por ¥ é denotada por:
A+vT ={a+7:a€ A}
O

Com a compreensdo do que é um caminho em Comp(RR") e as definicdes acima, podemos comecar a
discutir a prova da conexidade por caminhos de Comp(IR™). Ela é simples, mas um pouco longa, portanto
dividiremos e trés partes:

1) Mostrar que a translacao de um conjunto é um conjunto que estd conectado por um caminho ao
conjunto original. Em particular isso implica que conjuntos unitdrios, ou pontos, sdo conexos por
caminhos.
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2) Mostrar que qualquer ponto estd conectado por um caminho a um retanqulo que contém o ponto.

3) Mostrar que qualquer conjunto compacto estd conectado por um caminho a um retdngulo que
contém ele.

Dessa forma, se temos dois conjuntos compactos A e B, existem retangulos Ar e Br que contém
A e B, respectivamente, e podemos tomar Ar e Bg de tal forma que um seja uma translacdo do outro.
Tendo feito isso, s6 precisamos justapor os caminhos de A para Agr, Ar para Br e Bg para B, obtendo
um caminho de A para B, o que conclut a prova da conexidade por caminhos de Comp(R").

6.3 Demonstracao
Lema 6.3.1. Sejam A € Comp(R") e ¥ € R™ A aplicacao
f: 10,1 — Comp(R"™)
t —  A4tU
é um caminho de A para A+ ¥. Esse caminho é chamado de caminho translacao.

Demonstracao: Claramente, f(0) = A e f(1) = A+ U. Além disso, f estd bem-definida, pois trans-
lacoes nao afetam a compacidade. Resta mostrar que f é continua, mas mostraremos mais do que isso,
provaremos que ela é uniformemente continua. Quando v = 0, f é o caminho constante, portanto é
uniformemente continuo. Se U # 0, supondo que |t; — to| < 4, para cada a € A vale

dla+tV,A+t0) <dla+tHV,a+t:7) =tV — U]
= [t1 — & | V]
< 0|V

Seja dado € > 0. Definindo ¢ = % acabamos obtendo d(a +t, 7, A+ t,7) < &. Sendo assim,
U

8(14 + tlﬁ,A + t27) = majcd(a + tli),A + tz?) < E.
ac

Analogamente, se |t; —t,| < &, entdo também teremos d( A+t 7, A4+t,7) < €. Isso prova a continuidade
uniforme, pois se § < /|7, entdo

h(f(tr), f(tz)) = max{d(f(t:), f(t2)), d(f(t2), f(t:1))}
= maX{E(A + tli)_),A + tQU),E(A + tQU,A + tlﬁ)} < E.

,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 6.4: Um caminho translacao em Comp(R?) sendo visualizado em R?.

Agora provaremos um lema que sera muito Util no préximo resultado.
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Lema 6.3.2. Dados dois retangulos A e C, com A C C, existem vértices = de A e y de C tais que
h(A,C) = d(z, y). (6.1)

Demonstragao: Suponhamos que A ¢é definido pelos vértices a e b, e C' pelos vértices ¢ e d. Primeiro,
observemos que d(A,C) =0esey e CNA, entdo d(y, A) = 0. Dessa forma, tomamos y € C'\ A. Em

particular, existem dois conjuntos de indices Ji, Jo C {1,...,n} tais que se j € Jy, entdo
A< yj < a’
e se k € J,, entao
V< gk < d”.
d
b
[ ]
)
A
a
C
c

Figura 6.5: Uma ilustracdo para uma possivel escolha de y. Neste caso, 1 € J; e 2¢& J; U Jo.

Uma vez que y ¢ A, pelo menos um desses conjuntos de (ndices é ndo vazio. Dessa forma, se
queremos encontrar z € A que estd mais proximo de y, é razodvel tomar z, tal que

o r'=a' sei € Jy;
o ' =b se i€ Jy
eri=y seigJeid.

Nesse caso,

d(y, A) =d(y,z,) = | (' —a)’+ > (v =)’
i€Jy 1€J2

j@ que ndo pode haver outro elemento de A mais préximo a y. Uma vez que queremos maximizar d(y, A)
sobre y € C'\ A, isto é, queremos tornar a soma dentro da raiz quadrada a maior possivel, é suficiente
escolher y tal que {1,...,n} = J; U J; e cujo x, associado satisfaca

ly' — | = max{a’ — ¢, d" — b'},

ou seja, 4 = ¢' ou y' = d' para cada i = 1,...,n. Em outras palavras, y é um vértice de C' e por
construcdo x, é um vértice de A. Com isso, concluimos que h(A,C) = d(z,y).
[ |

Lema 6.3.3. Sejam a,m, M € R™ com m # M e tal que o retanqulo definido por m e M contém a. A
aplicacdo foma : [0,1] = Comp(R") definida por

n

Famu(t) = H[(mi — )t +a', (M’ — ')t + d]

=1

é um caminho em Comp(R"™) de {a} até o retangulo definido por m e M.
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Demonstracdo: Notemos que f, . estd bem definida, pois f, . a(t) é um retdngulo para todo ¢,
portanto um compacto. Para provar a continuidade, novamente provaremos que f, ., a € uniformemente
continua. Suponhamos que t, > t; e denotaremos T = f, m.a(t;) para j = 1,2. Temos T} C T, uma
vez que

[(m' —a')t; +a', (M' — a')t; + a'] C [(m" — ')ty + a', (M — a')ty + a'],

para todo i. (Observemos que a € f, ., a(t) para todo ¢, entdo m* —a’ < 0 e M?—a’ > 0 para todo i.)

M
My —an)(tz—t) I} T S
i E 5
s | ‘
B S R
s %
(ma — az)(t2 — t1) (My —ma)ty
(My —mq)ta
m EERERERRRRRREEY -
(m1 — a1)(t2 — t1) (M — ay)(ty — 1)

Figura 6.6: A aplicacdo f, arm(t) visualizada em R? para alguns valores de .

Do Lema 6.3.2 temos que h(Ty,Ts) = d(z,y), onde = e y sdo vértices de T7 e Ty, respectivamente, tais
que - - . .
2" — y'| = max{(t> — t1)(M" — o), (t2 — t1)(a’ — m") }.
Definindo
S = max {max |m; — a;], max | M; — ai|}
temos

1
2

d(z,y) = ZmaX {{(mi — a;)(ta — t2)]%, [(M; — a;)(ts — tl)}Q}]

[un

2

Zn: S%(ty — t1)2] = n28(ty — ty).

IN

Portanto, dado & > 0, se tomamos § = £/(n2S) para todo t,,t5 € [0,1] tais que |t;, — t| < &, valerd

h(f(t), f(t2)) = h(T1, T2) = d(z,y) < e.

[
Agora, mostraremos que para qualquer conjunto compacto e qualquer retangulo que contenha esse
compacto, existe um caminho que os conecta.

Lema 6.3.4. Seja A um conjunto compacto de R® e m, M € R™ com m # M de modo que o retanqulo
definido por m e M contém A. A aplicacao fa s : [0,1] — Comp(R™) definida por
Famar () = | famar(?)
acA

é um caminho em Comp(R™) de A até o retangulo de vértices m e M.
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(@) fam,nm(0) (b) fam,p(t1) (&) fam,m(t2)

(d) fA,m,M(t3) (e> fA,m,M(l)

Figura 6.7: Aplicacdo fa ., m(t) quando A é um conjunto de dois pontos. Para cada t, fam(t) é a
unido de dois retangulos. Nesta figura temos 0 < t; <ty <13 < 1.

Demonstragao: A demonstracao serd feita em dois passos. No que se seque, escreveremos f, no lugar
de famam € fa no lugar de fa .,

Passo 1 - Mostrar que fa(t) é compacto para cada t € [0, 1].

Parat =0, fa(t) é compacto, pois A é compacto. Parat =1, f4(t) é compacto por ser um retangulo.
Fixado t € (0,1), fa(t) é um conjunto limitado em R™, pois para cada a € A o conjunto f,(t) estd
contido em f,(1) = fa(1), o qual é um retdngulo. Sendo assim, precisamos apenas provar que fa(t)
é fechado. Para fazer isso, seja (x,) uma sequéncia contida em f4(t) que converge a x. Uma vez que
x, C fa(t), para todo n existe a, € A tal que z,, € f,, (f). Isso nos permite criar uma sequéncia
(a,) C A, e da compacidade de A obtemos uma subsequéncia que converge a a € A, subsequéncia
essa que denotaremos por (a,) para simplificar a notacao. Afirmamos que z € f,(t) e consequentemente

z € fa(t).

i = ererrn 22N

® 000N

Py 000“5

Poob
- bokey TRV
- e ke b S T T T T T T T T T TR T T T TR T T TR T T TR

Figura 6.8: Em verde temos a sequéncia (x,) e em preto a sequéncia (a,) em A (ausente na ilustracdo).
Os retangulos tracejados representam alguns dos f,, (¢). A partir da imagem é natural pensar que

z € fa(t).

Suponhamos que = & f,(t). Uma vez que f,(t) é um conjunto fechado, existe uma bola aberta
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B(z,0) C R™\ f,(t). Encontraremos um elemento de f,(¢) nesta bola, obtendo uma contradigdo.

'XYXL ' B

° ‘.‘“5

:-:L'\-I-tl-l-

Figura 6.9: A situagao considerada na contradicao.

Dado € > 0, seja N € N tal que se n > N, entdo d(a,,a) < . Encontraremos uma cota superior
para h(f.(t), fa, (t)) em fungao de e. Primeiro, os conjuntos f,, (t) e fu(t) sdo

Ja, (1) H m' —al)t +al,, (M —al)t +a')
=1

H m' — a )t +a', (M" — a')t + a'].
i=1

Para encontrar uma cota superior para a distancia de Hausdorff, definimos dois retangulos especiais para
cada n. Um deles serd denotado por W,, e é determinado pelos vértices Q,, e R,, onde

R = max{(M' —a’ )t +a’,(M"—a")t +a'}
@, = min{(m"' — a; )t + a,, (m' —a")t + a'},
enquanto o outro serd denotado por w, e é determinado pelos vértices 7, e g,, onde

rt = min{(M" —a’)t +a’, (M" —a")t + a'}

g, = max{(m' — a’)t + a’,, (m' — a')t + a'}.
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Wn,

M/n § A é

Figura 6.10: Exemplo de como os retdnqulos A e B geram os retangulos W,, e w, em R?

Observemos que temos wy,, C fo(t) N fa,(t) C fu(t) U fa,(t) C Wy, portanto
h(fa(t), fan (8)) < h(wn, W)

e em particular ambos |R!, —r!| e |Q! — ¢'| sdo iguais a (1 —t)|a’ — a’|. Uma vez que w,, C W, pela
discussdao da demonstracdo do Lema 6.3.2, obtemos nossa cota

2

h(w,, W) = (Z max{| R, — %, 1@, — (Jf;|2})
=1

- (Zu il —a:‘f)
~(- (Z o - a:'f)
= (1 —1t)d(a,ay,)

< (1 —=t)e.

|

N[

Desse modo, escolhendo € = para n > N, concluimos que

5
2(1 —t)

BCEa(), fo (1)) < B, W) < 2.

2
Isso significa que para z,, € f,,(t) existe algum b € f,(¢) tal que d(x,,b) < §/2. Ora, (z,) — =,
portanto existe N' € N tal que se n > N’, entdo d(x,,x) < 6/2. Tomando Ny = max{N, N'}, obtemos

para todo n > N
)

d(z,b) < d(z,z,) + d(x,,b) < g + 5= J.

Portanto

B(x,0) N fa(t) # 0,
)

0 que é a contradicdo desejada. Agora sabemos que f4(t) é fechado, e consequentemente compacto.
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Passo 2 - Mostrar que fa(t) é um caminho, isto é, é uma aplicacdo continua. De fato, ela é
uniformemente continua.
Usaremos a continuidade uniforme de f,(¢). Como visto na demonstragao do Lema 6.3.3, dado € > 0

e a€ A, existe 0(a) = tal que se [t; — ta] < § entdo h(f.(t1), fa(t2)) < &, onde

nzS,
Se = max {max |m; — a;|, max |M; — ai]} .
K3 (2

Seja :
acA

onde a Ultima desigualdade vem do fato que

. . , A . . €
para todo 7, pois a estd em um retangulo definido por m e M. Sendo assim, se |t; — 3] < 0 = —,

nS

temos
h(fa(t1>7 fa(t2>> <e

para todo a € A, j4 que § < §(a) para todo a € A.
Agora, B B
h(fa(t), fa(tz)) = max{d(fa(t1), fa(t2)),d(fa(t2), fa(t1))}

entao podemos assumir sem perda de generalidade que ¢; < f3 e analisar apenas d(fa(ts), fa(t1)), pois
d(fa(t1), fa(ta)) serd zero. Da definicao

C_Z(fA(t2) fA tl (Ufa t2 Ufa ty ) = . LSJU-]I? ) ( Ufa t1 ) .

ac€A

Uma vez que = € f,(t2) para alqgum a € A, fu(t1) C Uafa(t1) e h(fa(t1), fa(ta)) < € para todo a € A,
temos

( U faltn ) <d(z, fo(tr)) £ sup d(z, fu(t)) = d(fult2), fu(tr)) <€

€ fo(t2)

Intuitivamente, essa distancia é menor que &, porque para cada x € U, f,(t2) existe um ponto y em algum
fa(t1) cuja distancia a = é menor que . Sendo assim,

h(fa(tr), fa(ts)) = d(falta), fa(tr)) < e

e f é uniformemente continua, portanto um caminho.
[
Observemos que no processo acabamos mostrando que uma certa unido de compactos, nao necessa-
rlamente contdvel, é um conjunto compacto, o que remete ao Teorema 3.4.5.

Teorema 6.3.5. Comp(R™) é conexo por caminhos.

Demonstracdo: Sejam A e B elementos de Comp(R™). Uma vez que eles sdo subconjuntos compactos
de R”, podemos encontrar dois retdngulos Ar e Bpg tais que A C Agr, B C Bgr e Bg é uma translacdo
de Ag. Juntando tudo o que fol feito, sabemos que existe

1) um caminho f :]0,1] — Comp(R") tal que f(0) = A e f(1) = Ag pelo Lema 6.3.4;

2) um caminho ¢ : [0,1] — Comp(R™) tal que ¢g(0) = Ag e g(1) = Bg pelo Lema 6.3.7;
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3) um caminho A : [0,1] — Comp(R™) tal que h(0) = B e h(1) = Bg pelo Lema 6.3.4.

Utilizando as parametrizacoes
a:[0,1] = [0,3], a(t) = 3t;
Yo - [273] - [07 1]77@) =3- i

obtemos um caminho F': [0,1] — Comp(R"™) de A a B definindo
1
(foa)(t), se0<t< 3

t<

A

F(t) =< (govyoa)(t), se

Wl =
[GSR )
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Ty, 32
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localmente conexo por caminhos, 53
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inferiormente, 43 Subcontinuo, 53

superiormente, 43 Subespago
Limite topoldgico, 18

superior (Ls), 142 Subsemirreticulado, 168
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) matis grossa, 18
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Propriedade Uniformidade, 57
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Simbolos e Notacades

Ba(z,r) ={y € X 1 d(x,y) < T} oo p. 19
AX)={E C X | E£ D} p. 89
F(X)={E C X | Eéfechado e ndovazio} ........ .. ... i i p. 89
Fo(X)={EcF(X) | |E| Sn} .o p. 89
Fin(X) ={EF e F(X) | Eéfinito} ... ... . p. 90
Comp(X) ={F € F(X) | E é compacto} .......... it p. 90
Cont(X) ={E € F(X) | E é subcontinuo} ... ... p. 90
Fr(X)={ECF(X)| Eélimtado} ... .. . . p. 90
(U)ier ={E€FX) | ECU;c;Uie ENU; £0Vi €I} ... p. 90
V={(EF)|FCV(E) e ECV(F)} .0 p. 92
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