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ATA DA DEFESA DE TESE DE DOUTORADO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS N2:
93 DA ALUNA GABRIELA MARINHO FONSECA

As 13:00 horas do dia 12 do més de maio de 2023, reuniu-se em ambiente virtual, na Escola de
Engenharia da Universidade Federal de Minas Gerais - UFMG, a Comissdo Examinadora indicada pelo
Colegiado do Programa em 05 de maio de 2023, para julgar a defesa da Tese de
Doutorado intitulada "Estimadores de Erro a Posteriori e Estratégias Adaptativas para o Método dos
Elementos Finitos Generalizados com Enriquecimento Global-Local Aplicado a Problemas da Mecanica

da Fratura", cuja aprovacgao é um dos requisitos para a obten¢do do Grau de DOUTOR EM ENGENHARIA
DE ESTRUTURAS na area de ESTRUTURAS.

Abrindo a sessdo, o Presidente da Comissao, Prof. Dr. Felicio Bruzzi Barros, apds dar a conhecer aos
presentes o teor das Normas Regulamentares passou a palavra ao candidato para apresentacdo de seu
trabalho. Seguiu-se a arguicdao pelos examinadores, com a respectiva defesa do candidato. Logo apds, a

Comissdo se reuniu, sem a presenca do candidato e do publico, para julgamento e expedicdo do
resultado final.

Prof. Dr. Felicio Bruzzi Barros - DEES - UFMG (Orientador)

Prof. Dr. Roque Luiz da Silva Pitangueira - DEES - UFMG

Prof. Dr. Samuel Silva Penna - DEES - UFMG

Prof. Dr. Sergio Persival Baroncini Proenga - EESC - USP

Prof. Dr. Rafael Marques Lins - Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Apds reunido, a Comissdo considerou o candidato APROVADO, conforme pareceres em anexo.

O resultado final foi comunicado publicamente ao candidato pelo Presidente da Comissdo. Nada mais
havendo a tratar, o Presidente encerrou a reunido e lavrou a presente ATA, que sera assinada por todos
os membros participantes da Comissdao Examinadora.

Belo Horizonte, 12 de julho de 2023.

Observacoes:

1. A aprovacdo do candidato na defesa da Tese de Doutorado ndo significa que o mesmo tenha

cumprido todos os requisitos necessarios para obtencao do Grau de Doutor em Engenharia de
Estruturas;
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Resumo

O Método dos Elementos Finitos Generalizados com enriquecimento global-local (MEFG#!)
tem se consolidado, nos tultimos anos, como importante ferramenta para a solugao de
problemas contendo descontinuidades e/ou singularidades. Sua formulagao se baseia na
decomposicao da solugdo em duas escalas de anélise: uma escala grosseira (global), bus-
cando representar a parcela suave da solugao, e uma escala refinada (local), na qual sdo
inseridas as particularidades do problema estudado. Apesar dos avangos ja alcangados
na aplicacao desse método numeérico, verificam-se lacunas no que diz respeito ao controle
dos erros da simulacao. Nesse sentido, o presente trabalho propoe, pela primeira vez,
estimadores de erro a posteriori e procedimentos adaptativos para o MEFG#!, aplicados a
problemas bidimensionais da Mecanica da Fratura Linear Elastica. Formulam-se medidas
de erro nas duas escalas de andlise (problema local e problema global), tendo como base a
norma energia e, ainda, um estimador orientado ao objetivo especialmente concebido para
o fator de intensidade de tensao. Tais medidas sao empregadas em procedimentos adap-
tativos com o objetivo de aprimorar a solucao aproximada e diminuir a dependéncia em
relacao ao usudrio do sistema computacional. As simulagoes numéricas sao desenvolvidas
no sistema INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), um projeto de soft-
ware livre desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade
Federal de Minas Gerais.

Palavras-Chave: método dos elementos finitos generalizados; enriquecimento global-

local; estimador de erro a posteriori; adaptatividade; mecanica da fratura linear elastica.



Abstract

The Generalized Finite Element Method with global-local enrichments (GFEM®!) has
been consolidated, in recent years, as an important tool for solving problems containing
discontinuities and singularities. The formulation is based on a two-scale decomposition
of the solution: a coarse scale (global), capable of representing the smooth component
of the solution, and a fine scale (local), where the special features of the problem are
inserted. Despite the advances in the application of this numerical method, there is a
lack of studies concerning approximation errors. Therefore, the present work proposes,
for the first time, a posteriori error estimators and adaptive procedures for the GFEM®!,
considering two-dimensional Linear Elastic Fracture Mechanics problems. Error measu-
res are formulated in the two solution scales (local and global problems) based on the
energy norm and, additionally, a goal-oriented error estimator specially designed for the
stress intensity factors. These measures are employed in adaptive procedures to improve
the approximate solution and reduce the dependence on the user of the computational
platform. The numerical simulations are performed in INSANE (INteractive Structural
ANalysis Environment), a free software project developed at the Department of Structural
Engineering of the Federal University of Minas Gerais.

Keywords: generalized finite element method; global-local enrichment; a-posteriori

error estimator; adaptivity; linear elastic fracture mechanics.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacoes

Componentes estruturais com a presenca de trincas sao frequentemente encontrados
em diversas aplicagoes de engenharia. Em tais elementos, danos microscopicos podem
surgir no material, inicialmente na forma de pequenos defeitos. Em determinadas condi-
¢oes, o dano acumulado pode evoluir para uma trinca ou outro defeito macroscépico capaz
de levar a falha do componente. O fendomeno de propagacao de trincas é um dos princi-
pais temas da Mecanica da Fratura e, no contexto de um projeto estrutural adequado,
demanda a adogao de métodos numéricos apropriados.

No atual cenario da Mecanica Computacional, o Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados (MEFG)[[| (Duarte et al.,[2000; Strouboulis et al.,[2000) tem se consolidado como
importante ferramenta para a solucao de problemas de fratura. Apesar de nao ser consi-
derado um método sem malha, o MEFG compartilha com essas formulacoes a construgao
de uma aproximagao que busca minimizar a dependéncia em relacao a malha de elemen-
tos finitos. Isso é feito através do enriquecimento da aproximagao original com funcgoes
especiais (fungoes enriquecedoras) previamente determinadas, com o objetivo de capturar
fenomenos particulares do problema analisado. Tal estratégia permite, por exemplo, a
modelagem de trincas nao conformes a malha, tornando possivel o uso de discretizacoes

mais grosseiras em relagao ao que se exige no tradicional Método dos Elementos Finitos

(MEF).

1O MEFG e o Método dos Elementos Finitos Estendido (MEFX) (do inglés, Extended Finite Element
Method (XFEM)) sao tratados neste texto como métodos equivalentes, conforme Belytschko et al.| (2009)).
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Apesar de promover avancos significativos em simulagoes de propagacao de trincas,
algumas limitacoes na formulacao do MEFG podem dificultar a sua utilizacao. Uma
delas é o uso de fungoes enriquecedoras expressas analiticamente (fung¢oes descontinuas
e de singularidade), que podem ser incapazes de fornecer resultados precisos em malhas
relativamente grosseiras, especialmente em problemas tridimensionais (Kim et al., |2009).
Nesse caso, um refinamento local da malha pode ser demandado — de maneira semelhante
ao MEF — contrapondo-se as vantagens da estratégia de enriquecimento. Em simulagoes
de propagacao, isso implica na definicao de uma malha refinada “o suficiente” ao longo de
uma regiao, possivelmente extensa, na qual o analista espera que a trinca se propague.
Tais limitacoes motivaram o desenvolvimento do chamado Método dos Elementos Finitos
Generalizados com enriquecimento global-local (MEFG#!) (Duarte e Babuska, 2005)), que
utiliza funcgoes enriquecedoras numericamente obtidas da solucao de um problema de
valor de contorno local, construido apenas na regiao de interesse do problema em questao.
Esse problema local recebe como condigoes de contorno a solu¢ao do modelo global (que
abrange todo o dominio do problema), em termos de tensoes e/ou deslocamentos.

A abordagem do MEFG®#! ¢ bastante vantajosa em problemas da Mecanica da Fra-
tura. A representacao direta das trincas pode ser feita apenas no modelo local, sem exigir
nenhuma modificacao na malha global. A construcao numérica das funcoes de enriqueci-
mento — especificas para o problema analisado — classifica 0 MEFG8!' como uma forma mais
geral do MEFG, além de lhe conferir uma natureza multi-escalaf’] capaz modelar fenome-
nos que sejam significativamente menores do que o tamanho dos elementos empregados
na simulagao (O’Hara et al., 2016).

Aplicacoes do MEFG®#! a exemplos de propagacao de trincas podem ser encontradas em
Pereira et al. (2011)),|O’Hara et al|(2016) e|O’Hara et al.| (2015). Ainda que os resultados
sejam bastante relevantes, em especial para o calculo do fator de intensidade de tensao —
medida que caracteriza completamente as condi¢oes na ponta da trinca, assumindo papel
central em simulagoes de propagacao de trincas na Mecanica da Fratura Linear Elastica

(MFLE)- é possivel identificar problemas ainda nao solucionados no método, em especial

20 termo multi-escala é adotado aqui para identificar diferentes niveis de discretizacdo, sem abranger
aspectos micromecanicos do material.
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no que diz respeito ao controle dos erros da simulacao.

Conforme apresentado por (Gupta, Kim e Duarte (2012), o erro da aproximagao no
problema global é limitado pelo erro da solucao do problema local. Isso faz com que
a qualidade desta solucdo seja decisiva para a resposta final do MEFG®. Nesse mesmo
trabalho, os autores desenvolvem uma estimativa de erro a priori para o problema lo-
cal, mostrando a atuacao de duas componentes de erro distintas: uma delas se refere ao
erro da discretizacao e a outra compreende o efeito das condigoes de contorno inexatas,
provenientes do problema global. A primeira pode ser controlada pelo refinamento da ma-
lha ou pela adigao de fungdes de enriquecimento previamente definidas (como polindémios
ou fungoes de singularidade). A segunda, por sua vez, exige modificagdes no tamanho
do dominio local ou a utilizacao de uma estratégia iterativa. Apesar de comprovarem a
influéncia desses fatores sobre a precisao dos resultados, as estimativas de erro a priori
sdo incapazes de determinar valores “6timos” para o tamanho e/ou discretiza¢ado do mo-
delo local, deixando tais escolhas a cargo da experiéncia do analista, ou mesmo de uma
sequéncia de testes preliminares. Para mitigar essas limitagoes e, mais ainda, certificar a
qualidade da solucao aproximada, torna-se necessaria a introducao de estimativas a pos-
teriori: medidas de erro baseadas em informagoes extraidas da prépria solugao (Barros,

2002).

1.2 A Tese

O presente trabalho propoe, pela primeira vez, o uso de estimadores de erro a poste-
riori no MEFGE!, com o objetivo de avaliar e controlar medidas de erro nas duas escalas
de andlise: problema local e problema global. O estudo é iniciado, naturalmente, com
medidas de erro relacionadas a norma energia, valendo-se de um estimador baseado em
técnicas de recuperagao — derivado da proposta original de |Zienkiewicz e Zhul (1987).

Tendo em vista a ja mencionada relevancia do fator de intensidade de tensao em
problemas da MFLE, formula-se, neste trabalho, um estimador de erro especialmente

concebido para tal medida. Esse estimador (dito “orientado ao objetivo”) é validado,
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inicialmente, para o MEFG e, em seguida, estendido para o problema global enriquecido
do MEFGS®!. As estimativas de erro para o fator de intensidade de tensao recebem grande
enfoque no texto que se segue, uma vez que representam uma importante contribuicao
para futuras aplicacoes do MEFG#'.

Dada a disponibilidade de um estimador de erro orientado ao objetivo, além das ja
mencionadas estimativas baseadas na norma energia, desenvolveu-se no ambito desta in-
vestigacao uma estratégia adaptativa para o MEFGS!. Tal estratégia é empregada nas es-
calas local e global, buscando o aprimoramento mutuo da aproximacao nesses dois niveis.
Procura-se mostrar, ao longo do texto, como as técnicas adaptativas podem contribuir
para o sucesso da analise e também para a diminuicao da dependéncia em relacao ao
usudrio da plataforma computacional.

Finalmente, apds um estudo das estratégias adaptativas em problemas contendo trin-
cas estaticas, propoe-se a sua aplicacao em um processo incremental de propagacao, vi-
sando posicionar as técnicas propostas em um contexto mais amplo. Conforme serd discu-
tido no Capitulo (8], a abordagem desenvolvida nao se conclui em si mesma e representa um
primeiro avanco na obtencao de um MEFGe&' adaptativo e computacionalmente eficiente.

Este trabalho foi desenvolvido no sistema computacional INSANE (INteractive Structural
ANalysis Environment), um software livre desenvolvido no Departamento de Engenharia
de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais (Fonseca e Pitangueiraj, 2007)).
Esse sistema dispoe, atualmente, de recursos diversos para andlise estrutural, incluindo
aplicacoes especificas para o MEFG e o MEFG8!. As implementacoes desenvolvidas nesta
pesquisa expandiram o nicleo numérico do INSANE, incorporando estimadores de erro a
posteriori e estratégias adaptativas que poderao, futuramente, contribuir para a evolugao
de outras pesquisas envolvendo o MEFG#! e, ainda, outros métodos numéricos de anélise

estrutural.
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1.3 Justificativa

Conforme discutido na secao , a estratégia do MEFG®! ¢ bastante vantajosa para
problemas da Mecéanica da Fratura. A representacao de trincas no modelo local evita a
necessidade de remalhamento/refinamento excessivo no problema global, garantindo maior
flexibilidade em relagao a abordagem padrao do MEFG. Além disso, diversas publicacoes
(com destaque para os trabalhos de|O’Hara et al.| (2015) e|(O’Hara et al.|(2016))) confirmam
a capacidade do enriquecimento global-local de incorporar descontinuidades no dominio
global do problema analisado.

Apesar da consolidacio do MEFG#', no meio académico, como ferramenta eficaz para
a modelagem da propagacao de trincas, observa-se uma lacuna no que se refere ao uso
de estimadores de erro a posteriori neste método. Com a introdugao desses estimadores,
torna-se possivel contornar limitagoes como o erro das condigoes de contorno impostas no
modelo local, a determinacao do tamanho do problema local e, ainda, a prépria discreti-
zacao desse modelo, conforme se propoe no presente trabalho.

O controle dos erros da simulacao, de fato, é essencial para qualquer método numérico.
No caso do MEFG#!, isso é especialmente evidente no modelo local, onde atuam compo-
nentes de erro de diferentes naturezas (conforme serd exposto na se¢ao . Além disso,
o problema global, em geral, ¢ modelado com uma malha pouco refinada, estando sujeito
a elevados niveis de erro. Logo, a concepcao de estimadores de erro e de procedimentos
adaptativos deve, preferencialmente, envolver as duas escalas de analise.

Em simulacoes de propagacao de trincas — exploradas, com éxito, em diversos traba-
lhos do MEFG8!' — exige-se grande precisdo para o fator de intensidade de tensao. Em
problemas de fadiga, em especial, tal parametro é parte fundamental da previsao da vida
em fadiga (através de equagoes como a Lei de Paris (Paris e Erdogan| |1963))), tornando-se
essencial no projeto de componentes estruturais submetidos a solicitacoes ciclicas. Nesse
contexto, a disponibilidade de estimadores especialmente formulados para o erro do fator
de intensidade de tensao torna o método numérico bastante atrativo.

Por meio dos estimadores de erro e dos procedimentos adaptativos aqui propostos,
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pretende-se contribuir para o desenvolvimento do MEFG#!, tornando sua aplicacao ainda
mais vantajosa em problemas da MFLE. Até o presente momento, nao se tem noticia da
utilizacao de estimadores de erro a posterior: nesse método numérico, sendo conhecidas
apenas estimativas a priori (como a de Gupta, Kim e Duarte| (2012)). Diante desse fato e
do que ja foi exposto, é valido julgar que a pesquisa proposta é relevante e as estratégias

adotadas sao originais.

1.4 Objetivos

Tendo em vista as premissas discutidas nas secgoes [L.1H1.3| esta tese objetiva o desen-
volvimento de estimadores de erro a posteriori e técnicas adaptativas para o MEFGE'.
Delimita-se a aplicagao das estratégias propostas a problemas bidimensionais da MFLE,
vislumbrando, futuramente, uma expansao para problemas tridimensionais. Através dos
estimadores de erro desenvolvidos e, em especial, da técnica orientada ao objetivo, almeja-
se garantir resultados precisos para o fator de intensidade de tensao e contornar algumas
limitacoes identificadas no MEFG®. As propostas adaptativas permitem, ainda, uma

redugao substancial da interferéncia do usudrio do sistema computacional.

1.5 Organizacao do Texto

Seguindo este capitulo introdutdrio, apresentam-se, no Capitulo [2| fundamentos ted-
ricos pertinentes ao tema deste trabalho. Discutem-se as formulacoes do MEFG e do
MEFG#, assim como o embasamento teérico dos estimadores de erro utilizados.

No Capitulo [3] é feita uma revisao da literatura contendo um apanhado histérico e o
registro de referéncias relevantes. Sao discutidos os trabalhos que abordam a propagacao
de trincas pelo MEFG#! e seus respectivos avancos. Em seguida, apresenta-se uma descri-
¢ao dos estimadores de erro a posteriori e das técnicas adaptativas ja desenvolvidas para
o MEFG.

A metodologia da pesquisa é apresentada no Capitulo [ no qual se busca introduzir o

leitor as etapas de desenvolvimento do trabalho, servindo de preparacao para os capitulos
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que o sucedem.

No Capitulo [f] apresentam-se a formulagao e a validagao dos estimadores de erro
para a norma energia propostos para o MEFG8!. Aspectos da aplicacao do estimador nos
problemas global e local sao expostos, juntamente com os resultados de diversas simulagoes
numéricas.

Em seguida, no Capitulo [0} a formula¢ao do estimador orientado ao objetivo é des-
crita para as abordagens do MEFG e do MEFG8!. A aplicacdo desse novo estimador
sobre o problema global enriquecido do MEFG#! é avaliada em trés exemplos numéricos,
considerando diferentes modos de abertura de trinca.

No Capitulo , discutem-se as estratégias adaptativas propostas para o MEFGS.
Apresenta-se, inicialmente, uma proposta para a discretizacao do modelo local e, em
seguida, uma estratégia para a determinacao do seu tamanho.

No Capitulo[§] as estratégias adaptativas sdo expandidas para um exemplo de propaga-
¢ao de trincas. Através desse exemplo, busca-se avaliar as particularidades das simulagoes
de propagacao e a viabilidade das estratégias propostas.

Finalmente, no Capitulo [9 sdo sintetizadas as consideragoes finais deste trabalho e
apontadas sugestoes para a continuidade da pesquisa.

No que diz respeito a notagao, matrizes e vetores sao denotados, respectivamente, por
letras maiusculas (A) e mintsculas (f) em negrito. Escalares, por sua vez, sao representa-
dos por letras minudsculas simples (e). Espagos vetoriais sao indicados por letras cursivas

maiusculas (H). Demais notagoes serdo oportunamente definidas.
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Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo, apresentam-se os principais conceitos pertinentes ao
tema deste trabalho. Inicialmente, na secao [2.1] apresenta-se a formu-
lacao do Problema de Valor de Contorno da elasticidade linear eléstica.
Na sequéncia, na segao 2.2 a formulacao do MEFG ¢é apresentada. As-
pectos da abordagem global-local sao registrados na se¢ao Quanto
ao estudo do erro, abordam-se os estimadores a posteriori na segao[2.4]

Finalmente, a segao [2.5] se dedica ao tema da adaptatividade.

2.1 Formulacao do Problema de Valor de Contorno

Esta secao registra algumas definicoes importantes para a sequéncia do texto, em
especial para a formulacao dos métodos numéricos e para o estudo do erro. Apresenta-se
o problema bidimensional governado pelas equagoes da elasticidade linear elastica, para

o qual se aplicam as propostas deste trabalho.

2.1.1 Equacoes de Equilibrio e Forma Variacional

Para um dominio bidimensional Q = QU 012, deseja-se encontrar o campo de desloca-
mentos u que satisfaz o seguinte Problema de Valor de Contorno (PVC), sem forgas de

volume (por simplificacao):
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VIZ =0emQ
u =0 em 9N (homogénea por simplificagao) (2.1)
Yn=tem 0OV

sendo:
— X o tensor de tensoes de Cauchy;
— 90P e 9O os contornos de Dirichlet e de Neumann, respectivamente;
— n o vetor unitdrio normal & 9QV;

t o vetor de tensoes de superficies prescritas.

A Equacao (22.1) define a chamada forma forte do problema, cuja forma variacional

associada pode ser representada pelo PVC a seguir:

Encontre u € Vtal que:

B(u,v) = l(v), VvoeV (2.2)

na qual V é um espago de fungdes — contido no espaco de Hilbert H'(Q) — que atende as

condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas:

V={veH(Q): v=0em oN"} (2.3)

e B e [ representam as formas bilinear e linear, respectivamente:
B(u,v) = / e(v) o(u) dx (2.4)
Q

[(v) = / v tds (2.5)
2QN
sendo as tensoes e deformagoes representadas por & = {0us, Oyys oy }? € € = {€aa, Eyys Exy )},

respectivamente, utilizando a notacao de Voigt.
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Considerando um meio linear eldstico, a relacao constitutiva é dada pela Lei de Hooke
generalizada:

o=Ce (2.6)

na qual C é a matriz de propriedades constitutivas elasticas.

A relacao entre deformacoes e deslocamentos, por sua vez, é dada por:

d/0x 0
€ =Lu, L=| 0 09/oy (2.7)
d0/0y 90/0x

Ressalta-se, ainda, uma importante medida relacionada a forma bilinear, conhecida

como norma energia:

wl. & /Blw, w), Yw e H'(Q) (2.8)

2.1.2 Solucao Aproximada

Utilizando o procedimento de Galerkin, busca-se uma solugao aproximada w para o
problema 1) em sub-espagos V de dimensao finita, de tal maneira que V C 'V (Barros,

2002). Desse modo, a forma variacional passa a ser escrita como:

Encontre @ € V tal que:

Bla, o) =1(®), VoeV (2.9)

O espago V é gerado pelas func¢oes de forma do método numérico utilizado, correspon-
dendo, portanto, ao espaco de discretizacao.
Considerando a aproximagao do problema (2.9)), define-se o erro da solugdo numérica

como a diferenca entre a solucao exata e a solugao aproximada:

e=u—1u (2.10)

Outro conceito importante se refere ao residuo da aproximacao. Substituindo a solucao

exata u = u + e no PVC (2.2)), obtém-se:
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B(u+e,v) =I(v), VveV (2.11)

Denotando R como o residuo, chega-se a um novo PVC:

B(e,v) = R(v), VveV (2.12)

Ccom:

R(v) =I(v) — B(w,v), VYwveV (2.13)

O residuo, portanto, depende dos dados do problema analisado e da solucao aproxi-
mada . Em Oden e Prudhomme, (2001)), o residuo ¢é interpretado como a fonte do erro

da solucao, pois define os dados excitantes do PVC do erro em ([2.12)).

2.2 Meétodo dos Elementos Finitos Generalizados

Esta segao apresenta um breve histérico do MEFG, com o registro de alguns trabalhos

que deram origem ao método. Em seguida, apresenta-se a sua formulagao.

2.2.1 Historico

De acordo com [Duarte et al. (2000)), o MEFG foi proposto de maneira independente

por:

e Babuska e colaboradores (Babuska et al., 1994 [Babuska e Melenk, |1997; Melenk e
Babuskal, [1996)), sob a denominagao de “Método dos Elementos Finitos Especiais” e

“Método da Particao da Unidade”.
e Duarte e Oden| (1995)) na proposta do “Método das Nuvens-hp”.

Conforme consta em Barros| (2002)), a denominagao atual de “Método dos Elementos
Finitos Generalizados” surgiu no trabalho de [Melenk (1995).
E igualmente importante registrar, além dos trabalhos precursores do MEFG, os pri-

meiros trabalhos do Método dos Elementos Finitos Estendido (MEFX), de Belytschko e
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Black| (1999) e Moes et al.| (1999). Assim como o MEFG, o MEFX busca manter em sua
formulagao a mesma base que existe no MEF convencional. Apesar disso, uma caracteris-
tica que distingue o MEFX dos trabalhos iniciais do MEFG ¢ o enriquecimento de apenas
uma parte do dominio, idealizado para problemas da Mecanica da Fratura (Belytschko
et al. 2009). Ainda segundo Belytschko et al. (2009), a distin¢ao entre o MEFG e o
MEFX tornou-se bastante confusa, mas é possivel trata-los, atualmente, como métodos

numeéricos equivalentes.

2.2.2 Formulacao

A estratégia fundamental do MEFG consiste no enriquecimento da Particao da Uni-
dade (PU) com fungoes especiais previamente determinadas, escolhidas de acordo com
o comportamento esperado para o problema em andalise. Como Particao da Unidade,
entende-se um conjunto de fungoes que somam a unidade em cada um dos pontos de um
dominio Q[

No caso do MEFG, a PU é construida da maneira mais simples possivel: utilizando
as funcoes de forma de elementos finitos convencionais, como as fungoes de Lagrange
(Strouboulis et al., 2000). O termo nuvem (w,) também é um conceito essencial na
formulacao, representando o conjunto de elementos finitos que compartilham um mesmo
no a.

O conjunto de fungoes enriquecedoras é definido como:

def

I, = {L,, Loz, ... Lag.} = {L}*y com L, =1 (2.14)

al?

sendo um conjunto linearmente independente constituido por um nimero ¢, de funcoes
L;, definidas para cada n6 «. Tais funcoes devem representar adequadamente a solu-
gao sobre a nuvem a elas associada, podendo ser polinomiais ou nao (Barros| [2002). A

capacidade de inserir fungoes nao-polinomiais na aproximacao €, precisamente, a grande

1A definicdo de Particdo da Unidade exige, rigorosamente, que o conjunto de funcdes verifique outras
condigdes além da que foi citada (Oden e Reddy (1976). Apesar disso, segundo Barros (2002)), esta
é a caracteristica mais importante para as interpretacoes do MEFG, o que permite o relaxamento de
propriedades mais restritivas.
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vantagem do MEFG em relagao ao MEF.

Valendo-se dos conceitos de PU, nuvem e fungoes de enriquecimento, é possivel cons-
truir as fungoes de forma do MEFG. O espaco de aproximagao é ampliado através da
multiplicagao da funcao de forma original de cada né pelo respectivo conjunto de fungoes

enriquecedoras, definindo, de tal maneira, as fungoes de forma do método:

{baitie, = No{L,}y (sem somatério em «) (2.15)

na qual N, representa a funcao de forma original (PU) do né a.
Finalmente, é possivel definir uma aproximagao global genérica u(z) do MEFG por

meio da seguinte combinacao linear:

i(x) =Y Na(x) {ua + Z Lai(x)bai} (2.16)

na qual NN representa o nimero total de nés do modelo e u, e b,; sao parametros nodais

associados a cada componente N, do MEF e N,L,; do MEFG, respectivamente.

2.2.3 Estimativa de erro a prior:

O trabalho de Babuska et al.| (2004) estabelece a seguinte estimativa de erro a priori

para o MEFG:
NN 1/2
Ju = @) < € <ZL inf [l — Lmu?(wa)) (217
a:l (e %) [e3

na qual C' é uma constante, NN o numero total de nés do modelo e X, o espago de

aproximacao local associado a cada nuvem w,, podendo ser definido como:

X, = span {Lm-, 1 <1< qu, Los € Hl(wa)} (2.18)

A Equagao (2.17) pode ser interpretada da seguinte maneira: se existirem funcgoes
L.; que aproximem bem a solugao exata u sobre cada nuvem a elas associadas, entao a

solucdo do MEFG () aproximard bem a soluc¢do exata sobre o dominio 2. Tal conclusao
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reforca a necessidade de se utilizarem informacgoes disponiveis sobre o comportamento da

solugao exata para a correta definicao das fungoes de enriquecimento.

2.2.4 Funcoes de enriquecimento para a representacao de trincas

A formulagao do MEFG permite que trincas sejam representadas por diferentes combi-
nacoes de fungoes enriquecedoras. A introducao de uma descontinuidade forte no dominio,
ou seja, um salto no campo de deslocamentos, pode ser feita através da funcao de Heavi-

side (Moes et al. [1999):

1 V £>0
H(z) = (2.19)
0, V £<0
na qual £ representa a posicao em relagao a descontinuidade assumida em & = 0.

Para descrever a singularidade existente nas vizinhancas da ponta da trinca, é possivel
utilizar funcoes baseadas na solugao assintotica da elasticidade para o campo de desloca-
mentos, considerando os modos I e II de abertura (podendo ser encontradas, por exemplo,
em Szabo e Babuska, (1991))). Os trabalhos de|Oden e Duarte, (1996)) e Belytschko e Black

(1999) propdem diferentes conjuntos de fungdes enriquecedoras, sendo apresentada, a se-

guir, a proposta de (Oden e Duarte (1996):

IS

{La} =
{Ly} =

{[(ﬁ —1/2)cos6/2 — 1/2¢0s30/2], (s +3/2)sin6/2 + 1/25in30/2] }

[\l

[(k+1/2)sinf/2 —1/2sin30/2], [—(k —3/2)cosh/2 —1/2 COSSG/Q]}
(2.20)

®|*|
—_ @

sendo:

— Ly e L, as fungoes empregadas nas diregoes x e y, respectivamente, ilustradas na
Figura 2.1 Em cada vetor, o primeiro elemento é associado ao modo I e o segundo

elemento ao modo II de abertura de trinca;

— G o modulo de elasticidade transversal,
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(3=v)
1+v

— Kk = (3 — 4v) para estado plano de deformagao e para estado plano de tensao,

sendo v o coeficiente de Poisson;

— 1 e 6 coordenadas polares com origem na ponta da trinca (Figura [2.1)).

—)\<
D\~
A\ 4

Figura 2.1: Sistema de coordenadas associado as fungoes de singularidade (Equagao (2.20))), com

a trinca representada em vermelho.

Na sequéncia do texto, as fungdes de |Oden e Duarte| (1996|) serdo identificadas como

fungées de singularidade. [

2.2.5 Estratégia Estavel

O Método dos Elementos Finitos Generalizados Estavel (MEFG-E) foi proposto ini-
cialmente por Babuska e Banerjee (2012), restrito a problemas unidimensionais. Em
seguida, Gupta, Duarte, Babuska e Banerjee (2013) e |Gupta et al.|(2015) apresentaram a
expansao dessa abordagem para problemas bi e tridimensionais da Mecanica da Fratura,
respectivamente.

A técnica do MEFG-E consiste em subtrair da funcao enriquecedora do MEFG o
seu interpolante de elementos finitos. Essa abordagem foi concebida, inicialmente, para
contornar um problema bastante conhecido do MEFG: o mau condicionamento do sistema

de equagoes. De acordo com (Gupta, Duarte, Babuska e Banerjee (2013), a modificagao

2A denominacao “funcoes de singularidade” é utilizada, no presente texto, para identificar funcoes
cujas derivadas sao singulares em r = 0, considerando o sistema de coordenadas da Equagao 1}
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proposta contribui para a reducao do nimero de condicionamento da matriz de rigidez,
que passa a apresentar valores da mesma ordem de grandeza daqueles obtidos com o MEF.
Adicionalmente, o MEFG-E lida com outra limitacao importante do MEFG, relaci-
onada aos elementos de mistura: elementos parcialmente enriquecidos, resultantes da
aplicacao do enriquecimento em regides especificas do dominio. Conforme apresentado,
inicialmente, em |Chessa et al.| (2003)), o erro nesses elementos pode ser maior do que nos
demais elementos da malha, o que compromete as taxas de convergéncia da solugao.
Segundo (Gupta, Duarte, Babuska e Banerjee (2013)), a técnica do MEFG-E se baseia

na seguinte modificagao local das fungoes enriquecedoras padrao (Ls;) do MEFG:

Eai = Lai - [wa(Lai) (221)

na qual I, (L) é a fungao interpolante, definida como:

Lo (Loi) (@) = ) Ni(®) Lai(x) (2.22)
k=1
sendo:
— x, as coordenadas do né k do elemento que contém o ponto de céalculo x;
— n o numero de pontos nodais do elemento que contém o ponto de calculo x;

— Lai(zy) a fungao enriquecedora original do MEFG (Equagao (2.14))).

A modificacdo imposta na Equagao (2.21)) consiste na eliminagdo dos termos redun-
dantes que ja apareciam na PU, subtraindo das funcoes enriquecedoras as suas projecoes
no espago daquela (Oliveira, [2018]). Valendo-se do enriquecimento modificado, as fungoes

de forma do MEFG-E sao construidas de maneira analoga as do MEFG:

{dai}le, = Ny {Lai}l2, (sem somatoério em «) (2.23)
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2.3 Meétodo dos Elementos Finitos Generalizados com En-
riquecimento Global-local

Esta secao apresenta o MEFG®!, principal estratégia numérica deste trabalho. Apds
uma breve contextualizacao do método, registra-se a sua formulagao. Destaque é dado,

também, para a estimativa de erro a priori de |Gupta, Kim e Duarte, (2012).

2.3.1 Contextualizacao

Conforme apresentado no capitulo introdutério deste trabalho, o uso de fungoes enri-
quecedoras previamente determinadas representa uma importante limitacao na abordagem
do MEFG, seja por exigir um conhecimento antecipado da solugao do problema ou por
demandar certo grau de refinamento da malha. E nesse contexto que surge a proposta do
MEFGS#!, apresentada inicialmente em Duarte e Babuska (2005)).

O MEFG#! combina o conceito cldssico da técnica global-local aplicada ao MEF (Noor,
1986)) com o enriquecimento da Parti¢ao da Unidade caracteristico do MEFG. Do ponto
de vista tedrico, o método se baseia na decomposicao da solucao em duas escalas: uma
escala grosseira (global), que representa a parcela suave da solugao, e uma escala refinada
(local), responsével por descrever fenomenos localizados. Emprega-se o enriquecimento
da PU para incorporar a aproximagcao local ao espaco de solucao global, garantindo, ao
mesmo tempo, um espago de solu¢ao C° (Kim et al., 2009).

A solucao do MEFG#! é dividida em trés etapas, ilustradas na Figura

1. Primeiramente, obtém-se a solucao do problema global inicial. Nesta etapa, adota-se

uma discretizagao grosseira em todo o dominio.

2. Define-se um problema local abrangendo a regiao que contém o fenomeno de interesse
(no caso da Figura uma trinca). Sobre o contorno do dominio local, impde-se a

solugao da primeira etapa na forma de condigoes de contorno.

3. Resolve-se novamente o problema global, desta vez utilizando fungoes enriquecedoras
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numericamente construidas a partir da solucao do problema local. Por esse motivo,

tal problema passa a ser chamado de problema global enriquecido.

Condic¢des

de contorno
/\ -

Enriquecimento

Figura 2.2: Estratégia do MEFG#! para um problema da Mecanica da Fratura. Os nds enri-
quecidos com a solu¢ao do problema local sao destacados em amarelo. A presenca da trinca no

problema global inicial é meramente ilustrativa.

2.3.2 Formulacao

As formulacdes das trés etapas do MEFG8' podem ser encontradas em Duarte e Kim|

(2008) e Kim et al.| (2009), considerando um problema tipico da elasticidade linear eldstica.

A solugdo do problema global inicial, identificada aqui como @, é obtida via MEF ou
MEFG — neste ultimo, considerando a inclusao de enriquecimentos polinomiais no modelo
global, por exemplo. Nesta etapa, a formulagao se define conforme a secao [2.1,

No problema local, a formulagao é modificada pela imposicao de condigoes de contorno
advindas de g. Considerando um dominio local Qy, a aproximacio 4y, é a solucao do

seguinte problema:

Encontre @y, € V1 (Q) € HY(QL) VoL € Vi (Q1)
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/ e(vp)! o(uy)dx + m/ of iy ds =
Qr oL\ (002LN0NG)

(2.24)
/ o tds + / o7 (t(ad) + rad)ds
8QLﬂan oL\ (0Q2LNING)

sendo:
— 00¢ e 0), os contornos dos problemas global e local, respectivamente;

— 90X o contorno de Neumann do problema global;

t as tensoes de superficie prescritas no problema global;
— t(ad) as tensoes de superficie obtidas no problema global;
— Kk o parametro de rigidez para a imposicao das condigoes de contorno;

— V() o espago de discretizacao do modelo local, construido com as fungoes de

forma do MEFG.

Segundo Kim et al.[ (2009), é possivel definir as condigdes de contorno a serem impostas
no dominio local — provenientes de '&OG — a partir do parametro de rigidez . Diferentes
ordens de grandeza sao necessarias para a imposicao de tensoes, deslocamentos ou am-
bos (condigbes de contorno de Neumann, Dirichlet ou Cauchy, respectivamente). Mais
detalhes podem ser encontrados no referido trabalho.

Para o problema global enriquecido, a formulacao é a mesma do problema global
inicial, exceto pelo enriquecimento da Particao da Unidade com fungoes provenientes da
solucao local. Nesta etapa, procura-se representar a peculiaridade do problema através

de @y, que define uma i-ésima funcdo de forma (Equacao (2.15))) dada por:

@o; = No U, (2.25)

sendo N, a PU utilizada no problema global. As componentes cartesianas de @y (4r,,
na Equacao ([2.25])) sado adicionadas ao espaco de aproximagao local X, (Equagao [2.18)).
Tais fungoes sao utilizadas em nés o da malha global cuja nuvem (w,) esteja contida no

dominio local ;.
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E importante ressaltar que o problema global enriquecido utiliza a mesma malha ado-
tada no problema global inicial. Para problemas bidimensionais, as fungoes de enriqueci-
mento global-local adicionam apenas dois graus de liberdade a cada né global enriquecido,
independentemente do nivel de refinamento existente no problema local. Isso permite que
malhas bastante refinadas sejam utilizadas no dominio local — capazes de descrever ade-
quadamente o fenomeno de interesse — sem aumentar significativamente o tamanho do

problema na terceira etapa da solugao (Kim et al., [2009).

2.3.3 Ciclos Global-local

A técnica de ciclos global-local (ou iteragoes global-local), inicialmente apresentada no
trabalho de |(O’Hara et al.| (2009), propoe a execugao de um passo adicional na analise do
MEFGS#!: adota-se a solucao do problema global enriquecido como condicoes de contorno
em uma nova analise do problema local. Em seguida, repete-se a sequéncia tradicional
do método, com a construcao numérica das funcoes de enriquecimento para o espago de
aproximacao global.

O trabalho de |Gupta, Kim e Duarte| (2012) expande essa estratégia para problemas da
Mecanica da Fratura, sugerindo a execucao de iteragoes até que se atinja uma tolerancia
pré-especificada para alguma grandeza de interesse. Neste caso, as condi¢oes de contorno
para o problema local do ciclo t+ 1 sao obtidas da solucao do problema global enriquecido
do ciclo t, conforme mostra a Figura [2.3]

Desse modo, a estratégia de ciclos visa reduzir o erro associado as condig¢oes de contorno
inexatas que sao impostas no problema local, uma vez que a solugao do problema global
inicial pode apresentar erros excessivos mesmo em regioes mais distantes da ponta da
trinca. A andlise desse efeito a partir de uma estimativa de erro a priori para o problema

local, proposta no mesmo trabalho de (Gupta, Kim e Duarte| (2012)), é discutida a seguir.

2.3.4 Estimativa de Erro a prior: para o Problema Local

Em Gupta, Kim e Duarte| (2012)), apresenta-se uma estimativa de erro a priori para o

problema local, considerando o efeito das condigoes de contorno inexatas provenientes do
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Condigoes de
contorno do
ciclo ¢

/—\
\_/

Enriquecimento
para o ciclo #+/

Figura 2.3: Tlustragdo da estratégia de ciclos global-local para um problema da Mecanica da

Fratura.

problema global. Para isso, os autores recorrem a estimativa a prior: para o MEFG de

Babuska et al.| (2004) (Equagao (2.17)) adaptando-a ao problema global enriquecido do

MEFG#! :
NN 1/2
~F . 2
|u — uGHE(QG) <C (Zl ’Uiléfxa Ju — va”s(om)) (2.26)

na qual C' é uma constante, NN o niimero total de nés do modelo global e @ a solucdo
aproximada do problema global enriquecido. O termo v,, por sua vez, indica uma func¢ao
do espago de aproximagao local X, do problema global enriquecido (sendo, portanto,
associada a solugao ).

A Equacgao implica que o erro na norma energia da aproximacao global é limitado
pelo erro na norma energia da aproximacao local. Em outras palavras, se @; aproximar

bem a funcao exata u sobre w,, @ = 1,...NN, entao a solugao '&,g conseguira aproximar

bem a funcéo u sobre o dominio global Q¢ (Gupta, Kim e Duarte, 2012)).

Na sequeéncia, os autores desenvolvem a formulagao do problema local considerando
a aplicagao de condicoes de contorno de Dirichlet exatas ou inexatas sobre 9€);. Neste

momento, é necessario definir os seguintes termos:

— u%C“* indica a solucio exata do problema local submetido a condicdes de contorno

exatas;
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— u®C"* indica a solucao exata do problema local submetido a condicdes de contorno

inexatas;

o udif — uCCex o uCCineX .

)
- ,&CCinex

indica a solucao aproximada do problema local submetido a condigoes de

contorno inexatas.

Para avaliar o efeito das condig¢oes de contorno, considera-se um subdominio local

Q% C Qp, conforme ilustra a Figura :

Q.

Figura 2.4: Dominio local Qy, e subdominio 9 (Gupta, Kim e Duarte, 2012).

Apoés a utilizacao de propriedades da forma bilinear e da aproximacao de Galerkin,

além da inequagao de CaccioppoliEL obtém-se a seguinte estimativa de err(ﬂ

ex ~ inex : inex C i
[ — @S ge) < C ,UE%HEQ ) [ — ]|, + ﬂudf\!m(m) (2.27)
L L
na qual || - ||z,() representa a norma Lo:

1/2
el ey = [ / |u|2dﬂ] (2.28)

A inequagao (2.27) mostra que o erro da solugao aproximada de um problema local

sujeito a condigoes de contorno inexatas é composto de duas parcelas:

3A inequacao de Caccioppoli relaciona a norma Ly de uma funcio em w* com a sua norma energia
sobre um subdominio w C w* (Babuska e Lipton, 2011)).

4Por simplificacdo, o desenvolvimento analitico da estimativa a priori para o problema local nio é
apresentado neste texto, podendo ser encontrado, em sua totalidade, em |Gupta, Kim e Duarte, (2012).
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1. O erro da discretizacao de elementos finitos, referente ao primeiro termo do lado
direito de (2.27). Esse termo pode ser controlado pelo refinamento da malha local

ou pela adicao de fungoes enriquecedoras previamente determinadas.

2. O erro associado as condigoes de contorno inexatas impostas sobre 0€2;,, dado pelo
segundo termo do lado direito de 1} E possivel reduzir essa parcela através
do aumento do parametro 4, definido, em |Gupta, Kim e Duarte (2012)), como o

tamanho de uma regiao denominada “zona buffer”.

A Figura ilustra o conceito da zona buffer de Gupta, Kim e Duarte| (2012). A
area em verde, identificada como “zona de enriquecimento”, representa a regiao da qual
se extraem as informagoes para a construgdo do enriquecimento global-local (ou seja,
onde se computa o termo w; da Equagdo (2.25)). Na regido localizada entre a zona
de enriquecimento e o contorno do problema local, por sua vez, define-se a zona buffer:

regidao que nao é utilizada para a construcao do enriquecimento global-local (destacada

em amarelo na Figura .

/ Zona buffer

Zona de
enriquecimento

Figura 2.5: Zona de enriquecimento (em verde) e zona buffer (em amarelo) sobre um problema

local genérico, cujo contorno é destacado em vermelho.

E importante mencionar que a zona de enriquecimento poderia abranger todo o domi-
nio local — sem a presenca da zona buffer. Nesse caso, o erro relacionado as condigoes de
contorno poderia ser controlado pela técnica de iteragoes global-local (se¢ao .

Dada a sua pertinéncia ao tema do presente trabalho, a discussao sobre o trabalho de

Gupta, Kim e Duarte| (2012) serd retomada no Capitulo [3
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2.3.5 Versao estavel

Dada a generalidade da construgao das fungoes de forma modificadas, é possivel aplicar
diretamente a estratégia estavel do MEFG-E (secao sobre o enriquecimento global-
local. Obtém-se, desse modo, uma versao estdvel do MEFG®! identificada aqui como
MEFG-E#' (Método dos Elementos Finitos Generalizados com Enriquecimento Global-
Local Estavel).

Considera-se, neste caso, a solucao local u; compondo as funcgoes L,; na Equacao
. Em razao do grande ganho de precisao garantido por essa estratégia (comprovado
pela autora e co-autores em [Fonseca et al.| (2020)), o MEFG-E#! serd utilizado em diversas
simulagoes numéricas do presente trabalho (Capitulos a. Em todas as andlises a serem
apresentadas, a estratégia estéavel ¢ aplicada somente sobre fungoes de enriquecimento
global-local. As funcoes enriquecedoras utilizadas para a representacao direta das trincas

(secdo [2.2.4) sdo mantidas em sua versao padrao do MEFG.

2.4 Estimadores de Erro a posterior:

Esta secao apresenta uma base tedrica dos estimadores de erro a posteriori, com enfo-
que nas técnicas baseadas na recuperagao dos gradientes da solucao. Apds uma visao geral
sobre o tema, apresenta-se o estimador ZZ-BD, adotado no presente trabalho. Discute-se,

também, a formulacao dos estimadores orientados ao objetivo.

2.4.1 Visao Geral

“A presenca de erros numéricos tem sido uma importante fonte de preocu-
pacao desde as primeiras simulacoes computacionais de fenomenos fisicos. O
erro numérico ¢ intrinseco a essas simulacoes: o processo de discretizacao, que
transforma um modelo fisico continuo em um que seja tratavel por computa-
dores, nao consegue capturar todas as informacoes embutidas em problemas
descritos por equacgoes diferenciais parciais ou equagoes integrais. Qual é o

erro da aproximagao em tais simulagoes? Como o erro pode ser mensurado,
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controlado e efetivamente minimizado? Essas indagagoes confrontam profissi-
onais praticos e tedricos desde as primeiras aplicacoes de métodos numéricos
na engenharia e na ciéncia.

Avancos concretos para a solucao de tais questoes foram alcancados na
forma de teorias e métodos de estimativas a posteriori, nas quais a propria
solugao ¢é utilizada para avaliar a precisao da simulacao. O impressionante
sucesso de alguns estimadores a posterior: abriu um novo capitulo capaz de
revolucionar a Matemadtica e a Mecanica Computacional.” (Ainsworth e Oden),

2000).

O estudo de estimadores de erro a posteriori para o MEF iniciou-se no trabalho pio-
neiro de Babuska e Rheinboldt| (1978), com estimativas baseadas no residuo da solugao.
Essa estratégia foi desenvolvida inicialmente na versao explicita, utilizando diretamente
a aproximacao de elementos finitos e os dados disponiveis do problema. Desde entao,
diversas abordagens foram propostas e os procedimentos atuais podem, essencialmente,

ser reduzidos a dois tipos (Zienkiewicz, [2006):

e Estimadores residuais: sao construidos a partir do residuo da solugao aproximada
e medem o quanto a solucao obtida falha em satisfazer as equacoes que governam
o PVC (Barros, 2002). Desde a proposta inicial de Babuska e Rheinboldt (1978),
maior atencao tem sido dada a chamada versao implicita, que utiliza solucoes de
PVCs auxiliares associados a erros locais. Neste caso, destacam-se o Método dos

Resfduos em Subdominios e o Método dos Residuos em Elementos’]

e Estimadores baseados em técnicas de recuperagao: propostos inicialmente no tra-
balho de |Zienkiewicz e Zhu (1987), utilizam um processo de suavizacao dos gradi-
entes da solucao, no qual se obtém a chamada “solucao recuperada”. A diferenca
entre a solucao recuperada e a solucao original é utilizada para o calculo do erro.
Essa abordagem, apesar de bastante simples e, de certo modo, heuristica, é capaz

de fornecer resultados surpreendentemente precisos (Gratsch e Bathel [2005)).

5Uma vez que o presente trabalho utiliza apenas estimadores baseados em técnicas de recuperacio,
maiores detalhes acerca dos estimadores residuais nao serao apresentados.
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Considerando a aproximagao do MEF para o problema da elasticidade (se¢ao ,
as técnicas de recuperacao exploram o fato de que o gradiente da solucao é descontinuo
nas interfaces entre os elementos. Valendo-se dessa propriedade, é possivel calcular uma
aproximacao para o gradiente em cada né, utilizando contribuicoes de cada um dos ele-
mentos ao redor deste. Em seguida, uma aproximacao continua em todo o dominio pode
ser construida por meio de uma interpolagao dos valores nodais (Ainsworth e Oden, |2000)).

Dada a sua simplicidade, as técnicas de recuperacgao, em geral, apresentam menor custo
computacional quando comparadas aos estimadores residuais. Além disso, a maioria dos
cédigos de elementos finitos ja incorpora algum nivel de pds-processamento, através do
qual a aproximacao descontinua para o gradiente é suavizada antes de ser apresentada ao
usudrio (Ainsworth e Oden, [2000). Nesse contexto, os calculos relacionados ao estimador

de erro podem apresentar um custo adicional pequeno (Zienkiewicz et al., 1999).

2.4.2 Conceitos Basicos das Técnicas de Recuperagao

Na formulacao dos estimadores a posteriori, define-se o erro da solugao numérica como
a diferenca entre a solugao exata e a solucao aproximada. Conforme mencionado na segao

2.1] o erro em deslocamentos, em qualquer ponto do dominio, é dado por [}

e=u—1u (2.29)

De maneira analoga, define-se o erro em tensoes:

e, =0 —0 (2.30)

na qual o representa o campo de tensoes aproximado.
E mais conveniente, entretanto, definir o erro em termos de alguma norma que repre-
sente uma grandeza escalar. Utilizando, por exemplo, a norma energia (Equagao (2.8)),

obtém-se a seguinte medida de erro em cada elemento da malha:

6Considera-se, neste caso, apenas o erro da discretizagdo. Ressalta-se que a Equacio (2.29) nio
representa o erro total da solugao, pois nao inclui erros de arredondamento, da integracao numeérica ou
da representacdo do carregamento e da geometria (Barros, |2002]).
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1/2

lelloy = [ | w-a7c o), (2.31)

e

na qual €2, representa o dominio do elemento e e C é a matriz que relaciona tensoes e
deformagoes (Equagao ([2.6)).

Uma vez que a solucao exata o nem sempre é conhecida, é necessario buscar valo-
res capazes de substituir o campo de tensoes exato em . Valendo-se de um p0s-
processamento da solucao, a estratégia de recuperacao fornece, idealmente, uma solugao
recuperada o* mais precisa do que a solugao aproximada original (Zienkiewicz et al.,

1999)). Logo, a norma energia do erro pode ser estimada da seguinte maneira:

le*lleee) = [/ (0" —6)'C (0"~ 5) dQe] " (2.32)

Qe

A partir das medidas de erro computadas em cada elemento, é possivel obter uma

estimativa para a norma energia do erro global:

NE 1/2
le*]le) = (Z ||€*||§<Qe)) (2.33)
=1
sendo NE o numero total de elementos daemalha.

A Equacoes e sintetizam o conceito geral dos estimadores de erro ba-
seados em técnicas de recuperacao. As etapas especificas para a obtencao do campo de
tensoes recuperado — particularmente, os valores nodais de o* — distinguem os diferentes
estimadores e tém grande influéncia sobre sua precisdo e robustez (Ainsworth e Oden,
2000).

Também ¢é importante destacar uma medida bastante utilizada em estimativas a pos-

teriori, conhecida como indice de efetividade (6):

ey
H€HE(Q)

0 (2.34)

O estimador ¢ dito assintoticamente exato se # se aproximar de 1,0 quando o erro
exato tender a zero. Isso significa que o estimador sempre ira convergir para o erro exato
a medida que este decresce (Zienkiewicz e Zhu, 19920). Cabe ressaltar que o indice de

efetividade s6 pode ser calculado em problemas cuja solugao exata é conhecida.
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O processo original de Zienkiewicz e Zhu| (1987) (frequentemente identificado como
“estimador ZZ”) obtém os valores nodais de o* através de um simples processo de mé-
dia nodal ou projecao L. Apesar do sucesso alcancado por essa abordagem, os autores
buscaram novas técnicas capazes de aprimorar a descricao da solucao recuperada, culmi-
nando, em 1992, na técnica denominada SPR (do inglés, Superconvergent Patch Recovery
(Zienkiewicz e Zhu, (1992a/b)) (Zienkiewicz, 2006).

Embora representem importantes ferramentas para o estudo do erro no MEF, os es-
timadores do tipo ZZ e SPR, em razao do processo de suavizacao que se utiliza para
construir o campo de tensoes recuperado, nao sao adequados para regioes de gradientes
elevados — que ocorrem, por exemplo, em problemas da MFLE. No ambito do MEFG,
diversas abordagens ja foram propostas para contornar essa limitacao, conforme sera re-
gistrado na segao [3.2] Apresenta-se, a seguir, a formulagao do estimador ZZ-BD, adotado

nas estratégias numéricas propostas no presente trabalho (a serem apresentadas nos ca-

pitulos [5] a [§)).

2.4.3 Estimador ZZ-BD

O estimador ZZ-BD, proposto no trabalho de Lins et al.[(2019), apresenta uma técnica
de recuperacao para o MEFG e o MEFG-E aplicavel a problemas da MFLE. A formulacao
se baseia no estimador de [Prange et al. (2012), que parte de um conceito bdasico da
técnica original de Zienkiewicz e Zhu| (1987): o campo de tensoes recuperado é interpolado
pelas mesmas fungoes de forma utilizadas na aproximacao do campo de deslocamentos.
Considerando a aproximacao do MEFG, entretanto, tais fungoes precisam ser modificadas
para representar diretamente o campo de tensoes ao redor da trinca (e ndo o campo de
deslocamentos, como na secao . Desse modo, Prange et al. (2012) propoem que
as funcoes enriquecedoras utilizadas para a construcao de o* sejam diferentes daquelas
empregadas para o campo de deslocamentos aproximado pelo MEFG.

Na técnica de Prange et al| (2012), o campo de tensbes recuperado é definido da

seguinte forma['}

"No trabalho de [Prange et al. (2012)), a funcdo de Heaviside também é incluida na representacio
de o*. A expressao (2.35) segue o formato apresentado em |Lins et al| (2019)), que considera apenas o
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U;:m NN a[13’,0 2 a’é,ngrlL (T, 9)
o = oy, | =D No | ady | +D0 D No | ad,gi(r.0) (2.35)
* p=1 Bel n=1
O-xy a%,o a’%,nggl ('I", 0)

sendo NN o numero total de nés do modelo, r e 6 coordenadas polares com origem na
ponta da trinca e I o conjunto de nés enriquecidos com as fungoes g¢ (com d = 1,2,3
denotando as componentes de tensao do problema bidimensional e n = 1,2 indicando os
modos de abertura da trinca). Tais fungdes representam contribuigbes para as compo-
nentes de tensao da solucao assintética nas vizinhancgas de uma trinca, considerando os

modos I e IT de abertura, definidas no mesmo sistema de coordenadas da Equagao (2.20)) ﬁ

g1 =77 cos(8/2) (1 —sen(9/2) sen(36/2))
g2 = —r?sen(0/2) (2 4 cos(6/2) cos(36/2))
gs = 1712 cos(0/2) (14 sen(h/2) sen(36/2))
g2 = 1Y% sen(0/2) cos(6/2) cos(30/2)

gs =172 cos(0/2) cos(8/2) cos(30/2)

g3 =17 cos(6/2) (1 —sen(9/2) sen(36/2))

(2.36)

Na Equacao , os coeficientes a%m (n = 0,1,2) representam parametros nodais
do campo de tensoes recuperado, a serem determinados pelas técnicas de projecao Lo
apresentadas a seguir.

Seguindo o formalismo matemético de |Lins et al| (2019), a seguinte notacao é intro-

duzida:

enriquecimento com as fungdes g¢.

8Em [Lins et al|(2019), as funcdes g¢ sdo generalizadas para a solugdo assintética do campo de tensdes
ao redor de uma reentrancia. No presente trabalho, optou-se por representar, na Equacao 7 0 caso
particular de uma trinca fechada.
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gl=1,d=1,2,3 (2.37)
o} pem
oy | = | o, (2.38)
o3 Ty

na qual o termo unitério (g¢) representa o caso em que nao hd enriquecimento.

De maneira semelhante, definem-se as seguintes fungoes de forma do MEFG:

Fan = Nagn (2.39)

Em relagao as fungoes de forma apresentadas na Equagao (2.15)), a notagao da Equagao
(2.39) considera as fungoes g¢ no lugar de Lq,. Neste caso, sdo definidas fungoes de forma
distintas para cada componente de tensao — razao pela qual se utiliza o superindice d.

Valendo-se das defini¢goes anteriores, é possivel reescrever a Equagao (2.35)) como:

1 1
o NN NFE@) [ @nPsn
* * . 2 2
o'=los| =D D |dh.dha (2.40)
=1 n=0

na qual NFE(S) representa o nimero de fungoes enriquecedoras do né /3.
A partir de (2.40), pode-se representar uma componente o) do campo de tensoes

recuperado da seguinte maneira:

Q.*
I
MZ

FE(B
Z aﬂ’ngbg’n (2.41)
n=0

T
I

Dada a representacao de o*, os parametros nodais a,‘é , bodem ser calculados através

da minimizagao do seguinte funcional, conforme proposto por [Zienkiewicz e Zhul (1987):

1= /Q (0" — &) (o — &) dS (2.42)

sendo o o campo de tensoes aproximado pelo MEFG.
A minimizacao de 1) deve ser feita com respeito aos parametros a%vn para cada

componente de tensao o)}, resultando na seguinte condicao de ortogonalidade:
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(0 = G, Do) ) =0 (2.43)
coma=1,...,NNem =0,..., NFE(a). A notagao (-,-)r,() representa o produto
interno L[]

Usando ([2.43) e (2.41]), obtém-se o seguinte sistema de equagoes:

(¢g,n7 ngl’m) La(Q) acé,n = (5-d7 ¢i,m)L2(Q) (245)

coma,f=1,..., NN, m=0,..., NFE(a) en=0,..., NFE((). Tal sistema pode ser

reescrito como:

Ata’ = £ (2.46)
sendo:
A’ = [Al 0y am)] (2.47)
d _(4d d _ d d _ d d
A(ﬁ,n)(a,m) - (¢[3,n7 a,m)Lz(Q) - /ng,@,n a,m dS) = (Nﬁ Ins Na gm) Lo(Q) (248)
a’ = {afs, } (2.49)
fd = {f(doz,m)} (250)
f(da:m) = (5-d7 ¢i,m)L2(Q) = / 6d gbi,m <2 (251)
Q

As Equagoes (2.46) a (2.51) definem, segundo Lins et al| (2019), uma técnica de

projecao global. Em |[Prange et al.| (2012)), essa técnica é aplicada sobre a aproximagao do

90 produto interno Lo é definido como:

(£, 9) (e = /Qfgdﬁ Vi, g € Lo(Q) (2.44)

sendo Lo (£2) um espago de fungdes de quadrado integravel definido sobre o dominio Q (Reddy! |1986).
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C-XF EMIE Posteriormente, uma adaptacao do estimador para o abordagem do MEFG-E
foi apresentada em |Lins et al.| (2015)).

Definida a estratégia de projecao global, é possivel, finalmente, formalizar o estimador
77-BD, que emprega uma projecao L, localmente ponderada sobre as nuvens de elemen-
tos. Segundo |Lins et al. (2019), essa técnica garante um processo de recuperagao robusto
e computacionalmente eficiente.

Considerando um dominio €2, o produto interno L, ponderado por uma funcao peso

w (w: w>0em) é definido da seguinte forma:

(.00 = /Q fgwdQ ¥ f, g € Ly(Q) (2.52)

Tomando o termo f(da m) Da Equagao 1) e o suporte compacto da PU (N,), é
possivel reinterpretar as componentes do vetor ¢ como um produto interno Lo entre ¢4 e

g% ponderado pela Particao da Unidade N,:

~ ~ ~ ~ Nq
flmy = (64, Na ggl)LZ @ = / Ga Ny gl dQ = / Ga No gl dY = (64, gfn)L2 ) (2:53)

Q War

Considera-se, neste caso, que a PU definida por N, é nao-negativa sobre a nuvem wy,.

O mesmo produto interno localmente ponderado pode ser explorado na definicao da
matriz A (Equacdo (2.48)). Nesse caso, a ideia é aproveitar a semelhanca entre A<
e a matriz de massa consistente de problemas dinémicoﬂ Um procedimento para a
obtengao de uma matriz de massa concentrada — uma aproximacao para a matriz de
massa consistente, com o objetivo de facilitar a solugao do sistema de equacoes global — é
apresentado no trabalho de Schweitzer (2013)), considerando métodos numéricos baseados
na Particao da Unidade. Valendo-se desse desenvolvimento, |Lins et al.| (2019) propdem a

construcao de uma matriz A modificada, representada por A<, definida como:

00 C-XFEM (do inglés, Corrected Extended Finite Element Method) (Fries,[2008)) propoe uma correcao
para os elementos de mistura através da multiplicacao das fungoes enriquecedoras por funcoes rampa que
variam linearmente de 1 a 0.

1A matriz de massa consistente, na formulacdo do MEF, é definida por:

M;; = / N; N; d§2 sendo IV; eN; as fungdes de forma convencionais do MEF. (2.54)
Q
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y 0, sea#

Aamem =Y | . n (2.55)
(gn7 gm)Lg(wa) , sea = f3

Nq
(95 9m) 1eioy = / g gt No dQ2 (2.56)

Usando (2.53)) e (2.55)), define-se o seguinte sistema de equagoes para o calculo dos

parametros nodais de o*:

Alal = £ (2.57)

no qual a%, assim como a? em , retine os parametros nodais a serem calculados.
Ressalta-se que as matrizes desse sistema podem ser montadas a partir das contribuigoes
de cada elemento da malha.

A definicdo de A? resulta em uma matriz simétrica, positiva-definida e bloco-diagonal
(razéo por tras da denominacéo ZZ-BD (do inglés, Block Diagonal)). Cada bloco de A4 é
atrelado a um dos nés do modelo, possuindo dimensao de 1 x 1 ou 3 x 3 — a depender do
uso ou nao das fungoes g2, conforme a expressio do campo de tensoes recuperado .

Logo, é possivel representar essa matriz da seguinte forma (Bentol, 2019):

B 0
A=Ble. . oBiy=|: B ; (2.58)
K By ]
Bl = [(gg,gi)z’(w)]  m,n=0,..., NFE(y) (2.59)

Em razao da propriedade bloco-diagonal, a fatorizacao da matriz A% exige um esforco
computacional muito menor do que na técnica de projecao global. Verifica-se, ainda, que
a integracao numérica de cada bloco de A? envolve apenas os elementos pertencentes
nuvem de cada nd. Nesse sentido, é possivel estabelecer uma relacao entre a técnica de
projecao localmente ponderada e os estimadores formulados para nuvens de elementos —

como, por exemplo, o SPR (Lins et al., 2019).
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A formulacao discutida nesta secao permite a obtencao do campo de tensoes recupe-

rado o*. Em seguida, é possivel calcular o erro estimado para a norma energia através

das Equacoes (2.32)) e (2.33).

2.4.4 Estimadores de Erro Orientados ao Objetivo

Até meados da década de 90, a formulagao da maioria dos estimadores a posteriori
era voltada para o calculo da norma energia do erro. A partir de entao, a teoria foi
estendida para o calculo do erro em grandezas especificas, calculadas a partir da solugao
aproximada. Esse desenvolvimento mais recente é referido na literatura como estimativa
orientada ao objetivo, dado que a sua finalidade é fornecer estimativas de erro para uma
determinada quantidade de interesse (Gritsch e Bathe, 2005).

De acordo com Zienkiewicz| (2006), Babuska e Miller foram os primeiros a se dedicarem
ao estudo do erro em grandezas diferentes da norma energia. Uma série de trabalhos desses
autores (Babuska e Miller, 1984dllb,d) estabeleceu uma base para as metodologias que se
desenvolveram cerca de dez anos mais tarde. Atualmente, diversas formulagoes para o erro
em quantidades de interesse podem ser encontradas na literatura, como, por exemplo, em
Cirak e Ramm| (1998), Ainsworth e Oden, (2000) e [Prudhomme e Oden (1999); Oden e
Prudhomme (2001)). Optou-se, neste trabalho, por apresentar o equacionamento de Oden
e Prudhomme (2001).

Inicialmente, considera-se um funcional linear e limitado ) : V — R atuando sobre
o espaco de funcoes admissiveis do problema analisado. Assume-se, neste caso, que o
objetivo da simulacao é calcular uma grandeza Q(wu). Considerando a solugao aproximada
&, o método numérico adotado fornece uma aproximacao (@), cuja precisao pode ser

quantificada da seguinte maneira:

Q(u) - Q(u) = Q(u —u) = (e) (2.60)

sendo @(e) o erro da aproximagao para a quantidade de interesse Q(u).
Uma abordagem direta para o célculo de @)(e) seria aproximar o erro da solugao e,

entdo, aplicar o funcional Q). Entretanto, a solu¢ao numérica do problema ([2.10)) para o
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erro, na maioria dos casos, é muito cara computacionalmente. Uma alternativa possivel
consiste em relacionar Q)(e) ao residuo R, sem a necessidade de se computar e. Essa ideia
se justifica pela prépria definicao do residuo, que contém toda a informacao que origina o
erro da aproximacao (Oden e Prudhomme, [2001)).

Nesse contexto, o ponto inicial da formulac¢ao é encontrar uma relagao entre Q)(e) e a

fonte de erro R. Logo, deseja-se encontrar um funcional linear w tal que:

Q(e) = w(R) (2.61)

O termo w é identificado como fungao de influéncia (ou fungao generalizada de Green)
com respeito a ), uma vez que representa a influéncia do residuo sobre (e). Em outras
palavras, w indica como a informacao é propagada do residuo para o erro na grandeza de
interesse (Oden e Prudhomme, 2001)).

Na sequéncia, valendo-se do fato de que o espago de fungdes admissiveis V (Equacao
(2.3)) é assumido como um espaco de Hilbert (sendo, portanto, reflexivo E[), é possivel

escrever a seguinte relagao:

Qe) = R(w) (2.62)

Substituindo a defini¢ao do residuo (Equacao (2.12))) em (2.62), obtém-se:

Q(e) = Ble, w) (2.63)

A igualdade anterior é verificada quando w € V é a solugao do seguinte problema:

B(v, w) = Q(v), VveV (2.64)

O problema ([2.64) é denominado problema dual (ou problema adjunto) com relagao

ao problema primal (Equacao (2.2))), tendo como solugao a variavel dual w. O funcional

12Dado um espaco vetorial normado V, o conjunto de todos os funcionais lineares definidos sobre V'
forma o espago dual de V' (V*). Uma vez que V* também é um espaco normado, é possivel construir
V** = (V*)*, denominado espaco bidual de V. Quando V = V**, 0 espago V é dito reflexivo (Reddy,
1986)).
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Q(v), referente a grandeza de interesse analisada, pode ser interpretado como o carrega-
mento de um problema mecanico — sendo equivalente, por exemplo, a forcas de superficie,
forgas de corpo ou deformagoes/tensoes iniciais.

Considerando o mesmo espago de aproximagcao V adotado no problema primal, é pos-

sivel obter uma solucao aproximada w € 'V através do seguinte problema:

B(v,w)=Q®), YoeV (2.65)

Assim como no problema primal, pode-se definir o seguinte erro para a aproximacgao

da funcao de influéncia:

e’ =w-—w (2.66)

Finalmente, o teorema a seguir fornece uma medida de erro para a quantidade de

interesse a partir dos erros e e e* obtidos nos problemas primal e dual, respectivamente.

Teorema 2.4.1. Seja w uma aproximacao de elementos finitos de w, conforme a Fquacao
. Entdo, o erro cometido ao se calcular a quantidade Q(u) usando a aproximagao

Q(w) é dado por:

Q(e) = B(e, e") (2.67)
sendo e e e* o0s erros das aproximacgoes de u e w, respectivamente.

Demonstra¢ao. Tomando a Equagao (2.63)) e aplicando a relacao de ortogonalidade de

Galerkin, obtém-se:

/—’L
Q(e) = B(e,w) = B(e,w) — B(e,w) = B(e,w — w) (2.68)

Valendo-se da defini¢ao do erro em w (Equagcao (2.66)), chega-se a expressao desejada:

Q(e) = Ble,e")
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Segundo |[Ainsworth e Oden (2000), a Equagao (2.67)) mostra que o erro na quantidade
de interesse ((e) é limitado pelos erros da aproximagao de u e da fungao de influéncia w,
medidos na norma energia. Essa afirmacao pode ser comprovada através da desigualdade

de Cauchy-Schwarz:

1Q(e)ll = B(e, e”) < [lefl-q) lle” |-« (2.69)

Logo, qualquer estimador formulado para o erro na norma energia pode ser utilizado
para se estimar o erro na quantidade de interesse (Ainsworth e Odenl, 2000).

A partir da definigdo do erro exato , diversas abordagens para a obtencao de
um estimador de erro para a quantidade de interesse podem ser encontradas em |Gratsch
e Bathe (2005). Apresenta-se, a seguir, o desenvolvimento baseado na recuperacao dos
gradientes da solugao (foco deste trabalho), conforme proposto por Riiter e Stein| (2006).

Valendo-se da definicao da forma bilinear , é possivel expressar o erro Q(e) (Equa-
¢ao (2.67)) em termos do erro em tensoes. Para isso, é necessdrio definir grandezas no
problema dual que equivalem a tensoes e deformagoes de um problema mecanico auxiliar,

utilizado para se extrair o erro na quantidade de interesse:

o"=Ceg" (2.70)

e=Lw (2.71)

com C definida na relagao constitutiva (Equacao (2.6))) e L dada na Equagao (2.7)).

A partir dessas defini¢oes, reescreve-se a equacao do erro exato da seguinte maneira:

Qle) = / (0 - &) C™ (0" — 6")dO (2.72)
Q
na qual &, (Equagao (2.71))) representa o equivalente as tensoes aproximadas no problema
dual.
A expressao de Q(e) em (2.72)) torna evidente que as técnicas de recupera¢ao — ini-

cialmente propostas para a norma energia do erro — podem ser utilizadas nos problemas
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primal e dual, visando obter solugoes recuperadas o* e o, que substituem os campos exa-
tos o e o,. Desse modo, chega-se a seguinte estimativa de erro Q(e*) para a quantidade

de interesse:

Qe") = /(a’* —a)'Cc (o —6")dQ (2.73)
Q
Ressalta-se que o erro estimado pode ser computado para cada elemento da malha
e, em seguida, as contribuicoes de cada elemento somadas para o calculo o erro global

definido em ([2.73)):

QF(e*) = /Q (" — &) D! (o — &%) dy, (2.74)
Qe) =Y Q(e") (2.75)

sendo Q*(e*) o erro estimado no elemento k e N E o ntimero total de elementos da malha.

No presente trabalho, um estimador orientado ao objetivo sera formulado especifica-
mente para o erro do fator de intensidade de tensao, calculado através da Integral de
Interacao. O desenvolvimento analitico do estimador serd apresentado no Capitulo [6]

juntamente com os resultados das simulagoes numéricas.

2.5 Adaptatividade

Esta secao apresenta uma breve discussao sobre o tema da adaptatividade. Apds
uma visao geral sobre o assunto, discute-se uma técnica proposta especificamente para o

MEFG.

2.5.1 Visao Geral

Uma vez disponiveis as estimativas de erro a posteriori, é natural que se busquem
processos de aprimoramento da solu¢ao numérica. E nesse contexto que surgiram os pro-
cedimentos adaptativos, desenvolvidos para o MEF no comeco dos anos 80 (Li e Bettess,

1997).
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De acordo com Barros| (2002), define-se como adaptativo qualquer processo que utilize
resultados intermediarios, gerados durante a prépria solugao, para aprimorar de maneira
6tima a resposta numérica. As estratégias adaptativas propostas para o MEF se baseiam

nos seguintes processos:

e Processo p: a ordem das funcgoes de interpolagao é aumentada, mantendo-se inal-

terada a configuracao da malha.
e Processo h: os elementos da malha sao subdivididos em elementos menores.

e Processo r: os nos sao redistribuidos ao longo do dominio, mantendo-se constantes

o numero de elementos e o grau polinomial da aproximacao.

Para garantir a qualidade da aproximacao, os procedimentos adaptativos utilizam
alguma medida de erro global. O refinamento da aproximacao, por sua vez, é deflagrado
por medidas de erro locais, denominadas indicadores de erro (Barros, 2002).

A sequéncia da andlise adaptativa é determinada por uma combinagao entre o erro
global e os indicadores de erro, definida pelo critério de adaptatividade adotado. Bastante
consolidado é o chamado critério da equidistribuigao do erro (Babuska e Rheinboldt, |1979;
Zienkiewicz e Zhu, 1987)), no qual a aproximagao é considerada étima quando o erro se
distribui igualmente entre todos os elementos da malha. Desse modo, a aproximacao é
refinada nas regioes que apresentarem indicadores de erro superiores em relagao ao restante
do dominio (Barros| 2002).

Considerando a aproximagao do MEFG, a estratégia de enriquecimento da Partigao
da Unidade torna bastante interessante a utilizacao do processo p. O aumento do grau
da aproximacao, nesse caso, pode ser prontamente alcancado pela inclusao de fungoes
enriquecedoras polinomiais. Como exemplo de processo p aplicado ao MEFG, apresenta-

se, a seguir, a técnica proposta por Barros et al.| (20040).
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2.5.2 Processo p aplicado ao MEFG

O trabalho de Barros et al.| (20045) apresenta uma técnica adaptativa do tipo p para
o MEFG, avaliada para problemas bidimensionais da elasticidade linear eldstica. Con-
siderando uma malha de elementos finitos fixa, o objetivo dessa técnica é obter uma
ordem de aproximagao 6tima (respeitada uma determinada tolerancia) que produza uma

distribuicao uniforme da norma energia do erro. As medidas de erro consideradas sao:

e Erro relativo global:

o [S) és
g, dot €[]

% = = =
V(lalle))? + (l1ells@))?

na qual ||€]|.) representa a norma energia do erro estimado global. O termo ||%||-(q),

x 100% (2.76)

por sua vez, representa a norma energia da solug¢ao aproximada.

e Indicador de erro:

oo Vil
Ew & — 2.77
VY (277)

k€ wa
na qual w, representa a nuvem do no6 «, Vi o volume do elemento k, V,,, o volume

total da nuvem w, e ||€]|o(q,) a norma energia do erro estimado no elemento k.

Os indicadores de erro, portanto, sao associados a cada nuvem do dominio, sendo obtidos
através da média ponderada do erro estimado em cada elemento da nuvem (utilizando
como peso o volume desses elementos). Isso é feito com o objetivo de compatibilizar o
procedimento adaptativo com o enriquecimento nodal do MEFG.

A cada passo de refinamento, compara-se o indicador de erro em cada nuvem a um
parametro de tolerancia local representado por ,uémm,, sendo émaz 0 maximo valor de éwa
obtido no passo adaptativo corrente. O espaco de aproximagao é aumentado (através do
enriquecimento com fungoes polinomiais) nas nuvens com éwa > uémax. O parametro p,

portanto, caracteriza a velocidade do procedimento adaptativo.
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Além do controle do erro a nivel local, considera-se também o erro global. Um novo
passo de refinamento é necessario se o erro relativo global é% for superior a uma tolerancia
TO L, assumida para a analise. Considera-se, ainda, um valor limite p,,., para o grau
da aproximacao, visando evitar que este aumente indefinidamente. Caso todas as nuvens
com éwa > uémm ja tenham atingido o grau p,..., 0 parametro p deve ser reduzido.
Isso permite que o processo adaptativo incremente novas regioes e possibilite a reducao
do erro global. Caso o valor de p,,.. seja atingido em todas as nuvens do dominio, nao
ha como atingir uma solugao com tolerancia igual a T'OLe.,, através do refinamento
polinomial, para a malha de elementos adotada. Nesse caso, o procedimento adaptativo
é interrompido.

Em Barros et al.| (20040), as estimativas de erro sao calculadas através do Método dos
Residuos em Elementos. Considerando as técnicas de recuperacao, a norma energia do
erro estimado em cada elemento (||€]|-(qy), em (7.1)) seria dada pela Equacao (2.32). A

norma energia do erro estimado global (||€]|-), em [2.76]), por sua vez, seria dada pela

Equagdo (2.33)).
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Capitulo 3

Estado da Arte

Neste capitulo, apresenta-se uma revisao bibliografica de publicacoes
relacionadas ao tema deste trabalho. Primeiramente, registram-se na
secao os principais trabalhos com aplicacoes do MEFG8! a proble-
mas da MFLE. Em seguida, a secao |3.2 apresenta avancos do estudo
do erro no MEFG, registrando diversos estimadores a posteriori pro-
postos para o método. Finalmente, a secao retne trabalhos com

estratégias adaptativas aplicadas ao MEFG.

3.1 Modelagem de Trincas via MEFG#!

No atual estdgio de desenvolvimento do MEFG8!, a simulacao de problemas da MFLE
assume papel de destaque. A representacao de trincas de maneira precisa e computaci-
onalmente eficiente, contornando limitagoes verificadas na estratégia de enriquecimento
padrao do MEFG, constituiu a principal motivacao para o desenvolvimento do método.
Desde entao, diferentes aspectos da formulagao passaram a ser avaliados, mantendo-se a
MFLE como matéria mais profusa em trabalhos. E nesse contexto que se situa a com-
pilacao apresentada nesta secao, cujo objetivo é pontuar — sem a intencao de esgotar o
assunto — marcos significativos na evolugao dos trabalhos.

A estratégia do MEFG8!' é apresentada inicialmente em Duarte e Babuska (2005).
Nesse trabalho, os aspectos fundamentais da formulacao — a imposi¢ao, no problema local,
das condicoes de contorno provenientes do problema global e a construcao numérica das

funcoes de enriquecimento — sao idealizados para problemas tridimensionais da Mecanica
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da Fratura. Dois anos mais tarde, os mesmos autores avancam na concepc¢ao do método,
detalhando as formulagbes das trés etapas da andlise em Duarte et al| (2007). Como
exemplo numérico, modela-se um problema tridimensional contendo muiltiplas trincas, o
que representa um progresso significativo em relacao ao trabalho anterior. Além disso, é
feita uma comparacao do custo computacional em relagao ao MEFG, mostrando que, em
determinadas condicoes, o MEFG#! apresenta desempenho superior.

Posteriormente, Kim et al.| (2008)) desenvolvem andlises numéricas mais detalhadas a
respeito do desempenho computacional do método. Além de confirmarem as conclusoes
do trabalho anterior, os autores sugerem que a eficiencia do MEFG®' pode ser aumen-
tada através da definicao de muiltiplos problemas locais. Adicionalmente, esse trabalho
apresenta uma discussao inicial sobre a influéncia do tamanho do problema local e das
condicoes de contorno provenientes do problema global. Os resultados indicam que tais fa-
tores tém efeito minimo sobre a precisao dos resultados (avaliados em termos da energia de
deformagao), sendo interpretados como uma comprovagao da robustez do método. Anos
mais tarde, tais conclusoes seriam contrapostas no ja mencionado trabalho de Gupta, Kim
e Duarte| (2012), que sera retomado nesta mesma secao.

Em Kim et al.| (2009), a formulagdo é ampliada de modo a permitir a imposi¢ao de
diferentes tipos de condigbes de contorno sobre o problema local. Além da imposicao
de deslocamentos (Dirichlet), considera-se a aplicacao de tensoes (Neumann) ou ambos
(Cauchy). Os experimentos numéricos sugerem que as condigdes de contorno de Cauchy,
em geral, fornecem resultados mais precisos, apesar de dependerem da correta defini¢ao
do parametro de rigidez (representado por xk na Equacao ([2.24])).

A partir do ano de 2011, é possivel identificar uma tendéncia na literatura em diregao
a modelagem da propagacao de trincas pelo MEFG8!. Até entdo, maior foco era dado
a problemas envolvendo trincas estéticas. E no trabalho de [Pereira et al. (2011) que se
apresenta, em detalhes, um algoritmo de propagacao por fadiga, aplicado a problemas
tridimensionais em regime linear elastico. Um aspecto fundamental da abordagem é o
uso das condigoes de contorno do problema global enriquecido do passo anterior para a

construcao do espago de aproximacao do passo corrente do processo de crescimento da
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trinca. Tal estratégia é viavel desde que sejam adotados incrementos de trinca suficien-
temente pequenos entre cada passo. Também ¢é interessante destacar as estratégias de
geracao automatica de modelos locais, formados a partir dos elementos globais atravessa-
dos pela trinca. Os algoritmos propostos sao capazes de construir modelos locais contendo
superficies de trinca complexas, sendo aplicaveis, também, a outros tipos de problemas
fisicos.

Em Gupta, Kim e Duarte| (2012), avalia-se o efeito do tamanho do incremento de trinca
sobre a estratégia de propagacao de Pereira et al. (2011, considerando, novamente, um
problema tridimensional da MFLE. Os resultados mostram, conforme o esperado, que o
aumento desse incremento provoca erros consideraveis na analise. Verifica-se, ainda, que
esse efeito diminui com o aumento do tamanho do problema local. Apesar de analisarem
valores bastante elevados para o incremento de trinca, os autores reforcam a necessidade
de se utilizar, na pratica, valores pequenos para esse parametro (capazes de descrever
satisfatoriamente as trajetérias de propagacao da simulagao).

No mesmo trabalho de Gupta, Kim e Duarte (2012)), apresenta-se um estudo detalhado
sobre a aplicagao das condigoes de contorno no problema local — conforme exposto na se¢ao
deste texto. Valendo-se da formulacao da estimativa a priori (Equagao (2.27)),
os autores propoem duas estratégias para mitigar o efeito das condigoes de contorno
inexatas: a técnica de ciclos global-local e a utilizacao da zona buffer. Com a técnica de
ciclos, observa-se uma redugao bastante significativa dos erros (em termos da energia de
deformacao e do fator de intensidade de tensao), em especial da primeira para a segunda
iteracao. Apos a execucao de quatro ciclos, observa-se uma estabilizacao do nivel de erro,
indicando a existéncia de uma solucao limite.

Relativamente a zona buffer, os autores comprovam que aumentar o tamanho do pro-
blema local diminui o erro da andlise (novamente, em termos da energia de deformagao e
do fator de intensidade de tensdo). Para o problema analisado, a solugdo exata é suave
em regioes distantes da superficie de trinca, sendo corretamente representada pela discre-
tizacao grosseira adotada no modelo global. Adicionalmente, os autores verificam que o

mesmo nivel de erro pode ser alcancado com a utilizacao de uma zona buffer extensa ou
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com a execugao de dois ciclos global-local (neste tltimo caso, sem o uso da zona buffer).
Sendo assim, ficaria a cargo do usudrio a escolha da estratégia a ser utilizadaﬂ

No que diz respeito ao custo computacional, os autores afirmam que aumentar o ta-
manho da zona buffer nao provoca impactos significativos, desde que o refinamento da
malha local seja concentrado na regiao proxima a trinca. Cabe ressaltar que nao ha uma
comparagao direta entre o tempo de processamento relacionado as duas abordagens (zona
buffer ou ciclos global-local). Destaca-se, também, que os resultados desse trabalho nao
possibilitam a definicao de um tamanho “6timo” para o problema local ou um critério de
parada especifico para a execucao dos ciclos global-local.

Anos mais tarde, O’Hara et al.|(2015)) apresentam uma aplicacio do MEFG#! a proble-
mas de propagacgao por fadiga, utilizando elementos hexaédricos no problema global. Até
entdo, os trabalhos anteriores (no caso tridimensional) empregavam malhas tetraédricas
nos modelos global e local. Segundo os autores, essa novidade demonstra a habilidade
do MEFG#' em tratar fenomenos locais que sdo muito menores do que os elementos uti-
lizados na malha global. Os resultados desse trabalho confirmam a eficacia da estratégia
proposta, que cumpre o objetivo de representar diversas superficies de trincas em um
unico elemento do problema global. Os autores afirmam que isso evidencia a maior gene-
ralidade do MEFG# em relacao ao MEFG, uma vez que nao existem, em geral, funcoes
previamente definidas para a representacao de descontinuidades em proximidade suficiente
para interagir entre si. Na analise de propagacao por fadiga, apresenta-se um estudo in-
teressante sobre um painel enrijecido (apresentado como uma estrutura representativa da
engenharia aeronautica), cujos resultados confirmam a capacidade do MEFG#! em simular
fenomenos de complexidade industrial.

Em (O’Hara et al. (2016]), os mesmos autores apresentam aplicagbes bastante avanga-
das do MEFG#! no contexto da MFLE. Sao analisados cendrios envolvendo a interacao e a
coalescéncia de multiplas superficies de trincas, considerando analises estaticas e a propa-
gacao por fadiga. Neste tltimo caso, os autores destacam a importancia de se desenvolver

uma ferramenta numérica capaz de simular a interacao e eventual uniao de diferentes

15 importante ressaltar que a equivaléncia entre os ciclos global-local e o uso da zona buffer foi
constatada para um unico exemplo numérico no trabalho de |Gupta, Kim e Duarte (2012)).



72

superficies de trincas, uma vez que esta é uma situacao bastante comum na fase inicial
da fadiga de alto cicloﬂ Assim como no trabalho anterior, uma caracteristica notavel
da abordagem proposta é a representacao de multiplas superficies de trincas em malhas
globais bastante grosseiras, valendo-se apenas do enriquecimento global-local. No estudo
da propagacao por fadiga, mais completo em relacao ao artigo anterior, simula-se, nova-
mente, um painel enrijecido. Neste caso, os autores verificam divergéncias entre a solugao
do MEFG#! e os valores de referéncia na avaliacdo da vida em fadiga. Uma justificativa
é apresentada em razao da dependéncia nao linear entre o niimero acumulado de ciclos
de carregamento e o fator de intensidade de tensao. Segundo os autores, isso evidencia
a necessidade de se obterem valores precisos para o fator de intensidade de tensao em
simulacoes de propagacao por fadiga.

Também cabe destacar a publicacao de |[Fonseca et al.| (2020]), que analisa o desempe-
nho do MEFG#! associado a estratégia estavel do MEFG-E (secio para problemas
bidimensionais da MFLE. Os resultados obtidos indicam que essa combinacao (avaliada
anteriormente para trincas estaticas em (Guptal (2014) e Malekan e Barros (2016))) apre-
senta excelente desempenho em simulagoes de propagacao de trincas, em especial para o
calculo do fator de intensidade de tensao ao longo do crescimento da trinca.

Finalmente, referenciam-se brevemente outras obras relevantes do MEFGe&' para o

tratamento de descontinuidades, considerando ou nao as hipéteses da MFLE:

e Kim et al.|(2010): propoem a solugao paralela de problemas locais, aplicada a trincas

estaticas em problemas tridimensionais.

e Gupta, Pereira, Kim, Duarte e Eason (2012), Fillmore e Duarte| (2018)): apresentam
implementacoes nao intrusivas do MEFG8! para softwares comerciais, associadas a
um codigo especifico para o MEFG. Consideram-se problemas de trincas estaticas

em duas e trés dimensoes.

e |Gupta, Kim e Duarte (2013); Kim e Duarte, (2015): contém aplicacoes do MEFG#!

20 termo fadiga de alto ciclo identifica situacoes de longa vida em fadiga, nas quais os niveis de tensao
sao suficientemente baixos para que as deformacoes eldsticas dominem o comportamento do componente
(Dowling, 2013).
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a problemas nao lineares da Mecanica da Fratura.

e (Geelen et al.| (2020): apresentam uma formulagao do MEFGS! associada ao método

phase-field para problemas de propagacao de trincas em duas e trés dimensoes.

e [Li et al| (2021): propdem a utilizacio do MEFG® em uma abordagem de acopla-
mento nao intrusivo entre softwares académicos e comerciais, aplicada em problemas
tridimensionais de propagacao de trincas e, também, problemas envolvendo plasti-

cidade localizada.

3.2 Estimadores de Erro a posterior: para o MEFG

Conforme discutido na se¢ao [2.4.3] a estratégia de enriquecimento do MEFG pode ser
vantajosa para a construcao de estimadores de erro a posteriori. Técnicas especificamente
formuladas para o método tém sido exploradas, nas tultimas décadas, especialmente em
aplicagoes da Mecanica da Fratura. Nesse contexto, é possivel afirmar que a maior parte
das publicacoes emprega, sob diferentes enfoques, procedimentos baseados na recuperacao
dos gradientes da solucao.

A compilacao apresentada nesta secao reune diversos estimadores propostos para o
MEFG, destacando suas principais caracteristicas. Para facilitar o entendimento do lei-
tor, discutem-se, inicialmente, os estimadores que utilizam técnicas de recuperacao. Em
seguida, mencionam-se brevemente alguns estimadores residuais. Finalmente, discutem-se

publicagoes relacionadas ao erro em quantidades de interesse.

3.2.1 Estimadores Baseados em Técnicas de Recuperacgao

Segundo Duflot e Bordas| (2008), os estimadores baseados em técnicas de recuperagao
podem ser divididos em duas categorias: recuperacao local ou global. Na primeira, a
solugao recuperada é uma média local da solugao aproximada, construida, por exemplo,
para cada nuvem de elementos da malha. Na segunda, por sua vez, a solucao recuperada
¢é obtida a partir de uma minimizacao global que envolve todo o dominio do problema.
Em razao do custo computacional envolvido na minimizacao global, as estratégias de

recuperacao local (tais como o SPR) sao mais favordveis a aplicagdes praticas.
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Em [Bordas e Duflot| (2007); Bordas et al.| (2007), apresenta-se um estimador de erro
baseado no XMLS (do inglés, eXtended Moving Least Squares (Método dos Minimos
Quadrados Moveis Estendido)). Trata-se de uma modificagdo na formulagdo do Método
dos Minimos Quadrados Mdveis convencional, feita através de um enriquecimento intrin-
seco da base de fungoes. Segundo os autores, a ideia é utilizar os deslocamentos aproxi-
mados pelo MEFG para computar um campo de deformagoes recuperado. Tal campo é
obtido pela aplicagao do operador de derivadas (Equacao ) sobre um campo de deslo-
camentos suavizado pelo XMLS. Em cada elemento, o estimador de erro local é dado pela
norma L da diferenca entre o campo de deformacoes recuperado e aquele aproximado
pelo MEFG. A proposta se aplica a problemas da MFLE, sendo a base do XMLS enrique-
cida com fungoes de singularidade. Os autores afirmam, entretanto, que o enriquecimento
intrinseco (feito em todo o dominio) pode comprometer o custo computacional da andlise.

O trabalho de [Rédenas et al.| (2008) propoe uma adaptacao do cléssico estimador SPR
para a aproximagao do MEFG em problemas da MFLE. A técnica resultante, denominada
SPR xrgnM, baseia-se na decomposicao do campo de tensoes recuperado em duas parcelas:
uma parcela suave, fornecida pelo SPR padrao, e uma parcela singular, construida a partir

da solucao assintdtica para as tensoes nas vizinhancas de uma trinca:

Oz 1 —sen(0/2)sen(360/2) )
Opy { = K cos(0/2) ¢ sen(6/2) cos(30/2)

w V2mr
Tyy 1+ sen(0/2) sen(36/2) |

. (3.1)
—sen(0/2) [2 4 cos(6/2) cos(36/2)]

cos(0/2) [1 — sen(0/2) sen(30/2)]
sen(6/2) cos(0/2) cos(360/2)

11

\2Tr

+

J

na qual K; e Kj; representam os fatores de intensidade de tensao para os modos I e II
de abertura, respectivamente, e r e # sao coordenadas polares com origem na ponta da
trinca.

Os autores propoem a utilizagao, na Equagao , dos fatores de intensidade de tensao
aproximados pelo MEFG. Assume-se, neste caso, que a estratégia de enriquecimento do

método é capaz de fornecer valores bastante precisos para essas grandezas. Cabe ressaltar
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que a decomposicao do campo de tensoes recuperado é utilizada apenas em uma pequena
regiao circular ao redor da ponta da trinca, na qual é esperado o comportamento singular
da solucao. Os resultados obtidos confirmam o bom desempenho do estimador, tanto a
nivel global quanto local.

Anos mais tarde, Rodenas et al.| (2010) propéem uma modificacao para o SPRxrgy,
capaz de gerar um campo de tensoes recuperado estaticamente admissive]ﬁ. Isso é feito
através da imposigao, em cada nuvem, das equagoes de equilibrio do PVC (aplicada via
multiplicadores de Lagrange sobre o funcional que define a solucao recuperada, conside-
rando apenas sua parcela suave). Essa modificagdo, denominada SPR-CX, é baseada
na técnica do SPR-C (do inglés, Constrained SPR) proposta para o MEF em Diez et al.
(2007); Rodenas et al.| (2007). Apesar de nao garantir um campo de tensoes estaticamente
admissivel de forma exata, essa técnica pode fornecer limites superiores praticos para a
norma energia do errd]

Em Duflot e Bordas| (2008)), apresenta-se um estimador denominado XGR (do inglés,
eXtended Global Recovery (Recuperagao Global Estendida)). Trata-se de uma genera-
lizacao, para aproximacgoes enriquecidas, do conceito de recuperacao global de Hinton
e Campbell (1974). A diferenga estd na construgao do campo de deformagoes recupe-
rado: ao invés de se utilizarem as mesmas fungoes de forma empregadas para o campo
de deslocamentos, adotam-se fung¢oes de forma convencionais do MEF enriquecidas com
funcoes que formam uma base para o campo de deformacoes exato nas vizinhancas de
uma trinca. Em seguida, parametros nodais da solucao recuperada sao obtidos através
da minimizacao, em todo o dominio, da norma L, da diferenca entre os campos de defor-
macoes recuperado e aproximado. A performance do estimador é comparada a do XMLS,
apresentando resultados um pouco inferiores para as taxas de convergeéncia e indices de
efetividade.

Outro estimador baseado em recuperacao global é aquele proposto por |[Prange et al.

3Um campo de tensdes é dito estaticamente admissivel se for continuo e atender s equacdes de
equilibrio no dominio e no contorno de Neumann (Equagao (2.1).

4Conforme apresentado, por exemplo, em Diez et al.| (2010), um campo de tensoes estaticamente
admissivel gera uma estimativa para a norma energia do erro sempre maior ou igual ao erro exato. Essa
propriedade é chamada de limite superior.
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(2012), discutido na se¢do [2.4.3] A estratégia é semelhante & do estimador XGR, con-
siderando, porém, um conjunto diferente de funcgoes enriquecedoras para construcao da
solugao recuperada. Os autores afirmam que a técnica de suavizagao é feita sobre o campo
de tensoes (e nao de deformagoes, como no XGR) para garantir sua aplicacao a problemas
envolvendo plasticidade. Posteriormente, o trabalho de |Lins et al.| (2015)) avaliou o mesmo
estimador para a estratégia estavel do MEFG-E, modificando-o para a consideragao da
funcao de Heaviside linear. Nesse caso, foram observados indices de efetividade superiores
em relagao aos obtidos com o MEFG.

Finalmente, destaca-se, mais uma vez, o estimador ZZ-BD de |Lins et al.| (2019)). Con-
forme apresentado na secao [2.4.3] a técnica de projecao Lo localmente ponderada garante
menor custo computacional em comparagao a técnica de Prange et al.| (2012)) e |Lins et al.
(2015). Além disso, essa abordagem fornece, em geral, estimativas de erro mais proxi-
mas do erro exato. Tal fato é mais claro nas analises feitas para o MEFG, mas bons
resultados também sao verificados para o MEFG-E. Em um trabalho posterior, |Bento
et al. (2019) avaliaram o desempenho do estimador no MEFG-E de alta ordem ﬂ tendo
verificado indices de efetividade mais proximos da unidade em relacao aos resultados do
MEFG-E. Em um trabalho mais recente, |Bento et al. (2023)) analisaram a aplicagdo do
estimador ZZ-BD em uma formulacdo de segunda ordem do MEFG (identificada como

FEM? — G/XFEM), baseada no uso de fungoes de Lagrange de segunda ordem.

3.2.2 Estimadores Residuais

Esta secao sintetiza alguns trabalhos envolvendo estimadores de erro residuais para
o MEFG. Uma vez que essa abordagem nao é tratada no presente trabalho, optou-se
por listar apenas as publica¢oes mais significativas (maiores detalhes sobre o uso desses

estimadores podem ser encontrados no trabalho de [Ferreiral (2016))):

e Barros et al.| (20044): Método dos Residuos em Elementos para problemas da elas-

ticidade bidimensional;

50 MEFG-E de alta ordem, proposto por [Zhang et al|(2014), considera a utilizacdo de uma PU flat-
top para o espago relacionado as fungoes de enriquecimento, garantindo que as fungoes de forma desse
espago sejam, localmente, quase linearmente independentes (Sato}, |2017)). Além do bom condicionamento
do sistema, tal modificacao garante elevadas taxas de convergéncia.
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e Barros et al.| (2004d): Método dos Residuos em Elementos para modelos nao-lineares

de dano no concreto;

e Strouboulis et al.| (2006): Método dos Residuos em Subdominios aplicado a um

problema de Neumann;
e Gerasimov et al.| (2012)): estimador do tipo explicito para problemas da MFLE;

e Barros et al. (2013): Método dos Residuos em Elementos e Método dos Residuos

por Subdominios para problemas da elasticidade bidimensional e da MFLE.

3.2.3 Estimadores Orientados ao Objetivo

No contexto do MEFG, o estudo do erro em quantidades de interesse representa um
campo menos explorado em relacao as estimativas para a norma energia. Até o presente
momento, as publicacoes se concentram em problemas da Mecanica da Fratura, analisando
(majoritariamente) medidas associadas ao fator de intensidade de tensao.

O erro em quantidades de interesse é avaliado inicialmente no trabalho de [Pannachet
et al. (2008]), considerando a propagagao de trincas coesivas. Como quantidade de inte-
resse, define-se a componente de tensao principal na regiao da ponta da trinca (utilizada
no critério de propagagao adotado). O erro é computado através de um estimador residual
na abordagem explicita, sendo utilizado para guiar um procedimento adaptativo do tipo
.

Posteriormente, Panetier, Ladeveze e Louf| (2009) propéem um estimador orientado ao
objetivo que utiliza o erro na relagao constitutiva (denotado por CRE (do inglés, Consti-
tutive Relation Error (Erro na Relacao Constitutiva)), para o qual sao construidos campos
de tensao estaticamente admissiveis. Para a obtencao do erro associado ao fator de inten-
sidade de tensao, calcula-se a solucao de um problema adjunto, de maneira semelhante
ao que ¢ descrito na segao [2.4.4] Em seguida, os autores apresentam uma expansao dessa
estratégia em |Panetier, Ladeveze e Chamoin| (2009)), considerando a inclusdao da fungao
de Heaviside nos campos estaticamente admissiveis. Neste caso, limites precisos para o

erro sao obtidos para o fator de intensidade de tensao em problemas de modo misto de
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abertura.

Anos mais tarde, Riiter e Stein| (2011) propdem a utilizacdo de um estimador residual
implicito para avaliar o erro associado a integral J, considerando problemas da MFLE.
Em um trabalho posterior (Riiter et al., 2012), os mesmos autores avaliam um estimador
do tipo explicito, expandindo o trabalho de |Gerasimov et al| (2012)) para o cédlculo do
erro em quantidades de interesse. Para os problemas bidimensionais apresentados, sao
analisadas a média de uma componente de deslocamentos em um contorno de interesse e
a Integral J.

Finalmente, destaca-se o trabalho de |Gonzalez-Estrada et al.| (2015]). O erro associado
ao fator de intensidade de tensao é avaliado através do estimador SPR-CX, discutido na
secao [3.2.1] Os autores afirmam que a imposigao das condigoes de equilibrio na solugao
recuperada, neste caso, visa melhorar a efetividade do estimador (e ndo obter limites
superiores para o erro). A abordagem proposta utiliza as defini¢oes do problema adjunto e
da fungao de influéncia, no mesmo formato apresentado na segao[2.4.4, Para os problemas
bidimensionais da MFLE avaliados nesse trabalho, o estimador apresenta bons resultados
para o indice de efetividade. Além disso, é feita uma analise interessante da distribuicao
do erro estimado em cada elemento da malha, na qual se verifica que o estimador orientado
ao objetivo é capaz de capturar, além do erro concentrado ao redor da ponta da trinca,

os erros existentes no dominio de extragao do fator de intensidade de tensao.

3.3 [Estratégias Adaptativas para o MEFG

Conforme discutido na secao 2.5, a formulacao do MEFG é bastante vantajosa para
a aplicagao de procedimentos adaptativos do tipo p. Apesar disso, é possivel encontrar
algumas publicagoes que avaliam o processo h, no qual a malha de elementos é modificada
ao longo da analise. A compilacao apresentada nesta secdo reldne as propostas mais
relevantes para o MEFG, destacando os critérios de adaptatividade adotados em cada
caso. Cabe ressaltar que alguns trabalhos ja mencionados na secao serao novamente
avaliados, considerando, agora, aspectos da andlise adaptativa.

O ja mencionado trabalho de Barros et al. (2004b) propoe, pela primeira vez, um
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processo adaptativo do tipo p para o MEFG. Conforme discutido na secao [2.5.2] indi-
cadores de erro sao construidos para cada nuvem de elementos — com base no principio
da equidistribuicao do erro — de modo a compatibilizar o refinamento p com a estraté-
gia de enriquecimento nodal do MEFG. Posteriormente, essa estratégia é expandida para
modelos nao lineares em Barros et al.| (2004 a).

Em |[Waisman e Belytschko| (2008), propoe-se uma abordagem de enriquecimento adap-
tativo paramétrico, na qual parametros das funcoes enriquecedoras sao otimizados por
meio da minimizacao de medidas de erro baseadas em residuos locais. A estratégia é
aplicada a problemas de camada limite, que exigem um refinamento consideravel da apro-
ximacao nos contornos do dominio analisado. O problema de minimizacao utiliza um
procedimento de solucao nao-linear para o calculo dos parametros das funcgoes de enri-
quecimento, podendo comprometer o custo computacional da andlise. Apesar disso, os
autores defendem a validade da estratégia pelo fato de que os classicos processos h e p
também exigem uma sequéncia de solucoes para o controle do erro da discretizacao.

Anos mais tarde, Jin et al| (2017)) apresentam uma estratégia adaptativa para proble-
mas tridimensionais de propagacao por fadiga, tendo em vista simulagoes de tolerancia ao
dano. A abordagem utiliza um processo h, cujo refinamento da malha acompanha a tra-
jetoéria de propagacao da trinca. Segundo os autores, apesar da conviccao inicial de que o
MEFG poderia simular a propagacao de trincas sem a redefinicao da malha, o refinamento
h pode ser interpretado como um “casamento por conveniéncia”, ja que a malha adaptada
nao precisa ser conforme a geometria da trinca ao longo da propagagao. Além do princi-
pio da equidistribuicao do erro, considera-se um critério que objetiva atingir determinado
nivel de precisdo com o menor nimero de elementos possivel (Ladeveze et al., |1991). Em
cada elemento, a regra de refinamento considera, além de medidas locais, um parametro
de erro global — ambos avaliados em termos da norma energia pelo estimador XGR (segao
. A abordagem proposta garante resultados precisos para o fator de intensidade de
tensao e para o nimero acumulado de ciclos de carregamento. Apesar dos bons resultados
obtidos nesse trabalho, os autores destacam que a andlise poderia ser mais eficiente com

o uso de estimadores orientados ao objetivo, considerando como quantidades de interesse,
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por exemplo, o fator de intensidade de tensao.

Também é importante mencionar o trabalho de Bento| (2019)), que apresenta estratégias
h e p adaptativas utilizando o estimador de erro ZZ-BD. Para o processo h, consideram-se
como critérios de otimalidade a distribuicao igualitaria do erro global e do erro especifico
(neste ltimo, considerando a distribuigao do erro por volume). J& o processo p se ba-
seia na proposta de Barros et al.| (20040). Os resultados obtidos confirmam a eficiéncia
do estimador ZZ-BD para guiar anélises adaptativas, sendo verificados passos de refina-
mento/enriquecimento muito préximos daqueles fornecidos pelo erro exato. Além disso,
conclusoes importantes sao relatadas a respeito do condicionamento da matriz de rigidez
no procedimento p. O aumento do grau da aproximacgao, neste caso, deteriora considera-
velmente o nimero de condicionamento. Tal problema é contornado, nesse trabalho, pelo
uso da PU flat-top no MEFG-E de alta ordem.

Além dos tradicionais processos h e p, é possivel conceber, para o MEFG, um tipo
especial de procedimento adaptativo. E no trabalho de Duflot e Bordas (2008) que se
propoe a chamada adaptatividade-e, idealizada para problemas da MFLE. Ao verificarem
que o aumento da zona de enriquecimento do MEFG (definida como a regiao enriquecida
com funcgoes de singularidade nas vizinhancas da ponta da trincaﬂ) diminui o erro da
simulagao, os autores sugerem um novo tipo de adaptatividade especialmente concebido
para aproximacoes enriquecidas. A ideia consiste em minimizar o erro através da definicao
de um tamanho 6timo para a zona de enriquecimento — razao por tras da denominacao
“adaptatividade-e”. Em seguida, caso a medida de erro seja superior a uma determinada
tolerancia, pode-se considerar a aplicacao dos cldssicos processos h e/ou p, mantendo-se
constante o tamanho da zona de enriquecimento. Nesse trabalho, os autores apresentam
a adaptatividade-e como uma ideia em desenvolvimento.

O tamanho da zona de enriquecimento em problemas da MFLE, de fato, influencia
fortemente a solugao do MEFG. Em Béchet et al.| (2005) e Laborde et al.| (2005), propde-

se, pela primeira vez, uma estratégia de enriquecimento geométrico: define-se uma regiao

6 Apesar de descrever uma regido semelhante, o conceito da zona de enriquecimento, neste caso, é
diferente daquele de Gupta, Kim e Duarte| (2012)) para o MEFG#!, discutido na secdo Apesar disso,
optou-se, no presente texto, por manter a denominacao original dos dois trabalhos.
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circular fixa, ao redor da ponta da trinca, na qual os nds sao enriquecidos com funcoes de
singularidade. Desse modo, o tamanho dessa regiao (definido por um raio de enriqueci-
mento com origem na ponta da trinca) ndo depende do tamanho dos elementos da malha.
Nesses trabalhos, exemplos numéricos comprovam que o enriquecimento geométrico ga-
rante taxas otimas de convergéncia para a norma energia, sendo verificadas, também,
taxas superiores para o fator de intensidade de tensao. Desde entao, essa abordagem tem
sido adotada em diversos trabalhos contendo aplicacoes do MEFG a problemas da MFLE
(como, por exemplo, |Fries| (2008)), |Rédenas et al.| (2008), Lins et al. (2015), [Lins et al.
(2019) e |Jin et al.| (2017))). Apesar disso, Béchet et al.| (2005) afirmam que o enriqueci-
mento geométrico pode deteriorar o condicionamento do sistema de equacoes e aumentar
significativamente o ntimero de graus de liberdade do problema, sendo necesséria a de-
finicao de um valor adequado para o raio de enriquecimento — que passa a representar
um novo parametro a ser definido pelo usudrio do sistema computacional. Nesse mesmo
trabalho, ja se aponta a possibilidade de empregar estimadores de erro a posterior: para
a correta definicao desse parametro.

Anos mais tarde, |[Bordas e Duflot| (2017) afirmam que a adaptatividade-e tem o poder
de revolucionar a maneira como sao concebidos os procedimentos adaptativos, promovendo
meios flexiveis de se enriquecer localmente a aproximacao. Segundo os autores, a ideia é
desenvolver técnicas nas quais uma combinagao dos processos h, p e e, aplicados em ordem
a ser definida, otimize a aproximacao numeérica de acordo com a distribuicao de erro obtida
na anélise. No entendimento da autora, nao existem publicagoes (até o momento) que

tenham implementado, de fato, essa estratégia de adaptatividade para o MEFG.
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Capitulo 4

Metodologia

Neste capitulo, apresenta-se a metodologia desta pesquisa. Delimita-
se o desenvolvimento do trabalho em etapas e discute-se o objetivo
de cada uma delas. Apresentam-se, também, os exemplos numéri-
cos escolhidos para a validacao/aplicagao das estratégias propostas.
Maiores detalhes acerca de cada etapa — incluindo particularidades da
formulacao dos estimadores e dos procedimentos adaptativos — serao
discutidos, juntamente com as simulagoes numeéricas, nos capitulos

al’l

4.1 Contexto de Aplicacao

As técnicas propostas neste trabalho sao idealizadas para modelos contendo trincas
cuja geometria inicial é previamente definida. Nesse caso, nao se considera o fenomeno de
nucleacao da trinca. Tal situagao é corretamente tratada pela MFLE, que se aplica tanto
a um corpo com algum defeito inerente, quanto a um corpo perfeito que tenha atingido o
estagio final do processo de nucleacao da trinca (da Rosaj, 2002).

No contexto da MFLE, as condicoes na ponta da trinca sao completamente caracteri-
zadas pelo fator de intensidade de tensao (/). Em termos gerais, esse parametro reine
uma combinagao entre tamanho da trinca, geometria e carregamento (Dowling, |2013). Ex-
pressoes analiticas ou empiricas para o calculo de K podem ser encontradas em manuais
da Mecanica da Fratura (por exemplo, em (Tada et al., [2000)), sendo limitadas a mode-

los especificos. Por esse motivo, os valores de K sao tipicamente extraidos de solugoes



83

numéricas que contenham as trincas previstas no componente estrutural de interesse.
Em todas as estratégias apresentadas neste trabalho, a representacao das trincas se da
por meio de fungdes de singularidade e/ou fungdes descontinuas, descritas na se¢ao [2.2.4]
e ja bastante tradicionais na literatura do MEFG. Com o objetivo final fixado na correta
obtencgao do fator de intensidade de tensao, busca-se, primeiramente uma descri¢ao ade-
quada da singularidade induzida pela trinca. Adicionalmente, deseja-se uma aproximacao
com erro em energia controlado — o que contribui, indiretamente, para a correta repre-
sentacao da trinca e também garante que o comportamento geral do problema seja bem

descrito.

4.2 Estimadores de erro para a norma energia no MEFGS!

Conforme mencionado no Capitulo (1, o presente trabalho propde, pela primeira vez,
estimadores de erro a posteriori para o MEFG#. O estimador ZZ-BD (secdo é
utilizado em todas as estratégias numéricas aqui propostas. A escolha por esse estimador
se fundamenta em duas propriedades: o baixo custo computacional — verificado por |Lins
et al.| (2019)) em comparagao a técnica de projegao global — e a independéncia em relagao
ao fator de intensidade de tensao. Esta tultima, de fato, pesa a favor do estimador ZZ-BD
em comparacao ao SPRypmy (ou ao SPR-CX), uma vez que se evita a necessidade de
calcular o fator de intensidade de tensao nas duas escalas de anélise (problemas local e
global) quando se deseja avaliar o erro em ambas (ver Equagao (3.1])).

O desenvolvimento dos estimadores de erro para a norma energia no MEFG8! se baseou

nas seguintes etapas:

4.2.1 Implementacao do estimador ZZ-BD e validacao no MEFG

Nesta primeira etapa do trabalho, o estimador ZZ-BD foi implementado para o MEFG
no sistema INSANE, mantendo-se a mesma formulacao apresentada em |Lins et al. (2019).
No processo de validagao da implementacao, foram reproduzidos todos os resultados da-
quele trabalho. Por simplificacao, optou-se por omitir os resultados desta etapa no pre-

sente texto.



84

4.2.2 Formulacao e validacao do estimador ZZ-BD no problema global
enriquecido do MEFGS#!

Apoés a validagao do estimador no MEFG, foi feita a sua extensao para o problema
global enriquecido do MEFG#! e da sua versao estavel (MEFG-E®!), com modificacoes
pertinentes na construcao das tensoes recuperadas.

Em [Lins et al| (2019), o campo de tensoes recuperado o* ((Equagao (2.39))) é cons-
trufdo com as fungoes g2, que sao andlogas as funcoes de singularidade adotadas no campo
de deslocamentos (com a diferenca de que as fungoes g¢ descrevem o campo de tensdes
exato e as fungoes de singularidade o campo de deslocamentos exato). Nesse trabalho,
empregam-se apenas fungoes de singularidade para a descricao da trinca via MEFG e,
consequentemente, apenas funcgoes g¢ em o*. Por outro lado, no problema global en-
riquecido do MEFG®!, a descricao da trinca é feita unicamente através das fungoes de
enriquecimento global-local (Equagao . Nesse contexto, haviam duas opgoes para a
construcao das fungoes de forma de o* no presente trabalho: utilizar fungoes derivadas
do enriquecimento global-local ou manter o uso das funcoes g¢ (neste caso, apenas para a
solucao recuperada, sem alterar a formulagao do MEFG#!). Optou-se, aqui, pela segunda
opcao, uma vez que as fungoes g¢ descrevem, de fato, a solucio exata nas vizinhancas
da ponta da trinca. Além disso, o enriquecimento global-local pode nao fornecer bons
resultados antes que técnicas de controle do erro no modelo local sejam efetuadas. Logo,
considerou-se mais favoravel o uso das fungoes g2 nesta etapa da andlise.

O campo de tensoes recuperado da técnica ZZ-BD, portanto, segue a seguinte equagao

no problema global enriquecido:

O NN a}a’,o 2 aé,ngi(ﬁ 0)

o=\ | =D Ne|ado |+ D0 D No|ad,g2(r0) (4.1)
* ,8:1 ﬁ I, =1
o a,) " a3,,g3(r,0)

sendo NN o nimero total de nés do modelo, r e 6 coordenadas polares com origem na
ponta da trinca e Iy, o conjunto de nés enriquecidos com as fungoes g¢ (Equacao (2.36))).
Nesse caso, I, € igual ao conjunto de nés enriquecidos com as funcoes global-local no

campo de deslocamentos.
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Conforme serd exposto no Capitulo 5, o processo de recuperacao de tensdes no pro-

blema global enriquecido foi explorado em duas estratégias:

1. Uso das tensoes recuperadas na construcao das condigoes de contorno de Cauchy
no problema local, com o objetivo de aprimorar a solucao global a ser imposta. Tal
estratégia garantiu resultados bastante favoraveis e dispensou o uso da zona buffer

(secao [2.3.4) no presente trabalho, conforme sera discutido na segao

2. Emprego das tensoes recuperadas para a obtencao do estimador de erro a posteriori.
Nesta etapa, apos o célculo de o*, aplica-se a Equacao (2.32)) para computar o erro
estimado na norma energia em cada elemento da malha e, em seguida, a Equagao

2.33| para a obtencao do erro estimado global.

Os resultados e discussoes desta etapa, considerando o MEFG8! e 0o MEFG-E®#! serao
expostos na se¢ao[5.2] A andlise do indice de efetividade e das taxas de convergéncia
mostrou, conforme sera visto, tendéncias semelhantes aquelas observadas no MEFG.
Particularidades no comportamento do erro estimado ao longo do processo de ciclos

global-local também serao discutidas.

4.2.3 Formulacao e validagao do estimador ZZ-BD no problema local do
MEFG#!

Apoés a validagao do estimador ZZ-BD no problema global enriquecido, passou-se a
etapa de aplicacao desse estimador sobre o problema local. Nesta fase, buscou-se validar
o estimador para um posterior uso em estratégias adaptativas — a serem introduzidas
ainda neste capitulo.

No presente trabalho, a representacao das trincas no problema local segue as mesmas
premissas tipicamente adotadas em modelos do MEFG. Logo, a formulagao do estimador
77-BD no problema local, desde a construcao das tensoes recuperadas até o calculo do
erro estimado global, é a mesma ja adotada para o MEFG — seguindo integralmente a
técnica de Lins et al.| (2019).

Contudo, é possivel identificar uma particularidade desta aplicacao a partir da estima-

tiva de erro a priori para o problema local (se¢do [2.3.4). O erro da solu¢do aproximada
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no problema local é composto, como visto, por duas parcelas: o erro das condigoes de
contorno provenientes do problema global e o erro da discretizacao. Qualquer estimador
de erro concebido para o erro da discretizacao, portanto, é incapaz de enxergar a primeira
dessas parcelas. Por conseguinte, uma prevaléncia do erro das condigoes de contorno sobre
o erro da discretizacao pode levar a uma significativa subestimagao do erro, conforme sera
discutido na secao [5.3.2.4

Assim como feito no problema global enriquecido, indices de efetividade, taxas de con-
vergéncia e mapas de erro foram avaliados para a validacao do estimador nesta etapa,
considerando o MEFG8!' ¢ o MEFG-E®8!. Detalhes da aplicacdo do estimador serdo apre-

sentados na se¢ao [5.3 juntamente com os resultados das simula¢oes numéricas.

4.3 Estimador para o erro do fator de intensidade de tensao
no MEFG#!

Apoés a validacao do estimador de erro para a norma energia, desenvolveu-se um es-
timador de erro orientado ao objetivo para o MEFG®!. Tal estimador é especialmente
concebido para medir o erro associado ao fator de intensidade de tensao, cuja relevancia
em problemas de fratura ja foi devidamente registrada neste texto. O desenvolvimento
desse novo estimador é considerado uma das principais contribuigoes do presente trabalho.

A formulacao do MEFG8! permite a extracao do fator de intensidade de tensao tanto
no problema local quanto no problema global enriquecido. A maior parte dos trabalhos da
literatura, entretanto, o faz no problema global enriquecido. Tal escolha se justifica pela
convergéncia mais acelerada da solugao neste modelo, enquanto o modelo local exige um
maior nimero de ciclos global-local (ou a utilizacdo de uma zona buffer muito extensa)
até que seja alcangada uma resposta apropriada. Por essa razao, o estimador orientado
ao objetivo ¢é aplicado sobre o problema global enriquecido no presente trabalho.

Conforme apresentado na secao [2.4.4] o estimador de erro orientado ao objetivo utiliza
a definicao de um problema dual, cuja forma variacional foi apresentada na Equacao
. No problema dual, a matriz de rigidez é a mesma do problema primal (aquele que

se deseja resolver), podendo, inclusive, ser reaproveitada ao longo do processo de solugao.
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Ja os termos associados ao vetor de forcas sao computados com base no funcional de
interesse — neste caso, o fator de intensidade de tensao.

Adota-se, neste trabalho, a Integral de Interacao (Yau et al., |[1980) como método de
extracao do fator de intensidade de tensao. Trata-se de um método derivado da Integral
J, sendo baseado, portanto, na taxa de liberacao de energia. Sua utilizacao é frequente na
literatura do MEFG e os resultados obtidos sao, em geral, bastante precisos. A aplicacao
desse método no MEFGS8! foi previamente investigada pela autora e co-autores em Fonseca
et al.| (2020)). Além disso, a viabilidade de um estimador orientado ao objetivo para a
Integral de Interacao é assegurada pelo fato de esta ser expressa como um funcional linear
do campo de deslocamentos.

Visando otimizar a leitura e o entendimento, optou-se por descrever detalhadamente a
formulagao do estimador orientado ao objetivo no Capitulo [0, juntamente com os resulta-
dos das simulagoes numéricas. O estimador serd validado, primeiramente, para o MEFG
e, na sequéncia, para o MEFG®!. Nesta etapa, serdo considerados exemplos com diferentes

modos de abertura de trinca e solugoes de referéncia exatas ou empiricas/numéricas.

4.4 Estratégias adaptativas para o MEFG®!: trincas estati-
cas

Dada a disponibilidade de estimadores de erro, é natural que se busquem técnicas de
aprimoramento da solucao numérica. Conforme discutido no capitulo introdutério deste
texto, a interacdo entre as escalas global e local no MEFG® motiva o desenvolvimento
de técnicas adaptativas em ambas. O presente trabalho propoe, portanto, dois processos
adaptativos distintos — podendo ser adotados em conjunto ou isoladamente — conforme
busca-se elucidar a seguir. Tais procedimentos serao, inicialmente, formulados para trincas

estaticas, sem considerar a possibilidade de propagacao.

4.4.1 Procedimento Adaptativo para o Problema Local

A concepcao de uma estratégia adaptativa para o problema local exige, inicialmente,

uma reflexao a respeito dos principios bésicos do MEFG8! e das razdes que motivaram o
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seu desenvolvimento. No contexto de um problema de fratura, é encargo da solucao local
descrever adequadamente as trincas presentes no modelo para, na etapa seguinte da ana-
lise, levar tal descricao ao dominio global. Quando se busca o aprimoramento da solu¢ao
local, portanto, deve-se concentrar na representacao das descontinuidades/singularidades.

Apesar de o dominio local ser, de modo geral, pequeno em comparacao ao dominio
global, o refinamento da malha local implica em aumento consideravel do tempo de mon-
tagem do sistema de equagoes do problema global enriquecido. Isso ocorre porque os
elementos locais sao utilizados como células de integracao para a correta avaliagao de uy,
nas fungoes de forma enriquecidas (Equagao , conforme proposto desde as primeiras
aplicac¢oes do método (Duarte e Kim, 2008). Por esse motivo, procedimentos adaptativos
do tipo h nao serao abordados no presente trabalho.

Um procedimento adaptativo do tipo p, por sua vez, se justificaria pela independén-
cia em relagao a malha de elementos finitos. O aumento do grau da aproximagao local
em problemas bidimensionais, entretanto, nao é tao significativo para a resposta final do
MEFG#' — em especial para o fator de intensidade de tensao extraido no problema global
enriquecido, conforme proposto neste trabalhoﬂ — e deteriora significativamente o condi-
cionamento do sistema de equacoes. O procedimento adaptativo aqui proposto, portanto,
se baseia no conceito da adaptatividade-e.

Conforme discutido na secao [3.3 a adaptatividade-e busca adaptar o tamanho da
regiao enriquecida com as fungoes de singularidade. A definicao de uma regiao fixa ao
redor da ponta da trinca para a aplicacao de tais fungoes, de fato, ja é bastante consolidada
nas aplicagoes do MEFG a problemas da MFLE. No entanto, nao ha uma regra geral
para a definicao do tamanho da regiao enriquecida. Conforme ressaltado por [Duflot e
Bordas (2008), nao existe um verdadeiro valor 6timo para esse tamanho, uma vez que
o erro continua a diminuir a medida que a regiao enriquecida aumenta. Apesar disso, o
enriquecimento descreve o comportamento local ao redor da trinca e, portanto, seu efeito

tende a diminuir em regioes mais distantes da singularidade. Logo, é provavel que uma

I'Em problemas tridimensionais, o uso de elementos locais de alta ordem ou de enriquecimentos poli-
nomiais é frequente e pode ser muito vantajoso, conforme presente, por exemplo em (O’Hara et al., 2015)),
onde se utiliza uma aproximagao de ordem p = 3 no problema local.
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regiao computacionalmente étima possa ser encontrada.

No Capitulo [7], serd apresentado um procedimento de adaptatividade-e para o pro-
blema local, no qual o erro estimado na norma energia (fornecido pelo estimador ZZ-BD)
é utilizado, em um procedimento iterativo, para a selecao de novos nés a serem enriqueci-
dos com fungoes de singularidade. O processo € iniciado em uma configuracao de “minimo
enriquecimento” para a representacao da trinca no problema local e termina com uma
discretizacao otimizada, na qual a singularidade é melhor descrita. Para facilitar entendi-
mento do leitor, optou-se por detalhar as etapas da solugao na segao [7.1] juntamente com

os resultados das simulagoes numeéricas e a discussao sobre os impactos dessa abordagem

sobre a resposta final do MEFG#'.

4.4.2 Procedimento Adaptativo para o Problema (Global

O procedimento adaptativo proposto para o problema local, descrito na se¢ao anterior,
busca resolver a questao da escolha da discretizacao desse modelo. A definicao do tamanho
da regiao local, por sua vez, exige o uso de medidas de erro na escala global. Nesse sentido,
o presente trabalho propoe o uso do estimador de erro no problema global enriquecido
para a selecao dos elementos que irao compor o problema local, conforme sera exposto na
secao [7.2]

Assim como na adaptatividade-e, a elaboracao de um procedimento adaptativo para
a selecao da regido local demanda reflexdes sobre o propédsito do MEFG8!'. O aumento da
regiao local, especialmente quando acompanhado do aumento do ntimero de nés globais
enriquecidos com a solugao local, implica, naturalmente, na melhoria da solucao final.
Apesar disso, um aumento excessivo do dominio local faz com que o aprimoramento se
dé pela parcela suave da solucao global, e nao apenas pela correta descricao da singula-
ridade. Em outras palavras, é desejavel que o problema local seja incumbido somente de
representar corretamente as trincas (ou outros fenémenos particulares). Usar a solugdo
local para aprimorar a parcela suave da solugao no problema global enriquecido é algo
que vai contra a esséncia do MEFG# em problemas de fratura.

Nesse sentido, o procedimento adaptativo aqui proposto teve o cuidado de evitar a
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obtencao de dominios locais excessivamente extensos. Devido a caracteristicas particulares
da distribuicao do erro estimado para o fator de intensidade de tensao — a serem discutidas
no Capitulo [6] - optou-se por empregar o erro estimado na norma energia nesta etapa do
trabalho. Formulou-se um critério de selecao de elementos globais para compor a chamada
zona de enriquecimento (regiao que é enriquecida com as fungdes global-local), valendo-se
de um procedimento iterativo que acompanha, também, a execucao dos ciclos global-local.
Desse modo, o tamanho da regiao local é atualizado a cada ciclo. Assim como nas se¢oes
anteriores, optou-se por minuciar as etapas da solucao juntamente com os resultados das
simulagoes numéricas na secao Nessa secao, a adaptatividade-e do problema local
também sera incluida na andlise, caracterizando, finalmente, uma estratégia adaptativa

com o aprimoramento mituo da solucio do MEFG®#! nas duas escalas.

4.5 Estratégias adaptativas para o MEFG8!: propagacao de
trincas

Nas simulacoes de propagacgao de trincas da MFLE, efetua-se um procedimento in-
cremental de crescimento da trinca — valendo-se de um incremento de trinca inicialmente
prescrito — com a avaliagao do fator de intensidade de tensao a cada passo do processo. O
angulo que define a orientacao assumida pela trinca também é calculado em funcao desse
parametro. A precisao do fator de intensidade de tensao, portanto, é essencial nesse tipo
de modelagem.

As estratégias adaptativas discutidas na secao anterior, com o propésito de aprimorar
o fator de intensidade de tensao e, adicionalmente, o comportamento global do problema,
poderiam ser aplicadas diretamente em uma simulacao de propagacao. Contudo, certas
particularidades desse tipo de modelagem podem exigir modificagbes nos procedimentos
adaptativos.

Desde que se adote um incremento de trinca pequeno, a solucao aproximada tende a
ser pouco alterada entre um passo e outro do processo de propagacgao. Logo, é possivel
simplificar critérios, relaxando determinadas condicoes, sem grande prejuizo aos resul-

tados finais. E nesse sentido que caminha a estratégia adaptativa de propagacgao a ser
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apresentada no Capitulo 8 Trata-se de uma concepcao inicial para simulagoes adaptati-
vas de propagacao de trincas, sem o objetivo de esgotar o assunto. Nesse mesmo capitulo,
chama-se atengao para a qualidade do fator de intensidade de tensao associado a uma
corregao pelo erro estimado (via estimador orientado ao objetivo). Pormenores a respeito

das medidas de erro e dos procedimentos adaptativos serao discutidos no Capitulo [§|

4.6 Apresentacao dos exemplos numeéricos

Na sequéncia do presente texto, diversas simulacoes numéricas serao apresentadas
com o objetivo de analisar as medidas de erro e as técnicas adaptativas propostas. Foram
escolhidos problemas com solugoes de referéncia disponiveis e ja consolidados na literatura
do MEFG/MEFG#. Uma vez que tais exemplos serao estudados em miiltiplos capitulos,

optou-se por apresentd-los separadamente na presente sec¢ao.

4.6.1 Problema A

Nos capitulos [5] a [7], serd abordado o exemplo de uma chapa contendo uma trinca de
borda, ilustrada na Figura [£.1] Neste caso, a solugdo exata para as tensoes em qualquer
ponto é fornecida pelos primeiros termos da expansao assintotica da elasticidade para os
modos I e IT de abertura, considerando o caso particular de uma fissura fechada (Equagoes
e (4.3), respectivamente, com o mesmo sistema de coordenadas da Equagao ([2.20))).
Tais fungoes sao impostas como condicoes de contorno de Neumann e, consequentemente,
¢ possivel computar os erros exatos na norma energia e os indices de efetividade dos

estimadores.

1 0 50
O'x]g()do I = m (3 COS 5 4+ cos ?>
1 0 50
ay]yo‘io I — 4—\/77 (5 Cos 3~ Cos ?)
1

— inﬁ— ing
Toy 4\/F S 5 S 5
(4.2)
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Figura 4.1: Problema A: chapa contendo uma trinca de borda, na qual se impoe a solucao exata
como condigoes de contorno de Neumann.

g Modo Il _ —4%/; (7sing + sin 5;)
ay]y"d" = # (— sing + sin %9)
Tzz/l‘)do m— 4—\1/; (COS % + 3 cos g)
(4.3)
Para este problema, os valores exatos dos fatores de intensidade de tensao sao:
K& = K& =2n (4.4)

Este exemplo sera tratado em estado plano de deformacao, com £ =1,0e v = 0,3
(em unidades consistentes). Usando as expressoes , ou a superposicao de ambas,
é possivel se impor condigoes de modo I, II ou misto de abertura. Tais casos serao
referenciados, nos proximos capitulos, como “Problema A - Modo I”; “Problema A - Modo
IT” e “Problema A - Modo Misto”, respectivamente.

Em todas as analises deste exemplo, consideram-se 4 X 4 pontos de Gauss nos elemen-
tos do problema global. Tal nimero também ¢é adotado no problema local, exceto nos
elementos imediatamente abaixo ou acima da trinca, nos quais se adotam 12 x 12 pontos
de Gauss para melhor representar as fungdes descontinuas/singulares. No problema glo-

bal enriquecido, empregam-se os elementos locais como células de integracao, conforme
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mencionado na segao 4.4.1}

4.6.2 Problema B

Nos Capitulos [0 a[8] serd estudado o exemplo apresentado na Figura[d.2] Trata-se de
uma chapa contendo uma trinca de borda em modo I de abertura, para a qual se tem a

seguinte solugao de referéncia para K, com precisao de 0,5% (Tada et al., 2000):

[2B 7ma 0,752+ 2,02(a/B) + 0,37 (1 — senZ2)’
K = Etanﬁ p—— ( 25) oVTa (4.5)

2B

na qual a representa o comprimento da trinca, B a largura da chapa e o o carregamento

imposto, conforme mostrado na Figura [1.2]

o=1,0

L1111

<
<

A4

Figura 4.2: Problema B: chapa contendo uma trinca de borda em modo I de abertura, com
a=3,5,B=7,0e H=16,0 (em unidades consistentes.)

Neste exemplo, seréd considerado estado plano de tensao com F =1 x 10° e v = 0, 3
(em unidades consistentes). O esquema de integracdo numérica é o mesmo adotado no
Problema A, com uma modificacao na regiao associada a trinca no problema local. Neste
caso, considera-se o procedimento de subdivisao em elementos triangulares e mapeamento
de coordenadas implementado por|Campos (2020)) no sistema INSANE. Esse procedimento

é utilizado sempre que a trinca nao estiver localizada sobre as arestas dos elementos locais.
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4.6.3 Problema C

No Capitulo [0, também serd abordado o exemplo da Figura [4.3] que contém uma
trinca de borda em modo misto de abertura. Nesse problema, mantém-se a geometria e
as propriedades materiais do Problema B, alterando-se o sentido do carregamento imposto.
O esquema de integracao numérica do Problema B também é mantido em sua integridade.
Adota-se como referéncia para os fatores de intensidade de tensao a seguinte solugao

numérica obtida no software comercial ANSY.SP

K = 34,1240
KFFEF = 4, 5441

(4.6)

A4

<
<

Figura 4.3: Problema C: chapa contendo uma trinca de borda em modo misto de abertura, com
a=3,5 B=7,0e H=16,0 (em unidades consistentes).

2Foram utilizados elementos Solid 183 (Q8) em uma malha com 11042 nés. Adotou-se uma densidade
de malha de 1/60 em uma regiao quadrada (lado igual a 3,5) ao redor da ponta da trinca.
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4.7 Medidas de Erro Adotadas

Nos capitulos seguintes, diversas medidas de erro sao analisadas no decorrer das simu-
lagoes numéricas. Para facilitar o entendimento do leitor, uma sintese de todas as medidas
a serem referenciadas, com seus devidos simbolos, é apresentada a seguir, com a repeticao

de algumas equagoes da secao [2.4]

e Erro exato global (norma energia): calculado através da solugao exata e construido

a partir da contribuicao de cada elemento e:

NE 1/2
lellea) = <ZII€II?(96)> (4.7)
e=1
com a = G no problema global enriquecido e ¢ = L no problema local. O termo

le[|Z) ¢ dado na Equacao (2.31).

e Erro estimado global (norma energia): calculado através da solucao recuperada e

construido a partir da contribuicao de cada elemento e:

NE 1/2
le*[le0a) = (Z ||6*||§<Qe)> (4.8)
e=1

com a = G no problema global enriquecido e a = L no problema local. O termo
||e*||§(ﬂe) ¢ dado na Equagao 1)

e Indice de efetividade: razao entre a norma energia dos erros estimado e exato:

0, — lle”lee (4.9)

lellegn)

com a = (G no problema global enriquecido e a = L no problema local.

e Erro exato relativo global (norma energia): razao entre a norma energia do erro

exato (4.7) e da solugao exata:

_ ellewn 09, (4.10)

%
e ull o)

com a = (G no problema global enriquecido e a = L no problema local.
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e Erro estimado relativo global (norma energia): razao entre a norma energia do

erro estimado (2.33) e da solugao aproximada, corrigida pelo erro estimado:

. le*]|e(e)
% a o > E3
Va0 + lletlle@n)

com a = GG no problema global enriquecido e a = L no problema local.

x 100% (4.11)

e Erro exato do fator de intensidade de tensao: calculado apenas no Problema A,

usando (4.4)):
E(K;) =V2rm — K; (4.12)

com ¢ = 1 para K; e i =2 para Kyj.

e Erro de referéncia do fator de intensidade de tensao: calculado nos Problemas B

e C, usando os valores de referéncia e [4.6):
EREF(K) = K™Y — K (4.13)
com ¢ = 1 para K; e i = 2 para Kjj.

e Erro estimado do fator de intensidade de tensao: calculado conforme a Equacao
(12.75)):
NE
& (ki) =Y Q"(e") (4.14)
k=1
com i = 1 para K;, i = 2 para K;; e Q*(e*) dado pela Equacio (2.74). Maiores

detalhes serao dados no Capitulo [6]

e Erro exato relativo do fator de intensidade de tensao: calculado apenas no Pro-

blema A, usando a Equacao (4.4):

ek = V2T =55 oon (4.15)

V2r

com ¢ = 1 para Ky e i =2 para Kyj.

e Erro de referéncia relativo do fator de intensidade de tensao: calculado nos Pro-
blemas B e C, usando os valores de referéncia (Equagoes (4.5) e (4.6)):

 KREF _ K,

e (K;) = omEr X 100% (4.16)
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com ¢ = 1 para K e i =2 para Kyj.

Erro estimado relativo do fator de intensidade de tensao: razao entre o erro esti-
mado (Equagao (4.14])) e o valor aproximado para o fator de intensidade de tensao,
corrigido pelo erro estimado:

& (K;)

5% (Ki) = K rek) 100% (4.17)

com ¢ = 1 para K; e i =2 para Kjj.

Indice de efetividade do estimador orientado ao ob jetivo: razao entre o erro exato
e o erro estimado do fator de intensidade de tensao, calculado apenas no Problema
A:

of = (4.18)

com ¢ = 1 para Ky, i« = 2 para Kjj.

Indice de efetividade aproximado do estimador orientado ao objetivo: razao entre
o erro de referéncia e o erro estimado do fator de intensidade de tensao, calculado

nos Problemas B e C:
ik, E(KG)

= grEr () (4.19)

com ¢ = 1 para K; e i =2 para Kjj.
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Capitulo 5

Estimadores de Erro para a Norma
Energia no MEFGS8!

Neste capitulo, apresenta-se o estimador de erro proposto para o
MEFG®, considerando medidas baseadas na norma energia. Inici-
almente, o processo de recuperacao de tensoes é utilizado na etapa de
imposicao das condi¢oes de contorno no problema local. Em seguida,
avalia-se o estimador de erro construido com esse mesmo processo,
aplicado sobre problema global enriquecido e, em seguida, sobre o

problema local.

5.1 Condicoes de Contorno no Problema Local: Uso das

Tensoes Recuperadas

5.1.1 Consideracoes Iniciais

Conforme discutido na secao , o trabalho de |Gupta, Kim e Duarte| (2012)) apre-
sentou um estudo detalhado a respeito do erro associado a imposicao de condigoes de
contorno inexatas sobre o problema local do MEFG#!. Nesse trabalho, os autores avaliam
a zona buffer e o processo de ciclos global-local, considerando, em ambos os casos, somente
a imposigao de deslocamentos no contorno local (condigdes de contorno de Dirichlet).

No presente trabalho, uma nova abordagem ¢ proposta. Em simulacoes com a utili-

zacao de estimadores de erro baseados em técnicas de recuperacao, o campo de tensoes



99

recuperado (*) pode, também, ser aplicado com outros objetivos. O que se propoe aqui
é o uso das tensoes recuperadas na imposicao das condicoes de contorno de Cauchy no
problema local. Desse modo, substitui-se o campo de tensoes aproximado do problema
global pelo campo de tensoes recuperado pelo procedimento ZZ-BD (secao . A

formulagao do problema local (Equagao (2.24))), neste caso, sofre uma altera¢do no termo

t(uy):

Encontre u;, € \’?L(QL) C }C1<QL) Vo € \~7L(QL)

/ e(vr)! o(uy)dx + n/ 0} g ds =
Qr

oL\ (0Q2LNING)

/ o tds + / o} (t(ul) + ray)ds
QNN AL\ (002LNANG)

sendo t*(1y) o vetor de tensdes de superficie calculado no modelo global a partir das

(5.1)

tensoes recuperadas o*:

t'=0"-n em 00\ (02, NIN) (5.2)

Outro fator determinante na imposicao das condi¢oes de contorno sobre o problema
local ¢ o parametro de rigidez  na Equacao (5.1]). O presente trabalho adota o procedi-
mento proposto por Birner e Schweitzer| (2019)), que elimina a necessidade de pré-definigao
desse parametro. Tal procedimento calcula o valor de k através de um balanceamento das
normas de vetores calculados nos contornos global e local. Mais detalhes podem ser en-

contrados em Birner e Schweitzer (2019)) e em Pereira (2019)).

5.1.2 Simulagoes Numéricas

Para analisar a viabilidade da estratégia proposta, considera-se o Problema A - Modo
Misto (segao [4.6.1)). A malha global adotada é um grid de 20 x 20, cujos elementos sdo
divididos em 2 x 2 partes para a definicao da malha local. Sao utilizados elementos Q4

nos dois modelos.
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Para o estudo das condic¢oes de contorno no problema local, consideram-se trés confi-

guracoes distintas:

1. Dominio local sem zona buffer + condigoes de contorno de Dirichlet;
2. Dominio local com zona buffer 4+ condigoes de contorno de Dirichlet.

3. Dominio local sem zona buffer + condigoes de contorno de Cauchy recuperadas.

Na Figura[5.1], ilustram-se os dois tamanhos de dominios locais utilizados. No dominio
local com zona buffer, considera-se a adi¢ao de 4 camadas de elementos ao redor da zona
de enriquecimentd] Em ambos os casos, mantém-se o mesmo conjunto de nés globais
enriquecidos com as fungoes global-local (ou seja, a zona de enriquecimento é a mesma
nos dois casos). A representagdo da trinca no modelo local é feita através das fungdes de

singularidade, conforme mostra a Figura [5.2

e e e e 0000000

® & 06 0 06 06 0 0 0 0 0

(@) (b)

Figura 5.1: Dominios locais (em azul) localizados sobre a malha global (em cinza). Os néds
globais enriquecidos com as fungoes global-local sdo destacados em amarelo. (a) Dominio local

sem zona buffer. (b) Dominio local com zona buffer.

Para a comparagao entre a trés configuracoes de condigoes de contorno aqui analisadas,

sao consideradas as seguintes medidas:

I Adotou-se o nimero de camadas igual a 4 para a zona buffer por este ser o maior valor empregado
nas andlises de |Gupta, Kim e Duarte| (2012]).
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(a) (b)
Figura 5.2: Nés locais enriquecidos com fungoes de singularidade (em vermelho). A trinca é

representada em azul. (a) Dominio local sem zona buffer, (b) Dominio local com zona buffer.

e Erro exato relativo na norma energia do problema global enriquecido: E%QG, Equa-

cao (4.10));

e Erro exato relativo na norma energia do problema local: S%QL, calculado nos ele-
mentos internos ao contorno laranja da Figura (Equagao (4.10) com Qf igual ao
dominio citado). Mantém-se, assim, um mesmo dominio de avaliacdo do erro nas

duas configuracoes de modelo local;

e Erro exato relativo dos fatores de intensidade de tensdo: £¢(K;), Equacao (4.15)).

Os resultados obtidos ao longo de cinco ciclos global-local sao apresentados na Fi-
gura 5.3, considerando a abordagem padrao do MEFG#. Em seguida, apresentam-se os
resultados do MEFG-E#' na Figura [5.4}

Conforme se observa na Figura [5.3] as trés abordagens atingem praticamente os mes-
mos resultados apés a execucao de 5 ciclos global-local. Entretanto, verificam-se diferencas
significativas na convergeéncia dos resultados. As condicoes de contorno de Dirichlet asso-
ciadas ao menor dominio local requerem, de modo geral, 4-5 ciclos para atingir o patamar
final de erro. Quando se adota a zona buffer, a convergéncia é acelerada, com erros me-
nores sendo obtidos ja no terceiro ciclo global-local. Finalmente, quando as condigcoes de

contorno de Cauchy recuperadas sao empregadas, a convergéncia é ainda mais rapida, em
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Figura 5.3: Resultados do MEFG#! para as medidas de erro nos problemas local e global enri-

quecido, considerando as trés configuracoes de condicoes de contorno.

especial para o erro em energia no problema global e para K; (observar como a curva
associada a Cauchy fica abaixo das demais). Esses resultados confirmam a validade da
estratégia proposta, mostrando que as tensoes recuperadas fornecem, de fato, resultados
vantajosos quando utilizadas na imposi¢ao das condicoes de contorno do problema local.

Quanto aos resultados do MEFG-E®#! (Figura, verifica-se, novamente, uma conver-
géncia acelerada das solucoes obtidas com as condigoes de contorno de Cauchy recupera-
das. A diferenca em relacao ao uso da zona buffer, neste caso, ¢ bem menor do que no
MEFGS#!. Tal resultado pode ser explicado pelo ganho de precisao garantido pelo enrique-
cimento global-local estavel — estudado pela autora e co-autores, conforme ja mencionado,

em |Fonseca et al. (2020) — que promove uma grande redugao dos erros entre o primeiro e
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Figura 5.4: Resultados do MEFG-E# para as medidas de erro nos problemas local e global

enriquecido considerando as trés configuracoes de condigoes de contorno.

o segundo ciclo.

Cabe ressaltar que os resultados do primeiro ciclo sao, de fato, precérios, ja que a trinca
nao é representada no problema global inicial. A partir do segundo ciclo, o problema local
recebe condigdes de contorno mais adequadas (ja com algum nivel de descri¢ao da trinca)
e todas as grandezas analisadas sao consideravelmente aprimoradas. A intensidade desse
aprimoramento, entretanto, depende de como sao impostas as condi¢oes de contorno no
problema local. O que se verifica aqui, na comparacao entre as condigoes de Cauchy
recuperadas e a zona buffer, é uma superioridade da primeira no caso do MEFG#!' e uma
equivaléncia entre ambas no MEFG-E8!. No caso das condicoes de Cauchy recuperadas,

entretanto, dispensa-se o uso de dominios locais mais extensos.



104

Também é importante destacar o comportamento de K;; nas Figuras ep.d Ao
contrario do que ocorre com K; e com as medidas relacionadas a norma energia, o de
erro de Kj; chega a aumentar no decorrer dos ciclos global-local (especialmente com a
abordagem padrao do MEFG®#!). Tais resultados refletem a complexidade inerente ao
modo II de abertura de trinca, que influencia fortemente a precisao do calculo de Ki;.

Com base nos resultados desta se¢ao, considera-se apropriada a imposi¢ao das tensoes
recuperadas no problema local, com o objetivo de reduzir o erro associado as condigoes
de contorno e garantir uma convergéncia acelerada da solucao ao longo do processo de
ciclos global-local. Por esse motivo, as condigoes de contorno de Cauchy recuperadas
serao adotadas em todas as simulacoes numéricas do restante deste trabalho. Analises
adicionais sobre essa estratégia, incluindo a utilizacao de tensoes descontinuas, podem ser

encontradas em Marques et al.| (2021)).

5.2 Estimador ZZ-BD no Problema Global Enriquecido do

MEFG®!: norma energia

5.2.1 Consideracoes Iniciais

Conforme introduzido na segao [£.2.2] formula-se, no presente trabalho, o estimador
77-BD no problema global enriquecido do MEFG8!. Nesta aplicacio, o processo de recu-
peragao de tensoes — ja utilizado na imposigao de condigdes de contorno de Cauchy (segao
— é empregado na construgao de um estimador de erro (valendo-se dos conceitos ge-
rais de estimadores baseados em recuperacao, descritos na segao 2.4]). Os resultados das
simulacoes numéricas de validacao do estimador para o MEFG#! e a sua versao estavel sao

discutidos a seguir.

5.2.2 Simulagoes Numéricas

Visando estudar o comportamento do novo estimador, aborda-se, nesta secao, o Pro-

blema A - Modo Misto (segao 4.6.1)). Adota-se uma sequéncia de trés malhas globais
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aninhadas (grids de 10 x 10, 20 x 20 e 40 x 40), compostas por elementos do tipo Q4.
Em todos os casos, dividem-se os elementos globais em 2 x 2 partes para a definicao da
malha local, também formada por elementos Q4. Duas configuracoes de dominios locais

sao analisadas:

e Dominios locais topologicos: a regiao enriquecida com as fungoes global-local é li-
mitada aos elementos globais atravessados pela trinca e, portanto, diminui a medida

que a malha global é refinada;

e Dominios locais geométricos: a regiao enriquecida com as fungoes global-local in-

depende do tamanho da malha global.

Em ambas as configuracoes, a zona de enriquecimento no problema global é a maior
possivel, ou seja, todos os nods localizados no interior da regiao local sao enriquecidos
(em outras palavras, ndo hé zona buffer). Os dominios locais associados a cada uma das
malhas sao ilustrados nas Figuras e para as configuragoes topoldgica e geométrica,

respectivamente.

(a) (b) (©)

Figura 5.5: Dominios locais topoldgicos (em azul) localizados sobre a malha global (em cinza).

(a) Malha 10 x 10, (b) Malha 20 x 20 e (c) Malha 40 x 40.

Em todos os problemas locais aqui tratados, representa-se a trinca através de funcoes
de singularidade (Equacao|2.20). A disposi¢ao dos nés enriquecidos é ilustrada nas Figuras

e[6.8 para os dominios locais topoldgicos e geométricos, respectivamente.
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(a) (b ©

Figura 5.6: Dominios locais geométricos (em azul) localizados sobre a malha global (em cinza).

(a) Malha 10 x 10, (b) Malha 20 x 20 e (c) Malha 40 x 40.

(a) (b) (c)
Figura 5.7: Dominios locais topoldégicos: Nés locais enriquecidos com fungoes de singularidade
(em vermelho). A trinca é representada em azul. (a) Malha 10 x 10, (b) Malha 20 x 20 e (c)

Malha 40 x 40. Figuras fora de escala entre si.

(a) (b) ()
Figura 5.8: Dominios locais geométricos: Nos locais enriquecidos com fungoes de singularidade
(em vermelho). A trinca é representada em azul. (a) Malha 10 x 10, (b) Malha 20 x 20 e (c)

Malha 40 x 40.

5.2.2.1 Taxas de Convergéncia e Indices de Efetividade

Tendo como base a formulagao descrita no capitulo de metodologia (secao [4.2.2)),

apresentam-se, na Figura [5.9] os erros exato e estimado na norma energia do problema

global enriquecido (|le]|saq) € |le*(lsq), conforme as Equaces (4.7) e (4.8), respetiva-

mente), bem como suas taxas de convergéncia (), considerando a sequéncia de trés
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malhas globais. Nessa figura, sao exibidos os resultados finais de cada uma das malhas
apos a execucao de 4 ciclos global-local. A proximidade entre as curvas dos erros exato e
estimado mostra a habilidade do estimador ZZ-BD em descrever corretamente o compor-
tamento do problema analisado. Mesmo na configuragao de dominios locais topologicos
(curvas em azul na Figura , na qual a regiao enriquecida com as funcgoes global-local é
pequena e, consequentemente, a descricao da trinca é penalizada, o estimador fornece uma
boa aproximacao para o erro em energia. Tal resultado confirma a robustez do estimador
proposto.

Também é interessante observar, na Figura [5.9] o aumento significativo das taxas
de convergéncia da solucao quando a configuracao de dominios locais geométricos é em-
pregada. Assim como observado por [Fonseca et al. (2020]), os resultados da estratégia
topolégica nao atingem a taxa 6tima de convergénciaﬂ Tal fato se justifica pela ma
representacao da singularidade associada a trinca. Quando se adota a estratégia geomé-
trica, por sua vez, a taxa de convergéncia do MEFG#! torna-se bastante préxima do valor
6timo, enquanto a do MEFG-E®8' ultrapassa esse valor — confirmando, mais uma vez, a
superioridade do enriquecimento global-local estavel em relacao a versao padrao.

Na Figura [5.10] apresentam-se os indices de efetividade do estimador ZZ-BD no pro-
blema global enriquecido (Equagao , avaliados, novamente, na sequéncia de trés
malhas globais apds a execucao de 4 ciclos global-local. Valores proximos de 1,0 foram
atingidos em todos os casos, ilustrando quantitativamente o comportamento observado
na Figura e confirmando a validade do estimador proposto. E interessante notar que
as curvas referentes a configuracao geométrica convergem de maneira mais evidente para
o valor unitario — o que é um resultado desejavel, por confirmar que o estimador é assin-
toticamente exato (Zienkiewicz e Zhu, 19920). Observam-se, também, superestimativas
de erro no caso do MEFG-E®8! (valores de ¢ sempre superiores a 1,0), com comporta-
mento semelhante ao observado por [Lins et al. (2019) na aplicagao do estimador ZZ-BD
ao MEFG-E. Apesar disso, em ambas as estratégias estaveis (MEFG-E e MEFG-8!), a

efetividade do estimador diminui — aproximando-se da unidade — a medida que a malha é

2Considera-se étima a taxa de convergéncia igual a 0,5 em uma curva log-log do erro na norma energia
em fungao do nimero de graus de liberdade.
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Figura 5.9: Convergéncia dos erros exato e estimado no problema global enriquecido, conside-
rando a sequéncia de 3 malhas globais. (a)MEFG-8 e (b) MEFG-E®.. As siglas “TOP” e “GEO”
indicam as configuracoes de dominios locais topoldgicos e geométricos, respectivamente. “NGL”

se refere ao nimero de graus de liberdade do problema global enriquecido. Eixos x e y em escala

logaritmica.

refinada.

5.2.2.2 Erro Estimado por Elemento

Na Figura [5.11] apresenta-se a distribuicao dos erros exato e estimado por elemento,
considerando os resultados finais (quarto ciclo global-local) do MEFG#!. Por simplificagao,

apresentam-se apenas os resultados obtidos com os dominios locais geométricos. Em todas



109

1,02 —— 1,20 s
1,00 1,15 |
0,98 | 1,10 |
) L O L
> >
0,96 | 1,05 |
0,04 | 1,00
0,92 R L 0,95 R L
100 1000 10000 100 1000 10000
NGL NGL
(a) MEFG&! (b) MEFG-E#!

|- GEO -= TOP |

Figura 5.10: Indice de efetividade (0c) do estimador ZZ-BD no problema global enriquecido,
considerando a sequéncia de 3 malhas globais. As siglas “TOP” e “GEQ” indicam as configuracoes
de dominios locais topolégicos e geométricos, respectivamente.“NGL” se refere ao nimero de

graus de liberdade do problema global enriquecido. Eixo x em escala logaritmica.

as malhas, é possivel observar que o estimador ZZ-BD, de fato, fornece uma distribuicao
de erro coerente e proxima a do erro exato. Verifica-se, também, uma certa concentracao
de erro ao longo do comprimento da trinca, diferentemente do que acontece no MEFG
(resultados de|Lins et al.| (2019)) para este mesmo problema). Tal concentragao, entretanto,
diminui & medida que a malha é refinada. A distribuicao dos erros por elemento fornecida
pelo MEFG-E®!, por sua vez, é mostrada na Figura . Nesta figura, verificam-se erros
menores ao longo do comprimento da trinca, especialmente nas duas ultimas malhas.
O aprimoramento das fungoes global-local garantido pela abordagem estavel, portanto,
corrige a representacao do erro nessa regiao, tornando mais evidente a concentracao dos

erros exato e estimado nas vizinhancgas da ponta da trinca.

5.2.2.3 Comportamento ao Longo dos Ciclos Global-local

Na secao anterior, analisaram-se os resultados finais, obtidos no problema global enri-
quecido, apos a execucao de quatro ciclos global-local. Tais resultados permitiram andlises
semelhantes as que sao tipicamente feitas para o MEFG (em termos do indice de efeti-

vidade e, em especial, das taxas de convergéncia dos erros exato e estimado). Dada a

[N

particularidade da construcio das funcdes de enriquecimento no MEFG8!, entretanto,
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[ e |
(a) Erro exato — Malha 10x10 (b) Erro estimado — Malha 10x10

+0.001488 +0.011263 +0.02105 +0.030831 +0.03939 +0.001064 +0.009125 +0.017187 +0.025248 +0.032302

(c) Erro exato — Malha 20x20 (d) Erro estimado — Malha 20x20

+0.000357 +0.003994 +0.007632 +0.011269 +0.014452 +0.000248 +0.003476 +0.006704 +0.009932 +0.012756

(e) Erro exato — Malha 40x40 (f) Erro estimado — Malha 40x40

Figura 5.11: Distribuicao dos erros exato e estimado por elemento, considerando cada uma das

trés malhas globais. Resultados do MEFG8! obtidos no quarto ciclo global-local.

necessario uma estudo adicional do comportamento do estimador ao longo do processo de
ciclos global-local.

A evolucao do indice de efetividade do estimador ZZ-BD ao longo dos ciclos global-
local é apresentada nas Figuras e Para melhor visualizacao, os resultados de

cada malha sdo apresentados separadamente, levando-se em conta o MEFG#!, na Figura



111

+0.006455 +0.021578 +0.0367 +0.051823 +0.065055 +0.004932 +0.019832 +0.034672 +0.043512 +0.062437
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[ S| [ I
(e) Erro exato — Malha 40x40 (f) Erro estimado — Malha 40x40

Figura 5.12: Distribuicao dos erros exato e estimado por elemento, considerando cada uma das

trés malhas globais. Resultados do MEFG-E#! obtidos no quarto ciclo global-local.

e 0 MEFG-E# | na Figura[5.14] De maneira geral, observa-se a convergéncia do indice
de efetividade no terceiro ciclo global-local, no caso do MEFG-8'. Na versao estdvel, por

sua vez, a convergencia ¢ mais rapida, com a obtencao de valores proximos da unidade
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ja no segundo ciclo global-local. Os resultados da Figura também evidenciam que a
tendéncia de superestimacgao do erro, discutida para a versao estavel na secao anterior, é

amenizada pelo uso de dominios locais geométricos.

1,2 1,2
1,0 1,0
o
0,8 - 0,8
s | ¢ |
0,6 |- 0,6
0,4+ 0,4}
O7 2 | | | | O7 2 | | | |
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Ciclo Ciclo
(a) Malha 10x10 (b) Malha 20x20
1,2
1,0
0,8 |-
© L
>
0,6 |-
0,4}
0’ 2 | | | |
0 1 2 3 4 5
Ciclo

(¢) Malha 40x40

| -e- TOP GEO

Figura 5.13: Indices de efetividade do estimador ZZ-BD no problema global enriquecido ao
longo dos ciclos global-local, para cada uma das trés malhas globais. Resultados do MEFGS!.
As siglas “TOP” e “GEQ” indicam as configuragoes de dominios locais topoldgicos e geométricos,

respectivamente. Na Malha 10 x 10, os modelos topoldgico e geométrico sao idénticos.

Finalmente, apresenta-se a evolucao dos erro exato e estimado por elemento ao longo
dos ciclos global-local nas Figuras ¢ (resultados do MEFGS!' e do MEFG-E#,
respectivamente). Considera-se, por simplicidade, somente a Malha 20 x 20 na configu-

racao de dominio local geométrico. No caso do MEFG#!, a concordancia entre os mapas
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Figura 5.14: Indices de efetividade do estimador ZZ-BD no problema global enriquecido ao longo
dos ciclos global-local, para cada uma das trés malhas globais. Resultados do MEFG-E8!. As
siglas “TOP” e “GEQO” indicam as configuracoes de dominios locais topoldgicos e geométricos,

respectivamente. Na Malha 10 x 10, os modelos topolégico e geométrico sao idénticos.

de erro exato e estimado ¢ mais evidente a partir do segundo ciclo. Ja na versao estavel,
tal concordancia se verifica desde o primeiro ciclo — mesmo com o indice de efetividade
ainda distante de 1,0. Tais resultados confirmam a robustez do estimador ZZ-BD no con-
texto da andlise global-local e sao bastante favoraveis a sua utilizacao em procedimentos

adaptativos, conforme se discutird no Capitulo [7]
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Figura 5.15: Erros exato e estimado por elemento, ao longo dos quatro ciclos global-local, obtidos

na Malha 20x20 com dominio local geométrico. Resultados do MEFGS!.
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Figura 5.16: Erros exato e estimado por elemento, ao longo dos quatro ciclos global-local, obtidos

na Malha 20x20 com dominio local geométrico. Resultados do MEFG-E#!,

5.3 Estimador ZZ-BD no Problema Local do MEFG#!: norma

energia

5.3.1 Consideracgoes Iniciais
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do estimador é a mesma daquela aplicada ao MEFG por |Lins et al. (2019)). Contudo, é
possivel identificar caracteristicas especificas da abordagem global-local, decorrentes da
imposi¢cao de condigoes de contorno inexatas sobre o problema local. Os resultados das

simulagoes numéricas de validacao do estimador sao analisados nas segoes seguintes.

5.3.2 Simulagoes Numéricas

Para a avaliacao do estimador ZZ-BD no modelo local do MEFG#!, adota-se, nova-
mente, o Problema A - Modo Misto (se(;éio. As analises desta secao utilizam a mesma
sequéncia de trés malhas globais da sec¢ao [5.2.2] considerando, ainda, as configuragoes de
dominios locais topoldgicos e geométricos (Figuras e . Neste primeiro momento,
também se mantém o mesmo esquema de enriquecimento com fungoes de singularidade,
no modelo local, apresentado nas Figuras e Posteriormente, na secao [5.3.2.4] um

outro esquema de enriquecimento serd avaliado e devidamente apresentado.

5.3.2.1 Taxas de Convergéncia e Indices de Efetividade

Seguindo os mesmos passos das andlises feitas para o estimador ZZ-BD no problema
global enriquecido, apresentam-se, na Figura [5.17] os erros exato e estimado na norma
energia no problema local (|lel|,) € |le*||ls,), conforme as Equagoes e (4.§)), respe-
tivamente), bem como suas taxas de convergéncia (3)), em fungao do nimero de graus de
liberdade do modelo local. Consideram-se, neste caso, os resultados obtidos na sequéncia
de trés malhas globais. Uma vez que a convergéncia das medidas analisadas pode, em
alguns casos, ser mais lenta no problema local, os resultados presentes nessas figuras sao
aqueles obtidos, em cada uma das malhas, apds a execucao de 5 ciclos global-local.

O comportamento das taxas de convergéncia observado na Figura[s.17]é semelhante ao
que se observou na aplicagao do estimador sobre o problema global enriquecido (Figura
. Apesar de a representacao da trinca no modelo local ser efetuada, em todos os
casos, através da aplicacao de fungoes de singularidade sobre uma regiao mais ampla ao
redor da ponta da trinca, a configuracao de dominios locais topolégicos nao alcanca a

taxa 6tima de convergéncia na norma energia. Quando dominios locais geométricos sao
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adotados, entretanto, a taxa étima é superada (tanto no MEFG®' quanto no MEFG-E#!).
A melhor performance da configuracao geométrica é consequéncia do aprimoramento da
solucao global quando mais nés sao enriquecidos com as fungoes global-local e, ainda,
da imposicao de condigoes de contorno, no problema local, provenientes de regides mais

distantes da trinca.
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Figura 5.17: Convergéncia dos erros exato e estimado na norma energia do problema local,
considerando a sequéncia de 3 malhas globais. (a)MEFG-#! e (b) MEFG-E®8!. As siglas “TOP” e
“GEO” indicam as configuragoes de dominios locais topoldgicos e geométricos, respectivamente.
“NGL” se refere ao nimero de graus de liberdade do problema local. Eixos x e y em escala

logaritmica.

Para melhor avaliar a precisao do estimador ZZ-BD no problema local, apresentam-se,
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na Figura [5.18] os indices de efetividade do estimador em funcao do niimero de graus de
liberdade do modelo local, considerando, novamente, a sequéncia de trés malhas globais
e os resultados obtidos apds a execucao de 5 ciclos global-local.

Em todos os casos da Figura[5.18] verificam-se valores inferiores a 1,0 para o indice de
efetividade — o que reflete uma consistente subestimagao do erro pelo estimador. No caso
da estratégia de dominios locais geométricos, porém, é possivel visualizar uma tendéncia de
crescimento de 6, com o aumento do niimero de graus de liberdade. Tal tendéncia é mais
discreta no caso do MEFG-8 (com 6, atingindo 0,90 na tltima malha) e mais acentuada
no MEFG-E# (com 6 préximo de 0,98 na tltima malha). Esse comportamento reflete
o efeito das duas componentes de erro presentes no problema local (se¢ao : 0 erro
da discretizacao e o erro associado as condicoes de contorno. O estimador de erro para a
norma energia aqui proposto, de fato, é concebido para o erro da discretizacao. A parcela
de erro relativa as condigoes de contorno, por sua vez, é invisivel ao estimador. Para que
efetividades préoximas da unidade sejam atingidas, é necessario que o erro da discretizacao
seja dominante no problema — ou, em outras palavras, que a contribuicao desse erro para
o erro total do problema local seja bem maior do que a contribuicao do erro associado
as condicoes de contorno. Logo, valores de 0 progressivamente préximos da unidade
sao obtidos nas configuragdes que garantem as melhores condig¢oes de contorno (dominios
locais geométricos e uso do enriquecimento global-local estavel).

A principio, o raciocinio anterior pode parecer contraditério em relagao aos resultados
obtidos com domfnios locais topolégicos na Figura [5.18 Nesses casos, tanto no MEFG#!
quanto na versao estavel, o indice de efetividade diminui a medida que o ntmero de
graus de liberdade aumenta. No caso do MEFG®' padrao, essa diminuicdo ¢ ainda mais
acentuada. A explicacao de tais resultados passa, novamente, pelo erro associado as
condicoes de contorno no problema local. Na configuracao de dominios locais topoldgicos
(ver Figura , o contorno do modelo local se aproxima progressivamente da trinca a
medida que a malha global é refinada. Nesta situacgao, é esperado que o refinamento da
malha global diminua o erro total no problema local — conforme verificado na anélise de

convergéncia (Figural|5.17]) — mas aumente a contribuicao das condigoes de contorno para
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o erro total. Logo, apesar de o erro no modelo local ser progressivamente menor a medida
que a malha global (e consequentemente, a malha local) é refinada, o indice de efetividade
do estimador se torna cada vez menor. Trata-se, portanto, de uma caracteristica inerente

a abordagem global-local (e ndo de uma limita¢ao do estimador proposto).
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Figura 5.18: Indices de efetividade (#) do estimador ZZ-BD no problema local, considerando a
sequéncia de 3 malhas globais. As siglas “TOP” e “GEQ” indicam as configuragoes de dominios
locais topoldgicos e geométricos, respectivamente. “NGL” representa o nuimero de graus de

liberdade do problema local. Eixo z em escala logaritmica.

5.3.2.2 Erro Estimado por Elemento

Assim como feito no problema global enriquecido (segao , apresentam-se, nas
Figuras e[5.20] a distribuigao dos erros exato e estimado por elemento no problema
local, considerando os resultados obtidos apés cinco ciclos global-local. Por simplificagao,
exibem-se somente os resultados do MEFG-E8!, na configuracio de dominios locais topo-
légicos (Figura e geométricos (Figura . Em ambos os casos, verifica-se que o
estimador proposto é capaz de descrever adequadamente a distribuicao do erro, mesmo
com indices de efetividade relativamente distantes da unidade (caso dos dominios locais
topolégicos nas malhas 20 x 20 e 40 x 40, por exemplo). Esse comportamento é essen-
cial para que o estimador possa ser utilizado com enfoque qualitativo em procedimentos

adaptativos de melhoria da solugao local, conforme serd visto no Capitulo [7}
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+0.002377 +0.015515 +0.028653 +0.041791 +0.053287 +0.002955 +0.013851 +0.024747 +0.035643 +0.045177

[ e
(a) Erro exato — Malha 10x10 (b) Erro estimado — Malha 10x10

+0.000785 +0.010246 +0.019707 +0.029168 +0.037446 +0.000668 +0.008887 +0.017106 +0.025325 +0.032517

[ cea—— ]
(c) Erro exato — Malha 20x20 (d) Erro estimado — Malha 20x20

+0.000175 +0.006346 +0.013717 +0.020488 +0.026413 +0.000165 +0.006159 +0.012154 +0.018148 +0.023393

[ IS |
(e) Erro exato — Malha 40x40 (f) Erro estimado — Malha 40x40

Figura 5.19: Erros exato e estimado por elemento no problema local, considerando os dominios

locais topolégicos e a solucao do MEFG-E®#!. Figuras fora de escala entre si.

5.3.2.3 Comportamento ao Longo dos Ciclos Global-local

Nas Figuras e apresenta-se a evolugao do indice de efetividade do estimador
77-BD ao longo dos ciclos global-local considerados nesta se¢ao. Para uma melhor compa-
racao dos resultados, exibem-se, também, os indices de efetividade calculados no problema
global enriquecido (ja discutidos na secao . E interessante observar, em todos os
casos, a diferenca na convergéncia dos resultados obtidos nos problemas local e global
enriquecido. De modo geral, os resultados no problema global enriquecido se estabilizam
com um ciclo a menos em relacao ao problema local. Além disso, os valores finais de ¢
sao sempre mais proximos da unidade no problema global enriquecido. Nesse contexto, é
possivel afirmar que a aplicagao de estimadores de erro com um enfoque quantitativo no
MEFGS#! ¢ mais favoravel sobre o problema global enriquecido.

Finalmente, a evolucao dos erro exato e estimado por elemento no problema local,
ao longo dos ciclos global-local, é ilustrada nas Figuras e — nas configuragoes
de dominio local topolégico e geométrico, respectivamente. Por simplificacao, exibem-se

apenas os resultados obtidos na Malha 20 x 20 com o MEFG-E8. E possivel observar
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+0.002377 +0.015515 +0.028653 +0.041791 +0.053287 +0.002955 +0.013851 +0.024747 +0.035643 +0.045177

NN aaaaam.
(a) Erro exato — Malha 10x10 (b) Erro estimado — Malha 10x10

+0.00055 +0.005514 +0.010479 +0.015443 +0.019787 +0.000638 +0.004948 +0.009257 +0.013567 +0.017338

[ |
(c) Erro exato — Malha 20x20 (d) Erro estimado — Malha 20x20

+0.000135 +0.002102 +0.004063 +0.006036 +0.007757 +0.000146 +0.001897 +0.003649 +0.0054 +0.006933

(e) Erro exato — Malha 40x40 (f) Erro estimado — Malha 40x40

Figura 5.20: Erros exato e estimado por elemento no problema local, considerando os dominios

locais geométricos e a solucio do MEFG-E#.

uma grande diferenca entre as distribuicoes de erro obtidas no primeiro ciclo, com uma
certa concentracao do erro estimado no contorno do dominio — o que nao acontece com o
erro exato. Tal fato se deve a ma qualidade das condigoes de contorno impostas sobre o
modelo local, que prejudicam mais fortemente o desempenho do estimador nessa regiao.
A partir do segundo ciclo, por sua vez, a distribuicao do erro estimado torna-se mais

coerente, tanto na configuracao topoldgica quanto na geométrica.
5.3.2.4 Efeito das Funcoes de Singularidade Sobre o Indice de Efetividade no Problema
Local

Conforme discutido nas secoes anteriores, a relacao entre o erro da discretizacao e

o erro associado as condigoes de contorno no problema local influencia fortemente os
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-@- TOP - 6 (Global) —e— TOP - 0 (Local)
GEO - 0 (Global) GEO - 6 (Local)

Figura 5.21: Indices de efetividade do estimador ZZ-BD no problema local e no global enriquecido
ao longo dos ciclos global-local, em cada uma das trés malhas globais. Resultados do MEFGS!.
As siglas “TOP” e “GEQ” indicam as configuragoes de dominios locais topoldgicos e geométricos,

respectivamente. Na Malha 10 x 10, os modelos topolégico e geométrico sao idénticos.

resultados dos indices de efetividade nesse modelo. Até entao, todos os modelos locais
aqui propostos continham uma regiao enriquecida (com fungoes de singularidade) mais
ampla ao redor da trinca (Figuras e . Para efeito de comparacao, considera-
se, na presente secao, a configuracao de minimo enriquecimento no problema local, na
qual apenas os nés coincidentes com a aresta da trinca sao enriquecidos com as fungoes
de singularidade. Os tamanhos dos dominios locais se mantém os mesmos das secoes

anteriores, conforme ilustrado nas Figuras e [5.26]
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Figura 5.22: Indices de efetividade do estimador ZZ-BD no problema local e no problema global

enriquecido ao longo dos ciclos global-local, em cada uma das trés malhas globais. Resultados do

MEFG-E#. As siglas “TOP” e “GEO” indicam as configuracoes de dominios locais topoldgicos

e geomeétricos, respectivamente. Na Malha 10 x 10, os modelos topoldgico e geométrico sao

idénticos.

Por simplificacao, esta secao considera apenas os resultados fornecidos pelo MEFG-

E#'. Nas Tabelas[5.1]a[5.4] apresentam-se os resultados obtidos com as duas configuragoes

de dominios locais (topoldgico e geométrico) e, também, as duas estratégias de enriqueci-

mento com fungoes de singularidade no problema local (minimo e amplo). Os resultados

obtidos confirmam as conclusées da secao [5.3.2.1} quando se adota o enriquecimento
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+0.000303 +0.004275 +0.007647 +0.011018 +0.01397

o e |

(a) Ciclo 1 — Erro exato (b) Ciclo 1 — Erro estimado

+U 000852 +0.031263 +0.061674 +0.092085 +0.118694 +0.000621 +0.007256 +0.013891 +0.020526 +0.026332
(c) Clclo 2 — Erro exato (d) Ciclo 2 — Erro estimado

+0.000768 +0.010257 +0.019745 +0.029234 +0.037536 +0.000671 +0.008924 +0.017178 +0.025431 +0.032653

: v
(e) Ciclo 3 — Erro exato (f) Ciclo 3 — Erro estimado

+0.000785 +0.010246 +0.019707 +0.029168 o +0.037446 +0.000663 +0.008887 +0.017106 +0.025325 +0.032517
(g) Ciclo 4 — Erro exato (h) Ciclo 4 — Erro estimado

+0.000785 +0.010245 +0.018704 +0.029164 +0.037441 +0.000668 +0.008889 +0.017109 +0.02533 +0.032523

[ | [ |
(i) Ciclo 5 — Erro exato (j) Ciclo 5 — Erro estimado

Figura 5.23: Erros exato e estimado por elemento no problema local, considerando a Malha

20x20 com dominio local topoldgico e a solucio do MEFG-E®!,

minimo no problema local, o erro da discretizagao aumenta significativamente e o esti-
mador ZZ-BD representa melhor o problema, com indices de efetividade mais proximos
de 1 1 “0r” Tabel 1 N lati imad 1

e 1,0 (coluna “6;” nas Tabelas eb.3)). Nesses casos, o erro relativo estimado (coluna
“8*%QL”) é bastante préximo do erro relativo exato (coluna “Eopa, ”), que leva em conta

as duas parcelas de erro. Ja quando as funcoes de singularidade sao impostas sobre uma
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(c) Ciclo 2 — Erro exato (d) Ciclo 2 — Erro estimado
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EEEENNET T e
(e) Ciclo 3 — Erro exato (®) Ciclo 3 — Erro estimado

+0.00055 +0.005514 +0.010479 +0.015443 +0.019787 +0.000638 +0.004948 +0.009257 +0.013567 +0.017338
[ e [ e |
(g) Ciclo 4 — Erro exato (h) Ciclo 4 — Erro estimado

+0.000549 +0.005513 +0.010477 +0.015441 +0.019785 +0.000638 +0.004948 +0.009258 +0.013568 +0.017333

i

(i) Ciclo 5 — Erro exato (j) Ciclo 5 — Erro estimado

Figura 5.24: Erros exato e estimado por elemento no problema local, considerando a Malha

20x20 com dominio local geométrico e a solucio do MEFG-E#!,

regiao mais ampla, o erro da discretizacao diminui, tendo sua influéncia reduzida, e os

indices de efetividade sdo menores (coluna “f;” nas Tabelas e[5.4).
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(c)
Figura 5.25: Dominios locais topoldgicos com enriquecimento minimo: nés locais enriquecidos
com fungoes de singularidade (em vermelho). A trinca é representada em azul. (a) Malha 10x 10,

(b) Malha 20 x 20 e (c) Malha 40 x 40. Figuras fora de escala entre si.

Figura 5.26: Dominios locais geométricos com enriquecimento minimo: nés locais enriquecidos
com funcoes de singularidade (em vermelho). A trinca é representada em azul. (a) Malha 10x 10,

(b) Malha 20 x 20 e (c) Malha 40 x 40.
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Tabela 5.1: Indice de efetividade e erros relativo exato e estimado obtidos com dominios locais

topoldgicos + enriquecimento minimo no problema local

Malha 0 &y,

*
S

10x10 1,01 15,08% 15,30%
20x20 1,00 14,18% 14,28%
40x40 0,99 13,52% 13,47%

Tabela 5.2: Indice de efetividade e erros relativo exato e estimado obtidos com dominios locais

topoldgicos + enriquecimento amplo no problema local

Malha 6  €xq, &,
10x10 0,92 7,84% 7,30%
20x20 0,89 7.60% 6,86%

40x40 0,86 7,51% 6,49%

Tabela 5.3: Indice de efetividade e erros relativo exato e estimado obtidos com dominios locais

geométricos + enriquecimento minimo no problema local

Malha 0 €%q, 8%%
10x10 1,01 15,08% 15,30%
20x20 1,02 10,73% 10,99%

40x40 1,03 7,67% 7.8T%

Tabela 5.4: Indice de efetividade e erros relativo exato e estimado obtidos com dominios locais

geométricos + enriquecimento amplo no problema local

Malha 0p &g,

%,
10x10 0,92 7,84% 7,30%
20x20 0,96 3,65% 3,52%

40x40 0,98 1,86% 1,83%
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Capitulo 6

Estimador para o Erro do Fator de
Intensidade de Tensao no MEFG e no
MEFG#!

Apresenta-se, neste capitulo, o novo estimador de erro orientado ao
objetivo proposto no presente trabalho. Inicialmente, desenvolve-se
a formulacao do estimador e detalha-se a solugao do problema dual.
Em seguida, apresenta-se a validagao do estimador, inicialmente para
o MEFG e, em seguida para o MEFG#! (e sua versao estavel). Apés
a etapa de validacdo (considerando problemas cuja solugao exata é
conhecida), avalia-se o comportamento do estimador em outros dois

exemplos numeéricos.

6.1 Formulacao do Estimador Orientado ao Objetivo

6.1.1 Consideracoes Iniciais

Dada a validagao do estimador ZZ-BD para a norma energia (Capitulo , propoe-se,
no presente trabalho, a construcao de um estimador orientado ao objetivo para o MEFG
e o MEFG8!. Conforme introduzido no capitulo de metodologia (secao , a grandeza
de interesse, no contexto de aplicacao da MFLE, é o fator de intensidade de tensao. Com
base nas premissas ja desenvolvidas na Fundamentacao Tedrica (segao , a formulacao

do novo estimador serd descrita nas secoes seguintes.



129

Como visto, o presente trabalho adota a Integral de Interacao como método de extracao
para o fator de intensidade de tensao. A formulacao do estimador orientado ao objetivo,
portanto, é diretamente associada a esse método. Por esse motivo, apresenta-se, a seguir,

o desenvolvimento analitico da Integral de Interacao.

6.1.2 Integral de Interacao

A formulacao da Integral de Interacao apresentada a seguir segue o trabalho de Moes
et al.| (1999), no qual se apresenta uma integral de dominio adaptada de Yau et al. (1980).

Dado um corpo contendo uma trincal] dois estados sdo considerados:

)

e Estado 1: ¢é o estado corrente do modelo, com K}l e Kﬁ) indicando os fatores

de intensidade de tensao para os modos I e II de abertura, respectivamente. Os

CORNCORSREY

campos de tensao, deformacao e deslocamentos (&ij » €ij g respectivamente)

sao obtidos a partir da solucao aproximada fornecida pelo método numérico adotado

— neste caso, MEFG, MEFG# ou MEFG-E®.

e Estado 2: é um estado auxiliar escolhido especialmente para o problema analisado.

Os fatores de intensidade de tensao associados a esse estado sao representados por

K}2) e Kﬁ). Para o caso particular de trinca fechada, os campos US), 5? e ug)

sao calculados a partir do primeiro termo da expansao assintética da elasticidade,

podendo ser encontrados em |Szabo e Babuska, (1991)).

A Integral J avaliada para a soma dos estados 1 e 2 pode ser expressa como:

~(1) 2)
o +u") n; dl (6.1)

1 ~(1 2 ~(1 2 ~(1 2
JI) = /F [5(‘7@%) + U§j)>(5§j) + 51(’3‘))511‘ - <O§j) + O-z(j))

na qual n; representa uma componente do vetor unitario normal a um contorno de integra-
¢ao pré-definido e teoricamente arbitrario I', conforme mostra a Figura[6.1} Nessa figura,
também sao indicados os eixos locais x; e 9 que compoem o sistema de coordenadas da

Equacao (6.1]).

LConsidera-se, aqui, o caso particular de trinca fechada.
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Figura 6.1: Contorno de integragao I', raio r, vetor unitdrio normal n e eixos locais z1 e 3

associados a Integral J e a Integral de Interacao.

Rearranjando os termos da Equacao (6.1)), obtém-se:

JUD = O 4 g& 4y (6.2)

na qual o termo I(1?) é definido como a Integral de Interacdo para os estados 1 e 2, uma

vez que retne o produto dos termos cruzados dos estados 1 e 2:

(2) ~(1)
(1,2) _ (L2)5 -1 9 ) ou; ‘
I —/F [W 51] Jij a—;pl gij 81‘1 n; dl’ (63)
sendo W12 a energia de deformacio de interacio: W12 = 5N = 5@z

A Integral de Interacao da Equagao (6.3) pode ser reescrita na forma de uma integral
de dominio equivalente, através da multiplicagao do integrando por uma funcao peso q e

posterior aplicacao do Teorema da Divergéncia:

ou? oulV )
712) :/ [(}Q) Yoy % ) 01, = 44 (6.4)
A

IR R e o,
na qual o dominio de integragao A é um conjunto de elementos finitos selecionado através
do raio r medido a partir da ponta da trinca (apresentado anteriormente na Figura. Os
elementos que compoem o dominio A em um problema genérico sao ilustrados na Figura
6.2(a). A fungao peso ¢ assume valor unitario em todos os nds localizados no interior do
circulo definido por r e é nula em todos os outros nés. Em cada elemento finito, ¢ é dada

pela interpolacao de seus valores nodais. Logo, as derivadas de ¢ (presentes na Equagao
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(6.4)) sdo diferentes de zero apenas nos elementos que possuem algum né, mas nao todos,

dentro do circulo associado a r, conforme ilustrado na Figura [6.2)(b).

(a) (b)
Figura 6.2: (a) Em verde, os elementos que compdem o dominio A para a integral de interagao
definida por um raio r. (b) Em amarelo, os elementos nos quais as derivadas da funcao ¢

assumem valores diferentes de zero.

A Integral J para a soma dos estados 1 e 2 (Equagao (6.2))) pode ser associada aos

respectivos fatores de intensidade de tensao:

1 2 1 2
Jaesy _ (K + KPP (G 4 KR

6.5

com E* = E para estado plano de tensoes e £ = % para estado plano de deformacoes.
Substituindo (6.5 em (6.2)), obtém-se a seguinte relagao:
2

109 = = (KPP + KK (6.6)

Finalmente, os fatores de intensidade de tensao podem ser obtidos através da escolha
adequada do estado 2. Definindo-se esse estado como o de modo I puro (com K}Q) =1le

(2 _ = m = : = (1),
K;7 =0), a Equacao (6.6 fornece a expressao a seguinte expressao para K; '

E*
KV =2 10 (6.7)
Definindo-se, agora, o estado 2 como o de modo II puro (KI(Q) =0e Kﬁ) = 1),
obtém-se a expressao de KE):
E*
Ky = — 102 (6.8)
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No restante deste texto, os fatores de intensidade de tensao do estado 1 terao os

superindices omitidos, sendo representados pelos simbolos K; e Kyj.

6.1.3 Formulacao do Problema Dual

Conforme discutido na Fundamentacao Tedrica (se¢ao , o funcional de interesse
associado ao estimador de erro orientado ao objetivo é representado pelo termo Q(u).
Quando se considera a solugao aproximada pelo método numérico adotado, por sua vez,
tal funcional é indicado denotado por Q(w).

Escolhendo-se o fator de intensidade de tensdao como grandeza de interesse (inicial-
mente, sem particularizar K; ou Kj;), temos, usando a Equagao (6.7):

Q) =K =— 0% (6.9)

2

Para a defini¢do de Q (), basta substituir a Integral de Interacdo (Equagao (6.4])) em

. Expandindo o termo W2 e omitindo o superindice (1) do estado 1, temos:

- E* - (91]2(2) 2) 8&1 ~ (2 6q
Q(U) = 7 /A [Uij a—xl+ 0ij 8:131 —O'ijf:‘ij (51]‘ a—x] dA (610)

Retomando a formulagdo da segao [2.4.4] associa-se o funcional Q(u) a solucao do

chamado problema dual, cuja forma variacional aproximada é dada pela equagao a seguir:

B(v,w)=Q®), YoeV (6.11)

na qual w indica a solugao aproximada do problema dual, fornecida pelo método numérico
adotado.

Para o problema dual associado ao fator de intensidade de tensdo, o termo Q(?) é
obtido pela substituicao, em , do campo de deslocamentos @ pelo campo de deslo-

camentos arbitrarios (fungoes teste) v:

N E* - 8u§2) 2) 8171 ~ (2 8q
Q(U) ~— 9 /A[Oij 8—xl+ 04 oy — Oij€;;5 51]‘ 8_1‘] dA (6.12)

com 0;; representando, agora, o campo de tensoes associado a v.
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Na formulacao do problema dual, adota-se, como visto, o mesmo espaco de apro-
ximagao do problema primal. O lado esquerdo da igualdade em ([6.11)), portanto, é o
mesmo do problema primal — o que permite o reaproveitamento da sua matriz de rigidez.

Substituindo a equagao que define a forma bilinear (2.4)) em (6.11]), temos:

/Q (@) o) de = Q®), VeV (6.13)

com Q(v) dado pela Equagao (6.12).

Para a construcao da forma matricial da Equacao , ¢é necessario um rearranjo dos
termos de Q(9) que isole o campo de deslocamentos arbitrario ©. Tal rearranjo é possivel
pelo fato de a Integral de Interagao ser um funcional linear do campo de deslocamentos
— premissa da formulacao do estimador orientado ao objetivo, conforme mencionado na
secao m Para isso, reescreve-se a Equacao , aproveitando-se a simetria dos

componentes de tensao e deformagao, como:

~ (2)

o1 U141 -
N 3 22; V11 oty q1+ oty q2
Qv) = 5 022 U142 9. 2) (2)
Al (2) (2) U2,1 O91 4,1+ 09942
012 UpgqG2+ Upiqa

@) (6.14)
011 €11 4,1
~ 2
— 922 €3 1 ( A

~ (2)

012 2615 4
na qual os subindices 1 e 2 apds a virgula indicam a derivagao em relagao ao eixos locais
T1 e xq, respectivamente, ilustrados na Figura[6.1]

Na Equacao (6.14)), identificam-se trés vetores que nao dependem de . Para tais

vetores, a seguinte notagao ¢ introduzida:
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(2)

Uy 14,1
k= “gi q2
2 2
UH g2+ Ugi 4,1
2 2
- 0-51) g1+ U§2) 42
l = @ @ (6.15)
031 41+ 099'q2
2
551) g1
m= 5522) 41
25522) q1

Logo, a expressao (|6.14]) pode ser reescrita como:

011

Q%) = % /A Gyy v (K —m) + {6“} 1dA (6.16)

. Va1
012
A partir da Equagao (6.16)), colocando em evidéncia os valores nodais do campo de

deslocamentos arbitrario v, obtém-se o equivalente a um vetor de forcas do problema
dual. Tal denominagcao é utilizada, no presente trabalho, por mera semelhanca em relacao
ao tradicional sistema de equagoes do MEF para o problema da elasticidade, cabendo
ressaltar, porém, que o referido vetor do problema dual nao possui o mesmo lastro fisico
do vetor de forcas do problema primal?

A obtencao da solugao aproximada w do problema dual, portanto, segue os seguintes

passos:

1. Obtencao da matriz de rigidez do problema dual: nesta etapa, pode-se reaproveitar

a matriz de rigidez ja computada no problema primal — obtida a partir do lado

esquerdo da igualdade na Equacao (6.13]).

2. Montagem do vetor de forgas do problema dual: feita através da avaliacao da Equa-
¢ao (|6.16) em cada elemento finito pertencente ao dominio de integracao A. Para

um problema em modo misto de abertura, é necessaria a montagem de dois vetores

20s vetores k e m, de fato, poderiam ser interpretados como deformacdes iniciais, pelo fato de serem
multiplicados por termos equivalentes a tensoes. O vetor I, por sua vez, nao tem relacao com o equilibrio
mecanico.
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de forgas (um deles associado a K e o outro a Kj7). A diferenga entre ambos esta
nos termos que definem os vetores k, I e m, associados aos campos do estado 2 da
Integral de Interagao. Logo, para o problema dual associado a K7, tais termos sao
obtidos do Modo I puro e, para o problema dual associado a K7, do Modo II puro

(conforme descrito na formulagao da Integral de Interagao, se¢ao [6.1.2)).

Apoés o calculo do vetor de forgas em cada elemento pertencente ao dominio A,
monta-se o vetor de forcas global (do modelo) de maneira andloga ao que é feito no

problema primal.

3. Solugao do sistema de equagoes do problema dual: dada a matriz de rigidez e o vetor
de forcas do problema dual, resolve-se o sistema de equacoes de maneira andloga
ao que é feito no problema primal, obtendo-se, neste caso, os parametros nodais da
solugao w. No presente trabalho, adota-se um procedimento iterativo proposto para

o MEFG por [Strouboulis et al.| (2000).

4. Pés-processamento do problema dual: obtidos os parametros nodais de w, é possivel
calcular as tensoes e aplicar um estimador de erro para a norma energia (neste caso, o

estimador ZZ-BD) sobre o problema dual, conforme serd descrito na préxima segao.

6.1.4 Obtencao do Erro Estimado para o Fator de Intensidade de Tensao

Para facilitar o entendimento do leitor, repetem-se, nesta secao, algumas equacgoes da
segao [2.4.4 Como visto, o erro exato cometido ao se aproximar o funcional de interesse
Q(u) por Q(@) pode ser escrito em termos do erro da solu¢ao primal @ e da solugao dual

w:

Q(e) = B(e,e") (6.17)

Logo, qualquer estimador de erro formulado para a norma energia pode ser aplicado
sobre os problemas primal e dual com o objetivo de fornecer uma estimativa @)(e*) para

0 erro exato:
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Qe’) = /Q(O'* —a)'Cc (o —av)dQ (6.18)

na qual o, representa o equivalente as tensoes aproximadas no problema dual e o“* o
equivalente as tensoes recuperadas nesse mesmo problema.

No presente trabalho, os campos o* e "* da Equacao sao fornecidos pela técnica
de recuperagao do estimador ZZ-BD. E necessaria, portanto, a aplicagao dessa técnica
sobre os problemas primal e dual. E importante ressaltar que as etapas de validacao do
estimador para a norma energia (feitas, para o MEFG, por |[Lins et al.| (2019) e, para o
MEFG#!, no presente trabalho (Capitulo |5))) sdo essenciais para o sucesso do estimador
orientado ao objetivo.

Na sequéncia deste texto, o erro estimado para o fator de intensidade de tensao sera
denotado por £*(K;) (com i = 1 para K e i = 2 para K, respectivamente), conforme

indicado anteriormente na secao 4.7

6.2 Validacao do estimador no MEFG

6.2.1 Consideracoes Iniciais

Nesta secao, apresenta-se a validacao do estimador de erro orientado ao objetivo aqui
proposto, considerando, inicialmente, a sua utilizacao no MEFG. Neste caso, aplica-se o
estimador ZZ-BD para a norma energia sobre problemas primal e dual, com o objetivo de
se obter uma estimativa adequada para o erro associado ao fator de intensidade de tensao.

Apesar de a estratégia proposta exigir a solucao de dois PVCs — além da aplicacao do
estimador de erro para a norma energia em ambos — alguns processos importantes podem
ser efetuados uma tunica vez. Conforme mencionado na se¢ao anterior, os problemas
primal e dual se definem no mesmo espaco de discretizacao, ou seja, utilizam a mesma
malha de elementos finitos e as mesmas fungoes de enriquecimento do MEFG. Tal fato
permite que a matriz de rigidez do problema primal seja reaproveitada no problema dual,

o que torna a solugdo do problema dual consideravelmente mais economicaPl Além disso,

3Nas aplicacdes do MEFG e, mais ainda, do MEFG#!, o processo de montagem da matriz de rigidez
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os nés enriquecidos com as fungdes g¢ no campo de tensoes recuperado (Equacao (2.36)))
sao, também, os mesmos. Logo, ao se aplicar o estimador ZZ-BD para a norma energia
sobre o problema dual, é possivel reaproveitar a matriz Ad (Equagao 1) ja computada

no problema primal, o que torna essa etapa menos onerosa.

6.2.2 Simulagoes Numéricas

Para a validacao do estimador de erro orientado ao objetivo aqui proposto, considera-
se 0 Problema A em trés modos distintos: modo I, modo II e modo misto de abertura.
Conforme mencionado na secao [4.6.1 o que diferencia esses trés casos é a natureza da
solucao exata imposta como condigoes de contorno de Neumann no modelo.

Para o estudo do comportamento do estimador, considera-se uma sequéncia de quatro

malhas aninhadas, com elementos do tipo Q4, ilustradas na Figura [6.3l Trata-se da

mesma sequéncia adotada por |Lins et al.| (2019)) para a validagao do estimador ZZ-BD na

norma energia. Considera-se, também, a mesma estratégia de enriquecimento geométrico
adotada para a representacao da trinca: sao enriquecidos todos os nés localizados dentro
de um quadrado de lado igual a 0,25, centralizado na ponta da trinca, além dos nos

pertencentes aos elementos imediatamente abaixo e acima desta. Os nds enriquecidos na

Malha 20 x 20 sdo ilustrados na Figura [6.4]

(b) (d

Figura 6.3: Sequéncia de malhas adotada para o estudo do estimador orientado ao objetivo no

MEFG. (a) Malha 10 x 10, (b) Malha 20 x 20, (c¢) Malha 40 x 40 e (d) Malha 80 x 80.

No procedimento da Integral de Interacao, é necessaria a escolha do raio r, que define
o tamanho do dominio de integragao A (Equagao (6.4])). Dada a definigdo da func¢ao peso

q e o fato de suas derivadas serem utilizadas na referida integral, somente os elementos

impacta significativamente o tempo total da analise.
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Figura 6.4: N6s enriquecidos com fungoes de singularidade (em vermelho) para a Malha 20 x 20.

A trinca é representada em azul.

intersectados pelo circulo associado a r contribuem, de fato, para o resultado da Integral de
Interacao. Em outras palavras, é necessario que o elemento possua algum né no interior do
circulo definido por r, mas nao todos (neste ultimo caso, a fungao ¢ seria unitéria em todos
os nés do elemento e, consequentemente, teria derivadas nulas, zerando a contribuicao
do elemento na integral (ver Figura ) O valor adotado para r, portanto, afeta o
resultado do fator de intensidade de tensao e, ainda, interfere diretamente na construgao
do problema dual e na distribuicao do erro estimado nesse modelo.

Inicialmente, o estimador proposto foi aplicado sobre a sequéncia de malhas ilustrada
na Figura , considerando r = 2h, com h representando o diametro (raiz quadrada da
area) do elemento que contém a ponta da trinca. Em cada uma das malhas, as seguintes

medidas sdo analisadas:

e Erro exato relativo na norma energia, calculado no problema primal: 8%%’ Equacao

(4.10);

e Indice de efetividade do estimador para a norma energia, calculado no problema

primal: 0, Equacao (4.9);

e Fator de intensidade de tensao aproximado: K;, K;; ou ambos, a depender do modo

de abertura, calculados no problema primal;
e Erro exato do fator de intensidade de tensdo: E(K;), Equagao (4.12));
e Erro exato relativo do fator de intensidade de tensao: £¢(K;), Equacao (4.15));

e Erro estimado do fator de intensidade de tensao: £*(K;), Equacao (4.14));
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e Erro estimado relativo do fator de intensidade de tensao: &3, (Kj;), Equagao (4.17);

e Indice de efetividade do estimador orientado ao ob jetivo: 0% Equacao 1’

Os resultados obtidos em cada malha nas condi¢oes de modo I, modo II e modo misto
de abertura, respectivamente, sao apresentados nas Tabelas[6.1]a[6.3] Nessas condigoes, é
possivel observar que o estimador proposto, apesar apresentar excelentes efetividades para
a norma energia no problema primal (coluna “f”), ndo consegue descrever corretamente o
erro dos fatores de intensidade de tensao. As efetividades obtidas para Kj e Ky (colunas
01 e 9K11 | respectivamente), em praticamente todos os casos, sio bem distantes de 1,0.
O erro exato dos fatores de intensidade de tensdo, por sua vez, é pequeno (especialmente
a partir da Malha 20 x 20), o que mostra que a parcela singular da solu¢do em si é
corretamente representada.

Uma explicagao para o mau desempenho do estimador orientado ao objetivo, nesse
caso, pode ser obtida em uma andlise da distribuicao dos erros por elemento. Nas Figuras
a[6.8] apresentam-se, para cada uma das malhas, os erros estimados na norma energia
por elemento dos problema primal e dual e o erro estimado de K; por elemento. Por
simplicidade, apresentam-se apenas os resultados referentes a condi¢ao de modo misto
de abertura. E possivel observar que, para o valor adotado de r = 2h, a imposicao das
forcas no problema dual ocorre em uma regiao proxima a ponta da trinca, o que dificulta a
representacao do problema e, consequentemente, penaliza a aplicagao do estimador de erro
nesse modelo. Uma vez que os maiores erros do problema primal também ocorrem nessa
regiao, a distribuicao do erro estimado de K, em todas as malhas, acaba se concentrando
nas vizinhancas da ponta da trinca.

Tendo em vista o diagndstico anterior, novos valores foram selecionados para o raio
r, visando a aplicacao das forcas em uma regiao mais distante da ponta da trinca no
problema dual. Tendo em vista a reducao de h com o refinamento da malha, adotam-se
os seguintes valores: r = 3h na Malha 10 x 10, » = 6h na Malha 20 x 20, » = 12h na
Malha 40 x 40 e » = 24h na Malha 80 x 80. Os valores obtidos com essa nova configuracao

sao apresentados nas Tabelas [6.4] a [6.6]



Tabela 6.1: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo I de abertura, com r = 2h.
Malha NGL S%QG QG K[ E(Kl) 8%(K1) 8*(K1> E;O(Kl) QKI

10x10 284 11,97% 1,01 | 2,467 0,0398 1,59% 0,0799 3,14% 2,01
20%x20 980 7,47% 0,99 | 2,492 00143 057%  0,0211  0,84% 147
40 x 40 3694 3,98% 0,98 | 2,507 -0,0004 -0,02% 0,0010 0,04% -2,33

80 x 80 14184 2,16% 0,99 | 2,511 -0,0040 -0,16% -0,0019 -0,08% 0,48

Tabela 6.2: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo II de abertura, com r = 2h.
Malha NGL S%QG QG K]] 8(K2) 8%(K2) 8*<K2) 8%(K2) QKH

10x10 284 9.46% 1,00 | 2,486 00203 0,81% 00434 1,72% 2,14
20%20 980 5,70% 0,99 | 2,505 0,0021 0,08% 0,0021 0,08% 1,01
40 x 40 3694 2,83% 0,99 | 2,506 0,0008 0,03% 0,0003 0,01% 0,44

80 x 80 14184 1,46% 0,99 | 2,505 0,0014 0,06%  0,0004 0,01% 0,25

Tabela 6.3: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo Misto de abertura, com r = 2h.

Malha NGL &y, 0o | K &(K1) Eu(Ki) & (K1) &4(K) 05 | K &(Ky) Eq(Ky) &'(K) &y(Kz) 6Ku
10x10 284 946% 1,00 |2486 00203 081% 00434 1,72% 2,14 | 2,486 00203 081% 00434 1,72% 2,14
20x20 980 5,70% 0,99 | 2,498 0,0085 0,34% 00153 0,61% 1,80 | 2,505 0,0021 0,08% 0,0021 0,08% 1,01
40 x 40 3694 2,83% 0,99 | 2,508 -0,0015 -0,06% -0,0024 -0,09% 1,57 | 2,506 0,0008 0,03% 00003 0,01% 0,44
80 x 80 14184 146% 0,99 | 2,510 -0,0032 -0,13% -0,0023 -0,09% 0,73 | 2,505 0,0015 0,06% 0,0003 0,01% 0,19

oVl
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Figura 6.5: Malha 10 x 10, » = 2h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)
Problema dual e (c¢) Erro de K.

40000248 +0.004841 +0003035 40013428 s007272 40000475 0103357 021824 0321122 0422334 +0.000114 40017385 +0035656 40053727 40069364

(a) (b) (c)

Figura 6.6: Malha 20 x 20, r = 2h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (¢) Erro de K.

+0.000248 +0.004841 +0003035 40013428 w0727z +0.000043 40153578 0307107 40460635 40534373 +0000018 0011811 0023604 +00353% 40045715

(a) (b) (c)
Figura 6.7: Malha 40 x 40, r = 2h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c¢) Erro de K.

Os resultados das Tabelas a comprovam a validade da estratégia proposta.
Valores préoximos da unidade sao obtidos para os indices de efetividade de K; e K
em praticamente todos os casos, com excecao da Malha 10 x 10. De fato, o carater
mais grosseiro dessa malha prejudica o desempenho do estimador orientado ao objetivo.

Cabe ressaltar que o erro estimado para a grandeza de interesse é calculado através do
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(a) (b) (c)
Figura 6.8: Malha 80 x 80, r = 2h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (¢) Erro de K.

produto entre duas medidas de erro (Equagao (6.18))). Logo, é natural que se obtenham
efetividades mais distantes de 1,0 em comparacao ao estimador para a norma energia no
problema primal.

Para melhor visualizagao dos resultados, apresentam-se, na Figura[6.9] a variacao dos
erros exato e estimado dos fatores de intensidade de tensao em funcao do numero de
graus de liberdade do modelo (considerando a sequéncia de 4 malhas). Por simplificagao,
sao exibidos somente os resultados na condi¢ao de modo misto de abertura (Tabela [6.6)).
E possivel observar uma boa concordancia entre as curvas, cuja proximidade aumenta a
medida que a malha é refinada.

A variacao dos indices de efetividade de K; e K;; em funcao do niimero de graus de
liberdade, por sua vez, é apresentada na Figura [6.10] A convergéncia dos dois indices
nao é necessariamente monotonica, mas a tendéncia observada nas malhas mais refinadas
indica uma proximidade adequada em relagao ao valor de 1,0.

Finalmente, a distribuicao dos erros estimados por elemento, considerando os novos
valores de r, sao apresentados nas Figuras a (fazendo um paralelo com as Figuras
a obtidas com r = 2h em todas as malhas). E bastante claro o efeito do raio r
sobre os mapas de erro, especialmente a partir da Malha 20 x 20. Quando se aumenta
o valor de r, o erro estimado no problema dual se destaca, de forma muito evidente, na
regido de aplicacdo das forcas (diretamente associada a r), enquanto a distribuigdo do
erro estimado no problema primal nao ¢ alterada (esta tultima, de fato, ndo depende de
r). A distribui¢ao do erro estimado de K7, por sua vez, reflete essencialmente o produto

entre os erros dos problemas primal e dual.



Tabela 6.4: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo I de abertura, com o aumento do raio 7.

Malha NGL &y, 0o | K1 E(K) Ex(K) EY(Ky) &(Ky) 05
10x10 284 11,97% 1,01 | 2,452 0,0548 2,19% 0,814 321% 1,49
20x 20 980  7,47% 0,99 | 2,486 0,0210 0,84% 0,0232 0,93% 1,11
40 x 40 3694 3,98% 0,98 | 2,501 0,0059 0,24%  0,0065 0,26% 1,09
80 x 80 14184 2,16% 0,99 | 2,505 0,0017 0,07% 0,0019 0,07% 1,12

Tabela 6.5: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo II de abertura, com o aumento do raio 7.

Malha NGL &y, 0o | Ki  &(Ky) &x(Ka) E%(Ky) E3(Ka) 6K
10x10 284 9.32% 0,952,484 0,0229 091% 0,0394 156% 1,72
20x20 980 5,91% 0095|2498 0,008 0,35% 0,0073 029% 0,85
40 x 40 3694 3,25% 0,96 | 2,504 0,0026 0,10% 0,0023 0,09% 0,89
80 x 80 14184 1,79% 0,97 | 2,506 0,0008 0,03%  0,0007 0,03% 0,94

Tabela 6.6: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo Misto de abertura, com o aumento do raio 7.

Malha NCGL &y, 0o | K E&(K1) Ex(Ky) €(K) &(Ky) 65 | Ky E&(Ky) Eu(Ks) €*(Ky) E3(Ks) 650
10 x 10 284  9,46% 1,00 | 2,460 0,0461 1,84% 0,0731 2,88% 1,58 | 2,48 0,0201 0,80%  0,0368 1,46% 1,83
20 x20 980 5,70% 0,99 | 2,490 10,0168 0,67% 0,0193 0,77% 1,15 | 2,500 0,0067 0,27%  0,0063 0,25% 0,93
40 x 40 3694 2.83% 0,99 | 2,502 0,0043 0,17% 0,0048 0,19% 1,12 | 2,505 0,0016 0,06% 0,0015 0,06% 0,94
80 x 80 14184 1,46% 0,99 | 2,506 0,0011 0,04% 0,0013 0,06% 1,16 | 2,506 0,0004 0,01% 0,0004 0,01% 1,00

eVl
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Figura 6.9: Erros exato e estimado para os fatores de intensidade de tensdo, considerando o

problema em modo misto (resultados da Tabela . Eixos = e y em escala logaritmica.
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Figura 6.10: Indices de efetividade do estimador para os fatores de intensidade de tensao, con-

siderando o problema em modo misto (resultados da Tabela . Eixo = em escala logaritmica.



145

+0.000888 40020353 0039818, +0059283 +0076315

40005037 40026247 0047457 +0068667, 40007226 0002214 40093153 40184093 0275032, 40354604

—
5
N
||

(b) ()
Figura 6.11: Malha 10 x 10, r = 3h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (¢) Erro de K.
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Figura 6.12: Malha 20 x 20, » = 6h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (¢) Erro de K.
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Figura 6.13: Malha 40 x 40, » = 12h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c¢) Erro de K.
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(a) (b) (c)
Figura 6.14: Malha 80 x 80, = 24h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)
Problema dual e (¢) Erro de K.

6.3 Validacao do estimador no MEFGS!

6.3.1 Consideracoes Iniciais

Na presente secao, apresenta-se a validagao do estimador de erro orientado ao objetivo
aqui proposto, considerando, agora, a sua aplicacdo sobre o MEFG8' e¢ o MEFG-E8.
Conforme mencionado ao longo do texto, deseja-se desenvolver um estimador capaz de
descrever adequadamente o erro do fator de intensidade de tensao calculado no problema
global enriquecido.

Assim como no MEFG, a formulacao se baseia na solucao dos problemas primal e
dual — exigindo a aplicacao do estimador de erro para a norma energia em ambos —
e alguns processos podem ser executados uma unica vez. A cada vez que se resolve
o problema global enriquecido (primal), é necessério resolver um outro problema global
enriquecido (dual). Neste problema dual, adota-se, assim como no MEFG, o mesmo espago
de discretizagao do problema primal. Logo, os nds enriquecidos com as funcgoes global-
local, no problema dual, sao os mesmos do problema primal. Naturalmente, as fungoes de
enriquecimento em si também precisam ser as mesmas. Logo, um tnico modelo local é
empregado na andlise, sendo utilizado para a construcao das fungoes de enriquecimento
global-local e, ainda, como células de integracao no problemas globais enriquecidos primal
e dual.

Sobre o modelo local, sao impostas somente as condi¢oes de contorno provenientes do
problema global enriquecido primal — aquele que, de fato, representa o problema que se
deseja resolver. O problema global enriquecido dual, portanto, nao exerce influéncia sobre

o problema local.
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Finalmente, ressalta-se que, assim como no MEFG, a matriz de rigidez e a matriz
A? do estimador ZZ-BD (Equagao 1’ podem ser reaproveitadas no problema global

enriquecido dual ao longo do processo de solucdo do MEFG#!,

6.3.2 Simulagoes Numéricas

6.3.2.1 Convergéncia e Indices de Efetividade

Assim como feito para o MEFG (segéo, aborda-se, na presente se¢ao, o Problema
A nas condigoes de modo I, modo II e modo misto de abertura. Para o estudo do estimador
orientado ao objetivo, emprega-se a mesma sequéncia de malhas globais utilizada na
validacao do estimador ZZ-BD para a norma energia no problema global enriquecido
(secao , com a configuracao de dominios locais geométricos (Figura . Em cada
malha, representa-se a trinca, no problema local, através de funcoes de singularidade
como enriquecimento geométrico (assim como na segao [5.2, como mostrado na Figura
53).

Conforme discutido no estudo do estimador orientado ao objetivo para o MEFG, o raio
r da Integral de Interacao afeta diretamente a construcao do problema dual, definindo
a regido na qual se impdem as forcas nesse modelo. Quando se considera o MEFG#!,
naturalmente, tal influéncia se mantém. Uma vez que as malhas globais, neste caso, sao
as mesmas empregadas no MEFG (segao , adotam-se os valores de r = 3d, 6d e 12d
nas malhas 10 x 10, 20 x 20e 40 x 40, respectivamente, em todas as analises desta secao.

Na analise do estimador ZZ-BD para a norma energia no problema global enriquecido
(secao , foi constatada a estabilizacao dos indices de efetividade apds a execucao
de trés ciclos global-local (no caso do MEFG®!). Por esse motivo, os resultados do esti-
mador orientado ao objetivo, a serem discutidos a seguir, sao aqueles obtidos ao final do
terceiro ciclo. As medidas de erro analisadas, considerando a norma energia e os fatores
de intensidade de tensao, sao as mesmas abordadas na validacao do estimador para o
MEFG (secao [6.2.2).

Nas Tabelas a apresentam-se os resultados fornecidos pelo MEFG#!, conside-
rando as condig¢oes de modo I, modo II e modo misto de abertura, respectivamente. Nos
problemas envolvendo modo I ou modo II puros (Tabelas e , observa-se uma boa
convergéncia dos indices de efetividade do estimador para K; e Ky, que atingem valores
bastante préximos da unidade na tultima malha. No problema em modo misto (Tabela
, por sua vez, tais indices atingem valores abaixo de 0,90. Esse resultado se deve,

provavelmente, a natureza mais complexa do comportamento em modo misto. Observa-se
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que os erros exatos de K; e Kj7, em todos os casos, também sao maiores nessa condi-
¢ao. A convergeéncia dos indices de efetividade para valores abaixo de 0,90 indica que o
estimador adotado, neste caso, é incapaz de descrever a totalidade do erro — deixando de
capturar parte do erro total. E provavel, portanto, que uma melhor descricao da trinca no
problema global enriquecido (através do aprimoramento das fungoes de enriquecimento
global-local) possa resolver esse problema.

Tendo em vista a hipdtese anterior, apresentam-se, nas Tabelas a[6.12] os re-
sultados obtidos com o enriquecimento global-local estdvel (MEFG-E8!). Com efeito, a
aplicagao da estratégia estavel corrige o problema da subestimacao do erro na condicao de
modo misto: na Tabela|6.12] os indices de efetividade de K e K; convergem para valores
bastante proximos de 1,0. Considerando os modos I e II isolados, os resultados também
sao proximos da unidade. Também é importante observar o grande ganho de precisao
garantido pela estratégia estavel, tanto em termos de energia (coluna 8%%) quanto dos
fatores de intensidade de tensao. Os erros exatos de Ky e K (colunas g (K7) e Eo(K32)),
em praticamente todas os casos, reduzem-se a menos da metade dos valores obtidos com
o MEFG#! (Tabelas a[6.9).

Para melhor visualizacdo dos resultados fornecidos pelo MEFG#! e sua versao estével,
apresenta-se, na Figura|6.15] a variagao dos erros exato e estimado do fator de intensidade
de tensao em funcao do numero de graus de liberdade do problema global enriquecido
(considerando a sequéncia de trés malhas). Por simplificacdo, s@o exibidos somente os
resultados na condi¢do de modo misto de abertura (resultados das Tabelas e [6.12).
Observa-se uma melhor concordancia entre as curvas no caso da versao estavel, com uma
notavel tendéncia de equivaléncia a medida que a malha global é refinada.

Na Figura |6.16 apresenta-se a evolucao dos indices de efetividade de K; e K;; em
funcao do ntmero de graus de liberdade do problema global enriquecido, considerando
o MEFG8' ¢ o MEFG-E®'. Aborda-se, novamente, apenas a condicao de modo misto
de abertura. E possivel observar, no caso do MEFG-E®', uma tendéncia de convergéncia
para o valor ideal de 1,0 — ndo necessariamente monotonica, assim como no MEFG (Figura
. A mesma tendéncia de convergéncia (porém menos pronunciada) também se verifica
no MEFG#' padrao.



Tabela 6.7: Resultados do MEFG8! para o Problema A em Modo I de abertura.

Malha NGL &y, f0c | Kr E&(K) Eu(Ki) &(Ki) &y(Ki) 6%
10 x 10 284 13,50% 0,98 | 2,438 0,0687 2,74%  0,0921 3,64% 1,34
20x 20 1078 7,21% 0097 | 2,487 0,0197 0,79% 0,0188 0,75% 0,95
40 x 40 4202 3,75% 0,98 | 2,501 0,0053 0,21%  0,0055 0,22% 1,04

Tabela 6.8: Resultados do MEFG8! para o Problema A em Modo II de abertura.

Malha NGL &y, 0o | Kir  E(Ky) Eg(Ka) E*(Ky) &5 (Ky) 0Fn
10x 10 284 9,19% 0,96 | 2,475 0,0321 1,28% 0,276 1,10% 0,86
20 x 20 1078 4,82% 0,96 | 2,498 0,0084 0,33% 0,0071 0,28% 0,84
40 x 40 4202 2.54% 0,98 | 2,504 0,0023 0,09% 0,0023 0,09% 0,99

Tabela 6.9: Resultados do MEFG#! para o Problema A em Modo Misto de abertura.

Malha NGL Eg, e | K &(K1) Eu(Ki) &(K) &4k 05 | Ky &(Ky) Ex(Ka) &X(Ky) E5(Ka) 6K
10 x 10 284 11,97% 0,95 | 2,405 0,1018 4,06% 0,1082 4,31% 1,06 | 2,461 0,0456 1,82% 0,0297 1,19% 0,65
20x 20 1078 6,21% 0,97 | 2,483 0,0233 0,93% 0,0165 0,66% 0,71 | 2,495 0,0121 0,48% 0,0088 0,35% 0,73
40 x 40 4202 3,16% 0,98 | 2,501 0,0057 0,23% 0,0046 0,18% 0,80 | 2,503 0,0033 0,13% 0,0028 0,11% 0,36

6V1



Tabela 6.10: Resultados do MEFG-E#! para o Problema A em Modo I de abertura.

Malha NGL S%QG 9(; K[ S(Kl) 8%([(1) 8*(K1) 8:%([{1) QKI

10x10 284 961% 1,08 2472 00342 137% 0,0434 1,72% 127
20 x 20 1078 4,82% 1,02 | 2,498 0,0086 0,34%  0,0094 0,38% 1,10
40 x 40 4202 2,48% 1,01 | 2,504 0,0022 0,09% 0,0024 0,10% 1,11

Tabela 6.11: Resultados do MEFG-E#! para o Problema A em Modo II de abertura.

Malha NGL E%QG ‘9G K][ ((_:(KQ) 8%(K2) 8*(K2) 84})(K2) QKH

10x 10 284 6,96% 1,072,493 0,0140 0,56% 0,0151 0,60% 1,08
20 x 20 1078 3,46% 1,02 | 2,503 0,0032 0,13% 0,0029 0,11% 0,89
40 x 40 4202 1,81% 1,00 | 2,506 0,0009 0,03%  0,0008 0,03% 0,98

Tabela 6.12: Resultados do MEFG-E#! para o Problema A em Modo Misto de abertura.

Malha NGL &g, 0o | K &(K1) Ex(K1) EX(K1) E&5(Ki) 0% | K &(Ky) Ex(Ka) E€°(Ka) E&5(Ky) 6
10 x 10 284 7,42% 1,08 | 2475 0,0317 1,27% 0,0396 1,57% 1,25 | 2,494 0,0125 0,50% 0,0144 057% 1,15
20 x 20 1078 3,52% 1,04 | 2,499 0,0075 0,30%  0,0078 0,31% 1,05 | 2,504 0,0025 0,10% 0,0024 0,09% 0,94
40 x40 4202 1,76% 1,01 | 2,505 00018 007% 00019 0,08% 1,06 | 2,506 0,0006 002% 00006 002% 1,05

09T
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6.3.2.2 Erros estimados por Elemento

Para o problema em modo misto, os erros estimados por elemento sao apresentados
nas Figuras a, considerando o MEFG&!, e nas Figuras a, considerando o
MEFG-E#!. Sao exibidos os erros estimados na norma energia por elemento dos problemas
primal e dual, além do erro estimado de K por elemento (fazendo um paralelo com os
resultados do MEFG (Figuras a[6.13)).

Tanto no MEFG®! quanto na versao estavel, observam-se distribuicées de erro seme-
lhantes as do MEFG. Maiores diferencas em relacao ao MEFG se observam no problema
primal, no qual ocorre uma certa concentragao de erro ao longo do comprimento da trinca
(j& discutida na validagao do estimador ZZ-BD para norma energia, se¢ao . Apesar
disso, é interessante notar que a distribuicao do erro estimado de K; reproduz diretamente

o produto entre os erros estimados nos problemas primal e dual, assim como no MEFG.

6.3.2.3 Comportamento ao Longo dos Ciclos Global-local

Na secao anterior, o comportamento do estimador orientado ao objetivo foi analisado
através dos resultados finais, no problema global enriquecido, alcancados apds a execucao
de trés ciclos global-local. Assim como feito na validacdao do estimador ZZ-BD para a
norma energia (segao ), também é interessante analisar o comportamento do novo
estimador ao longo processo de ciclos global-local.

A evolucao dos indices de efetividade do estimador orientado ao objetivo ao longo
dos ciclos global-local é apresentada nas Figuras [6.23] e [6.24] considerando a condi¢ao de
modo misto de abertura. Para facilitar o entendimento do leitor, os resultados de cada
malha sdo apresentados separadamente, levando-se em conta o MEFG-8', na Figura ,
e o MEFG-E®, na Figura m De maneira geral, os indices de efetividade de K; e Ky
convergem no terceiro ciclo global-local. No caso do MEFG-E#!, os resultados convergem
para valores bem proximos da unidade, conforme discutido anteriormente. E interessante
observar que o intervalo de variacio de 6% e %11 é mais amplo em relacdo ao estimador
para a norma energia (Figuras e , secao . No caso de K, aparecem até
mesmo indices de efetividade negativos (o que néo é possivel para a norma energia). Tal
situacao ocorre quando o erro exato do fator de intensidade de tensao é muito pequeno
(da ordem de 0,01% no segundo ciclo das malhas 10 x 10 e 20 x 20 com o MEFG-E®#!, por
exemplo), o que faz com que pequenas varia¢oes no erro estimado impliquem em grandes
alteracoes no indice de efetividade.

Finalmente, a distribuicao do erro estimado de K; por elemento, ao longo dos ciclos
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Figura 6.15: Erros exato e estimado para os fatores de intensidade de tensdo, considerando o
problema em modo misto (resultados das Tabelas e6.12). A siga NGL representa o niimero

de graus de liberdade do problema global enriquecido. Eixos x e y em escala logaritmica.

global-local, é apresentada nas Figuras [6.25] e [6.26] Por simplificagdo, apresentam-se so-
mente os resultados da Malha 20 x 20 no problema em modo misto de abertura. Em todos
os ciclos, o erro estimado de K reflete o comportamento dos problemas globais enriqueci-
dos primal e dual. No primeiro ciclo, quando a representacao da trinca ainda é precaria, o
erro na regiao de imposicao das forcas no problema dual é menor em comparacao ao erro
do problema primal. A partir do segundo ciclo, o erro nessa regiao torna-se mais evidente
e a distribuicao do erro estimado de K; se torna mais proxima daquela obtida com o
MEFG - exibindo concentragoes de erro nas vizinhangas da ponta da trinca e também

nos elementos associados ao dominio A da Integral de Interacao.
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Figura 6.16: Indices de efetividade do estimador para os fatores de intensidade de tensdo no
problema global enriquecido, considerando a condigao de modo misto (resultados das Tabelas
el6.12)). A siga NGL representa o nimero de graus de liberdade do problema global enriquecido.

Eixo x em escala logaritmica.

Figura 6.17: Malha 10 x 10, MEFG8!: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (¢) Erro de K.
6.4 Aplicacao do Estimador no MEFGS&: Exemplos Adicio-
nais

6.4.1 Consideracoes Iniciais

Na secao anterior, problemas com solucao exata conhecida foram utilizados em um

estudo abrangente sobre o estimador de erro orientado ao objetivo proposto neste trabalho.
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Figura 6.18: Malha 20 x 20, MEFG®!: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de K.
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Figura 6.19: Malha 40 x 40, MEFG®!: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (¢) Erro de K.
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Figura 6.20: Malha 10 x 10, MEFG-E®": erros estimados por elemento. (a) Problema primal,

(b) Problema dual e (¢) Erro de K.

Na presente secao, avalia-se a aplicagao do estimador em dois problemas adicionais —
tradicionais na literatura do MEFG — cuja solucao exata nao é conhecida. Neste caso,
o desempenho do estimador é avaliado através de solucoes de referéncia para o fator de
intensidade de tensao. Naturalmente, existe algum nivel de erro nas solugoes de referéncia,

0 que exige cautela na avaliagao dos resultados. O indice de efetividade aproximado do
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Figura 6.21: Malha 20 x 20, MEFG-E&": erros estimados por elemento. (a) Problema primal,

(b) Problema dual e (c¢) Erro de K.

Figura 6.22: Malha 40 x 40, MEFG-E&": erros estimados por elemento. (a) Problema primal,

(b) Problema dual e (c¢) Erro de K.

estimador (9~K1 , definido na Equagao do capitulo de metodologia), em especial, é
bastante sensivel a solucao de referéncia adotada. Por esse motivo, menor énfase sera
dada a esse parametro nas discussoes desta secao.

A aplicagao do estimador orientado ao objetivo serd avaliada, primeiramente, sobre
o Problema B (descrito na segao . Em seguida, serd abordado o Problema C
(apresentado na secao .

6.4.2 Problema B

Para o estudo do estimador no Problema B, adota-se a sequéncia de trés malhas
globais, compostas por elementos do tipo Q4, ilustrada na Figura[6.27] Adotam-se, assim
cOmMo na se¢ao , dominios locais geométricos (representados em azul na Figura .
Os elementos globais sao divididos em 3 x 3 partes para a definicao da malha local,
também formada por elementos Q4. Em cada modelo local, representa-se a trinca através
de fungoes de singularidade como enriquecimento geométrico (circulo de raio igual a 1,75

centralizado na ponta da trinca), como mostra a Figura
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Figura 6.23: Indices de efetividade do estimador para os fatores de intensidade de tensao no
problema global enriquecido, avaliados ao longo dos ciclos global-local, em cada uma das trés

malhas globais. Resultados do MEFG#! para o problema em modo misto.

Para o calculo do fator de intensidade de tensao e a definicao do problema dual,
adotam-se os valores de r = 1,5h, 3h e 4,5h nas malhas 1, 2 e 3, respectivamente. Assim
como feito no Problema A (segéo, apresentam-se, a seguir, os resultados finais obtidos
apos a execucao de trées ciclos global-local. Para este problema, consideram-se medidas
de erro andlogas as que foram tratadas no Problema A (adaptadas para o presente caso,
em que nao hé solugdo exata conhecida).

Os resultados obtidos através do MEFG# sao apresentados na Tabela [6.13] Neste

caso, verificam-se erros bastante elevados, tanto em termos de energia quanto do fator de
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Figura 6.24: Indices de efetividade do estimador para os fatores de intensidade de tensao no
problema global enriquecido, avaliados ao longo dos ciclos global-local, em cada uma das trés

malhas globais. Resultados do MEFG-E8! para o problema em modo misto.

intensidade de tensao. Apesar disso, o estimador orientado ao objetivo consegue descrever
corretamente o erro associado a K, apresentando valores proximos da unidade para oK.
Uma vez que as malhas globais sdo grosseiras (especialmente as Malhas 1 e 2) e nao
hé a utilizacao de enriquecimentos polinomiais, é provavel que um aprimoramento das
funcoes global-local seja capaz de reduzir os niveis de erro da analise, contribuindo para
a representacao da singularidade e, também, da parcela suave da solucao global.

Nesse sentido, apresentam-se, na Tabela os resultados obtidos com o MEFG-E8!.

O aprimoramento associado ao enriquecimento estavel, de fato, reduz substancialmente
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Figura 6.25: Erro estimado de K por elemento na Malha 20 x 20, ao longo dos ciclos global-

local. Resultados do MEFG®!. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3 e (d) Ciclo 4.

Tabela 6.13: Resultados do MEFG#! para o Problema B.
Malha NGL &~ K; EWF(K;) &N(Ky) &'(Ki) &y(K)) oK1
1 153 35,46% 7,28 2,0976 22,38% 1,6007 18,03% 0,76

2 719  20,65% 8,79  0,5796 6,18% 0,5900  6,29% 1,02
3 1263 16,44% 8,97  0,4064 4,34% 0,3835 4,10% 0,94

os niveis de erro em todas as malhas. Os erros de referéncia de K;, por exemplo, sao
reduzidos a menos de 1/3 dos valores obtidos com o MEFG# padriao (Tabela . O
estimador orientado ao objetivo, por sua vez, apresenta um comportamento mais instavel,
com 657 bem acima de 1,0 na Malha 1 e, por outro lado, muito abaixo de 1,0 na Malha 3.
A interpretacao dos resultados 857, como visto, deve levar em conta o erro existente na
solucao de referéncia do fator de intensidade de tensao (KREF). No caso do MEFG-E8!,
os valores de K sdo mais préximos da solucao de referéncia e, portanto, o parametro 651
pode sofrer maior influéncia do erro embutido em KEFEF. Nesse contexto, considera-se
valido o desempenho do estimador proposto.

Uma vez que o indice de efetividade é um parametro comprometido em problemas
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Figura 6.26: Erro estimado de K; por elemento na Malha 20 x 20, ao longo dos ciclos global-

local. Resultados do MEFG-E®.. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3 e (d) Ciclo 4.
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Figura 6.27: Malhas globais (em cinza) e dominios locais (em azul) utilizados no Problema B.

(a) Malha 1, (b) Malha 2 e (c) Malha 3.

cuja solucao exata é desconhecida, é interessante analisar o comportamento do estimador
através de uma correcao do fator de intensidade de tensao, valendo-se do erro estimado

€*(K1). Nesse caso, o valor corrigido de K7, indicado por K¢, ¢ calculado como:

KEOR = K + €*(K,) (6.19)

Na Figura[6.29] apresenta-se uma comparagao entre os valores aproximado e corrigido
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(a) (b) (c)
Figura 6.28: Dominios locais adotados no Problema B. Nés locais enriquecidos com fungoes de
singularidade (em vermelho). A trinca é representada em azul. (a) Malha 1, (b) Malha 2 e (c)

Malha 3.

Tabela 6.14: Resultados do MEFG-E#! para o Problema B.
Malha NGL &g,  K; &(Ki) &x(Ky) €YK &y(K) 6%

1 153  2324% 895 04180 447% 07417 7,65% 1,77
2 719 9,18% 923 0,1422 152% 0,1519 1,62% 1,07
3 1263 6.87% 925 01242 1.32% 00902 097% 0,73

de K, obtidos em cada uma das malhas através do MEFG8' e do MEFG-E&. Em todos
0s casos, verifica-se um consideravel aumento de precisao do valor corrigido em relacao ao
respectivo valor aproximado. Tal fato se observa, inclusive, nas malhas com efetividades
pobres (Malhas 1 e 3 com o MEFG-E®&!, por exemplo). Logo, é possivel afirmar que a
corregao do fator de intensidade de tensao através do erro estimado é uma estratégia

bastante favoravel, cuja aplicagao sera retomada em outras analises do presente trabalho.

6.4.3 Problema C

Para o aplicacao do estimador no Problema C — cuja geometria é a mesma do Problema
B, exceto pela direcao do carregamento imposto — adotam-se as mesmas malhas globais
e configuragoes de problemas locais apresentadas na secao As medidas analisadas
também sao as mesmas ja discutidas, incluindo, agora, os erros de referéncia e estimado
para K (por se tratar de um problema em modo misto de abertura).

Os resultados obtidos com a aplicacdo do estimador de erro no MEFG#! sao apresenta-
dos na Tabela[6.15] Assim como ocorrido no Problema B, verificam-se erros elevados para
os fatores de intensidade de tensao e para a norma energia. O estimador orientado ao ob-
jetivo, por sua vez, representa corretamente o erro de K, atingindo o valor de 857 = 0,99

na Malha 3. No caso de Kj;, ocorre uma excessiva subestimacao do erro em todas as
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Figura 6.29: Valores aproximado e corrigido de K; em fungdo do nimero de graus de liberdade

do problema global enriquecido (NGL) no Problema B.

malhas (valores abaixo de 0,5 para oK1 ). Esse resultado pode ser justificado pela com-
plexidade inerente ao modo misto de abertura e a ma qualidade da solucao aproximada
em si (observar como os valores aproximados de K, nas duas ultimas malhas, sdo ainda
mais imprecisos do que os de K7).

Na Tabela , apresentam-se os resultados fornecidos pelo MEFG-E®8'. Observa-se,
mais uma vez, um aumento bastante expressivo na precisao dos resultados: na Malha 3, os
erros de referéncia de K7 e K;; sao menores que 1%. Tal resultado fortalece as conclusoes
dos exemplos anteriores sobre o desempenho do MEFG-E8. O erro estimado de K7, neste
caso, também ¢é melhor representado em comparacao a versao padrao. Quanto ao erro
estimado de K7, verificam-se superestimativas de erro em todas as malhas, porém com
uma tendéncia de decrescimento em direcao ao valor de referéncia.

Finalmente, a comparacao entre os valores aproximado e corrigido dos fatores de in-
tensidade de tensao é apresentada na Figura O valor corrigido de Ky (K$PF) ¢
computado de maneira andloga ao de K; (Equagao ) Assim como no Problema B,
é possivel observar que os valores corrigidos convergem de modo mais proximo aos valores
de referéncia. Maior divergéncia se verifica, como visto, apenas na solucao do MEFG#!

padrao para Kjj.



Tabela 6.15: Resultados do MEFG#! para o Problema C.

Malha NGL &g, K, ERFF(K) ERFF(K) EX(Ky) E&5(Ky) 0K | Ky o ERFF(K,) ERFF(K,) €%(K,) &5 (Ka) 6Fu
1 148 382% 23,9220 10,2020  29,90%  7,6404 2421% 0,75 | 3,5566  0,9875  21,73%  0,4298 10,78% 0,44
2 708  239% 30,6152  3,5088  10,28%  3,3859  9,96% 0,96 | 3,7576  0,7865  17,31%  0,3687 8,94% 0,47
3 1248 194% 31,8626 22614 6,63% 22415 6,57% 0,99 | 39171  0,6270  13,80%  0,2040 4,95% 0,33

Tabela 6.16: Resultados do MEFG-E#! para o Problema C.

Malha NGL &g, K &(K1) Eq(Ky) & (Ki) &5(Ky) 051 | Ky E&(K,) Eq(Ky) € (Ky) &y(Ks) 6Fu
1 148  26,6% 32,1028 2,0212 592%  3,6066 10,10% 1,78 | 4,2387 0,3054 6,72%  0,3649  7,93% 1,19
2 708 11,1% 33,7080 0,4160 1,22%  0,6960 2,02% 1,67 | 4,4928 0,0513 1,13% 0,0521 1,15% 1,02
3 1248 83% 33,8525 02715 080% 04076 1,19% 1,50 | 45112 0,0329 0,72% 0,0291  0,64% 0,88

91
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Figura 6.30: Valores aproximado e corrigido dos fatores de intensidade de tensdao em funcao do

numero de graus de liberdade do problema global enriquecido (NGL) no Problema C.
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Capitulo 7

Estratégias Adaptativas para o MEFGS!

O presente capitulo apresenta as estratégias adaptativas concebidas
para o MEFG®!. Inicialmente, desenvolve-se um procedimento adap-
tativo para o erro da discretizagao no problema local, baseado no uso
de fungoes de singularidade. Em seguida, apresenta-se uma aborda-
gem adaptativa para a selecao do dominio local a partir de medidas
de erro calculadas no problema global enriquecido. Objetiva-se, em
ambos os casos, aprimorar o resultado do fator de intensidade de ten-
sao e, ainda, reduzir a dependéncia em relacao ao usuario do sistema

computacional.

7.1 Estratégia Adaptativa para o Erro da Discretizacao no

Problema Local

7.1.1 Consideragoes Iniciais

Conforme introduzido no capitulo de metodologia (se¢ao , a estratégia adaptativa
aqui proposta se baseia no conceito da adaptatividade-e (Duflot e Bordas|, 2008). Dada a
importancia da descrigao da trinca no modelo local, propoe-se a utilizagao do estimador
Z7-BD (ja validado para a norma energia nesse modelo, se¢ao em um procedimento
iterativo de selecao dos nés a serem enriquecidos com fungoes de singularidade. Almeja-se,
neste caso, a obtencao de uma discretizacao otimizada na qual a singularidade é melhor

descrita.
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7.1.2 Descricao da estratégia

O algoritmo adaptativo é inspirado no processo p de Barros et al.| (200454), no qual
indicadores de erro sao empregados para a defini¢ao de enriquecimentos polinomiais (con-
forme visto na se¢ao . A cada iteracao desse algoritmo, obtém-se uma lista de nos
a serem enriquecidos com fungoes polinomiais (de ordem adequada) e, ainda na mesma
iteragao, os enriquecimentos sao adicionados e o sistema de equagdes do modelo (atuali-
zado) é resolvido. Tal processo se desenvolve até que uma tolerancia para o erro global
seja atingida ou que um numero maximo de iteragoes seja executado.

No caso do MEFG#!, avaliado no presente trabalho, ja se desenvolve um procedimento
iterativo no decorrer da solucao: o processo de ciclos global-local. Logo, a estratégia aqui
proposta combina as iteragoes adaptativas com o processo de ciclos, de modo a evitar
que o problema local seja resolvido repetidas vezes dentro de um mesmo ciclo global-local.

A solucao do MEFG#! considerando a adaptatividade-e no problema local se desenvolve

nas seguintes etapas:

1. Resolve-se o problema global inicial, assim como na abordagem padrao (nao-adaptativa)

do MEFG#!.

2. Resolve-se o problema local do ciclo ¢t = 1, com a imposicao das condigoes de
contorno provenientes do problema global inicial, considerando uma configuracao de
enriquecimento minimo para a representacao da trinca. Tal configuracao equivale
a estratégia topologica de enriquecimento com funcgoes de singularidade, descrita
na segao na qual apenas os nés dos elementos atravessados pela trinca sao
enriquecidos. Nesta etapa, portanto, a selecao dos nos é automatizada e independe

da definicao de critérios pelo usuario.

3. Aplica-se o estimador ZZ-BD para a norma energia sobre o modelo local do item 2,
visando a construcao de uma lista de novos noés a serem enriquecidos com fungoes de
singularidade — identificada, aqui, como {N‘™'}  com ¢ referenciando o ciclo global-
local. Considerando a distribuicao de erro obtida, calculam-se os indicadores de erro

associados a cada nuvem do dominio, conforme definido por Barros et al. (2004b)

(Equagao [7.1], repetida a seguir):

e ik:||e*||a(§2 )
Ex def E — 7.1
Wa ‘rwa ( )

k€ wa
na qual w, representa a nuvem do né «, Vi o volume do elemento £, V,, o volume

total da nuvem w, e ||e*||s,) @ norma energia do erro estimado no elemento k.
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Ap6s o célculo dos indicadores, compara-se o valor obtido em cada nuvem a um
parametro de tolerancia local dado por pte€* 40, cOm €%, igual ao méximo valor de
&* v, no modelo corrente. O parametro ., assim como o parametro p de|Barros et al.
(20045), funciona como um controlador da velocidade do procedimento adaptativo.
Desse modo, a lista {N'™1} (neste caso, {N?}) é preenchida com as nuvens nas quais

& > e maz-

w

Nesta etapa da solugao, nao se faz o enriquecimento de nenhum né adicional com as
funcoes de singularidade. E feita apenas a selecao dos nés (montagem de {N‘*1}),
cujos enriquecimentos serao adicionados sobre o modelo local do ciclo seguinte (razao
do superindice t+1). Logo, o problema local é resolvido uma tnica vez a cada ciclo
global-local. Naturalmente, é feita uma checagem dos enriquecimetos ja presentes
em cada né para a montagem da lista {N’"'} de modo a evitar que um mesmo né

venha a ser enriquecido mais de uma vez com as mesmas fungoes.

. Resolve-se o problema global enriquecido do ciclo ¢ = 1, usando a solu¢ao do pro-
blema local do item 2 para a construcao do enriquecimento global-local (assim como

na abordagem nao-adaptativa do MEFG#!).

. Controi-se o modelo local do ciclo t = 2. Nesta etapa, parte-se do modelo local do
ciclo anterior (¢t = 1) e adicionam-se fungoes de singularidade aos nés pertencentes
a lista {N?}. Obtém-se, desse modo, uma discretizagao aprimorada em relagiao ao
ciclo anterior. Em seguida, resolve-se o modelo local e aplica-se o estimador ZZ-BD
para o cédlculo dos indicadores e o preenchimento de uma nova lista {N"1} (neste
caso, {N3}), repetindo-se os procedimentos do item 3. Na soluciao do problema local,
aplicam-se as condi¢oes de contorno provenientes do problema global enriquecido do

ciclo t =1, como de costume.

. Resolve-se o problema global enriquecido do ciclo ¢t = 2, utilizando como enriqueci-

mento a solu¢ao do modelo local definido no item 5.

. Para a construcao do modelo local do ciclo t = 3, repete-se um procedimento ana-
logo ao do item 5. Esse processo de geracao de modelos locais e solugao do problema
global enriquecido é replicado até que o nimero maximo de ciclos global-local (es-
pecificado pelo usudrio) seja atingido. Assim como no algoritmo de |Barros et al.
(20048)), caso todas as nuvens com &l > M€ maz €m determinado ciclo jd estejam
enriquecidas, o parametro p. deve ser reduzido. Considera-se uma reducao de 10%,

de modo a permitir que o processo adaptativo incremente novas regioes.
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O processo de selecao e enriquecimento dos nés em um problema local genérico, con-
siderando 3 ciclos global-local, é exemplificado na Figura [7.1] Por simplificagao, a figura
nao ilustra os indicadores de erro. Desse modo, a disposi¢cao dos nds que compoem a lista
de cada ciclo ({N?} e {N3}) é meramente ilustrativa.

Conforme descrito anteriormente, a proposta adaptativa é capaz de reduzir significa-
tivamente a interferéncia do usudrio na definicao da regiao enriquecida com funcoes de
singularidade. Neste caso, é necessario apenas o fornecimento do parametro p., o que
torna a automatizacao da solucao bastante proxima da configuracao de enriquecimento
topoldgico. Além disso, o tamanho da regiao obtida reflete caracteristicas especificas do
problema analisado.

Finalmente, ressalta-se que a adaptatividade-e descrita nesta secao fornece critérios
para a discretizacao do modelo local, e nao para a definicao do seu tamanho. Por esse
motivo, a estratégia serd avaliada com o uso de dominios locais topoldgicos, formados a
partir dos elementos globais atravessados pela trinca (se¢ao . A construcao de domi-
nios locais topoldgicos pode ser automatizada em qualquer problema, valendo-se apenas
de operacoes de geometria computacional associadas a malha global e as coordenadas da
trinca. Mantém-se, desse modo, maior indepedéncia em relacao ao usuario do sistema
computacional. Posteriormente, na secao serda proposta uma nova técnica adaptativa

para a selecao do dominio local.

7.1.3 Simulacoes Numéricas

Na presente secao, apresentam-se as simulagoes numéricas realizadas para a avalia-
¢ao da estratégia adaptativa proposta. Inicialmente, considera-se o Problema A - Modo
Misto (segao . Em seguida, avaliam-se os Problemas B e C (segdes e ,
respetivamente).

Em razao do desempenho superior da abordagem estavel em comparagao a abordagem
padrao do MEFG#!, constatado em diversas analises dos Capitulose@ somente o MEFG-

E¢! serd considerado em todas as andlises do presente capitulo.

7.1.3.1 Problema A - Modo Misto

Para o estudo da adaptatividade-e no problema local, adota-se a malha global 20 x 20
com dominio local topolégico — utilizada nas validagoes do estimador ZZ-BD para a norma
energia (Figura [5.5(b)). Assim como nos capitulos anteriores, os elementos globais sao

divididos em 2 x 2 partes para a definicao da malha local. Além disso, ambos os modelos
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_> |
(a) Modelo Local do ciclo £ =1 (b) Lista {IV;?}
||
— 4— { |
|
(d) Lista {V;3} (c) Modelo Local do ciclo # =2

l

(e) Modelo Local do ciclo 7 =3

Figura 7.1: Ilustracao do processo de adaptatividade-e em um problema local genérico. Os néds
enriquecidos com funcoes de singularidade sao destacados com circulos vermelhos. J& os nés
selecionados pelos indicadores de erro em cada ciclo (listas {N?} e {N?}) sdo destacados com

quadrados verdes.

utilizam elementos Q4. A configuragao inicial do modelo local adaptativo adotada nesta
secao, composta, como visto, por um esquema de enriquecimento minimo para a descri¢ao
da trinca, é ilustrada na Figura[7.2]

Para a avaliacao da adaptatividade-e, é feita uma comparacao de desempenho em
relagdo a configuragao de enriquecimento minimo (sem adaptatividade). Adota-se, neste
caso, pe = 0,5. Em ambos os casos, calculam-se os fatores de intensidade de tensao
no problema global enriquecido. Além disso, aplicam-se os estimadores de erro para a
norma energia e para os fatores de intensidade de tensao sobre este modelo, valendo-se
das técnicas descritas nos Capitulos [j] e [0 respectivamente. Busca-se avaliar, neste caso,
o efeito da adaptatividade-e, desenvolvida no problema local, sobre o desempenho dos

estimadores de erro aplicados sobre o problema global.
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Figura 7.2: Discretizagao inicial do problema local adotada no Problema A - Modo Misto. Nés
locais enriquecidos com as fungoes de singularidade (em vermelho). A trinca é representada em

azul.

Nas Tabelas e apresentam-se os resultados fornecidos pelas duas estratégias
(sem e com a adaptatividade-e, respectivamente), ao longo de cinco ciclos global-local,
considerando medidas relacionadas a norma energia nos problemas local e global enrique-

cido.

Tabela 7.1: Resultados obtidos para as medidas relacionadas a norma energia no Problema A -

Modo Misto, sem a adaptatividade-e no problema local.

CiClO NGLLocal 8%QL ¢9L E%QG OG

1 034 53,51% 0,13 25,91% 0,31
2 034 25,68% 0,46 9,58% 0,96
3 5934 14,30% 1,00 8,56% 0,99
4 534 14,18% 1,00 8,56% 0,99
o} 534 14,18% 1,00 8,56% 0,99

Tabela 7.2: Resultados obtidos para as medidas relacionadas a norma energia no Problema A -

Modo Misto, com a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLiow Ewg, 0z &, Yo

1 534 5351% 0,13 2591% 0,31
2 618  23.60% 0,25 743% 0,98
3 710 6,93% 0,82 541% 1,09
4 730 6,54% 0,82 537% 1,09
5 738 6,48% 0,82 535% 1,09

Os resultados das Tabelas e mostram que, de fato, a adaptatividade-e reduz

significativamente o erro em energia nos problemas local e global enriquecido. No problema
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local, em especial, o erro em energia se reduz a menos da metade em relagao os resultados
sem adaptatividade. Quanto ao desempenho dos estimadores de erro, observam-se valores
muito proximos de 1,0 para a efetividade no problema global, em ambos os casos. Ja no
problema local, verificam-se subestimativas de erro com a adaptatividade-e (6 converge
para um valor abaixo de 0,90 na Tabela [7.2)). Tais resultados refletem a menor influéncia
do erro da discretizacao sobre o erro total do problema local, conforme discutido na se¢ao
b324

E interessante observar que os resultados obtidos com a adaptatividade-e (Tabela,
tanto no modelo local quanto no modelo global, se estabilizam apds a execucao de 3 ciclos
global-local — de maneira semelhante aos resultados sem adaptatividade. A partir do
quarto ciclo, o numero de graus de liberdade do modelo local cresce mais lentamente,
refletindo o enriquecimento de um menor niimero de nés através da técnica adaptativa.
Nesse caso, o algoritmo adaptativo seleciona nés mais distantes da ponta da trinca, onde
as funcoes de singularidade tém menor efeito. No caso do ciclo 5, o parametro p. foi
reduzido em 20% para que novos nés fossem selecionados. A obtencao de bons resultados
apods execucao de apenas trés ciclos global-local é uma caracteristica favoravel da estratégia
proposta.

Nas Tabelas e[7.4] apresentam-se os resultados obtidos para medidas relacionadas
ao fator de intensidade de tensao. Os valores de K; e K sao bastante aprimorados
com a adaptatividade-e e todos os valores se estabilizam no terceiro ciclo global-local. Os
indices de efetividade do estimador orientado ao objetivo, por sua vez, passam a apresentar
valores mais distantes da unidade com a estratégia adaptativa. Uma provavel explicacao
para esses resultados estd no pequeno ntiimero de nds globais enriquecidos com as fungoes
global-local (lembrar que apenas os nés dos elementos globais atravessados pela trinca
sao enriquecidos (Figura (5.7(b)))). Nesse cendrio, o comportamento do estimador é mais
preciso para niveis de erro mais elevados — como ocorre nos resultados sem adaptatividade
(Tabela ) Apesar disso, os valores alcancados com a adaptatividade-e podem ser
considerados adequados.

Na Figura ilustram-se os nés enriquecidos com funcgoes de singularidade, a cada
ciclo global-local, com a adaptatividade-e. Observa-se que o conjunto de nés enriquecidos
reflete diretamente a distribuicao do erro estimado por elemento, apresentada na Figura
[7.4] J& a distribuigdo do erro estimado por elemento obtida sem a adaptatividade-e é
ilustrada na Figura Em razao da méa representacao da singularidade, neste caso, o

erro estimado se concentra ainda mais na regiao proxima a ponta da trinca.



Tabela 7.3: Resultados obtidos para as medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensao no Problema A - Modo Misto, sem a adaptatividade-e

no problema local.

Ciclo NGLpww K1 &(Ky) &u(K) &Y Ky) &5(Ky) 05 | Ky &(Ky) E&u(Ky) &(Ky) &(Ky) 6K
1 534 1,241 1,2657 50,50% 0,0194 1,54% 0,02 | 2,487 0,0200 0,80% 0,0162 0,65% 0,81
2 534 2424 0,0828 3,30% 0,0688 2,76% 0,83 | 2,496 0,0104 0,41% 00131 0,52% 1,26
3 534 2469 0,0374 1,49% 0,0392 1,56% 1,05 | 2491 00160 0,64% 0,0156 0,62% 0,98
4 534 2469 0,0376 1,50% 0,0394 157% 1,05 | 2491 00159 0,63% 0,0156 0,62% 0,98
5 534 2469 0,0376 1,50% 0,0394 157% 1,05 | 2491 00159 0,63% 0,0156 0,62% 0,98

Tabela 7.4: Resultados obtidos para as medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensdo no Problema A - Modo Misto, com a adaptatividade-e

no problema local.

Ciclo NGLLocal K[ 8(K1) 8%(KZ) 8*(K1) 8;0([(1) QKI K[[ 8(K2) 8%(K2) 8*(K2) 8?%([(—2) QK”

1 534 1,241 1,2657 50,50% 0,0194 1,54% 0,02 | 2,487 0,0200 0,80% 0,0162 0,65% 0,81
2 618 2,438 0,0691 2,75% 0,0558 2,24% 0,81 | 2,505 0,0012 0,06%  0,0055 0,22% 4,46
3 710 2,490 0,0167 0,66% 0,0206 0,82% 1,23 | 2,500 0,0062 0,25%  0,0079  0,31% 1,27
4 730 2,490 0,0168 0,67% 0,0206 0,82% 1,23 | 2,501 0,0060 0,24% 0,0077 0,31% 1,29

) 738 2,490 0,0167 0,66% 0,0205 0,82% 1,23 | 2,501 0,0060 0,24%  0,0077 0,31% 1,29

ILT
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(d) (e)
Figura 7.3: Nés locais enriquecidos com as fungoes de singularidade (em vermelho) a cada ciclo
global-local com a adaptatividade-e no Problema A - Modo Misto. A trinca é representada em

azul. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (c) Ciclo 4 e (d) Ciclo 5.

7.1.3.2 Problema B

Para o estudo da adaptatividade-e no Problema B, adota-se a Malha 2 da segao [6.4.2]
Assim como no Problema A, adota-se um dominio local topoldgico, ilustrado na Figura
[7.6]e ue = 0,5. A configuracao inicial do modelo local adaptativo, por sua vez, ¢ ilustrado
na Figura . Assim como nas andlises anteriores do presente exemplo (se¢ao , cada
elemento global é dividido em 3 x 3 partes para a definicao da malha local e ambos os
modelos utilizam elementos Q4. No caso da solucao que nao utiliza a adaptatividade-e,
mantém-se fixo o modelo local da Figura (configuracdo de enriquecimento minimo)
em todos os ciclos.

Nas Tabelas e [7.6] apresentam-se os resultados obtidos para as medidas de erro
relacionadas a norma energia, considerando, novamente, as duas estratégias analisadas
nesta secao (sem e com a adaptatividade-e). S@o exibidos apenas os erros relativos esti-
mados, ja que nao ha solucao exata no presente exemplo. Observa-se uma grande redugao
do erro em energia no problema local no caso da adaptatividade-e, assim como verificado
no Problema A. No problema global enriquecido, entretanto, a diminui¢ao do erro é mais
discreta. Tal resultado é consequéncia do erro associado a parcela suave da solugao glo-
bal, além da limitagao do nimero de noés globais enriquecidos com as fungoes global-local.
Nesse cenario, a melhor da descricao da singularidade no modelo local, por si s6, nao é
capaz de reduzir expressivamente o erro em energia no problema global enriquecido.

Os resultados obtidos para as grandezas associadas ao fator de intensidade de tensao
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U 001543 +0.01535 +0.029158 +0.042965 +0.055047  +0.000565 +0.007528 +0.014431 +0.021454 +0.027546

[ —————— |

0 000863 +0.007385 +0.013928 +0.02046 +0.026176

(a)

+0.000827 +0.007606 +0.014385 +0.021164 +0.027095

[ e

0000865 +0.007377 +0.01389 +0.020402 +0.0261

(e)
Figura 7.4: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local com a
adaptatividade-e no Problema A - Modo Misto. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c¢) Ciclo 3, (d) Ciclo 4

e (e) Ciclo 5

Tabela 7.5: Resultados obtidos para as medidas relacionadas a norma energia no Problema B,

sem a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLpcal 8*%QL 8*%QG

1 584  23,16% 17,70%
2 584  22,19% 17,37%
3 584  2221% 17,37%
4 584 22,22% 17,37%
5 584 22.22% 17,37%

sao apresentados nas Tabelas [7.7 e [7.8l Uma vez que nao ha solugao exata, consideram-
se algumas medidas diferentes em relacao ao Problema A (segao , baseadas na
solugao de referéncia KREF = 9 3728, E possivel observar que o uso da adaptatividade-
e, como esperado, garante menores erros para Kj;. Neste caso, o ganho associado a
adaptatividade-e é um pouco mais significativo em relacao ao que se verificou para a

norma energia (Tabelas e . A qualidade do estimador orientado ao objetivo, por
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Figura 7.5: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local sem a

adaptatividade-e no Problema A - Modo Misto. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c¢) Ciclo 3, (d) Ciclo 4

e (e) Ciclo 5.

Tabela 7.6: Resultados obtidos para as medidas relacionadas a norma energia no Problema B,

com a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLjpear 8*%QL 8*%%

1 584  23,16% 17,70%
2 672 15,48% 15,63%
3 772 12,75% 15,33%
4 776 12,74% 15,33%
5 792 12,50% 15,30%

sua vez, é semelhante nas duas estratégias — sendo um pouco melhor na solugao sem
adaptatividade, com valores de 651 mais proximos de 1,0.

Na Figura [7.8] apresentam-se os nds enriquecidos com as fungoes de singularidade a
cada ciclo global-local da soluc¢ao com a adaptatividade-e. As distribui¢oes obtidas refle-
tem o comportamento do erro estimado ao longo dos ciclos, exibido na Figura[7.9] Assim

como no Problema A, verifica-se que a distribuicao do erro estimado é mais concentrada
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Figura 7.6: Malha global (em cinza) e dominio local topoldgico (em azul) adotados no Problema

B. Os nés globais enriquecidos com as fungoes global-local sdo destacados em amarelo.

Figura 7.7: Discretizagao inicial do problema local adotada no Problema B. Nés locais enrique-

cidos com as funcgoes de singularidade (em vermelho). A trinca é representada em azul.

Tabela 7.7: Resultados obtidos para as medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensao

no Problema B, sem a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLpoew K; ERFF(K)) ERFF(K) &% (K)) &5 (K)) 0%

1 o84 9,071 0,302 3,22% 0,3636  3,85% 1,20
2 o84 9,069 0,303 3,24% 0,3397  3,61% 1,12
3 o84 9,067 0,305 3,26% 0,3393  3,61% 1,11
4 o84 9,067 0,306 3,26% 0,3394  3,61% 1,11
5 o84 9,067 0,306 3,26% 0,3394  3,61% 1,11

na ponta da trinca quando se adota a configuracdo de enriquecimento minimo (Figura
7.10)).

Finalmente, é interessante observar que as medidas de erro analisadas neste exemplo
se estabilizam no segundo ciclo global-local (e nao apenas no terceiro ciclo, como no
Problema A). Tal fato sugere que, para a configuragao de dominio local adotada neste
exemplo, a adicao de fungoes de singularidade em regioes mais distantes da ponta da

trinca é ainda menos significativa.
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Tabela 7.8: Resultados obtidos para as medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensao

no Problema B, com a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLpoew K; EVF(K)) ERFF(K)) &*(K)) &5 (K)) 0%
1 584 9,071 0,3021 3,22%  0,3636  3,85% 1,20
2 672 9,144  0,2283 2,44%  0,2803  2,97% 1,23
3 772 9,153 0,2193 2,34%  0,2700  2,86% 1,23
4 776 9,153 0,2198 2,35%  0,2700 2,87% 1,23
5 792 9,154 0,2188 2,33%  0,2688 2,85% 1,23

(d) (e)
Figura 7.8: Nés locais enriquecidos com as fungoes de singularidade (em vermelho) a cada ciclo
global-local com a adaptatividade-e no Problema B. A trinca é representada em azul. (a) Ciclo

1, (b) Ciclo 2, (¢) Ciclo 3, (d) Ciclo 4 e (e) Ciclo 5.

7.1.3.3 Problema C

Finalmente, a estratégia adaptativa aqui proposta é analisada no Problema C. Neste
caso, adotam-se a mesma malha global e a mesma configuragao inicial do modelo local
adaptativo utilizadas no Problema B (Figuras e , bem como o valor de 0,5 para o
parametro adaptativo f..

Seguindo os mesmos passos das secoes anteriores, apresentam-se, nas Tabelas e
, os resultados obtidos para as medidas de erro relacionadas a norma energia (sem e
com o uso da adaptatividade-e). Neste caso, os resultados obtidos sao muito semelhantes
aos do Problema B (Tabelas e e compartilham as mesmas conclusoes.

Para as grandezas associadas aos fatores de intensidade de tensao, apresentam-se os
resultados nas Tabelas [[.11] e [[.12l Consideram-se as mesmas medidas analisadas no

Problema B, com a inclusao de termos associados a Kj;. Os resultados obtidos com a
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(d) (©)
Figura 7.9: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local com a

adaptatividade-e no Problema B. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (d) Ciclo 4 e (e) Ciclo 5.

Tabela 7.9: Resultados obtidos para as medidas relacionadas & norma energia no Problema C,

sem a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLLocal 8*%QL 8>|<%QG

1 584 24,48% 18,90%
2 584  22,75% 17,06%
3 584 22,32% 17,02%
4 584  22,39% 17,02%
5 584 22,36% 17,02%

Tabela 7.10: Resultados obtidos para as medidas relacionadas & norma energia no Problema C,

com a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLLocal 8*%QL 8>|<%QG

1 584 24,48% 18,90%
2 680 14,72% 15,84%
3 764 11,78% 15,61%
4 768 11,77% 15,62%
) 788 11,33% 15,57%

adaptatividade-e apresentam menores erros para K, porém com uma diferenca menor em
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(b) (c)

nnnnnna +0.000508 +0.00101 +0.001513 +0.001952 uunuuus +0.000508 4000101 0001513 40001952

(d) (€)
Figura 7.10: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local sem a

adaptatividade-e no Problema B. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c¢) Ciclo 3, (d) Ciclo 4 e (e) Ciclo 5.

relagdo ao Problema B (e mais ainda em relagao ao Problema A). A descrigao do erro de
K pelo estimador orientado ao objetivo se mantém semelhante nas duas estratégias, com
uma pequena vantagem para a solugao nao-adaptativa (valores de 651 mais préximos da
unidade). Os resultados de K, por sua vez, apresentam um comportamento oscilatério
ao longo dos ciclos global-local nos dois casos, nos quais nao se observa uma convergéencia
clara. Uma provavel explicacao para tais resultados passa, novamente, pelo comporta-
mento da solucao global quando poucos nés sao enriquecidos com as fungoes global-local
(caso do dominio local topolégico, adotado nesta se¢ao). Na validagao do estimador ori-
entado ao objetivo neste exemplo (segao , com a utilizacao de dominios locais mais
extensos e enriquecimento geométrico com fungoes de singularidade, nao houve problemas
de convergéncia em Kj;. Logo, a ma representacao de Ky na Tabela[7.12| é consequéncia
do tamanho do dominio local, e nao da estratégia de adaptatividade-e.

Finalmente, apresentam-se na Figura os noés enriquecidos com as fungoes de sin-
gularidade a cada ciclo global-local da solucao com a adaptatividade-e. J& a distribuigao
do erro estimado no problema local, com e sem o uso da adaptatividade-e, é mostrada
nas Figuras [7.13] e [T.12] respectivamente. Na andlise de tais figuras, reafirmam-se as

conclusoes discutidas nos Problemas A e C.



Tabela 7.11: Resultados obtidos para as medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensao no Problema C, sem a adaptatividade-e no problema

local.
Ciclo NGLpoew K;  ERFF(Ky) ERFF(K,) €% (Ky) &3(Ky) 0% | Kpp  ERFF(K,) ERFF(K,) &%(Ky) &y(K,) 6Fu
1 584 32,189  1,9351 567%  1,7801  524% 0,92 | 4,097  0,4473 9,84%  0,0971 2,31% 0,22
2 584 32,787 11,3372 3,92% 15199 443% 1,14 | 4951 -0,4072  -8,96%  0,0335 0,67% -0,08
3 584 32,860  1,2641 3,70% 14757 4,30% 1,17 | 4,370  0,1737 3,82% 00778 1,75% 0,45
4 584 32,816  1,3080 3,83% 1,922 435% 1,14 | 4,742 -0,1983  -4,36%  0,0575 1,20% -0,29
5 584 32,850  1,2737 3,73% 14811  431% 1,16 | 4,505  0,0394 0,87% 00716 1,56% 1,82

Tabela 7.12: Resultados obtidos para as medidas relacionadas aos fatores de intensidade de tensao no Problema C, com a adaptatividade-e no

problema local.

Ciclo NGLppew K;  ERFF(K)) ERFF(K) €% (Ky) &5 (Ky) 0% | Kip  ERFF(K,) ERFF(K,) &%(Ky) &y(K,) 6Fu
1 584 32,189 1,9351 567%  1,7801  524% 0,92 | 4,097  0,4473 984%  0,0971 2,31% 0,22
2 680 33,0564  1,0699 3,14%  1,3001 3,78% 1,22 | 4998 -0,4535  -9,98%  0,0188 0,38% -0,04
3 764 33,177 0,9469 2,77% 12174  354% 1,29 | 4,357  0,1872 412% 00692 1,56% 0,37
4 768 33,129 0,9954 2,92%  1,2358 3,60% 1,24 | 4,769 -0,2247  -4,94%  0,0448 0,93% -0,20
5 788 33,175 0,9486 2,78% 12141 3,53% 1,28 | 4,504  0,0404 0,89%  0,0612 1,34% 1,51

6L1
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(d) (e)
Figura 7.11: Nés locais enriquecidos com as fungoes de singularidade (em vermelho) a cada ciclo
global-local com a adaptatividade-e no Problema C. A trinca é representada em azul. (a) Ciclo

1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (d) Ciclo 4 e (e) Ciclo 5.

. g " . . +0.000005 +0000211 +0.000415 +0.000624 +0.000805
00000 00002z 0.000454 0000546, 0000831 +0.000005 +0.000172 +0.00034 +0.000507 +0.000654

(b) ()

+0.000006 +0.000173 +0.000341 +0.000508 +0.000655

e — ]

(a)

(d) (e)
Figura 7.12: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local com a
adaptatividade-e no Problema A - Modo Misto. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c¢) Ciclo 3, (d) Ciclo 4

e (e) Ciclo 5.
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Figura 7.13: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local sem a

adaptatividade-e no Problema C. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c¢) Ciclo 3, (d) Ciclo 4 e (e) Ciclo 5.

7.2 Estratégia Adaptativa para a Selecao de Dominios Lo-

cais

7.2.1 Consideracgoes Iniciais

Na secao do Capitulo de Metodologia, foi introduzida a estratégia adaptativa de
selecao de dominios locais para o MEFG#!' proposta no presente trabalho. Consideram-se,
neste caso, medidas de erro calculadas no problema global enriquecido para a formacao
de uma zona de enriquecimento otimizada. Conforme descrito na secao [2.3.4] a zona de
enriquecimento do problema global enriquecido corresponde a regiao na qual sao aplicadas
as funcoes de enriquecimento global-local. Logo, a definicao de tal regiao é decisiva para
os resultados finais do método.

Assim como na adaptatividade-e, a nova proposta almeja o aprimoramento dos re-
sultados (em especial, do fator de intensidade de tensao) em relacao a configuragao de
dominio local topolégico, mantendo um nivel de independéncia semelhante em relacao ao
usuario do sistema computacional. Valendo-se dos estimadores de erro, é possivel identifi-
car regioes criticas no problema global enriquecido e conceber dominios locais especificos

para o problema analisado, evitando a definicao prévia de dominios mais extensos.
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7.2.2 Descricao da estratégia

Conforme introduzido na segao [£.4.2] a estratégia proposta utiliza medidas de erro
relacionadas a norma energia do problema global enriquecido. O estimador orientado ao
objetivo (secao , neste caso, segue sendo aplicado para a avaliacao do erro associado
ao fator de intensidade de tensao. O seu emprego para a identificagao da regiao local,
entretanto, implicaria em dominios locais muito extensos — envolvendo regioes muito dis-
tantes da ponta da trinca — em razao da distribuicao do erro estimado associada a esse
estimadorﬂ. Por esse motivo, a estratégia proposta utiliza apenas informacgoes extraidas
do estimador de erro para a norma energia no problema global enriquecido (se¢ao [5.2)).

Assim como na adaptatividade-e, a selecao do dominio local adaptativo acompanha o
processo de ciclos global-local. Um novo dominio local é definido a cada ciclo, a partir
de uma analise do erro estimado por elemento computado através do estimador ZZ-BD.

Uma vez que o problema global inicial ndo possui a representagao da trinca (e, por-
tanto, a distribui¢ao do erro nesse modelo nao é relevante), o dominio local do ciclot =1 é
definido pela configuracao topoldgica — que pode ser gerada automaticamente em qualquer
problema, conforme mencionado ao final da secao Nesta etapa, a zona de enrique-
cimento do problema global enriquecido é formada apenas pelas nuvens dos elementos
globais atravessados pela trinca. Em outras palavras, a solugao parte de um dominio
local pequeno para a representacao da trinca.

A partir do problema global enriquecido do ciclo ¢ = 1 (no qual a trinca passa a ser
incorporada via fungoes global-local) executam-se as seguintes etapas para a defini¢ao do

dominio local adaptativo 2 de cada ciclo t:

(a) Cria-se uma lista (inicialmente vazia) de elementos globais que irdo formar a zona

de enriquecimento do ciclo seguinte, identificada como {ZL™}.

(b) Adicionam-se os elementos globais pertencentes a atual zona de enriquecimento
({Z!} (destacada em laranja na Figura [7.14(a)) a lista {Z!™'} (destacada em rosa
na Figura [7.14(b)) . Desse modo, garante-se que QY C Q4.

(c) Buscam-se os elementos correspondentes ao contorno da regiao {21}, adicionando-

os a uma lista identificada como {I';"'}, conforme mostrado na Figura [7.14(c).

(d) Cria-se uma lista com o erro estimado na norma energia em cada um dos elementos

de {T'4"'}, em ordem decrescente.

1Como consequéncia da utilizacdo de maiores valores para o raio da Integral de Interacao, a distribuicao
do erro estimado para o fator de intensidade de tensao apresenta picos de erro em regioes mais distantes
da ponta da trinca, conforme consta nos itens (c) das Figuras a
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(e) Sobre o primeiro termo da lista do item (d) (identificado como e, (T5H), repre-
sentando o erro estimado méximo nos elementos pertencentes a {I'5™'}) ¢ feita a

seguinte verificacao:

G:naa:(rtztl) > Koy e:r (72)

na qual pg, representa um parametro adaptativo (andlogo ao que foi definido na
adaptatividade-e (secao ao [7.1.2))) e e indica o erro estimado no elemento que
contém a ponta da trinca. Caso a ponta da trinca esteja localizada sobre um né

global, ey, é dado pelo erro estimado médio na nuvem associada a esse no.

O critério definido na Equagao 7 portanto, verifica se o erro maximo na regiao
definida por {thtl} ¢ maior que uma determinada fracao do erro associado a ponta
da trinca. Optou-se por utilizar uma medida relacionada a ponta da trinca, ao invés
do erro maximo no dominio global, para evitar que possiveis concentracoes de erro
nao relacionadas a trinca interferissem no algoritmo de geracao do dominio local
— dominio este que, em problemas de fratura, deve se dedicar a representacao das

trincas. Na Figura[7.1.2(d), o elemento correspondente ao erro e, (I'5""), escolhido

max

de modo meramente ilustrativo, é destacado em vermelho.

(f) Caso a verificacao da Equagao (7.2)) seja verdadeira, adiciona-se o respectivo ele-
mento a lista {ZL™'}, conforme representado na Figura|7.1.2(e), na qual a regiao em

rosa passa a incluir o referido elemento.

(g) Considerando a lista {2t} atualizada, buscam-se os elementos do seu contorno,
formando uma nova lista {thtl} Essa nova lista também ¢ ilustrada na Figura

7.1.2(e), com o aumento da regiao verde em relagao a Figura [7.1.2(d).

(h) Repetem-se os procedimentos dos itens (d) a (g), conforme ilustrado na Figura
7.1.2(f-g). Tal repetigdo ocorre até que a verificagdo da Equacgao nao seja
atendida. Ao final desse processo, obtém-se o dominio local final para o ciclo t + 1,
destacado em azul na Figura [7.1.2]1i) e definido por:

Ot = {2+ (7.3)

Apoés a identificacao do dominio local, basta aplicar os critérios ja estabelecidos para

a geragao da malha local (efetuando-se subdivisoes em cada elemento global) e atribuigao
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de propriedades para a obtencao do modelo local do MEFG®. Em seguida, resolve-
se o problema local e, na sequéncia, o problema global enriquecido do ciclo seguinte.
Como visto, os processos descritos anteriormente sao executados a cada ciclo global-local,
tornando possivel que cada um deles seja resolvido com um modelo local diferentdﬂ

A estratégia proposta, portanto, permite a identificacdo de uma regiao local direta-
mente associada a distribuicao do erro estimado no problema global enriquecido. Em cada
ciclo, a quantidade de elementos adicionados ao dominio adaptativo pode ser controlada
através do parametro pg,: conforme a Equacao , um numero maior de elementos é

adicionado para valores menores de i, .

7.2.3 Combinacao com a adaptatividade-e

Uma vez que as duas estratégias adaptativas aqui propostas (dominio local adaptativo
e adaptatividade-e) podem ser executadas a cada ciclo global-local, é possivel combina-las
de maneira simples para a obtengao de um modelo local adaptativo. Esta nomenclatura,
no presente trabalho, indica um modelo local cujo tamanho e discretizagao (no caso, o
esquema de enriquecimento com fungoes de singularidade) sao determinados adaptativa-
mente.

A obtencao de dominios locais adaptativos, decrita na secao anterior, pode ser efetuada
considerando qualquer configuracao de enriquecimento no problema local. Para a inclusao
da adaptatividade-e nesse processo, sao feitas as seguintes etapas, ilustradas na Figura

[ 1ok

1. Para o ciclo t = 1, gera-se o dominio local topoldgico (destacado em laranja na
Figura [7.15(a)) com a configuracao de enriquecimento minimo com fungoes de sin-
gularidade (assim como no item 2 da secao [7.1.2)), ilustrado na Figura [7.15|(b).

2. Resolve-se o problema local e aplica-se o estimador ZZ-BD sobre esse modelo para
a selegao da lista {N?} (assim como no item 3 da segao [7.1.2). Essa etapa é repre-
sentada pelos nés destacados em verde na[7.15(c).

3. Resolve-se o problema global enriquecido do ciclo ¢ = 1, ilustrado na Figura[7.15(d).
Nessa figura, os nés enriquecidos com as funcgoes global-local sao destacados em

amarelo.

2Em alguns casos, é possivel que o algoritmo adaptativo nao indique a inclusdo de nenhum novo
elemento no zona de enriquecimento {Z{*1}. Logo, o modelo local seria mantido o mesmo em relagao ao
ciclo anterior.
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4. Aplica-se o procedimento para a selecao do dominio local adaptativo do ciclo t = 2,
conforme os itens (a) a (h) da segao(7.2.2 O dominio obtido, meramente ilustrativo,
¢ destacado em azul na Figura [7.15|e).

5. Constroi-se o modelo local do ciclo t = 2. Considera-se, neste caso, o dominio obtido
no item 3 e, inicialmente, o esquema de enriquecimento minimo para a representa-
¢ao da trinca, ilustrado na Figura (f) Em seguida, adicionam-se fungoes de
singularidade aos nés da lista {N?} | identificada no item 2, como mostra a Figura
7.15(g). Na sequéncia, resolve-se o problema local e aplica-se, novamente, o estima-
dor ZZ-BD para o cédlculo dos indicadores de erro e a montagem da lista {N?} (por

simplificagao, essa etapa é omitida na Figura [7.15)).
6. Resolve-se o problema global enriquecido do ciclo ¢t = 2, ilustrado na Figura[7.15(h).

7. Calcula-se o dominio local adaptativo para o ciclo t = 3, assim como no item 3,
e repetem-se os procedimentos dos itens 4 e 5 até que o niimero méaximo de ciclos

global-local (especificado pelo usudrio) seja atingido.

7.2.4 Simulagoes Numéricas

Apresentam-se, na presente secao, as simulagdes numeéricas realizadas para a avali-
acao da proposta de dominios locais adaptativos. O estudo se inicia no Problema A -
Modo Misto (segao e, em seguida, avalia-se o Problema B (secao . Ressalta-se,
novamente, que apenas o MEFG-E®#' ¢ utilizado em todas as simulacdes.

Em todas as andlises desta secao, a abordagem de dominios locais adaptativos é uti-
lizada em conjunto com a adaptatividade-e (conforme exposto na segao . Nesse
cendrio, ¢ feita uma comparacao de desempenho entre as solucoes do MEFG-E8! obtidas

com as seguintes configuragoes:

e Modelo local minimo: definida por dominios locais topolégicos + enriquecimento

minimo com funcoes de singularidade;

e Adaptatividade-e: definida por dominios locais topoldgicos + técnica adaptativa

para a selegdo dos nds enriquecidos com fungoes de singularidade (resultados da
seqao [7.1.3);

e Modelo local adaptativo: definida por dominios locais adaptativos + técnica adap-

tativa para a selecao dos nés enriquecidos com funcoes de singularidade problema

local (segao [7.2.3]).
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Figura 7.14: Tlustragdo do processo de construcao do dominio local adaptativo do ciclo ¢ +
1, partindo-se do dominio local do ciclo ¢, em um problema genérico. Por simplificacdo, o
erro estimado em cada elemento ndo é representado e as configuractes obtidas, portanto, sao

meramente ilustrativas.
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Em todas as anélises, calculam-se os fatores de intensidade de tensao no problema glo-
bal enriquecido e aplica-se o estimador orientado ao objetivo nesse mesmo modelo. Desse
modo, busca-se avaliar a qualidade dos fatores de intensidade de tensao extraidos com
a configuracao de modelo local adaptativo e ainda, analisar o desempenho do estimador

orientado ao objetivo nesse contexto.

7.2.4.1 Problema A - Modo Misto

Considera-se, nesta se¢ao, a mesma Malha 20x 20 adotada no estudo da adaptatividade-
e (segao(7.1.3.1)). O modelo local minimo também é o mesmo daquela secdo, ilustrado na
Figura [7.2 Além disso, adotam-se os valores de . = g, = 0,5 para os parametros

adaptativos.

Comparacao com o0 Modelo Local Minimo e a Adaptatividade-e

Nas Tabelas a[7.15] apresentam-se os resultados obtidos com o modelo local adap-

tativo, considerando medidas relacionadas a norma energia e aos fatores de intensidade
de tensao — fazendo um paralelo com as Tabelas [7.1] a[7.4] com os resultados oriundos do

modelo local minimo e da adaptatividade-e.

Tabela 7.13: Resultados obtidos para as medidas relacionadas a norma energia no Problema A

- Modo Misto, com o modelo local adaptativo.

Ciclo NGLpocar €9, 0o NGLGoba €%, bo

1 034 53,51% 0,13 954 2591% 0,31
2 858 22,96% 0,23 998 6,75% 0,94
3 1102 5,00% 0,96 1024 4,16% 1,03
4 1890 3,94% 0,99 1186 3,48% 1,00
o} 1902 3,88% 0,99 1186 3,45% 1,01

A comparagcao entre os resultados da Tabela[7.13]e aqueles obtidos sem adaptatividade
(Tabela e apenas com a adaptatividade-e (Tabela [7.2)) mostram, como esperado,
que a técnica de modelo local adaptativo diminui o erro na norma energia no problema
global enriquecido. O estimador para a norma energia, nesse caso, mantém indices de
efetividade proximos da unidade. No caso do problema local, como consequéncia da
melhor representacao da solugdo no contorno global, os indices de efetividade sao mais

proximos de 1,0 em relagao aos resultados da adaptatividade-e (Tabela .
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Tabela 7.14: Resultados obtidos para as medidas relacionadas a K; no Problema A - Modo

Misto, com o modelo local adaptativo.

CiClO NGLLocal NGLGlobal K] 8(K1) 8%(K1) 8*<K1) 82;6(K1) QKI

1 534 954 1,241 1,2657 50,50% 0,0194 1,54% 0,02
2 858 998 2,444 0,0627 2,50% 0,081 1,93% 0,77
3 1102 1024 2,496 0,0104 042% 0,0102 041% 0,98
4 1890 1186 2,500 0,0069 0,27% 0,0075 0,30% 1,09
5 1902 1186 2,500 0,0067 027% 0,0073 0,29% 1,09

Tabela 7.15: Resultados obtidos para as medidas relacionadas a Kj; no Problema A - Modo

Misto, com o modelo local adaptativo.

Ciclo NGLLocal NGLGlobal K[] 8(K2) 8%(K2) 8*<K2) 8%([(2) QKH

1 534 954 2,487 0,0200 0,80% 00162 0,65% 0,81
2 858 998 2,507 -0,0006 -0,02% 0,0029 0,12% -5,07
3 1102 1024 2,503 0,0036 0,14% 0,0034 0,14% 0,96
4 1890 1186 2,504 0,0030 0,12%  0,0045 0,18% 1,50
5 1902 1186 2,504 0,0029 0,12% 0,0044 0,18% 1,51

Nas Tabelas e observa-se o ganho de precisao alcancado em K; e K5 com
o modelo local adaptativo em relacdo aos resultados sem adaptatividade (Tabela [7.3)) e
apenas com a adaptatividade-e (Tabela. Nesse caso, os erros exatos sao ainda menores
em relacdo aos da adaptatividade-e. O indice de efetividade 0%’ também é mais préximo
do valor ideal com o modelo local adaptativo. No caso de K, entretanto, verificam-se
efetividades mais elevadas nos dois ultimos ciclos.

Para facilitar a comparacao entre as trés estratégias, as principais grandezas analisadas
nas tabelas anteriores sao apresentadas graficamente nas Figuras e[7.17]

De modo geral, todas as grandezas nas Figuras e convergem no terceiro ou
quarto ciclo global-local quando o modelo local adaptativo é utilizado. Mesmo quando a
convergéncia ocorre no quarto ciclo (caso do erro em energia no problema global enrique-
cido, do erro exato de K e de %7, por exemplo), a diferenga em relagao ao terceiro ciclo
¢ pequena. Em outras palavras, trés ciclos global-local sao suficientes, assim como nas
outras estratégias, para a obtencao de resultados precisos com o modelo local adaptativo.

Tal fato mostra que, a partir do quarto ciclo, o aumento do dominio local efetuado nessa
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Figura 7.16: Comparagao entre os resultados obtidos com o modelo local minimo, a
adaptatividade-e e o modelo local adaptativo, considerando medidas relacionadas & norma ener-

gia.

estratégia (a ser discutido a seguir) nao contribui significativamente para a representagao
do problema.

Na Figura[7.18], apresentam-se os dominios locais gerados a cada ciclo global-local com
a estratégia de modelo local adaptativo. O erro estimado por elemento (considerando a
norma energia) no problema global enriquecido também é apresentado nessa figura, o que
permite uma correlagao visual entre a distribuicao do erro estimado e o dominio local
selecionado a cada ciclo. E interessante observar como a distribuicao do erro no ciclo

t determina o dominio local do ciclo t + 1 (Q4™1). A partir do terceiro ciclo, quando a
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Figura 7.17: Comparagao entre os resultados obtidos com o modelo local minimo, a
adaptatividade-e e o modelo local adaptativo, considerando medidas relacionadas aos fatores

de intensidade de tensao. Eixo y escala logaritmica na figura (a).

singularidade ja estd bem descrita, o erro passa a se destacar em regioes mais distantes da
ponta da trinca. Por esse motivo, o tamanho do problema local aumenta expressivamente
no quarto ciclo. Nesse caso, a expansao do dominio local passa a ser governada pelo erro
da parcela suave da solugao global e, conforme mencionado anteriormente, o ganho de
precisao associado nao é muito relevante.

Finalmente, os nds enriquecidos com funcgoes de singularidade no modelo local adap-
tativo, a cada ciclo, sdo apresentados na Figura[7.19] O erro estimado na norma energia

de cada modelo também é exibido. E possivel observar, assim como na adaptatividade-e
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aplicada ao dominio local topoldgico (secao [7.1.3.1]), a correlagao entre o erro estimado

por elemento no ciclo £ e os nds enriquecidos no ciclo t + 1.

Critério de Parada para os Ciclos Global-local

Com base nas andlises desta se¢ao, é possivel formular um critério de parada para
os ciclos global-local na solucao que utiliza o modelo local adaptativo. A execucao de
um numero excessivo de ciclos, de fato, aumenta o custo computacional da analise e nao
garante que a solucao seja progressivamente melhorada. Por outro lado, é possivel que
caracteristicas particulares em outros exemplos de fratura — além dos que sao abordados
neste texto — demandem um nimero maior de ciclos para a convergéncia das grandezas
de interesse. E interessante, portanto, a utilizacao de um critério de parada adequado que
evite a defini¢ao prévia do nimero total de ciclos pelo usuario.

O critério de parada aqui proposto utiliza o estimador orientado ao objetivo computado
no problema global enriquecido. Sugere-se a execucao dos ciclos global-local até que ao

menos uma das seguintes condicoes seja atendida:

Condicio 1 : &% (K;)| < TOL,

) - (7.4)
Condicao 2 : |E5(K;) — €y, (K;)| < TOL,

sendo &% (K;) e € (K;) o erro estimado relativo do fator de intensidade de tensdo
calculado no ciclo corrente (t) e no ciclo anterior (t—1), respectivamente. Os termos 7’0 L,
e TOL, representam medidas de tolerancia especificadas pelo usuario. Para problemas
em modo misto de abertura, ambas as condi¢oes devem ser verificadas simultaneamente
para K; e Kj; (com i = 1 para K; e i=2 para Kjy).

A Condicao 1, portanto, equivale a especificacao de um erro maximo para o fator de in-
tensidade de tensao (representado por TOL; na Equacao ) No contexto do MEFG#!,
tal condigao poderia acarretar um nimero infinito de ciclos, ja que outros fatores (além da
contribuigao do enriquecimento global-local) podem contribuir para a qualidade do fator
de intensidade de tensao. Por esse motivo, se faz necessaria a inclusao de um critério
associado a variagao da solugao entre ciclos consecutivos, representado pela Condig¢ao 2
na Equacao (|7.4)).

Tendo em vista os resultados desta segao (e também dos capitulos anteriores), sugerem-
se os valores de TOL; = 1,0% e TOLy, = 0,50%. Nesse caso, a solucao com o modelo

local adaptativo (Tabelas a|7.15)) seria encerrada no terceiro ciclo com o atendimento
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Figura 7.18: Dominios locais adaptativos (em azul) e erro estimado na norma energia por

elemento no problema global enriquecido, obtidos no Problema A - Modo Misto.

da Condigao 1. O numero de graus de liberdade final do problema global enriquecido,

portanto, seria apenas 7% maior em relagao ao ciclo inicial.
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Figura 7.19: N6s enriquecidos com as fungoes de singularidade (em vermelho) e erro estimado
na norma energia por elemento, considerando o modelo local adaptativo no Problema A - Modo

Misto. A trinca é representada em azul.
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Cabe ressaltar que o critério de parada proposto pode ser utilizado em qualquer con-
figuragao de modelo local (e ndo apenas no modelo adaptativo), bastando a aplicagdo do

estimador orientado ao objetivo sobre o problema global enriquecido.

Comparacgao com o modelo local geométrico

Finalmente, é possivel confrontar o modelo local adaptativo com o modelo local ge-
ométrico, utilizado anteriormente na validacdo dos estimadores (Capitulos |5 e @ Na
configuracao geométrica, o dominio local e a regiao enriquecida com funcoes de singula-
ridade sao aumentados, em relacao ao modelo local minimo, de forma pré-determinada
pelo usuario. Para facilitar o entendimento do leitor, o modelo local geométrico adotado
nesta segao ¢é ilustrado na Figura [7.20]

Os resultados obtidos com as duas estratégias sao confrontados nas Figuras a[r.23]
considerando a execucao de trés ciclos global-local (de acordo com o critério de parada

definido anteriormente).

(a) (b)
Figura 7.20: (a) Dominio local geométrico (em azul) sobre a Malha 20x20 (em cinza). (b) Malha

local, com nés enriquecidos com as fungoes de singularidade em vermelho.

Uma vez que a estratégia de modelo local geométrico ja se inicia com um dominio local
extenso e uma grande regiao enriquecida com fungoes de singularidade (prescritos pelo
usuério), seu desempenho é notavelmente melhor no primeiro ciclo das Figuras e .
No segundo e terceiro ciclos, por sua vez, a solucao adaptativa é bastante aprimorada e
chega a alcancar resultados muito proximos aos do modelo geométrico. Além disso, o
modelo adaptativo garante um menor nimero de graus de liberdade nas duas escalas de
analise, conforme indica a Figura[7.23] Tais resultados sdo bastante favoraveis ao modelo
adaptativo e mostram que, de fato, a estratégia proposta fornece resultados precisos sem
a necessidade de se definir previamente o tamanho do dominio local e a extensao da regiao

enriquecida com fungoes de singularidade.
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Figura 7.21: Comparacao entre os resultados obtidos com os modelos locais geométrico e adap-

tativo, considerando medidas relacionadas a norma energia.

7.2.4.2 Problema B

Considera-se, nesta secao, a mesma Malha 2 adotada no estudo da adaptatividade-e
(secao . O modelo local minimo também é o mesmo da referida secao, ja mostrado
nas Figuras [7.6) e [7.7] Adotam-se, assim como no Problema A, os valores de pi. = jiq, =
0,5 para os parametros adaptativos.

Nas Tabelas [7.16] e [7.17] exibem-se os resultados obtidos com o modelo local adapta-
tivo, considerando as medidas relacionadas a norma energia e aos fatores de intensidade
de tensdo, respectivamente. Tais tabelas fazem um paralelo com as Tabelas[7.5 a[7.8] que
contém os resultados obtidos com o modelo local minimo e a adaptatividade-e. Compa-
ragOes graficas entre as trés estratégias sao apresentadas na Figura [7.24]

Os resultados da Figura mostram que o modelo local adaptativo, assim como no
Problema A (segao , diminui o erro em energia no problema global enriquecido

e o erro associado a K;. O ganho de precisao alcancado com o aumento do dominio
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Figura 7.22: Comparagao entre os resultados obtidos com os modelos locais geométrico e adap-

tativo, considerando medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensao.

local, neste caso, é ainda mais significativo do que no Problema A. Tal fato reflete um
possivel aprimoramento da parcela suave da solugao global, de forma semelhante ao que
foi discutido na se¢ao [6.4.2] Em razao desse efeito, os resultados convergem apenas no
quarto ciclo — com o atendimento da Condigao 2 do critério de parada da Equacao ((7.4]).

Quanto ao estimador orientado ao objetivo no modelo local adaptativo, verifica-se uma
tendéncia de superestimacao do erro com (valores bem acima de 1,0 para oK1 ). Conforme
discutido na aplicagao inicial do estimador (se¢ao , valores de K; mais préximos da
solucdo de referéncia tornam o indice de efetividade aproximado (#%7) mais sensivel ao
erro embutido em KFEF. Tal fato pode explicar a piora de oK1 quando o modelo local
adaptativo é utilizado. Apesar disso, o valor corrigido (K¢“%) continua adequado quando
essa estratégia é empregada, conforme se verifica na Figura (d)

Os modelos locais adaptativos gerados até o quarto ciclo global-local sao apresenta-
dos na Figura [7.25] Assim como no Problema A, é possivel observar a relagao entre a

distribuigao do erro no ciclo ¢ e o dominio local selecionado para o ciclo ¢ + 1 (Q5™).
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Figura 7.23: Comparacao entre o numero de graus de liberdade nos problemas local e global

enriquecido referentes aos modelos locais geométrico e adaptativo.

Tabela 7.16: Resultados obtidos para as medidas relacionadas a norma energia no Problema B,

com o modelo local adaptativo.

Ciclo NGLrocar NGLGioba €%, 8*%%
1 584 639 23,16% 17,70%
2 672 639 15,48% 15,63%
3 1258 677 8,24% 10,38%
4 1394 681 8,33% 10,03%
5 1978 721 7.51%  7,91%

Tabela 7.17: Resultados obtidos para as medidas relacionadas no fator de intensidade de tensao

no Problema B, com o modelo local adaptativo.

Ciclo K; E&RFF(K)) EBFF(K,) &*(K,) &y(K,) 6% KEOr
1 9071  0,3021 3,22% 03636  3,85% 1,20 9,434
2 9,144  0,2283 2,44%  0,2803  2,97% 1,23 9,425
39276 0,0964 1,03%  0,1581 1,68% 1,64 9,435
4 9278  0,0952 1,02%  0,1501 1,59% 1,58 9,428
5 9317  0,0558 0,60%  0,1057 1,12% 1,90 9,423
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—0— Local minimo

—- Local com adaptatividade-e —A— Modelo local adaptativo

Comparacao entre os resultados obtidos com o modelo local minimo, a

adaptatividade-e e o modelo local adaptativo, no Problema B. Na figura (d), as linhas cheias se

referem aos valores aproximados de K7 e as linhas tracejadas aos valores corrigidos (KIQOR).

Neste caso, devido a baixa dispersao do erro verificada no ciclo 1, nao houve aumento do

dominio entre os ciclos 1 e 2. Finalmente, a distribuicao dos nés enriquecidos com fungoes

de singularidade é apresentada na Figura [7.26]

Assim como no Problema A, é interessante comparar o modelo local adaptativo com

o modelo local geométrico, utilizado na segao [6.4.2 para o estudo do estimador orientado
ao objetivo (ver Figuras[6.27|(b) e[6.28(b)). Os resultados obtidos com as duas estratégias

sao confrontados na Figura [7.27], considerando apenas o nimero de ciclos correspondente

a convergéncia dos resultados em cada caso (dois no modelo geométrico e quatro no
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Figura 7.25: Dominios locais adaptativos (em azul) e erro estimado na norma energia por

elemento no problema global enriquecido, obtidos no Problema B.
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Figura 7.26: N6s enriquecidos com as fungoes de singularidade (em vermelho) e erro estimado

na norma energia por elemento no modelo local adaptativo do Problema B.

modelo adaptativo, com base no critério de parada da Equacao (7.4))). Nos dois casos,
observam-se valores semelhantes para o erro estimado na norma energia no problema

global enriquecido. O erro atingido para Kj, por sua vez, é inferior com o modelo local
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adaptativo. J4 o indice de efetividade aproximado #X7, conforme j4 discutido, é mais
distante da unidade neste modelo. Por fim, o nimero de graus de liberdade — tanto
no problema local quanto no problema global enriquecido — é menor quando se aplica a

estratégia adaptativa.
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Figura 7.27: Comparacao entre os resultados obtidos com os modelos locais geométrico e adap-
tativo no Problema B. Na figura (d), as linhas cheias se referem aos valores aproximados de K

e as linhas tracejadas aos valores corrigidos (K¢OF).
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Capitulo 8

Estratégia Adaptativa para a Propagacao
de Trincas via MEFGS&!

O presente capitulo apresenta uma proposta de adaptatividade para
simulacoes de propagacio de trincas via MEFG®. Os procedimentos
descritos no Capitulo [7] idealizados para problemas contendo trincas
estaticas, sao ajustados de acordo com particularidades do fenomeno
de propagagao. Para o estudo dessa nova abordagem, avalia-se o fator

de intensidade de tensao extraido a cada passo de propagacao.

8.1 Consideracgoes Iniciais

Conforme introduzido no Capitulo [ (secdo [£.5), a nova abordagem a ser discutida
a seguir apresenta ideias iniciais para simulagoes adaptativas de propagacao de trincas
via MEFG8!. Considera-se, neste caso, o crescimento progressivo de uma trinca inicial
(prescrita pelo usudrio), com base em um incremento de trinca A. (também fornecido
pelo usudrio). A cada passo do processo de propagacao, a ponta da trinca é avangada de

A. segundo uma direcao 6. calculada através do critério da maxima tensao circunferencial

(Erdogan e Sihl [1963)):

—2K][/K[

2
K
1/1+8 (52)

sendo K; e Kj; os fatores de intensidade de tensao fornecidos pelo método numérico

(8.1)

0. = 2 arctan

adotado.
O procedimento de propagagao utilizado, descrito detalhadamente em [Fonsecaj (2019)

e Fonseca et al.| (2020)), constréi um novo segmento de trinca a cada passo de propagagao
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k. A posicao da ponta da trinca, nesse caso, é atualizada a cada passo com base em A, e

6., conforme ilustra a Figura 8.1 para o passo k = 1.

N — Segmento de trinca inicial (passo k = 0)

@ Ponta da trinca inicial (passo k = 0)

— Novo segmento de trinca (passo k = 1)
Qo

@ Nova ponta da trinca (passo k = 1)

N
N2

Figura 8.1: Obtencao do novo segmento de trinca no primeiro passo de propagacao a partir de

A. e 0.. O termo ag indica o comprimento inicial da trinca.

A cada passo de propagacao, portanto, associa-se uma lista de segmentos de trinca. No
caso do MEFG8!, essa lista ¢ adicionada ao problema local para a definicao dos nds a serem
enriquecidos com funcoes de singularidade ou de Heaviside. A selecao de tais nés pode ser
feita a partir dos pontos de interse¢cao dos segmentos de trinca com os elementos da malha
local, valendo-se de métodos de geometria computacional. No trabalho de Fonseca et al.
(2020)), os elementos atravessados pela trinca sao enriquecidos com a fungao de Heaviside
e aquele que contém a ponta da trinca é enriquecido com fungoes de singularidade. Esse
esquema de enriquecimento pode ser automatizado para qualquer malha local e geometria
de trinca.

No contexto do MEFGS®!, o problema local do passo k recebe condicdes de contorno
oriundas do problema global enriquecido do passo k£ — 1, com uma configuragao anterior
da trinca. Ha&, portanto, um erro associado ao “atraso” da representacao da trinca nas
condigoes de contorno — identificado como “crack lag” no trabalho de Gupta, Kim e Duarte
(2012). Apesar disso, tal erro é pouco significativo quando se adotam valores pequenos

para A., conforme mencionado na se¢ao

8.2 Descricao da estratégia

Na secao foi apresentada a solucao do MEFG#! utilizando modelos locais adapta-
tivos, cujo tamanho e discretizagao eram atualizados a cada ciclo global-local a partir de
estimadores de erro. No ambito de simulagoes de propagacao, como visto, a solucao tende
a ser pouco alterada entre dois passos consecutivos, o que permite algumas simplificacoes
na geracao do modelo local adaptativo.

No primeiro passo da propagagao (k = 0), sem a representagao da trinca no modelo

global inicial, propoe-se a execucao de ciclos global-local até que o critério de parada
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(Equacao ) seja atendido. A partir do passo k = 1, propoe-se a execucao de apenas um
ciclo — o que nao traz prejuizo para a representacao do problema desde que o incremento
A, seja pequeno. Além disso, o aumento do dominio local adaptativo, efetuado a cada ciclo
na estratégia da secao [7.2] também pode ser simplificado nas simulagoes de propagagao.
Na abordagem de |Fonseca et al.| (2020), o dominio local é o menor possivel para a
inclusao de todos os segmentos de trinca no passo corrente. Tal dominio s6 é aumentado,
portanto, quando o tltimo segmento de trinca do passo k (aquele que contém a ponta)
ultrapassa os limites da zona de enriquecimento (no problema global enriquecido) do passo
k — 1. Desse modo, o aumento do dominio local é pequeno, envolvendo a inclusao de um
numero modesto de novos elementos, e nao é efetuado em todos os passos de propagagao.
A discretizacao do modelo local também sofre poucas alteragoes entre passos consecutivos,
com a inclusao de novos enriquecimentos de Heaviside e a alteracao dos nés enriquecidos
com fungoes de singularidade, conforme o avanco da ponta da trinca. Para a utilizacao

de modelos locais adaptativos nesse contexto, propoem-se as seguintes condigoes:

1. Aumenta-se o dominio local somente quando necessario — quando o ultimo segmento
de trinca do passo corrente ultrapassar os limites da zona de enriquecimento (do pro-
blema global enriquecido) do passo anterior — assim como na abordagem de [Fonseca,
et al.| (2020)). Tal aumento, entretanto, passa ser governado pelo erro estimado no
problema global enriquecido, conforme o procedimento da secao [7.2] Almeja-se,
desse modo, uma melhor representagao dos segmentos de trinca no modelo global

via fungoes de enriquecimento global-local.

2. Altera-se a discretizagao do modelo local a cada passo de propagacao, assim como
feito em |[Fonseca et al. (2020). Essa alteracao, entretanto, passa a ser conduzida
pelo erro estimado no problema local (adaptatividade-e, se¢ao , visando a melhor
descricao da singularidade nesse modelo. Ao contrario do que se fez nos capitulos
anteriores, considera-se o uso da funcao de Heaviside nos nés associados ao compri-

mento da trinca.

3. Sobre o problema local de cada passo, nao se mantém os enriquecimentos seleci-
onados adaptativamente nos passos anteriores. Isso é feito de modo a evitar que
funcoes de singularidade sejam aplicadas ao longo do comprimento da trinca, onde
ja se aplica a funcao de Heaviside (lembrar que a ponta da trinca avanga ao longo da
propagagao). A cada passo, portanto, o modelo local parte da configuracao de enri-
quecimento minimo para a descricao de todos os segmentos de trinca. Em seguida,

considera-se a execucao de duas iteragoes adaptativas, com a selecao de novos nos a
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serem enriquecidos com funcoes de singularidade e, em seguida, uma nova analise do
problema local. Propoe-se, portanto, que o problema local seja resolvido duas vezes
a cada passo de propagacao, para que o processo da adaptatividade-e se desenvolva

e a discretizagao seja aprimorada.

Em sintese, a atualizacao do modelo local na proposta adaptativa mantém duas pre-
missas da abordagem de |Fonseca et al.| (2020): o aumento do dominio local somente
quando necessario e a alteracao da discretizacao local a cada passo de propagagao. A
diferenca, agora, esta no uso de estimadores de erro para conduzir tais mudancgas. No res-
tante deste capitulo, a abordagem de Fonseca et al.| (2020) sera referida como propagacao
automatizada e a nova proposta como propagacao adaptativa. A diferenca entre as duas
estratégias pode ser melhor compreendida através das Figuras e[8.3

Por simplificagao, os ciclos executados no passo inicial da Figura foram omitidos.
Na configuragao ilustrada, o dominio local (selecionado adaptativamente) no passo inicial
é extenso o suficiente para a inclusao do novo segmento de trinca no item (g). Tal tamanho
seria mantido por um determinado nimero de passos, até que o ltimo segmento de trinca
ultrapassasse os limites da zona de enriquecimento. Nesse passo, o dominio local seria

aumentado através do estimador para a norma energia no problema global enriquecido

(segiio [22).

8.3 Simulacoes Numéricas

8.3.1 Consideracoes Iniciais

Para o estudo da propagagao adaptativa, considera-se o Problema B (se¢ao[4.6.2). Tal
problema foi escolhido em razao da disponibilidade de uma solugao de referéncia KREF
para qualquer tamanho de trinca (Equacao (4.5))), com precisao de 0, 5%.

Adota-se, nesta secao, a mesma malha global utilizada no estudo do modelo local

adaptativo (secoes [7.1.3.2 e [7.2.4.2]). Considera-se o uso de elementos Q4 e a divisao de

cada elemento global em 3 x 3 partes para a formacao da malha local. Em todas as
andlises, utiliza-se apenas o0 MEFG-E#! (assim como no Capitulo . Tanto na propagacao

adaptativa quanto na automatizada, adotam-se os seguintes parametros:

e Tamanho inicial da trinca: ag = 1, 38;

e Incremento de trinca: A. = 0,21, aproximadamente igual a largura dos elementos

locais;
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e Raio da Integral de Interacao: r = 2d nos dois primeiros passos e r = 3d nos demais;

e Numero total de passos de propagagao: 10.

Além disso, adotam-se os valores de p, = 0,4 e ug, = 0,5 para os parametros adap-

tativos.

8.3.2 Comparacao entre as Estratégias Automatizada e Adaptativa

Os erros de referéncia relativos de K (€87 (K7)) em fungao do comprimento da trinca,
obtidos com as estratégias automatizada e adaptativa ao longo dos dez passos de propa-
gagao, sao apresentados na Figura . E possivel observar que a estratégia adaptativa
garante menores erros em todos os passos do processo. Em ambas as estratégias, verifica-
se uma queda de precisao a medida que o tamanho da trinca aumenta. Apesar disso,
ocorre uma reducao subita do erro com a técnica adaptativa em a = 2,0 e a = 3,00,
que correspondem aos passos nos quais o dominio local foi aumentado adaptativamente
(o que sera discutido ainda nesta se¢ao). Tal resultado sugere que a perda de precisao
ao longo do crescimento da trinca estd associada a quantidade de nds enriquecidos com
as funcoes global-local e, também, a relacao entre o tamanho da trinca e o tamanho do

dominio local.

3,4
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)

- Automatizada
—o— Adaptativa

Figura 8.4: Erros de referéncia de K; em funcao do tamanho da trinca (a) obtidos ao longo de

dez passos de propagacao.

Na Figura [8.5] repetem-se os resultados da Figura [8.4] com a inclusdo de uma nova
estratégia, denominada “adaptativa®™. Nessa estratégia, efetua-se o aumento do dominio

local (em fungao do erro estimado no problema global enriquecido), em todos os passos
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da propagacao. Trata-se, portanto, de uma abordagem mais onerosa. Os resultados
obtidos confirmam a hipdtese anterior, mostrando que o aumento do niimero de nés globais
enriquecidos com as fungoes global-local estabiliza o nivel do erro de K; em um patamar

mais baixo.
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Figura 8.5: Erros de referéncia de K; em funcao do tamanho da trinca (a) obtidos ao longo de

dez passos de propagacao, com a inclusao da estratégia Adaptativa™.
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Figura 8.6: Numero de graus de liberdade no problema global enriquecido e no problema local

em fungdo do tamanho a da trinca, considerando as trés estratégias da Figura [8.5
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Figura 8.7: Dominios locais (em azul) gerados a cada passo k na propagacao automatizada.
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Figura 8.8: Dominios locais (em azul) gerados a cada passo k na propagagao adaptativa.
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8.3.3 Correcao do Fator de Intensidade de Tensao

Em simulagoes de propagagao, o estimador orientado ao objetivo (aplicado com sucesso
sobre o problema global enriquecido nos capitulos@e pode ser aplicado sobre o problema
global enriquecido em todos os passos do processo. Na propagacao adaptativa, ja se
considera a aplicacao desse estimador na definicao do critério de parada para os ciclos
global-local do primeiro passo (conforme mencionado na segao . O que se propoe, na
presente secao, € a utilizacao desse estimador para a correcao dos valores de K em todos
os passos de propagacao da trinca.

Na Figura os erros de referéncia relativos de K, ja exibidos na Figura [8.4] sdo
comparados aos erros dos valores corrigidos (K%, conforme a Equacao ) E bas-
tante clara a superioridade dos valores corrigidos, que atingem erros absolutos menores
que 1% em todos os dez passos. Também ¢é interessante observar a proximidade entre as

KO que exibem comportamentos bastante semelhantes nas aborda-

curvas associadas a
gens automatizada e adaptativa. Tal observacao mostra que a correcao dos valores de K
é uma estratégia bastante eficiente nesse tipo de problema e pode, até mesmo, dispensar
o uso de modelos locais mais elaborados. Naturalmente, essa afirmacao ¢é valida quando
o objetivo da analise se limita ao fator de intensidade de tensao. Além disso, o tamanho
e a discretiza¢do do modelo local sdo mais influentes em problemas mais complexos (que
envolvem diferentes modos de abertura ou efeitos tridimensionais, por exemplo). Nesses

casos, é provavel que a estratégia adaptativa, considerando os valores corrigidos, supere

a estratégia automatizada nas mesmas condigoes.
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Figura 8.9: Erros de referéncia de K; e K¢OF em funcio do tamanho da trinca (a) obtidos ao

longo de dez passos de propagacao.
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Capitulo 9

Consideracoes Finais

Conforme se discutiu ao longo deste trabalho, o MEFG8! tem sido aplicado com sucesso,
nas ultimas décadas, em diversas simulacoes da Mecanica da Fratura. A construcao
numérica das fungoes de enriquecimento garante maior generalidade ao método e contorna
certas limitacoes inerentes a formulacao do MEFG.

Apesar da ampla utilizacdo do MEFG#!, no meio académico, em problemas tridimen-
sionais de carater complexo, existe uma lacuna no que se refere ao controle dos erros da
simulagao. No contexto do MEFG, ha uma consideravel gama de trabalhos com diferen-
tes propostas de estimadores de erro a posteriori, conforme descrito na secao Apesar
disso, hd um vasto campo a ser explorado no ambito do MEFG#'.

Nesse sentido, o presente trabalho propos diferentes técnicas para a exploragao desse
nicho e expansiao do MEFG#!.. Foram propostas diferentes aplicacoes de estimadores de
erro nas duas escalas da anédlise (problema local e problema global), considerando medidas
relacionadas & norma energia e ao fator de intensidade de tensao. Através das estratégias
adaptativas desenvolvidas, procurou-se explorar tais medidas de forma ampla e pertinente
em simulacoes da MFLE.

As contribuicoes mais relevantes deste trabalho, na opiniao da autora, sao sintetizadas

a seguir com base nos resultados dos capitulos [j] a

9.1 Sintese das principais contribuicoes

9.1.1 Uso das tensoes recuperadas nas condicoes de contorno de Cauchy

O presente trabalho apresentou uma contribuicao importante para a imposicao das
condicdes de contorno no problema local do MEFG#!. Conforme descrito na secio , 0
uso das tensoes recuperadas — computadas através da técnica ZZ-BD — nas condigoes de
contorno de Cauchy fornece resultados finais precisos. Além disso, tal estratégia garante

uma convergéncia mais rapida da solucao ao longo do processo de ciclos global-local,
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dispensando o uso da zona buffer. A utilizacdo dessa técnica é ainda mais vantajosa

quando se prevé a aplicagao do estimador ZZ-BD no problema global enriquecido.

9.1.2 Estimador de erro para a norma energia no problema global en-
riquecido

Conforme apresentado na secao [5.2 foi proposta a aplicacdo do estimador de erro
2Z-BD (formulado para o MEFG no trabalho de Lins et al. (2019)) no problema global
enriquecido do MEFG#!'. O comportamento do estimador foi avaliado em diferentes con-
figuracoes de modelos locais e, ainda, com a consideracao do enriquecimento global-local
estavel (MEFG-E#!).

Em todos casos analisados, o desempenho do estimador foi positivo. Indices de efetivi-
dade proximos da unidade foram obtidos até mesmo nas configuragoes com maior nivel de
erro. No caso do MEFG-E#!, observaram-se tendéncias semelhantes aquelas obtidas com o
MEFG-E no trabalho de|Lins et al.| (2019)). Além disso, foi possivel verificar caracteristicas
especificas da distribuicao do erro estimado por elemento no problema global enriquecido,
com concentracoes de erro ao longo do comprimento da trinca, conforme apontado na
segao [0.2.2.2] Com base nesses resultados, foi possivel confirmar a validade do estimador
proposto e, finalmente, garantir uma contribuicio importante para o MEFG® e a sua

versao estavel.

9.1.3 Estimador de erro para a norma energia no problema local

Na segao [5.3] foi proposta a aplicacdo do estimador de erro ZZ-BD sobre o problema
local do MEFG#!. Nesse contexto, foi necessario analisar o efeito das duas parcelas de erro
na solugao local (erro das condigoes de contorno e erro da discretizacao). A consideracgao de
tais parcelas no estudo do estimador, de fato, é uma contribuicao importante do presente
trabalho.

Na avaliacao do estimador, indices de efetividade favoraveis foram obtidos nas confi-
guracoes contendo condic¢oes de contorno mais aprimoradas. Quando o erro associado a
essa parcela era mais elevado, por sua vez, a efetividade do estimador foi consideravel-
mente reduzida — refletindo uma caracteristica inerente a abordagem global-local. Ainda
assim, a distribuicao do erro estimado por elemento mostrou a habilidade do estimador
em descrever corretamente o comportamento do problema. Tal conclusao foi especial-
mente importante para a aplicagao de uma estratégia adaptativa sobre o problema local,

avaliada no Capitulo [6]
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9.1.4 Estimador de erro para o fator de intensidade de tensao

No Capitulo [, formulou-se um estimador de erro especialmente concebido para o
fator de intensidade de tensao. O estimador proposto baseou-se na Integral de Interacao,
amplamente utilizada nas aplicacoes do MEFG a problemas da MFLE. Na opiniao da
autora, o desenvolvimento desse estimador representa uma das principais contribuigoes
do presente trabalho.

Inicialmente, o estimador orientado ao objetivo foi formulado para o MEFG como uma
expansao do estimador ZZ-BD. Os resultados obtidos (apresentados na secao foram
bastante favoraveis em diferentes modos de abertura de trinca. Foi possivel confirmar
a precisao do erro estimado em relacao ao erro exato, considerando K; e K, e, ainda,
avaliar o efeito do raio da Integral de Interacao sobre o comportamento do estimador.

Em seguida, a aplicagao do novo estimador foi explorada no problema global enri-
quecido do MEFG®!. O desempenho do estimador foi bastante positivo, em especial, na
abordagem estével do MEFG-E®' (conforme discutido na secao . Exemplos adici-
onais com solucao exata desconhecida também foram avaliados, com maior cautela em
relacao aos indices de efetividade. Nesses exemplos, foi proposta uma correcao do valor
aproximado do fator de intensidade de tensao em funcao do erro estimado. Tal corre-
¢ao se mostrou bastante eficiente e foi novamente explorada na proposta de propagacao

adaptativa (Capitulo [§), conforme serd retomado a seguir.

9.1.5 Estratégias adaptativas para o MEFGS8!

No Capitulo |7, desenvolveram-se técnicas adaptativas para o MEFG® com base nos
estimadores de erro formulados nos capitulos [ e [ff Conforme discutido ao longo do
texto, manteve-se a preocupacgao de controlar os niveis de erro nas duas escalas de analise,
valendo-se da aplicacao de estimadores a posteriori sobre os problemas local e global
enriquecido.

Com o objetivo de aprimorar a descricao da singularidade associada a trinca, foi pro-
posta uma estratégia de adaptatividade-e no problema local (segao . O estimador
Z7-BD (formulado para a norma energia) foi empregado para a selecao adaptativa dos
nos a serem enriquecidos com funcoes de singularidade. No entendimento da autora, é a
primeira vez que essa abordagem, idealizada por Duflot e Bordas (2008) para o MEFG,
é, de fato, implementada. A estratégia proposta, combinada com a execucao dos ciclos
global-local, foi capaz de selecionar regioes de enriquecimento pertinentes e aprimorar a

qualidade dos resultados em relacao a estratégia de enriquecimento minimo. Desse modo,
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evita-se a necessidade de definir previamente o tamanho da regiao a ser enriquecida, dimi-
nuindo a dependéncia em relagao ao usuario do sistema computacional — um dos principais
objetivos desta pesquisa.

Na sequéncia do Capitulo [7], foi proposta uma estratégia adaptativa de selegao do-
minios locais baseada em medidas de erro calculadas no problema global enriquecido.
Através dessa estratégia, é possivel construir problemas locais em regides criticas (com
maior nivel de erro) e, na sequéncia da andlise, garantir o aprimoramento da solugao via
enriquecimento global-local. O dominio local, nesse caso, passa a incluir caracteristicas
particulares do problema analisado e deixa de ser pré-definido pelo analista — atingindo
outro grande objetivo do presente trabalho. Na aplicagao dessa estratégia (segao , foi
constatado um aumento de precisao consideravel em relagao a configuracao de dominio
local topolégico (que pode ser automatizada em qualquer problema e, por esse motivo,
é bastante utilizada nas aplicagoes do MEFG®! a problemas de fratura). A combinacio
entre dominios locais adaptativos e adaptatividade-e permitiu a a obtencao de modelos
locais adaptativos, cujo tamanho e discretizacao sao determinados adaptativamente.

Também ¢é importante ressaltar que todos os resultados do presente trabalho foram
obtidos sem o uso de enriquecimentos polinomiais (tanto no problema global quanto no
local). Além disso, foram utilizadas apenas malhas uniformes nos dois modelos. As
estratégias propostas, portanto, partem de discretizagoes bastante simples e atingem niveis

de erro adequados (especialmente para o fator de intensidade de tensao).

9.1.6 Propagacao adaptativa

Finalmente, o Capitulo [§| apresentou uma proposta de propagacao de trincas adap-
tativa para o MEFG®. A concepcao desse tipo de estratégia é bastante complexa, por
envolver diferentes medidas de erro que se inter-relacionam ao longo do processo. A abor-
dagem apresentada, como visto, constitui uma proposta inicial e abre caminho para o
desenvolvimento de outras estratégias.

Na comparagado com a chamada propagagao automatizada (segao , a proposta
adaptativa garantiu melhores resultados para o fator de intensidade de tensao em todos
os passos do processo. A correcao de K através do erro estimado também se mostrou
bastante eficiente e, conforme discutido na segdo [8.3.3] forneceu étimos resultados até
mesmo em modelos mais pobres. Por esse motivo, reforca-se a afirmacao do estimador

orientado ao objetivo como principal contribuicao deste trabalho.



216

9.2 Propostas de Trabalhos Futuros

Como visto, o presente trabalho apresentou contribuigoes importantes para o desen-
volvimento de estimadores de erro e técnicas adaptativas para o MEFG®'. Apesar disso,
diversos topicos podem ser sugeridos para trabalhos futuros relacionados aos temas desta

tese:

1. Aplicacao de outros estimadores de erro a posteriori, formulados para a norma
energia, sobre os problemas local e global enriquecido. Considera-se valida, por

exemplo, a consideragao do estimador SPRxpg, citado na secao [3.2.1]

2. Avaliacao dos estimadores propostos em malhas nao uniformes construidas com

elementos triangulares.

3. Desenvolvimento de estimadores orientados ao objetivo com base em outros métodos
de extracao, além da Integral de Interacao. Ressalta-se, por exemplo, o Contour

Integral Method (CIM) e o Displacement Correlation Method (DCM).

4. Aplicacao da adaptatividade-e, no problema local, em conjunto com um procedi-
mento do tipo h, com a adaptagao da malha no decorrer da simulacao. Apesar
de mais onerosa, tal estratégia poderia fornecer ganhos consideraveis em problemas

tridimensionais.

5. Expansao das estratégias propostas para problemas tridimensionais da Mecanica da
Fratura, de modo a capturar fendmenos mais complexos e, ainda, mais préximos da
prética de engenharia (como aqueles apresentados em |(O’Hara et al.| (2016)) e|O’Hara,

et al. (2015))).

6. Avaliacao da técnica de propagacao adaptativa em problemas de fadiga, tendo em
vista a aplicacdo da Lei de Paris (Paris e Erdogan) 1963). Através da Lei de Paris,
é possivel calcular a vida em fadiga (definida em termos do nimero de ciclos de
carregamento) a partir do fator de intensidade de tensdo. H&, portanto, um grande
potencial de exploracao do estimador orientado ao objetivo proposto no presente

trabalho.

7. Dado o excelente desempenho do MEFG-E®', considera-se vélida a avaliacio de

outras técnicas estaveis sobre o enriquecimento global-local, além do MEFG-E.
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