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Belo Horizonte

2023



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

                     Fonseca, Gabriela Marinho. 
F676e                 Estimadores de erro a posteriori e estratégias adaptativas para o  
                     método dos elementos finitos generalizados com enriquecimento global-  
                     local aplicado a problemas da mecânica da fratura [recurso eletrônico] /  
                     Gabriela Marinho Fonseca. - 2023. 
                           1 recurso online (201 f. : il., color.) : pdf. 

  
      Orientador: Felício Bruzzi Barros. 
             

                            Tese (doutorado) Universidade Federal de Minas Gerais, 
                       Escola de Engenharia.               
              
                            Bibliografia: f. 191-201. 
                            Exigências do sistema: Adobe Acrobat Reader. 
 

      1. Engenharia de estruturas - Teses. 2. Método dos elementos finitos - 
Teses. 3. Mecânica da fratura - Teses. 4. Métodos numéricos - Teses. 5. 
Métodos de simulação - Teses. I. Barros Felício Bruzzi. II. Universidade 
Federal de Minas Gerais. Escola de Engenharia. III. Título. 

                                                                                                                                                     
                                                                                                                    CDU: 624(043) 
 

           Ficha catalográfica elaborada pela Bibliotecária Roseli Alves de Oliveira CRB/6 2121 
                                           Biblioteca Prof. Mário Werneck, Escola de Engenharia da UFMG 

 



14/08/2023, 09:41 SEI/UFMG - 2439244 - Ata de defesa de Dissertação/Tese

https://sei.ufmg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=2633047&infra_sistema… 1/2

UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS

ATA DA DEFESA DE TESE DE DOUTORADO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS Nº:
93 DA ALUNA GABRIELA MARINHO FONSECA

Às 13:00  horas do dia  12  do mês de maio  de  2023, reuniu-se em ambiente virtual, na Escola de
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Resumo

OMétodo dos Elementos Finitos Generalizados com enriquecimento global-local (MEFGgl)

tem se consolidado, nos últimos anos, como importante ferramenta para a solução de

problemas contendo descontinuidades e/ou singularidades. Sua formulação se baseia na

decomposição da solução em duas escalas de análise: uma escala grosseira (global), bus-

cando representar a parcela suave da solução, e uma escala refinada (local), na qual são

inseridas as particularidades do problema estudado. Apesar dos avanços já alcançados

na aplicação desse método numérico, verificam-se lacunas no que diz respeito ao controle

dos erros da simulação. Nesse sentido, o presente trabalho propõe, pela primeira vez,

estimadores de erro a posteriori e procedimentos adaptativos para o MEFGgl, aplicados a

problemas bidimensionais da Mecânica da Fratura Linear Elástica. Formulam-se medidas

de erro nas duas escalas de análise (problema local e problema global), tendo como base a

norma energia e, ainda, um estimador orientado ao objetivo especialmente concebido para

o fator de intensidade de tensão. Tais medidas são empregadas em procedimentos adap-

tativos com o objetivo de aprimorar a solução aproximada e diminuir a dependência em

relação ao usuário do sistema computacional. As simulações numéricas são desenvolvidas

no sistema INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), um projeto de soft-

ware livre desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade

Federal de Minas Gerais.

Palavras-Chave: método dos elementos finitos generalizados; enriquecimento global-

local; estimador de erro a posteriori ; adaptatividade; mecânica da fratura linear elástica.



Abstract

The Generalized Finite Element Method with global-local enrichments (GFEMgl) has

been consolidated, in recent years, as an important tool for solving problems containing

discontinuities and singularities. The formulation is based on a two-scale decomposition

of the solution: a coarse scale (global), capable of representing the smooth component

of the solution, and a fine scale (local), where the special features of the problem are

inserted. Despite the advances in the application of this numerical method, there is a

lack of studies concerning approximation errors. Therefore, the present work proposes,

for the first time, a posteriori error estimators and adaptive procedures for the GFEMgl,

considering two-dimensional Linear Elastic Fracture Mechanics problems. Error measu-

res are formulated in the two solution scales (local and global problems) based on the

energy norm and, additionally, a goal-oriented error estimator specially designed for the

stress intensity factors. These measures are employed in adaptive procedures to improve

the approximate solution and reduce the dependence on the user of the computational

platform. The numerical simulations are performed in INSANE (INteractive Structural

ANalysis Environment), a free software project developed at the Department of Structural

Engineering of the Federal University of Minas Gerais.

Keywords: generalized finite element method; global-local enrichment; a-posteriori

error estimator; adaptivity; linear elastic fracture mechanics.
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6.16 Índices de efetividade do estimador para os fatores de intensidade de tensão

no problema global enriquecido, considerando a condição de modo misto

(resultados das Tabelas 6.9 e 6.12). A siga NGL representa o número

de graus de liberdade do problema global enriquecido. Eixo x em escala
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Os nós enriquecidos com funções de singularidade são destacados com ćır-
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

7.20 (a) Domı́nio local geométrico (em azul) sobre a Malha 20x20 (em cinza).

(b) Malha local, com nós enriquecidos com as funções de singularidade em

vermelho. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

7.21 Comparação entre os resultados obtidos com os modelos locais geométrico

e adaptativo, considerando medidas relacionadas à norma energia. . . . . 196
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2.3.5 Versão estável . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.4 Estimadores de Erro a posteriori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.4.1 Visão Geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.4.2 Conceitos Básicos das Técnicas de Recuperação . . . . . . . . . . . 52



2.4.3 Estimador ZZ-BD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.4.4 Estimadores de Erro Orientados ao Objetivo . . . . . . . . . . . . . 60

2.5 Adaptatividade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.5.1 Visão Geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.5.2 Processo p aplicado ao MEFG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3 Estado da Arte 68

3.1 Modelagem de Trincas via MEFGgl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.2 Estimadores de Erro a posteriori para o MEFG . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.2.1 Estimadores Baseados em Técnicas de Recuperação . . . . . . . . . 73

3.2.2 Estimadores Residuais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.2.3 Estimadores Orientados ao Objetivo . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.3 Estratégias Adaptativas para o MEFG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4 Metodologia 82

4.1 Contexto de Aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.2 Estimadores de erro para a norma energia no MEFGgl . . . . . . . . . . . . 83

4.2.1 Implementação do estimador ZZ-BD e validação no MEFG . . . . . 83

4.2.2 Formulação e validação do estimador ZZ-BD no problema global

enriquecido do MEFGgl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.2.3 Formulação e validação do estimador ZZ-BD no problema local do

MEFGgl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.3 Estimador para o erro do fator de intensidade de tensão no MEFGgl . . . . 86

4.4 Estratégias adaptativas para o MEFGgl: trincas estáticas . . . . . . . . . . 87

4.4.1 Procedimento Adaptativo para o Problema Local . . . . . . . . . . 87

4.4.2 Procedimento Adaptativo para o Problema Global . . . . . . . . . . 89

4.5 Estratégias adaptativas para o MEFGgl: propagação de trincas . . . . . . . 90

4.6 Apresentação dos exemplos numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.6.1 Problema A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.6.2 Problema B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.6.3 Problema C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.7 Medidas de Erro Adotadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5 Estimadores de Erro para a Norma Energia no MEFGgl 98

5.1 Condições de Contorno no Problema Local: Uso das Tensões Recuperadas 98

5.1.1 Considerações Iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98



5.1.2 Simulações Numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.2 Estimador ZZ-BD no Problema Global Enriquecido do MEFGgl: norma

energia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.2.1 Considerações Iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.2.2 Simulações Numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.3 Estimador ZZ-BD no Problema Local do MEFGgl: norma energia . . . . . 115

5.3.1 Considerações Iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.3.2 Simulações Numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

6 Estimador para o Erro do Fator de Intensidade de Tensão no MEFG e no MEFGgl128

6.1 Formulação do Estimador Orientado ao Objetivo . . . . . . . . . . . . . . 128

6.1.1 Considerações Iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

6.1.2 Integral de Interação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

6.1.3 Formulação do Problema Dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

6.1.4 Obtenção do Erro Estimado para o Fator de Intensidade de Tensão 135

6.2 Validação do estimador no MEFG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.2.1 Considerações Iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.2.2 Simulações Numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

6.3 Validação do estimador no MEFGgl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

6.3.1 Considerações Iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

6.3.2 Simulações Numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

6.4 Aplicação do Estimador no MEFGgl: Exemplos Adicionais . . . . . . . . . 153

6.4.1 Considerações Iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

6.4.2 Problema B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.4.3 Problema C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

7 Estratégias Adaptativas para o MEFGgl 164

7.1 Estratégia Adaptativa para o Erro da Discretização no Problema Local . . 164

7.1.1 Considerações Iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

7.1.2 Descrição da estratégia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

7.1.3 Simulações Numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

7.2 Estratégia Adaptativa para a Seleção de Domı́nios Locais . . . . . . . . . . 181

7.2.1 Considerações Iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

7.2.2 Descrição da estratégia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

7.2.3 Combinação com a adaptatividade-e . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

7.2.4 Simulações Numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185



SUMÁRIO
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Motivações

Componentes estruturais com a presença de trincas são frequentemente encontrados

em diversas aplicações de engenharia. Em tais elementos, danos microscópicos podem

surgir no material, inicialmente na forma de pequenos defeitos. Em determinadas condi-

ções, o dano acumulado pode evoluir para uma trinca ou outro defeito macroscópico capaz

de levar à falha do componente. O fenômeno de propagação de trincas é um dos princi-

pais temas da Mecânica da Fratura e, no contexto de um projeto estrutural adequado,

demanda a adoção de métodos numéricos apropriados.

No atual cenário da Mecânica Computacional, o Método dos Elementos Finitos Gene-

ralizados (MEFG) 1 (Duarte et al., 2000; Strouboulis et al., 2000) tem se consolidado como

importante ferramenta para a solução de problemas de fratura. Apesar de não ser consi-

derado um método sem malha, o MEFG compartilha com essas formulações a construção

de uma aproximação que busca minimizar a dependência em relação à malha de elemen-

tos finitos. Isso é feito através do enriquecimento da aproximação original com funções

especiais (funções enriquecedoras) previamente determinadas, com o objetivo de capturar

fenômenos particulares do problema analisado. Tal estratégia permite, por exemplo, a

modelagem de trincas não conformes à malha, tornando posśıvel o uso de discretizações

mais grosseiras em relação ao que se exige no tradicional Método dos Elementos Finitos

(MEF).

1O MEFG e o Método dos Elementos Finitos Estendido (MEFX) (do inglês, Extended Finite Element
Method (XFEM )) são tratados neste texto como métodos equivalentes, conforme Belytschko et al. (2009).



28

Apesar de promover avanços significativos em simulações de propagação de trincas,

algumas limitações na formulação do MEFG podem dificultar a sua utilização. Uma

delas é o uso de funções enriquecedoras expressas analiticamente (funções descont́ınuas

e de singularidade), que podem ser incapazes de fornecer resultados precisos em malhas

relativamente grosseiras, especialmente em problemas tridimensionais (Kim et al., 2009).

Nesse caso, um refinamento local da malha pode ser demandado – de maneira semelhante

ao MEF – contrapondo-se às vantagens da estratégia de enriquecimento. Em simulações

de propagação, isso implica na definição de uma malha refinada “o suficiente” ao longo de

uma região, possivelmente extensa, na qual o analista espera que a trinca se propague.

Tais limitações motivaram o desenvolvimento do chamado Método dos Elementos Finitos

Generalizados com enriquecimento global-local (MEFGgl) (Duarte e Babuška, 2005), que

utiliza funções enriquecedoras numericamente obtidas da solução de um problema de

valor de contorno local, constrúıdo apenas na região de interesse do problema em questão.

Esse problema local recebe como condições de contorno a solução do modelo global (que

abrange todo o domı́nio do problema), em termos de tensões e/ou deslocamentos.

A abordagem do MEFGgl é bastante vantajosa em problemas da Mecânica da Fra-

tura. A representação direta das trincas pode ser feita apenas no modelo local, sem exigir

nenhuma modificação na malha global. A construção numérica das funções de enriqueci-

mento – espećıficas para o problema analisado – classifica o MEFGgl como uma forma mais

geral do MEFG, além de lhe conferir uma natureza multi-escala2, capaz modelar fenôme-

nos que sejam significativamente menores do que o tamanho dos elementos empregados

na simulação (O’Hara et al., 2016).

Aplicações do MEFGgl a exemplos de propagação de trincas podem ser encontradas em

Pereira et al. (2011), O’Hara et al. (2016) e O’Hara et al. (2015). Ainda que os resultados

sejam bastante relevantes, em especial para o cálculo do fator de intensidade de tensão –

medida que caracteriza completamente as condições na ponta da trinca, assumindo papel

central em simulações de propagação de trincas na Mecânica da Fratura Linear Elástica

(MFLE)– é posśıvel identificar problemas ainda não solucionados no método, em especial

2O termo multi-escala é adotado aqui para identificar diferentes ńıveis de discretização, sem abranger
aspectos micromecânicos do material.
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no que diz respeito ao controle dos erros da simulação.

Conforme apresentado por Gupta, Kim e Duarte (2012), o erro da aproximação no

problema global é limitado pelo erro da solução do problema local. Isso faz com que

a qualidade desta solução seja decisiva para a resposta final do MEFGgl. Nesse mesmo

trabalho, os autores desenvolvem uma estimativa de erro a priori para o problema lo-

cal, mostrando a atuação de duas componentes de erro distintas: uma delas se refere ao

erro da discretização e a outra compreende o efeito das condições de contorno inexatas,

provenientes do problema global. A primeira pode ser controlada pelo refinamento da ma-

lha ou pela adição de funções de enriquecimento previamente definidas (como polinômios

ou funções de singularidade). A segunda, por sua vez, exige modificações no tamanho

do domı́nio local ou a utilização de uma estratégia iterativa. Apesar de comprovarem a

influência desses fatores sobre a precisão dos resultados, as estimativas de erro a priori

são incapazes de determinar valores “ótimos” para o tamanho e/ou discretização do mo-

delo local, deixando tais escolhas a cargo da experiência do analista, ou mesmo de uma

sequência de testes preliminares. Para mitigar essas limitações e, mais ainda, certificar a

qualidade da solução aproximada, torna-se necessária a introdução de estimativas a pos-

teriori : medidas de erro baseadas em informações extráıdas da própria solução (Barros,

2002).

1.2 A Tese

O presente trabalho propõe, pela primeira vez, o uso de estimadores de erro a poste-

riori no MEFGgl, com o objetivo de avaliar e controlar medidas de erro nas duas escalas

de análise: problema local e problema global. O estudo é iniciado, naturalmente, com

medidas de erro relacionadas à norma energia, valendo-se de um estimador baseado em

técnicas de recuperação – derivado da proposta original de Zienkiewicz e Zhu (1987).

Tendo em vista a já mencionada relevância do fator de intensidade de tensão em

problemas da MFLE, formula-se, neste trabalho, um estimador de erro especialmente

concebido para tal medida. Esse estimador (dito “orientado ao objetivo”) é validado,
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inicialmente, para o MEFG e, em seguida, estendido para o problema global enriquecido

do MEFGgl. As estimativas de erro para o fator de intensidade de tensão recebem grande

enfoque no texto que se segue, uma vez que representam uma importante contribuição

para futuras aplicações do MEFGgl.

Dada a disponibilidade de um estimador de erro orientado ao objetivo, além das já

mencionadas estimativas baseadas na norma energia, desenvolveu-se no âmbito desta in-

vestigação uma estratégia adaptativa para o MEFGgl. Tal estratégia é empregada nas es-

calas local e global, buscando o aprimoramento mútuo da aproximação nesses dois ńıveis.

Procura-se mostrar, ao longo do texto, como as técnicas adaptativas podem contribuir

para o sucesso da análise e também para a diminuição da dependência em relação ao

usuário da plataforma computacional.

Finalmente, após um estudo das estratégias adaptativas em problemas contendo trin-

cas estáticas, propõe-se a sua aplicação em um processo incremental de propagação, vi-

sando posicionar as técnicas propostas em um contexto mais amplo. Conforme será discu-

tido no Caṕıtulo 8, a abordagem desenvolvida não se conclui em si mesma e representa um

primeiro avanço na obtenção de um MEFGgl adaptativo e computacionalmente eficiente.

Este trabalho foi desenvolvido no sistema computacional INSANE (IN teractive S tructural

AN alysis Environment), um software livre desenvolvido no Departamento de Engenharia

de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais (Fonseca e Pitangueira, 2007).

Esse sistema dispõe, atualmente, de recursos diversos para análise estrutural, incluindo

aplicações espećıficas para o MEFG e o MEFGgl. As implementações desenvolvidas nesta

pesquisa expandiram o núcleo numérico do INSANE, incorporando estimadores de erro a

posteriori e estratégias adaptativas que poderão, futuramente, contribuir para a evolução

de outras pesquisas envolvendo o MEFGgl e, ainda, outros métodos numéricos de análise

estrutural.
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1.3 Justificativa

Conforme discutido na seção 1.1, a estratégia do MEFGgl é bastante vantajosa para

problemas da Mecânica da Fratura. A representação de trincas no modelo local evita a

necessidade de remalhamento/refinamento excessivo no problema global, garantindo maior

flexibilidade em relação à abordagem padrão do MEFG. Além disso, diversas publicações

(com destaque para os trabalhos de O’Hara et al. (2015) e O’Hara et al. (2016)) confirmam

a capacidade do enriquecimento global-local de incorporar descontinuidades no domı́nio

global do problema analisado.

Apesar da consolidação do MEFGgl, no meio acadêmico, como ferramenta eficaz para

a modelagem da propagação de trincas, observa-se uma lacuna no que se refere ao uso

de estimadores de erro a posteriori neste método. Com a introdução desses estimadores,

torna-se posśıvel contornar limitações como o erro das condições de contorno impostas no

modelo local, a determinação do tamanho do problema local e, ainda, a própria discreti-

zação desse modelo, conforme se propõe no presente trabalho.

O controle dos erros da simulação, de fato, é essencial para qualquer método numérico.

No caso do MEFGgl, isso é especialmente evidente no modelo local, onde atuam compo-

nentes de erro de diferentes naturezas (conforme será exposto na seção 2.3.4). Além disso,

o problema global, em geral, é modelado com uma malha pouco refinada, estando sujeito

a elevados ńıveis de erro. Logo, a concepção de estimadores de erro e de procedimentos

adaptativos deve, preferencialmente, envolver as duas escalas de análise.

Em simulações de propagação de trincas – exploradas, com êxito, em diversos traba-

lhos do MEFGgl – exige-se grande precisão para o fator de intensidade de tensão. Em

problemas de fadiga, em especial, tal parâmetro é parte fundamental da previsão da vida

em fadiga (através de equações como a Lei de Paris (Paris e Erdogan, 1963)), tornando-se

essencial no projeto de componentes estruturais submetidos a solicitações ćıclicas. Nesse

contexto, a disponibilidade de estimadores especialmente formulados para o erro do fator

de intensidade de tensão torna o método numérico bastante atrativo.

Por meio dos estimadores de erro e dos procedimentos adaptativos aqui propostos,
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pretende-se contribuir para o desenvolvimento do MEFGgl, tornando sua aplicação ainda

mais vantajosa em problemas da MFLE. Até o presente momento, não se tem not́ıcia da

utilização de estimadores de erro a posteriori nesse método numérico, sendo conhecidas

apenas estimativas a priori (como a de Gupta, Kim e Duarte (2012)). Diante desse fato e

do que já foi exposto, é válido julgar que a pesquisa proposta é relevante e as estratégias

adotadas são originais.

1.4 Objetivos

Tendo em vista as premissas discutidas nas seções 1.1-1.3, esta tese objetiva o desen-

volvimento de estimadores de erro a posteriori e técnicas adaptativas para o MEFGgl.

Delimita-se a aplicação das estratégias propostas a problemas bidimensionais da MFLE,

vislumbrando, futuramente, uma expansão para problemas tridimensionais. Através dos

estimadores de erro desenvolvidos e, em especial, da técnica orientada ao objetivo, almeja-

se garantir resultados precisos para o fator de intensidade de tensão e contornar algumas

limitações identificadas no MEFGgl. As propostas adaptativas permitem, ainda, uma

redução substancial da interferência do usuário do sistema computacional.

1.5 Organização do Texto

Seguindo este caṕıtulo introdutório, apresentam-se, no Caṕıtulo 2, fundamentos teó-

ricos pertinentes ao tema deste trabalho. Discutem-se as formulações do MEFG e do

MEFGgl, assim como o embasamento teórico dos estimadores de erro utilizados.

No Caṕıtulo 3, é feita uma revisão da literatura contendo um apanhado histórico e o

registro de referências relevantes. São discutidos os trabalhos que abordam a propagação

de trincas pelo MEFGgl e seus respectivos avanços. Em seguida, apresenta-se uma descri-

ção dos estimadores de erro a posteriori e das técnicas adaptativas já desenvolvidas para

o MEFG.

A metodologia da pesquisa é apresentada no Caṕıtulo 4, no qual se busca introduzir o

leitor às etapas de desenvolvimento do trabalho, servindo de preparação para os caṕıtulos
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que o sucedem.

No Caṕıtulo 5, apresentam-se a formulação e a validação dos estimadores de erro

para a norma energia propostos para o MEFGgl. Aspectos da aplicação do estimador nos

problemas global e local são expostos, juntamente com os resultados de diversas simulações

numéricas.

Em seguida, no Caṕıtulo 6, a formulação do estimador orientado ao objetivo é des-

crita para as abordagens do MEFG e do MEFGgl. A aplicação desse novo estimador

sobre o problema global enriquecido do MEFGgl é avaliada em três exemplos numéricos,

considerando diferentes modos de abertura de trinca.

No Caṕıtulo 7, discutem-se as estratégias adaptativas propostas para o MEFGgl.

Apresenta-se, inicialmente, uma proposta para a discretização do modelo local e, em

seguida, uma estratégia para a determinação do seu tamanho.

No Caṕıtulo 8, as estratégias adaptativas são expandidas para um exemplo de propaga-

ção de trincas. Através desse exemplo, busca-se avaliar as particularidades das simulações

de propagação e a viabilidade das estratégias propostas.

Finalmente, no Caṕıtulo 9, são sintetizadas as considerações finais deste trabalho e

apontadas sugestões para a continuidade da pesquisa.

No que diz respeito à notação, matrizes e vetores são denotados, respectivamente, por

letras maiúsculas (AAA) e minúsculas (fff) em negrito. Escalares, por sua vez, são representa-

dos por letras minúsculas simples (e). Espaços vetoriais são indicados por letras cursivas

maiúsculas (H). Demais notações serão oportunamente definidas.
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Caṕıtulo 2

Fundamentação Teórica

Neste caṕıtulo, apresentam-se os principais conceitos pertinentes ao

tema deste trabalho. Inicialmente, na seção 2.1, apresenta-se a formu-

lação do Problema de Valor de Contorno da elasticidade linear elástica.

Na sequência, na seção 2.2, a formulação do MEFG é apresentada. As-

pectos da abordagem global-local são registrados na seção 2.3. Quanto

ao estudo do erro, abordam-se os estimadores a posteriori na seção 2.4.

Finalmente, a seção 2.5 se dedica ao tema da adaptatividade.

2.1 Formulação do Problema de Valor de Contorno

Esta seção registra algumas definições importantes para a sequência do texto, em

especial para a formulação dos métodos numéricos e para o estudo do erro. Apresenta-se

o problema bidimensional governado pelas equações da elasticidade linear elástica, para

o qual se aplicam as propostas deste trabalho.

2.1.1 Equações de Equiĺıbrio e Forma Variacional

Para um domı́nio bidimensional Ω = Ω∪ ∂Ω, deseja-se encontrar o campo de desloca-

mentos u que satisfaz o seguinte Problema de Valor de Contorno (PVC), sem forças de

volume (por simplificação):
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
∇TΣ = 0 em Ω

u = 0 em ∂ΩD (homogênea por simplificação)

Σn = t̄ em ∂ΩN

(2.1)

sendo:

– Σ o tensor de tensões de Cauchy;

– ∂ΩD e ∂ΩN os contornos de Dirichlet e de Neumann, respectivamente;

– n o vetor unitário normal à ∂ΩN ;

– t̄ o vetor de tensões de superf́ıcies prescritas.

A Equação (2.1) define a chamada forma forte do problema, cuja forma variacional

associada pode ser representada pelo PVC a seguir:

Encontre u ∈ V tal que:

B(u,v) = l(v), ∀v ∈ V (2.2)

na qual V é um espaço de funções – contido no espaço de Hilbert H1(Ω) – que atende às

condições de contorno de Dirichlet homogêneas:

V = {v ∈ H1(Ω) : v = 000 em ∂ΩD} (2.3)

e B e l representam as formas bilinear e linear, respectivamente:

B(u,v) =

∫
Ω

ε(v)Tσ(u) dx (2.4)

l(v) =

∫
∂ΩN

vT t̄ ds (2.5)

sendo as tensões e deformações representadas por σ = {σxx, σyy, σxy}T e ε = {εxx, εyy, εxy}T ,

respectivamente, utilizando a notação de Voigt.
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Considerando um meio linear elástico, a relação constitutiva é dada pela Lei de Hooke

generalizada:

σ = Cε (2.6)

na qual C é a matriz de propriedades constitutivas elásticas.

A relação entre deformações e deslocamentos, por sua vez, é dada por:

ε = Lu, L =


∂/∂x 0

0 ∂/∂y

∂/∂y ∂/∂x

 (2.7)

Ressalta-se, ainda, uma importante medida relacionada à forma bilinear, conhecida

como norma energia:

∥w∥ε(Ω)
def
=
√
B(w,w), ∀w ∈ H1(Ω) (2.8)

2.1.2 Solução Aproximada

Utilizando o procedimento de Galerkin, busca-se uma solução aproximada ũ para o

problema (2.2) em sub-espaços Ṽ de dimensão finita, de tal maneira que Ṽ ⊂ V (Barros,

2002). Desse modo, a forma variacional passa a ser escrita como:

Encontre ũ ∈ Ṽ tal que:

B(ũ, ṽ) = l(ṽ), ∀ ṽ ∈ Ṽ (2.9)

O espaço Ṽ é gerado pelas funções de forma do método numérico utilizado, correspon-

dendo, portanto, ao espaço de discretização.

Considerando a aproximação do problema (2.9), define-se o erro da solução numérica

como a diferença entre a solução exata e a solução aproximada:

e = u− ũ (2.10)

Outro conceito importante se refere ao reśıduo da aproximação. Substituindo a solução

exata u = ũ+ e no PVC (2.2), obtém-se:
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B(ũ+ e,v) = l(v), ∀v ∈ V (2.11)

Denotando R como o reśıduo, chega-se a um novo PVC:

B(e,v) = R(v), ∀v ∈ V (2.12)

com:

R(v) = l(v)−B(ũ,v), ∀v ∈ V (2.13)

O reśıduo, portanto, depende dos dados do problema analisado e da solução aproxi-

mada ũ. Em Oden e Prudhomme (2001), o reśıduo é interpretado como a fonte do erro

da solução, pois define os dados excitantes do PVC do erro em (2.12).

2.2 Método dos Elementos Finitos Generalizados

Esta seção apresenta um breve histórico do MEFG, com o registro de alguns trabalhos

que deram origem ao método. Em seguida, apresenta-se a sua formulação.

2.2.1 Histórico

De acordo com Duarte et al. (2000), o MEFG foi proposto de maneira independente

por:

� Babuška e colaboradores (Babuška et al., 1994; Babuška e Melenk, 1997; Melenk e

Babuška, 1996), sob a denominação de “Método dos Elementos Finitos Especiais” e

“Método da Partição da Unidade”.

� Duarte e Oden (1995) na proposta do “Método das Nuvens-hp”.

Conforme consta em Barros (2002), a denominação atual de “Método dos Elementos

Finitos Generalizados” surgiu no trabalho de Melenk (1995).

É igualmente importante registrar, além dos trabalhos precursores do MEFG, os pri-

meiros trabalhos do Método dos Elementos Finitos Estendido (MEFX), de Belytschko e
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Black (1999) e Moes et al. (1999). Assim como o MEFG, o MEFX busca manter em sua

formulação a mesma base que existe no MEF convencional. Apesar disso, uma caracteŕıs-

tica que distingue o MEFX dos trabalhos iniciais do MEFG é o enriquecimento de apenas

uma parte do domı́nio, idealizado para problemas da Mecânica da Fratura (Belytschko

et al., 2009). Ainda segundo Belytschko et al. (2009), a distinção entre o MEFG e o

MEFX tornou-se bastante confusa, mas é posśıvel tratá-los, atualmente, como métodos

numéricos equivalentes.

2.2.2 Formulação

A estratégia fundamental do MEFG consiste no enriquecimento da Partição da Uni-

dade (PU) com funções especiais previamente determinadas, escolhidas de acordo com

o comportamento esperado para o problema em análise. Como Partição da Unidade,

entende-se um conjunto de funções que somam a unidade em cada um dos pontos de um

domı́nio Ω 1.

No caso do MEFG, a PU é constrúıda da maneira mais simples posśıvel: utilizando

as funções de forma de elementos finitos convencionais, como as funções de Lagrange

(Strouboulis et al., 2000). O termo nuvem (ωα) também é um conceito essencial na

formulação, representando o conjunto de elementos finitos que compartilham um mesmo

nó α.

O conjunto de funções enriquecedoras é definido como:

Iα
def
= {Lα1, Lα2, ..., Lαqα} = {Lαi}qαi=1 com Lα1 = 1 (2.14)

sendo um conjunto linearmente independente constitúıdo por um número qα de funções

Lαi, definidas para cada nó α. Tais funções devem representar adequadamente a solu-

ção sobre a nuvem a elas associada, podendo ser polinomiais ou não (Barros, 2002). A

capacidade de inserir funções não-polinomiais na aproximação é, precisamente, a grande

1A definição de Partição da Unidade exige, rigorosamente, que o conjunto de funções verifique outras
condições além da que foi citada (Oden e Reddy (1976). Apesar disso, segundo Barros (2002), esta
é a caracteŕıstica mais importante para as interpretações do MEFG, o que permite o relaxamento de
propriedades mais restritivas.
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vantagem do MEFG em relação ao MEF.

Valendo-se dos conceitos de PU, nuvem e funções de enriquecimento, é posśıvel cons-

truir as funções de forma do MEFG. O espaço de aproximação é ampliado através da

multiplicação da função de forma original de cada nó pelo respectivo conjunto de funções

enriquecedoras, definindo, de tal maneira, as funções de forma do método:

{ϕαi}qαi=1 = Nα{Lαi}qαi=1 (sem somatório em α) (2.15)

na qual Nα representa a função de forma original (PU) do nó α.

Finalmente, é posśıvel definir uma aproximação global genérica ũ(xxx) do MEFG por

meio da seguinte combinação linear:

ũ(xxx) =
NN∑
α=1

Nα(xxx)

{
uα +

qα∑
i=2

Lαi(xxx)bαi

}
(2.16)

na qual NN representa o número total de nós do modelo e uα e bαi são parâmetros nodais

associados a cada componente Nα do MEF e NαLαi do MEFG, respectivamente.

2.2.3 Estimativa de erro a priori

O trabalho de Babuška et al. (2004) estabelece a seguinte estimativa de erro a priori

para o MEFG:

∥u− ũ∥ε(Ω) ≤ C

(
NN∑
α=1

inf
Lαi∈Xα

∥u− Lαi∥2ε(ωα)

)1/2

(2.17)

na qual C é uma constante, NN o número total de nós do modelo e Xα o espaço de

aproximação local associado a cada nuvem ωα, podendo ser definido como:

Xα = span
{
Lαi, 1 ≤ i ≤ qα, Lαi ∈ H1(ωα)

}
(2.18)

A Equação (2.17) pode ser interpretada da seguinte maneira: se existirem funções

Lαi que aproximem bem a solução exata u sobre cada nuvem a elas associadas, então a

solução do MEFG (ũ) aproximará bem a solução exata sobre o domı́nio Ω. Tal conclusão
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reforça a necessidade de se utilizarem informações dispońıveis sobre o comportamento da

solução exata para a correta definição das funções de enriquecimento.

2.2.4 Funções de enriquecimento para a representação de trincas

A formulação do MEFG permite que trincas sejam representadas por diferentes combi-

nações de funções enriquecedoras. A introdução de uma descontinuidade forte no domı́nio,

ou seja, um salto no campo de deslocamentos, pode ser feita através da função de Heavi-

side (Moes et al., 1999):

H(x) =

1 ∀ ξ > 0

0, ∀ ξ < 0
(2.19)

na qual ξ representa a posição em relação à descontinuidade assumida em ξ = 0.

Para descrever a singularidade existente nas vizinhanças da ponta da trinca, é posśıvel

utilizar funções baseadas na solução assintótica da elasticidade para o campo de desloca-

mentos, considerando os modos I e II de abertura (podendo ser encontradas, por exemplo,

em Szabo e Babuska (1991)). Os trabalhos de Oden e Duarte (1996) e Belytschko e Black

(1999) propõem diferentes conjuntos de funções enriquecedoras, sendo apresentada, a se-

guir, a proposta de Oden e Duarte (1996):

{Lx} =

√
r

2G

{
[(κ− 1/2) cos θ/2− 1/2 cos 3θ/2], [(κ+ 3/2) sin θ/2 + 1/2 sin 3θ/2]

}
{Ly} =

√
r

2G

{
[(κ+ 1/2) sin θ/2− 1/2 sin 3θ/2], [−(κ− 3/2) cos θ/2− 1/2 cos 3θ/2]

}
(2.20)

sendo:

– Lx e Ly as funções empregadas nas direções x e y, respectivamente, ilustradas na

Figura 2.1. Em cada vetor, o primeiro elemento é associado ao modo I e o segundo

elemento ao modo II de abertura de trinca;

– G o módulo de elasticidade transversal;
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– κ = (3− 4ν) para estado plano de deformação e (3−ν)
1+ν

para estado plano de tensão,

sendo ν o coeficiente de Poisson;

– r e θ coordenadas polares com origem na ponta da trinca (Figura 2.1).

Figura 2.1: Sistema de coordenadas associado às funções de singularidade (Equação (2.20)), com

a trinca representada em vermelho.

Na sequência do texto, as funções de Oden e Duarte (1996) serão identificadas como

funções de singularidade. 2

2.2.5 Estratégia Estável

O Método dos Elementos Finitos Generalizados Estável (MEFG-E) foi proposto ini-

cialmente por Babuška e Banerjee (2012), restrito a problemas unidimensionais. Em

seguida, Gupta, Duarte, Babuška e Banerjee (2013) e Gupta et al. (2015) apresentaram a

expansão dessa abordagem para problemas bi e tridimensionais da Mecânica da Fratura,

respectivamente.

A técnica do MEFG-E consiste em subtrair da função enriquecedora do MEFG o

seu interpolante de elementos finitos. Essa abordagem foi concebida, inicialmente, para

contornar um problema bastante conhecido do MEFG: o mau condicionamento do sistema

de equações. De acordo com Gupta, Duarte, Babuška e Banerjee (2013), a modificação

2A denominação “funções de singularidade” é utilizada, no presente texto, para identificar funções
cujas derivadas são singulares em r = 0, considerando o sistema de coordenadas da Equação (2.20).
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proposta contribui para a redução do número de condicionamento da matriz de rigidez,

que passa a apresentar valores da mesma ordem de grandeza daqueles obtidos com o MEF.

Adicionalmente, o MEFG-E lida com outra limitação importante do MEFG, relaci-

onada aos elementos de mistura: elementos parcialmente enriquecidos, resultantes da

aplicação do enriquecimento em regiões espećıficas do domı́nio. Conforme apresentado,

inicialmente, em Chessa et al. (2003), o erro nesses elementos pode ser maior do que nos

demais elementos da malha, o que compromete as taxas de convergência da solução.

Segundo Gupta, Duarte, Babuška e Banerjee (2013), a técnica do MEFG-E se baseia

na seguinte modificação local das funções enriquecedoras padrão (Lαi) do MEFG:

L̃αi = Lαi − Iωα(Lαi) (2.21)

na qual Iωα(Lαi) é a função interpolante, definida como:

Iωα(Lαi)(xxx) =
n∑

k=1

Nk(xxx)Lαi(xxxk) (2.22)

sendo:

– xxxk as coordenadas do nó k do elemento que contém o ponto de cálculo xxx;

– n o número de pontos nodais do elemento que contém o ponto de cálculo xxx;

– Lαi(xxxk) a função enriquecedora original do MEFG (Equação (2.14)).

A modificação imposta na Equação (2.21) consiste na eliminação dos termos redun-

dantes que já apareciam na PU, subtraindo das funções enriquecedoras as suas projeções

no espaço daquela (Oliveira, 2018). Valendo-se do enriquecimento modificado, as funções

de forma do MEFG-E são constrúıdas de maneira análoga às do MEFG:

{ϕ̃αi}qαi=1 = Nα {L̃αi}qαi=1 (sem somatório em α) (2.23)
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2.3 Método dos Elementos Finitos Generalizados com En-

riquecimento Global-local

Esta seção apresenta o MEFGgl, principal estratégia numérica deste trabalho. Após

uma breve contextualização do método, registra-se a sua formulação. Destaque é dado,

também, para a estimativa de erro a priori de Gupta, Kim e Duarte (2012).

2.3.1 Contextualização

Conforme apresentado no caṕıtulo introdutório deste trabalho, o uso de funções enri-

quecedoras previamente determinadas representa uma importante limitação na abordagem

do MEFG, seja por exigir um conhecimento antecipado da solução do problema ou por

demandar certo grau de refinamento da malha. É nesse contexto que surge a proposta do

MEFGgl, apresentada inicialmente em Duarte e Babuška (2005).

O MEFGgl combina o conceito clássico da técnica global-local aplicada ao MEF (Noor,

1986) com o enriquecimento da Partição da Unidade caracteŕıstico do MEFG. Do ponto

de vista teórico, o método se baseia na decomposição da solução em duas escalas: uma

escala grosseira (global), que representa a parcela suave da solução, e uma escala refinada

(local), responsável por descrever fenômenos localizados. Emprega-se o enriquecimento

da PU para incorporar a aproximação local ao espaço de solução global, garantindo, ao

mesmo tempo, um espaço de solução C0 (Kim et al., 2009).

A solução do MEFGgl é dividida em três etapas, ilustradas na Figura 2.2:

1. Primeiramente, obtém-se a solução do problema global inicial. Nesta etapa, adota-se

uma discretização grosseira em todo o domı́nio.

2. Define-se um problema local abrangendo a região que contém o fenômeno de interesse

(no caso da Figura 2.2, uma trinca). Sobre o contorno do domı́nio local, impõe-se a

solução da primeira etapa na forma de condições de contorno.

3. Resolve-se novamente o problema global, desta vez utilizando funções enriquecedoras
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numericamente constrúıdas a partir da solução do problema local. Por esse motivo,

tal problema passa a ser chamado de problema global enriquecido.

Condições
de contorno

Enriquecimento

Figura 2.2: Estratégia do MEFGgl para um problema da Mecânica da Fratura. Os nós enri-

quecidos com a solução do problema local são destacados em amarelo. A presença da trinca no

problema global inicial é meramente ilustrativa.

2.3.2 Formulação

As formulações das três etapas do MEFGgl podem ser encontradas em Duarte e Kim

(2008) e Kim et al. (2009), considerando um problema t́ıpico da elasticidade linear elástica.

A solução do problema global inicial, identificada aqui como ũ0
G, é obtida via MEF ou

MEFG – neste último, considerando a inclusão de enriquecimentos polinomiais no modelo

global, por exemplo. Nesta etapa, a formulação se define conforme a seção 2.1.

No problema local, a formulação é modificada pela imposição de condições de contorno

advindas de ũ0
G. Considerando um domı́nio local ΩL, a aproximação ũL é a solução do

seguinte problema:

Encontre ũL ∈ ṼL(ΩL) ⊂ H1(ΩL) ∀ ṽL ∈ ṼL(ΩL)
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∫
ΩL

ε(ṽL)
T σ(ũL) dx+ κ

∫
∂ΩL\(∂ΩL∩∂ΩG)

ṽT
L ũL ds =∫

∂ΩL∩∂ΩN
G

ṽT
L t̄ ds+

∫
∂ΩL\(∂ΩL∩∂ΩG)

ṽT
L (t(ũ0

G) + κ ũ0
G) ds

(2.24)

sendo:

– ∂ΩG e ∂ΩL os contornos dos problemas global e local, respectivamente;

– ∂ΩN
G o contorno de Neumann do problema global;

– t̄ as tensões de superf́ıcie prescritas no problema global;

– t(ũ0
G) as tensões de superf́ıcie obtidas no problema global;

– κ o parâmetro de rigidez para a imposição das condições de contorno;

– ṼL(ΩL) o espaço de discretização do modelo local, constrúıdo com as funções de

forma do MEFG.

Segundo Kim et al. (2009), é posśıvel definir as condições de contorno a serem impostas

no domı́nio local – provenientes de ũ0
G – a partir do parâmetro de rigidez κ. Diferentes

ordens de grandeza são necessárias para a imposição de tensões, deslocamentos ou am-

bos (condições de contorno de Neumann, Dirichlet ou Cauchy, respectivamente). Mais

detalhes podem ser encontrados no referido trabalho.

Para o problema global enriquecido, a formulação é a mesma do problema global

inicial, exceto pelo enriquecimento da Partição da Unidade com funções provenientes da

solução local. Nesta etapa, procura-se representar a peculiaridade do problema através

de ũL, que define uma i-ésima função de forma (Equação (2.15)) dada por:

ϕαi = Nα ũLi
(2.25)

sendo Nα a PU utilizada no problema global. As componentes cartesianas de ũL (ũLi
,

na Equação (2.25)) são adicionadas ao espaço de aproximação local Xα (Equação 2.18).

Tais funções são utilizadas em nós α da malha global cuja nuvem (ωα) esteja contida no

domı́nio local ΩL.
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É importante ressaltar que o problema global enriquecido utiliza a mesma malha ado-

tada no problema global inicial. Para problemas bidimensionais, as funções de enriqueci-

mento global-local adicionam apenas dois graus de liberdade a cada nó global enriquecido,

independentemente do ńıvel de refinamento existente no problema local. Isso permite que

malhas bastante refinadas sejam utilizadas no domı́nio local – capazes de descrever ade-

quadamente o fenômeno de interesse – sem aumentar significativamente o tamanho do

problema na terceira etapa da solução (Kim et al., 2009).

2.3.3 Ciclos Global-local

A técnica de ciclos global-local (ou iterações global-local), inicialmente apresentada no

trabalho de O’Hara et al. (2009), propõe a execução de um passo adicional na análise do

MEFGgl: adota-se a solução do problema global enriquecido como condições de contorno

em uma nova análise do problema local. Em seguida, repete-se a sequência tradicional

do método, com a construção numérica das funções de enriquecimento para o espaço de

aproximação global.

O trabalho de Gupta, Kim e Duarte (2012) expande essa estratégia para problemas da

Mecânica da Fratura, sugerindo a execução de iterações até que se atinja uma tolerância

pré-especificada para alguma grandeza de interesse. Neste caso, as condições de contorno

para o problema local do ciclo t+1 são obtidas da solução do problema global enriquecido

do ciclo t, conforme mostra a Figura 2.3.

Desse modo, a estratégia de ciclos visa reduzir o erro associado às condições de contorno

inexatas que são impostas no problema local, uma vez que a solução do problema global

inicial pode apresentar erros excessivos mesmo em regiões mais distantes da ponta da

trinca. A análise desse efeito a partir de uma estimativa de erro a priori para o problema

local, proposta no mesmo trabalho de Gupta, Kim e Duarte (2012), é discutida a seguir.

2.3.4 Estimativa de Erro a priori para o Problema Local

Em Gupta, Kim e Duarte (2012), apresenta-se uma estimativa de erro a priori para o

problema local, considerando o efeito das condições de contorno inexatas provenientes do
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Figura 2.3: Ilustração da estratégia de ciclos global-local para um problema da Mecânica da

Fratura.

problema global. Para isso, os autores recorrem à estimativa a priori para o MEFG de

Babuška et al. (2004) (Equação (2.17)) adaptando-a ao problema global enriquecido do

MEFGgl :

∥u− ũE
G∥ε(ΩG) ≤ C

(
NN∑
α=1

inf
vα∈Xα

∥u− vα∥2ε(ωα)

)1/2

(2.26)

na qual C é uma constante, NN o número total de nós do modelo global e ũE
G a solução

aproximada do problema global enriquecido. O termo vα, por sua vez, indica uma função

do espaço de aproximação local Xα do problema global enriquecido (sendo, portanto,

associada à solução ũL).

A Equação (2.26) implica que o erro na norma energia da aproximação global é limitado

pelo erro na norma energia da aproximação local. Em outras palavras, se ũL aproximar

bem a função exata u sobre ωα, α = 1, ...NN , então a solução ũE
G conseguirá aproximar

bem a função u sobre o domı́nio global ΩG (Gupta, Kim e Duarte, 2012).

Na sequência, os autores desenvolvem a formulação do problema local considerando

a aplicação de condições de contorno de Dirichlet exatas ou inexatas sobre ∂ΩL. Neste

momento, é necessário definir os seguintes termos:

– uCCex indica a solução exata do problema local submetido a condições de contorno

exatas;
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– uCCinex indica a solução exata do problema local submetido a condições de contorno

inexatas;

– udif = uCCex − uCCinex ;

– ũCCinex indica a solução aproximada do problema local submetido a condições de

contorno inexatas.

Para avaliar o efeito das condições de contorno, considera-se um subdomı́nio local

Ωδ
L ⊂ ΩL, conforme ilustra a Figura 2.4:

Figura 2.4: Domı́nio local ΩL e subdomı́nio Ωδ
L (Gupta, Kim e Duarte, 2012).

Após a utilização de propriedades da forma bilinear e da aproximação de Galerkin,

além da inequação de Caccioppoli3, obtém-se a seguinte estimativa de erro4:

∥uCCex − ũCCinex∥ε(Ωδ
L)

≤ C inf
v∈ ṼL(ΩL)

∥uCCinex − v∥ε(ΩL) +
C1

δ
∥udif∥L2(ΩL) (2.27)

na qual ∥ · ∥L2(Ω) representa a norma L2:

∥u∥L2(Ω) =

[∫
Ω

|u|2dΩ
]1/2

(2.28)

A inequação (2.27) mostra que o erro da solução aproximada de um problema local

sujeito a condições de contorno inexatas é composto de duas parcelas:

3A inequação de Caccioppoli relaciona a norma L2 de uma função em ω∗ com a sua norma energia
sobre um subdomı́nio ω ⊂ ω∗ (Babuška e Lipton, 2011).

4Por simplificação, o desenvolvimento anaĺıtico da estimativa a priori para o problema local não é
apresentado neste texto, podendo ser encontrado, em sua totalidade, em Gupta, Kim e Duarte (2012).
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1. O erro da discretização de elementos finitos, referente ao primeiro termo do lado

direito de (2.27). Esse termo pode ser controlado pelo refinamento da malha local

ou pela adição de funções enriquecedoras previamente determinadas.

2. O erro associado às condições de contorno inexatas impostas sobre ∂ΩL, dado pelo

segundo termo do lado direito de (2.27). É posśıvel reduzir essa parcela através

do aumento do parâmetro δ, definido, em Gupta, Kim e Duarte (2012), como o

tamanho de uma região denominada “zona buffer”.

A Figura 2.5 ilustra o conceito da zona buffer de Gupta, Kim e Duarte (2012). A

área em verde, identificada como “zona de enriquecimento”, representa a região da qual

se extraem as informações para a construção do enriquecimento global-local (ou seja,

onde se computa o termo ũL da Equação (2.25)). Na região localizada entre a zona

de enriquecimento e o contorno do problema local, por sua vez, define-se a zona buffer :

região que não é utilizada para a construção do enriquecimento global-local (destacada

em amarelo na Figura 2.5).

Figura 2.5: Zona de enriquecimento (em verde) e zona buffer (em amarelo) sobre um problema

local genérico, cujo contorno é destacado em vermelho.

É importante mencionar que a zona de enriquecimento poderia abranger todo o domı́-

nio local – sem a presença da zona buffer. Nesse caso, o erro relacionado às condições de

contorno poderia ser controlado pela técnica de iterações global-local (seção 2.3.3).

Dada a sua pertinência ao tema do presente trabalho, a discussão sobre o trabalho de

Gupta, Kim e Duarte (2012) será retomada no Caṕıtulo 3.
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2.3.5 Versão estável

Dada a generalidade da construção das funções de forma modificadas, é posśıvel aplicar

diretamente a estratégia estável do MEFG-E (seção 2.2.5) sobre o enriquecimento global-

local. Obtém-se, desse modo, uma versão estável do MEFGgl, identificada aqui como

MEFG-Egl (Método dos Elementos Finitos Generalizados com Enriquecimento Global-

Local Estável).

Considera-se, neste caso, a solução local ũL compondo as funções Lαi na Equação

(2.21). Em razão do grande ganho de precisão garantido por essa estratégia (comprovado

pela autora e co-autores em Fonseca et al. (2020)), o MEFG-Egl será utilizado em diversas

simulações numéricas do presente trabalho (Caṕıtulos 5 a 8). Em todas as análises a serem

apresentadas, a estratégia estável é aplicada somente sobre funções de enriquecimento

global-local. As funções enriquecedoras utilizadas para a representação direta das trincas

(seção 2.2.4) são mantidas em sua versão padrão do MEFG.

2.4 Estimadores de Erro a posteriori

Esta seção apresenta uma base teórica dos estimadores de erro a posteriori, com enfo-

que nas técnicas baseadas na recuperação dos gradientes da solução. Após uma visão geral

sobre o tema, apresenta-se o estimador ZZ-BD, adotado no presente trabalho. Discute-se,

também, a formulação dos estimadores orientados ao objetivo.

2.4.1 Visão Geral

“A presença de erros numéricos tem sido uma importante fonte de preocu-

pação desde as primeiras simulações computacionais de fenômenos f́ısicos. O

erro numérico é intŕınseco a essas simulações: o processo de discretização, que

transforma um modelo f́ısico cont́ınuo em um que seja tratável por computa-

dores, não consegue capturar todas as informações embutidas em problemas

descritos por equações diferenciais parciais ou equações integrais. Qual é o

erro da aproximação em tais simulações? Como o erro pode ser mensurado,
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controlado e efetivamente minimizado? Essas indagações confrontam profissi-

onais práticos e teóricos desde as primeiras aplicações de métodos numéricos

na engenharia e na ciência.

Avanços concretos para a solução de tais questões foram alcançados na

forma de teorias e métodos de estimativas a posteriori, nas quais a própria

solução é utilizada para avaliar a precisão da simulação. O impressionante

sucesso de alguns estimadores a posteriori abriu um novo caṕıtulo capaz de

revolucionar a Matemática e a Mecânica Computacional.” (Ainsworth e Oden,

2000).

O estudo de estimadores de erro a posteriori para o MEF iniciou-se no trabalho pio-

neiro de Babuška e Rheinboldt (1978), com estimativas baseadas no reśıduo da solução.

Essa estratégia foi desenvolvida inicialmente na versão expĺıcita, utilizando diretamente

a aproximação de elementos finitos e os dados dispońıveis do problema. Desde então,

diversas abordagens foram propostas e os procedimentos atuais podem, essencialmente,

ser reduzidos a dois tipos (Zienkiewicz, 2006):

� Estimadores residuais: são constrúıdos a partir do reśıduo da solução aproximada

e medem o quanto a solução obtida falha em satisfazer as equações que governam

o PVC (Barros, 2002). Desde a proposta inicial de Babuška e Rheinboldt (1978),

maior atenção tem sido dada à chamada versão impĺıcita, que utiliza soluções de

PVCs auxiliares associados a erros locais. Neste caso, destacam-se o Método dos

Reśıduos em Subdomı́nios e o Método dos Reśıduos em Elementos5.

� Estimadores baseados em técnicas de recuperação: propostos inicialmente no tra-

balho de Zienkiewicz e Zhu (1987), utilizam um processo de suavização dos gradi-

entes da solução, no qual se obtém a chamada “solução recuperada”. A diferença

entre a solução recuperada e a solução original é utilizada para o cálculo do erro.

Essa abordagem, apesar de bastante simples e, de certo modo, heuŕıstica, é capaz

de fornecer resultados surpreendentemente precisos (Grätsch e Bathe, 2005).

5Uma vez que o presente trabalho utiliza apenas estimadores baseados em técnicas de recuperação,
maiores detalhes acerca dos estimadores residuais não serão apresentados.
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Considerando a aproximação do MEF para o problema da elasticidade (seção 2.1),

as técnicas de recuperação exploram o fato de que o gradiente da solução é descont́ınuo

nas interfaces entre os elementos. Valendo-se dessa propriedade, é posśıvel calcular uma

aproximação para o gradiente em cada nó, utilizando contribuições de cada um dos ele-

mentos ao redor deste. Em seguida, uma aproximação cont́ınua em todo o domı́nio pode

ser constrúıda por meio de uma interpolação dos valores nodais (Ainsworth e Oden, 2000).

Dada a sua simplicidade, as técnicas de recuperação, em geral, apresentam menor custo

computacional quando comparadas aos estimadores residuais. Além disso, a maioria dos

códigos de elementos finitos já incorpora algum ńıvel de pós-processamento, através do

qual a aproximação descont́ınua para o gradiente é suavizada antes de ser apresentada ao

usuário (Ainsworth e Oden, 2000). Nesse contexto, os cálculos relacionados ao estimador

de erro podem apresentar um custo adicional pequeno (Zienkiewicz et al., 1999).

2.4.2 Conceitos Básicos das Técnicas de Recuperação

Na formulação dos estimadores a posteriori, define-se o erro da solução numérica como

a diferença entre a solução exata e a solução aproximada. Conforme mencionado na seção

2.1, o erro em deslocamentos, em qualquer ponto do domı́nio, é dado por 6:

e = u− ũ (2.29)

De maneira análoga, define-se o erro em tensões:

eσ = σ − σ̃ (2.30)

na qual σ̃ representa o campo de tensões aproximado.

É mais conveniente, entretanto, definir o erro em termos de alguma norma que repre-

sente uma grandeza escalar. Utilizando, por exemplo, a norma energia (Equação (2.8)),

obtém-se a seguinte medida de erro em cada elemento da malha:

6Considera-se, neste caso, apenas o erro da discretização. Ressalta-se que a Equação (2.29) não
representa o erro total da solução, pois não inclui erros de arredondamento, da integração numérica ou
da representação do carregamento e da geometria (Barros, 2002).
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∥e∥ε(Ωe) =

[∫
Ωe

(σ − σ̃)TC−1(σ − σ̃) dΩe

]1/2
(2.31)

na qual Ωe representa o domı́nio do elemento e e C é a matriz que relaciona tensões e

deformações (Equação (2.6)).

Uma vez que a solução exata σ nem sempre é conhecida, é necessário buscar valo-

res capazes de substituir o campo de tensões exato em (2.31). Valendo-se de um pós-

processamento da solução, a estratégia de recuperação fornece, idealmente, uma solução

recuperada σ∗ mais precisa do que a solução aproximada original (Zienkiewicz et al.,

1999). Logo, a norma energia do erro pode ser estimada da seguinte maneira:

∥e∗∥ε(Ωe) =

[∫
Ωe

(σ∗ − σ̃)TC−1(σ∗ − σ̃) dΩe

]1/2
(2.32)

A partir das medidas de erro computadas em cada elemento, é posśıvel obter uma

estimativa para a norma energia do erro global:

∥e∗∥ε(Ω) =

(
NE∑
e=1

∥e∗∥2ε(Ωe)

)1/2

(2.33)

sendo NE o número total de elementos da malha.

A Equações (2.32) e (2.33) sintetizam o conceito geral dos estimadores de erro ba-

seados em técnicas de recuperação. As etapas espećıficas para a obtenção do campo de

tensões recuperado – particularmente, os valores nodais de σ∗ – distinguem os diferentes

estimadores e têm grande influência sobre sua precisão e robustez (Ainsworth e Oden,

2000).

Também é importante destacar uma medida bastante utilizada em estimativas a pos-

teriori, conhecida como ı́ndice de efetividade (θ):

θ =
∥e∗∥ε(Ω)

∥e∥ε(Ω)

(2.34)

O estimador é dito assintoticamente exato se θ se aproximar de 1,0 quando o erro

exato tender a zero. Isso significa que o estimador sempre irá convergir para o erro exato

à medida que este decresce (Zienkiewicz e Zhu, 1992b). Cabe ressaltar que o ı́ndice de

efetividade só pode ser calculado em problemas cuja solução exata é conhecida.
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O processo original de Zienkiewicz e Zhu (1987) (frequentemente identificado como

“estimador ZZ”) obtém os valores nodais de σ∗ através de um simples processo de mé-

dia nodal ou projeção L2. Apesar do sucesso alcançado por essa abordagem, os autores

buscaram novas técnicas capazes de aprimorar a descrição da solução recuperada, culmi-

nando, em 1992, na técnica denominada SPR (do inglês, Superconvergent Patch Recovery

(Zienkiewicz e Zhu, 1992a,b)) (Zienkiewicz, 2006).

Embora representem importantes ferramentas para o estudo do erro no MEF, os es-

timadores do tipo ZZ e SPR, em razão do processo de suavização que se utiliza para

construir o campo de tensões recuperado, não são adequados para regiões de gradientes

elevados – que ocorrem, por exemplo, em problemas da MFLE. No âmbito do MEFG,

diversas abordagens já foram propostas para contornar essa limitação, conforme será re-

gistrado na seção 3.2. Apresenta-se, a seguir, a formulação do estimador ZZ-BD, adotado

nas estratégias numéricas propostas no presente trabalho (a serem apresentadas nos ca-

ṕıtulos 5 a 8).

2.4.3 Estimador ZZ-BD

O estimador ZZ-BD, proposto no trabalho de Lins et al. (2019), apresenta uma técnica

de recuperação para o MEFG e o MEFG-E aplicável a problemas da MFLE. A formulação

se baseia no estimador de Prange et al. (2012), que parte de um conceito básico da

técnica original de Zienkiewicz e Zhu (1987): o campo de tensões recuperado é interpolado

pelas mesmas funções de forma utilizadas na aproximação do campo de deslocamentos.

Considerando a aproximação do MEFG, entretanto, tais funções precisam ser modificadas

para representar diretamente o campo de tensões ao redor da trinca (e não o campo de

deslocamentos, como na seção 2.2.4). Desse modo, Prange et al. (2012) propõem que

as funções enriquecedoras utilizadas para a construção de σ∗ sejam diferentes daquelas

empregadas para o campo de deslocamentos aproximado pelo MEFG.

Na técnica de Prange et al. (2012), o campo de tensões recuperado é definido da

seguinte forma7:

7No trabalho de Prange et al. (2012), a função de Heaviside também é inclúıda na representação
de σ∗. A expressão (2.35) segue o formato apresentado em Lins et al. (2019), que considera apenas o
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σ∗ =


σ∗
xx

σ∗
yy

σ∗
xy

 =
NN∑
β=1

Nβ


a1β,0

a2β,0

a3β,0

+
∑
β∈I

2∑
n=1

Nβ


a1β,ng

1
n(r, θ)

a2β,ng
2
n(r, θ)

a3β,ng
3
n(r, θ)

 (2.35)

sendo NN o número total de nós do modelo, r e θ coordenadas polares com origem na

ponta da trinca e I o conjunto de nós enriquecidos com as funções gdn (com d = 1, 2, 3

denotando as componentes de tensão do problema bidimensional e n = 1, 2 indicando os

modos de abertura da trinca). Tais funções representam contribuições para as compo-

nentes de tensão da solução assintótica nas vizinhanças de uma trinca, considerando os

modos I e II de abertura, definidas no mesmo sistema de coordenadas da Equação (2.20):8

g11 = r−1/2 cos(θ/2) (1− sen(θ/2) sen(3θ/2))

g21 = −r−1/2 sen(θ/2) (2 + cos(θ/2) cos(3θ/2))

g12 = r−1/2 cos(θ/2) (1 + sen(θ/2) sen(3θ/2))

g22 = r−1/2 sen(θ/2) cos(θ/2) cos(3θ/2)

g13 = r−1/2 cos(θ/2) cos(θ/2) cos(3θ/2)

g23 = r−1/2 cos(θ/2) (1− sen(θ/2) sen(3θ/2))

(2.36)

Na Equação (2.35), os coeficientes adβ,n (n = 0, 1, 2) representam parâmetros nodais

do campo de tensões recuperado, a serem determinados pelas técnicas de projeção L2

apresentadas a seguir.

Seguindo o formalismo matemático de Lins et al. (2019), a seguinte notação é intro-

duzida:

enriquecimento com as funções gdn.
8Em Lins et al. (2019), as funções gdn são generalizadas para a solução assintótica do campo de tensões

ao redor de uma reentrância. No presente trabalho, optou-se por representar, na Equação (2.36), o caso
particular de uma trinca fechada.
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gd0 = 1, d = 1, 2, 3 (2.37)
σ∗
1

σ∗
2

σ∗
3

 =


σ∗
xx

σ∗
yy

σ∗
xy

 (2.38)

na qual o termo unitário (gd0) representa o caso em que não há enriquecimento.

De maneira semelhante, definem-se as seguintes funções de forma do MEFG:

ϕd
α,n = Nα g

d
n (2.39)

Em relação às funções de forma apresentadas na Equação (2.15), a notação da Equação

(2.39) considera as funções gdn no lugar de Lαi. Neste caso, são definidas funções de forma

distintas para cada componente de tensão – razão pela qual se utiliza o supeŕındice d.

Valendo-se das definições anteriores, é posśıvel reescrever a Equação (2.35) como:

σ∗ =


σ∗
1

σ∗
2

σ∗
3

 =
NN∑
β=1

NFE(β)∑
n=0


a1β,nϕ

1
β,n

a2β,nϕ
2
β,n

a3β,nϕ
3
β,n

 (2.40)

na qual NFE(β) representa o número de funções enriquecedoras do nó β.

A partir de (2.40), pode-se representar uma componente σ∗
d do campo de tensões

recuperado da seguinte maneira:

σ∗
d =

NN∑
β=1

NFE(β)∑
n=0

adβ,nϕ
d
β,n (2.41)

Dada a representação de σ∗, os parâmetros nodais adβ,n podem ser calculados através

da minimização do seguinte funcional, conforme proposto por Zienkiewicz e Zhu (1987):

Π =

∫
Ω

(σ∗ − σ̃)T (σ∗ − σ̃) dΩ (2.42)

sendo σ̃ o campo de tensões aproximado pelo MEFG.

A minimização de (2.42) deve ser feita com respeito aos parâmetros adβ,n para cada

componente de tensão σ∗
d, resultando na seguinte condição de ortogonalidade:
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(
σ∗
d − σ̃d, ϕ

d
α,m

)
L2(Ω)

= 0 (2.43)

com α = 1, . . . , NN e m = 0, . . . , NFE(α). A notação (· , ·)L2(Ω) representa o produto

interno L2
9.

Usando (2.43) e (2.41), obtém-se o seguinte sistema de equações:

(
ϕd
β,n, ϕ

d
α,m

)
L2(Ω)

adβ,n =
(
σ̃d, ϕ

d
α,m

)
L2(Ω)

(2.45)

com α, β = 1, . . . , NN , m = 0, . . . , NFE(α) e n = 0, . . . , NFE(β). Tal sistema pode ser

reescrito como:

Ad ad = fd (2.46)

sendo:

Ad =
[
Ad

(β,n)(α,m)

]
(2.47)

Ad
(β,n)(α,m) =

(
ϕd
β,n, ϕ

d
α,m

)
L2(Ω)

=

∫
Ω

ϕd
β,n ϕ

d
α,m dΩ =

(
Nβ g

d
n, Nα g

d
m

)
L2(Ω)

(2.48)

ad =
{
ad(β,n)

}
(2.49)

fd =
{
fd
(α,m)

}
(2.50)

fd
(α,m) =

(
σ̃d, ϕ

d
α,m

)
L2(Ω)

=

∫
Ω

σ̃d ϕ
d
α,m dΩ (2.51)

As Equações (2.46) a (2.51) definem, segundo Lins et al. (2019), uma técnica de

projeção global. Em Prange et al. (2012), essa técnica é aplicada sobre a aproximação do

9O produto interno L2 é definido como:

(f, g)L2(Ω) =

∫
Ω

f g dΩ ∀ f, g ∈ L2(Ω) (2.44)

sendo L2(Ω) um espaço de funções de quadrado integrável definido sobre o domı́nio Ω (Reddy, 1986).
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C-XFEM 10. Posteriormente, uma adaptação do estimador para o abordagem do MEFG-E

foi apresentada em Lins et al. (2015).

Definida a estratégia de projeção global, é posśıvel, finalmente, formalizar o estimador

ZZ-BD, que emprega uma projeção L2 localmente ponderada sobre as nuvens de elemen-

tos. Segundo Lins et al. (2019), essa técnica garante um processo de recuperação robusto

e computacionalmente eficiente.

Considerando um domı́nio Ω, o produto interno L2 ponderado por uma função peso

w (w : w ≥ 0 emΩ) é definido da seguinte forma:

(f, g)wL2(Ω) =

∫
Ω

f g w dΩ ∀ f, g ∈ L2(Ω) (2.52)

Tomando o termo fd
(α,m) na Equação (2.51) e o suporte compacto da PU (Nα), é

posśıvel reinterpretar as componentes do vetor fd como um produto interno L2 entre σ̃d e

gdm, ponderado pela Partição da Unidade Nα:

fd
(α,m) =

(
σ̃d, Nα g

d
m

)
L2(Ω)

=

∫
Ω

σ̃d Nα g
d
mdΩ =

∫
ωα

σ̃d Nα g
d
m dΩ =

(
σ̃d, g

d
m

)Nα

L2(ωα)
(2.53)

Considera-se, neste caso, que a PU definida por Nα é não-negativa sobre a nuvem ωα.

O mesmo produto interno localmente ponderado pode ser explorado na definição da

matriz Ad (Equação (2.48)). Nesse caso, a ideia é aproveitar a semelhança entre Ad

e a matriz de massa consistente de problemas dinâmicos11. Um procedimento para a

obtenção de uma matriz de massa concentrada – uma aproximação para a matriz de

massa consistente, com o objetivo de facilitar a solução do sistema de equações global – é

apresentado no trabalho de Schweitzer (2013), considerando métodos numéricos baseados

na Partição da Unidade. Valendo-se desse desenvolvimento, Lins et al. (2019) propõem a

construção de uma matriz Ad modificada, representada por Ãd, definida como:

10O C-XFEM (do inglês, Corrected Extended Finite Element Method) (Fries, 2008) propõe uma correção
para os elementos de mistura através da multiplicação das funções enriquecedoras por funções rampa que
variam linearmente de 1 a 0.

11A matriz de massa consistente, na formulação do MEF, é definida por:

Mi,j =

∫
Ω

Ni Nj dΩ sendo Ni eNj as funções de forma convencionais do MEF. (2.54)
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Ãd
(α,m)(β,n) =

0, seα ̸= β(
gdn, g

d
m

)Nα

L2(ωα)
, seα = β

(2.55)

(
gdn, g

d
m

)Nα

L2(ωα)
=

∫
ωα

gdn gdm Nα dΩ (2.56)

Usando (2.53) e (2.55), define-se o seguinte sistema de equações para o cálculo dos

parâmetros nodais de σ∗:

Ãd ãd = fd (2.57)

no qual ãd, assim como ad em (2.46), reúne os parâmetros nodais a serem calculados.

Ressalta-se que as matrizes desse sistema podem ser montadas a partir das contribuições

de cada elemento da malha.

A definição de Ãd resulta em uma matriz simétrica, positiva-definida e bloco-diagonal

(razão por trás da denominação ZZ-BD (do inglês, Block Diagonal)). Cada bloco de Ãd é

atrelado a um dos nós do modelo, possuindo dimensão de 1× 1 ou 3× 3 – a depender do

uso ou não das funções gdn, conforme a expressão do campo de tensões recuperado (2.35).

Logo, é posśıvel representar essa matriz da seguinte forma (Bento, 2019):

Ãd = B̃d
1 ⊕ ...⊕ B̃d

NN =



B̃d
1 . . . 0

. . .
... B̃d

γ

...
. . .

0 . . . B̃d
NN


(2.58)

B̃d
γ =

[(
gdn, g

d
m

)Nγ

L2(ωγ)

]
, m, n = 0, . . . , NFE(γ) (2.59)

Em razão da propriedade bloco-diagonal, a fatorização da matriz Ãd exige um esforço

computacional muito menor do que na técnica de projeção global. Verifica-se, ainda, que

a integração numérica de cada bloco de Ãd envolve apenas os elementos pertencentes à

nuvem de cada nó. Nesse sentido, é posśıvel estabelecer uma relação entre a técnica de

projeção localmente ponderada e os estimadores formulados para nuvens de elementos –

como, por exemplo, o SPR (Lins et al., 2019).
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A formulação discutida nesta seção permite a obtenção do campo de tensões recupe-

rado σ∗. Em seguida, é posśıvel calcular o erro estimado para a norma energia através

das Equações (2.32) e (2.33).

2.4.4 Estimadores de Erro Orientados ao Objetivo

Até meados da década de 90, a formulação da maioria dos estimadores a posteriori

era voltada para o cálculo da norma energia do erro. A partir de então, a teoria foi

estendida para o cálculo do erro em grandezas espećıficas, calculadas a partir da solução

aproximada. Esse desenvolvimento mais recente é referido na literatura como estimativa

orientada ao objetivo, dado que a sua finalidade é fornecer estimativas de erro para uma

determinada quantidade de interesse (Grätsch e Bathe, 2005).

De acordo com Zienkiewicz (2006), Babuška e Miller foram os primeiros a se dedicarem

ao estudo do erro em grandezas diferentes da norma energia. Uma série de trabalhos desses

autores (Babuška e Miller, 1984a,b,c) estabeleceu uma base para as metodologias que se

desenvolveram cerca de dez anos mais tarde. Atualmente, diversas formulações para o erro

em quantidades de interesse podem ser encontradas na literatura, como, por exemplo, em

Cirak e Ramm (1998), Ainsworth e Oden (2000) e Prudhomme e Oden (1999); Oden e

Prudhomme (2001). Optou-se, neste trabalho, por apresentar o equacionamento de Oden

e Prudhomme (2001).

Inicialmente, considera-se um funcional linear e limitado Q : V → R atuando sobre

o espaço de funções admisśıveis do problema analisado. Assume-se, neste caso, que o

objetivo da simulação é calcular uma grandeza Q(u). Considerando a solução aproximada

ũ, o método numérico adotado fornece uma aproximação Q(ũ), cuja precisão pode ser

quantificada da seguinte maneira:

Q(u)−Q(ũ) = Q(u− ũ) = Q(e) (2.60)

sendo Q(e) o erro da aproximação para a quantidade de interesse Q(u).

Uma abordagem direta para o cálculo de Q(e) seria aproximar o erro da solução e,

então, aplicar o funcional Q. Entretanto, a solução numérica do problema (2.10) para o
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erro, na maioria dos casos, é muito cara computacionalmente. Uma alternativa posśıvel

consiste em relacionar Q(e) ao reśıduo R, sem a necessidade de se computar e. Essa ideia

se justifica pela própria definição do reśıduo, que contém toda a informação que origina o

erro da aproximação (Oden e Prudhomme, 2001).

Nesse contexto, o ponto inicial da formulação é encontrar uma relação entre Q(e) e a

fonte de erro R. Logo, deseja-se encontrar um funcional linear w tal que:

Q(e) = w(R) (2.61)

O termo w é identificado como função de influência (ou função generalizada de Green)

com respeito a Q, uma vez que representa a influência do reśıduo sobre Q(e). Em outras

palavras, w indica como a informação é propagada do reśıduo para o erro na grandeza de

interesse (Oden e Prudhomme, 2001).

Na sequência, valendo-se do fato de que o espaço de funções admisśıveis V (Equação

(2.3)) é assumido como um espaço de Hilbert (sendo, portanto, reflexivo 12), é posśıvel

escrever a seguinte relação:

Q(e) = R(w) (2.62)

Substituindo a definição do reśıduo (Equação (2.12)) em (2.62), obtém-se:

Q(e) = B(e, w) (2.63)

A igualdade anterior é verificada quando w ∈ V é a solução do seguinte problema:

B(v, w) = Q(v), ∀v ∈ V (2.64)

O problema (2.64) é denominado problema dual (ou problema adjunto) com relação

ao problema primal (Equação (2.2)), tendo como solução a variável dual w. O funcional

12Dado um espaço vetorial normado V , o conjunto de todos os funcionais lineares definidos sobre V
forma o espaço dual de V (V ∗). Uma vez que V ∗ também é um espaço normado, é posśıvel construir
V ∗∗ = (V ∗)∗, denominado espaço bidual de V . Quando V = V ∗∗, o espaço V é dito reflexivo (Reddy,
1986).
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Q(v), referente à grandeza de interesse analisada, pode ser interpretado como o carrega-

mento de um problema mecânico – sendo equivalente, por exemplo, a forças de superf́ıcie,

forças de corpo ou deformações/tensões iniciais.

Considerando o mesmo espaço de aproximação Ṽ adotado no problema primal, é pos-

śıvel obter uma solução aproximada w̃ ∈ Ṽ através do seguinte problema:

B(ṽ, w̃) = Q(ṽ), ∀ ṽ ∈ Ṽ (2.65)

Assim como no problema primal, pode-se definir o seguinte erro para a aproximação

da função de influência:

ew = w − w̃ (2.66)

Finalmente, o teorema a seguir fornece uma medida de erro para a quantidade de

interesse a partir dos erros e e ew obtidos nos problemas primal e dual, respectivamente.

Teorema 2.4.1. Seja w̃ uma aproximação de elementos finitos de w, conforme a Equação

(2.65). Então, o erro cometido ao se calcular a quantidade Q(u) usando a aproximação

Q(ũ) é dado por:

Q(e) = B(e, ew) (2.67)

sendo e e ew os erros das aproximações de u e w, respectivamente.

Demonstração. Tomando a Equação (2.63) e aplicando a relação de ortogonalidade de

Galerkin, obtém-se:

Q(e) = B(e,w) = B(e,w)−
0︷ ︸︸ ︷

B(e, w̃) = B(e,w − w̃) (2.68)

Valendo-se da definição do erro em w (Equação (2.66), chega-se a expressão desejada:

Q(e) = B(e, ew)
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Segundo Ainsworth e Oden (2000), a Equação (2.67) mostra que o erro na quantidade

de interesse Q(e) é limitado pelos erros da aproximação de u e da função de influência w,

medidos na norma energia. Essa afirmação pode ser comprovada através da desigualdade

de Cauchy-Schwarz:

∥Q(e)∥ = B(e, ew) ≤ ∥e∥ε(Ω) ∥ew∥ε(Ω) (2.69)

Logo, qualquer estimador formulado para o erro na norma energia pode ser utilizado

para se estimar o erro na quantidade de interesse (Ainsworth e Oden, 2000).

A partir da definição do erro exato (2.67), diversas abordagens para a obtenção de

um estimador de erro para a quantidade de interesse podem ser encontradas em Grätsch

e Bathe (2005). Apresenta-se, a seguir, o desenvolvimento baseado na recuperação dos

gradientes da solução (foco deste trabalho), conforme proposto por Rüter e Stein (2006).

Valendo-se da definição da forma bilinear (2.4), é posśıvel expressar o erro Q(e) (Equa-

ção (2.67)) em termos do erro em tensões. Para isso, é necessário definir grandezas no

problema dual que equivalem a tensões e deformações de um problema mecânico auxiliar,

utilizado para se extrair o erro na quantidade de interesse:

σw = C εw (2.70)

εw = Lw (2.71)

com C definida na relação constitutiva (Equação (2.6)) e L dada na Equação (2.7).

A partir dessas definições, reescreve-se a equação do erro exato da seguinte maneira:

Q(e) =

∫
Ω

(σ − σ̃)T C−1 (σw − σ̃w) dΩ (2.72)

na qual σ̃w (Equação (2.71)) representa o equivalente às tensões aproximadas no problema

dual.

A expressão de Q(e) em (2.72) torna evidente que as técnicas de recuperação – ini-

cialmente propostas para a norma energia do erro – podem ser utilizadas nos problemas
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primal e dual, visando obter soluções recuperadas σ∗ e σ∗
w que substituem os campos exa-

tos σ e σw. Desse modo, chega-se à seguinte estimativa de erro Q(e∗) para a quantidade

de interesse:

Q(e∗) =

∫
Ω

(σ∗ − σ̃)T C−1 (σw∗ − σ̃w) dΩ (2.73)

Ressalta-se que o erro estimado pode ser computado para cada elemento da malha

e, em seguida, as contribuições de cada elemento somadas para o cálculo o erro global

definido em (2.73):

Qk(e∗) =

∫
Ωk

(σ∗ − σ̃)T D−1 (σw∗ − σ̃w) dΩk (2.74)

Q(e∗) =
NE∑
k=1

Qk(e∗) (2.75)

sendo Qk(e∗) o erro estimado no elemento k e NE o número total de elementos da malha.

No presente trabalho, um estimador orientado ao objetivo será formulado especifica-

mente para o erro do fator de intensidade de tensão, calculado através da Integral de

Interação. O desenvolvimento anaĺıtico do estimador será apresentado no Caṕıtulo 6,

juntamente com os resultados das simulações numéricas.

2.5 Adaptatividade

Esta seção apresenta uma breve discussão sobre o tema da adaptatividade. Após

uma visão geral sobre o assunto, discute-se uma técnica proposta especificamente para o

MEFG.

2.5.1 Visão Geral

Uma vez dispońıveis as estimativas de erro a posteriori, é natural que se busquem

processos de aprimoramento da solução numérica. É nesse contexto que surgiram os pro-

cedimentos adaptativos, desenvolvidos para o MEF no começo dos anos 80 (Li e Bettess,

1997).
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De acordo com Barros (2002), define-se como adaptativo qualquer processo que utilize

resultados intermediários, gerados durante a própria solução, para aprimorar de maneira

ótima a resposta numérica. As estratégias adaptativas propostas para o MEF se baseiam

nos seguintes processos:

� Processo p: a ordem das funções de interpolação é aumentada, mantendo-se inal-

terada a configuração da malha.

� Processo h : os elementos da malha são subdivididos em elementos menores.

� Processo r : os nós são redistribúıdos ao longo do domı́nio, mantendo-se constantes

o número de elementos e o grau polinomial da aproximação.

Para garantir a qualidade da aproximação, os procedimentos adaptativos utilizam

alguma medida de erro global. O refinamento da aproximação, por sua vez, é deflagrado

por medidas de erro locais, denominadas indicadores de erro (Barros, 2002).

A sequência da análise adaptativa é determinada por uma combinação entre o erro

global e os indicadores de erro, definida pelo critério de adaptatividade adotado. Bastante

consolidado é o chamado critério da equidistribuição do erro (Babuška e Rheinboldt, 1979;

Zienkiewicz e Zhu, 1987), no qual a aproximação é considerada ótima quando o erro se

distribui igualmente entre todos os elementos da malha. Desse modo, a aproximação é

refinada nas regiões que apresentarem indicadores de erro superiores em relação ao restante

do domı́nio (Barros, 2002).

Considerando a aproximação do MEFG, a estratégia de enriquecimento da Partição

da Unidade torna bastante interessante a utilização do processo p. O aumento do grau

da aproximação, nesse caso, pode ser prontamente alcançado pela inclusão de funções

enriquecedoras polinomiais. Como exemplo de processo p aplicado ao MEFG, apresenta-

se, a seguir, a técnica proposta por Barros et al. (2004b).
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2.5.2 Processo p aplicado ao MEFG

O trabalho de Barros et al. (2004b) apresenta uma técnica adaptativa do tipo p para

o MEFG, avaliada para problemas bidimensionais da elasticidade linear elástica. Con-

siderando uma malha de elementos finitos fixa, o objetivo dessa técnica é obter uma

ordem de aproximação ótima (respeitada uma determinada tolerância) que produza uma

distribuição uniforme da norma energia do erro. As medidas de erro consideradas são:

� Erro relativo global:

Ẽ%
def
=

∥ẽ∥ε(Ω)√
(∥ũ∥ε(Ω))2 + (∥ẽ∥ε(Ω))2

× 100% (2.76)

na qual ∥ẽ∥ε(Ω) representa a norma energia do erro estimado global. O termo ∥ũ∥ε(Ω),

por sua vez, representa a norma energia da solução aproximada.

� Indicador de erro:

Ẽωα

def
=
∑
k∈ωα

Vk ∥ẽ∥ε(Ωk)

Vωα

(2.77)

na qual ωα representa a nuvem do nó α, Vk o volume do elemento k, Vωα o volume

total da nuvem ωα e ∥ẽ∥ε(Ωk) a norma energia do erro estimado no elemento k.

Os indicadores de erro, portanto, são associados à cada nuvem do domı́nio, sendo obtidos

através da média ponderada do erro estimado em cada elemento da nuvem (utilizando

como peso o volume desses elementos). Isso é feito com o objetivo de compatibilizar o

procedimento adaptativo com o enriquecimento nodal do MEFG.

A cada passo de refinamento, compara-se o indicador de erro em cada nuvem a um

parâmetro de tolerância local representado por µẼmax, sendo Ẽmax o máximo valor de Ẽωα

obtido no passo adaptativo corrente. O espaço de aproximação é aumentado (através do

enriquecimento com funções polinomiais) nas nuvens com Ẽωα > µẼmax. O parâmetro µ,

portanto, caracteriza a velocidade do procedimento adaptativo.
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Além do controle do erro a ńıvel local, considera-se também o erro global. Um novo

passo de refinamento é necessário se o erro relativo global Ẽ% for superior à uma tolerância

TOLerro assumida para a análise. Considera-se, ainda, um valor limite pmax para o grau

da aproximação, visando evitar que este aumente indefinidamente. Caso todas as nuvens

com Ẽωα > µẼmax já tenham atingido o grau pmax, o parâmetro µ deve ser reduzido.

Isso permite que o processo adaptativo incremente novas regiões e possibilite a redução

do erro global. Caso o valor de pmax seja atingido em todas as nuvens do domı́nio, não

há como atingir uma solução com tolerância igual a TOLerro, através do refinamento

polinomial, para a malha de elementos adotada. Nesse caso, o procedimento adaptativo

é interrompido.

Em Barros et al. (2004b), as estimativas de erro são calculadas através do Método dos

Reśıduos em Elementos. Considerando as técnicas de recuperação, a norma energia do

erro estimado em cada elemento (∥ẽ∥ε(ΩK), em (7.1)) seria dada pela Equação (2.32). A

norma energia do erro estimado global (∥ẽ∥ε(Ω), em 2.76), por sua vez, seria dada pela

Equação (2.33).
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Caṕıtulo 3

Estado da Arte

Neste caṕıtulo, apresenta-se uma revisão bibliográfica de publicações

relacionadas ao tema deste trabalho. Primeiramente, registram-se na

seção 3.1 os principais trabalhos com aplicações do MEFGgl a proble-

mas da MFLE. Em seguida, a seção 3.2 apresenta avanços do estudo

do erro no MEFG, registrando diversos estimadores a posteriori pro-

postos para o método. Finalmente, a seção 3.3 reúne trabalhos com

estratégias adaptativas aplicadas ao MEFG.

3.1 Modelagem de Trincas via MEFGgl

No atual estágio de desenvolvimento do MEFGgl, a simulação de problemas da MFLE

assume papel de destaque. A representação de trincas de maneira precisa e computaci-

onalmente eficiente, contornando limitações verificadas na estratégia de enriquecimento

padrão do MEFG, constituiu a principal motivação para o desenvolvimento do método.

Desde então, diferentes aspectos da formulação passaram a ser avaliados, mantendo-se a

MFLE como matéria mais profusa em trabalhos. É nesse contexto que se situa a com-

pilação apresentada nesta seção, cujo objetivo é pontuar – sem a intenção de esgotar o

assunto – marcos significativos na evolução dos trabalhos.

A estratégia do MEFGgl é apresentada inicialmente em Duarte e Babuška (2005).

Nesse trabalho, os aspectos fundamentais da formulação – a imposição, no problema local,

das condições de contorno provenientes do problema global e a construção numérica das

funções de enriquecimento – são idealizados para problemas tridimensionais da Mecânica
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da Fratura. Dois anos mais tarde, os mesmos autores avançam na concepção do método,

detalhando as formulações das três etapas da análise em Duarte et al. (2007). Como

exemplo numérico, modela-se um problema tridimensional contendo múltiplas trincas, o

que representa um progresso significativo em relação ao trabalho anterior. Além disso, é

feita uma comparação do custo computacional em relação ao MEFG, mostrando que, em

determinadas condições, o MEFGgl apresenta desempenho superior.

Posteriormente, Kim et al. (2008) desenvolvem análises numéricas mais detalhadas a

respeito do desempenho computacional do método. Além de confirmarem as conclusões

do trabalho anterior, os autores sugerem que a eficiência do MEFGgl pode ser aumen-

tada através da definição de múltiplos problemas locais. Adicionalmente, esse trabalho

apresenta uma discussão inicial sobre a influência do tamanho do problema local e das

condições de contorno provenientes do problema global. Os resultados indicam que tais fa-

tores têm efeito mı́nimo sobre a precisão dos resultados (avaliados em termos da energia de

deformação), sendo interpretados como uma comprovação da robustez do método. Anos

mais tarde, tais conclusões seriam contrapostas no já mencionado trabalho de Gupta, Kim

e Duarte (2012), que será retomado nesta mesma seção.

Em Kim et al. (2009), a formulação é ampliada de modo a permitir a imposição de

diferentes tipos de condições de contorno sobre o problema local. Além da imposição

de deslocamentos (Dirichlet), considera-se a aplicação de tensões (Neumann) ou ambos

(Cauchy). Os experimentos numéricos sugerem que as condições de contorno de Cauchy,

em geral, fornecem resultados mais precisos, apesar de dependerem da correta definição

do parâmetro de rigidez (representado por κ na Equação (2.24)).

A partir do ano de 2011, é posśıvel identificar uma tendência na literatura em direção

à modelagem da propagação de trincas pelo MEFGgl. Até então, maior foco era dado

a problemas envolvendo trincas estáticas. É no trabalho de Pereira et al. (2011) que se

apresenta, em detalhes, um algoritmo de propagação por fadiga, aplicado a problemas

tridimensionais em regime linear elástico. Um aspecto fundamental da abordagem é o

uso das condições de contorno do problema global enriquecido do passo anterior para a

construção do espaço de aproximação do passo corrente do processo de crescimento da
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trinca. Tal estratégia é viável desde que sejam adotados incrementos de trinca suficien-

temente pequenos entre cada passo. Também é interessante destacar as estratégias de

geração automática de modelos locais, formados a partir dos elementos globais atravessa-

dos pela trinca. Os algoritmos propostos são capazes de construir modelos locais contendo

superf́ıcies de trinca complexas, sendo aplicáveis, também, a outros tipos de problemas

f́ısicos.

Em Gupta, Kim e Duarte (2012), avalia-se o efeito do tamanho do incremento de trinca

sobre a estratégia de propagação de Pereira et al. (2011), considerando, novamente, um

problema tridimensional da MFLE. Os resultados mostram, conforme o esperado, que o

aumento desse incremento provoca erros consideráveis na análise. Verifica-se, ainda, que

esse efeito diminui com o aumento do tamanho do problema local. Apesar de analisarem

valores bastante elevados para o incremento de trinca, os autores reforçam a necessidade

de se utilizar, na prática, valores pequenos para esse parâmetro (capazes de descrever

satisfatoriamente as trajetórias de propagação da simulação).

No mesmo trabalho de Gupta, Kim e Duarte (2012), apresenta-se um estudo detalhado

sobre a aplicação das condições de contorno no problema local – conforme exposto na seção

2.3.4 deste texto. Valendo-se da formulação da estimativa a priori (Equação (2.27)),

os autores propõem duas estratégias para mitigar o efeito das condições de contorno

inexatas: a técnica de ciclos global-local e a utilização da zona buffer. Com a técnica de

ciclos, observa-se uma redução bastante significativa dos erros (em termos da energia de

deformação e do fator de intensidade de tensão), em especial da primeira para a segunda

iteração. Após a execução de quatro ciclos, observa-se uma estabilização do ńıvel de erro,

indicando a existência de uma solução limite.

Relativamente à zona buffer, os autores comprovam que aumentar o tamanho do pro-

blema local diminui o erro da análise (novamente, em termos da energia de deformação e

do fator de intensidade de tensão). Para o problema analisado, a solução exata é suave

em regiões distantes da superf́ıcie de trinca, sendo corretamente representada pela discre-

tização grosseira adotada no modelo global. Adicionalmente, os autores verificam que o

mesmo ńıvel de erro pode ser alcançado com a utilização de uma zona buffer extensa ou
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com a execução de dois ciclos global-local (neste último caso, sem o uso da zona buffer).

Sendo assim, ficaria a cargo do usuário a escolha da estratégia a ser utilizada1.

No que diz respeito ao custo computacional, os autores afirmam que aumentar o ta-

manho da zona buffer não provoca impactos significativos, desde que o refinamento da

malha local seja concentrado na região próxima à trinca. Cabe ressaltar que não há uma

comparação direta entre o tempo de processamento relacionado às duas abordagens (zona

buffer ou ciclos global-local). Destaca-se, também, que os resultados desse trabalho não

possibilitam a definição de um tamanho “ótimo” para o problema local ou um critério de

parada espećıfico para a execução dos ciclos global-local.

Anos mais tarde, O’Hara et al. (2015) apresentam uma aplicação do MEFGgl a proble-

mas de propagação por fadiga, utilizando elementos hexaédricos no problema global. Até

então, os trabalhos anteriores (no caso tridimensional) empregavam malhas tetraédricas

nos modelos global e local. Segundo os autores, essa novidade demonstra a habilidade

do MEFGgl em tratar fenômenos locais que são muito menores do que os elementos uti-

lizados na malha global. Os resultados desse trabalho confirmam a eficácia da estratégia

proposta, que cumpre o objetivo de representar diversas superf́ıcies de trincas em um

único elemento do problema global. Os autores afirmam que isso evidencia a maior gene-

ralidade do MEFGgl em relação ao MEFG, uma vez que não existem, em geral, funções

previamente definidas para a representação de descontinuidades em proximidade suficiente

para interagir entre si. Na análise de propagação por fadiga, apresenta-se um estudo in-

teressante sobre um painel enrijecido (apresentado como uma estrutura representativa da

engenharia aeronáutica), cujos resultados confirmam a capacidade do MEFGgl em simular

fenômenos de complexidade industrial.

Em O’Hara et al. (2016), os mesmos autores apresentam aplicações bastante avança-

das do MEFGgl no contexto da MFLE. São analisados cenários envolvendo a interação e a

coalescência de múltiplas superf́ıcies de trincas, considerando análises estáticas e a propa-

gação por fadiga. Neste último caso, os autores destacam a importância de se desenvolver

uma ferramenta numérica capaz de simular a interação e eventual união de diferentes

1É importante ressaltar que a equivalência entre os ciclos global-local e o uso da zona buffer foi
constatada para um único exemplo numérico no trabalho de Gupta, Kim e Duarte (2012).
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superf́ıcies de trincas, uma vez que esta é uma situação bastante comum na fase inicial

da fadiga de alto ciclo2. Assim como no trabalho anterior, uma caracteŕıstica notável

da abordagem proposta é a representação de múltiplas superf́ıcies de trincas em malhas

globais bastante grosseiras, valendo-se apenas do enriquecimento global-local. No estudo

da propagação por fadiga, mais completo em relação ao artigo anterior, simula-se, nova-

mente, um painel enrijecido. Neste caso, os autores verificam divergências entre a solução

do MEFGgl e os valores de referência na avaliação da vida em fadiga. Uma justificativa

é apresentada em razão da dependência não linear entre o número acumulado de ciclos

de carregamento e o fator de intensidade de tensão. Segundo os autores, isso evidencia

a necessidade de se obterem valores precisos para o fator de intensidade de tensão em

simulações de propagação por fadiga.

Também cabe destacar a publicação de Fonseca et al. (2020), que analisa o desempe-

nho do MEFGgl associado à estratégia estável do MEFG-E (seção 2.2.5) para problemas

bidimensionais da MFLE. Os resultados obtidos indicam que essa combinação (avaliada

anteriormente para trincas estáticas em Gupta (2014) e Malekan e Barros (2016)) apre-

senta excelente desempenho em simulações de propagação de trincas, em especial para o

cálculo do fator de intensidade de tensão ao longo do crescimento da trinca.

Finalmente, referenciam-se brevemente outras obras relevantes do MEFGgl para o

tratamento de descontinuidades, considerando ou não as hipóteses da MFLE:

� Kim et al. (2010): propõem a solução paralela de problemas locais, aplicada a trincas

estáticas em problemas tridimensionais.

� Gupta, Pereira, Kim, Duarte e Eason (2012), Fillmore e Duarte (2018): apresentam

implementações não intrusivas do MEFGgl para softwares comerciais, associadas a

um código espećıfico para o MEFG. Consideram-se problemas de trincas estáticas

em duas e três dimensões.

� Gupta, Kim e Duarte (2013); Kim e Duarte (2015): contêm aplicações do MEFGgl

2O termo fadiga de alto ciclo identifica situações de longa vida em fadiga, nas quais os ńıveis de tensão
são suficientemente baixos para que as deformações elásticas dominem o comportamento do componente
(Dowling, 2013).
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a problemas não lineares da Mecânica da Fratura.

� Geelen et al. (2020): apresentam uma formulação do MEFGgl associada ao método

phase-field para problemas de propagação de trincas em duas e três dimensões.

� Li et al. (2021): propõem a utilização do MEFGgl em uma abordagem de acopla-

mento não intrusivo entre softwares acadêmicos e comerciais, aplicada em problemas

tridimensionais de propagação de trincas e, também, problemas envolvendo plasti-

cidade localizada.

3.2 Estimadores de Erro a posteriori para o MEFG

Conforme discutido na seção 2.4.3, a estratégia de enriquecimento do MEFG pode ser

vantajosa para a construção de estimadores de erro a posteriori. Técnicas especificamente

formuladas para o método têm sido exploradas, nas últimas décadas, especialmente em

aplicações da Mecânica da Fratura. Nesse contexto, é posśıvel afirmar que a maior parte

das publicações emprega, sob diferentes enfoques, procedimentos baseados na recuperação

dos gradientes da solução.

A compilação apresentada nesta seção reúne diversos estimadores propostos para o

MEFG, destacando suas principais caracteŕısticas. Para facilitar o entendimento do lei-

tor, discutem-se, inicialmente, os estimadores que utilizam técnicas de recuperação. Em

seguida, mencionam-se brevemente alguns estimadores residuais. Finalmente, discutem-se

publicações relacionadas ao erro em quantidades de interesse.

3.2.1 Estimadores Baseados em Técnicas de Recuperação

Segundo Duflot e Bordas (2008), os estimadores baseados em técnicas de recuperação

podem ser divididos em duas categorias: recuperação local ou global. Na primeira, a

solução recuperada é uma média local da solução aproximada, constrúıda, por exemplo,

para cada nuvem de elementos da malha. Na segunda, por sua vez, a solução recuperada

é obtida a partir de uma minimização global que envolve todo o domı́nio do problema.

Em razão do custo computacional envolvido na minimização global, as estratégias de

recuperação local (tais como o SPR) são mais favoráveis a aplicações práticas.



74

Em Bordas e Duflot (2007); Bordas et al. (2007), apresenta-se um estimador de erro

baseado no XMLS (do inglês, eXtended Moving Least Squares (Método dos Mı́nimos

Quadrados Móveis Estendido)). Trata-se de uma modificação na formulação do Método

dos Mı́nimos Quadrados Móveis convencional, feita através de um enriquecimento intŕın-

seco da base de funções. Segundo os autores, a ideia é utilizar os deslocamentos aproxi-

mados pelo MEFG para computar um campo de deformações recuperado. Tal campo é

obtido pela aplicação do operador de derivadas (Equação (2.7)) sobre um campo de deslo-

camentos suavizado pelo XMLS. Em cada elemento, o estimador de erro local é dado pela

norma L2 da diferença entre o campo de deformações recuperado e aquele aproximado

pelo MEFG. A proposta se aplica a problemas da MFLE, sendo a base do XMLS enrique-

cida com funções de singularidade. Os autores afirmam, entretanto, que o enriquecimento

intŕınseco (feito em todo o domı́nio) pode comprometer o custo computacional da análise.

O trabalho de Ródenas et al. (2008) propõe uma adaptação do clássico estimador SPR

para a aproximação do MEFG em problemas da MFLE. A técnica resultante, denominada

SPRXFEM, baseia-se na decomposição do campo de tensões recuperado em duas parcelas:

uma parcela suave, fornecida pelo SPR padrão, e uma parcela singular, constrúıda a partir

da solução assintótica para as tensões nas vizinhanças de uma trinca:


σxx

σxy

σyy

 =
KI√
2πr

cos(θ/2)


1− sen(θ/2) sen(3θ/2)

sen(θ/2) cos(3θ/2)

1 + sen(θ/2) sen(3θ/2)


+

KII√
2πr


−sen(θ/2) [2 + cos(θ/2) cos(3θ/2)]

cos(θ/2) [1− sen(θ/2) sen(3θ/2)]

sen(θ/2) cos(θ/2) cos(3θ/2)


(3.1)

na qual KI e KII representam os fatores de intensidade de tensão para os modos I e II

de abertura, respectivamente, e r e θ são coordenadas polares com origem na ponta da

trinca.

Os autores propõem a utilização, na Equação (3.1), dos fatores de intensidade de tensão

aproximados pelo MEFG. Assume-se, neste caso, que a estratégia de enriquecimento do

método é capaz de fornecer valores bastante precisos para essas grandezas. Cabe ressaltar
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que a decomposição do campo de tensões recuperado é utilizada apenas em uma pequena

região circular ao redor da ponta da trinca, na qual é esperado o comportamento singular

da solução. Os resultados obtidos confirmam o bom desempenho do estimador, tanto a

ńıvel global quanto local.

Anos mais tarde, Ródenas et al. (2010) propõem uma modificação para o SPRXFEM,

capaz de gerar um campo de tensões recuperado estaticamente admisśıvel3. Isso é feito

através da imposição, em cada nuvem, das equações de equiĺıbrio do PVC (aplicada via

multiplicadores de Lagrange sobre o funcional que define a solução recuperada, conside-

rando apenas sua parcela suave). Essa modificação, denominada SPR-CX, é baseada

na técnica do SPR-C (do inglês, Constrained SPR) proposta para o MEF em Dı́ez et al.

(2007); Ródenas et al. (2007). Apesar de não garantir um campo de tensões estaticamente

admisśıvel de forma exata, essa técnica pode fornecer limites superiores práticos para a

norma energia do erro4.

Em Duflot e Bordas (2008), apresenta-se um estimador denominado XGR (do inglês,

eXtended Global Recovery (Recuperação Global Estendida)). Trata-se de uma genera-

lização, para aproximações enriquecidas, do conceito de recuperação global de Hinton

e Campbell (1974). A diferença está na construção do campo de deformações recupe-

rado: ao invés de se utilizarem as mesmas funções de forma empregadas para o campo

de deslocamentos, adotam-se funções de forma convencionais do MEF enriquecidas com

funções que formam uma base para o campo de deformações exato nas vizinhanças de

uma trinca. Em seguida, parâmetros nodais da solução recuperada são obtidos através

da minimização, em todo o domı́nio, da norma L2 da diferença entre os campos de defor-

mações recuperado e aproximado. A performance do estimador é comparada à do XMLS,

apresentando resultados um pouco inferiores para as taxas de convergência e ı́ndices de

efetividade.

Outro estimador baseado em recuperação global é aquele proposto por Prange et al.

3Um campo de tensões é dito estaticamente admisśıvel se for cont́ınuo e atender às equações de
equiĺıbrio no domı́nio e no contorno de Neumann (Equação (2.1)).

4Conforme apresentado, por exemplo, em Dı́ez et al. (2010), um campo de tensões estaticamente
admisśıvel gera uma estimativa para a norma energia do erro sempre maior ou igual ao erro exato. Essa
propriedade é chamada de limite superior.
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(2012), discutido na seção 2.4.3. A estratégia é semelhante à do estimador XGR, con-

siderando, porém, um conjunto diferente de funções enriquecedoras para construção da

solução recuperada. Os autores afirmam que a técnica de suavização é feita sobre o campo

de tensões (e não de deformações, como no XGR) para garantir sua aplicação a problemas

envolvendo plasticidade. Posteriormente, o trabalho de Lins et al. (2015) avaliou o mesmo

estimador para a estratégia estável do MEFG-E, modificando-o para a consideração da

função de Heaviside linear. Nesse caso, foram observados ı́ndices de efetividade superiores

em relação aos obtidos com o MEFG.

Finalmente, destaca-se, mais uma vez, o estimador ZZ-BD de Lins et al. (2019). Con-

forme apresentado na seção 2.4.3, a técnica de projeção L2 localmente ponderada garante

menor custo computacional em comparação à técnica de Prange et al. (2012) e Lins et al.

(2015). Além disso, essa abordagem fornece, em geral, estimativas de erro mais próxi-

mas do erro exato. Tal fato é mais claro nas análises feitas para o MEFG, mas bons

resultados também são verificados para o MEFG-E. Em um trabalho posterior, Bento

et al. (2019) avaliaram o desempenho do estimador no MEFG-E de alta ordem 5, tendo

verificado ı́ndices de efetividade mais próximos da unidade em relação aos resultados do

MEFG-E. Em um trabalho mais recente, Bento et al. (2023) analisaram a aplicação do

estimador ZZ-BD em uma formulação de segunda ordem do MEFG (identificada como

FEM2 −G/XFEM), baseada no uso de funções de Lagrange de segunda ordem.

3.2.2 Estimadores Residuais

Esta seção sintetiza alguns trabalhos envolvendo estimadores de erro residuais para

o MEFG. Uma vez que essa abordagem não é tratada no presente trabalho, optou-se

por listar apenas as publicações mais significativas (maiores detalhes sobre o uso desses

estimadores podem ser encontrados no trabalho de Ferreira (2016)):

� Barros et al. (2004b): Método dos Reśıduos em Elementos para problemas da elas-

ticidade bidimensional;

5O MEFG-E de alta ordem, proposto por Zhang et al. (2014), considera a utilização de uma PU flat-
top para o espaço relacionado às funções de enriquecimento, garantindo que as funções de forma desse
espaço sejam, localmente, quase linearmente independentes (Sato, 2017). Além do bom condicionamento
do sistema, tal modificação garante elevadas taxas de convergência.
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� Barros et al. (2004a): Método dos Reśıduos em Elementos para modelos não-lineares

de dano no concreto;

� Strouboulis et al. (2006): Método dos Reśıduos em Subdomı́nios aplicado a um

problema de Neumann;

� Gerasimov et al. (2012): estimador do tipo expĺıcito para problemas da MFLE;

� Barros et al. (2013): Método dos Reśıduos em Elementos e Método dos Reśıduos

por Subdomı́nios para problemas da elasticidade bidimensional e da MFLE.

3.2.3 Estimadores Orientados ao Objetivo

No contexto do MEFG, o estudo do erro em quantidades de interesse representa um

campo menos explorado em relação às estimativas para a norma energia. Até o presente

momento, as publicações se concentram em problemas da Mecânica da Fratura, analisando

(majoritariamente) medidas associadas ao fator de intensidade de tensão.

O erro em quantidades de interesse é avaliado inicialmente no trabalho de Pannachet

et al. (2008), considerando a propagação de trincas coesivas. Como quantidade de inte-

resse, define-se a componente de tensão principal na região da ponta da trinca (utilizada

no critério de propagação adotado). O erro é computado através de um estimador residual

na abordagem expĺıcita, sendo utilizado para guiar um procedimento adaptativo do tipo

p.

Posteriormente, Panetier, Ladevèze e Louf (2009) propõem um estimador orientado ao

objetivo que utiliza o erro na relação constitutiva (denotado por CRE (do inglês, Consti-

tutive Relation Error (Erro na Relação Constitutiva)), para o qual são constrúıdos campos

de tensão estaticamente admisśıveis. Para a obtenção do erro associado ao fator de inten-

sidade de tensão, calcula-se a solução de um problema adjunto, de maneira semelhante

ao que é descrito na seção 2.4.4. Em seguida, os autores apresentam uma expansão dessa

estratégia em Panetier, Ladevèze e Chamoin (2009), considerando a inclusão da função

de Heaviside nos campos estaticamente admisśıveis. Neste caso, limites precisos para o

erro são obtidos para o fator de intensidade de tensão em problemas de modo misto de
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abertura.

Anos mais tarde, Rüter e Stein (2011) propõem a utilização de um estimador residual

impĺıcito para avaliar o erro associado à integral J, considerando problemas da MFLE.

Em um trabalho posterior (Rüter et al., 2012), os mesmos autores avaliam um estimador

do tipo expĺıcito, expandindo o trabalho de Gerasimov et al. (2012) para o cálculo do

erro em quantidades de interesse. Para os problemas bidimensionais apresentados, são

analisadas a média de uma componente de deslocamentos em um contorno de interesse e

a Integral J.

Finalmente, destaca-se o trabalho de González-Estrada et al. (2015). O erro associado

ao fator de intensidade de tensão é avaliado através do estimador SPR-CX, discutido na

seção 3.2.1. Os autores afirmam que a imposição das condições de equiĺıbrio na solução

recuperada, neste caso, visa melhorar a efetividade do estimador (e não obter limites

superiores para o erro). A abordagem proposta utiliza as definições do problema adjunto e

da função de influência, no mesmo formato apresentado na seção 2.4.4. Para os problemas

bidimensionais da MFLE avaliados nesse trabalho, o estimador apresenta bons resultados

para o ı́ndice de efetividade. Além disso, é feita uma análise interessante da distribuição

do erro estimado em cada elemento da malha, na qual se verifica que o estimador orientado

ao objetivo é capaz de capturar, além do erro concentrado ao redor da ponta da trinca,

os erros existentes no domı́nio de extração do fator de intensidade de tensão.

3.3 Estratégias Adaptativas para o MEFG

Conforme discutido na seção 2.5, a formulação do MEFG é bastante vantajosa para

a aplicação de procedimentos adaptativos do tipo p. Apesar disso, é posśıvel encontrar

algumas publicações que avaliam o processo h, no qual a malha de elementos é modificada

ao longo da análise. A compilação apresentada nesta seção reúne as propostas mais

relevantes para o MEFG, destacando os critérios de adaptatividade adotados em cada

caso. Cabe ressaltar que alguns trabalhos já mencionados na seção 3.2 serão novamente

avaliados, considerando, agora, aspectos da análise adaptativa.

O já mencionado trabalho de Barros et al. (2004b) propõe, pela primeira vez, um
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processo adaptativo do tipo p para o MEFG. Conforme discutido na seção 2.5.2, indi-

cadores de erro são constrúıdos para cada nuvem de elementos – com base no prinćıpio

da equidistribuição do erro – de modo a compatibilizar o refinamento p com a estraté-

gia de enriquecimento nodal do MEFG. Posteriormente, essa estratégia é expandida para

modelos não lineares em Barros et al. (2004a).

Em Waisman e Belytschko (2008), propõe-se uma abordagem de enriquecimento adap-

tativo paramétrico, na qual parâmetros das funções enriquecedoras são otimizados por

meio da minimização de medidas de erro baseadas em reśıduos locais. A estratégia é

aplicada a problemas de camada limite, que exigem um refinamento considerável da apro-

ximação nos contornos do domı́nio analisado. O problema de minimização utiliza um

procedimento de solução não-linear para o cálculo dos parâmetros das funções de enri-

quecimento, podendo comprometer o custo computacional da análise. Apesar disso, os

autores defendem a validade da estratégia pelo fato de que os clássicos processos h e p

também exigem uma sequência de soluções para o controle do erro da discretização.

Anos mais tarde, Jin et al. (2017) apresentam uma estratégia adaptativa para proble-

mas tridimensionais de propagação por fadiga, tendo em vista simulações de tolerância ao

dano. A abordagem utiliza um processo h, cujo refinamento da malha acompanha a tra-

jetória de propagação da trinca. Segundo os autores, apesar da convicção inicial de que o

MEFG poderia simular a propagação de trincas sem a redefinição da malha, o refinamento

h pode ser interpretado como um“casamento por conveniência”, já que a malha adaptada

não precisa ser conforme à geometria da trinca ao longo da propagação. Além do prinćı-

pio da equidistribuição do erro, considera-se um critério que objetiva atingir determinado

ńıvel de precisão com o menor número de elementos posśıvel (Ladevèze et al., 1991). Em

cada elemento, a regra de refinamento considera, além de medidas locais, um parâmetro

de erro global – ambos avaliados em termos da norma energia pelo estimador XGR (seção

3.2.1). A abordagem proposta garante resultados precisos para o fator de intensidade de

tensão e para o número acumulado de ciclos de carregamento. Apesar dos bons resultados

obtidos nesse trabalho, os autores destacam que a análise poderia ser mais eficiente com

o uso de estimadores orientados ao objetivo, considerando como quantidades de interesse,
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por exemplo, o fator de intensidade de tensão.

Também é importante mencionar o trabalho de Bento (2019), que apresenta estratégias

h e p adaptativas utilizando o estimador de erro ZZ-BD. Para o processo h, consideram-se

como critérios de otimalidade a distribuição igualitária do erro global e do erro espećıfico

(neste último, considerando a distribuição do erro por volume). Já o processo p se ba-

seia na proposta de Barros et al. (2004b). Os resultados obtidos confirmam a eficiência

do estimador ZZ-BD para guiar análises adaptativas, sendo verificados passos de refina-

mento/enriquecimento muito próximos daqueles fornecidos pelo erro exato. Além disso,

conclusões importantes são relatadas a respeito do condicionamento da matriz de rigidez

no procedimento p. O aumento do grau da aproximação, neste caso, deteriora considera-

velmente o número de condicionamento. Tal problema é contornado, nesse trabalho, pelo

uso da PU flat-top no MEFG-E de alta ordem.

Além dos tradicionais processos h e p, é posśıvel conceber, para o MEFG, um tipo

especial de procedimento adaptativo. É no trabalho de Duflot e Bordas (2008) que se

propõe a chamada adaptatividade-e , idealizada para problemas da MFLE. Ao verificarem

que o aumento da zona de enriquecimento do MEFG (definida como a região enriquecida

com funções de singularidade nas vizinhanças da ponta da trinca6) diminui o erro da

simulação, os autores sugerem um novo tipo de adaptatividade especialmente concebido

para aproximações enriquecidas. A ideia consiste em minimizar o erro através da definição

de um tamanho ótimo para a zona de enriquecimento – razão por trás da denominação

“adaptatividade-e”. Em seguida, caso a medida de erro seja superior a uma determinada

tolerância, pode-se considerar a aplicação dos clássicos processos h e/ou p, mantendo-se

constante o tamanho da zona de enriquecimento. Nesse trabalho, os autores apresentam

a adaptatividade-e como uma ideia em desenvolvimento.

O tamanho da zona de enriquecimento em problemas da MFLE, de fato, influencia

fortemente a solução do MEFG. Em Béchet et al. (2005) e Laborde et al. (2005), propõe-

se, pela primeira vez, uma estratégia de enriquecimento geométrico: define-se uma região

6Apesar de descrever uma região semelhante, o conceito da zona de enriquecimento, neste caso, é
diferente daquele de Gupta, Kim e Duarte (2012) para o MEFGgl, discutido na seção 2.3.4. Apesar disso,
optou-se, no presente texto, por manter a denominação original dos dois trabalhos.
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circular fixa, ao redor da ponta da trinca, na qual os nós são enriquecidos com funções de

singularidade. Desse modo, o tamanho dessa região (definido por um raio de enriqueci-

mento com origem na ponta da trinca) não depende do tamanho dos elementos da malha.

Nesses trabalhos, exemplos numéricos comprovam que o enriquecimento geométrico ga-

rante taxas ótimas de convergência para a norma energia, sendo verificadas, também,

taxas superiores para o fator de intensidade de tensão. Desde então, essa abordagem tem

sido adotada em diversos trabalhos contendo aplicações do MEFG a problemas da MFLE

(como, por exemplo, Fries (2008), Ródenas et al. (2008), Lins et al. (2015), Lins et al.

(2019) e Jin et al. (2017)). Apesar disso, Béchet et al. (2005) afirmam que o enriqueci-

mento geométrico pode deteriorar o condicionamento do sistema de equações e aumentar

significativamente o número de graus de liberdade do problema, sendo necessária a de-

finição de um valor adequado para o raio de enriquecimento – que passa a representar

um novo parâmetro a ser definido pelo usuário do sistema computacional. Nesse mesmo

trabalho, já se aponta a possibilidade de empregar estimadores de erro a posteriori para

a correta definição desse parâmetro.

Anos mais tarde, Bordas e Duflot (2017) afirmam que a adaptatividade-e tem o poder

de revolucionar a maneira como são concebidos os procedimentos adaptativos, promovendo

meios flex́ıveis de se enriquecer localmente a aproximação. Segundo os autores, a ideia é

desenvolver técnicas nas quais uma combinação dos processos h, p e e, aplicados em ordem

a ser definida, otimize a aproximação numérica de acordo com a distribuição de erro obtida

na análise. No entendimento da autora, não existem publicações (até o momento) que

tenham implementado, de fato, essa estratégia de adaptatividade para o MEFG.
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Caṕıtulo 4

Metodologia

Neste caṕıtulo, apresenta-se a metodologia desta pesquisa. Delimita-

se o desenvolvimento do trabalho em etapas e discute-se o objetivo

de cada uma delas. Apresentam-se, também, os exemplos numéri-

cos escolhidos para a validação/aplicação das estratégias propostas.

Maiores detalhes acerca de cada etapa – incluindo particularidades da

formulação dos estimadores e dos procedimentos adaptativos – serão

discutidos, juntamente com as simulações numéricas, nos caṕıtulos 5

a 8.

4.1 Contexto de Aplicação

As técnicas propostas neste trabalho são idealizadas para modelos contendo trincas

cuja geometria inicial é previamente definida. Nesse caso, não se considera o fenômeno de

nucleação da trinca. Tal situação é corretamente tratada pela MFLE, que se aplica tanto

a um corpo com algum defeito inerente, quanto a um corpo perfeito que tenha atingido o

estágio final do processo de nucleação da trinca (da Rosa, 2002).

No contexto da MFLE, as condições na ponta da trinca são completamente caracteri-

zadas pelo fator de intensidade de tensão (K). Em termos gerais, esse parâmetro reúne

uma combinação entre tamanho da trinca, geometria e carregamento (Dowling, 2013). Ex-

pressões anaĺıticas ou emṕıricas para o cálculo de K podem ser encontradas em manuais

da Mecânica da Fratura (por exemplo, em (Tada et al., 2000)), sendo limitadas a mode-

los espećıficos. Por esse motivo, os valores de K são tipicamente extráıdos de soluções
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numéricas que contenham as trincas previstas no componente estrutural de interesse.

Em todas as estratégias apresentadas neste trabalho, a representação das trincas se dá

por meio de funções de singularidade e/ou funções descont́ınuas, descritas na seção 2.2.4

e já bastante tradicionais na literatura do MEFG. Com o objetivo final fixado na correta

obtenção do fator de intensidade de tensão, busca-se, primeiramente uma descrição ade-

quada da singularidade induzida pela trinca. Adicionalmente, deseja-se uma aproximação

com erro em energia controlado – o que contribui, indiretamente, para a correta repre-

sentação da trinca e também garante que o comportamento geral do problema seja bem

descrito.

4.2 Estimadores de erro para a norma energia no MEFGgl

Conforme mencionado no Caṕıtulo 1, o presente trabalho propõe, pela primeira vez,

estimadores de erro a posteriori para o MEFGgl. O estimador ZZ-BD (seção 2.4.3) é

utilizado em todas as estratégias numéricas aqui propostas. A escolha por esse estimador

se fundamenta em duas propriedades: o baixo custo computacional – verificado por Lins

et al. (2019) em comparação à técnica de projeção global – e a independência em relação

ao fator de intensidade de tensão. Esta última, de fato, pesa à favor do estimador ZZ-BD

em comparação ao SPRXFEM (ou ao SPR-CX ), uma vez que se evita a necessidade de

calcular o fator de intensidade de tensão nas duas escalas de análise (problemas local e

global) quando se deseja avaliar o erro em ambas (ver Equação (3.1)).

O desenvolvimento dos estimadores de erro para a norma energia no MEFGgl se baseou

nas seguintes etapas:

4.2.1 Implementação do estimador ZZ-BD e validação no MEFG

Nesta primeira etapa do trabalho, o estimador ZZ-BD foi implementado para o MEFG

no sistema INSANE, mantendo-se a mesma formulação apresentada em Lins et al. (2019).

No processo de validação da implementação, foram reproduzidos todos os resultados da-

quele trabalho. Por simplificação, optou-se por omitir os resultados desta etapa no pre-

sente texto.
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4.2.2 Formulação e validação do estimador ZZ-BD no problema global
enriquecido do MEFGgl

Após a validação do estimador no MEFG, foi feita a sua extensão para o problema

global enriquecido do MEFGgl e da sua versão estável (MEFG-Egl), com modificações

pertinentes na construção das tensões recuperadas.

Em Lins et al. (2019), o campo de tensões recuperado σ∗ ((Equação (2.35))) é cons-

trúıdo com as funções gdn, que são análogas às funções de singularidade adotadas no campo

de deslocamentos (com a diferença de que as funções gdn descrevem o campo de tensões

exato e as funções de singularidade o campo de deslocamentos exato). Nesse trabalho,

empregam-se apenas funções de singularidade para a descrição da trinca via MEFG e,

consequentemente, apenas funções gdn em σ∗. Por outro lado, no problema global en-

riquecido do MEFGgl, a descrição da trinca é feita unicamente através das funções de

enriquecimento global-local (Equação 2.25). Nesse contexto, haviam duas opções para a

construção das funções de forma de σ∗ no presente trabalho: utilizar funções derivadas

do enriquecimento global-local ou manter o uso das funções gdn (neste caso, apenas para a

solução recuperada, sem alterar a formulação do MEFGgl). Optou-se, aqui, pela segunda

opção, uma vez que as funções gdn descrevem, de fato, a solução exata nas vizinhanças

da ponta da trinca. Além disso, o enriquecimento global-local pode não fornecer bons

resultados antes que técnicas de controle do erro no modelo local sejam efetuadas. Logo,

considerou-se mais favorável o uso das funções gdn nesta etapa da análise.

O campo de tensões recuperado da técnica ZZ-BD, portanto, segue a seguinte equação

no problema global enriquecido:

σ∗ =


σ∗
xx

σ∗
yy

σ∗
xy

 =
NN∑
β=1

Nβ


a1β,0

a2β,0

a3β,0

+
∑

β∈IGL

2∑
n=1

Nβ


a1β,ng

1
n(r, θ)

a2β,ng
2
n(r, θ)

a3β,ng
3
n(r, θ)

 (4.1)

sendo NN o número total de nós do modelo, r e θ coordenadas polares com origem na

ponta da trinca e IGL o conjunto de nós enriquecidos com as funções gdn (Equação (2.36)).

Nesse caso, IGL é igual ao conjunto de nós enriquecidos com as funções global-local no

campo de deslocamentos.
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Conforme será exposto no Caṕıtulo 5, o processo de recuperação de tensões no pro-

blema global enriquecido foi explorado em duas estratégias:

1. Uso das tensões recuperadas na construção das condições de contorno de Cauchy

no problema local, com o objetivo de aprimorar a solução global a ser imposta. Tal

estratégia garantiu resultados bastante favoráveis e dispensou o uso da zona buffer

(seção 2.3.4) no presente trabalho, conforme será discutido na seção 5.1.

2. Emprego das tensões recuperadas para a obtenção do estimador de erro a posteriori.

Nesta etapa, após o cálculo de σ∗, aplica-se a Equação (2.32) para computar o erro

estimado na norma energia em cada elemento da malha e, em seguida, a Equação

2.33 para a obtenção do erro estimado global.

Os resultados e discussões desta etapa, considerando o MEFGgl e o MEFG-Egl serão

expostos na seção 5.2. A análise do ı́ndice de efetividade e das taxas de convergência

mostrou, conforme será visto, tendências semelhantes àquelas observadas no MEFG.

Particularidades no comportamento do erro estimado ao longo do processo de ciclos

global-local também serão discutidas.

4.2.3 Formulação e validação do estimador ZZ-BD no problema local do
MEFGgl

Após a validação do estimador ZZ-BD no problema global enriquecido, passou-se à

etapa de aplicação desse estimador sobre o problema local. Nesta fase, buscou-se validar

o estimador para um posterior uso em estratégias adaptativas – a serem introduzidas

ainda neste caṕıtulo.

No presente trabalho, a representação das trincas no problema local segue as mesmas

premissas tipicamente adotadas em modelos do MEFG. Logo, a formulação do estimador

ZZ–BD no problema local, desde a construção das tensões recuperadas até o cálculo do

erro estimado global, é a mesma já adotada para o MEFG – seguindo integralmente a

técnica de Lins et al. (2019).

Contudo, é posśıvel identificar uma particularidade desta aplicação a partir da estima-

tiva de erro a priori para o problema local (seção 2.3.4). O erro da solução aproximada
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no problema local é composto, como visto, por duas parcelas: o erro das condições de

contorno provenientes do problema global e o erro da discretização. Qualquer estimador

de erro concebido para o erro da discretização, portanto, é incapaz de enxergar a primeira

dessas parcelas. Por conseguinte, uma prevalência do erro das condições de contorno sobre

o erro da discretização pode levar à uma significativa subestimação do erro, conforme será

discutido na seção 5.3.2.4.

Assim como feito no problema global enriquecido, ı́ndices de efetividade, taxas de con-

vergência e mapas de erro foram avaliados para a validação do estimador nesta etapa,

considerando o MEFGgl e o MEFG-Egl. Detalhes da aplicação do estimador serão apre-

sentados na seção 5.3, juntamente com os resultados das simulações numéricas.

4.3 Estimador para o erro do fator de intensidade de tensão

no MEFGgl

Após a validação do estimador de erro para a norma energia, desenvolveu-se um es-

timador de erro orientado ao objetivo para o MEFGgl. Tal estimador é especialmente

concebido para medir o erro associado ao fator de intensidade de tensão, cuja relevância

em problemas de fratura já foi devidamente registrada neste texto. O desenvolvimento

desse novo estimador é considerado uma das principais contribuições do presente trabalho.

A formulação do MEFGgl permite a extração do fator de intensidade de tensão tanto

no problema local quanto no problema global enriquecido. A maior parte dos trabalhos da

literatura, entretanto, o faz no problema global enriquecido. Tal escolha se justifica pela

convergência mais acelerada da solução neste modelo, enquanto o modelo local exige um

maior número de ciclos global-local (ou a utilização de uma zona buffer muito extensa)

até que seja alcançada uma resposta apropriada. Por essa razão, o estimador orientado

ao objetivo é aplicado sobre o problema global enriquecido no presente trabalho.

Conforme apresentado na seção 2.4.4, o estimador de erro orientado ao objetivo utiliza

a definição de um problema dual, cuja forma variacional foi apresentada na Equação

(2.64). No problema dual, a matriz de rigidez é a mesma do problema primal (aquele que

se deseja resolver), podendo, inclusive, ser reaproveitada ao longo do processo de solução.
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Já os termos associados ao vetor de forças são computados com base no funcional de

interesse – neste caso, o fator de intensidade de tensão.

Adota-se, neste trabalho, a Integral de Interação (Yau et al., 1980) como método de

extração do fator de intensidade de tensão. Trata-se de um método derivado da Integral

J, sendo baseado, portanto, na taxa de liberação de energia. Sua utilização é frequente na

literatura do MEFG e os resultados obtidos são, em geral, bastante precisos. A aplicação

desse método no MEFGgl foi previamente investigada pela autora e co-autores em Fonseca

et al. (2020). Além disso, a viabilidade de um estimador orientado ao objetivo para a

Integral de Interação é assegurada pelo fato de esta ser expressa como um funcional linear

do campo de deslocamentos.

Visando otimizar a leitura e o entendimento, optou-se por descrever detalhadamente a

formulação do estimador orientado ao objetivo no Caṕıtulo 6, juntamente com os resulta-

dos das simulações numéricas. O estimador será validado, primeiramente, para o MEFG

e, na sequência, para o MEFGgl. Nesta etapa, serão considerados exemplos com diferentes

modos de abertura de trinca e soluções de referência exatas ou emṕıricas/numéricas.

4.4 Estratégias adaptativas para o MEFGgl: trincas estáti-

cas

Dada a disponibilidade de estimadores de erro, é natural que se busquem técnicas de

aprimoramento da solução numérica. Conforme discutido no caṕıtulo introdutório deste

texto, a interação entre as escalas global e local no MEFGgl motiva o desenvolvimento

de técnicas adaptativas em ambas. O presente trabalho propõe, portanto, dois processos

adaptativos distintos – podendo ser adotados em conjunto ou isoladamente – conforme

busca-se elucidar a seguir. Tais procedimentos serão, inicialmente, formulados para trincas

estáticas, sem considerar a possibilidade de propagação.

4.4.1 Procedimento Adaptativo para o Problema Local

A concepção de uma estratégia adaptativa para o problema local exige, inicialmente,

uma reflexão à respeito dos prinćıpios básicos do MEFGgl e das razões que motivaram o
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seu desenvolvimento. No contexto de um problema de fratura, é encargo da solução local

descrever adequadamente as trincas presentes no modelo para, na etapa seguinte da aná-

lise, levar tal descrição ao domı́nio global. Quando se busca o aprimoramento da solução

local, portanto, deve-se concentrar na representação das descontinuidades/singularidades.

Apesar de o domı́nio local ser, de modo geral, pequeno em comparação ao domı́nio

global, o refinamento da malha local implica em aumento considerável do tempo de mon-

tagem do sistema de equações do problema global enriquecido. Isso ocorre porque os

elementos locais são utilizados como células de integração para a correta avaliação de ũL

nas funções de forma enriquecidas (Equação 2.25), conforme proposto desde as primeiras

aplicações do método (Duarte e Kim, 2008). Por esse motivo, procedimentos adaptativos

do tipo h não serão abordados no presente trabalho.

Um procedimento adaptativo do tipo p, por sua vez, se justificaria pela independên-

cia em relação à malha de elementos finitos. O aumento do grau da aproximação local

em problemas bidimensionais, entretanto, não é tão significativo para a resposta final do

MEFGgl – em especial para o fator de intensidade de tensão extráıdo no problema global

enriquecido, conforme proposto neste trabalho1 – e deteriora significativamente o condi-

cionamento do sistema de equações. O procedimento adaptativo aqui proposto, portanto,

se baseia no conceito da adaptatividade-e.

Conforme discutido na seção 3.3, a adaptatividade-e busca adaptar o tamanho da

região enriquecida com as funções de singularidade. A definição de uma região fixa ao

redor da ponta da trinca para a aplicação de tais funções, de fato, já é bastante consolidada

nas aplicações do MEFG a problemas da MFLE. No entanto, não há uma regra geral

para a definição do tamanho da região enriquecida. Conforme ressaltado por Duflot e

Bordas (2008), não existe um verdadeiro valor ótimo para esse tamanho, uma vez que

o erro continua a diminuir à medida que a região enriquecida aumenta. Apesar disso, o

enriquecimento descreve o comportamento local ao redor da trinca e, portanto, seu efeito

tende a diminuir em regiões mais distantes da singularidade. Logo, é provável que uma

1Em problemas tridimensionais, o uso de elementos locais de alta ordem ou de enriquecimentos poli-
nomiais é frequente e pode ser muito vantajoso, conforme presente, por exemplo em (O’Hara et al., 2015),
onde se utiliza uma aproximação de ordem p = 3 no problema local.
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região computacionalmente ótima possa ser encontrada.

No Caṕıtulo 7, será apresentado um procedimento de adaptatividade-e para o pro-

blema local, no qual o erro estimado na norma energia (fornecido pelo estimador ZZ-BD)

é utilizado, em um procedimento iterativo, para a seleção de novos nós a serem enriqueci-

dos com funções de singularidade. O processo é iniciado em uma configuração de “mı́nimo

enriquecimento” para a representação da trinca no problema local e termina com uma

discretização otimizada, na qual a singularidade é melhor descrita. Para facilitar entendi-

mento do leitor, optou-se por detalhar as etapas da solução na seção 7.1, juntamente com

os resultados das simulações numéricas e a discussão sobre os impactos dessa abordagem

sobre a resposta final do MEFGgl.

4.4.2 Procedimento Adaptativo para o Problema Global

O procedimento adaptativo proposto para o problema local, descrito na seção anterior,

busca resolver a questão da escolha da discretização desse modelo. A definição do tamanho

da região local, por sua vez, exige o uso de medidas de erro na escala global. Nesse sentido,

o presente trabalho propõe o uso do estimador de erro no problema global enriquecido

para a seleção dos elementos que irão compor o problema local, conforme será exposto na

seção 7.2.

Assim como na adaptatividade-e, a elaboração de um procedimento adaptativo para

a seleção da região local demanda reflexões sobre o propósito do MEFGgl. O aumento da

região local, especialmente quando acompanhado do aumento do número de nós globais

enriquecidos com a solução local, implica, naturalmente, na melhoria da solução final.

Apesar disso, um aumento excessivo do domı́nio local faz com que o aprimoramento se

dê pela parcela suave da solução global, e não apenas pela correta descrição da singula-

ridade. Em outras palavras, é desejável que o problema local seja incumbido somente de

representar corretamente as trincas (ou outros fenômenos particulares). Usar a solução

local para aprimorar a parcela suave da solução no problema global enriquecido é algo

que vai contra a essência do MEFGgl em problemas de fratura.

Nesse sentido, o procedimento adaptativo aqui proposto teve o cuidado de evitar a
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obtenção de domı́nios locais excessivamente extensos. Devido a caracteŕısticas particulares

da distribuição do erro estimado para o fator de intensidade de tensão – a serem discutidas

no Caṕıtulo 6 – optou-se por empregar o erro estimado na norma energia nesta etapa do

trabalho. Formulou-se um critério de seleção de elementos globais para compor a chamada

zona de enriquecimento (região que é enriquecida com as funções global-local), valendo-se

de um procedimento iterativo que acompanha, também, a execução dos ciclos global-local.

Desse modo, o tamanho da região local é atualizado a cada ciclo. Assim como nas seções

anteriores, optou-se por minuciar as etapas da solução juntamente com os resultados das

simulações numéricas na seção 7.2. Nessa seção, a adaptatividade-e do problema local

também será inclúıda na análise, caracterizando, finalmente, uma estratégia adaptativa

com o aprimoramento mútuo da solução do MEFGgl nas duas escalas.

4.5 Estratégias adaptativas para o MEFGgl: propagação de

trincas

Nas simulações de propagação de trincas da MFLE, efetua-se um procedimento in-

cremental de crescimento da trinca – valendo-se de um incremento de trinca inicialmente

prescrito – com a avaliação do fator de intensidade de tensão a cada passo do processo. O

ângulo que define a orientação assumida pela trinca também é calculado em função desse

parâmetro. A precisão do fator de intensidade de tensão, portanto, é essencial nesse tipo

de modelagem.

As estratégias adaptativas discutidas na seção anterior, com o propósito de aprimorar

o fator de intensidade de tensão e, adicionalmente, o comportamento global do problema,

poderiam ser aplicadas diretamente em uma simulação de propagação. Contudo, certas

particularidades desse tipo de modelagem podem exigir modificações nos procedimentos

adaptativos.

Desde que se adote um incremento de trinca pequeno, a solução aproximada tende a

ser pouco alterada entre um passo e outro do processo de propagação. Logo, é posśıvel

simplificar critérios, relaxando determinadas condições, sem grande prejúızo aos resul-

tados finais. É nesse sentido que caminha a estratégia adaptativa de propagação a ser
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apresentada no Caṕıtulo 8. Trata-se de uma concepção inicial para simulações adaptati-

vas de propagação de trincas, sem o objetivo de esgotar o assunto. Nesse mesmo caṕıtulo,

chama-se atenção para a qualidade do fator de intensidade de tensão associado a uma

correção pelo erro estimado (via estimador orientado ao objetivo). Pormenores a respeito

das medidas de erro e dos procedimentos adaptativos serão discutidos no Caṕıtulo 8.

4.6 Apresentação dos exemplos numéricos

Na sequência do presente texto, diversas simulações numéricas serão apresentadas

com o objetivo de analisar as medidas de erro e as técnicas adaptativas propostas. Foram

escolhidos problemas com soluções de referência dispońıveis e já consolidados na literatura

do MEFG/MEFGgl. Uma vez que tais exemplos serão estudados em múltiplos caṕıtulos,

optou-se por apresentá-los separadamente na presente seção.

4.6.1 Problema A

Nos caṕıtulos 5 a 7, será abordado o exemplo de uma chapa contendo uma trinca de

borda, ilustrada na Figura 4.1. Neste caso, a solução exata para as tensões em qualquer

ponto é fornecida pelos primeiros termos da expansão assintótica da elasticidade para os

modos I e II de abertura, considerando o caso particular de uma fissura fechada (Equações

(4.2) e (4.3), respectivamente, com o mesmo sistema de coordenadas da Equação (2.20)).

Tais funções são impostas como condições de contorno de Neumann e, consequentemente,

é posśıvel computar os erros exatos na norma energia e os ı́ndices de efetividade dos

estimadores.
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Figura 4.1: Problema A: chapa contendo uma trinca de borda, na qual se impõe a solução exata
como condições de contorno de Neumann.
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Para este problema, os valores exatos dos fatores de intensidade de tensão são:

Kex
I = Kex

II =
√
2π (4.4)

Este exemplo será tratado em estado plano de deformação, com E = 1, 0 e ν = 0, 3

(em unidades consistentes). Usando as expressões (4.2), (4.3) ou a superposição de ambas,

é posśıvel se impor condições de modo I, II ou misto de abertura. Tais casos serão

referenciados, nos próximos caṕıtulos, como“Problema A - Modo I”, “Problema A - Modo

II” e “Problema A - Modo Misto”, respectivamente.

Em todas as análises deste exemplo, consideram-se 4× 4 pontos de Gauss nos elemen-

tos do problema global. Tal número também é adotado no problema local, exceto nos

elementos imediatamente abaixo ou acima da trinca, nos quais se adotam 12× 12 pontos

de Gauss para melhor representar as funções descont́ınuas/singulares. No problema glo-

bal enriquecido, empregam-se os elementos locais como células de integração, conforme
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mencionado na seção 4.4.1.

4.6.2 Problema B

Nos Caṕıtulos 6 a 8, será estudado o exemplo apresentado na Figura 4.2. Trata-se de

uma chapa contendo uma trinca de borda em modo I de abertura, para a qual se tem a

seguinte solução de referência para KI , com precisão de 0, 5% (Tada et al., 2000):

KREF
I =

√
2B

πa
tan

πa

2B

0, 752 + 2, 02(a/B) + 0, 37
(
1− sen πa

2B

)3
cos πa

2B

σ
√
πa (4.5)

na qual a representa o comprimento da trinca, B a largura da chapa e σ o carregamento

imposto, conforme mostrado na Figura 4.2.

Figura 4.2: Problema B: chapa contendo uma trinca de borda em modo I de abertura, com
a = 3, 5, B = 7, 0 e H = 16, 0 (em unidades consistentes.)

Neste exemplo, será considerado estado plano de tensão com E = 1 × 105 e ν = 0, 3

(em unidades consistentes). O esquema de integração numérica é o mesmo adotado no

Problema A, com uma modificação na região associada à trinca no problema local. Neste

caso, considera-se o procedimento de subdivisão em elementos triangulares e mapeamento

de coordenadas implementado por Campos (2020) no sistema INSANE. Esse procedimento

é utilizado sempre que a trinca não estiver localizada sobre as arestas dos elementos locais.
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4.6.3 Problema C

No Caṕıtulo 6, também será abordado o exemplo da Figura 4.3, que contém uma

trinca de borda em modo misto de abertura. Nesse problema, mantêm-se a geometria e

as propriedades materiais do Problema B, alterando-se o sentido do carregamento imposto.

O esquema de integração numérica do Problema B também é mantido em sua integridade.

Adota-se como referência para os fatores de intensidade de tensão a seguinte solução

numérica obtida no software comercial ANSYS 2:

KREF
I = 34, 1240

KREF
II = 4, 5441

(4.6)

Figura 4.3: Problema C: chapa contendo uma trinca de borda em modo misto de abertura, com
a = 3, 5, B = 7, 0 e H = 16, 0 (em unidades consistentes).

2Foram utilizados elementos Solid 183 (Q8) em uma malha com 11042 nós. Adotou-se uma densidade
de malha de 1/60 em uma região quadrada (lado igual a 3,5) ao redor da ponta da trinca.
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4.7 Medidas de Erro Adotadas

Nos caṕıtulos seguintes, diversas medidas de erro são analisadas no decorrer das simu-

lações numéricas. Para facilitar o entendimento do leitor, uma śıntese de todas as medidas

a serem referenciadas, com seus devidos śımbolos, é apresentada a seguir, com a repetição

de algumas equações da seção 2.4.

� Erro exato global (norma energia): calculado através da solução exata e constrúıdo

a partir da contribuição de cada elemento e:

∥e∥ε(Ωa) =

(
NE∑
e=1

∥e∥2ε(Ωe)

)1/2

(4.7)

com a = G no problema global enriquecido e a = L no problema local. O termo

∥e∥2ε(Ωe)
é dado na Equação (2.31).

� Erro estimado global (norma energia): calculado através da solução recuperada e

constrúıdo a partir da contribuição de cada elemento e:

∥e∗∥ε(Ωa) =

(
NE∑
e=1

∥e∗∥2ε(Ωe)

)1/2

(4.8)

com a = G no problema global enriquecido e a = L no problema local. O termo

∥e∗∥2ε(Ωe)
é dado na Equação (2.32).

� Índice de efetividade: razão entre a norma energia dos erros estimado e exato:

θa =
∥e∗∥ε(Ω)

∥e∥ε(Ωa)

(4.9)

com a = G no problema global enriquecido e a = L no problema local.

� Erro exato relativo global (norma energia): razão entre a norma energia do erro

exato (4.7) e da solução exata:

E%Ωa
=

∥e∥ε(Ωa)

∥u∥ε(Ωa)

× 100% (4.10)

com a = G no problema global enriquecido e a = L no problema local.
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� Erro estimado relativo global (norma energia): razão entre a norma energia do

erro estimado (2.33) e da solução aproximada, corrigida pelo erro estimado:

E∗
%Ωa

=
∥e∗∥ε(Ωa)√

∥ũ∥ε(Ωa) + ∥e∗∥ε(Ωa)

× 100% (4.11)

com a = G no problema global enriquecido e a = L no problema local.

� Erro exato do fator de intensidade de tensão: calculado apenas no Problema A,

usando (4.4):

E(Ki) =
√
2π −Ki (4.12)

com i = 1 para KI e i = 2 para KII .

� Erro de referência do fator de intensidade de tensão: calculado nos Problemas B

e C, usando os valores de referência (4.5 e 4.6):

EREF(Ki) = KREF
i −Ki (4.13)

com i = 1 para KI e i = 2 para KII .

� Erro estimado do fator de intensidade de tensão: calculado conforme a Equação

(2.75):

E∗(ki) =
NE∑
k=1

Qk(e∗) (4.14)

com i = 1 para KI , i = 2 para KII e Qk(e∗) dado pela Equação (2.74). Maiores

detalhes serão dados no Caṕıtulo 6.

� Erro exato relativo do fator de intensidade de tensão: calculado apenas no Pro-

blema A, usando a Equação (4.4):

E%(Ki) =

√
2π −Ki√

2π
× 100% (4.15)

com i = 1 para KI e i = 2 para KII .

� Erro de referência relativo do fator de intensidade de tensão: calculado nos Pro-

blemas B e C, usando os valores de referência (Equações (4.5) e (4.6)):

EREF
% (Ki) =

KREF
i −Ki

KREF
i

× 100% (4.16)
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com i = 1 para KI e i = 2 para KII .

� Erro estimado relativo do fator de intensidade de tensão: razão entre o erro esti-

mado (Equação (4.14)) e o valor aproximado para o fator de intensidade de tensão,

corrigido pelo erro estimado:

E∗
%(Ki) =

E∗(Ki)

Ki + E∗(Ki)
× 100% (4.17)

com i = 1 para KI e i = 2 para KII .

� Índice de efetividade do estimador orientado ao objetivo: razão entre o erro exato

e o erro estimado do fator de intensidade de tensão, calculado apenas no Problema

A:

θKi =
E∗(Ki)

E(Ki)
(4.18)

com i = 1 para KI , i = 2 para KII .

� Índice de efetividade aproximado do estimador orientado ao objetivo: razão entre

o erro de referência e o erro estimado do fator de intensidade de tensão, calculado

nos Problemas B e C:

θ̃Ki =
E∗(Ki)

EREF(Ki)
(4.19)

com i = 1 para KI e i = 2 para KII .
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Caṕıtulo 5

Estimadores de Erro para a Norma
Energia no MEFGgl

Neste caṕıtulo, apresenta-se o estimador de erro proposto para o

MEFGgl, considerando medidas baseadas na norma energia. Inici-

almente, o processo de recuperação de tensões é utilizado na etapa de

imposição das condições de contorno no problema local. Em seguida,

avalia-se o estimador de erro constrúıdo com esse mesmo processo,

aplicado sobre problema global enriquecido e, em seguida, sobre o

problema local.

5.1 Condições de Contorno no Problema Local: Uso das

Tensões Recuperadas

5.1.1 Considerações Iniciais

Conforme discutido na seção 2.3.4, o trabalho de Gupta, Kim e Duarte (2012) apre-

sentou um estudo detalhado a respeito do erro associado à imposição de condições de

contorno inexatas sobre o problema local do MEFGgl. Nesse trabalho, os autores avaliam

a zona buffer e o processo de ciclos global-local, considerando, em ambos os casos, somente

a imposição de deslocamentos no contorno local (condições de contorno de Dirichlet).

No presente trabalho, uma nova abordagem é proposta. Em simulações com a utili-

zação de estimadores de erro baseados em técnicas de recuperação, o campo de tensões
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recuperado (σ∗) pode, também, ser aplicado com outros objetivos. O que se propõe aqui

é o uso das tensões recuperadas na imposição das condições de contorno de Cauchy no

problema local. Desse modo, substitui-se o campo de tensões aproximado do problema

global pelo campo de tensões recuperado pelo procedimento ZZ-BD (seçao 2.4.3). A

formulação do problema local (Equação (2.24)), neste caso, sofre uma alteração no termo

t(ũ0
G):

Encontre ũL ∈ ṼL(ΩL) ⊂ H1(ΩL) ∀ ṽL ∈ ṼL(ΩL)

∫
ΩL

ε(ṽL)
T σ(ũL) dx+ κ

∫
∂ΩL\(∂ΩL∩∂ΩG)

ṽT
L ũL ds =∫

∂ΩL∩∂ΩN
G

ṽT
L t̄ ds+

∫
∂ΩL\(∂ΩL∩∂ΩG)

ṽT
L (t∗(ũ0

G) + κ ũ0
G) ds

(5.1)

sendo t∗(ũ0
G) o vetor de tensões de superf́ıcie calculado no modelo global a partir das

tensões recuperadas σ∗:

t∗ = σ∗ · n em ∂ΩL\(∂ΩL ∩ ∂ΩG) (5.2)

Outro fator determinante na imposição das condições de contorno sobre o problema

local é o parâmetro de rigidez κ na Equação (5.1). O presente trabalho adota o procedi-

mento proposto por Birner e Schweitzer (2019), que elimina a necessidade de pré-definição

desse parâmetro. Tal procedimento calcula o valor de κ através de um balanceamento das

normas de vetores calculados nos contornos global e local. Mais detalhes podem ser en-

contrados em Birner e Schweitzer (2019) e em Pereira (2019).

5.1.2 Simulações Numéricas

Para analisar a viabilidade da estratégia proposta, considera-se o Problema A - Modo

Misto (seção 4.6.1). A malha global adotada é um grid de 20 × 20, cujos elementos são

divididos em 2 × 2 partes para a definição da malha local. São utilizados elementos Q4

nos dois modelos.
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Para o estudo das condições de contorno no problema local, consideram-se três confi-

gurações distintas:

1. Domı́nio local sem zona buffer + condições de contorno de Dirichlet;

2. Domı́nio local com zona buffer + condições de contorno de Dirichlet.

3. Domı́nio local sem zona buffer + condições de contorno de Cauchy recuperadas.

Na Figura 5.1, ilustram-se os dois tamanhos de domı́nios locais utilizados. No domı́nio

local com zona buffer, considera-se a adição de 4 camadas de elementos ao redor da zona

de enriquecimento1. Em ambos os casos, mantêm-se o mesmo conjunto de nós globais

enriquecidos com as funções global-local (ou seja, a zona de enriquecimento é a mesma

nos dois casos). A representação da trinca no modelo local é feita através das funções de

singularidade, conforme mostra a Figura 5.2.

Figura 5.1: Domı́nios locais (em azul) localizados sobre a malha global (em cinza). Os nós

globais enriquecidos com as funções global-local são destacados em amarelo. (a) Domı́nio local

sem zona buffer. (b) Domı́nio local com zona buffer.

Para a comparação entre a três configurações de condições de contorno aqui analisadas,

são consideradas as seguintes medidas:

1Adotou-se o número de camadas igual a 4 para a zona buffer por este ser o maior valor empregado
nas análises de Gupta, Kim e Duarte (2012).
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(a) (b)

Figura 5.2: Nós locais enriquecidos com funções de singularidade (em vermelho). A trinca é

representada em azul. (a) Domı́nio local sem zona buffer, (b) Domı́nio local com zona buffer.

� Erro exato relativo na norma energia do problema global enriquecido: E%ΩG
, Equa-

ção (4.10);

� Erro exato relativo na norma energia do problema local: E%ΩL
, calculado nos ele-

mentos internos ao contorno laranja da Figura 5.1 (Equação (4.10) com ΩL igual ao

domı́nio citado). Mantém-se, assim, um mesmo domı́nio de avaliação do erro nas

duas configurações de modelo local;

� Erro exato relativo dos fatores de intensidade de tensão: E%(Ki), Equação (4.15).

Os resultados obtidos ao longo de cinco ciclos global-local são apresentados na Fi-

gura 5.3, considerando a abordagem padrão do MEFGgl. Em seguida, apresentam-se os

resultados do MEFG-Egl na Figura 5.4.

Conforme se observa na Figura 5.3, as três abordagens atingem praticamente os mes-

mos resultados após a execução de 5 ciclos global-local. Entretanto, verificam-se diferenças

significativas na convergência dos resultados. As condições de contorno de Dirichlet asso-

ciadas ao menor domı́nio local requerem, de modo geral, 4-5 ciclos para atingir o patamar

final de erro. Quando se adota a zona buffer, a convergência é acelerada, com erros me-

nores sendo obtidos já no terceiro ciclo global-local. Finalmente, quando as condições de

contorno de Cauchy recuperadas são empregadas, a convergência é ainda mais rápida, em
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Figura 5.3: Resultados do MEFGgl para as medidas de erro nos problemas local e global enri-

quecido, considerando as três configurações de condições de contorno.

especial para o erro em energia no problema global e para KI (observar como a curva

associada a Cauchy fica abaixo das demais). Esses resultados confirmam a validade da

estratégia proposta, mostrando que as tensões recuperadas fornecem, de fato, resultados

vantajosos quando utilizadas na imposição das condições de contorno do problema local.

Quanto aos resultados do MEFG-Egl (Figura 5.4), verifica-se, novamente, uma conver-

gência acelerada das soluções obtidas com as condições de contorno de Cauchy recupera-

das. A diferença em relação ao uso da zona buffer, neste caso, é bem menor do que no

MEFGgl. Tal resultado pode ser explicado pelo ganho de precisão garantido pelo enrique-

cimento global-local estável – estudado pela autora e co-autores, conforme já mencionado,

em Fonseca et al. (2020) – que promove uma grande redução dos erros entre o primeiro e
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Figura 5.4: Resultados do MEFG-Egl para as medidas de erro nos problemas local e global

enriquecido considerando as três configurações de condições de contorno.

o segundo ciclo.

Cabe ressaltar que os resultados do primeiro ciclo são, de fato, precários, já que a trinca

não é representada no problema global inicial. A partir do segundo ciclo, o problema local

recebe condições de contorno mais adequadas (já com algum ńıvel de descrição da trinca)

e todas as grandezas analisadas são consideravelmente aprimoradas. A intensidade desse

aprimoramento, entretanto, depende de como são impostas as condições de contorno no

problema local. O que se verifica aqui, na comparação entre as condições de Cauchy

recuperadas e a zona buffer, é uma superioridade da primeira no caso do MEFGgl e uma

equivalência entre ambas no MEFG-Egl. No caso das condições de Cauchy recuperadas,

entretanto, dispensa-se o uso de domı́nios locais mais extensos.
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Também é importante destacar o comportamento de KII nas Figuras 5.3 e 5.4. Ao

contrário do que ocorre com KI e com as medidas relacionadas à norma energia, o de

erro de KII chega a aumentar no decorrer dos ciclos global-local (especialmente com a

abordagem padrão do MEFGgl). Tais resultados refletem a complexidade inerente ao

modo II de abertura de trinca, que influencia fortemente a precisão do cálculo de KII .

Com base nos resultados desta seção, considera-se apropriada a imposição das tensões

recuperadas no problema local, com o objetivo de reduzir o erro associado às condições

de contorno e garantir uma convergência acelerada da solução ao longo do processo de

ciclos global-local. Por esse motivo, as condições de contorno de Cauchy recuperadas

serão adotadas em todas as simulações numéricas do restante deste trabalho. Análises

adicionais sobre essa estratégia, incluindo a utilização de tensões descont́ınuas, podem ser

encontradas em Marques et al. (2021).

5.2 Estimador ZZ-BD no Problema Global Enriquecido do

MEFGgl: norma energia

5.2.1 Considerações Iniciais

Conforme introduzido na seção 4.2.2, formula-se, no presente trabalho, o estimador

ZZ-BD no problema global enriquecido do MEFGgl. Nesta aplicação, o processo de recu-

peração de tensões – já utilizado na imposição de condições de contorno de Cauchy (seção

5.1) – é empregado na construção de um estimador de erro (valendo-se dos conceitos ge-

rais de estimadores baseados em recuperação, descritos na seção 2.4). Os resultados das

simulações numéricas de validação do estimador para o MEFGgl e a sua versão estável são

discutidos a seguir.

5.2.2 Simulações Numéricas

Visando estudar o comportamento do novo estimador, aborda-se, nesta seção, o Pro-

blema A - Modo Misto (seção 4.6.1). Adota-se uma sequência de três malhas globais
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aninhadas (grids de 10 × 10, 20 × 20 e 40 × 40), compostas por elementos do tipo Q4.

Em todos os casos, dividem-se os elementos globais em 2 × 2 partes para a definição da

malha local, também formada por elementos Q4. Duas configurações de domı́nios locais

são analisadas:

� Domı́nios locais topológicos: a região enriquecida com as funções global-local é li-

mitada aos elementos globais atravessados pela trinca e, portanto, diminui à medida

que a malha global é refinada;

� Domı́nios locais geométricos: a região enriquecida com as funções global-local in-

depende do tamanho da malha global.

Em ambas as configurações, a zona de enriquecimento no problema global é a maior

posśıvel, ou seja, todos os nós localizados no interior da região local são enriquecidos

(em outras palavras, não há zona buffer). Os domı́nios locais associados a cada uma das

malhas são ilustrados nas Figuras 5.5 e 5.6 para as configurações topológica e geométrica,

respectivamente.

Figura 5.5: Domı́nios locais topológicos (em azul) localizados sobre a malha global (em cinza).

(a) Malha 10× 10, (b) Malha 20× 20 e (c) Malha 40× 40.

Em todos os problemas locais aqui tratados, representa-se a trinca através de funções

de singularidade (Equação 2.20). A disposição dos nós enriquecidos é ilustrada nas Figuras

5.7 e 5.8 para os domı́nios locais topológicos e geométricos, respectivamente.
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Figura 5.6: Domı́nios locais geométricos (em azul) localizados sobre a malha global (em cinza).

(a) Malha 10× 10, (b) Malha 20× 20 e (c) Malha 40× 40.

(a) (b) (c)

Figura 5.7: Domı́nios locais topológicos: Nós locais enriquecidos com funções de singularidade

(em vermelho). A trinca é representada em azul. (a) Malha 10 × 10, (b) Malha 20 × 20 e (c)

Malha 40× 40. Figuras fora de escala entre si.

(a) (b) (c)

Figura 5.8: Domı́nios locais geométricos: Nós locais enriquecidos com funções de singularidade

(em vermelho). A trinca é representada em azul. (a) Malha 10 × 10, (b) Malha 20 × 20 e (c)

Malha 40× 40.

5.2.2.1 Taxas de Convergência e Índices de Efetividade

Tendo como base a formulação descrita no caṕıtulo de metodologia (seção 4.2.2),

apresentam-se, na Figura 5.9, os erros exato e estimado na norma energia do problema

global enriquecido (∥e∥ε(ΩG) e ∥e∗∥ε(ΩG), conforme as Equações (4.7) e (4.8), respetiva-

mente), bem como suas taxas de convergência (β), considerando a sequência de três
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malhas globais. Nessa figura, são exibidos os resultados finais de cada uma das malhas

após a execução de 4 ciclos global-local. A proximidade entre as curvas dos erros exato e

estimado mostra a habilidade do estimador ZZ-BD em descrever corretamente o compor-

tamento do problema analisado. Mesmo na configuração de domı́nios locais topológicos

(curvas em azul na Figura 5.9), na qual a região enriquecida com as funções global-local é

pequena e, consequentemente, a descrição da trinca é penalizada, o estimador fornece uma

boa aproximação para o erro em energia. Tal resultado confirma a robustez do estimador

proposto.

Também é interessante observar, na Figura 5.9, o aumento significativo das taxas

de convergência da solução quando a configuração de domı́nios locais geométricos é em-

pregada. Assim como observado por Fonseca et al. (2020), os resultados da estratégia

topológica não atingem a taxa ótima de convergência2. Tal fato se justifica pela má

representação da singularidade associada à trinca. Quando se adota a estratégia geomé-

trica, por sua vez, a taxa de convergência do MEFGgl torna-se bastante próxima do valor

ótimo, enquanto a do MEFG-Egl ultrapassa esse valor – confirmando, mais uma vez, a

superioridade do enriquecimento global-local estável em relação à versão padrão.

Na Figura 5.10, apresentam-se os ı́ndices de efetividade do estimador ZZ-BD no pro-

blema global enriquecido (Equação 2.34), avaliados, novamente, na sequência de três

malhas globais após a execução de 4 ciclos global-local. Valores próximos de 1,0 foram

atingidos em todos os casos, ilustrando quantitativamente o comportamento observado

na Figura 5.9 e confirmando a validade do estimador proposto. É interessante notar que

as curvas referentes à configuração geométrica convergem de maneira mais evidente para

o valor unitário – o que é um resultado desejável, por confirmar que o estimador é assin-

toticamente exato (Zienkiewicz e Zhu, 1992b). Observam-se, também, superestimativas

de erro no caso do MEFG-Egl (valores de θG sempre superiores a 1,0), com comporta-

mento semelhante ao observado por Lins et al. (2019) na aplicação do estimador ZZ-BD

ao MEFG-E. Apesar disso, em ambas as estratégias estáveis (MEFG-E e MEFG-gl), a

efetividade do estimador diminui – aproximando-se da unidade – à medida que a malha é

2Considera-se ótima a taxa de convergência igual a 0,5 em uma curva log-log do erro na norma energia
em função do número de graus de liberdade.
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Figura 5.9: Convergência dos erros exato e estimado no problema global enriquecido, conside-

rando a sequência de 3 malhas globais. (a)MEFG-gl e (b) MEFG-Egl. As siglas “TOP” e “GEO”

indicam as configurações de domı́nios locais topológicos e geométricos, respectivamente. “NGL”

se refere ao número de graus de liberdade do problema global enriquecido. Eixos x e y em escala

logaŕıtmica.

refinada.

5.2.2.2 Erro Estimado por Elemento

Na Figura 5.11, apresenta-se a distribuição dos erros exato e estimado por elemento,

considerando os resultados finais (quarto ciclo global-local) do MEFGgl. Por simplificação,

apresentam-se apenas os resultados obtidos com os domı́nios locais geométricos. Em todas
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Figura 5.10: Índice de efetividade (θG) do estimador ZZ-BD no problema global enriquecido,

considerando a sequência de 3 malhas globais. As siglas“TOP”e“GEO”indicam as configurações

de domı́nios locais topológicos e geométricos, respectivamente.“NGL” se refere ao número de

graus de liberdade do problema global enriquecido. Eixo x em escala logaŕıtmica.

as malhas, é posśıvel observar que o estimador ZZ-BD, de fato, fornece uma distribuição

de erro coerente e próxima à do erro exato. Verifica-se, também, uma certa concentração

de erro ao longo do comprimento da trinca, diferentemente do que acontece no MEFG

(resultados de Lins et al. (2019) para este mesmo problema). Tal concentração, entretanto,

diminui à medida que a malha é refinada. A distribuição dos erros por elemento fornecida

pelo MEFG-Egl, por sua vez, é mostrada na Figura 5.12. Nesta figura, verificam-se erros

menores ao longo do comprimento da trinca, especialmente nas duas últimas malhas.

O aprimoramento das funções global-local garantido pela abordagem estável, portanto,

corrige a representação do erro nessa região, tornando mais evidente a concentração dos

erros exato e estimado nas vizinhanças da ponta da trinca.

5.2.2.3 Comportamento ao Longo dos Ciclos Global-local

Na seção anterior, analisaram-se os resultados finais, obtidos no problema global enri-

quecido, após a execução de quatro ciclos global-local. Tais resultados permitiram análises

semelhantes às que são tipicamente feitas para o MEFG (em termos do ı́ndice de efeti-

vidade e, em especial, das taxas de convergência dos erros exato e estimado). Dada a

particularidade da construção das funções de enriquecimento no MEFGgl, entretanto, é
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Figura 5.11: Distribuição dos erros exato e estimado por elemento, considerando cada uma das

três malhas globais. Resultados do MEFGgl obtidos no quarto ciclo global-local.

necessário uma estudo adicional do comportamento do estimador ao longo do processo de

ciclos global-local.

A evolução do ı́ndice de efetividade do estimador ZZ-BD ao longo dos ciclos global-

local é apresentada nas Figuras 5.13 e 5.14. Para melhor visualização, os resultados de

cada malha são apresentados separadamente, levando-se em conta o MEFGgl, na Figura
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Figura 5.12: Distribuição dos erros exato e estimado por elemento, considerando cada uma das

três malhas globais. Resultados do MEFG-Egl obtidos no quarto ciclo global-local.

5.13, e o MEFG-Egl, na Figura 5.14. De maneira geral, observa-se a convergência do ı́ndice

de efetividade no terceiro ciclo global-local, no caso do MEFG-gl. Na versão estável, por

sua vez, a convergência é mais rápida, com a obtenção de valores próximos da unidade
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já no segundo ciclo global-local. Os resultados da Figura 5.14 também evidenciam que a

tendência de superestimação do erro, discutida para a versão estável na seção anterior, é

amenizada pelo uso de domı́nios locais geométricos.
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Figura 5.13: Índices de efetividade do estimador ZZ-BD no problema global enriquecido ao

longo dos ciclos global-local, para cada uma das três malhas globais. Resultados do MEFGgl.

As siglas “TOP”e“GEO” indicam as configurações de domı́nios locais topológicos e geométricos,

respectivamente. Na Malha 10× 10, os modelos topológico e geométrico são idênticos.

Finalmente, apresenta-se a evolução dos erro exato e estimado por elemento ao longo

dos ciclos global-local nas Figuras 5.15 e 5.16 (resultados do MEFGgl e do MEFG-Egl,

respectivamente). Considera-se, por simplicidade, somente a Malha 20 × 20 na configu-

ração de domı́nio local geométrico. No caso do MEFGgl, a concordância entre os mapas
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Figura 5.14: Índices de efetividade do estimador ZZ-BD no problema global enriquecido ao longo

dos ciclos global-local, para cada uma das três malhas globais. Resultados do MEFG-Egl. As

siglas “TOP” e “GEO” indicam as configurações de domı́nios locais topológicos e geométricos,

respectivamente. Na Malha 10× 10, os modelos topológico e geométrico são idênticos.

de erro exato e estimado é mais evidente a partir do segundo ciclo. Já na versão estável,

tal concordância se verifica desde o primeiro ciclo – mesmo com o ı́ndice de efetividade

ainda distante de 1,0. Tais resultados confirmam a robustez do estimador ZZ-BD no con-

texto da análise global-local e são bastante favoráveis à sua utilização em procedimentos

adaptativos, conforme se discutirá no Caṕıtulo 7.
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Figura 5.15: Erros exato e estimado por elemento, ao longo dos quatro ciclos global-local, obtidos

na Malha 20x20 com domı́nio local geométrico. Resultados do MEFGgl.
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Figura 5.16: Erros exato e estimado por elemento, ao longo dos quatro ciclos global-local, obtidos

na Malha 20x20 com domı́nio local geométrico. Resultados do MEFG-Egl.

5.3 Estimador ZZ-BD no Problema Local do MEFGgl: norma

energia

5.3.1 Considerações Iniciais

Tendo em vista a estratégia introduzida no caṕıtulo de metodologia (seção 4.2.3),

apresentam-se, na presente seção, os resultados referentes à aplicação do estimador ZZ-

BD sobre o problema local do MEFGgl (e da sua versão estável). Neste caso, a formulação
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do estimador é a mesma daquela aplicada ao MEFG por Lins et al. (2019). Contudo, é

posśıvel identificar caracteŕısticas espećıficas da abordagem global-local, decorrentes da

imposição de condições de contorno inexatas sobre o problema local. Os resultados das

simulações numéricas de validação do estimador são analisados nas seções seguintes.

5.3.2 Simulações Numéricas

Para a avaliação do estimador ZZ-BD no modelo local do MEFGgl, adota-se, nova-

mente, o Problema A - Modo Misto (seção 4.1). As análises desta seção utilizam a mesma

sequência de três malhas globais da seção 5.2.2, considerando, ainda, as configurações de

domı́nios locais topológicos e geométricos (Figuras 5.5 e 5.6). Neste primeiro momento,

também se mantém o mesmo esquema de enriquecimento com funções de singularidade,

no modelo local, apresentado nas Figuras 5.7 e 5.8. Posteriormente, na seção 5.3.2.4, um

outro esquema de enriquecimento será avaliado e devidamente apresentado.

5.3.2.1 Taxas de Convergência e Índices de Efetividade

Seguindo os mesmos passos das análises feitas para o estimador ZZ-BD no problema

global enriquecido, apresentam-se, na Figura 5.17, os erros exato e estimado na norma

energia no problema local (∥e∥ε(ΩL) e ∥e∗∥ε(ΩL), conforme as Equações (4.7) e (4.8), respe-

tivamente), bem como suas taxas de convergência (β)), em função do número de graus de

liberdade do modelo local. Consideram-se, neste caso, os resultados obtidos na sequência

de três malhas globais. Uma vez que a convergência das medidas analisadas pode, em

alguns casos, ser mais lenta no problema local, os resultados presentes nessas figuras são

aqueles obtidos, em cada uma das malhas, após a execução de 5 ciclos global-local.

O comportamento das taxas de convergência observado na Figura 5.17 é semelhante ao

que se observou na aplicação do estimador sobre o problema global enriquecido (Figura

5.9). Apesar de a representação da trinca no modelo local ser efetuada, em todos os

casos, através da aplicação de funções de singularidade sobre uma região mais ampla ao

redor da ponta da trinca, a configuração de domı́nios locais topológicos não alcança a

taxa ótima de convergência na norma energia. Quando domı́nios locais geométricos são
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adotados, entretanto, a taxa ótima é superada (tanto no MEFGgl quanto no MEFG-Egl).

A melhor performance da configuração geométrica é consequência do aprimoramento da

solução global quando mais nós são enriquecidos com as funções global-local e, ainda,

da imposição de condições de contorno, no problema local, provenientes de regiões mais

distantes da trinca.
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Figura 5.17: Convergência dos erros exato e estimado na norma energia do problema local,

considerando a sequência de 3 malhas globais. (a)MEFG-gl e (b) MEFG-Egl. As siglas “TOP” e

“GEO” indicam as configurações de domı́nios locais topológicos e geométricos, respectivamente.

“NGL” se refere ao número de graus de liberdade do problema local. Eixos x e y em escala

logaŕıtmica.

Para melhor avaliar a precisão do estimador ZZ-BD no problema local, apresentam-se,



118

na Figura 5.18, os ı́ndices de efetividade do estimador em função do número de graus de

liberdade do modelo local, considerando, novamente, a sequência de três malhas globais

e os resultados obtidos após a execução de 5 ciclos global-local.

Em todos os casos da Figura 5.18, verificam-se valores inferiores a 1,0 para o ı́ndice de

efetividade – o que reflete uma consistente subestimação do erro pelo estimador. No caso

da estratégia de domı́nios locais geométricos, porém, é posśıvel visualizar uma tendência de

crescimento de θL com o aumento do número de graus de liberdade. Tal tendência é mais

discreta no caso do MEFG-gl (com θL atingindo 0,90 na última malha) e mais acentuada

no MEFG-Egl (com θL próximo de 0,98 na última malha). Esse comportamento reflete

o efeito das duas componentes de erro presentes no problema local (seção 2.3.4): o erro

da discretização e o erro associado às condições de contorno. O estimador de erro para a

norma energia aqui proposto, de fato, é concebido para o erro da discretização. A parcela

de erro relativa às condições de contorno, por sua vez, é inviśıvel ao estimador. Para que

efetividades próximas da unidade sejam atingidas, é necessário que o erro da discretização

seja dominante no problema – ou, em outras palavras, que a contribuição desse erro para

o erro total do problema local seja bem maior do que a contribuição do erro associado

às condições de contorno. Logo, valores de θL progressivamente próximos da unidade

são obtidos nas configurações que garantem as melhores condições de contorno (domı́nios

locais geométricos e uso do enriquecimento global-local estável).

À prinćıpio, o racioćınio anterior pode parecer contraditório em relação aos resultados

obtidos com domı́nios locais topológicos na Figura 5.18. Nesses casos, tanto no MEFGgl

quanto na versão estável, o ı́ndice de efetividade diminui à medida que o número de

graus de liberdade aumenta. No caso do MEFGgl padrão, essa diminuição é ainda mais

acentuada. A explicação de tais resultados passa, novamente, pelo erro associado às

condições de contorno no problema local. Na configuração de domı́nios locais topológicos

(ver Figura 5.5), o contorno do modelo local se aproxima progressivamente da trinca à

medida que a malha global é refinada. Nesta situação, é esperado que o refinamento da

malha global diminua o erro total no problema local – conforme verificado na análise de

convergência (Figura 5.17) – mas aumente a contribuição das condições de contorno para
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o erro total. Logo, apesar de o erro no modelo local ser progressivamente menor à medida

que a malha global (e consequentemente, a malha local) é refinada, o ı́ndice de efetividade

do estimador se torna cada vez menor. Trata-se, portanto, de uma caracteŕıstica inerente

à abordagem global-local (e não de uma limitação do estimador proposto).
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Figura 5.18: Índices de efetividade (θ) do estimador ZZ-BD no problema local, considerando a

sequência de 3 malhas globais. As siglas “TOP” e “GEO” indicam as configurações de domı́nios

locais topológicos e geométricos, respectivamente. “NGL” representa o número de graus de

liberdade do problema local. Eixo x em escala logaŕıtmica.

5.3.2.2 Erro Estimado por Elemento

Assim como feito no problema global enriquecido (seção 5.2.2.2), apresentam-se, nas

Figuras 5.19 e 5.20, a distribuição dos erros exato e estimado por elemento no problema

local, considerando os resultados obtidos após cinco ciclos global-local. Por simplificação,

exibem-se somente os resultados do MEFG-Egl, na configuração de domı́nios locais topo-

lógicos (Figura 5.19) e geométricos (Figura 5.20). Em ambos os casos, verifica-se que o

estimador proposto é capaz de descrever adequadamente a distribuição do erro, mesmo

com ı́ndices de efetividade relativamente distantes da unidade (caso dos domı́nios locais

topológicos nas malhas 20 × 20 e 40 × 40, por exemplo). Esse comportamento é essen-

cial para que o estimador possa ser utilizado com enfoque qualitativo em procedimentos

adaptativos de melhoria da solução local, conforme será visto no Caṕıtulo 7.
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Figura 5.19: Erros exato e estimado por elemento no problema local, considerando os domı́nios

locais topológicos e a solução do MEFG-Egl. Figuras fora de escala entre si.

5.3.2.3 Comportamento ao Longo dos Ciclos Global-local

Nas Figuras 5.21 e 5.22, apresenta-se a evolução do ı́ndice de efetividade do estimador

ZZ-BD ao longo dos ciclos global-local considerados nesta seção. Para uma melhor compa-

ração dos resultados, exibem-se, também, os ı́ndices de efetividade calculados no problema

global enriquecido (já discutidos na seção 5.2.2.3). É interessante observar, em todos os

casos, a diferença na convergência dos resultados obtidos nos problemas local e global

enriquecido. De modo geral, os resultados no problema global enriquecido se estabilizam

com um ciclo a menos em relação ao problema local. Além disso, os valores finais de θ

são sempre mais próximos da unidade no problema global enriquecido. Nesse contexto, é

posśıvel afirmar que a aplicação de estimadores de erro com um enfoque quantitativo no

MEFGgl é mais favorável sobre o problema global enriquecido.

Finalmente, a evolução dos erro exato e estimado por elemento no problema local,

ao longo dos ciclos global-local, é ilustrada nas Figuras 5.23 e 5.24 – nas configurações

de domı́nio local topológico e geométrico, respectivamente. Por simplificação, exibem-se

apenas os resultados obtidos na Malha 20 × 20 com o MEFG-Egl. É posśıvel observar
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Figura 5.20: Erros exato e estimado por elemento no problema local, considerando os domı́nios

locais geométricos e a solução do MEFG-Egl.

uma grande diferença entre as distribuições de erro obtidas no primeiro ciclo, com uma

certa concentração do erro estimado no contorno do domı́nio – o que não acontece com o

erro exato. Tal fato se deve à má qualidade das condições de contorno impostas sobre o

modelo local, que prejudicam mais fortemente o desempenho do estimador nessa região.

A partir do segundo ciclo, por sua vez, a distribuição do erro estimado torna-se mais

coerente, tanto na configuração topológica quanto na geométrica.

5.3.2.4 Efeito das Funções de Singularidade Sobre o Índice de Efetividade no Problema

Local

Conforme discutido nas seções anteriores, a relação entre o erro da discretização e

o erro associado às condições de contorno no problema local influencia fortemente os
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Figura 5.21: Índices de efetividade do estimador ZZ-BD no problema local e no global enriquecido

ao longo dos ciclos global-local, em cada uma das três malhas globais. Resultados do MEFGgl.

As siglas “TOP”e“GEO” indicam as configurações de domı́nios locais topológicos e geométricos,

respectivamente. Na Malha 10× 10, os modelos topológico e geométrico são idênticos.

resultados dos ı́ndices de efetividade nesse modelo. Até então, todos os modelos locais

aqui propostos continham uma região enriquecida (com funções de singularidade) mais

ampla ao redor da trinca (Figuras 5.7 e 5.8). Para efeito de comparação, considera-

se, na presente seção, a configuração de mı́nimo enriquecimento no problema local, na

qual apenas os nós coincidentes com a aresta da trinca são enriquecidos com as funções

de singularidade. Os tamanhos dos domı́nios locais se mantêm os mesmos das seções

anteriores, conforme ilustrado nas Figuras 5.25 e 5.26.
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Figura 5.22: Índices de efetividade do estimador ZZ-BD no problema local e no problema global

enriquecido ao longo dos ciclos global-local, em cada uma das três malhas globais. Resultados do

MEFG-Egl. As siglas “TOP” e “GEO” indicam as configurações de domı́nios locais topológicos

e geométricos, respectivamente. Na Malha 10 × 10, os modelos topológico e geométrico são

idênticos.

Por simplificação, esta seção considera apenas os resultados fornecidos pelo MEFG-

Egl. Nas Tabelas 5.1 a 5.4, apresentam-se os resultados obtidos com as duas configurações

de domı́nios locais (topológico e geométrico) e, também, as duas estratégias de enriqueci-

mento com funções de singularidade no problema local (mı́nimo e amplo). Os resultados

obtidos confirmam as conclusões da seção 5.3.2.1: quando se adota o enriquecimento
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Figura 5.23: Erros exato e estimado por elemento no problema local, considerando a Malha

20x20 com domı́nio local topológico e a solução do MEFG-Egl.

mı́nimo no problema local, o erro da discretização aumenta significativamente e o esti-

mador ZZ-BD representa melhor o problema, com ı́ndices de efetividade mais próximos

de 1,0 (coluna “θL” nas Tabelas 5.1 e 5.3). Nesses casos, o erro relativo estimado (coluna

“E∗
%ΩL

”) é bastante próximo do erro relativo exato (coluna “E%ΩL
”), que leva em conta

as duas parcelas de erro. Já quando as funções de singularidade são impostas sobre uma
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Figura 5.24: Erros exato e estimado por elemento no problema local, considerando a Malha

20x20 com domı́nio local geométrico e a solução do MEFG-Egl.

região mais ampla, o erro da discretização diminui, tendo sua influência reduzida, e os

ı́ndices de efetividade são menores (coluna “θL” nas Tabelas 5.2 e 5.4).
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(a) (b)

(c)

Figura 5.25: Domı́nios locais topológicos com enriquecimento mı́nimo: nós locais enriquecidos

com funções de singularidade (em vermelho). A trinca é representada em azul. (a) Malha 10×10,

(b) Malha 20× 20 e (c) Malha 40× 40. Figuras fora de escala entre si.

(a) (b)

(c)

Figura 5.26: Domı́nios locais geométricos com enriquecimento mı́nimo: nós locais enriquecidos

com funções de singularidade (em vermelho). A trinca é representada em azul. (a) Malha 10×10,

(b) Malha 20× 20 e (c) Malha 40× 40.
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Tabela 5.1: Índice de efetividade e erros relativo exato e estimado obtidos com domı́nios locais

topológicos + enriquecimento mı́nimo no problema local

.

Malha θL E%ΩL
E∗
%ΩL

10x10 1,01 15,08% 15,30%

20x20 1,00 14,18% 14,28%

40x40 0,99 13,52% 13,47%

Tabela 5.2: Índice de efetividade e erros relativo exato e estimado obtidos com domı́nios locais

topológicos + enriquecimento amplo no problema local

.

Malha θL E%ΩL
E∗
%ΩL

10x10 0,92 7,84% 7,30%

20x20 0,89 7,60% 6,86%

40x40 0,86 7,51% 6,49%

Tabela 5.3: Índice de efetividade e erros relativo exato e estimado obtidos com domı́nios locais

geométricos + enriquecimento mı́nimo no problema local

.

Malha θL E%ΩL
E∗
%ΩL

10x10 1,01 15,08% 15,30%

20x20 1,02 10,73% 10,99%

40x40 1,03 7,67% 7,87%

Tabela 5.4: Índice de efetividade e erros relativo exato e estimado obtidos com domı́nios locais

geométricos + enriquecimento amplo no problema local

.

Malha θL E%ΩL
E∗
%ΩL

10x10 0,92 7,84% 7,30%

20x20 0,96 3,65% 3,52%

40x40 0,98 1,86% 1,83%
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Caṕıtulo 6

Estimador para o Erro do Fator de
Intensidade de Tensão no MEFG e no
MEFGgl

Apresenta-se, neste caṕıtulo, o novo estimador de erro orientado ao

objetivo proposto no presente trabalho. Inicialmente, desenvolve-se

a formulação do estimador e detalha-se a solução do problema dual.

Em seguida, apresenta-se a validação do estimador, inicialmente para

o MEFG e, em seguida para o MEFGgl (e sua versão estável). Após

a etapa de validação (considerando problemas cuja solução exata é

conhecida), avalia-se o comportamento do estimador em outros dois

exemplos numéricos.

6.1 Formulação do Estimador Orientado ao Objetivo

6.1.1 Considerações Iniciais

Dada a validação do estimador ZZ-BD para a norma energia (Caṕıtulo 5), propõe-se,

no presente trabalho, a construção de um estimador orientado ao objetivo para o MEFG

e o MEFGgl. Conforme introduzido no caṕıtulo de metodologia (seção 4.3), a grandeza

de interesse, no contexto de aplicação da MFLE, é o fator de intensidade de tensão. Com

base nas premissas já desenvolvidas na Fundamentação Teórica (seção 2.4.4), a formulação

do novo estimador será descrita nas seções seguintes.
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Como visto, o presente trabalho adota a Integral de Interação como método de extração

para o fator de intensidade de tensão. A formulação do estimador orientado ao objetivo,

portanto, é diretamente associada a esse método. Por esse motivo, apresenta-se, a seguir,

o desenvolvimento anaĺıtico da Integral de Interação.

6.1.2 Integral de Interação

A formulação da Integral de Interação apresentada a seguir segue o trabalho de Moes

et al. (1999), no qual se apresenta uma integral de domı́nio adaptada de Yau et al. (1980).

Dado um corpo contendo uma trinca1, dois estados são considerados:

� Estado 1: é o estado corrente do modelo, com K
(1)
I e K

(1)
II indicando os fatores

de intensidade de tensão para os modos I e II de abertura, respectivamente. Os

campos de tensão, deformação e deslocamentos (σ̃
(1)
ij , ε̃

(1)
ij e ũ

(1)
ij , respectivamente)

são obtidos a partir da solução aproximada fornecida pelo método numérico adotado

– neste caso, MEFG, MEFGgl ou MEFG-Egl.

� Estado 2: é um estado auxiliar escolhido especialmente para o problema analisado.

Os fatores de intensidade de tensão associados a esse estado são representados por

K
(2)
I e K

(2)
II . Para o caso particular de trinca fechada, os campos σ

(2)
ij , ε

(2)
ij e u

(2)
ij

são calculados a partir do primeiro termo da expansão assintótica da elasticidade,

podendo ser encontrados em Szabo e Babuska (1991).

A Integral J avaliada para a soma dos estados 1 e 2 pode ser expressa como:

J (1+2) =

∫
Γ

[
1

2
(σ̃

(1)
ij + σ

(2)
ij )(ε̃

(1)
ij + ε

(2)
ij )δ1j − (σ̃

(1)
ij + σ

(2)
ij )

∂(ũ
(1)
i + u

(2)
i )

∂x1

]
nj dΓ (6.1)

na qual nj representa uma componente do vetor unitário normal a um contorno de integra-

ção pré-definido e teoricamente arbitrário Γ, conforme mostra a Figura 6.1. Nessa figura,

também são indicados os eixos locais x1 e x2 que compõem o sistema de coordenadas da

Equação (6.1).

1Considera-se, aqui, o caso particular de trinca fechada.
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Figura 6.1: Contorno de integração Γ, raio r, vetor unitário normal n e eixos locais x1 e x2

associados à Integral J e à Integral de Interação.

Rearranjando os termos da Equação (6.1), obtém-se:

J (1+2) = J (1) + J (2) + I(1,2) (6.2)

na qual o termo I(1,2) é definido como a Integral de Interação para os estados 1 e 2, uma

vez que reúne o produto dos termos cruzados dos estados 1 e 2:

I(1,2) =

∫
Γ

[
W (1,2)δ1j − σ̃

(1)
ij

∂u
(2)
i

∂x1

− σ
(2)
ij

∂ũ
(1)
i

∂x1

]
nj dΓ (6.3)

sendo W (1,2) a energia de deformação de interação: W (1,2) = σ̃
(1)
ij ε

(2)
ij = σ

(2)
ij ε̃

(1)
ij .

A Integral de Interação da Equação (6.3) pode ser reescrita na forma de uma integral

de domı́nio equivalente, através da multiplicação do integrando por uma função peso q e

posterior aplicação do Teorema da Divergência:

I(1,2) =

∫
A

[
σ̃
(1)
ij

∂ũ
(2)
i

∂x1

+ σ
(2)
ij

∂u
(1)
i

∂x1

− W (1,2) δ1j

]
∂q

∂xj

dA (6.4)

na qual o domı́nio de integração A é um conjunto de elementos finitos selecionado através

do raio r medido a partir da ponta da trinca (apresentado anteriormente na Figura 6.1). Os

elementos que compõem o domı́nio A em um problema genérico são ilustrados na Figura

6.2(a). A função peso q assume valor unitário em todos os nós localizados no interior do

ćırculo definido por r e é nula em todos os outros nós. Em cada elemento finito, q é dada

pela interpolação de seus valores nodais. Logo, as derivadas de q (presentes na Equação
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(6.4)) são diferentes de zero apenas nos elementos que possuem algum nó, mas não todos,

dentro do ćırculo associado a r, conforme ilustrado na Figura 6.2(b).

(a) (b)

Figura 6.2: (a) Em verde, os elementos que compõem o domı́nio A para a integral de interação

definida por um raio r. (b) Em amarelo, os elementos nos quais as derivadas da função q

assumem valores diferentes de zero.

A Integral J para a soma dos estados 1 e 2 (Equação (6.2)) pode ser associada aos

respectivos fatores de intensidade de tensão:

J (1+2) =
(K

(1)
I +K

(2)
I )2

E∗ +
(K

(1)
II +K

(2)
II )

2

E∗ (6.5)

com E* = E para estado plano de tensões e E* = E
1−ν2

para estado plano de deformações.

Substituindo (6.5) em (6.2), obtém-se a seguinte relação:

I(1,2) =
2

E∗

(
K

(1)
I K

(2)
I +K

(1)
II K

(2)
II

)
(6.6)

Finalmente, os fatores de intensidade de tensão podem ser obtidos através da escolha

adequada do estado 2. Definindo-se esse estado como o de modo I puro (com K
(2)
I = 1 e

K
(2)
II = 0), a Equação (6.6) fornece a expressão a seguinte expressão para K

(1)
I :

K
(1)
I =

E∗

2
I(1,2) (6.7)

Definindo-se, agora, o estado 2 como o de modo II puro (K
(2)
I = 0 e K

(2)
II = 1),

obtém-se a expressão de K
(1)
II :

K
(1)
II =

E∗

2
I(1,2) (6.8)
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No restante deste texto, os fatores de intensidade de tensão do estado 1 terão os

supeŕındices omitidos, sendo representados pelos śımbolos KI e KII .

6.1.3 Formulação do Problema Dual

Conforme discutido na Fundamentação Teórica (seção 2.4.4), o funcional de interesse

associado ao estimador de erro orientado ao objetivo é representado pelo termo Q(u).

Quando se considera a solução aproximada pelo método numérico adotado, por sua vez,

tal funcional é indicado denotado por Q(ũ).

Escolhendo-se o fator de intensidade de tensão como grandeza de interesse (inicial-

mente, sem particularizar KI ou KII), temos, usando a Equação (6.7):

Q(ũ) = K =
E∗

2
I(1,2) (6.9)

Para a definição de Q(ũ), basta substituir a Integral de Interação (Equação (6.4)) em

(6.9). Expandindo o termo W (1,2) e omitindo o supeŕındice (1) do estado 1, temos:

Q(ũ) =
E∗

2

∫
A

[
σ̃ij

∂ũ
(2)
i

∂x1

+ σ
(2)
ij

∂ũi

∂x1

− σ̃ijε
(2)
ij δ1j

]
∂q

∂xj

dA (6.10)

Retomando a formulação da seção 2.4.4, associa-se o funcional Q(ũ) à solução do

chamado problema dual, cuja forma variacional aproximada é dada pela equação a seguir:

B(ṽ, w̃) = Q(ṽ), ∀ ṽ ∈ Ṽ (6.11)

na qual w̃ indica a solução aproximada do problema dual, fornecida pelo método numérico

adotado.

Para o problema dual associado ao fator de intensidade de tensão, o termo Q(ṽ) é

obtido pela substituição, em (6.10), do campo de deslocamentos ũ pelo campo de deslo-

camentos arbitrários (funções teste) ṽ:

Q(ṽ) =
E∗

2

∫
A

[
σ̃ij

∂u
(2)
i

∂x1

+ σ
(2)
ij

∂ṽi
∂x1

− σ̃ijε
(2)
ij δ1j

]
∂q

∂xj

dA (6.12)

com σ̃ij representando, agora, o campo de tensões associado a ṽ.
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Na formulação do problema dual, adota-se, como visto, o mesmo espaço de apro-

ximação do problema primal. O lado esquerdo da igualdade em (6.11), portanto, é o

mesmo do problema primal – o que permite o reaproveitamento da sua matriz de rigidez.

Substituindo a equação que define a forma bilinear (2.4) em (6.11), temos:

∫
Ω

ε(ṽ)Tσ(w̃) dx = Q(ṽ), ∀ ṽ ∈ Ṽ (6.13)

com Q(ṽ) dado pela Equação (6.12).

Para a construção da forma matricial da Equação (6.13), é necessário um rearranjo dos

termos de Q(ṽ) que isole o campo de deslocamentos arbitrário ṽ. Tal rearranjo é posśıvel

pelo fato de a Integral de Interação ser um funcional linear do campo de deslocamentos

– premissa da formulação do estimador orientado ao objetivo, conforme mencionado na

seção 2.4.4. Para isso, reescreve-se a Equação (6.12), aproveitando-se a simetria dos

componentes de tensão e deformação, como:

Q(ṽ) =
E∗

2

∫
A


σ̃11

σ̃22

σ̃12




u
(2)
1,1 q,1

u
(2)
2,1 q,2

u
(2)
1,1 q,2 + u

(2)
2,1 q,1

+

{
ṽ1,1

ṽ2,1

}{
σ
(2)
11 q,1 + σ

(2)
12 q,2

σ
(2)
21 q,1 + σ

(2)
22 q,2

}

−


σ̃11

σ̃22

σ̃12




ε
(2)
11 q,1

ε
(2)
22 q,1

2ε
(2)
12 q,1

 dA

(6.14)

na qual os sub́ındices 1 e 2 após a v́ırgula indicam a derivação em relação ao eixos locais

x1 e x2, respectivamente, ilustrados na Figura 6.1.

Na Equação (6.14), identificam-se três vetores que não dependem de ṽ. Para tais

vetores, a seguinte notação é introduzida:
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k =


u
(2)
1,1 q,1

u
(2)
2,1 q,2

u
(2)
1,1 q,2 + u

(2)
2,1 q,1


l =

{
σ
(2)
11 q,1 + σ

(2)
12 q,2

σ
(2)
21 q,1 + σ

(2)
22 q,2

}

m =


ε
(2)
11 q,1

ε
(2)
22 q,1

2ε
(2)
12 q,1



(6.15)

Logo, a expressão (6.14) pode ser reescrita como:

Q(ṽ) =
E∗

2

∫
A


σ̃11

σ̃22

σ̃12

 (k −m) +

{
ṽ1,1

ṽ2,1

}
l dA (6.16)

A partir da Equação (6.16), colocando em evidência os valores nodais do campo de

deslocamentos arbitrário ṽ, obtém-se o equivalente a um vetor de forças do problema

dual. Tal denominação é utilizada, no presente trabalho, por mera semelhança em relação

ao tradicional sistema de equações do MEF para o problema da elasticidade, cabendo

ressaltar, porém, que o referido vetor do problema dual não possui o mesmo lastro f́ısico

do vetor de forças do problema primal2.

A obtenção da solução aproximada w̃ do problema dual, portanto, segue os seguintes

passos:

1. Obtenção da matriz de rigidez do problema dual: nesta etapa, pode-se reaproveitar

a matriz de rigidez já computada no problema primal – obtida a partir do lado

esquerdo da igualdade na Equação (6.13).

2. Montagem do vetor de forças do problema dual: feita através da avaliação da Equa-

ção (6.16) em cada elemento finito pertencente ao domı́nio de integração A. Para

um problema em modo misto de abertura, é necessária a montagem de dois vetores

2Os vetores k e m, de fato, poderiam ser interpretados como deformações iniciais, pelo fato de serem
multiplicados por termos equivalentes a tensões. O vetor l, por sua vez, não tem relação com o equiĺıbrio
mecânico.
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de forças (um deles associado a KI e o outro a KII). A diferença entre ambos está

nos termos que definem os vetores k, l e m, associados aos campos do estado 2 da

Integral de Interação. Logo, para o problema dual associado a KI , tais termos são

obtidos do Modo I puro e, para o problema dual associado a KII , do Modo II puro

(conforme descrito na formulação da Integral de Interação, seção 6.1.2).

Após o cálculo do vetor de forças em cada elemento pertencente ao domı́nio A,

monta-se o vetor de forças global (do modelo) de maneira análoga ao que é feito no

problema primal.

3. Solução do sistema de equações do problema dual: dada a matriz de rigidez e o vetor

de forças do problema dual, resolve-se o sistema de equações de maneira análoga

ao que é feito no problema primal, obtendo-se, neste caso, os parâmetros nodais da

solução w̃. No presente trabalho, adota-se um procedimento iterativo proposto para

o MEFG por Strouboulis et al. (2000).

4. Pós-processamento do problema dual: obtidos os parâmetros nodais de w̃, é posśıvel

calcular as tensões e aplicar um estimador de erro para a norma energia (neste caso, o

estimador ZZ-BD) sobre o problema dual, conforme será descrito na próxima seção.

6.1.4 Obtenção do Erro Estimado para o Fator de Intensidade de Tensão

Para facilitar o entendimento do leitor, repetem-se, nesta seção, algumas equações da

seção 2.4.4. Como visto, o erro exato cometido ao se aproximar o funcional de interesse

Q(u) por Q(ũ) pode ser escrito em termos do erro da solução primal ũ e da solução dual

w̃:

Q(e) = B(e, ew) (6.17)

Logo, qualquer estimador de erro formulado para a norma energia pode ser aplicado

sobre os problemas primal e dual com o objetivo de fornecer uma estimativa Q(e∗) para

o erro exato:
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Q(e∗) =

∫
Ω

(σ∗ − σ̃)T C−1 (σw∗ − σ̃w) dΩ (6.18)

na qual σ̃w representa o equivalente às tensões aproximadas no problema dual e σw∗ o

equivalente às tensões recuperadas nesse mesmo problema.

No presente trabalho, os campos σ∗ e σw∗ da Equação (6.18) são fornecidos pela técnica

de recuperação do estimador ZZ-BD. É necessária, portanto, a aplicação dessa técnica

sobre os problemas primal e dual. É importante ressaltar que as etapas de validação do

estimador para a norma energia (feitas, para o MEFG, por Lins et al. (2019) e, para o

MEFGgl, no presente trabalho (Caṕıtulo 5)) são essenciais para o sucesso do estimador

orientado ao objetivo.

Na sequência deste texto, o erro estimado para o fator de intensidade de tensão será

denotado por E∗(Ki) (com i = 1 para KI e i = 2 para KII , respectivamente), conforme

indicado anteriormente na seção 4.7.

6.2 Validação do estimador no MEFG

6.2.1 Considerações Iniciais

Nesta seção, apresenta-se a validação do estimador de erro orientado ao objetivo aqui

proposto, considerando, inicialmente, a sua utilização no MEFG. Neste caso, aplica-se o

estimador ZZ-BD para a norma energia sobre problemas primal e dual, com o objetivo de

se obter uma estimativa adequada para o erro associado ao fator de intensidade de tensão.

Apesar de a estratégia proposta exigir a solução de dois PVCs – além da aplicação do

estimador de erro para a norma energia em ambos – alguns processos importantes podem

ser efetuados uma única vez. Conforme mencionado na seção anterior, os problemas

primal e dual se definem no mesmo espaço de discretização, ou seja, utilizam a mesma

malha de elementos finitos e as mesmas funções de enriquecimento do MEFG. Tal fato

permite que a matriz de rigidez do problema primal seja reaproveitada no problema dual,

o que torna a solução do problema dual consideravelmente mais econômica3. Além disso,

3Nas aplicações do MEFG e, mais ainda, do MEFGgl, o processo de montagem da matriz de rigidez
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os nós enriquecidos com as funções gdn no campo de tensões recuperado (Equação (2.36))

são, também, os mesmos. Logo, ao se aplicar o estimador ZZ-BD para a norma energia

sobre o problema dual, é posśıvel reaproveitar a matriz Ãd (Equação (2.48)) já computada

no problema primal, o que torna essa etapa menos onerosa.

6.2.2 Simulações Numéricas

Para a validação do estimador de erro orientado ao objetivo aqui proposto, considera-

se o Problema A em três modos distintos: modo I, modo II e modo misto de abertura.

Conforme mencionado na seção 4.6.1, o que diferencia esses três casos é a natureza da

solução exata imposta como condições de contorno de Neumann no modelo.

Para o estudo do comportamento do estimador, considera-se uma sequência de quatro

malhas aninhadas, com elementos do tipo Q4, ilustradas na Figura 6.3. Trata-se da

mesma sequência adotada por Lins et al. (2019) para a validação do estimador ZZ-BD na

norma energia. Considera-se, também, a mesma estratégia de enriquecimento geométrico

adotada para a representação da trinca: são enriquecidos todos os nós localizados dentro

de um quadrado de lado igual a 0,25, centralizado na ponta da trinca, além dos nós

pertencentes aos elementos imediatamente abaixo e acima desta. Os nós enriquecidos na

Malha 20× 20 são ilustrados na Figura 6.4.

Figura 6.3: Sequência de malhas adotada para o estudo do estimador orientado ao objetivo no

MEFG. (a) Malha 10× 10, (b) Malha 20× 20, (c) Malha 40× 40 e (d) Malha 80× 80.

No procedimento da Integral de Interação, é necessária a escolha do raio r, que define

o tamanho do domı́nio de integração A (Equação (6.4)). Dada a definição da função peso

q e o fato de suas derivadas serem utilizadas na referida integral, somente os elementos

impacta significativamente o tempo total da análise.
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Figura 6.4: Nós enriquecidos com funções de singularidade (em vermelho) para a Malha 20×20.

A trinca é representada em azul.

intersectados pelo ćırculo associado a r contribuem, de fato, para o resultado da Integral de

Interação. Em outras palavras, é necessário que o elemento possua algum nó no interior do

ćırculo definido por r, mas não todos (neste último caso, a função q seria unitária em todos

os nós do elemento e, consequentemente, teria derivadas nulas, zerando a contribuição

do elemento na integral (ver Figura 6.2)). O valor adotado para r, portanto, afeta o

resultado do fator de intensidade de tensão e, ainda, interfere diretamente na construção

do problema dual e na distribuição do erro estimado nesse modelo.

Inicialmente, o estimador proposto foi aplicado sobre a sequência de malhas ilustrada

na Figura 6.3, considerando r = 2h, com h representando o diâmetro (raiz quadrada da

área) do elemento que contém a ponta da trinca. Em cada uma das malhas, as seguintes

medidas são analisadas:

� Erro exato relativo na norma energia, calculado no problema primal: E%ΩG
, Equação

(4.10);

� Índice de efetividade do estimador para a norma energia, calculado no problema

primal: θG, Equação (4.9);

� Fator de intensidade de tensão aproximado: KI , KII ou ambos, a depender do modo

de abertura, calculados no problema primal;

� Erro exato do fator de intensidade de tensão: E(Ki), Equação (4.12);

� Erro exato relativo do fator de intensidade de tensão: E%(Ki), Equação (4.15);

� Erro estimado do fator de intensidade de tensão: E∗(Ki), Equação (4.14);
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� Erro estimado relativo do fator de intensidade de tensão: E∗
%(Ki), Equação (4.17);

� Índice de efetividade do estimador orientado ao objetivo: θKi , Equação (4.18).

Os resultados obtidos em cada malha nas condições de modo I, modo II e modo misto

de abertura, respectivamente, são apresentados nas Tabelas 6.1 a 6.3. Nessas condições, é

posśıvel observar que o estimador proposto, apesar apresentar excelentes efetividades para

a norma energia no problema primal (coluna“θG”), não consegue descrever corretamente o

erro dos fatores de intensidade de tensão. As efetividades obtidas para KI e KII (colunas

θKI e θKII , respectivamente), em praticamente todos os casos, são bem distantes de 1,0.

O erro exato dos fatores de intensidade de tensão, por sua vez, é pequeno (especialmente

a partir da Malha 20 × 20), o que mostra que a parcela singular da solução em si é

corretamente representada.

Uma explicação para o mau desempenho do estimador orientado ao objetivo, nesse

caso, pode ser obtida em uma análise da distribuição dos erros por elemento. Nas Figuras

6.5 a 6.8, apresentam-se, para cada uma das malhas, os erros estimados na norma energia

por elemento dos problema primal e dual e o erro estimado de KI por elemento. Por

simplicidade, apresentam-se apenas os resultados referentes à condição de modo misto

de abertura. É posśıvel observar que, para o valor adotado de r = 2h, a imposição das

forças no problema dual ocorre em uma região próxima à ponta da trinca, o que dificulta a

representação do problema e, consequentemente, penaliza a aplicação do estimador de erro

nesse modelo. Uma vez que os maiores erros do problema primal também ocorrem nessa

região, a distribuição do erro estimado de KI , em todas as malhas, acaba se concentrando

nas vizinhanças da ponta da trinca.

Tendo em vista o diagnóstico anterior, novos valores foram selecionados para o raio

r, visando a aplicação das forças em uma região mais distante da ponta da trinca no

problema dual. Tendo em vista a redução de h com o refinamento da malha, adotam-se

os seguintes valores: r = 3h na Malha 10 × 10, r = 6h na Malha 20 × 20, r = 12h na

Malha 40×40 e r = 24h na Malha 80×80. Os valores obtidos com essa nova configuração

são apresentados nas Tabelas 6.4 a 6.6.
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Tabela 6.1: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo I de abertura, com r = 2h.

Malha NGL E%ΩG
θG KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θKI

10× 10 284 11,97% 1,01 2,467 0,0398 1,59% 0,0799 3,14% 2,01

20× 20 980 7,47% 0,99 2,492 0,0143 0,57% 0,0211 0,84% 1,47

40× 40 3694 3,98% 0,98 2,507 -0,0004 -0,02% 0,0010 0,04% -2,33

80× 80 14184 2,16% 0,99 2,511 -0,0040 -0,16% -0,0019 -0,08% 0,48

Tabela 6.2: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo II de abertura, com r = 2h.

Malha NGL E%ΩG
θG KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗

%(K2) θKII

10× 10 284 9,46% 1,00 2,486 0,0203 0,81% 0,0434 1,72% 2,14

20× 20 980 5,70% 0,99 2,505 0,0021 0,08% 0,0021 0,08% 1,01

40× 40 3694 2,83% 0,99 2,506 0,0008 0,03% 0,0003 0,01% 0,44

80× 80 14184 1,46% 0,99 2,505 0,0014 0,06% 0,0004 0,01% 0,25

Tabela 6.3: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo Misto de abertura, com r = 2h.

Malha NGL E%ΩG
θG KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θKI KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗
%(K2) θKII

10× 10 284 9,46% 1,00 2,486 0,0203 0,81% 0,0434 1,72% 2,14 2,486 0,0203 0,81% 0,0434 1,72% 2,14

20× 20 980 5,70% 0,99 2,498 0,0085 0,34% 0,0153 0,61% 1,80 2,505 0,0021 0,08% 0,0021 0,08% 1,01

40× 40 3694 2,83% 0,99 2,508 -0,0015 -0,06% -0,0024 -0,09% 1,57 2,506 0,0008 0,03% 0,0003 0,01% 0,44

80× 80 14184 1,46% 0,99 2,510 -0,0032 -0,13% -0,0023 -0,09% 0,73 2,505 0,0015 0,06% 0,0003 0,01% 0,19
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(a) (b) (c)

Figura 6.5: Malha 10 × 10, r = 2h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .

(a) (b) (c)

Figura 6.6: Malha 20 × 20, r = 2h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .

(a) (b) (c)

Figura 6.7: Malha 40 × 40, r = 2h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .

Os resultados das Tabelas 6.4 a 6.6 comprovam a validade da estratégia proposta.

Valores próximos da unidade são obtidos para os ı́ndices de efetividade de KI e KII

em praticamente todos os casos, com exceção da Malha 10 × 10. De fato, o caráter

mais grosseiro dessa malha prejudica o desempenho do estimador orientado ao objetivo.

Cabe ressaltar que o erro estimado para a grandeza de interesse é calculado através do
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(a) (b) (c)

Figura 6.8: Malha 80 × 80, r = 2h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .

produto entre duas medidas de erro (Equação (6.18)). Logo, é natural que se obtenham

efetividades mais distantes de 1,0 em comparação ao estimador para a norma energia no

problema primal.

Para melhor visualização dos resultados, apresentam-se, na Figura 6.9, a variação dos

erros exato e estimado dos fatores de intensidade de tensão em função do número de

graus de liberdade do modelo (considerando a sequência de 4 malhas). Por simplificação,

são exibidos somente os resultados na condição de modo misto de abertura (Tabela 6.6).

É posśıvel observar uma boa concordância entre as curvas, cuja proximidade aumenta à

medida que a malha é refinada.

A variação dos ı́ndices de efetividade de KI e KII em função do número de graus de

liberdade, por sua vez, é apresentada na Figura 6.10. A convergência dos dois ı́ndices

não é necessariamente monotônica, mas a tendência observada nas malhas mais refinadas

indica uma proximidade adequada em relação ao valor de 1,0.

Finalmente, a distribuição dos erros estimados por elemento, considerando os novos

valores de r, são apresentados nas Figuras 6.11 a 6.14 (fazendo um paralelo com as Figuras

6.5 a 6.8, obtidas com r = 2h em todas as malhas). É bastante claro o efeito do raio r

sobre os mapas de erro, especialmente a partir da Malha 20 × 20. Quando se aumenta

o valor de r, o erro estimado no problema dual se destaca, de forma muito evidente, na

região de aplicação das forças (diretamente associada a r), enquanto a distribuição do

erro estimado no problema primal não é alterada (esta última, de fato, não depende de

r). A distribuição do erro estimado de KI , por sua vez, reflete essencialmente o produto

entre os erros dos problemas primal e dual.
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Tabela 6.4: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo I de abertura, com o aumento do raio r.

Malha NGL E%ΩG
θG KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θKI

10× 10 284 11,97% 1,01 2,452 0,0548 2,19% 0,0814 3,21% 1,49

20× 20 980 7,47% 0,99 2,486 0,0210 0,84% 0,0232 0,93% 1,11

40× 40 3694 3,98% 0,98 2,501 0,0059 0,24% 0,0065 0,26% 1,09

80× 80 14184 2,16% 0,99 2,505 0,0017 0,07% 0,0019 0,07% 1,12

Tabela 6.5: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo II de abertura, com o aumento do raio r.

Malha NGL E%ΩG
θG KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗

%(K2) θKII

10× 10 284 9,32% 0,95 2,484 0,0229 0,91% 0,0394 1,56% 1,72

20× 20 980 5,91% 0,95 2,498 0,0086 0,35% 0,0073 0,29% 0,85

40× 40 3694 3,25% 0,96 2,504 0,0026 0,10% 0,0023 0,09% 0,89

80× 80 14184 1,79% 0,97 2,506 0,0008 0,03% 0,0007 0,03% 0,94

Tabela 6.6: Resultados do MEFG para o Problema A em Modo Misto de abertura, com o aumento do raio r.

Malha NGL E%ΩG
θG KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θKI KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗
%(K2) θKII

10× 10 284 9,46% 1,00 2,460 0,0461 1,84% 0,0731 2,88% 1,58 2,486 0,0201 0,80% 0,0368 1,46% 1,83

20× 20 980 5,70% 0,99 2,490 0,0168 0,67% 0,0193 0,77% 1,15 2,500 0,0067 0,27% 0,0063 0,25% 0,93

40× 40 3694 2,83% 0,99 2,502 0,0043 0,17% 0,0048 0,19% 1,12 2,505 0,0016 0,06% 0,0015 0,06% 0,94

80× 80 14184 1,46% 0,99 2,506 0,0011 0,04% 0,0013 0,05% 1,16 2,506 0,0004 0,01% 0,0004 0,01% 1,00
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Figura 6.9: Erros exato e estimado para os fatores de intensidade de tensão, considerando o

problema em modo misto (resultados da Tabela 6.6). Eixos x e y em escala logaŕıtmica.
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Figura 6.10: Índices de efetividade do estimador para os fatores de intensidade de tensão, con-

siderando o problema em modo misto (resultados da Tabela 6.6). Eixo x em escala logaŕıtmica.
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(a) (b) (c)

Figura 6.11: Malha 10 × 10, r = 3h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .

(a) (b) (c)

Figura 6.12: Malha 20 × 20, r = 6h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .

(a) (b) (c)

Figura 6.13: Malha 40 × 40, r = 12h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .
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(a) (b) (c)

Figura 6.14: Malha 80 × 80, r = 24h: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .

6.3 Validação do estimador no MEFGgl

6.3.1 Considerações Iniciais

Na presente seção, apresenta-se a validação do estimador de erro orientado ao objetivo

aqui proposto, considerando, agora, a sua aplicação sobre o MEFGgl e o MEFG-Egl.

Conforme mencionado ao longo do texto, deseja-se desenvolver um estimador capaz de

descrever adequadamente o erro do fator de intensidade de tensão calculado no problema

global enriquecido.

Assim como no MEFG, a formulação se baseia na solução dos problemas primal e

dual – exigindo a aplicação do estimador de erro para a norma energia em ambos –

e alguns processos podem ser executados uma única vez. A cada vez que se resolve

o problema global enriquecido (primal), é necessário resolver um outro problema global

enriquecido (dual). Neste problema dual, adota-se, assim como no MEFG, o mesmo espaço

de discretização do problema primal. Logo, os nós enriquecidos com as funções global-

local, no problema dual, são os mesmos do problema primal. Naturalmente, as funções de

enriquecimento em si também precisam ser as mesmas. Logo, um único modelo local é

empregado na análise, sendo utilizado para a construção das funções de enriquecimento

global-local e, ainda, como células de integração no problemas globais enriquecidos primal

e dual.

Sobre o modelo local, são impostas somente as condições de contorno provenientes do

problema global enriquecido primal – aquele que, de fato, representa o problema que se

deseja resolver. O problema global enriquecido dual, portanto, não exerce influência sobre

o problema local.
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Finalmente, ressalta-se que, assim como no MEFG, a matriz de rigidez e a matriz

Ãd do estimador ZZ-BD (Equação (2.48)) podem ser reaproveitadas no problema global

enriquecido dual ao longo do processo de solução do MEFGgl.

6.3.2 Simulações Numéricas

6.3.2.1 Convergência e Índices de Efetividade

Assim como feito para o MEFG (seção 6.2.2), aborda-se, na presente seção, o Problema

A nas condições de modo I, modo II e modo misto de abertura. Para o estudo do estimador

orientado ao objetivo, emprega-se a mesma sequência de malhas globais utilizada na

validação do estimador ZZ-BD para a norma energia no problema global enriquecido

(seção 5.2), com a configuração de domı́nios locais geométricos (Figura 5.6). Em cada

malha, representa-se a trinca, no problema local, através de funções de singularidade

como enriquecimento geométrico (assim como na seção 5.2, como mostrado na Figura

5.8).

Conforme discutido no estudo do estimador orientado ao objetivo para o MEFG, o raio

r da Integral de Interação afeta diretamente a construção do problema dual, definindo

a região na qual se impõem as forças nesse modelo. Quando se considera o MEFGgl,

naturalmente, tal influência se mantém. Uma vez que as malhas globais, neste caso, são

as mesmas empregadas no MEFG (seção 6.2.2), adotam-se os valores de r = 3d, 6d e 12d

nas malhas 10× 10, 20× 20e 40× 40, respectivamente, em todas as análises desta seção.

Na análise do estimador ZZ-BD para a norma energia no problema global enriquecido

(seção 5.2.2.3), foi constatada a estabilização dos ı́ndices de efetividade após a execução

de três ciclos global-local (no caso do MEFGgl). Por esse motivo, os resultados do esti-

mador orientado ao objetivo, a serem discutidos a seguir, são aqueles obtidos ao final do

terceiro ciclo. As medidas de erro analisadas, considerando a norma energia e os fatores

de intensidade de tensão, são as mesmas abordadas na validação do estimador para o

MEFG (seção 6.2.2).

Nas Tabelas 6.7 a 6.9, apresentam-se os resultados fornecidos pelo MEFGgl, conside-

rando as condições de modo I, modo II e modo misto de abertura, respectivamente. Nos

problemas envolvendo modo I ou modo II puros (Tabelas 6.7 e 6.8), observa-se uma boa

convergência dos ı́ndices de efetividade do estimador para KI e KII , que atingem valores

bastante próximos da unidade na última malha. No problema em modo misto (Tabela

6.9), por sua vez, tais ı́ndices atingem valores abaixo de 0,90. Esse resultado se deve,

provavelmente, à natureza mais complexa do comportamento em modo misto. Observa-se
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que os erros exatos de KI e KII , em todos os casos, também são maiores nessa condi-

ção. A convergência dos ı́ndices de efetividade para valores abaixo de 0,90 indica que o

estimador adotado, neste caso, é incapaz de descrever a totalidade do erro – deixando de

capturar parte do erro total. É provável, portanto, que uma melhor descrição da trinca no

problema global enriquecido (através do aprimoramento das funções de enriquecimento

global-local) possa resolver esse problema.

Tendo em vista a hipótese anterior, apresentam-se, nas Tabelas 6.10 a 6.12, os re-

sultados obtidos com o enriquecimento global-local estável (MEFG-Egl). Com efeito, a

aplicação da estratégia estável corrige o problema da subestimação do erro na condição de

modo misto: na Tabela 6.12, os ı́ndices de efetividade de KI e KII convergem para valores

bastante próximos de 1,0. Considerando os modos I e II isolados, os resultados também

são próximos da unidade. Também é importante observar o grande ganho de precisão

garantido pela estratégia estável, tanto em termos de energia (coluna E%ΩG
) quanto dos

fatores de intensidade de tensão. Os erros exatos de KI e KII (colunas E%(K1) e E%(K2)),

em praticamente todas os casos, reduzem-se à menos da metade dos valores obtidos com

o MEFGgl (Tabelas 6.7 a 6.9).

Para melhor visualização dos resultados fornecidos pelo MEFGgl e sua versão estável,

apresenta-se, na Figura 6.15, a variação dos erros exato e estimado do fator de intensidade

de tensão em função do número de graus de liberdade do problema global enriquecido

(considerando a sequência de três malhas). Por simplificação, são exibidos somente os

resultados na condição de modo misto de abertura (resultados das Tabelas 6.9 e 6.12).

Observa-se uma melhor concordância entre as curvas no caso da versão estável, com uma

notável tendência de equivalência à medida que a malha global é refinada.

Na Figura 6.16, apresenta-se a evolução dos ı́ndices de efetividade de KI e KII em

função do número de graus de liberdade do problema global enriquecido, considerando

o MEFGgl e o MEFG-Egl. Aborda-se, novamente, apenas a condição de modo misto

de abertura. É posśıvel observar, no caso do MEFG-Egl, uma tendência de convergência

para o valor ideal de 1,0 – não necessariamente monotônica, assim como no MEFG (Figura

6.10). A mesma tendência de convergência (porém menos pronunciada) também se verifica

no MEFGgl padrão.
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Tabela 6.7: Resultados do MEFGgl para o Problema A em Modo I de abertura.

Malha NGL E%ΩG
θG KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θKI

10× 10 284 13,50% 0,98 2,438 0,0687 2,74% 0,0921 3,64% 1,34

20× 20 1078 7,21% 0,97 2,487 0,0197 0,79% 0,0188 0,75% 0,95

40× 40 4202 3,75% 0,98 2,501 0,0053 0,21% 0,0055 0,22% 1,04

Tabela 6.8: Resultados do MEFGgl para o Problema A em Modo II de abertura.

Malha NGL E%ΩG
θG KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗

%(K2) θKII

10× 10 284 9,19% 0,96 2,475 0,0321 1,28% 0,0276 1,10% 0,86

20× 20 1078 4,82% 0,96 2,498 0,0084 0,33% 0,0071 0,28% 0,84

40× 40 4202 2,54% 0,98 2,504 0,0023 0,09% 0,0023 0,09% 0,99

Tabela 6.9: Resultados do MEFGgl para o Problema A em Modo Misto de abertura.

Malha NGL E%ΩG
θG KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θKI KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗
%(K2) θKII

10× 10 284 11,97% 0,95 2,405 0,1018 4,06% 0,1082 4,31% 1,06 2,461 0,0456 1,82% 0,0297 1,19% 0,65

20× 20 1078 6,21% 0,97 2,483 0,0233 0,93% 0,0165 0,66% 0,71 2,495 0,0121 0,48% 0,0088 0,35% 0,73

40× 40 4202 3,16% 0,98 2,501 0,0057 0,23% 0,0046 0,18% 0,80 2,503 0,0033 0,13% 0,0028 0,11% 0,86
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Tabela 6.10: Resultados do MEFG-Egl para o Problema A em Modo I de abertura.

Malha NGL E%ΩG
θG KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θKI

10× 10 284 9,61% 1,08 2,472 0,0342 1,37% 0,0434 1,72% 1,27

20× 20 1078 4,82% 1,02 2,498 0,0086 0,34% 0,0094 0,38% 1,10

40× 40 4202 2,48% 1,01 2,504 0,0022 0,09% 0,0024 0,10% 1,11

Tabela 6.11: Resultados do MEFG-Egl para o Problema A em Modo II de abertura.

Malha NGL E%ΩG
θG KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗

%(K2) θKII

10× 10 284 6,96% 1,07 2,493 0,0140 0,56% 0,0151 0,60% 1,08

20× 20 1078 3,46% 1,02 2,503 0,0032 0,13% 0,0029 0,11% 0,89

40× 40 4202 1,81% 1,00 2,506 0,0009 0,03% 0,0008 0,03% 0,98

Tabela 6.12: Resultados do MEFG-Egl para o Problema A em Modo Misto de abertura.

Malha NGL E%ΩG
θG KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θKI KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗
%(K2) θKII

10× 10 284 7,42% 1,08 2,475 0,0317 1,27% 0,0396 1,57% 1,25 2,494 0,0125 0,50% 0,0144 0,57% 1,15

20× 20 1078 3,52% 1,04 2,499 0,0075 0,30% 0,0078 0,31% 1,05 2,504 0,0025 0,10% 0,0024 0,09% 0,94

40× 40 4202 1,76% 1,01 2,505 0,0018 0,07% 0,0019 0,08% 1,06 2,506 0,0006 0,02% 0,0006 0,02% 1,05
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6.3.2.2 Erros estimados por Elemento

Para o problema em modo misto, os erros estimados por elemento são apresentados

nas Figuras 6.17 a 6.19, considerando o MEFGgl, e nas Figuras 6.20 a 6.22, considerando o

MEFG-Egl. São exibidos os erros estimados na norma energia por elemento dos problemas

primal e dual, além do erro estimado de KI por elemento (fazendo um paralelo com os

resultados do MEFG (Figuras 6.11 a 6.13)).

Tanto no MEFGgl quanto na versão estável, observam-se distribuições de erro seme-

lhantes às do MEFG. Maiores diferenças em relação ao MEFG se observam no problema

primal, no qual ocorre uma certa concentração de erro ao longo do comprimento da trinca

(já discutida na validação do estimador ZZ-BD para norma energia, seção 5.2.2.2). Apesar

disso, é interessante notar que a distribuição do erro estimado de KI reproduz diretamente

o produto entre os erros estimados nos problemas primal e dual, assim como no MEFG.

6.3.2.3 Comportamento ao Longo dos Ciclos Global-local

Na seção anterior, o comportamento do estimador orientado ao objetivo foi analisado

através dos resultados finais, no problema global enriquecido, alcançados após a execução

de três ciclos global-local. Assim como feito na validação do estimador ZZ-BD para a

norma energia (seção 5.2.2.3 ), também é interessante analisar o comportamento do novo

estimador ao longo processo de ciclos global-local.

A evolução dos ı́ndices de efetividade do estimador orientado ao objetivo ao longo

dos ciclos global-local é apresentada nas Figuras 6.23 e 6.24, considerando a condição de

modo misto de abertura. Para facilitar o entendimento do leitor, os resultados de cada

malha são apresentados separadamente, levando-se em conta o MEFG-gl, na Figura 6.23,

e o MEFG-Egl, na Figura 6.24. De maneira geral, os ı́ndices de efetividade de KI e KII

convergem no terceiro ciclo global-local. No caso do MEFG-Egl, os resultados convergem

para valores bem próximos da unidade, conforme discutido anteriormente. É interessante

observar que o intervalo de variação de θKI e θKII é mais amplo em relação ao estimador

para a norma energia (Figuras 5.13 e 5.14, seção 5.2.2.3). No caso de KII , aparecem até

mesmo ı́ndices de efetividade negativos (o que não é posśıvel para a norma energia). Tal

situação ocorre quando o erro exato do fator de intensidade de tensão é muito pequeno

(da ordem de 0, 01% no segundo ciclo das malhas 10× 10 e 20× 20 com o MEFG-Egl, por

exemplo), o que faz com que pequenas variações no erro estimado impliquem em grandes

alterações no ı́ndice de efetividade.

Finalmente, a distribuição do erro estimado de KI por elemento, ao longo dos ciclos
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Figura 6.15: Erros exato e estimado para os fatores de intensidade de tensão, considerando o

problema em modo misto (resultados das Tabelas 6.9 e 6.12). A siga NGL representa o número

de graus de liberdade do problema global enriquecido. Eixos x e y em escala logaŕıtmica.

global-local, é apresentada nas Figuras 6.25 e 6.26. Por simplificação, apresentam-se so-

mente os resultados da Malha 20×20 no problema em modo misto de abertura. Em todos

os ciclos, o erro estimado de KI reflete o comportamento dos problemas globais enriqueci-

dos primal e dual. No primeiro ciclo, quando a representação da trinca ainda é precária, o

erro na região de imposição das forças no problema dual é menor em comparação ao erro

do problema primal. A partir do segundo ciclo, o erro nessa região torna-se mais evidente

e a distribuição do erro estimado de KI se torna mais próxima daquela obtida com o

MEFG – exibindo concentrações de erro nas vizinhanças da ponta da trinca e também

nos elementos associados ao domı́nio A da Integral de Interação.
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Figura 6.16: Índices de efetividade do estimador para os fatores de intensidade de tensão no

problema global enriquecido, considerando a condição de modo misto (resultados das Tabelas 6.9

e 6.12). A siga NGL representa o número de graus de liberdade do problema global enriquecido.

Eixo x em escala logaŕıtmica.

(a) (b) (c)

Figura 6.17: Malha 10× 10, MEFGgl: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .

6.4 Aplicação do Estimador no MEFGgl: Exemplos Adicio-

nais

6.4.1 Considerações Iniciais

Na seção anterior, problemas com solução exata conhecida foram utilizados em um

estudo abrangente sobre o estimador de erro orientado ao objetivo proposto neste trabalho.
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(a) (b) (c)

Figura 6.18: Malha 20× 20, MEFGgl: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .

(a) (b) (c)

Figura 6.19: Malha 40× 40, MEFGgl: erros estimados por elemento. (a) Problema primal, (b)

Problema dual e (c) Erro de KI .

(a) (b) (c)

Figura 6.20: Malha 10 × 10, MEFG-Egl: erros estimados por elemento. (a) Problema primal,

(b) Problema dual e (c) Erro de KI .

Na presente seção, avalia-se a aplicação do estimador em dois problemas adicionais –

tradicionais na literatura do MEFG – cuja solução exata não é conhecida. Neste caso,

o desempenho do estimador é avaliado através de soluções de referência para o fator de

intensidade de tensão. Naturalmente, existe algum ńıvel de erro nas soluções de referência,

o que exige cautela na avaliação dos resultados. O ı́ndice de efetividade aproximado do
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(a) (b) (c)

Figura 6.21: Malha 20 × 20, MEFG-Egl: erros estimados por elemento. (a) Problema primal,

(b) Problema dual e (c) Erro de KI .

(a) (b) (c)

Figura 6.22: Malha 40 × 40, MEFG-Egl: erros estimados por elemento. (a) Problema primal,

(b) Problema dual e (c) Erro de KI .

estimador (θ̃KI , definido na Equação 4.19 do caṕıtulo de metodologia), em especial, é

bastante senśıvel à solução de referência adotada. Por esse motivo, menor ênfase será

dada a esse parâmetro nas discussões desta seção.

A aplicação do estimador orientado ao objetivo será avaliada, primeiramente, sobre

o Problema B (descrito na seção 4.6.2). Em seguida, será abordado o Problema C

(apresentado na seção 4.6.3).

6.4.2 Problema B

Para o estudo do estimador no Problema B, adota-se a sequência de três malhas

globais, compostas por elementos do tipo Q4, ilustrada na Figura 6.27. Adotam-se, assim

como na seção 6.3, domı́nios locais geométricos (representados em azul na Figura 6.27).

Os elementos globais são divididos em 3 × 3 partes para a definição da malha local,

também formada por elementos Q4. Em cada modelo local, representa-se a trinca através

de funções de singularidade como enriquecimento geométrico (ćırculo de raio igual a 1,75

centralizado na ponta da trinca), como mostra a Figura 6.28.
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Figura 6.23: Índices de efetividade do estimador para os fatores de intensidade de tensão no

problema global enriquecido, avaliados ao longo dos ciclos global-local, em cada uma das três

malhas globais. Resultados do MEFGgl para o problema em modo misto.

Para o cálculo do fator de intensidade de tensão e a definição do problema dual,

adotam-se os valores de r = 1, 5h, 3h e 4, 5h nas malhas 1, 2 e 3, respectivamente. Assim

como feito no Problema A (seção 6.3), apresentam-se, a seguir, os resultados finais obtidos

após a execução de três ciclos global-local. Para este problema, consideram-se medidas

de erro análogas às que foram tratadas no Problema A (adaptadas para o presente caso,

em que não há solução exata conhecida).

Os resultados obtidos através do MEFGgl são apresentados na Tabela 6.13. Neste

caso, verificam-se erros bastante elevados, tanto em termos de energia quanto do fator de
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Figura 6.24: Índices de efetividade do estimador para os fatores de intensidade de tensão no

problema global enriquecido, avaliados ao longo dos ciclos global-local, em cada uma das três

malhas globais. Resultados do MEFG-Egl para o problema em modo misto.

intensidade de tensão. Apesar disso, o estimador orientado ao objetivo consegue descrever

corretamente o erro associado a KI , apresentando valores próximos da unidade para θ̃KI .

Uma vez que as malhas globais são grosseiras (especialmente as Malhas 1 e 2) e não

há a utilização de enriquecimentos polinomiais, é provável que um aprimoramento das

funções global-local seja capaz de reduzir os ńıveis de erro da análise, contribuindo para

a representação da singularidade e, também, da parcela suave da solução global.

Nesse sentido, apresentam-se, na Tabela 6.14, os resultados obtidos com o MEFG-Egl.

O aprimoramento associado ao enriquecimento estável, de fato, reduz substancialmente
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.25: Erro estimado de KI por elemento na Malha 20 × 20, ao longo dos ciclos global-

local. Resultados do MEFGgl. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3 e (d) Ciclo 4.

Tabela 6.13: Resultados do MEFGgl para o Problema B.

Malha NGL E∗
%ΩG

KI EREF(K1) EREF
% (K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θ̃KI

1 153 35,46% 7,28 2,0976 22,38% 1,6007 18,03% 0,76

2 719 20,65% 8,79 0,5796 6,18% 0,5900 6,29% 1,02

3 1263 16,44% 8,97 0,4064 4,34% 0,3835 4,10% 0,94

os ńıveis de erro em todas as malhas. Os erros de referência de KI , por exemplo, são

reduzidos a menos de 1/3 dos valores obtidos com o MEFGgl padrão (Tabela 6.13). O

estimador orientado ao objetivo, por sua vez, apresenta um comportamento mais instável,

com θ̃KI bem acima de 1,0 na Malha 1 e, por outro lado, muito abaixo de 1,0 na Malha 3.

A interpretação dos resultados θ̃KI , como visto, deve levar em conta o erro existente na

solução de referência do fator de intensidade de tensão (KREF
I ). No caso do MEFG-Egl,

os valores de KI são mais próximos da solução de referência e, portanto, o parâmetro θ̃KI

pode sofrer maior influência do erro embutido em KREF
I . Nesse contexto, considera-se

válido o desempenho do estimador proposto.

Uma vez que o ı́ndice de efetividade é um parâmetro comprometido em problemas
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.26: Erro estimado de KI por elemento na Malha 20 × 20, ao longo dos ciclos global-

local. Resultados do MEFG-Egl. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3 e (d) Ciclo 4.

Figura 6.27: Malhas globais (em cinza) e domı́nios locais (em azul) utilizados no Problema B.

(a) Malha 1, (b) Malha 2 e (c) Malha 3.

cuja solução exata é desconhecida, é interessante analisar o comportamento do estimador

através de uma correção do fator de intensidade de tensão, valendo-se do erro estimado

E∗(K1). Nesse caso, o valor corrigido de KI , indicado por KCOR
I , é calculado como:

KCOR
I = KI + E∗(K1) (6.19)

Na Figura 6.29, apresenta-se uma comparação entre os valores aproximado e corrigido
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(a) (b) (c)

Figura 6.28: Domı́nios locais adotados no Problema B. Nós locais enriquecidos com funções de

singularidade (em vermelho). A trinca é representada em azul. (a) Malha 1, (b) Malha 2 e (c)

Malha 3.

Tabela 6.14: Resultados do MEFG-Egl para o Problema B.

Malha NGL E%ΩG
KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θ̃KI

1 153 23,24% 8,95 0,4189 4,47% 0,7417 7,65% 1,77

2 719 9,18% 9,23 0,1422 1,52% 0,1519 1,62% 1,07

3 1263 6,87% 9,25 0,1242 1,32% 0,0902 0,97% 0,73

de KI , obtidos em cada uma das malhas através do MEFGgl e do MEFG-Egl. Em todos

os casos, verifica-se um considerável aumento de precisão do valor corrigido em relação ao

respectivo valor aproximado. Tal fato se observa, inclusive, nas malhas com efetividades

pobres (Malhas 1 e 3 com o MEFG-Egl, por exemplo). Logo, é posśıvel afirmar que a

correção do fator de intensidade de tensão através do erro estimado é uma estratégia

bastante favorável, cuja aplicação será retomada em outras análises do presente trabalho.

6.4.3 Problema C

Para o aplicação do estimador no Problema C – cuja geometria é a mesma do Problema

B, exceto pela direção do carregamento imposto – adotam-se as mesmas malhas globais

e configurações de problemas locais apresentadas na seção 6.4.2. As medidas analisadas

também são as mesmas já discutidas, incluindo, agora, os erros de referência e estimado

para KII (por se tratar de um problema em modo misto de abertura).

Os resultados obtidos com a aplicação do estimador de erro no MEFGgl são apresenta-

dos na Tabela 6.15. Assim como ocorrido no Problema B, verificam-se erros elevados para

os fatores de intensidade de tensão e para a norma energia. O estimador orientado ao ob-

jetivo, por sua vez, representa corretamente o erro de KI , atingindo o valor de θ̃KI = 0, 99

na Malha 3. No caso de KII , ocorre uma excessiva subestimação do erro em todas as
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Figura 6.29: Valores aproximado e corrigido de KI em função do número de graus de liberdade

do problema global enriquecido (NGL) no Problema B.

malhas (valores abaixo de 0,5 para θ̃KII ). Esse resultado pode ser justificado pela com-

plexidade inerente ao modo misto de abertura e à má qualidade da solução aproximada

em si (observar como os valores aproximados de KII , nas duas últimas malhas, são ainda

mais imprecisos do que os de KI).

Na Tabela 6.16, apresentam-se os resultados fornecidos pelo MEFG-Egl. Observa-se,

mais uma vez, um aumento bastante expressivo na precisão dos resultados: na Malha 3, os

erros de referência de KI e KII são menores que 1%. Tal resultado fortalece as conclusões

dos exemplos anteriores sobre o desempenho do MEFG-Egl. O erro estimado de KII , neste

caso, também é melhor representado em comparação à versão padrão. Quanto ao erro

estimado de KI , verificam-se superestimativas de erro em todas as malhas, porém com

uma tendência de decrescimento em direção ao valor de referência.

Finalmente, a comparação entre os valores aproximado e corrigido dos fatores de in-

tensidade de tensão é apresentada na Figura 6.30. O valor corrigido de KII (KCOR
II ) é

computado de maneira análoga ao de KI (Equação (6.19)). Assim como no Problema B,

é posśıvel observar que os valores corrigidos convergem de modo mais próximo aos valores

de referência. Maior divergência se verifica, como visto, apenas na solução do MEFGgl

padrão para KII .
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Tabela 6.15: Resultados do MEFGgl para o Problema C.

Malha NGL E%ΩG
KI EREF(K1) EREF

% (K1) E∗(K1) E∗
%(K1) θ̃KI KII EREF(K2) EREF

% (K2) E∗(K2) E∗
%(K2) θ̃KII

1 148 38,2% 23,9220 10,2020 29,90% 7,6404 24,21% 0,75 3,5566 0,9875 21,73% 0,4298 10,78% 0,44

2 708 23,9% 30,6152 3,5088 10,28% 3,3859 9,96% 0,96 3,7576 0,7865 17,31% 0,3687 8,94% 0,47

3 1248 19,4% 31,8626 2,2614 6,63% 2,2415 6,57% 0,99 3,9171 0,6270 13,80% 0,2040 4,95% 0,33

Tabela 6.16: Resultados do MEFG-Egl para o Problema C.

Malha NGL E%ΩG
KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θ̃KI KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗
%(K2) θ̃KII

1 148 26,6% 32,1028 2,0212 5,92% 3,6066 10,10% 1,78 4,2387 0,3054 6,72% 0,3649 7,93% 1,19

2 708 11,1% 33,7080 0,4160 1,22% 0,6960 2,02% 1,67 4,4928 0,0513 1,13% 0,0521 1,15% 1,02

3 1248 8,3% 33,8525 0,2715 0,80% 0,4076 1,19% 1,50 4,5112 0,0329 0,72% 0,0291 0,64% 0,88
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Figura 6.30: Valores aproximado e corrigido dos fatores de intensidade de tensão em função do

número de graus de liberdade do problema global enriquecido (NGL) no Problema C.
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Caṕıtulo 7

Estratégias Adaptativas para o MEFGgl

O presente caṕıtulo apresenta as estratégias adaptativas concebidas

para o MEFGgl. Inicialmente, desenvolve-se um procedimento adap-

tativo para o erro da discretização no problema local, baseado no uso

de funções de singularidade. Em seguida, apresenta-se uma aborda-

gem adaptativa para a seleção do domı́nio local a partir de medidas

de erro calculadas no problema global enriquecido. Objetiva-se, em

ambos os casos, aprimorar o resultado do fator de intensidade de ten-

são e, ainda, reduzir a dependência em relação ao usuário do sistema

computacional.

7.1 Estratégia Adaptativa para o Erro da Discretização no

Problema Local

7.1.1 Considerações Iniciais

Conforme introduzido no caṕıtulo de metodologia (seção 4.4.1), a estratégia adaptativa

aqui proposta se baseia no conceito da adaptatividade-e (Duflot e Bordas, 2008). Dada a

importância da descrição da trinca no modelo local, propõe-se a utilização do estimador

ZZ-BD (já validado para a norma energia nesse modelo, seção 5.3) em um procedimento

iterativo de seleção dos nós a serem enriquecidos com funções de singularidade. Almeja-se,

neste caso, a obtenção de uma discretização otimizada na qual a singularidade é melhor

descrita.
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7.1.2 Descrição da estratégia

O algoritmo adaptativo é inspirado no processo p de Barros et al. (2004b), no qual

indicadores de erro são empregados para a definição de enriquecimentos polinomiais (con-

forme visto na seção 2.5.2). A cada iteração desse algoritmo, obtém-se uma lista de nós

a serem enriquecidos com funções polinomiais (de ordem adequada) e, ainda na mesma

iteração, os enriquecimentos são adicionados e o sistema de equações do modelo (atuali-

zado) é resolvido. Tal processo se desenvolve até que uma tolerância para o erro global

seja atingida ou que um número máximo de iterações seja executado.

No caso do MEFGgl, avaliado no presente trabalho, já se desenvolve um procedimento

iterativo no decorrer da solução: o processo de ciclos global-local. Logo, a estratégia aqui

proposta combina as iterações adaptativas com o processo de ciclos, de modo a evitar

que o problema local seja resolvido repetidas vezes dentro de um mesmo ciclo global-local.

A solução do MEFGgl considerando a adaptatividade-e no problema local se desenvolve

nas seguintes etapas:

1. Resolve-se o problema global inicial, assim como na abordagem padrão (não-adaptativa)

do MEFGgl.

2. Resolve-se o problema local do ciclo t = 1, com a imposição das condições de

contorno provenientes do problema global inicial, considerando uma configuração de

enriquecimento mı́nimo para a representação da trinca. Tal configuração equivale

à estratégia topológica de enriquecimento com funções de singularidade, descrita

na seção 5.3.2.4, na qual apenas os nós dos elementos atravessados pela trinca são

enriquecidos. Nesta etapa, portanto, a seleção dos nós é automatizada e independe

da definição de critérios pelo usuário.

3. Aplica-se o estimador ZZ-BD para a norma energia sobre o modelo local do item 2,

visando a construção de uma lista de novos nós a serem enriquecidos com funções de

singularidade – identificada, aqui, como {Nt+1
s }, com t referenciando o ciclo global-

local. Considerando a distribuição de erro obtida, calculam-se os indicadores de erro

associados a cada nuvem do domı́nio, conforme definido por Barros et al. (2004b)

(Equação 7.1, repetida a seguir):

E∗
ωα

def
=
∑
k∈ωα

Vk ∥e∗∥ε(Ωk)

Vωα

(7.1)

na qual ωα representa a nuvem do nó α, Vk o volume do elemento k, Vωα o volume

total da nuvem ωα e ∥e∗∥ε(Ωk) a norma energia do erro estimado no elemento k.
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Após o cálculo dos indicadores, compara-se o valor obtido em cada nuvem a um

parâmetro de tolerância local dado por µeE
∗
max, com E∗

max igual ao máximo valor de

E∗
ωα no modelo corrente. O parâmetro µe, assim como o parâmetro µ de Barros et al.

(2004b), funciona como um controlador da velocidade do procedimento adaptativo.

Desse modo, a lista {Nt+1
s } (neste caso, {N2

s}) é preenchida com as nuvens nas quais

E∗
ωα

> µeE
∗
max.

Nesta etapa da solução, não se faz o enriquecimento de nenhum nó adicional com as

funções de singularidade. É feita apenas a seleção dos nós (montagem de {Nt+1
s }),

cujos enriquecimentos serão adicionados sobre o modelo local do ciclo seguinte (razão

do supeŕındice t+1). Logo, o problema local é resolvido uma única vez a cada ciclo

global-local. Naturalmente, é feita uma checagem dos enriquecimetos já presentes

em cada nó para a montagem da lista {Nt+1
s }, de modo a evitar que um mesmo nó

venha a ser enriquecido mais de uma vez com as mesmas funções.

4. Resolve-se o problema global enriquecido do ciclo t = 1, usando a solução do pro-

blema local do item 2 para a construção do enriquecimento global-local (assim como

na abordagem não-adaptativa do MEFGgl).

5. Controi-se o modelo local do ciclo t = 2. Nesta etapa, parte-se do modelo local do

ciclo anterior (t = 1) e adicionam-se funções de singularidade aos nós pertencentes

à lista {N2
s}. Obtém-se, desse modo, uma discretização aprimorada em relação ao

ciclo anterior. Em seguida, resolve-se o modelo local e aplica-se o estimador ZZ-BD

para o cálculo dos indicadores e o preenchimento de uma nova lista {Nt+1
s } (neste

caso, {N3
s}), repetindo-se os procedimentos do item 3. Na solução do problema local,

aplicam-se as condições de contorno provenientes do problema global enriquecido do

ciclo t = 1, como de costume.

6. Resolve-se o problema global enriquecido do ciclo t = 2, utilizando como enriqueci-

mento a solução do modelo local definido no item 5.

7. Para a construção do modelo local do ciclo t = 3, repete-se um procedimento aná-

logo ao do item 5. Esse processo de geração de modelos locais e solução do problema

global enriquecido é replicado até que o número máximo de ciclos global-local (es-

pecificado pelo usuário) seja atingido. Assim como no algoritmo de Barros et al.

(2004b), caso todas as nuvens com E∗
ωα

> µeE
∗
max em determinado ciclo já estejam

enriquecidas, o parâmetro µe deve ser reduzido. Considera-se uma redução de 10%,

de modo a permitir que o processo adaptativo incremente novas regiões.
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O processo de seleção e enriquecimento dos nós em um problema local genérico, con-

siderando 3 ciclos global-local, é exemplificado na Figura 7.1. Por simplificação, a figura

não ilustra os indicadores de erro. Desse modo, a disposição dos nós que compõem a lista

de cada ciclo ({N2
s} e {N3

s}) é meramente ilustrativa.

Conforme descrito anteriormente, a proposta adaptativa é capaz de reduzir significa-

tivamente a interferência do usuário na definição da região enriquecida com funções de

singularidade. Neste caso, é necessário apenas o fornecimento do parâmetro µe, o que

torna a automatização da solução bastante próxima da configuração de enriquecimento

topológico. Além disso, o tamanho da região obtida reflete caracteŕısticas espećıficas do

problema analisado.

Finalmente, ressalta-se que a adaptatividade-e descrita nesta seção fornece critérios

para a discretização do modelo local, e não para a definição do seu tamanho. Por esse

motivo, a estratégia será avaliada com o uso de domı́nios locais topológicos, formados a

partir dos elementos globais atravessados pela trinca (seção 5.2.2). A construção de domı́-

nios locais topológicos pode ser automatizada em qualquer problema, valendo-se apenas

de operações de geometria computacional associadas à malha global e às coordenadas da

trinca. Mantém-se, desse modo, maior indepedência em relação ao usuário do sistema

computacional. Posteriormente, na seção 7.2, será proposta uma nova técnica adaptativa

para a seleção do domı́nio local.

7.1.3 Simulações Numéricas

Na presente seção, apresentam-se as simulações numéricas realizadas para a avalia-

ção da estratégia adaptativa proposta. Inicialmente, considera-se o Problema A - Modo

Misto (seção 4.1). Em seguida, avaliam-se os Problemas B e C (seções 4.6.2 e 4.6.3,

respetivamente).

Em razão do desempenho superior da abordagem estável em comparação à abordagem

padrão do MEFGgl, constatado em diversas análises dos Caṕıtulos 5 e 6, somente o MEFG-

Egl será considerado em todas as análises do presente caṕıtulo.

7.1.3.1 Problema A - Modo Misto

Para o estudo da adaptatividade-e no problema local, adota-se a malha global 20× 20

com domı́nio local topológico – utilizada nas validações do estimador ZZ-BD para a norma

energia (Figura 5.5(b)). Assim como nos caṕıtulos anteriores, os elementos globais são

divididos em 2× 2 partes para a definição da malha local. Além disso, ambos os modelos
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Figura 7.1: Ilustração do processo de adaptatividade-e em um problema local genérico. Os nós

enriquecidos com funções de singularidade são destacados com ćırculos vermelhos. Já os nós

selecionados pelos indicadores de erro em cada ciclo (listas {N2
s} e {N3

s}) são destacados com

quadrados verdes.

utilizam elementos Q4. A configuração inicial do modelo local adaptativo adotada nesta

seção, composta, como visto, por um esquema de enriquecimento mı́nimo para a descrição

da trinca, é ilustrada na Figura 7.2.

Para a avaliação da adaptatividade-e, é feita uma comparação de desempenho em

relação à configuração de enriquecimento mı́nimo (sem adaptatividade). Adota-se, neste

caso, µe = 0, 5. Em ambos os casos, calculam-se os fatores de intensidade de tensão

no problema global enriquecido. Além disso, aplicam-se os estimadores de erro para a

norma energia e para os fatores de intensidade de tensão sobre este modelo, valendo-se

das técnicas descritas nos Caṕıtulos 5 e 6, respectivamente. Busca-se avaliar, neste caso,

o efeito da adaptatividade-e, desenvolvida no problema local, sobre o desempenho dos

estimadores de erro aplicados sobre o problema global.
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Figura 7.2: Discretização inicial do problema local adotada no Problema A - Modo Misto. Nós

locais enriquecidos com as funções de singularidade (em vermelho). A trinca é representada em

azul.

Nas Tabelas 7.1 e 7.2, apresentam-se os resultados fornecidos pelas duas estratégias

(sem e com a adaptatividade-e, respectivamente), ao longo de cinco ciclos global-local,

considerando medidas relacionadas à norma energia nos problemas local e global enrique-

cido.

Tabela 7.1: Resultados obtidos para as medidas relacionadas à norma energia no Problema A -

Modo Misto, sem a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLLocal E%ΩL
θL E%ΩG

θG

1 534 53,51% 0,13 25,91% 0,31

2 534 25,68% 0,46 9,58% 0,96

3 534 14,30% 1,00 8,56% 0,99

4 534 14,18% 1,00 8,56% 0,99

5 534 14,18% 1,00 8,56% 0,99

Tabela 7.2: Resultados obtidos para as medidas relacionadas à norma energia no Problema A -

Modo Misto, com a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLLocal E%ΩL
θL E%ΩG

θG

1 534 53,51% 0,13 25,91% 0,31

2 618 23,60% 0,25 7,43% 0,98

3 710 6,93% 0,82 5,41% 1,09

4 730 6,54% 0,82 5,37% 1,09

5 738 6,48% 0,82 5,35% 1,09

Os resultados das Tabelas 7.1 e 7.2 mostram que, de fato, a adaptatividade-e reduz

significativamente o erro em energia nos problemas local e global enriquecido. No problema
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local, em especial, o erro em energia se reduz à menos da metade em relação os resultados

sem adaptatividade. Quanto ao desempenho dos estimadores de erro, observam-se valores

muito próximos de 1,0 para a efetividade no problema global, em ambos os casos. Já no

problema local, verificam-se subestimativas de erro com a adaptatividade-e (θL converge

para um valor abaixo de 0,90 na Tabela 7.2). Tais resultados refletem a menor influência

do erro da discretização sobre o erro total do problema local, conforme discutido na seção

5.3.2.4.

É interessante observar que os resultados obtidos com a adaptatividade-e (Tabela 7.2),

tanto no modelo local quanto no modelo global, se estabilizam após a execução de 3 ciclos

global-local – de maneira semelhante aos resultados sem adaptatividade. A partir do

quarto ciclo, o número de graus de liberdade do modelo local cresce mais lentamente,

refletindo o enriquecimento de um menor número de nós através da técnica adaptativa.

Nesse caso, o algoritmo adaptativo seleciona nós mais distantes da ponta da trinca, onde

as funções de singularidade têm menor efeito. No caso do ciclo 5, o parâmetro µe foi

reduzido em 20% para que novos nós fossem selecionados. A obtenção de bons resultados

após execução de apenas três ciclos global-local é uma caracteŕıstica favorável da estratégia

proposta.

Nas Tabelas 7.3 e 7.4, apresentam-se os resultados obtidos para medidas relacionadas

ao fator de intensidade de tensão. Os valores de KI e KII são bastante aprimorados

com a adaptatividade-e e todos os valores se estabilizam no terceiro ciclo global-local. Os

ı́ndices de efetividade do estimador orientado ao objetivo, por sua vez, passam a apresentar

valores mais distantes da unidade com a estratégia adaptativa. Uma provável explicação

para esses resultados está no pequeno número de nós globais enriquecidos com as funções

global-local (lembrar que apenas os nós dos elementos globais atravessados pela trinca

são enriquecidos (Figura (5.7(b)))). Nesse cenário, o comportamento do estimador é mais

preciso para ńıveis de erro mais elevados – como ocorre nos resultados sem adaptatividade

(Tabela (7.3)). Apesar disso, os valores alcançados com a adaptatividade-e podem ser

considerados adequados.

Na Figura 7.3 ilustram-se os nós enriquecidos com funções de singularidade, a cada

ciclo global-local, com a adaptatividade-e. Observa-se que o conjunto de nós enriquecidos

reflete diretamente a distribuição do erro estimado por elemento, apresentada na Figura

7.4. Já a distribuição do erro estimado por elemento obtida sem a adaptatividade-e é

ilustrada na Figura 7.5. Em razão da má representação da singularidade, neste caso, o

erro estimado se concentra ainda mais na região próxima à ponta da trinca.
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Tabela 7.3: Resultados obtidos para as medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensão no Problema A - Modo Misto, sem a adaptatividade-e

no problema local.

Ciclo NGLLocal KI E(K1) E%(Ki) E∗(K1) E∗
%(K1) θKI KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗

%(K2) θKII

1 534 1,241 1,2657 50,50% 0,0194 1,54% 0,02 2,487 0,0200 0,80% 0,0162 0,65% 0,81

2 534 2,424 0,0828 3,30% 0,0688 2,76% 0,83 2,496 0,0104 0,41% 0,0131 0,52% 1,26

3 534 2,469 0,0374 1,49% 0,0392 1,56% 1,05 2,491 0,0160 0,64% 0,0156 0,62% 0,98

4 534 2,469 0,0376 1,50% 0,0394 1,57% 1,05 2,491 0,0159 0,63% 0,0156 0,62% 0,98

5 534 2,469 0,0376 1,50% 0,0394 1,57% 1,05 2,491 0,0159 0,63% 0,0156 0,62% 0,98

Tabela 7.4: Resultados obtidos para as medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensão no Problema A - Modo Misto, com a adaptatividade-e

no problema local.

Ciclo NGLLocal KI E(K1) E%(Ki) E∗(K1) E∗
%(K1) θKI KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗

%(K2) θKII

1 534 1,241 1,2657 50,50% 0,0194 1,54% 0,02 2,487 0,0200 0,80% 0,0162 0,65% 0,81

2 618 2,438 0,0691 2,75% 0,0558 2,24% 0,81 2,505 0,0012 0,05% 0,0055 0,22% 4,46

3 710 2,490 0,0167 0,66% 0,0206 0,82% 1,23 2,500 0,0062 0,25% 0,0079 0,31% 1,27

4 730 2,490 0,0168 0,67% 0,0206 0,82% 1,23 2,501 0,0060 0,24% 0,0077 0,31% 1,29

5 738 2,490 0,0167 0,66% 0,0205 0,82% 1,23 2,501 0,0060 0,24% 0,0077 0,31% 1,29
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 7.3: Nós locais enriquecidos com as funções de singularidade (em vermelho) a cada ciclo

global-local com a adaptatividade-e no Problema A - Modo Misto. A trinca é representada em

azul. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (c) Ciclo 4 e (d) Ciclo 5.

7.1.3.2 Problema B

Para o estudo da adaptatividade-e no Problema B, adota-se a Malha 2 da seção 6.4.2.

Assim como no Problema A, adota-se um domı́nio local topológico, ilustrado na Figura

7.6 e µe = 0, 5. A configuração inicial do modelo local adaptativo, por sua vez, é ilustrado

na Figura 7.7. Assim como nas análises anteriores do presente exemplo (seção 6.4.2), cada

elemento global é dividido em 3 × 3 partes para a definição da malha local e ambos os

modelos utilizam elementos Q4. No caso da solução que não utiliza a adaptatividade-e,

mantém-se fixo o modelo local da Figura 7.7 (configuração de enriquecimento mı́nimo)

em todos os ciclos.

Nas Tabelas 7.5 e 7.6, apresentam-se os resultados obtidos para as medidas de erro

relacionadas à norma energia, considerando, novamente, as duas estratégias analisadas

nesta seção (sem e com a adaptatividade-e). São exibidos apenas os erros relativos esti-

mados, já que não há solução exata no presente exemplo. Observa-se uma grande redução

do erro em energia no problema local no caso da adaptatividade-e, assim como verificado

no Problema A. No problema global enriquecido, entretanto, a diminuição do erro é mais

discreta. Tal resultado é consequência do erro associado à parcela suave da solução glo-

bal, além da limitação do número de nós globais enriquecidos com as funções global-local.

Nesse cenário, a melhor da descrição da singularidade no modelo local, por si só, não é

capaz de reduzir expressivamente o erro em energia no problema global enriquecido.

Os resultados obtidos para as grandezas associadas ao fator de intensidade de tensão
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 7.4: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local com a

adaptatividade-e no Problema A - Modo Misto. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (d) Ciclo 4

e (e) Ciclo 5.

Tabela 7.5: Resultados obtidos para as medidas relacionadas à norma energia no Problema B,

sem a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLLocal E∗
%ΩL

E∗
%ΩG

1 584 23,16% 17,70%

2 584 22,19% 17,37%

3 584 22,21% 17,37%

4 584 22,22% 17,37%

5 584 22,22% 17,37%

são apresentados nas Tabelas 7.7 e 7.8. Uma vez que não há solução exata, consideram-

se algumas medidas diferentes em relação ao Problema A (seção 7.1.3.1), baseadas na

solução de referência KREF
I = 9, 3728. É posśıvel observar que o uso da adaptatividade-

e, como esperado, garante menores erros para KI . Neste caso, o ganho associado à

adaptatividade-e é um pouco mais significativo em relação ao que se verificou para a

norma energia (Tabelas 7.5 e 7.6). A qualidade do estimador orientado ao objetivo, por
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 7.5: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local sem a

adaptatividade-e no Problema A - Modo Misto. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (d) Ciclo 4

e (e) Ciclo 5.

Tabela 7.6: Resultados obtidos para as medidas relacionadas à norma energia no Problema B,

com a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLLocal E∗
%ΩL

E∗
%ΩG

1 584 23,16% 17,70%

2 672 15,48% 15,63%

3 772 12,75% 15,33%

4 776 12,74% 15,33%

5 792 12,50% 15,30%

sua vez, é semelhante nas duas estratégias – sendo um pouco melhor na solução sem

adaptatividade, com valores de θ̃KI mais próximos de 1,0.

Na Figura 7.8, apresentam-se os nós enriquecidos com as funções de singularidade a

cada ciclo global-local da solução com a adaptatividade-e. As distribuições obtidas refle-

tem o comportamento do erro estimado ao longo dos ciclos, exibido na Figura 7.9. Assim

como no Problema A, verifica-se que a distribuição do erro estimado é mais concentrada
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Figura 7.6: Malha global (em cinza) e domı́nio local topológico (em azul) adotados no Problema

B. Os nós globais enriquecidos com as funções global-local são destacados em amarelo.

Figura 7.7: Discretização inicial do problema local adotada no Problema B. Nós locais enrique-

cidos com as funções de singularidade (em vermelho). A trinca é representada em azul.

Tabela 7.7: Resultados obtidos para as medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensão

no Problema B, sem a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLLocal KI EREF(K1) EREF
% (K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θ̃KI

1 584 9,071 0,302 3,22% 0,3636 3,85% 1,20

2 584 9,069 0,303 3,24% 0,3397 3,61% 1,12

3 584 9,067 0,305 3,26% 0,3393 3,61% 1,11

4 584 9,067 0,306 3,26% 0,3394 3,61% 1,11

5 584 9,067 0,306 3,26% 0,3394 3,61% 1,11

na ponta da trinca quando se adota a configuração de enriquecimento mı́nimo (Figura

7.10).

Finalmente, é interessante observar que as medidas de erro analisadas neste exemplo

se estabilizam no segundo ciclo global-local (e não apenas no terceiro ciclo, como no

Problema A). Tal fato sugere que, para a configuração de domı́nio local adotada neste

exemplo, a adição de funções de singularidade em regiões mais distantes da ponta da

trinca é ainda menos significativa.
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Tabela 7.8: Resultados obtidos para as medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensão

no Problema B, com a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLLocal KI EREF(K1) EREF
% (K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θ̃KI

1 584 9,071 0,3021 3,22% 0,3636 3,85% 1,20

2 672 9,144 0,2283 2,44% 0,2803 2,97% 1,23

3 772 9,153 0,2193 2,34% 0,2700 2,86% 1,23

4 776 9,153 0,2198 2,35% 0,2700 2,87% 1,23

5 792 9,154 0,2188 2,33% 0,2688 2,85% 1,23

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 7.8: Nós locais enriquecidos com as funções de singularidade (em vermelho) a cada ciclo

global-local com a adaptatividade-e no Problema B. A trinca é representada em azul. (a) Ciclo

1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (d) Ciclo 4 e (e) Ciclo 5.

7.1.3.3 Problema C

Finalmente, a estratégia adaptativa aqui proposta é analisada no Problema C. Neste

caso, adotam-se a mesma malha global e a mesma configuração inicial do modelo local

adaptativo utilizadas no Problema B (Figuras 7.6 e 7.7), bem como o valor de 0,5 para o

parâmetro adaptativo µe.

Seguindo os mesmos passos das seções anteriores, apresentam-se, nas Tabelas 7.9 e

7.10, os resultados obtidos para as medidas de erro relacionadas à norma energia (sem e

com o uso da adaptatividade-e). Neste caso, os resultados obtidos são muito semelhantes

aos do Problema B (Tabelas 7.5 e 7.5) e compartilham as mesmas conclusões.

Para as grandezas associadas aos fatores de intensidade de tensão, apresentam-se os

resultados nas Tabelas 7.11 e 7.12. Consideram-se as mesmas medidas analisadas no

Problema B, com a inclusão de termos associados a KII . Os resultados obtidos com a
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 7.9: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local com a

adaptatividade-e no Problema B. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (d) Ciclo 4 e (e) Ciclo 5.

Tabela 7.9: Resultados obtidos para as medidas relacionadas à norma energia no Problema C,

sem a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLLocal E∗
%ΩL

E∗
%ΩG

1 584 24,48% 18,90%

2 584 22,75% 17,06%

3 584 22,32% 17,02%

4 584 22,39% 17,02%

5 584 22,36% 17,02%

Tabela 7.10: Resultados obtidos para as medidas relacionadas à norma energia no Problema C,

com a adaptatividade-e no problema local.

Ciclo NGLLocal E∗
%ΩL

E∗
%ΩG

1 584 24,48% 18,90%

2 680 14,72% 15,84%

3 764 11,78% 15,61%

4 768 11,77% 15,62%

5 788 11,33% 15,57%

adaptatividade-e apresentam menores erros para KI , porém com uma diferença menor em
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 7.10: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local sem a

adaptatividade-e no Problema B. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (d) Ciclo 4 e (e) Ciclo 5.

relação ao Problema B (e mais ainda em relação ao Problema A). A descrição do erro de

KI pelo estimador orientado ao objetivo se mantém semelhante nas duas estratégias, com

uma pequena vantagem para a solução não-adaptativa (valores de θ̃KI mais próximos da

unidade). Os resultados de KII , por sua vez, apresentam um comportamento oscilatório

ao longo dos ciclos global-local nos dois casos, nos quais não se observa uma convergência

clara. Uma provável explicação para tais resultados passa, novamente, pelo comporta-

mento da solução global quando poucos nós são enriquecidos com as funções global-local

(caso do domı́nio local topológico, adotado nesta seção). Na validação do estimador ori-

entado ao objetivo neste exemplo (seção 6.4.3), com a utilização de domı́nios locais mais

extensos e enriquecimento geométrico com funções de singularidade, não houve problemas

de convergência em KII . Logo, a má representação de KII na Tabela 7.12 é consequência

do tamanho do domı́nio local, e não da estratégia de adaptatividade-e.

Finalmente, apresentam-se na Figura 7.11 os nós enriquecidos com as funções de sin-

gularidade a cada ciclo global-local da solução com a adaptatividade-e. Já a distribuição

do erro estimado no problema local, com e sem o uso da adaptatividade-e, é mostrada

nas Figuras 7.13 e 7.12, respectivamente. Na análise de tais figuras, reafirmam-se as

conclusões discutidas nos Problemas A e C.
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Tabela 7.11: Resultados obtidos para as medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensão no Problema C, sem a adaptatividade-e no problema

local.

Ciclo NGLLocal KI EREF(K1) EREF
% (K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θ̃KI KII EREF(K2) EREF
% (K2) E∗(K2) E∗

%(K2) θ̃KII

1 584 32,189 1,9351 5,67% 1,7801 5,24% 0,92 4,097 0,4473 9,84% 0,0971 2,31% 0,22

2 584 32,787 1,3372 3,92% 1,5199 4,43% 1,14 4,951 -0,4072 -8,96% 0,0335 0,67% -0,08

3 584 32,860 1,2641 3,70% 1,4757 4,30% 1,17 4,370 0,1737 3,82% 0,0778 1,75% 0,45

4 584 32,816 1,3080 3,83% 1,4922 4,35% 1,14 4,742 -0,1983 -4,36% 0,0575 1,20% -0,29

5 584 32,850 1,2737 3,73% 1,4811 4,31% 1,16 4,505 0,0394 0,87% 0,0716 1,56% 1,82

Tabela 7.12: Resultados obtidos para as medidas relacionadas aos fatores de intensidade de tensão no Problema C, com a adaptatividade-e no

problema local.

Ciclo NGLLocal KI EREF(K1) EREF
% (K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θ̃KI KII EREF(K2) EREF
% (K2) E∗(K2) E∗

%(K2) θ̃KII

1 584 32,189 1,9351 5,67% 1,7801 5,24% 0,92 4,097 0,4473 9,84% 0,0971 2,31% 0,22

2 680 33,054 1,0699 3,14% 1,3001 3,78% 1,22 4,998 -0,4535 -9,98% 0,0188 0,38% -0,04

3 764 33,177 0,9469 2,77% 1,2174 3,54% 1,29 4,357 0,1872 4,12% 0,0692 1,56% 0,37

4 768 33,129 0,9954 2,92% 1,2358 3,60% 1,24 4,769 -0,2247 -4,94% 0,0448 0,93% -0,20

5 788 33,175 0,9486 2,78% 1,2141 3,53% 1,28 4,504 0,0404 0,89% 0,0612 1,34% 1,51
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 7.11: Nós locais enriquecidos com as funções de singularidade (em vermelho) a cada ciclo

global-local com a adaptatividade-e no Problema C. A trinca é representada em azul. (a) Ciclo

1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (d) Ciclo 4 e (e) Ciclo 5.

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 7.12: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local com a

adaptatividade-e no Problema A - Modo Misto. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (d) Ciclo 4

e (e) Ciclo 5.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 7.13: Erro estimado por elemento (no problema local) a cada ciclo global-local sem a

adaptatividade-e no Problema C. (a) Ciclo 1, (b) Ciclo 2, (c) Ciclo 3, (d) Ciclo 4 e (e) Ciclo 5.

7.2 Estratégia Adaptativa para a Seleção de Domı́nios Lo-

cais

7.2.1 Considerações Iniciais

Na seção 4.4.2 do Caṕıtulo de Metodologia, foi introduzida a estratégia adaptativa de

seleção de domı́nios locais para o MEFGgl proposta no presente trabalho. Consideram-se,

neste caso, medidas de erro calculadas no problema global enriquecido para a formação

de uma zona de enriquecimento otimizada. Conforme descrito na seção 2.3.4, a zona de

enriquecimento do problema global enriquecido corresponde à região na qual são aplicadas

as funções de enriquecimento global-local. Logo, a definição de tal região é decisiva para

os resultados finais do método.

Assim como na adaptatividade-e, a nova proposta almeja o aprimoramento dos re-

sultados (em especial, do fator de intensidade de tensão) em relação à configuração de

domı́nio local topológico, mantendo um ńıvel de independência semelhante em relação ao

usuário do sistema computacional. Valendo-se dos estimadores de erro, é posśıvel identifi-

car regiões cŕıticas no problema global enriquecido e conceber domı́nios locais espećıficos

para o problema analisado, evitando a definição prévia de domı́nios mais extensos.
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7.2.2 Descrição da estratégia

Conforme introduzido na seção 4.4.2, a estratégia proposta utiliza medidas de erro

relacionadas à norma energia do problema global enriquecido. O estimador orientado ao

objetivo (seção 6.3), neste caso, segue sendo aplicado para a avaliação do erro associado

ao fator de intensidade de tensão. O seu emprego para a identificação da região local,

entretanto, implicaria em domı́nios locais muito extensos – envolvendo regiões muito dis-

tantes da ponta da trinca – em razão da distribuição do erro estimado associada a esse

estimador1. Por esse motivo, a estratégia proposta utiliza apenas informações extráıdas

do estimador de erro para a norma energia no problema global enriquecido (seção 5.2).

Assim como na adaptatividade-e, a seleção do domı́nio local adaptativo acompanha o

processo de ciclos global-local. Um novo domı́nio local é definido a cada ciclo, a partir

de uma análise do erro estimado por elemento computado através do estimador ZZ-BD.

Uma vez que o problema global inicial não possui a representação da trinca (e, por-

tanto, a distribuição do erro nesse modelo não é relevante), o domı́nio local do ciclo t = 1 é

definido pela configuração topológica – que pode ser gerada automaticamente em qualquer

problema, conforme mencionado ao final da seção 7.1.2. Nesta etapa, a zona de enrique-

cimento do problema global enriquecido é formada apenas pelas nuvens dos elementos

globais atravessados pela trinca. Em outras palavras, a solução parte de um domı́nio

local pequeno para a representação da trinca.

A partir do problema global enriquecido do ciclo t = 1 (no qual a trinca passa a ser

incorporada via funções global-local) executam-se as seguintes etapas para a definição do

domı́nio local adaptativo Ωt
L de cada ciclo t:

(a) Cria-se uma lista (inicialmente vazia) de elementos globais que irão formar a zona

de enriquecimento do ciclo seguinte, identificada como {Zt+1
e }.

(b) Adicionam-se os elementos globais pertencentes à atual zona de enriquecimento

({Zt
e} (destacada em laranja na Figura 7.14(a)) à lista {Zt+1

e } (destacada em rosa

na Figura 7.14(b)) . Desse modo, garante-se que Ωt
L ⊂ Ωt+1

L .

(c) Buscam-se os elementos correspondentes ao contorno da região {Zt+1
e }, adicionando-

os a uma lista identificada como {Γt+1
Ze

}, conforme mostrado na Figura 7.14(c).

(d) Cria-se uma lista com o erro estimado na norma energia em cada um dos elementos

de {Γt+1
Ze

}, em ordem decrescente.

1Como consequência da utilização de maiores valores para o raio da Integral de Interação, a distribuição
do erro estimado para o fator de intensidade de tensão apresenta picos de erro em regiões mais distantes
da ponta da trinca, conforme consta nos itens (c) das Figuras 6.17 a 6.22.
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(e) Sobre o primeiro termo da lista do item (d) (identificado como e∗max(Γ
t+1
Ze

), repre-

sentando o erro estimado máximo nos elementos pertencentes a {Γt+1
Ze

}) é feita a

seguinte verificação:

e∗max(Γ
t+1
Ze

) > µΩL
e∗tr (7.2)

na qual µΩL
representa um parâmetro adaptativo (análogo ao que foi definido na

adaptatividade-e (seção ao 7.1.2)) e e∗tr indica o erro estimado no elemento que

contém a ponta da trinca. Caso a ponta da trinca esteja localizada sobre um nó

global, e∗tr é dado pelo erro estimado médio na nuvem associada a esse nó.

O critério definido na Equação (7.2), portanto, verifica se o erro máximo na região

definida por {Γt+1
Ze

} é maior que uma determinada fração do erro associado à ponta

da trinca. Optou-se por utilizar uma medida relacionada à ponta da trinca, ao invés

do erro máximo no domı́nio global, para evitar que posśıveis concentrações de erro

não relacionadas à trinca interferissem no algoritmo de geração do domı́nio local

– domı́nio este que, em problemas de fratura, deve se dedicar à representação das

trincas. Na Figura 7.1.2(d), o elemento correspondente ao erro e∗max(Γ
t+1
Ze

), escolhido

de modo meramente ilustrativo, é destacado em vermelho.

(f) Caso a verificação da Equação (7.2) seja verdadeira, adiciona-se o respectivo ele-

mento à lista {Zt+1
e }, conforme representado na Figura 7.1.2(e), na qual a região em

rosa passa a incluir o referido elemento.

(g) Considerando a lista {Zt+1
e } atualizada, buscam-se os elementos do seu contorno,

formando uma nova lista {Γt+1
Ze

}. Essa nova lista também é ilustrada na Figura

7.1.2(e), com o aumento da região verde em relação à Figura 7.1.2(d).

(h) Repetem-se os procedimentos dos itens (d) a (g), conforme ilustrado na Figura

7.1.2(f-g). Tal repetição ocorre até que a verificação da Equação (7.2) não seja

atendida. Ao final desse processo, obtém-se o domı́nio local final para o ciclo t+ 1,

destacado em azul na Figura 7.1.2(i) e definido por:

Ωt+1
L = {Zt+1

e }+ {Γt+1
Ze

} (7.3)

Após a identificação do domı́nio local, basta aplicar os critérios já estabelecidos para

a geração da malha local (efetuando-se subdivisões em cada elemento global) e atribuição
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de propriedades para a obtenção do modelo local do MEFGgl. Em seguida, resolve-

se o problema local e, na sequência, o problema global enriquecido do ciclo seguinte.

Como visto, os processos descritos anteriormente são executados a cada ciclo global-local,

tornando posśıvel que cada um deles seja resolvido com um modelo local diferente2.

A estratégia proposta, portanto, permite a identificação de uma região local direta-

mente associada à distribuição do erro estimado no problema global enriquecido. Em cada

ciclo, a quantidade de elementos adicionados ao domı́nio adaptativo pode ser controlada

através do parâmetro µΩL
: conforme a Equação (7.2), um número maior de elementos é

adicionado para valores menores de µΩL
.

7.2.3 Combinação com a adaptatividade-e

Uma vez que as duas estratégias adaptativas aqui propostas (domı́nio local adaptativo

e adaptatividade-e) podem ser executadas a cada ciclo global-local, é posśıvel combina-las

de maneira simples para a obtenção de um modelo local adaptativo. Esta nomenclatura,

no presente trabalho, indica um modelo local cujo tamanho e discretização (no caso, o

esquema de enriquecimento com funções de singularidade) são determinados adaptativa-

mente.

A obtenção de domı́nios locais adaptativos, decrita na seção anterior, pode ser efetuada

considerando qualquer configuração de enriquecimento no problema local. Para a inclusão

da adaptatividade-e nesse processo, são feitas as seguintes etapas, ilustradas na Figura

7.15:

1. Para o ciclo t = 1, gera-se o domı́nio local topológico (destacado em laranja na

Figura 7.15(a)) com a configuração de enriquecimento mı́nimo com funções de sin-

gularidade (assim como no item 2 da seção 7.1.2), ilustrado na Figura 7.15(b).

2. Resolve-se o problema local e aplica-se o estimador ZZ-BD sobre esse modelo para

a seleção da lista {N2
s} (assim como no item 3 da seção 7.1.2). Essa etapa é repre-

sentada pelos nós destacados em verde na 7.15(c).

3. Resolve-se o problema global enriquecido do ciclo t = 1, ilustrado na Figura 7.15(d).

Nessa figura, os nós enriquecidos com as funções global-local são destacados em

amarelo.

2Em alguns casos, é posśıvel que o algoritmo adaptativo não indique a inclusão de nenhum novo
elemento no zona de enriquecimento {Zt+1

e }. Logo, o modelo local seria mantido o mesmo em relação ao
ciclo anterior.
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4. Aplica-se o procedimento para a seleção do domı́nio local adaptativo do ciclo t = 2,

conforme os itens (a) a (h) da seção 7.2.2. O domı́nio obtido, meramente ilustrativo,

é destacado em azul na Figura 7.15(e).

5. Constroi-se o modelo local do ciclo t = 2. Considera-se, neste caso, o domı́nio obtido

no item 3 e, inicialmente, o esquema de enriquecimento mı́nimo para a representa-

ção da trinca, ilustrado na Figura 7.15(f). Em seguida, adicionam-se funções de

singularidade aos nós da lista {N2
s} , identificada no item 2, como mostra a Figura

7.15(g). Na sequência, resolve-se o problema local e aplica-se, novamente, o estima-

dor ZZ-BD para o cálculo dos indicadores de erro e a montagem da lista {N3
s} (por

simplificação, essa etapa é omitida na Figura 7.15).

6. Resolve-se o problema global enriquecido do ciclo t = 2, ilustrado na Figura 7.15(h).

7. Calcula-se o domı́nio local adaptativo para o ciclo t = 3, assim como no item 3,

e repetem-se os procedimentos dos itens 4 e 5 até que o número máximo de ciclos

global-local (especificado pelo usuário) seja atingido.

7.2.4 Simulações Numéricas

Apresentam-se, na presente seção, as simulações numéricas realizadas para a avali-

ação da proposta de domı́nios locais adaptativos. O estudo se inicia no Problema A -

Modo Misto (seção 4.1) e, em seguida, avalia-se o Problema B (seção 4.6.2). Ressalta-se,

novamente, que apenas o MEFG-Egl é utilizado em todas as simulações.

Em todas as análises desta seção, a abordagem de domı́nios locais adaptativos é uti-

lizada em conjunto com a adaptatividade-e (conforme exposto na seção 7.2.3). Nesse

cenário, é feita uma comparação de desempenho entre as soluções do MEFG-Egl obtidas

com as seguintes configurações:

� Modelo local mı́nimo: definida por domı́nios locais topológicos + enriquecimento

mı́nimo com funções de singularidade;

� Adaptatividade-e: definida por domı́nios locais topológicos + técnica adaptativa

para a seleção dos nós enriquecidos com funções de singularidade (resultados da

seção 7.1.3);

� Modelo local adaptativo: definida por domı́nios locais adaptativos + técnica adap-

tativa para a seleção dos nós enriquecidos com funções de singularidade problema

local (seção 7.2.3).
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Figura 7.14: Ilustração do processo de construção do domı́nio local adaptativo do ciclo t +

1, partindo-se do domı́nio local do ciclo t, em um problema genérico. Por simplificação, o

erro estimado em cada elemento não é representado e as configurações obtidas, portanto, são

meramente ilustrativas.
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Figura 7.15: Ilustração da solução do MEFGgl usando modelos locais adaptativos em um problema genérico. Os nós enriquecidos com funções de

singularidade são destacados em vermelho. Os nós enriquecidos com as funções global local, por sua vez, são destacados em amarelo. Já os nós

selecionados pelos indicadores de erro no problema local (lista {N2
s} são destacados em verde.
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Em todas as análises, calculam-se os fatores de intensidade de tensão no problema glo-

bal enriquecido e aplica-se o estimador orientado ao objetivo nesse mesmo modelo. Desse

modo, busca-se avaliar a qualidade dos fatores de intensidade de tensão extráıdos com

a configuração de modelo local adaptativo e ainda, analisar o desempenho do estimador

orientado ao objetivo nesse contexto.

7.2.4.1 Problema A - Modo Misto

Considera-se, nesta seção, a mesmaMalha 20×20 adotada no estudo da adaptatividade-

e (seção 7.1.3.1). O modelo local mı́nimo também é o mesmo daquela seção, ilustrado na

Figura 7.2. Além disso, adotam-se os valores de µe = µΩL
= 0, 5 para os parâmetros

adaptativos.

Comparação com o Modelo Local Mı́nimo e a Adaptatividade-e

Nas Tabelas 7.13 a 7.15, apresentam-se os resultados obtidos com o modelo local adap-

tativo, considerando medidas relacionadas à norma energia e aos fatores de intensidade

de tensão – fazendo um paralelo com as Tabelas 7.1 a 7.4, com os resultados oriundos do

modelo local mı́nimo e da adaptatividade-e.

Tabela 7.13: Resultados obtidos para as medidas relacionadas à norma energia no Problema A

- Modo Misto, com o modelo local adaptativo.

Ciclo NGLLocal E%ΩL
θL NGLGlobal E%ΩG

θG

1 534 53,51% 0,13 954 25,91% 0,31

2 858 22,96% 0,23 998 6,75% 0,94

3 1102 5,00% 0,96 1024 4,16% 1,03

4 1890 3,94% 0,99 1186 3,48% 1,00

5 1902 3,88% 0,99 1186 3,45% 1,01

A comparação entre os resultados da Tabela 7.13 e aqueles obtidos sem adaptatividade

(Tabela 7.1) e apenas com a adaptatividade-e (Tabela 7.2) mostram, como esperado,

que a técnica de modelo local adaptativo diminui o erro na norma energia no problema

global enriquecido. O estimador para a norma energia, nesse caso, mantém ı́ndices de

efetividade próximos da unidade. No caso do problema local, como consequência da

melhor representação da solução no contorno global, os ı́ndices de efetividade são mais

próximos de 1,0 em relação aos resultados da adaptatividade-e (Tabela 7.2).
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Tabela 7.14: Resultados obtidos para as medidas relacionadas a KI no Problema A - Modo

Misto, com o modelo local adaptativo.

Ciclo NGLLocal NGLGlobal KI E(K1) E%(K1) E∗(K1) E∗
%(K1) θKI

1 534 954 1,241 1,2657 50,50% 0,0194 1,54% 0,02

2 858 998 2,444 0,0627 2,50% 0,0481 1,93% 0,77

3 1102 1024 2,496 0,0104 0,42% 0,0102 0,41% 0,98

4 1890 1186 2,500 0,0069 0,27% 0,0075 0,30% 1,09

5 1902 1186 2,500 0,0067 0,27% 0,0073 0,29% 1,09

Tabela 7.15: Resultados obtidos para as medidas relacionadas a KII no Problema A - Modo

Misto, com o modelo local adaptativo.

Ciclo NGLLocal NGLGlobal KII E(K2) E%(K2) E∗(K2) E∗
%(K2) θKII

1 534 954 2,487 0,0200 0,80% 0,0162 0,65% 0,81

2 858 998 2,507 -0,0006 -0,02% 0,0029 0,12% -5,07

3 1102 1024 2,503 0,0036 0,14% 0,0034 0,14% 0,96

4 1890 1186 2,504 0,0030 0,12% 0,0045 0,18% 1,50

5 1902 1186 2,504 0,0029 0,12% 0,0044 0,18% 1,51

Nas Tabelas 7.14 e 7.15, observa-se o ganho de precisão alcançado em KI e KII com

o modelo local adaptativo em relação aos resultados sem adaptatividade (Tabela 7.3) e

apenas com a adaptatividade-e (Tabela 7.4). Nesse caso, os erros exatos são ainda menores

em relação aos da adaptatividade-e. O ı́ndice de efetividade θKI também é mais próximo

do valor ideal com o modelo local adaptativo. No caso de KII , entretanto, verificam-se

efetividades mais elevadas nos dois últimos ciclos.

Para facilitar a comparação entre as três estratégias, as principais grandezas analisadas

nas tabelas anteriores são apresentadas graficamente nas Figuras 7.16 e 7.17.

De modo geral, todas as grandezas nas Figuras 7.16 e 7.17 convergem no terceiro ou

quarto ciclo global-local quando o modelo local adaptativo é utilizado. Mesmo quando a

convergência ocorre no quarto ciclo (caso do erro em energia no problema global enrique-

cido, do erro exato de KI e de θKI , por exemplo), a diferença em relação ao terceiro ciclo

é pequena. Em outras palavras, três ciclos global-local são suficientes, assim como nas

outras estratégias, para a obtenção de resultados precisos com o modelo local adaptativo.

Tal fato mostra que, a partir do quarto ciclo, o aumento do domı́nio local efetuado nessa
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Figura 7.16: Comparação entre os resultados obtidos com o modelo local mı́nimo, a

adaptatividade-e e o modelo local adaptativo, considerando medidas relacionadas à norma ener-

gia.

estratégia (a ser discutido a seguir) não contribui significativamente para a representação

do problema.

Na Figura 7.18, apresentam-se os domı́nios locais gerados a cada ciclo global-local com

a estratégia de modelo local adaptativo. O erro estimado por elemento (considerando a

norma energia) no problema global enriquecido também é apresentado nessa figura, o que

permite uma correlação visual entre a distribuição do erro estimado e o domı́nio local

selecionado a cada ciclo. É interessante observar como a distribuição do erro no ciclo

t determina o domı́nio local do ciclo t + 1 (Ωt+1
L ). A partir do terceiro ciclo, quando a
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Figura 7.17: Comparação entre os resultados obtidos com o modelo local mı́nimo, a

adaptatividade-e e o modelo local adaptativo, considerando medidas relacionadas aos fatores

de intensidade de tensão. Eixo y escala logaŕıtmica na figura (a).

singularidade já está bem descrita, o erro passa a se destacar em regiões mais distantes da

ponta da trinca. Por esse motivo, o tamanho do problema local aumenta expressivamente

no quarto ciclo. Nesse caso, a expansão do domı́nio local passa a ser governada pelo erro

da parcela suave da solução global e, conforme mencionado anteriormente, o ganho de

precisão associado não é muito relevante.

Finalmente, os nós enriquecidos com funções de singularidade no modelo local adap-

tativo, a cada ciclo, são apresentados na Figura 7.19. O erro estimado na norma energia

de cada modelo também é exibido. É posśıvel observar, assim como na adaptatividade-e
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aplicada ao domı́nio local topológico (seção 7.1.3.1), a correlação entre o erro estimado

por elemento no ciclo t e os nós enriquecidos no ciclo t+ 1.

Critério de Parada para os Ciclos Global-local

Com base nas análises desta seção, é posśıvel formular um critério de parada para

os ciclos global-local na solução que utiliza o modelo local adaptativo. A execução de

um número excessivo de ciclos, de fato, aumenta o custo computacional da análise e não

garante que a solução seja progressivamente melhorada. Por outro lado, é posśıvel que

caracteŕısticas particulares em outros exemplos de fratura – além dos que são abordados

neste texto – demandem um número maior de ciclos para a convergência das grandezas

de interesse. É interessante, portanto, a utilização de um critério de parada adequado que

evite a definição prévia do número total de ciclos pelo usuário.

O critério de parada aqui proposto utiliza o estimador orientado ao objetivo computado

no problema global enriquecido. Sugere-se a execução dos ciclos global-local até que ao

menos uma das seguintes condições seja atendida:

Condição 1 : |E∗t
%(Ki)| < TOL1

Condição 2 : |E∗t
%(Ki)− E∗t−1

% (Ki)| < TOL2

(7.4)

sendo E∗t
%(Ki) e E∗t−1

% (Ki) o erro estimado relativo do fator de intensidade de tensão

calculado no ciclo corrente (t) e no ciclo anterior (t−1), respectivamente. Os termos TOL1

e TOL2 representam medidas de tolerância especificadas pelo usuário. Para problemas

em modo misto de abertura, ambas as condições devem ser verificadas simultaneamente

para KI e KII (com i = 1 para KI e i=2 para KII).

A Condição 1, portanto, equivale à especificação de um erro máximo para o fator de in-

tensidade de tensão (representado por TOL1 na Equação (7.4)). No contexto do MEFGgl,

tal condição poderia acarretar um número infinito de ciclos, já que outros fatores (além da

contribuição do enriquecimento global-local) podem contribuir para a qualidade do fator

de intensidade de tensão. Por esse motivo, se faz necessária a inclusão de um critério

associado à variação da solução entre ciclos consecutivos, representado pela Condição 2

na Equação (7.4).

Tendo em vista os resultados desta seção (e também dos caṕıtulos anteriores), sugerem-

se os valores de TOL1 = 1, 0% e TOL2 = 0, 50%. Nesse caso, a solução com o modelo

local adaptativo (Tabelas 7.13 a 7.15) seria encerrada no terceiro ciclo com o atendimento
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Figura 7.18: Domı́nios locais adaptativos (em azul) e erro estimado na norma energia por

elemento no problema global enriquecido, obtidos no Problema A - Modo Misto.

da Condição 1. O número de graus de liberdade final do problema global enriquecido,

portanto, seria apenas 7% maior em relação ao ciclo inicial.
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Figura 7.19: Nós enriquecidos com as funções de singularidade (em vermelho) e erro estimado

na norma energia por elemento, considerando o modelo local adaptativo no Problema A - Modo

Misto. A trinca é representada em azul.
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Cabe ressaltar que o critério de parada proposto pode ser utilizado em qualquer con-

figuração de modelo local (e não apenas no modelo adaptativo), bastando a aplicação do

estimador orientado ao objetivo sobre o problema global enriquecido.

Comparação com o modelo local geométrico

Finalmente, é posśıvel confrontar o modelo local adaptativo com o modelo local ge-

ométrico, utilizado anteriormente na validação dos estimadores (Caṕıtulos 5 e 6). Na

configuração geométrica, o domı́nio local e a região enriquecida com funções de singula-

ridade são aumentados, em relação ao modelo local mı́nimo, de forma pré-determinada

pelo usuário. Para facilitar o entendimento do leitor, o modelo local geométrico adotado

nesta seção é ilustrado na Figura 7.20.

Os resultados obtidos com as duas estratégias são confrontados nas Figuras 7.21 a 7.23,

considerando a execução de três ciclos global-local (de acordo com o critério de parada

definido anteriormente).

(a) (b)

Figura 7.20: (a) Domı́nio local geométrico (em azul) sobre a Malha 20x20 (em cinza). (b) Malha

local, com nós enriquecidos com as funções de singularidade em vermelho.

Uma vez que a estratégia de modelo local geométrico já se inicia com um domı́nio local

extenso e uma grande região enriquecida com funções de singularidade (prescritos pelo

usuário), seu desempenho é notavelmente melhor no primeiro ciclo das Figuras 7.21 e 7.22.

No segundo e terceiro ciclos, por sua vez, a solução adaptativa é bastante aprimorada e

chega a alcançar resultados muito próximos aos do modelo geométrico. Além disso, o

modelo adaptativo garante um menor número de graus de liberdade nas duas escalas de

análise, conforme indica a Figura 7.23. Tais resultados são bastante favoráveis ao modelo

adaptativo e mostram que, de fato, a estratégia proposta fornece resultados precisos sem

a necessidade de se definir previamente o tamanho do domı́nio local e a extensão da região

enriquecida com funções de singularidade.
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Figura 7.21: Comparação entre os resultados obtidos com os modelos locais geométrico e adap-

tativo, considerando medidas relacionadas à norma energia.

7.2.4.2 Problema B

Considera-se, nesta seção, a mesma Malha 2 adotada no estudo da adaptatividade-e

(seção 7.1.3.2). O modelo local mı́nimo também é o mesmo da referida seção, já mostrado

nas Figuras 7.6 e 7.7. Adotam-se, assim como no Problema A, os valores de µe = µΩL
=

0, 5 para os parâmetros adaptativos.

Nas Tabelas 7.16 e 7.17, exibem-se os resultados obtidos com o modelo local adapta-

tivo, considerando as medidas relacionadas à norma energia e aos fatores de intensidade

de tensão, respectivamente. Tais tabelas fazem um paralelo com as Tabelas 7.5 a 7.8, que

contêm os resultados obtidos com o modelo local mı́nimo e a adaptatividade-e. Compa-

rações gráficas entre as três estratégias são apresentadas na Figura 7.24.

Os resultados da Figura 7.24 mostram que o modelo local adaptativo, assim como no

Problema A (seção 7.2.4.1), diminui o erro em energia no problema global enriquecido

e o erro associado a KI . O ganho de precisão alcançado com o aumento do domı́nio
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Figura 7.22: Comparação entre os resultados obtidos com os modelos locais geométrico e adap-

tativo, considerando medidas relacionadas ao fator de intensidade de tensão.

local, neste caso, é ainda mais significativo do que no Problema A. Tal fato reflete um

posśıvel aprimoramento da parcela suave da solução global, de forma semelhante ao que

foi discutido na seção 6.4.2. Em razão desse efeito, os resultados convergem apenas no

quarto ciclo – com o atendimento da Condição 2 do critério de parada da Equação (7.4).

Quanto ao estimador orientado ao objetivo no modelo local adaptativo, verifica-se uma

tendência de superestimação do erro com (valores bem acima de 1,0 para θ̃KI ). Conforme

discutido na aplicação inicial do estimador (seção 6.4.2), valores de KI mais próximos da

solução de referência tornam o ı́ndice de efetividade aproximado (θ̃KI ) mais senśıvel ao

erro embutido em KREF
I . Tal fato pode explicar a piora de θ̃KI quando o modelo local

adaptativo é utilizado. Apesar disso, o valor corrigido (KCOR
I ) continua adequado quando

essa estratégia é empregada, conforme se verifica na Figura 7.24(d).

Os modelos locais adaptativos gerados até o quarto ciclo global-local são apresenta-

dos na Figura 7.25. Assim como no Problema A, é posśıvel observar a relação entre a

distribuição do erro no ciclo t e o domı́nio local selecionado para o ciclo t + 1 (Ωt+1
L ).
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Figura 7.23: Comparação entre o número de graus de liberdade nos problemas local e global

enriquecido referentes aos modelos locais geométrico e adaptativo.

Tabela 7.16: Resultados obtidos para as medidas relacionadas à norma energia no Problema B,

com o modelo local adaptativo.

Ciclo NGLLocal NGLGlobal E∗
%ΩL

E∗
%ΩG

1 584 639 23,16% 17,70%

2 672 639 15,48% 15,63%

3 1258 677 8,24% 10,38%

4 1394 681 8,33% 10,03%

5 1978 721 7,51% 7,91%

Tabela 7.17: Resultados obtidos para as medidas relacionadas no fator de intensidade de tensão

no Problema B, com o modelo local adaptativo.

Ciclo KI EREF(K1) EREF
% (K1) E∗(K1) E∗

%(K1) θ̃KI KCOR
I

1 9,071 0,3021 3,22% 0,3636 3,85% 1,20 9,434

2 9,144 0,2283 2,44% 0,2803 2,97% 1,23 9,425

3 9,276 0,0964 1,03% 0,1581 1,68% 1,64 9,435

4 9,278 0,0952 1,02% 0,1501 1,59% 1,58 9,428

5 9,317 0,0558 0,60% 0,1057 1,12% 1,90 9,423
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Figura 7.24: Comparação entre os resultados obtidos com o modelo local mı́nimo, a

adaptatividade-e e o modelo local adaptativo, no Problema B. Na figura (d), as linhas cheias se

referem aos valores aproximados de KI e as linhas tracejadas aos valores corrigidos (KCOR
I ).

Neste caso, devido à baixa dispersão do erro verificada no ciclo 1, não houve aumento do

domı́nio entre os ciclos 1 e 2. Finalmente, a distribuição dos nós enriquecidos com funções

de singularidade é apresentada na Figura 7.26.

Assim como no Problema A, é interessante comparar o modelo local adaptativo com

o modelo local geométrico, utilizado na seção 6.4.2 para o estudo do estimador orientado

ao objetivo (ver Figuras 6.27(b) e 6.28(b)). Os resultados obtidos com as duas estratégias

são confrontados na Figura 7.27, considerando apenas o número de ciclos correspondente

à convergência dos resultados em cada caso (dois no modelo geométrico e quatro no
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Figura 7.25: Domı́nios locais adaptativos (em azul) e erro estimado na norma energia por

elemento no problema global enriquecido, obtidos no Problema B.

Figura 7.26: Nós enriquecidos com as funções de singularidade (em vermelho) e erro estimado

na norma energia por elemento no modelo local adaptativo do Problema B.

modelo adaptativo, com base no critério de parada da Equação (7.4)). Nos dois casos,

observam-se valores semelhantes para o erro estimado na norma energia no problema

global enriquecido. O erro atingido para KI , por sua vez, é inferior com o modelo local
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adaptativo. Já o ı́ndice de efetividade aproximado θ̃KI , conforme já discutido, é mais

distante da unidade neste modelo. Por fim, o número de graus de liberdade – tanto

no problema local quanto no problema global enriquecido – é menor quando se aplica a

estratégia adaptativa.
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Figura 7.27: Comparação entre os resultados obtidos com os modelos locais geométrico e adap-

tativo no Problema B. Na figura (d), as linhas cheias se referem aos valores aproximados de KI

e as linhas tracejadas aos valores corrigidos (KCOR
I ).
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Caṕıtulo 8

Estratégia Adaptativa para a Propagação
de Trincas via MEFGgl

O presente caṕıtulo apresenta uma proposta de adaptatividade para

simulações de propagação de trincas via MEFGgl. Os procedimentos

descritos no Caṕıtulo 7, idealizados para problemas contendo trincas

estáticas, são ajustados de acordo com particularidades do fenômeno

de propagação. Para o estudo dessa nova abordagem, avalia-se o fator

de intensidade de tensão extráıdo a cada passo de propagação.

8.1 Considerações Iniciais

Conforme introduzido no Caṕıtulo 4 (seção 4.5), a nova abordagem a ser discutida

a seguir apresenta ideias iniciais para simulações adaptativas de propagação de trincas

via MEFGgl. Considera-se, neste caso, o crescimento progressivo de uma trinca inicial

(prescrita pelo usuário), com base em um incremento de trinca ∆c (também fornecido

pelo usuário). A cada passo do processo de propagação, a ponta da trinca é avançada de

∆c segundo uma direção θc calculada através do critério da máxima tensão circunferencial

(Erdogan e Sih, 1963):

θc = 2arctan

 −2KII/KI

1 +

√
1 + 8

(
KII

KI

)2
 (8.1)

sendo KI e KII os fatores de intensidade de tensão fornecidos pelo método numérico

adotado.

O procedimento de propagação utilizado, descrito detalhadamente em Fonseca (2019)

e Fonseca et al. (2020), constrói um novo segmento de trinca a cada passo de propagação
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k. A posição da ponta da trinca, nesse caso, é atualizada a cada passo com base em ∆c e

θc, conforme ilustra a Figura 8.1 para o passo k = 1.

Figura 8.1: Obtenção do novo segmento de trinca no primeiro passo de propagação a partir de

∆c e θc. O termo a0 indica o comprimento inicial da trinca.

À cada passo de propagação, portanto, associa-se uma lista de segmentos de trinca. No

caso do MEFGgl, essa lista é adicionada ao problema local para a definição dos nós a serem

enriquecidos com funções de singularidade ou de Heaviside. A seleção de tais nós pode ser

feita a partir dos pontos de interseção dos segmentos de trinca com os elementos da malha

local, valendo-se de métodos de geometria computacional. No trabalho de Fonseca et al.

(2020), os elementos atravessados pela trinca são enriquecidos com a função de Heaviside

e aquele que contém a ponta da trinca é enriquecido com funções de singularidade. Esse

esquema de enriquecimento pode ser automatizado para qualquer malha local e geometria

de trinca.

No contexto do MEFGgl, o problema local do passo k recebe condições de contorno

oriundas do problema global enriquecido do passo k − 1, com uma configuração anterior

da trinca. Há, portanto, um erro associado ao “atraso” da representação da trinca nas

condições de contorno – identificado como“crack lag”no trabalho de Gupta, Kim e Duarte

(2012). Apesar disso, tal erro é pouco significativo quando se adotam valores pequenos

para ∆c, conforme mencionado na seção 3.1.

8.2 Descrição da estratégia

Na seção 7.2, foi apresentada a solução do MEFGgl utilizando modelos locais adapta-

tivos, cujo tamanho e discretização eram atualizados a cada ciclo global-local a partir de

estimadores de erro. No âmbito de simulações de propagação, como visto, a solução tende

a ser pouco alterada entre dois passos consecutivos, o que permite algumas simplificações

na geração do modelo local adaptativo.

No primeiro passo da propagação (k = 0), sem a representação da trinca no modelo

global inicial, propõe-se a execução de ciclos global-local até que o critério de parada
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(Equação (7.4)) seja atendido. A partir do passo k = 1, propõe-se a execução de apenas um

ciclo – o que não traz prejúızo para a representação do problema desde que o incremento

∆c seja pequeno. Além disso, o aumento do domı́nio local adaptativo, efetuado a cada ciclo

na estratégia da seção 7.2, também pode ser simplificado nas simulações de propagação.

Na abordagem de Fonseca et al. (2020), o domı́nio local é o menor posśıvel para a

inclusão de todos os segmentos de trinca no passo corrente. Tal domı́nio só é aumentado,

portanto, quando o último segmento de trinca do passo k (aquele que contém a ponta)

ultrapassa os limites da zona de enriquecimento (no problema global enriquecido) do passo

k − 1. Desse modo, o aumento do domı́nio local é pequeno, envolvendo a inclusão de um

número modesto de novos elementos, e não é efetuado em todos os passos de propagação.

A discretização do modelo local também sofre poucas alterações entre passos consecutivos,

com a inclusão de novos enriquecimentos de Heaviside e a alteração dos nós enriquecidos

com funções de singularidade, conforme o avanço da ponta da trinca. Para a utilização

de modelos locais adaptativos nesse contexto, propõem-se as seguintes condições:

1. Aumenta-se o domı́nio local somente quando necessário – quando o último segmento

de trinca do passo corrente ultrapassar os limites da zona de enriquecimento (do pro-

blema global enriquecido) do passo anterior – assim como na abordagem de Fonseca

et al. (2020). Tal aumento, entretanto, passa ser governado pelo erro estimado no

problema global enriquecido, conforme o procedimento da seção 7.2. Almeja-se,

desse modo, uma melhor representação dos segmentos de trinca no modelo global

via funções de enriquecimento global-local.

2. Altera-se a discretização do modelo local a cada passo de propagação, assim como

feito em Fonseca et al. (2020). Essa alteração, entretanto, passa a ser conduzida

pelo erro estimado no problema local (adaptatividade-e, seção 7.1), visando a melhor

descrição da singularidade nesse modelo. Ao contrário do que se fez nos caṕıtulos

anteriores, considera-se o uso da função de Heaviside nos nós associados ao compri-

mento da trinca.

3. Sobre o problema local de cada passo, não se mantêm os enriquecimentos seleci-

onados adaptativamente nos passos anteriores. Isso é feito de modo a evitar que

funções de singularidade sejam aplicadas ao longo do comprimento da trinca, onde

já se aplica a função de Heaviside (lembrar que a ponta da trinca avança ao longo da

propagação). A cada passo, portanto, o modelo local parte da configuração de enri-

quecimento mı́nimo para a descrição de todos os segmentos de trinca. Em seguida,

considera-se a execução de duas iterações adaptativas, com a seleção de novos nós a
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serem enriquecidos com funções de singularidade e, em seguida, uma nova análise do

problema local. Propõe-se, portanto, que o problema local seja resolvido duas vezes

a cada passo de propagação, para que o processo da adaptatividade-e se desenvolva

e a discretização seja aprimorada.

Em śıntese, a atualização do modelo local na proposta adaptativa mantém duas pre-

missas da abordagem de Fonseca et al. (2020): o aumento do domı́nio local somente

quando necessário e a alteração da discretização local a cada passo de propagação. A

diferença, agora, está no uso de estimadores de erro para conduzir tais mudanças. No res-

tante deste caṕıtulo, a abordagem de Fonseca et al. (2020) será referida como propagação

automatizada e a nova proposta como propagação adaptativa. A diferença entre as duas

estratégias pode ser melhor compreendida através das Figuras 8.2 e 8.3.

Por simplificação, os ciclos executados no passo inicial da Figura 8.3 foram omitidos.

Na configuração ilustrada, o domı́nio local (selecionado adaptativamente) no passo inicial

é extenso o suficiente para a inclusão do novo segmento de trinca no item (g). Tal tamanho

seria mantido por um determinado número de passos, até que o último segmento de trinca

ultrapassasse os limites da zona de enriquecimento. Nesse passo, o domı́nio local seria

aumentado através do estimador para a norma energia no problema global enriquecido

(seção 7.2.2).

8.3 Simulações Numéricas

8.3.1 Considerações Iniciais

Para o estudo da propagação adaptativa, considera-se o Problema B (seção 4.6.2). Tal

problema foi escolhido em razão da disponibilidade de uma solução de referência KREF
I

para qualquer tamanho de trinca (Equação (4.5)), com precisão de 0, 5%.

Adota-se, nesta seção, a mesma malha global utilizada no estudo do modelo local

adaptativo (seções 7.1.3.2 e 7.2.4.2). Considera-se o uso de elementos Q4 e a divisão de

cada elemento global em 3 × 3 partes para a formação da malha local. Em todas as

análises, utiliza-se apenas o MEFG-Egl (assim como no Caṕıtulo 7). Tanto na propagação

adaptativa quanto na automatizada, adotam-se os seguintes parâmetros:

� Tamanho inicial da trinca: a0 = 1, 38;

� Incremento de trinca: ∆c = 0, 21, aproximadamente igual à largura dos elementos

locais;
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Figura 8.2: Ilustração dos dois primeiros passos da propagação automatizada em um problema genérico. Nós enriquecidos com funções de Heaviside

em verde, funções de de singularidade em vermelho e funções global-local em amarelo.
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Figura 8.3: Ilustração dos dois primeiros passos da propagação adaptativa em um problema genérico. Nós enriquecidos com funções de Heaviside

em verde, funções de de singularidade em vermelho e funções global-local em amarelo.
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� Raio da Integral de Interação: r = 2d nos dois primeiros passos e r = 3d nos demais;

� Número total de passos de propagação: 10.

Além disso, adotam-se os valores de µe = 0, 4 e µΩL
= 0, 5 para os parâmetros adap-

tativos.

8.3.2 Comparação entre as Estratégias Automatizada e Adaptativa

Os erros de referência relativos deKI (E
REF
% (K1)) em função do comprimento da trinca,

obtidos com as estratégias automatizada e adaptativa ao longo dos dez passos de propa-

gação, são apresentados na Figura 8.4. É posśıvel observar que a estratégia adaptativa

garante menores erros em todos os passos do processo. Em ambas as estratégias, verifica-

se uma queda de precisão à medida que o tamanho da trinca aumenta. Apesar disso,

ocorre uma redução súbita do erro com a técnica adaptativa em a = 2, 0 e a = 3, 06,

que correspondem aos passos nos quais o domı́nio local foi aumentado adaptativamente

(o que será discutido ainda nesta seção). Tal resultado sugere que a perda de precisão

ao longo do crescimento da trinca está associada à quantidade de nós enriquecidos com

as funções global-local e, também, à relação entre o tamanho da trinca e o tamanho do

domı́nio local.
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)
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Figura 8.4: Erros de referência de KI em função do tamanho da trinca (a) obtidos ao longo de

dez passos de propagação.

Na Figura 8.5, repetem-se os resultados da Figura 8.4 com a inclusão de uma nova

estratégia, denominada “adaptativa+”. Nessa estratégia, efetua-se o aumento do domı́nio

local (em função do erro estimado no problema global enriquecido), em todos os passos
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da propagação. Trata-se, portanto, de uma abordagem mais onerosa. Os resultados

obtidos confirmam a hipótese anterior, mostrando que o aumento do número de nós globais

enriquecidos com as funções global-local estabiliza o ńıvel do erro de KI em um patamar

mais baixo.
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Figura 8.5: Erros de referência de KI em função do tamanho da trinca (a) obtidos ao longo de

dez passos de propagação, com a inclusão da estratégia Adaptativa+.
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Figura 8.6: Número de graus de liberdade no problema global enriquecido e no problema local

em função do tamanho a da trinca, considerando as três estratégias da Figura 8.5.
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Figura 8.7: Domı́nios locais (em azul) gerados a cada passo k na propagação automatizada.

Figura 8.8: Domı́nios locais (em azul) gerados a cada passo k na propagação adaptativa.
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8.3.3 Correção do Fator de Intensidade de Tensão

Em simulações de propagação, o estimador orientado ao objetivo (aplicado com sucesso

sobre o problema global enriquecido nos caṕıtulos 6 e 7) pode ser aplicado sobre o problema

global enriquecido em todos os passos do processo. Na propagação adaptativa, já se

considera a aplicação desse estimador na definição do critério de parada para os ciclos

global-local do primeiro passo (conforme mencionado na seção 8.2). O que se propõe, na

presente seção, é a utilização desse estimador para a correção dos valores de KI em todos

os passos de propagação da trinca.

Na Figura 8.9, os erros de referência relativos de KI , já exibidos na Figura 8.4, são

comparados aos erros dos valores corrigidos (KCOR
I , conforme a Equação (6.19)). É bas-

tante clara a superioridade dos valores corrigidos, que atingem erros absolutos menores

que 1% em todos os dez passos. Também é interessante observar a proximidade entre as

curvas associadas aKCOR
I , que exibem comportamentos bastante semelhantes nas aborda-

gens automatizada e adaptativa. Tal observação mostra que a correção dos valores de KI

é uma estratégia bastante eficiente nesse tipo de problema e pode, até mesmo, dispensar

o uso de modelos locais mais elaborados. Naturalmente, essa afirmação é válida quando

o objetivo da análise se limita ao fator de intensidade de tensão. Além disso, o tamanho

e a discretização do modelo local são mais influentes em problemas mais complexos (que

envolvem diferentes modos de abertura ou efeitos tridimensionais, por exemplo). Nesses

casos, é provável que a estratégia adaptativa, considerando os valores corrigidos, supere

a estratégia automatizada nas mesmas condições.
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Figura 8.9: Erros de referência de KI e KCOR
I em função do tamanho da trinca (a) obtidos ao

longo de dez passos de propagação.
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Caṕıtulo 9

Considerações Finais

Conforme se discutiu ao longo deste trabalho, o MEFGgl tem sido aplicado com sucesso,

nas últimas décadas, em diversas simulações da Mecânica da Fratura. A construção

numérica das funções de enriquecimento garante maior generalidade ao método e contorna

certas limitações inerentes à formulação do MEFG.

Apesar da ampla utilização do MEFGgl, no meio acadêmico, em problemas tridimen-

sionais de caráter complexo, existe uma lacuna no que se refere ao controle dos erros da

simulação. No contexto do MEFG, há uma considerável gama de trabalhos com diferen-

tes propostas de estimadores de erro a posteriori, conforme descrito na seção 3.2. Apesar

disso, há um vasto campo a ser explorado no âmbito do MEFGgl.

Nesse sentido, o presente trabalho propôs diferentes técnicas para a exploração desse

nicho e expansão do MEFGgl. Foram propostas diferentes aplicações de estimadores de

erro nas duas escalas da análise (problema local e problema global), considerando medidas

relacionadas à norma energia e ao fator de intensidade de tensão. Através das estratégias

adaptativas desenvolvidas, procurou-se explorar tais medidas de forma ampla e pertinente

em simulações da MFLE.

As contribuições mais relevantes deste trabalho, na opinião da autora, são sintetizadas

a seguir com base nos resultados dos caṕıtulos 5 a 8.

9.1 Śıntese das principais contribuições

9.1.1 Uso das tensões recuperadas nas condições de contorno de Cauchy

O presente trabalho apresentou uma contribuição importante para a imposição das

condições de contorno no problema local do MEFGgl. Conforme descrito na seção 5.1, o

uso das tensões recuperadas – computadas através da técnica ZZ-BD – nas condições de

contorno de Cauchy fornece resultados finais precisos. Além disso, tal estratégia garante

uma convergência mais rápida da solução ao longo do processo de ciclos global-local,
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dispensando o uso da zona buffer. A utilização dessa técnica é ainda mais vantajosa

quando se prevê a aplicação do estimador ZZ-BD no problema global enriquecido.

9.1.2 Estimador de erro para a norma energia no problema global en-
riquecido

Conforme apresentado na seção 5.2, foi proposta a aplicação do estimador de erro

ZZ-BD (formulado para o MEFG no trabalho de Lins et al. (2019)) no problema global

enriquecido do MEFGgl. O comportamento do estimador foi avaliado em diferentes con-

figurações de modelos locais e, ainda, com a consideração do enriquecimento global-local

estável (MEFG-Egl).

Em todos casos analisados, o desempenho do estimador foi positivo. Índices de efetivi-

dade próximos da unidade foram obtidos até mesmo nas configurações com maior ńıvel de

erro. No caso do MEFG-Egl, observaram-se tendências semelhantes àquelas obtidas com o

MEFG-E no trabalho de Lins et al. (2019). Além disso, foi posśıvel verificar caracteŕısticas

espećıficas da distribuição do erro estimado por elemento no problema global enriquecido,

com concentrações de erro ao longo do comprimento da trinca, conforme apontado na

seção 5.2.2.2. Com base nesses resultados, foi posśıvel confirmar a validade do estimador

proposto e, finalmente, garantir uma contribuição importante para o MEFGgl e a sua

versão estável.

9.1.3 Estimador de erro para a norma energia no problema local

Na seção 5.3, foi proposta a aplicação do estimador de erro ZZ-BD sobre o problema

local do MEFGgl. Nesse contexto, foi necessário analisar o efeito das duas parcelas de erro

na solução local (erro das condições de contorno e erro da discretização). A consideração de

tais parcelas no estudo do estimador, de fato, é uma contribuição importante do presente

trabalho.

Na avaliação do estimador, ı́ndices de efetividade favoráveis foram obtidos nas confi-

gurações contendo condições de contorno mais aprimoradas. Quando o erro associado a

essa parcela era mais elevado, por sua vez, a efetividade do estimador foi consideravel-

mente reduzida – refletindo uma caracteŕıstica inerente à abordagem global-local. Ainda

assim, a distribuição do erro estimado por elemento mostrou a habilidade do estimador

em descrever corretamente o comportamento do problema. Tal conclusão foi especial-

mente importante para a aplicação de uma estratégia adaptativa sobre o problema local,

avaliada no Caṕıtulo 6.
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9.1.4 Estimador de erro para o fator de intensidade de tensão

No Caṕıtulo 6, formulou-se um estimador de erro especialmente concebido para o

fator de intensidade de tensão. O estimador proposto baseou-se na Integral de Interação,

amplamente utilizada nas aplicações do MEFG a problemas da MFLE. Na opinião da

autora, o desenvolvimento desse estimador representa uma das principais contribuições

do presente trabalho.

Inicialmente, o estimador orientado ao objetivo foi formulado para o MEFG como uma

expansão do estimador ZZ-BD. Os resultados obtidos (apresentados na seção 6.2) foram

bastante favoráveis em diferentes modos de abertura de trinca. Foi posśıvel confirmar

a precisão do erro estimado em relação ao erro exato, considerando KI e KII , e, ainda,

avaliar o efeito do raio da Integral de Interação sobre o comportamento do estimador.

Em seguida, a aplicação do novo estimador foi explorada no problema global enri-

quecido do MEFGgl. O desempenho do estimador foi bastante positivo, em especial, na

abordagem estável do MEFG-Egl (conforme discutido na seção 6.3.2). Exemplos adici-

onais com solução exata desconhecida também foram avaliados, com maior cautela em

relação aos ı́ndices de efetividade. Nesses exemplos, foi proposta uma correção do valor

aproximado do fator de intensidade de tensão em função do erro estimado. Tal corre-

ção se mostrou bastante eficiente e foi novamente explorada na proposta de propagação

adaptativa (Caṕıtulo 8), conforme será retomado a seguir.

9.1.5 Estratégias adaptativas para o MEFGgl

No Caṕıtulo 7, desenvolveram-se técnicas adaptativas para o MEFGgl com base nos

estimadores de erro formulados nos caṕıtulos 5 e 6. Conforme discutido ao longo do

texto, manteve-se a preocupação de controlar os ńıveis de erro nas duas escalas de análise,

valendo-se da aplicação de estimadores a posteriori sobre os problemas local e global

enriquecido.

Com o objetivo de aprimorar a descrição da singularidade associada à trinca, foi pro-

posta uma estratégia de adaptatividade-e no problema local (seção 7.1). O estimador

ZZ-BD (formulado para a norma energia) foi empregado para a seleção adaptativa dos

nós a serem enriquecidos com funções de singularidade. No entendimento da autora, é a

primeira vez que essa abordagem, idealizada por Duflot e Bordas (2008) para o MEFG,

é, de fato, implementada. A estratégia proposta, combinada com a execução dos ciclos

global-local, foi capaz de selecionar regiões de enriquecimento pertinentes e aprimorar a

qualidade dos resultados em relação à estratégia de enriquecimento mı́nimo. Desse modo,
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evita-se a necessidade de definir previamente o tamanho da região a ser enriquecida, dimi-

nuindo a dependência em relação ao usuário do sistema computacional – um dos principais

objetivos desta pesquisa.

Na sequência do Caṕıtulo 7, foi proposta uma estratégia adaptativa de seleção do-

mı́nios locais baseada em medidas de erro calculadas no problema global enriquecido.

Através dessa estratégia, é posśıvel construir problemas locais em regiões cŕıticas (com

maior ńıvel de erro) e, na sequência da análise, garantir o aprimoramento da solução via

enriquecimento global-local. O domı́nio local, nesse caso, passa a incluir caracteŕısticas

particulares do problema analisado e deixa de ser pré-definido pelo analista – atingindo

outro grande objetivo do presente trabalho. Na aplicação dessa estratégia (seção 7.2), foi

constatado um aumento de precisão considerável em relação à configuração de domı́nio

local topológico (que pode ser automatizada em qualquer problema e, por esse motivo,

é bastante utilizada nas aplicações do MEFGgl a problemas de fratura). A combinação

entre domı́nios locais adaptativos e adaptatividade-e permitiu a a obtenção de modelos

locais adaptativos, cujo tamanho e discretização são determinados adaptativamente.

Também é importante ressaltar que todos os resultados do presente trabalho foram

obtidos sem o uso de enriquecimentos polinomiais (tanto no problema global quanto no

local). Além disso, foram utilizadas apenas malhas uniformes nos dois modelos. As

estratégias propostas, portanto, partem de discretizações bastante simples e atingem ńıveis

de erro adequados (especialmente para o fator de intensidade de tensão).

9.1.6 Propagação adaptativa

Finalmente, o Caṕıtulo 8 apresentou uma proposta de propagação de trincas adap-

tativa para o MEFGgl. A concepção desse tipo de estratégia é bastante complexa, por

envolver diferentes medidas de erro que se inter-relacionam ao longo do processo. A abor-

dagem apresentada, como visto, constitui uma proposta inicial e abre caminho para o

desenvolvimento de outras estratégias.

Na comparação com a chamada propagação automatizada (seção 8.3), a proposta

adaptativa garantiu melhores resultados para o fator de intensidade de tensão em todos

os passos do processo. A correção de KI através do erro estimado também se mostrou

bastante eficiente e, conforme discutido na seção 8.3.3, forneceu ótimos resultados até

mesmo em modelos mais pobres. Por esse motivo, reforça-se a afirmação do estimador

orientado ao objetivo como principal contribuição deste trabalho.
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9.2 Propostas de Trabalhos Futuros

Como visto, o presente trabalho apresentou contribuições importantes para o desen-

volvimento de estimadores de erro e técnicas adaptativas para o MEFGgl. Apesar disso,

diversos tópicos podem ser sugeridos para trabalhos futuros relacionados aos temas desta

tese:

1. Aplicação de outros estimadores de erro a posteriori, formulados para a norma

energia, sobre os problemas local e global enriquecido. Considera-se válida, por

exemplo, a consideração do estimador SPRXFEM, citado na seção 3.2.1.

2. Avaliação dos estimadores propostos em malhas não uniformes constrúıdas com

elementos triangulares.

3. Desenvolvimento de estimadores orientados ao objetivo com base em outros métodos

de extração, além da Integral de Interação. Ressalta-se, por exemplo, o Contour

Integral Method (CIM) e o Displacement Correlation Method (DCM).

4. Aplicação da adaptatividade-e, no problema local, em conjunto com um procedi-

mento do tipo h, com a adaptação da malha no decorrer da simulação. Apesar

de mais onerosa, tal estratégia poderia fornecer ganhos consideráveis em problemas

tridimensionais.

5. Expansão das estratégias propostas para problemas tridimensionais da Mecânica da

Fratura, de modo a capturar fenômenos mais complexos e, ainda, mais próximos da

prática de engenharia (como aqueles apresentados em O’Hara et al. (2016) e O’Hara

et al. (2015)).

6. Avaliação da técnica de propagação adaptativa em problemas de fadiga, tendo em

vista a aplicação da Lei de Paris (Paris e Erdogan, 1963). Através da Lei de Paris,

é posśıvel calcular a vida em fadiga (definida em termos do número de ciclos de

carregamento) a partir do fator de intensidade de tensão. Há, portanto, um grande

potencial de exploração do estimador orientado ao objetivo proposto no presente

trabalho.

7. Dado o excelente desempenho do MEFG-Egl, considera-se válida a avaliação de

outras técnicas estáveis sobre o enriquecimento global-local, além do MEFG-E.
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Babuška, I. e Miller, A. (1984a), ‘The post-processing approach in the finite element

method—part 1: Calculation of displacements, stresses and other higher derivatives

of the displacements’, International Journal for Numerical Methods in Engineering

20(6), 1085–1109.
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Jin, Y., González-Estrada, O., Pierard, O. e Bordas, S. (2017), ‘Error-controlled adap-

tive extended finite element method for 3d linear elastic crack propagation’, Computer

Methods in Applied Mechanics and Engineering 318, 319–348.

Kim, D.-J., Duarte, C. A. e Pereira, J. P. (2008), ‘Analysis of interacting cracks using the

generalized finite element method with global-local enrichment functions’, Journal of

Applied Mechanics 75(5).

Kim, D.-J., Duarte, C. A. e Sobh, N. A. (2010), ‘Parallel simulations of three-

dimensional cracks using the generalized finite element method’, Computational Me-

chanics 47(3), 265–282.

Kim, D.-J., Pereira, J. P. e Duarte, C. A. (2009), ‘Analysis of three-dimensional frac-

ture mechanics problems: A two-scale approach using coarse-generalized FEM meshes’,

International Journal for Numerical Methods in Engineering pp. 335–365.

Kim, J. e Duarte, C. A. (2015), ‘A new generalized finite element method for two-scale si-

mulations of propagating cohesive fractures in 3-d’, International Journal for Numerical

Methods in Engineering 104(13), 1139–1172.



223

Laborde, P., Pommier, J., Renard, Y. e Salaün, M. (2005), ‘High-order extended finite

element method for cracked domains’, International Journal for Numerical Methods in

Engineering 64(3), 354–381.
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Strouboulis, T., Zhang, L., Wang, D. e Babuška, I. (2006), ‘A posteriori error estimation

for generalized finite element methods’, Computer Methods in Applied Mechanics and

Engineering 195(9-12), 852–879.

Szabo, B. e Babuska, I. (1991), Finite Element Analysis, John Wiley & Sons, Inc.

Tada, H., Paris, P. C. e Irwin, G. R. (2000), The Stress Analysis of Cracks Handbook,

ASME Press.

Waisman, H. e Belytschko, T. (2008), ‘Parametric enrichment adaptivity by the extended

finite element method’, International Journal for Numerical Methods in Engineering

73(12), 1671–1692.

Yau, J. F., Wang, S. S. e Corten, H. T. (1980), ‘A Mixed-Mode Crack Analysis of Isotropic

Solids Using Conservation Laws of Elasticity’, Journal of Applied Mechanics 16, 247–

259.
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