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Resumo

Esse trabalho ¢é dividido em duas partes:

A primeira parte trata de um critério de pré-compacidade forte para uma sequéncia de
medidas de Young limitada (v%)ren que satisfaz a desigualdade

div(/oo sgn(A — p)(f(kx,\) — f(kxz,p)) dl/g’j()\)) <0em D'(U),Vp € R.

Além disso, faremos uma aplicagao de tal critério na homogenizacao de um problema
de Cauchy para leis de conservagao escalares nao homogéneas.

Na segunda parte, estudamos o decaimento de solugoes entrépicas de um problema de
Cauchy para leis de conservagao escalares homogéneas com dado inicial sendo uma fungao
estacionaria composta com uma deformacao estocastica ou uma fungao de Besicovitch
ergbdica.

Palavras chaves: Pré-compacidade; Fluxo nao homogéneo; Homogenizacao; Leis de
conservacao; Propriedade de decaimento; Deformacao Estocastica; Algebras Ergddicas.



Abstract

This work is divided into two parts:

The first part deals of a strong precompactness criterion for a sequence of bounded
Young measures (v¥).en that satisfies the inequality

div(/oo sgn(A — p)(f(kx,\) — f(kxz,p)) dl/g’j()\)) <0em D'(U),Vp € R.

Furthermore, we will apply this criterion to the homogenization of a Cauchy problem
for non-homogeneous scalar conservation laws.

In the second part, we study the decay of entropy solutions of a Cauchy problem
to homogeneous scalar multidimensional conservation laws with initial data being a
stationary function composed with a stochastic deformation or an ergodic Besicovitch
function.

Keywords: Precompactness; Non-homogeneous flux; Homogenization; Conservation
laws; Decay property; Stochastic Deformation; Ergodic Algebras.
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Capitulo 1

Introducao

Essa tese esta dividida em duas partes:

Na primeira parte, estamos interessados em estabelecer um critério de pré-compacidade
forte para uma sequéncia de medidas de Young limitada (vf)reny que satisfaz a
desigualdade

div(/C>Q sgn(A — p)(f(kx, \) — f(kz,p)) duﬁ(x\)) <0em D'(U),Vp € R, (1.0.1)

onde U C R™ ¢é aberto.

Para estabelecer hipdteses sobre o fluxo f : R” x R — R"™ do problema (1.0.1), para
cada A € R, consideremos o espaco de funcoes testes

Sop = {9 € B*(R"); - F v, Ng(y) - Vo(y)dy = 0,Ye € WH2(R") N AP(R”)},

onde B2(R") é o espaco de Besicovitch que é construido via o completamento com relacao
a semi-norma induzida pelo valor médio

1
2 2
9(y)|"dy = hm sup [y / 9(y)|"dy,

em que a fungao g pertencente ao espago das fungoes quase-periédicas AP(R™) (para mais
informacoes, ver se¢ao 1.3 das preliminares).

Para cada i = 1,--- ,n, seja f; : R* xR — Re f = (f1,--+, fu). Denotemos por
Oy fi(y, A) e fl(y,\) as derivadas de f; com relagao a varidvel espacial y e com relacao
a variavel escalar A, respectivamente. Além disso, seja f'(y, ) = (fi(y, A), -+, f1(y,\))

e f'(-,A) a projecao ortogonal do fluxo f'(-, ) no espago S;,. Assim, seguem abaixo as
hipéteses sobre o fluxo.

— Hipdteses de regularidade:

fi(, ) € CHRY) e divf(,\) =0,VAERei=1,--- n;

fi € AP(R*,C}(R)) e 9, f;, [{ € AP(R",Cy(R)),Vi=1,--+ ,n

— Hipétese de nao degeneragao: (1.0.2)

—_——

Para todo £ € R" — {0} e para algum yo € R", a funcado R 3 A — & - f'(yo, \)

nao é identicamente zero em intervalos nao degenerados.
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A pergunta natural que surge é se existe algum fluxo que satisfaz as hipdteses (1.0.2).
Para responder tal questao, consideremos o fluxo f : R" x R — R" dado por

f(Z7 )‘) = (901(2)’71<)‘)’ 902(2)72(/\)7 T 79071(2)/771(/\))7

onde v; € CYR) e {71, -+ ,7n} ¢ linearmente independente e ¢; € C*(R™) N AP(R"),
¢1(Z> = ¢1(227' T 7Zn>" o 79071(2) = QOn(Zl,' o JZn—l) € ;> 60 > 07V7' - 17' ERLE Nao ¢
dificil ver que f assim definida satisfaz as hipéteses de regularidade dadas em (1.0.2).

Agora, para cada A € R, consideremos um apropriado sistema dinamico T} tal que Sé‘p
é invariante via T;* (mais informagoes na subsecio 2.0.1 do capitulo 2). Entéo, utilizando
o teorema ergddico de Neumann (ver teorema 2.2.7 nos preliminares), temos
—_— 1 [t

©i(-) = lim = [ @(TX(-))ds > & > 0 em B*(R"). (1.0.3)

t—oo ¢ 0

Dessa forma, temos que o fluxo projetado toma a forma

f(za )‘) = (‘PI(Z)VI(/\)v 902(2)72(/\)7 T cpn(z)’yn()‘))

e portanto, dado zp € R" e 0 # £ € R", temos que a fungao

R A& f20,0) = ) &ipil2)7i(N)
i=1
nao é identicamente zero em intervalos nao degenerados.

No caso de fluxos nao oscilantes, citamos os excelentes trabalhos de E.Y. Panov [34, 31].
Dessa forma, o diferencial e toda dificuldade desse critério que sugerimos se da pela
oscilagao no fluxo.

Discutiremos duas aplicagoes de tal critério de pré-compacidade forte:

A primeira e mais simpléria é um resultado andlogo ao provado por E.Y. Panov em [36]
(pdg. 739) e que diz respeito a convergéncia forte de uma sequéncia medidas de Young
limitada (v*)ren que satisfaz a desigualdade

v [ s D) = o) kW) <0 em D) Wy € R

onde U C R™ é aberto e ¢ : R — R™ satisfaz as hipéteses (1.0.2).

E a segunda e mais interessante, é estabelecer a homogenizagao da seguinte lei de
CONSErvacao

Opue + div f(f, ue) =0 em R’}fl,
€

ue(0,2) = ug (m, E) em R”,
€

onde {u}eo C L®(RT™) 6 uma sequéncia de solugdes entrépicas, o fluxo f : R* xR — R"
satisfaz as hipéteses (1.0.2) e ug € L>*°(R", AP(R"™)).
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A homogenizacgao é o estudo das propriedades de um certo meio utilizando dois tipo
de escalas: a primeira é a local (ou microcéspica), que descreve as heterogeneidades; a
segunda é a global (ou macrocdspica), que descreve o comportamento geral do meio.
O interesse é utilizar as propriedades microscopicas para entender as propriedades
macroscépicas do meio, isto é, via o processo de homogeneizagao, procura-se descrever
propriedades globais dos compostos levando em conta as propriedades locais do problema.
Do ponto de vista macrocréspico, o composto homogeneizado parece um material
homogéneo. Abaixo temos uma imagem que descreve como é feito o estudo de
propriedades macroscédpicas, via um processo microscopico em algum meio periddico.
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Do ponto de vista aplicado, a homogenizagao de um problema é motivada por aplicacoes
em mecanica, fisica, quimica e engenharia. Podemos usar como exemplo a condutividade
térmica ou elétrica de meios heterogéneos, que temos propriedades macroscopicas de
cristais ou a estrutura de polimeros, onde somos levados ao estudo de equacoes diferenciais
parciais lineares ou nao-lineares que descrevem tais meios com estrutura perioddica, quase-
periddica ou até mesmo num ambiente estocastico.

Do ponto de vista matematico, as perguntas que motivam o estudo da homogenizacao
de um problema sao:

Se existe u tal que u, —>0 u em algum sentido e topologia, qual a relacao entre u, e
€—>

u?
e Que equacao u satisfaz?

e Como os coeficientes da equacao limite se relacionam com os coeficientes do
problema original?

Os resultados dependem da escolha da subsequéncia de €?

O estudo da homogenizagao teve inicou com os trabalhos de S. Spagnolo [43] e E. De
Giorgi e S. Spagnolo [14]. Outras referéncias utilizadas para o assunto sao A. Bensoussan,
J-L. Lions e G. Papanicolau [8] e V.V. Jikov, S.M. Kozlov e O. A. Oleinik [28].

Sobre a homogenizagao de leis de conservagao nao lineares com fluxo do tipo f(z, ) =
a(x)p(N), citamos os 6timos trabalhos de E. Weinan [46], L. Ambrosio e H. Frid [2], H. Frid
e J. Silva [23] e J. Silva [42], onde os autores obtiveram resultados de homogenizacao para
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o ambiente das funcoes periddicas, quase-periddicas e na dlgebra de Fourier-Stieltjes. No
artigo [13], A.-L. Dalibard contribuiu com um resultado de homogenizacdo no ambiente
das funcoes periddicas, mas para fluxos nao homogéneos gerais. A técnica utilizada pela
autora se baseia na formulacgao cinética da lei de conservagao, o resultado de convergéncia
da sequéncia de solugoes é obtido no sentido fraco, mas a equagao limite nao se relaciona
com a equacao original. Sobre o resultado de homogenizacao obtido nessa tese, damos
contribugoes interessantes para o estudo de leis de conservacao de fluxo nao homogéneo
gerais, j4 que supondo a hipdtese (1.0.2) sobre o fluxo e utilizando técnicas da teoria
cinética, medidas de Young duas escalas e H-medida, garantimos que existe u € L> (]R’}fl)
(onde R’fl := (0, +00) x R™) tal que a sequéncia de solugdes da lei conservagao converge
forte para u e além disso, u satisfaz uma lei de conservacao de fluxo homogéneo cujos
coeficientes se relacionam com os coeficientes da equagao original.

Agora tratando da segunda parte, estamos interessados no estudo do decaimento de
solugoes entrépicas da seguinte lei de conservacao

Ou+divf(u) =0 em R7H,
{ t fw) " (1.0.4)

u(0,2) = vo(x) em R",
onde o fluxo f : R — R™ é localmente Lipschitz e satisfaz a hipdtese de nao degeneracao:

Para todo (0,£) € R x R" — {(0,0)}, a fungdo R 5 A — OX + & - f(N)

nao é constante em intervalos nao degenerados. (1.0.5)

Trabalharemos com o dado inicial vy com dois tipo de comportamentos auto-mediantes
que descreveremos a seguir. Tais estudos ja foram publicados e sua referéncia é [40].
Precisamente, assumimos que vy pode ser:

No primeiro tipo, trabalharemos em um ambiente estocastico, ou seja, abordaremos
fungoes com a estrutura

vo(z) = ug (@‘1(:1:,01),0)), (1.0.6)

onde w € Q com () sendo um espaco de probabilidade e ug € L*(R" x Q) uma
pertubagao aleatéria de fungoes estacionarias realizadas por difeomorfismos estocasticos
$ : R" x ) — R" (chamado na literatura de deformagao estocdstica). As propriedades
de funcoes estacionarias serao definidas com precisao na se¢ao de preliminares, bem como
a definicao de deformagao estocéstica, que foi introduzida por X. Blanc, C. Le Bris, P.-
L. Lions (ver [6, 7]). Nesse artigo, eles consideram a homogenizagdo de um problema
envolvendo um operador eliptico cujos coeficientes sao fungoes peridédicas ou estacionarias
perturbadas por deformacoes estocdsticas. Enfatizamos que o nosso trabalho [40] é o
primeiro sobre decaimento de solugoes de leis de conservagao levando em consideragao
uma variavel aleatéria adicional.

No segundo tipo, vamos abordar o ambiente deterministico, isto é, vamos supor que
vg € BYR™) N L®(R"), (1.0.7)

onde B(R") é o espago de Besicovitch, mas dessa vez relacionado ao completamento com
relacao a semi-norma induzida pelo valor médio de fungoes pertencentes a uma algebra
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ergddica com valor médio A(R™). As propriedades de algebras com valor médio e espagos
de Besicovitch também vao ser tratadas com exatidao na se¢ao de preliminares.

Formalmente, o estudo do decaimento de uma solugdo u(t,z) de uma equagao de
evolugdo, consiste em determinar uma constante |[¢/| < oo e uma topologia adequada
de tal forma que

lim wu(t, ) = £.

t—o00

Se considerarmos o conjunto de dados iniciais ug(:) tais que o limite acima existe,
entao vemos que a funcao ug +— ¢ é um funcional linear definido sobre tal conjunto.
Portanto, podemos ver que o problema do decaimento consiste em caracterizar esse
funcional linear e seu dominio em termos dos dados iniciais e dos coeficientes da equacao
de evolucao considerada, de modo a descrever o comportamento da solu¢ao u(t, z) para
t > 0 suficientemente grande, sabido a priori o comportamento do dado inicial ug(-) para
|z| suficientemente grande.

Citamos os 6timos trabalhos [12, 24, 11, 33, 35, 37|, onde os estudos do problema de
decaimento para leis de conservacao hiperbdlicas ou para equagoes parabdlica-hiperbdlica
degeneradas foram feitos nos ambientes periédico e quase-periédico. A proposta dessa
segunda parte da tese é obter uma propriedade de decaimento para leis de conservacao
em ambientes mais gerais, pois sabemos que o conceito de estacionaridade é a extensao
mais geral da nogao de periodicidade e quase-periodicidade para fungoes com algum
comportamento auto-mediante. Isso nos motivou a considerar dados iniciais da forma
(1.0.6) com & = Id. Outra motivagdo é que se vemos a solu¢do entrdpica u da
equacao (1.0.4) como a concentragao de particulas em materiais, entao é fato que materiais
com particulas distribuidas periodicamente sao dificeis de se ver na natureza. No entanto,
de acordo com [27], espera-se que sejam observados defeitos ou desordens na concentragao
dessas particulas nos materiais. Portanto, como observado por Cances and Lebris in [9],
deformagoes estocasticas sao muito adequadas para descrever matematicamente esses
defeitos na ciéncia dos materiais. Veja abaixo uma imagem que descreve um processo
aleatério via a a¢do de uma deformagao estocastica (para mais informagoes, ver se¢ao 1.2
dos preliminares).

<5 0 0 o O o
~ A~ W 0 0
/b o0 00O o Q:N»\ 200 0 0'0"0'“&\\‘
s O 0 OO [ o o \,\CI“D'PU (RS U VI
AV VI \ I VI T I 1}
o 0 0 o [S > ‘Q’\)\\\-Q'be D0 0. 0
" - 0 N g 99
coooo IR VI I 0 0% % %
O 0000 e uk)'(\QQGQIJDNJ'QQJ?'-.\C
o000 0o G0 8 6 0 0 9 o gl
| : : [‘,\[B_u B 06 0 O 0 ¢
o © oo oo “,J»G'JIJQ‘UQG IRV
) a0
Re oo ons 0.0 0 0 0 000 00
- o 0000 02000 Do
g 0 Ll

Isso justifica a importancia de se considerar dados iniciais na forma (1.0.6). Assim, um
dos resultados obtidos nessa tese é descrever o comportamento estocastico da concentracao
u(t, ) para t suficientemente grande.

A parte final desse trabalho trata do estudo da concentragdo wu(t,-) para t
suficientemente grande do ponto de vista deterministico. Nos trabalhos [21, 24, 35] isso é
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feito no ambiente quase-periédico. Usando a propriedade de contracao em B! observada
em [35], a propriedade de decaimento pode ser transmitida ao ambiente das fungoes
fracamente quase-periddicas, ou seja, para o conjunto das fungoes continuas limitadas f
em R” tal que a familia { f(-+t); t € R"} é pré-compacta na topologia fraca de Cy(R™). Ou
ainda, podemos levar tal propriedade para uma classe mais ampla de fungoes em R" que
¢ a fraco™ quase-periédica. Para uma discussdo mais ampla desses ambientes, indicamos
ao leitor os trabalhos [16, 17, 20]. No entanto, foi provado em [41], que existe uma vasta
classe de funcoes ergddicas que estd além do ambiente das funcoes fraco™ quase-periddicas.
Para tal classe de fungoes, a extensao dos trabalhos de [21, 24, 35] nao é Gbvia, pois os
autores utilizaram o fato de que fungoes quase-periddicas podem ser aproximadas por
polinomios trigonométricos. Para obter tal extensao nao trivial, primeiro mostramos que
leis de conservagao do tipo (1.0.4) sao estdveis com respeito ao espago de Besicovitch
gerado por uma algebra ergddica e isso nos permite reduzir o problema de decaimento do
deterministico ao estocastico ja estudado.

Essa tese esta organizada em quatro capitulos:

No capitulo 1, colecionaremos alguns resultados preliminares, onde tratamos da teoria
da medida, definimos conceitos de estacionaridade, deformacao estocastica e algebras com
valor médio, enunciamos alguns teoremas ergddicos, definimos tipos de solugoes de leis de
conservagao, tratamos de convergéncia duas escalas de medidas de Young e fazemos uma
discussao sobre uma variante da H-medida, sua conexao com a H-medida classica e um
estudo do suporte dessa variante.

No capitulo 2, enunciamos e provamos um critério de pré-compacidade forte para uma
sequéncia de medidas de Young limitada e aproveitamos tal critério para estabelecer
um resultado de homogenizacao quase-periédica de leis de conservacao com fluxo nao
homogeéneo.

No capitulo 3, enunciamos e demonstramos o resultado de decaimento estocastico de
solugoes entropicas de leis conservacao com fluxo homogéneo, segundo resultado desse
trabalho.

Por fim, no capitulo 4, enunciamos e demonstramos o terceiro e quarto resultado dessa
tese. Tal capitulo aborda a regularidade da solucao entropica com dado inicial pertencente
a uma algebra com valor médio qualquer e além disso, utiliza o decaimento estocéstico
provado no capitulo 3 para provar o decaimento deterministico de solugoes entrépicas de
leis de conservacao com fluxo homogéneo no ambiente das dlgebras ergddicas.
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, introduzimos conceitos basicos da teoria que serao utilizados ao longo
do texto. O material que é bem conhecido ou extensoes diretas de trabalhos existentes
sao dadas sem provas, mas com suas devidas referéncias.

2.1 Teoria da Medida

Nessa secao, colecionaremos alguns resultados de teoria da medida que utilizaremos
efetivamente durante a construcao da teoria.

Sejam X um espago métrico localmente separavel e compacto e B(X) a o—dalgebra de
Borel, isto é, a menor o—4élgebra gerada pelos abertos da topologia de X. Consideremos
o espago mensuravel (X, B(X)).

Defininigao 2.1.1 (Medidas de Borel e Radon). Uma medida p em (X, B(X)) € dita
medida de Borel. Se uma medida de Borel p € finita nos compactos de X, dizemos que i

¢ uma medida de Radon. Denotaremos M(X) ao espaco das medidas de Radon definidas
em X.

O primeiro assunto abordado ¢ a respeito da derivada de Radon-Nikodym. Para esse
assunto, considere p,v € M(R").

Defininicao 2.1.2. Para cada x € R", sejam

. V(B (1))
_ lim sup——————=% se u(B.(x)) >0 para todo r > 0,
Dy(e) = { kP u(B () (i)
00 se p(By(x)) =0 para algum r > 0,
B,
lim infm se (By(x)) >0 para todo r > 0,
D, v(x) = = wBi(z))
00 se p(B.(z)) =0 para algum r > 0,

Se D,v(x) = D,v(x) < oo, dizemos que v ¢ diferencidvel com respeito a p em x e
escrevemos B
Dw(r) = D,v(r) =D, v(z).
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O seguinte teorema pode ser encontrado em [19] (pag. 38).

Teorema 2.1.3. Ewiste D,v e € finita p—q.t.p. Além disso, D,v € u—mensurdvel.

Para o préximo resultado precisamos da seguinte defini¢ao.
Defininigao 2.1.4. Dizemos que v é absolutamente continua com respeito a medida p e
escrevemos v < p, se (A) =0 = v(A) =0,YA C R" mensurdvel.

Segue o enunciado do classico teorema de Radon-Nikodym que pode ser encontrado
em [19] (pag. 40).

Teorema 2.1.5 (Teorema de Radon-Nikodym). Se v < p, entdo

v(4) = [ Dula)dno)
A
VA C R" p—mensurdvel.
O proximo resultado é o Teorema de Representacao de Riesz para o contexto das
medidas cuja prova pode ser encontrada em [3] (pdg. 25).

Teorema 2.1.6 (Teorema de Riesz). Sejam X um espago métrico compacto e L :
(Ce(X))" — R tal que

L(f +g9) = L(f) + L(g) V[, g € (Cc(X))" e
|[L]| = sup{L(f); f € (Ce(X))", || flloc €1 } < 00,
onde C.(X) € o espago das fungoes continuas em X suporte compacto nesse conjunto.

Entao, existe uma unica medida pn € (M(X;R™))" tal que

n

L(f) = (uj 15), Y € (Ce(X)™,

j=1
Além disso, ||L|| = Var(p)(X).

As préximas definicoes e resultado se referem a convergéncia de sequéncias de medidas
de Radon. Nesse contexto, consideremos X um espago métrico compacto.

Defininicao 2.1.7. Sejam (p;)jen C M(X) e p € M(X). Dizemos que pi; converge fraco
paTa L € escrevemos jij — i se

[ty = [ du v €,

Defininicao 2.1.8. Dizemos que (ij)jen C M(X) € limitada, se sup{|p;|(X); j € N} <
0.

O préximo teorema pode ser encontrado em [3] (pdg. 26).
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Teorema 2.1.9 (Compacidade fraca de medidas). Seja (1) jen C M(X) limitada. Entao,
eziste 1 € M(X) tal que a menos de subsequéncia ji; — p.

As préximas definigoes e resultados se referem as medidas de Young. Uma referéncia
sobre tal assunto ¢ [3].

Defininicao 2.1.10 (Medidas de Young). Sejam U wum espago topoldgico localmente
compacto e p € M(U). Dizemos que a fun¢io U > z — v, € M(R) é uma medida
de Young (ou fun¢do valor medida), se tal fun¢ao é u— mensurdvel e Var(v,)(R) = 1
para p—q.t.p. v € U.

Defininigao 2.1.11. Seja U um espago topologico localmente compacto. Uma medida de
Young v, € dita limitada se existe um M > 0 tal que supp(v,) C [—M, M] para q.t.p.
x € U. Denotemos por MV (U) ao espaco das medidas de Young limitadas definidas em
U.

Temos os seguintes conceitos de convergéncia em MV (U).

Defininigao 2.1.12. Sejam (v¥)yeny C€ MV (U) e v, € MV (U). Dizemos que:
i) V¥ converge fraco* para v, e escrevemos vF > v, se Vf € C(R), temos
[ £y = [ 500 3) em 170,
ii) V& converge fortemente para v, e escrevemos vt — v,, se Vf € C(R), temos

/R FO)dVE(N) — / FN)dva(A) em L (U).

O seguinte teorema mostra que medidas de Young surgem naturalmente como limites
fracos de sequéncias limitadas em L*°(U). Para uma prova, ver [3] (pag. 60).

Teorema 2.1.13. Sejam U C R™ aberto e (ux)reny C L°(U) limitada. Entdo, existe
vy € MV(U) tal que a menos de subsequéncia

glur) = {2, 9(N), Vg € C(R).

Além disso, up — w em L, .(R™) se, e somente se, v, = 0y, onde 0y € a medida de
k—o00

Dirac concentrada em )\ € R.

Temos ainda o seguinte lema, cuja demonstragao pode ser encontrado em [34] (pag.
220).

Lema 2.1.14. Sejam U C R™ aberto, v, € MV (U) e M > 0 tal que supp(v,) C [—M, M|
para q.t.p. x € U. Suponhamos que v, satisfaz

div(/ngn()\ —p)(f(z,\) — f(x,p))dl/z()\)) <0 em D'(U),Vp eR.
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Entao, existe uma medida nao-negativa e localmente finita p em U tal que

ai / ") = () =~ em D@, € R

Além disso, Y& € CF(U), Var(®u) < C, onde C independe de M,p e ®.

A seguinte defini¢ao vai ser importante para enunciarmos o préximo teorema.

Defininicao 2.1.15. Sejam (X, €) e (Y, F) espagos de medida quaisquer e f: X — Y tal
que f[~Y(F) € & sempre que F € F. Se pu é uma medida real positiva em (X, ), definimos
a medida fup em (Y, F) por

Jun(F) = p(f~1(F)),VF € 7.

O seguinte teorema faz parte da teoria geométrica da medida e sua prova pode ser
encontrada em [3] (pag. 57).

Teorema 2.1.16 (Teorema de Desintegracao). Sejam U C R™ aberto, V' um espago
topoldgico localmente compacto, v € M(U x V), w : U x V. — U a proje¢cao na primeira
entrada e 1 = mylv|. Suponhamos que p € M(U), isto €, [v|(K x V) < oo, VK C U
compacto. Entdo, existe v, € MV (V) tal que

f(x,-) € L'V, |val) para p— q.t.p. x € U,
o [ fainty) € DUp) €
1%

£ y)dv(z, y) = / /V F (s y)dus (y)du(x),

UxV

Vfe LU x V, |v]).

O proximo lema se refere a um resultado de compacidade e pode ser encontrado em
[18] (pag. 10).

Lema 2.1.17. Seja (fi)ren € WLP(U) limitada para algum p > 2. Suponhamos que
fr = ge+hi, k €N, onde (gr)ren € compacto em H=Y(U) e (hi)ren € limitada em M(U).
Entao, (fi)ken € compacto em H™*(U).

2.2 Contexto Estocastico

Nessa e na préxima segao, denotaremos por G o grupo Z" (ou R™). O conjunto [0, 1)"
denota o cubo unitario, chamado de célula unitaria e que é bastante utilizado como periodo

referéncia para fungoes periddicas. O simbolo |x| denota o tinico nimero em Z" tal que
r— x| €[0,1)"

Nessa secao apresentamos o contexto estocastico, ambiente de suma importancia para
o desenvolvimento desse trabalho.
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Para comegar, seja (Q2, F,P) um espaco de probabilidade. Para cada varidvel aleatéria
f e LY P) (LY(9) por simplicidade), denotemos a esperanga por

E[f] = / f(w) dP(w).

Defininigao 2.2.1. Uma mapa mensuravel 7 : G x Q — Q € dito um n—dimensional
sistema dinamico se:

(i) (Propriedade de grupo) 7(0,-) = idg e 7(z + y,w) = 7(x,7(y,w)), Vz,y € G ¢
w € )

(i) (Invariancia) Para cada x € G, o mapa 7(z,-) : Q — Q € P-invariante, isto é, para
cada E € F, tem-se

7(z,F) € F, P(7(z,E)) = P(E).

Por simplicidade, vamos usar 7(k)w para denotar 7(k,w). Além disso, é normal
utilizarmos 7(k) para um sistema dinamico discreto (continuo) se k € Z" (k € R"),
mas vamos enfatizar isso s6 quando o contexto nao for ébvio.

Uma fungao mensuravel f em €2 é dito 7-invariante, se para cada k € G

f(r(k)w) = f(w) para q.t.p. w € Q.

Assim, um conjunto mensuravel E € F é T-invariante, se sua fungao caracteristica yg €
T-invariante. De fato, pode-se mostrar que um conjunto 7-invariante F pode ser definido

de forma equivalente por
T(k)E = E for each k € G.

Além disso, dizemos que o sistema dinamico 7 é ergddico, quando todos os conjuntos
T-invariantes F tém medida P(F) igual a zero ou um. Equivalentemente, podemos
caracterizar um sistema dinamico ergddico em termos de fungoes invariantes. De fato,
um sistema dinamico é ergddico se cada fungao 7-invariante é constante em quase toda
parte, em simbolos:

Se para cada k € G e q.t.p. w € Q, f(7(k)w) = f(w), entdo f(-) = const. q.t.p.
Defininigao 2.2.2. Uma funcdo f: R™ x Q — R € dita estaciondria se
flz+kw) = f(z,7(k)w), (2.2.1)

Ve eR", ke G eP—q.tp well

Chamamos a atencao que o conjunto das fungoes estaciondrias forma uma &dlgebra
e também é estavel pelo processo de limite. Por exemplo, o produto de duas fungoes
estacionarias é estaciondria e a derivada de uma funcao estacionaria é estacionaria.

A seguir apresentamos a defini¢ao precisa de deformagao estocéstica que foi introduzida
em [6, 7] (ver mais em [4]).
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Defininigao 2.2.3. Um mapa ® : R" x Q — R", (y,w) — z = ®(y,w) € dito deformagao
estocdstica quando satisfaz:

i) O mapa ®(-,w) é um difeomorfismo bi-Lipschitz para P—q.t.p. w € €);

it) Existe v > 0 tal que

inf P > v
el (det (V (y,w))> > v;

iii) Existe M > 0 tal que

ess sup (|V®(y,w)|> < M < o0

weN, yeR”

iv) O gradiente de ®, isto é, V®(y,w), € estaciondria no sentido de (2.2.1).

Para exemplos interessantes de deformagoes estocasticas, dirigimos o leitor aos
trabalhos [4, 10].

Teoremas Ergodicos

Iniciamos essa segao com o conceito de valor médio. Uma funcao f € L _(R™) é dita
possuir valor médio se existe um nimero M (f) tal que
1

tliglo Al N (x)dx = M(f), (2.2.2)

onde A, ;= {x € R" t7'z € A}, Vt >0e ACR", com |A| #0.

Observagao 2.2.4. Salvo contrdrio, assumimos que o sistema dinamico 7 : G x  — Q
¢ ergodico e vamos utilizar a notagao

f(z) dx para M(f).
Rn

Agora, enunciamos o resultado devido a Birkhoff, que conecta as nocoes de
estacionaridade e de valor médio. Para uma referéncia, ver [29].

Teorema 2.2.5 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Seja f € L (R™; L'(Q)) uma varidvel
aleatoria estaciondria. Entdo, para q.t.p. © € Q a funcao f(-,0) possui valor médio no
sentido de (2.2.2). Além disso, se o sistema dinamico T : G x Q — Q € ergddico, entdio

a fungao M (f(-,w)) satisfaz para q.t.p. @ € Q as sequintes identidades:

i) Caso discreto (isto é 7 : 7" x Q — Q);

fed) ao=€|[ ).

i 0,1)
ii) Caso continuo (isto é T : R" x Q — Q);

]Rn
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O seguinte lema mostra que o Teorema FErgdédico de Birkhoff é valido se a funcao
estacionaria é composta com uma deformacao estocastica. Tal resultado foi provado por
X. Blanc, C. Le Bris e P.-L. Lions em [6] (mais informagoes em T. Andrade, W. Neves,
J. Silva [4]).

Lema 2.2.6. Seja ® uma deformagao estocdstica e f € Lo (R™; LY(Q)) uma varidvel

aleatoria estaciondria no sentido de (2.2.1). Entao, para q.t.p. @ € Q a fungao
f (@71, @),Q) possui valor médio no sentido de (2.2.2) e vale ainda:

i) Caso discreto;

E [fuuayny F@7 (). ) ]
det (E [f[o,l)n V,®(y, ) dy])

para q.t.p. W € Q.

][n F(27H(2,0),0) dz =

i) Caso continuo;

E[f(0,-) det (V@(0,-))]
det (E[V®(0,)])

][nf(é‘l(z,fu),c”&) dz =

para q.t.p. @ € €.

A seguir, temos o classico teorema ergdodico de Neumann, resultado que sera utilizado
efetivamente no capitulo 1. Para uma prova, ver [15].

Teorema 2.2.7 (Teorema Ergddico de Neumann). Sejam {U;}ier um grupo continuo a
um parametro de transformagoes unitarias definidas em um espacgo de Hilbert H e S C H
um subespago invariante de Uy, isto €, Uy (S) = S,Vt € R. Entao,

t

1 ~
lim — [ Ug(h)ds =h em H, (2.2.3)

t—)oot 0

onde h € a projecao ortogonal de h em S.

2.3 Contexto Deterministico

Damos inicio a essa secao definindo o conceito de dlgebra com valor médio.

Defininigao 2.3.1. Seja A um subsespaco fechado de BUC(R") (conjunto das fungoes
limitadas uniformemente continuas em R™) contendo as fungoes constantes. Dizemos que
A(R™) € uma dlgebra com valor médio se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

i) Se f,g € A, entao o produto fg € A;
ii) Se f € A, entao f(-+vy) € A, Yy € R";

iii) Se f € A, entao f possui valor médio no sentido de (2.2.2).

Exemplos cléssicos de algebras com valor médio sao:
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O conjunto das funcoes periédicas com periodo fixo.

O conjunto das fungoes quase-periédicas em R", denotado por AP(R™) e definido
como as fungoes que podem ser uniformemente aproximadas por combinagoes
lineares finitas de fungoes do conjunto {sin(\ - x), cos(A- x)} cgn-

O conjunto das fungdes com limite no infinito, denotado por C, (R").

A Algebra de Fourier-Stieltjes, denotada por FS(R") e definida como o fecho do
subspaco das funcoes continuas limitadas f que satisfazem f(x) = [, €Y du(y),
para alguma medida de Radon de valor complexo em R™ (ver mais em [23]).

O espago das fungoes fracamente quase-periddicas, denotado por WAP(R") e
definido como o subespago das fungoes continuas limitadas f em R™ tais que a familia
{f(-+1); t € R"} é pré-compacta na topologia fraca de C,(R") (0 espago das fungoes
continuas limitadas). Tal espago foi introduzido e suas principais propriedades foram
obtidas por W.F. Eberlein em [16] (ver mais em [17]). Jd em [39], W. Rudin provou
que a inclusao FS(R") ¢ WAP(R™) é estrita, dando um exemplo de uma fungao
fracamente quase-periédica que nao pode ser aproximada na norma do supremo
pela transformada de Fourier-Stieltjes.

e O espago das fungoes fraco* quase-periddicas em R"™, denotado por W* AP(R™) e cuja
construgao ¢ comentada a seguir. Em [17], W.F. Eberlein estabeleceu a interessante
decomposicao para fungoes f € WAP(R") que permite escrever

f:fap+f0>

onde f,, € AP(R") e M(|fo|*) = 0. Essa propriedade satisfeita pelas fungoes
fracamente quase-peridédicas serviu como propriedade definidora para uma classe
natural mais ampla de fungées consideradas em [20]. Tal classe é denotada por
W* AP(R™) e é definida como a soma algébrica

W* AP(R") := AP(R") + N(R"),

em que N(R"™) é um subespago das fungdes continuas uniformemente limitadas f

tais que M(|f]) = 0. Assim, fica claro que WAP(R") C W* AP(R").

Dado 1 < p < 00, 0 espago de Besicovitch BP(R™) associado a dlgebra com valor médio
A(R™) é o completamento de A(R™) com respeito a semi-norma

1
N, fpzzlimsup—/ flPdx.
o) o |,

L—o0o

O espaco quociente correspondente (com relagao ao espaco nulo da semi-norma acima)
¢ um espacgo de Banach. Quando p = 2, o correspondente espago ¢ um espago de Hilbert.

Observagao 2.3.2. Um argumento cldssico dado por Besicovithch em [5] (ver mais em
[28], pdg. 239) prova que elementos de BP(R™) podem ser representados por fungoes em
Ly (R™).

loc
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Segue do Teorema de Stone (ver [15], p. 274), que podemos ver uma algebra com valor
médio A(R") como uma &lgebra de fungoes continuas em um conjunto compacto X. Se
f € A(R™), denotemos por f € C(X) a correspondente funcao. Ja que o valor médio é
uma funcio continua nao-negativa em A(R™), podemos expressar tal integral como uma
integral com respeito a uma medida de Radon de probabilidade m em X, isto é,

M(f) :/xidm.

Como consequéncia, podemos identificar o espago de Besicovitch BP(R™) com o espago
de Lebesgue L2 (X). Denotemos LE (X) simplesmente por LP(X).

Além disso, as translagoes 7(y) : R" — R", 7(y)x := x + y, podem ser estendidas
a sistemas dinamicos continuos n—dimensionais em KX (para uma prova, ver [1]). Um
sistema dinamico continuo n—dimensional em um espaco topologico K equipado de uma
medida de probabilidade i é um sistema dinamico n—dimensional tal que 7 : R" x XK — K,
7(z,w) = 7(x)w é continuo no sentido da definigao 2.2.1.

A seguir damos trés exemplos basicos dessa correspondéncia:

e Se A(R™) é o conjunto das fungoes [0, 1)™-periédicas, entao K é o toro n-dimensional
e m é a medida de Lebesgue.

e No caso em que A(R™) é o espago das fungoes quase-periédicas, X é a compacificagao
de Bohr de R", que é um grupo topoldgico e m é a medida de Haar associdada. Para
maiores detalhes, sugerimos ver [2].

e Quando A(R™) é o conjunto das fungoes continuas com limite finito no infinito,
temos K = R"U{oo}, ou seja, a compacificacao de Alexandrov do R" e m a medida
de Dirac ., concentrada no infinito.

Dado um espago de Banach E e uma algebra com valor médio A(R™), denotemos por
A(R™; E) ao espago das funcoes f € BUC(R™; E) tais que Ly := (L, f) pertence a A(R")
para todo L € E* e a familia {Ly; L € E*, |L|] < 1} é relativamente compacta em
A(R™).

Seja () um espago topoldgico e p a medida de Radon de probabilidade em ). Dado
f € BUC(Q; E), foi provado por Krein-Smulian (ver [15], pdg. 429), que o funcional linear

L — | (L, f(z))du(x) é continuo na topologia fraca de o(E*, E). Como consequéncia,
Q

existe um tnico elemento de E, que denotamos por / f(z)du(x), satistazendo
Q

(x /Q ) due) ) = /Q (L, F(2)) diz),
VL € E*.
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Analogamente, se f € A(R"; E), entdo a integral f dx converge fracamente em F
Q1
quando t — oo, para um vetor, que denotaremos por ][ f dx, caracterizado por
Rn

<L, ][nfdx> _ ]{W@, f) da.

Seja A(R™) uma algebra com valor médio em BUC(R") e X compacto tal que
A(R™) ~ C(X). Podemos ver a algebra com valor médio com valores vetoriais A(R"; E),
como um isomorfismo isométrico com o espaco C'(X, F). Além disso, se g — g é 0 mapa
candnico que sai de A(R™) e chega em C(X), entio o isomorfismo associado a f € A(R"; E)
¢ o mapa f € C(X; E) satisfazendo

(L, f) = (L, [) € C(X),

VL € E*.

VL € E*.

Definimos o espago LP(X; E') como o completamento de C'(K; E) com respeito a norma
| - |lp, definida usualmente por

1/p
1l = ( / ||f||%dm) |

Como de costume, identificamos fungoes em LP como fungoes que coincidem m-q.t.p.
em K.

2.4 Leis de Conservacgao

Nessa secao, vamos definir os conceitos de solucao de leis de conservacao que
trabalharemos.
Para isso, consideremos a lei de conservacao multidimensional escalar nao homogénea

{@u +divF(z,u) =0 em R (2.4.4)

u(0,2) = vo(x) em R,

onde vg € L¥(R") e o fluxo F : R"™ — R" é localmente Lipschitz, isto é, dados
K = K; x Ky CR" x R compacto e A, Ay € Ky, existe L = L(K) > 0 tal que

|F(£L‘, )\1) — F(l’, )\2)| < L|)\1 — )\2|,\V/27 c K.

Considere a seguinte defini¢ao de solugao.
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Defininicao 2.4.1. Uma func¢ao limitada v € L™ (R’}fl) ¢ dita uma solucao entropica do
problema (2.4.4) se

/ [|u—k5|8tg0+sgn(u—k:)(F(w,u) — F(z,k)) - Vo|dtde +
R+
/ sgn(u — k)divF(x, u)pdtdr + / |vo — klp(0,2)dz > 0,
Ri—!—l Rn
VEeR e0<pe CHR™.

Escolhendo f(\) = F(z,A),Vx € R™, em (2.4.4), obtemos a seguinte lei de conservagao
multidimensional escalar homogénea

O+ divf(u) =0 em R,
{ ' fu) " (2.4.5)

u(0,2) = vo(r) em R",
onde vy € L®(R"™) e o fluxo f : R — R"™ é localmente Lipschitz.
Assim, a definigdo (2.4.1) toma a forma.

Defininicdo 2.4.2. Uma funcdo limitada uw € L=(R"™) ¢ dita uma solugdo entrdpica do
problema (2.4.5) se

/Rn+1 [W — klwp + /Rn+1 sgn(u — k) (f(u) = f(k)) - V| dtdr +

/ lvg — k|e(0, x)dx > 0,

VkeR €0 < ¢ e CHR™).

2.5 Medidas de Young duas escalas

A seguinte nocao de convergéncia serd importante para o entendimento do problema
que apresentaremos no capitulo 1. Nesse contexto e a menos que se diga o contrario,
vamos supor que A(R™) é uma algebra com valor médio separével.

Sendo assim, seja K compacto tal que A(R") ~ C(X). Se f € A(R"), denotemos por
f € C(X) a correspondente funciao e m a medida de Radon de probabilidade tal que

- fdo= /K f dm.

Defininigao 2.5.1. Dizemos que (V¥)ren € MV (U) converge duas escalas para v,, €
MV (U x K) e escrevemos v* 2exe Vey, se Vf € C(R) e g € LY(U, AR™))

/(uﬁ,f}g(m,kx)dw — (Vay, f)g(z,y)dmdz.
U

k—o00 UxK
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Para uma 6tima referéncia sobre medidas de Young multiescala, ver [2].

O lema a seguir prova que a convergéncia duas escalas é um fenomeno natural de
sequéncias de medidas de Young limitadas.

Lema 2.5.2. Se (v¥) ey € limitada, entao existe v,,, € MV (U x X) tal que a menos de
2

esc

A . k
subsequencia vy = Vg .

Demonstragdo. 1) Via o teorema 2.1.6, definimos a sequéncia de medidas (p*)ren C
M(R x U x X) dadas por

i, F) = /U<y§,F(-,a;,kx)>d;c,

onde F' € C.(R x U x X).
Afirmamos que (p*)rey € M(R x U x K) é limitada. De fato, seja F' € C.(R x U x X)
tal que ||F||o <1 e como supp(v¥) C [-=M, M], M > 0, obtemos

i F)| < / W, Py, ka))|da < C,

onde C' é uma constante que depende apenas de M e U.

Tomando o supremo no conjunto {F € C.(R x U x K); ||F||l < 1}, pelo teorema
2.1.6, fica provado que |p*|(R x U x X) < C.

Assim, pelo teorema 2.1.9, existe p € M(R x U x K) tal que a menos de subsequéncia
pF — pem M(R x U x X).

2) Provemos que existe v,, € MV (U x X) tal que pp = v, @ L" @ m. Com efeito, para
g € C.(U x X), observemos que

(T4, 9) :/U jcg(ﬂf,y)d(meé/w)(fc,y) :/R g(x,y)du(\, z,y) =

xUXK

lim g(x, kx)dp*(\, z) = lim [ (v,, 1)g(z, kx)dx —/ g(x,y)dmdz,
k=00 Jrxu k=oo Ju UxX

o que prova que T4 = L™ @ m, onde £L" é a medida de Lebesgue n—dimensional.
Entao, pelo teorema 2.1.16, existe v,, € MV (U x X) tal que p = v,, ® L™ @ m.

Agora, basta observarmos que

lim [ (v, f)g(w, kx)dz = lim (", f ® g)

k—o0 U

=, f®9) :/ Ve, [g(z,y)dmdz,

UxX

como queriamos. O
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Nesse novo contexto, consideremos o conjunto

E =E(vyy) = {)\0 € R; v, (A, 00) e Vey(No,00) em L}, (U x fK)} (2.5.6)

O seguinte resultado é uma adaptacao do lema 4 (pag. 215) do trabalho [36]. Tal
resultado mostra algumas propriedades importantes do conjunto F.

Lema 2.5.3. As sequintes propriedades sao vdlidas:

(i) O conjunto E¢ é no mdximo enumerdvel;

.. 2esc -
(ii) Se vk ="v,,, entdo

/Vf()\, o0)g(x, kx)dr — Vyy(A, 00)g(z, y)dmdy, (2.5.7)
U k=00 Juxx B

VAEFE ege LY U AR"Y)).

Demonstragdo. 1) Para cada 0 < g € C(U x KX) N LY (U x X), seja A = A(g) o conjunto
dos pontos de continuidade da funcao p, : R — R dada por

P = [ A )yl ).
UxX

Como p é nao decrescente, entao A° é no maximo enumeravel. Provemos que E° C A°.
De fato, se A\g € A, temos

/ ’Vﬂ«“vy(Aa OO) - Vm,y()\Oa OO)|g(x,y)dmdx =
UxX

/U :K[Vz,y()\; 00) — Vg y( Ao, 00)]g(z, y)dmdz| =

[Pg(A) — pg(No)] e 0.

Agora, como 0 < g € C(U x X)N LY (U x X), entao por um argumento de aproximagao
temos que o limite acima vale para qualquer funcao caracteristica yz, em que Z C U x K
é compacto, 0 que prova que v, (A, 00) = v, (N, 00) em L. (U x X) e que portanto
A € E. Assim, A C E = E° C A, como queriamos.

2) Agora, provemos a convergéncia dada em (2.5.7) para g € C.(U, A(R™)). Para isso,
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sejam \g € ' e h > 0. Consideremos as funcoes

(1se A > Ao+ h,
A—Xo

0, (\) = se Ao < A < Ao+,

L0 se A < A,

(1se A > Ao,

A—Xo+h

o)) = TOJrser—h<)\<)\0,
(0se A< Ao —h

(1se A >0,

o(N) = %se)\:%,

[0 se A <0.

Note que
O —Xo—h) <0, (N) <ON—Xg) <OF(N) <ON—Ng+h),
logo, integrando essas desigualdades com relagao as medidas v/* e v, ,, obtemos
V(Ao + h,00) < (UF0,) < vF(Ng,00) < (VF,07) < (Mg — h, 00), (2.5.8)

)
Vay(Ao + 1, 00) < (Viy, 0;) < Vpy(Ao, 00) < <1/x,y,(9;[> < Vpy(Ao — h.00). (2.5.9)

Denotemos por

@ = [ aigte ko, Qu = [ (o 0g(o. )i
U U

XK

@ = [ i og(o ko e Q= [ v, )yl y)dm
U

UxX -

Como g € C.(U,C(KX)) e \g € E, dado € > 0, existe h > 0 tal que
Q= QI < [ a8 6,90, )
UxX

< 0/ (02, 0F — 07| dmdz < Ce.
UxXK

2esc ~ .
Como v¥ ="y, . entdo existe ko € N tal que

|Q§-_Q+|<66|QE—Q_|<€.

Segue de (2.5.8) e (2.5.9) que

QF << Q"
Q?— fg C? f; C?+w
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logo, pelas desigualdades obtidas acima, temos

|Qk - Q| < HlaX{Qk, Q-f—} - mln{Qlia Q—} <

QL — Q4| +1Q% — Q- +1Q+ — Q-| < 3Ck,

sempre que k > kg, 0 que prova que

/l/f()\o, o0)g(x, kx)dr — Vey (Ao, 00)g(x, y)dmda, (2.5.10)
U

k—o0 UxK
Vg € Ce(U, C(X)).

3) Por fim, passemos a informacgao obtida em (2.5.10) para g € L'(U, A(R™)). De fato,
sabemos que existe (g;)jen C C.(U, A(R™)) tal que g; — g em L' (U, A(R™)).

Assim, para algum j, € N, A\g € E e pelo passo 2), se j > jy, temos

’ / (o, 00)g(x, kx)dz — /U vy (o )i
/ kN, 00) g, k) — g;(x, k)| +

U
/Vf()\o,oo)gj(x,kx)dx—/ Vay( Ao, 00)g;(x, y)dmdz| +
- 95

UxXK

‘/U Kux,y(Ao,oo)[gj(x,y)—g_](:p,y)]dmdx <

QC/HQ ) = 9j(@,)||ocdx +

’/Vf()\o,oo)gj(x,kx)dx—/ Vay( Ao, 00)gj(x, y)dmdz| — 0,
U UxK - k—o0

como queriamos. O

Sejam (5 )gen € MV(U) e vy, € MV(U x K) de tal forma que vF > 1, As
seguintes notacoes vao ser importantes ao longo do texto:

VE9(\, 00) = vE(\, o0)g(x, k)
vI(\, 00) :/ Vey(A, 00)g(z,y)dmdz (2.5.11)
UxX
UN9(z) = vF9(\, 00) — v2(), 00),
Vg € C(U, A(R™)).
O seguinte resultado sera utilizado na construcao da proxima secao.

2esc ~
Lema 2.5.4. Se v¥ =" v, . entdo

UP9d 20 em L¥(U),

VYA€ E ege AR").
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Demonstragdo. Sejam X\ € E e h € L'(U). Pelo lema 2.5.3, temos

/UU/’\“’Q(;E)h(x)dx:/qu()\,oo)g(kx)h(x)dx—/ Vey(A, 00)g(y)h(z)dmdr — 0,

UxK k—o0

como queriamos. O

2.6 Uma variante da H-medida

A H-medida cléssica foi um instrumento matemético introduzido por L. Tartar em [44],
P. Gerdrd em [25] e posteriormente melhorada por E.Y. Panov em [34]. O nome H-medida
se da pelo fato de que as primeiras apari¢coes dessa ferramenta foram em conexao com a
teoria da Homogenizacao. Essa medida ¢ utilizada principalmente no estudo de oscilagoes
e efeitos de concentragoes em equagoes diferenciais parciais nao lineares.

Nessa secao, vamos apresentar uma nova abordagem de H-medida que chamaremos
de variante da H-medida. Tal abordagem leva em consideracao funcgoes teste com
propriedades auto-mediantes. Faremos trés estudos: primeiro provamos a existéncia de
tal medida e fazemos sua conexao com a H-medida cléssica; segundo, damos dois exemplos
de H-medida e discutimos sobre efeitos de concentragao versus a natureza de oscilagao da
H-medida; terceiro, faremos um estudo do suporte da variante da H-medida.

2.6.1 H-medida caracterizada por funcoes auto-mediantes

Considere B%(R™) o espago de Besicovitch associado a uma algebra com valor médio
separavel A(R™).

O seguinte lema ¢é uma construcao feita por nds e servird como guia para nossa

construcgao.

Lema 2.6.1. Sejam U C R" e V C R™ abertos limitados. Para cada g € A(R™) tal que
ll9]|oo < 1, considere uma fungao 'y : Co(U) x C.(V') — C linear com relagdo a g, aditiva
em cada entrada e satisfazendo

Tg(o, )| < CllYllsollel]]gl]2, (2.6.12)
V0 < p € CL(U) e b € Cu(V).

Entao, existem mgy € M(U X V) e hy, € B*(R") tais que

(g @ 0) =Tyf00) = | hewlw)glo)ds (2.6.13)

n

em que Var(m,) < C, onde C € a constante de (2.6.12).

Demonstragao. 1) Para cada ¢ € C.(U) e ¢ € C,(V), como I'y ¢ linear com relacao a g,
utilizando (2.6.12) e o teorema de representacao de Riesz para espacos de Hilbert, existe
hy. € B2(R™) tal que

Ly(p, ) = ][ how(y)g(y)dy.
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2) Para cada ¢ € C(V) e g € B*(R") tal que ||g||zz < 1, considere o funcional
CU) 3 ¢ = Ty(p,9) € C. Como I', é aditiva na primeira entrada e vale (2.6.12),
segue que tal funcional é aditivo e limitado. Logo, pelo teorema de Riesz 2.1.6, existe
p?9 € M(U) tal que

<Iu1/)79’ gp) = Fg<907 ¢)
e Var(u#9) < Cl||w.
Além disso, como Iy é aditiva na segunda entrada, segue que p¥1+¥»9 = V1.9 4 V2.9,

3) Provemos que existe v¥9 € L>=(U) tal que |[v¥9]|o < C||Y]|oo]lg||52 € vale

(9 ) :/Av%g(x)da:, (2.6.14)

VA c U mensuravel.

De fato, seja a € U e r > 0 tal que B,(a) C U. Segue de (2.6.12) que

{179 X)) | < 1] ocl 191 |82 (L™, X, (), (2.6.15)

logo, pelo teorema 2.1.3, existe v¥9 tal que

<Mw, XBr(a)>

[v¥9(a)| := lim
(L™ XB.(a))

r—0

\ < Il

Com isso, fica provado que v¥9 € L®(U) e segue de (2.6.15) e do teorema de Radon-
Nikodym 2.1.4 a igualdade (2.6.14).

4) Para 1,19 € C(V), temos

lewz,g — ﬂwhg + ,uwz’g = o¥19dx + ¥ 9.

Seja D C C(V) enumeravel e denso. Como v¥19, v¥29 € L>®(U), existem Uy, U, C U

de medida total tal que
p¥1t¥2.9 — 1.9 + U¢2,g’

Ve € U NUs.

Se W := ﬂDUj, entao W tem medida total e vale
jE

p¥it¥ig — %9 + Uﬂ’j:g’
\V/.IGWG@ZJZ',?#]‘ eD.

5) Para cada x € W, consideremos o funcional 7Y : D — C dado por T?(v) = v¥9(x).
Segue dos passos 2) e 3) que T¢ ¢ aditivo e limitado. Estendendo T até o fecho, obtemos
T9 : C(V) — C aditivo e limitado. Pelo teorema de Riesz 2.1.6, existe v em V tal que

(vl ) = T2 ()
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e além disso, Var(vd) = ||T7|| < C.

Note que se yo € V, entdo podemos estender o funcional W > z + (v9,4)) para U

utilizando a defini¢ao
_ (vl ¥) =v"9(x) se x € W,
Usx —

(V9,4 = (yo) se x € U — W.

6) Seja mb? 1= v ® L™ € M(U x V). Segue dos passos anteriores que

][ ) how()g(y)dy = Tg(p,00) = (19, ) = / v (z)p(x)de =

U
[ e = [ e = o v)
U U
e além disso, Var(my) < C, como querfamos. ]

Como nosso interesse é obter uma variante da H-medida classica, entao a ideia é utilizar
a mesma construcao feita por L. Tartar em [44], ou seja, nosso objetivo é determinar uma
medida que caracterize o limite

lim ﬂ%U;,g)(w(—%m(—w( ¢ )da (2.6.16)

k—o0 R™ E

onde F ¢ a transformada de Fourier em L?(R"), ¢y, € C(U), ¢ € C(S™71) (S*! ¢ a
esfera unitaria em R"), g € A(R"), p,q € E (E foi definido em (2.5.6)) e U foi definida
em (2.5.11).

A proposicao a seguir trata de uma construgao feita por nds e mostra a existéncia da
medida que buscamos.

Proposicao 2.6.2. Para cada p,q € E e g € A(R"™) tal que ||g]loc < 1, existem

mb? € M(U x S"71) e b, € B*(R") tais que a menos de subsequéncia

(%, (p73) @) = lim ’J"(solUﬁg)(é)?(so_zUé“)(é)w(g)d§

k—o0 R™ E
= ]{{ he! s s (W)a(y)dy,

Vo, 02 € Ce(U) etp € C(S*). Além disso, Var(mb?) < C, onde C depende apenas de
105 %]lso € 1UZ|oo-

Demonstragio. 1) Pelo lema 2.5.4, as sequéncias (UF9)ien € (UF)ren s@o limitadas em
L>U), ¥p,q € E e g € A(R").

Fixemos p,q € E. Para ¢1,p0 € C.(U), ¥ € C(S" ') e g € A(R"), segue da
desigualdade de Holder, identidade de Plancherel, definicao de UI’f’g e o teorema da
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convergencia dominada que

fimow | g<¢1U;,g)(§)m¢(i)dg‘ <

3 2.6.17
11| sol 2] |2 lim sup @ P (1o + { 1o)Pdy)az) < 3O

k—o0

Cll¢llsoll1l2llp2 2119l 52,

0 que prova que a menos de subsequéncia o limite de (2.6.16) existe, podendo depender
dos parametros 1, 2,9 € g.

Mas, como C.(U),C(S"™!) e A(R") sao separdveis, podemos utilizar um argumento
diagonal para extrair uma subsequéncia tal que o limite (2.6.16) exista em um conjunto
enumeravel e denso de fungoes.

Assim, se ¢; € C.(U) (i = 1,2), v € C(S"') e g € A(R"), entdo existem
(‘P;‘)jEN C CC(U) (Z = 1,2), (Q/)j)jEN C C(Snfl) e (gj)jeN C A(Rn) tais que
@’ T pem LX(U) (1=1,2),
Y, — em L®(S" ) e
j—00

g; — gem L¥(R").
j—oo

Dessa forma, tomando a subsequéncia diagonal construida anteriormente, temos que o
limite (2.6.16) existe para quaisquer o1,y € C.(U), ¥ € C(S"!) e g € A(R").

2) Para ¢y € C(S" 1) e p € C.(U), consideremos os operadores A : L*(R") — L*(R")
e B: L*(R") — L?(R") definidos por

§

F(AW) () = (@

Jstie)

Conforme provado em [44] (pag. 4), temos que se C':= AB — BA : L*(R") — L*(R"),
entao
C' é um operador compacto. (2.6.18)

Portanto, voltando em (2.6.16), utilizando o lema 2.5.4 e o resultado (2.6.18), temos a
menos de subsequéncia

lim ?(solU,f’g)(f)?(sD_qu’“)(f)w(i)df=

lim [ ClorUb) (@) (ool @)da +

k—o0 Rn

lim [ o1 (2)a(2) AU, ) (2)Uf (x)d =

k—o0 Rn

lim [ (2 pale) AUS) (@) UE ()

k—o0 Rn
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Mas, como C' é um operador compacto e U]f’g 20 (ver lema 2.5.4), entdo C’(Uzﬁ“’g) I~
—00

0. Dessa forma,

§

tim [ T U5 Tl @ (‘5,

k—oo R™

) de = lim | o1(@)pa(@) AU*) (@)U (@)da.
(2.6.19)

Assim, para cada p,q € E e g € B%(R"), consideremos a menos de subsequéncia a
funcao I : C(U) x C(S" ') — C dada por

Iypipe v) = lim Rn?(%Uﬁ’g)(g)W (lg)5

Segue de (2.5.11) e (2.6.19) que I'h? é linear com relagao a g e aditiva nas duas entradas.
Utilizando (2.6.17) para 0 < ¢ = 3 = /¢ € C,(U), obtemos

05" (@, )] < ClIY[leollpll1lg]]52,

onde C' depende apenas de U.

Portanto, pelo lema 2.6.1, existem mb? € M(U x §*~) e bl € B*(R") tais que

(2 (o1 7) © ) = lim [ F(eUE) (©)F (U E) (ﬁ)da

k—oo Jgn €|

(2.6.20)
= jé he! s s (W)a(y)dy

e além disso,

Var(mb?) < C, (2.6.21)

onde C' depende apenas U.

3) Agora, a menos de subsequéncia, queremos passar a informagao obtida em (2.6.20)
para quaisquer p,q € E. Para isso, iniciemos com V CC U, isto é, V compactamente
contido em U.

A ideia é utilizar um argumento andlogo ao feito por E.Y. Panov em [34] (pég.
217), ou seja, consideremos D = {d;}en C E enumeravel e denso. Para qualquer
D,, = {dj}gnzl C D, segue dos passos anteriores que existem uma subsequéncia e uma
familia de medidas de Radon {m?%}, sep,, definidas em V' x §"~! tais que vale (2.6.20).
Como D,, C D,,,1,Ym € N, podemos seguir com esse processo indutivamente. Logo,
tomando a subsequéncia diagonal (onde os parametros sao k,m € N), podemos passar a
informacao (2.6.20) para quaisquer p,q € D.

Sejam p,po € E e g € A(R") tal que ||g||s < 1. Estudemos o termo ||UF9 — U%9||
onde || - [|2,v ¢ a norma do espago L*(V).
Utilizando que /¥ e Vz, sao medidas de probabilidade, a monotonicidade da funcao
E > pr vF(p,00)g(z)? € R para todo k € N e z € R", a desigualdade de Holder, o
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teorema da convergéencia dominada e o lema 2.5.3, note que

lim sup HUZ’f’g — Uz’f(;g||§,v <
k—o00
2

Cligﬁgp/v {uﬁ(p, o0) —yg(po,o@]g(kx) Qo+
O/v ][n [vm(p, o) — ’/w(vaOO)}g(y)dy 2dx <

2C' lim sup / (l/f(p, 00) —Vﬁ(po,oo))g(ka:)Qd:I: +
k—o0 Vv
1 2
¢ [1( st - V:cy(PoaOO)Pd?J) lollse| do <
201l / £ nal.00) = vy o )y
Assim, como ||g||s < 1, temos
limsup [|U;9 — Up?|[3 < 2C / [Vay (D, 00) = Vi (po, 00)|dydz,
k—o0 vV JRn»
logo,
lim limsup ||U}9 — U953, = 0. (2.6.22)

P=P0  k—o0

Agora, para p,q € F, definimos

FEa)i= [ Fotin©Tain@s () vhen

Se (p,q), (po,qo0) € E x E, entdo

ng(p7Q)_F;(p07QO) =

[ (ol (e
[l )

logo, utilizando a desigualdade de Holder e a identidade de Plancherel, temos

|Fy (p,q) — Fy (po, qo)| <

|91 oo 92 [oc| |4 ]oc (I|U§’g = Ul 10l + 1107 — Ué“ol\z,vllU'“gsz)

Segue do lema 2.5.4 que ||US9]|o, |[|[UF||o < C. Dessa forma, utilizando que V cC U
e (2.6.22), obtemos

lim hmsup|F (p,q) — ng(po,qo)\ = 0. (2.6.23)

(»,9)—=(P0,90)  k—o0
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Note que se (p,q) € E x E, entao existe ((p;, q;))jen C D x D tal que (pj,q;) — (p,q).
j—o0

Segue dos passos anteriores que

lim Fy(pj, q5) = (mpr®, p ®¢), ¥j €N.

Dessa forma, como FF(p,q) = (Fy(p,q) — Fy(pj,q;)) + F;(pj,q;), entdo utilizando
(2.6.23), obtemos

limsup Fy(p,q) = lim limsup(F} (p, q) — Ff(pj,qj))Jr lim lim sup F) (p;, ;)

k—o0 J=00 koo =0 k—oo

= lim (mg'®, ¢ ® ¢).

Analogamente, temos
lim inf F5'(p, ) = lim (m7, 0 @ ¢),

donde concluimos que existe

Fy(p, q) = lim F(p,q). (2.6.24)

Assim, pela construcao acima, obtemos

lim (Fy(p, q) — F(ps,q;)) = lim lim (Fg(p, q) — F5'(pj, ¢5)) = 0,
o que prova que a fungao Fy : £ x E — C definida em (2.6.24) é continua uniforme com
relacao a g € A(R") tal que ||g||e < 1.

Por fim, segue de (2.6.21) que Var(my’¥) < C,V¥j € N. Logo, pelo teorema da
convergéncia fraca de medidas 2.1.9, existe v € M(V x S*71) tal que my’®

—\ V.
]—)OO

Assim, pela continuidade da funcao F, segue que

= ]lggo lim Fg'(pj, ¢;)

= lim (mli%, p @)
j—00

= (L)

Portanto, fica unicamente determinada a medida mb? :=v,Vp,q € E.

Conclufmos disso que existe uma familia de medidas de Radon {mb?}, ;cr definidas
em V x S*! tal que a menos de subsequéncia satisfaz

(o o) = lim | FUR)ETRUR @ (f)dg— i watas

4) Para finalizar, consideremos uma sequéncia de conjuntos (V;);en tais que para cada
JeEN, V; C VeV, CCU e além disso 'UNV} = U. Pelos passos anteriores, para
je
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cada j € N, existe uma familia de medidas {m} 5}, er em V; x S™~! tal que a menos
de subsequéncia valem (2.6.20) e (2.6.21). Assim, para valer todos os passos anteriores,

escolhemos para cada j € N as subsequéncias k {Ufp’g }oeE, {qu}qe £. Note que Ué’_’il)p

, L k
¢ uma subsequéncia de U j;;g e o mesmo vale para U fq.

S »q J— p,q y 3
Dessa forma, como V; C Vjiq, entdo myl, [y, xsn1 = my§,Vj € N Assim, para

quaisquer p,q € F fica unicamente determinada uma medida mp? em U x S»~! dada por

_ prq -
il s =i j € N

Assim, concluimos que existe uma familia de medidas de Radon {m?7}, ;cp em U xS"~!
tal que a menos de subsequéncia satisfaz (2.6.20) e (2.6.21).

]
Note que fazendo g = 1 na proposicao 2.6.2, recuperamos a H-medida classica
introduzida por E.Y. Panov em [34]. Segue o enunciado de tal resultado.

Corolario 2.6.3. Eriste u?? € M(U x S™™Y) tal que a menos de subsequéncia

(1, orpr &) — Tim ?<¢U§><5>?<_¢U5><_»s>w(i)d@

=l
k—oo JRrn €]
Vp,q € E, onde ¢y, 05 € C.(U) ep € C(S").
Em [34] (pag. 225), E.Y. Panov deu uma importante aplicacao da H-medida dada pelo

corolario 2.6.3. Tal resultado nos vai ser 1til no proximo capitulo e ja vamos deixa-lo
enunciado aqui.

Teorema 2.6.4. Sejam U C R™ aberto e o = (o1, ,0,) tal que p; € CH(U x R),
Vi=1,---,n. Suponhamos que (V¥)reny C MV (U) satisfaz

div</oo sgn(A — p)(p(z, \) — p(x, p)) duf()\)) <0emDU),VpeR

e Pl é a H-medida gerada por (V¥)pen. Se uP? = 0,Vp,q € E, entio a menos de
subsequéncia, {V;j}kzl converge fortemente.

2.6.2 Efeitos de concentracao versus natureza de oscilacao da
H-medida

Nessa secao faremos dois exemplos: o primeiro é sobre a H-medida gerada por
funcoes periddicas e o segundo é sobre a H-medida gerada por funcgoes estacionarias.
Aproveitaremos tais exemplos para discutir sobre os efeitos de concentracao gerados em
cada caso e também para discutir sobre a natureza de oscilacao das H-medidas geradas.

Exemplo 2.6.5. H-medida gerada por uma fungao [0, 1)"—periddica.
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Em [44] (pdg. 9), encontramos um exemplo de H-medida gerada por uma fungao
[0, 1)"—periddica. A seguir, trataremos de um exemplo andlogo, mas com uma abordagem
diferente. Segue a construgao que sugerimos em quatro passos:

1) Seja u € C(R™,C([0,1)") tal que / u(z,y)dy = 0 para q.t.p. z= € R"™

[0,1)n
Consideremos u(z) := u (:c, %) , Ve > 0. Nosso interesse ¢ estudar a H-medida associada
a sequéncia {uefeso-
m
2) Suponhamos inicialmente que u(z,y) Z a;j(z)b;(y), onde a; € §(R™) com

j=1
supp(F(a;)) compacto e b; € L*([0,1)"),Vj=1,--- ,m

Como b; € L*([0,1)™), entao

D=3 et

k40
onde b;j sdo os coeficientes de Fourier no contexto [0,1)"—periédico para cada j =
1,---,m. Assim,
m
y) =D ai(2) Y bixe™™*,
j=1 k0
e portanto

= in: Z bjﬁdj( 2Mk € VE > 0.

j=1 k=0

Seja ¢ € $(R™) tal que supp(F(p)) é compacto. Por propriedade da transformada de
Fourier, note que

0 = 3T >=izww>(f—§)

=1 k=0 j=1 k=0

e como F(a;p) = F(a;) * F(p), entdo supp(F(a;)) é compacto, Vj =1,--- ,m.
Sejam R; = max{|{[;{ € supp(F (ajgo))} R = max{Rj;j =1,---,m}. Temos
supp(F(a;)) € Br(0) e supp(F(a;0))(- — %) C Br = :
1
Como a diferenca entre os centros de duas bolas ”consecutivas”é da ordem de —, entao
€

1
para ky, ko € 7", ky # kg, tome — > 2R para obtermos
€

upp(F () (- — ) supp(Fase)( — L) =0, V=1, m

Assim, para € < , garantimos

2R

> biaF(ajp) 5——

k0

2 (2.6.25)

k
}jwmﬂ (ae)e -5

k0
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Vi=1,---,m.

1
Parae < — R L € C(S"1), utilizando (2.6.25), a convergéncia de tal série em L2([0, 1]")
e a mudanca de varidaveis n = £ — ; obtemos
2
§
(& ( dg
€]

[ st )de /

j=1 k#0
:ZZ|bj,k|2/ ' (ajp)(

E)d
§
» ol (i

3 S b [ Sl - 5) Fap)(¢ - 1)o7 ) de

Zijkff ajo)( k)

glﬂlk;«éo
d ¢
_ bl ' a;0)( ( )dg
Z,;O " / ’ €]
e — k k
305 bl / Flayo) (e — D)Fap)e - By (i)ds
Ji=1 kA0 R € € |§|
; o [ ooy )
- ——— [ en+k
#3035 bl | s Fara g (2
J#l

Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada e a identidade de Plancherel

i | e @ () de -

e—0
Z¢(|k|>/ (Z'bﬂk'”% |2+mebmaj <>)|<,o< 2z =
w - ]jl#zl

()] da.

i k0 (T

> (m) L

k0

Logo, para ¢ € 8(R™) tal que supp(F(y)) é compacto e 1p € C’(S”fl) fica provado que

lim | 15 (uep)(©) (m)di Zw( )

k0

(z)|?dz.  (2.6.26)

ka]

3) Provemos que vale a informac@o obtida em (2.6.26) para ¢ € C.(R") e a; €
Cc(Rn)7v] = 17 e, Mm

Para isso, sejam g € C2°(R") tal que g(0) = 1 e f = F!(g). Para cada § > 0, seja
x

i) = 5 0(5) e g = fei
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Note que 5 € $(R™) e como F(ps) = F(fs) - F(g), entao

supp(F(ws)) = supp(F(fs)) C supp(F(f) C supp(yg),

ou seja, supp(F(yps)) é compacto. Além disso, s — ¢ em L*(R™), isto é, dado n > 0,
existe dy > 0 tal que se 0 < § < dy, entdo ||ps — @[3 <.

Logo, para 0 < 6 < dg, utilizando a identidade de Plancherel e o fato de que {uc}eso é
uniformemente limitada, temos

F(0)(€) — Flueos) (€)] @z)(m)dg <

]Rn
C [ |u(@)]?|(¢p — ¢s)(z)Pdr <
RTL
Cllp — sl|3 < Cn,

Ve > 0, ou seja,

i | 0060 ) =t [ i oo

Por outro lado, pela convergéncida da série em L?(R"), pelo teorema da convergéncia
dominada e pela identidade de Plancherel, segue que

gty [ [57u5) €) ¢<m)d5_
i) L2
> (i |)/

k0

)|2d;1: =

ik (T

(z)|*da.

i k0 (@

Note que com uma construcao andloga, podemos aproximar fungoes a; € C.(R™) por
sequéncias de funcoes {a§}5>0 C 8(R™) tais que Supp(ffa‘;) é compacto, Vj =1,--- ;m.

Assim, para ¢ € C.(R"),a; € C.(R"),Vj=1,--- ;me € C’(S”_l) fica provado que

lim [ 19 (uep) (€ >|¢(,§|)5 Z@D(W)/

k+£0

(2)Pdz.  (2.6.27)

i k@ (T

4) Agora, se

A= { > aj(x)bi(y);a; € Co(R") e by € L*([0,1)"),Vj =1,--- ,m, m € N},
j=1
entdo como A ¢é denso em C(R™, C([0,1)") na norma de C(R™, C([0,1)"), entdo dados
u e C(R", L'([0,1)"), K C R" compacto e n > 0, existem {us}s=o C A e dy > 0 tais que
se 0 < 0 <y, entao
|us(, y) — ulz, y)| <7
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para q.t.p. z € K ey € [0,1)".

Como u(z,-) é [0,1)"—periddica, temos

i =aoE) o 2= 2] ¢ 2]) = 1))

com £ — [Z| €[0,1)".

Entao, para 0 < d < dy, vale que

|u(5’6(1}) - u€($)| <n
para q.t.p. z € K e qualquer € > 0.

Se ¢ € C.(R"),¢ € C(S"!) e K = supp(yp), entao para 0 < § < &, obtemos

R”

!ﬂW4MQ—ﬂW@@W¢QZ>%_

¢ [ Jusulo) = ula)Plo(o)Pds <
C/K |us.e(z) — (uc(z)|*dr < CKn?,

Ve > 0, ou seja,

6—0e—0

imting [ 19500 5 s =i [ [5up©lo () de

€] €]

Por outro lado, pela convergéncia da série de Fourier em L%*(R™), pelo teorema da
convergencia dominada e pela identidade de Plancherel, obtemos

lim lim \ff(u(se@)( )|2906(§)d§ =

6—0e—0

?L%Zw(m)
(i )Ayﬂwmﬂm%a

k=0

2
)| lps()|*dx =

onde v () sao os coeficientes de Fourier de u(z,-) € L*([0,1)").

Assim, pelo coroldrio 2.6.3, sabemos que existe uma medida de Radon p em R™ x S*~!
tal que

2 _
(1 ol © ) mg/|?uw )|¢Qﬂ)&

e portanto pu = Z(]yk()]ﬂ]") ® 5‘%, onde L™ é a medida de Lebesgue n—dimensional.
k£0
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Observacao 2.6.6. O efeito da concentracao do exemplo acima, sugeriu a E.Y. Panov
em [33] (Lema 3.1), que se u é a H-medida gerada pela solu¢ao de uma lei de conservagao
com dado inicial periédico, entdo supp(u) C R x Sy, onde

~

Soz{%egn; O#é:(T,f),TEReer"}.

Isso permitiu ao autor concluir que a propriedade de decaimento é obtida apenas
exigindo a condi¢ao de nao degeneracao sobre 7", isto é:

Para todo (0,€) € R x Z" — {(0,0)}, a funcao R > A — X+ - f(N)

nao € constante em intervalos nao degenerados,

o que pode ser observado em [33] (pdg. 998).

Observagao 2.6.7. Seja B*(R") o espago de Besicovitch associado a AP(R™). Se
f € B3(R"), entdo os coeficientes de Fourier de f tomam a forma

ay = f(x)e ™ dy, X € R™.
R

O congunto Sp(f) = {A € R™; ay # 0} € dito espectro de f. Foi provado por A.S.
Besicovitch em [5] que Sp(f) é no mdzimo enumerdvel.

Dessa forma, como foi feito mo exemplo anterior, pode ser mostrado que se f €
C(R", AP(R")), entdo a H-medida gerada por f toma a forma

p= 3 (oK@,

0#AeSp(f)

Sejam f € AP(R"™) e H(f) o menor subgrupo aditivo de R™ contendo Sp(f). Sabe-se
que H(f) é enumerdvel sempre que é diferente do subgrupo trivial.

No trabalho [36], que diz respeito ao decaimento de solugoes de leis de conservagao com
dado inicial ug € AP(R™), E.Y. Panov sugeriu a sequinte hipdtese de ndao degeneragdo:

Para todo 0 # £ € H(ug), a fungio R A — &+ f(N)

nao € afim em intervalos ndo vazios.

O que nos permite concluir que a hipotese minima sobre a nao degeneracao € ditada
pela natureza da oscilacao.

Observacgao 2.6.8. Devido aos comentarios feitos acima, pode-se observar que o efeito
atomico da H-medida pode ser estendido até o espaco das funcoes fraco* quase-periddicas
W*AP(R"). No entanto, foi provado em [{1], que existe uma vasta classe de oscilagoes
que vao além do ambiente W*AP(R").

O exemplo a seguir foi uma construcao feita por nds e tem o intuito de mostrar que
quando consideramos tipos de oscilagoes além do ambiente W*AP(R™), entao pode ocorrer
do efeito de concentragao atomico da direcao de oscilagao da H-medida ser perdido.
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Exemplo 2.6.9. H-medida gerada por uma funcao estaciondria discreta.

Segue uma construgao desse exemplo em oito passos:

1) Consideremos o conjunto {—1,1} e a medida de probabilidade u({—1}) = p e
pu({1}) =1—p, onde 0 < p < 1. Sejam Q2 = {—1,1}2", v a medida produto e (Q,2% v) o
espaco de probabilidade associado.

Nesse espaco, consideremos o sistema dinamico ergodico 7 : Z™ x 2 —  dado por
Th(wj)jezn = (Wj+k)jezn-
Seja 0 < g € C(R™) tal que supp(g) C [F,3) € ||g]]s0 < 1.
Definimos f : R* x @ — R™ por f(z,w) = > w;g(x — j). Afirmamos que f é
Jezr

estaciondria discreta.

De fato, se k € Z", entao utilizando a mudanca de variaveis m = j — k, obtemos

fla+kw) = ijg(:v—l— k—j)= Z Wintkg(z —m) = Z Tewmg(x —m) = f(z, w).

jezZ meZ™ mezr

Note que

, pelo Teorema de Birkhoff 2.2.5, temos

f(é’“)SOE{/[_lé)n fy, -)dy] =0 em L, (R").

: _ 1
Assim, se p = 3

2

Para cada w € (2, nosso interesse é estudar a H-medida associada a sequéncia

{f (5 @W)}eso-

2) Sejam ¢ € C.(R") e v € C(S"!). Fazendo as mudangas de varidveis y = z +7je
€
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n = €, temos

[ U Cwners ( ¢ )da -

§
2'rL 2 . 5

J;an [ 6+ P ( & s+

Y [ g pplet 4 ) TGTA T DT 5 ) =

Y lsl? [ 15aptel - immPo( 2 Jans

~- )
jgnijl/ 2T€DF (g( (el + 7)) (1) Fg()plel- +l)))(”)¢(|z—|)d77 _
(A + BY). 6

3) Afirmamos que E[B¢] = 0, Ve > 0.

De fato, para j # [, sabemos que w; e w; sdo independentes e como

1 1
Elw;] = —5 + (1 - 5) =0,Yj € Z",

obtemos
Elw;w| = E[w;]E[w] = 0.
Supondo ¢ € C}(R™), note que a série que aparece em B¢ na verdade ¢ uma soma

finita e pela linearidade da esperanca, obtemos E[B¢] = 0, Ve > 0, como queriamos.

Assim, como |w;| = 1,Vj € Z", segue que

B [ sucwne >|w(|€|)d5}—e
i oo ()] -

JEL™

S

4) Suponhamos que supp(¢) C [—R, R]™. Note que se

entao
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esex € [-R, R]", temos
€| < lej —a| +]z] < evn+ R,
ou seja, |j| < v/n+ £
Com isso, temos que

D= ¥ [ et iere( )

ljil<vn+E

5) Como ¢ € CH(R"), entao |p(ex + €j) — ¢(ej)| < Celz|. Dessa forma, utilizando tal
informacao e o passo 4), obtemos

> [ elet+ 00O - Soste)(©) w(m)ds <

|J|<\f+R

ce 3 [ lg@Pleten = i) — ples)da <

ljl<vn+ 2
co Y[ leler—e) - plei)Pde <
TENE il

Ce" E e < C"(e\/n+ Re) = Ce" ey/n + 1) =, 0,
e—
il <vn+E

0 que prova que

i e 3 [ 15t P )de -

NENVE €
i [ P ©R ()
gl< v+

Assim,

i 0= ([ 5@©re(G ) (i X eletanr)

I\jIS\/ﬁ+§
-(Lrowrs()e) e

6) Fagamos um estudo de E¢. Para isso, particionamos [—R, R|" D supp(p) em cubos
de vértice €j, aresta € e tal que |j| < /n + %.

Assim, se P; € o j-ésimo cubo de volume €", temos

Sl = D Vol(P)le(ed)l,

lil<vn+& |J|§f+’§
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que é a soma de Riemann da fungao |¢|?, ou seja,

: € 2
lim B = [ [p(x)Pdr.

Rn

7) Agora, utilizando coordenadas polares, a mudanca de varidveis n = E e o teorema

de Fubini, obtemos

EOGRE (é)@—

43 dp =
o ’wQa> p

[
/ /S )(pm) P4 (n)p" 1K Ndp =

n—1

/S [/0 ¥ (9)<pn)|2p”—1dp]¢(n)d9cn—1 -
/Sn—1 v(n)y(n)dH",

onde v(n) = [°|1F(g)(pn)|?p"  dp.

Assim,
lim €"F° = (/ V(n)w(n)dﬂ{”_l) . ( |g0(ac)\2dx).
e—0 S§n—1 Rn

8) Juntando todos os passos anteriores e utilizando o teorema da convergéncia
dominada, concluimos que

§
€l

—5|( [ vwwmae) ([ jepa) |

Para cada w € , pelo teorema 2.6.3, existe uma medida de Radon i, em R" x S*~1
tal que

e—0 e—0

i 8| [ 150 C whe©Fw () de] = tim Bl ] = By

Bl ol o 0)] =ty B| [ 15 Cwle©Ps (5 ).

o que prova que E[u,] = L ® (vdH"1).

2.6.3 Estudo do suporte da variante da H-medida

O que faremos nessa secao ¢ estudar o suporte de mf? no caso em que g é uma fungao
especifica. Tal estudo serd feito no caso peridédico por simplicidade e clareza de ideias,
mas tal construgao também pode ser feita no ambiente quase-periddico.
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Tal estudo é andlogo ao feito por E.Y. Panov em [36], no entanto temos a variavel ¢ a
mais para controlar.

Iniciemos fixando ¢ € E e yy € [0,1)" e para d € (0,1], escolhemos g = xp,(y,) €

definimos m5 = mP4 .
XBs(yo)

Consideremos L(p,d) C R™ o menor espago linear tal que

supp(m§?) C U x L(p, 9).

Sejam [(p,d) = dim L(p,d) e po € E e § € (0, 1] tal que

[ =1(po,do) = 111}&2{ l(p,9).

5€(0,1]
Lema 2.6.10. Para cada ¢ € E, a fungio E > p — m? € M(U x S*° 1) € continua

uniforme com relag¢do a 6 € (0,1].

k.xm
Demonstragcao. Fixemos as notagoes xp;(y,) = Xs € Up svo) — Ulf";.

Sejam 1,00 € C.(U) e ¢ € C(S"1) tais que ||o1]]oos ||@2]]o0, |1U]le < 1. Se
¢ € C.(U xS" 1) e p,py € E, utilizando a proposicao 2.6.2, a desigualdade de Holder, a
identidade de Plancherel e o fato de que (U})gen é limitada em L>(U), temos

‘ /[0,1)” [h{;q(y) - hgoq(y)} Xa(y)dy’ =
/ n?({U}f"s—Uﬁf] ¢1>(€)W (|§|) dg‘ oo

[[¥1]ool[@1][oo] 2] ]oo lim \IU§|\2|!U§’5 —Upll2 <
C lim [|U}° - U“||
k—o0

lim
k—o0

Um estudo andlogo ao feito no passo 3) da proposigao 2.6.2, mostra que

3
hmsup||Uk‘5 U’“S||2 (205”// |V (P, 00 l/mvy(po,oo)|2dydx>
01)"

1
< <20// |Vay (P, 00) —V%y(po,oo)ﬁdydx) )
v Jjo,1)m

Voltando em (2.6.28) e utilizando a proposi¢ao 2.6.2, obtemos

(2t — i, )| < (20 / /[ | |vx,y<p,oo>—ux,y<po,oo>|2dydx) .
)™

Logo, tomando o supremo no conjunto {¢ € C.(U x S"1); ||¢|loc < 1} e fazendo
p — po, obtemos
lim sup Var(m§? —mi") (U x S"') =0,

P=P0 §5¢(0,1]
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como queriamos.

Para algum r > 0, fixemos as notagoes

Vi(po) ={p € E; [p—po| <7}

Vi(00) = {6 € (0,1]; [0 —do| <r}.

O seguinte lema é uma adaptagdo do lema 2 (pdg. 733) do trabalho [36]. Tal
resultado diz respeito a invariancia do suporte da medida m4? em uma vizinhanca do
ponto (pg,d) € E x [0,1).

Lema 2.6.11. Eziste v = ~y(po) > 0 tal que
L(p7 5) =L:= L(p0750)7
Vp € V,(po) € 6 € V4 (8).

Demonstracao. 1) Para r > 0, seja L, = N L(p,?).
peVr(po)
€V (80)

Afirmamos que existe ro > tal que L= L, C L,¥r € (0,ry]. De fato, se r < 1y,
entao L,, C L,,, mas como dimL =[] < co e L, C L, entao dimL, < [[Vr > 0 e
portanto deve existir tal rqg > 0, pois caso contrario, obteriamos L, tal que dim L, > [.
Sejam =dim L = m < [.

Queremos provar que m = [. Com efeito, suponhamos por absurdo que m < [. Dado
e > 0, pelo lema 2.6.10, existe v = y(po) € (0,70] tal que

Var(m§? — m*) (U x S"71) < -, (2.6.29)

[NRINe

Vo e (0,1].

Consideremos L{, = L. Pela definicao de L., podemos escolher (py,d1) € V,(po) % V;(dp)
tal que dimi(p1,d;) < . Se L} := Ly N L(p1,d1), entdo L) € L. Agora, sejam
(p2,02) € Vi(po) x V4(do) tal que diml(ps,d2) < diml(py,01) e Ly := Ly N L(pa, d2),
ou seja, Ly, € L}. Como | < oo, seguindo com o processo acima, existe k& € N tal que
I(ps, 6;) <1(pi1,0i1) e Ly € L, Vi=1,---  k, onde L}, = L.

Pela definigao de L(p;, d;), temos
supp(mj?) C U x L(pi, 0;) = Var(mg*)(U x L(p;, 0;)°) = 0. (2.6.30)
Para ¢ € C.(U x L(p;, 6;)°) tal que ||¢]|o < 1, pela desigualdade de Hélder e pelo fato
de que §; € V,(éo), temos

[(m," — mi", o)| =

/ hg* (y)dy
Bsy (yo)—Bs, (o)

) 1
< 1h5 7 l2| Bsy—s: (yo)| 2
< Ol — ;7 <2072 <

€
a)

[\
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0 que prova que

Var(mld —m)(U x L(p;, 6)°) < % (2.6.31)
Assim, utilizando (2.6.32), (2.6.30) e (2.6.31), temos
Var(mg")(U x L(pi, 6:)°) < Var(mg® —mg?)(U x L(p;, 6:)°) +
Var(mg? —mg*) (U x L(pi, 6;)°) + Var(mg*)(U x L(p;, 6;)°) =
Var(mis® = mE9)(U x Lipi,6)%) +
Var(mf;;q p’q)(U X L(pi,6;)) < e,
isto é,
Var(ms?)(U x L(pi, 0;)°) < e, (2.6.32)
sempre que p; € V,(po) e §; € V,(0p),Vi =1,--- k.
Como . .
IN/ =LN DIL(p“ (51) = [N/C =L°U EJIL(pZ, (SZ')C,
obtemos
Var(mg*) (U x L) <
Var(ms?)(U x L) + ZV(LT o) (U x L(pi, 6;)°) < ke
ou seja,

Var(mg*)(U x L) =0 = supp( ms?) C U x L.

Como L é o menor espaco linear que contém o supp(mj Oq), entdao L = i, absurdo.
Portanto, m = (.

2) Note que se p = [, entdo L C L(p,d),Vp € V,(po) e § € V,(dp). Mas, como L tem a
maior dimensao desses espagos, entdo L = L(p,0),Vp € V,(po) e § € V,,(dp).

O

Observacgao 2.6.12. Uma consequéncia imediata desse lema € que se 6; € (0,1] € tal que
l(po, 01) =1, entao l(py,0) =1,V € V,(61).

Lema 2.6.13. Se X = {6 € (0,1]; U(po,0) =}, entdo X = (0, 1].

Demonstrac¢ao. Afirmamos que o conjunto X é aberto e fechado na topologia de R. De
fato, segue da observacao 2.6.12 que X é aberto. Para provar que X é fechado, seja

(0m)men C X tal que 0, — §. Assim, existe mg € N tal que 0,, € (6 — 3.0+ %) 0 que

nos sugere que 6 € (O, — ¥, 0m + ), Vm > mg. Nesse caso, I(pg,d) = [, o que prova que
0 € X e que portanto X é fechado. Por conexidade, vale o resultado. O
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Lema 2.6.14. Temos que L(p,d) = L,Vp € V,(po) e d € (0, 1].

Demonstragao. Pelo lema 2.6.13, temos L(p,d) = L, Vp € V,(py) e 6 E V(o). Seja
01 € V,(0p) bem préximo de dp + v (dado m € N, basta tomar 6; = dy + (m— 1)7).

Sabemos que L(p,d1) = L, Vp € V,(po), entao I(p, d1) =, Vp € V,(po). Mas, pelo lema
2.6.13, temos I(p,d) =1, ¥p € V,(po) e 6 € V,(01).

Como a dimensao [ é preservada Vo € [01,01 + ) N (0,1] e vale que L(p,d) = L,
Vp € V,(po) e 6 € [01,61 + ), por intersecao, obtemos L(p,d) = L, Vp € V. (po) e
d € [01,01 +7)N(0,1]. Seguindo com esse processo finitas vezes, ja que |(do — 7, 1)| < oo,
obtemos L(p,0) = L,Vp € V,(po) € 6 € (6o — 7, 1].

Analogamente, temos L(p,d) = L,Vp € V,(po) e 6 € (0,dp — ), como queriamos.

Sejam
L(p,6) = L(p,6) + iL(p,0) C C

R(p,0) = {(m5?, ¢&); p € C.(UxS" ) eseS '} cC.

Lema 2.6.15. Vale que R(p,d) = L(p,?).

Demonstracao. Para v € C", temos

(m5?, ¢€) - v = (mf?, € - v),
Vo € Cu(U x S™ 1) e € €SP 1,

Assim, v € R(p,0)* <= v € L(p, §)L, o que prova que R(p,0) = L(p,d), como
queriamos. O

Juntando as informacgoes provadas nos lemas anteriores, obtemos:

L(p,8) = L e R(p,8) = L,¥p € V,(po) e 6 € (0,1]. (2.6.33)
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Capitulo 3

Um Critério de Pré-Compacidade
Forte e a Homogenizacao de Leis de
Conservacao de Fluxo Nao
Homogeéneo

Nosso objetivo nesse capitulo é obter a extensao de um resultado de pré-compacidade
forte provado por E.Y. Panov em [36], onde nossa extensao trata do fluxo nao homogéneo
e oscilatorio. Além disso, faremos duas aplicacoes desse resultado. Utilizamos como
referéncia os trabalhos feitos por E.Y. Panov [36, 34, 31].

Segue o enunciado do primeiro resultado desse trabalho:

Teorema 3.0.1. Sejam U C R"™ aberto e f : R" x R — R" satisfazendo as hipdteses
(1.0.2). Se (Vi)ren C MV (U) satisfaz

div</<>O sgn(X — p)(f(kx, \) — f(ka:,p))dl/f()\)) <0 em D(U),Vp €R,

entao existe v, € MV (U) tal que a menos de subsequéncia, vF

— V.
k—o0

Uma aplicagao imediata do Teorema 3.0.1 é um resultado semelhante ao provado por
Panov em [36] (pag. 739). Segue tal resultado como coroldrio.

Corolario 3.0.2. Sejam U C R"™ aberto e ¢ : R — R"™ satisfazendo as hipdteses (1.0.2).
Suponhamos que (VF)ren C MV (U) satisfaz a desigualdade

v [ s = D) = o) EW) <0 em D)Wy € R

Entdo, a menos de subsequéncia, (v¥)r>1 converge fortemente.

Observacao 3.0.3. Em [36] (pdg. 739), E.Y. Panov provou o coroldrio 3.0.2 para o caso
em que o fluro ¢ : R — R™ € apenas continuo. Esse resultado serd de suma importancia
na demonstracao do teorema 4.0.1 do proximo capitulo.
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A segunda aplicagao do teorema 3.0.1 é sobre a homogeniza¢ao do problema

Oy, + div f(f, u6> =0 em R},
€
(3.0.1)
uc(0,2) = up (x, E) em R".
€

onde {u}eo C L=(R%™) é uma sequéncia de solugdes entrépicas, o fluxo f : R* xR — R"
satisfaz as hipéteses (1.0.2) e ug € L>®(R"™, AP(R")).

Segue tal resultado na forma de corolario.

Coroldrio 3.0.4. Seja {uc}eso sequéncia de solugoes entropicas do problema (3.0.1).
Suponhamos que o fluro f : R*™ x R — R" satisfaz as hipdteses (1.0.2) e ug €
L=(R™, AP(R")). Entdo, existe u € L®(R’™) tal que

Ue —>O u em L}OC(R”),

€—>

onde u € solucao entropica do problema

o+ divf(u) =0 em R™M,
{ ' /) * (3.0.2)

u(0,2) =ug(x) em R",

em que IO = f Ny (o) = f unle iy

n

Vamos precisar de alguns resultados auxiliares para fazer a demonstracao do teorema
3.0.1. Segue o enunciado e a demonstracao de cada um deles.

3.0.1 Resultados auxiliares

Consideremos X o compacto tal que AP(R™, C}(R)) ~ C(X, CL(R)).

Lema 3.0.5. Seja a : R" — R"™ tal que a(-,0) é Lipschitz uniforme em 6 € R. Além

disso, suponhamos que
a; € AP(R™, C(R))

0.a; € AP(R", Cy(R)) (3.0.3)
89ai € AP(R”, Ob(R>>,
Vi=1,---,n. Entao:

i) Para cada z € R" e § € R, existe uma fun¢io X(-,z,0) : R — R" solucao do

problema
dX
— =ua(X,0
dt a( Y )
X(0,2,0) =z

satisfazendo a propriedade: set € R e ¢ satisfaz (3.0.3), temos o(X(t,-,-),) €
AP(R", C}(R));
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i) Para cada 6 € R, o fluvro X gera um sistema dindmico continuo T? : R x X — K
satisfazendo a propriedade: se t € R e ¢ satisfaz (3.0.3), temos p(T"(t,-),-) €
C(X, Cy(R)).

Demonstracao. 1) Consideremos

Y = {f € C(R™RY); f(2,0) — 2 € LOO(R”“,C,}(]R))"}.

Note que se f,g € Y, entdao f — g € L®(R"™ C}(R))" e portanto faz sentido definir a
métrica dy : Y x Y — [0, 00) dada por

dy(f,9) = sup|[f(z,-) = 9(z,)lley-

z€R™

Agora, dado T' > 0, defina F = C([-T1,T],Y) ¢ a métrica d : E x E — [0,00) dada
por
d<f7g) = Ssup dY(f(t7)7g(t7))

te[-T,T]

¢
Definimos Xy(t,2,0) = =z, Xi(t,z,0) = =z + / a(Xo,0)ds e indutivamente
0

t
Xi1(t, 2,0) = z —I—/ a(Xy,0)ds, Yk € N. Por simplicidade, vamos utilizar a notagao

0
Xk = Xk(, Z, 9)

Assim, se L > 0 é a constante de Lipschitz (independente de 6 € R) referente ao campo
a e ||al|oo, ||020]| 00, ||Opal|o < C, observemos que

¢
| X7 — Xo| = ‘/ a(z,0)ds| < Ct,
0

(CT)
2

t t 2
|X2 — X1| = / [&(Xl,g) — a(X(),9>]dS S L/ |X1 — X()|d8 S CL% S
0 0

e indutivamente

(CT)*
P

X, — Xp| < (3.0.4)

Vk € N.
t
J& que X(t,2,0) =0, X{(t,2,0) = / [0,a(Xo, 0) X{, + Opa(xg,0)]ds e indutivamente
0
t

Xl,c<ta 2 9) = [aza’(Xk—h Q)XI;—I + aQCL(xk—ly 0)]d8, temos
0

| X1 < Ct,

t tZ
X3 < 0/ X{Jds +Ct < C* + Ct
0
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e indutivamente

k
X < Z <o (3.0.5)
Vk € N.
Logo, utilizando (3.0.5), temos
X1 = Xol < Ct,
t
X3 — Xj| < / 9.a(X,,0)X] — 0.a(Xo,0)Xglds +
/ |0pa(X1,0) — Opa(Xo,0)|ds <
[ a6 - Xoias +
/ |(0,a(X71,0) — d.a(Xo, 0))X(|ds +
/ |0ga (X1, 0) — Opa(Xo, 0)|ds <
2 2
2) +MLCT + MLOT < (OQT)
e indutivamente or
X1 xt <GS - " ke (3.0.6)

Juntando as informagoes obtidas em (3.0.4) e (3.0.6), garantimos

(CT)*
R

d(Xp, Xj—1) <

o0
T)* Yo . .
Mas, como Z ( k") < o0 e E é um espago de Banach com a métrica d, entao existe
k=1 )

X € Etal que » (X, — X;_1) > X em E.
—00

j=1
k—1
Além disso, como X = X, + Z(Xj“ — Xj), portanto Xj, k—) X em E. Como
—00
=0

t
Xi(t, z,0) = = —1—/ a(Xg-1,0)ds, entdo fazendo k — oo e utilizando o teorema da

0
convergéncia dominada, obtemos

t
X(t,z,0) = z+/ a(X,0)ds.
0

2) Agora, suponhamos que b satisfaz (3.0.3). Mostremos que (- + b(-,-),-:) €
AP(R", C}(R)). De fato, seja g(z,0) = ¢(z + b(z,0),0).
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Como AP(R", C}(R)) pode ser visto como o espago das fungoes g € BUC(R", C}(R))
tais que o conjunto {g(- + ¢,--); t € R"} é pré-compacto em BUC(R",C}(R)) com
a norma de BUC(R",C}(R)), entdao a menos de subsequéncia, existe (t;)jey C R”
tal que @;(- + tj,) Pl © e bi(-+ t;,-) Pl b em BUC(R",C}(R). Assim, se

9(2,0) = B(z + b(z,0),0), entio

l9(z +1,0) —g(2,0)] =
lp(z+t; +0(z+1;,0),0) —B(z + b(2,0),0)] <
lo(z +t;+b(z+1;,0),0) — (2 +t; +b(z,0),0)| +

(= + 45 +8(2,0),0) = Bz +5(:,0).6)| < T + 7 = 5.

sempre que j > j1, VO € R.

Além disso, temos

9'(z +1,0) —7'(2,0)] =
Vo(z+t;+b(z+1,0),0)- ('(z+1,0,1)) —
VE(z +5(2.0),0) - (b(2,0) — 1)] <

\Vo(z4t; +b(z +t;,0),0) —

V(e + bz 0), 0)|[b'(= +;,0) =5 (,0)] < .
sempre que j > ja, V0 € R.
Assim, se jo = max{ji, j2}, obtemos
dy(g(z+1,-),9(2,-))) <e,
sempre que j > Jo.

3)Afirmamos que se ¢ satisfaz (3.0.3), entao o(X(t,-,),--) € AP(R", C}(R)), Vt € R.
Com efeito, observemos que

o(Xi(t,2,0),0) = go(z + /Ota(z, 6)ds, 9) = p(z +a(z,0)t,0),

logo, pelo passo 2), o(Xi(t,-, ), ) € AP(R", C}(R)).

Para k € N, suponhamos que ¢(X(t,-,-),-) € AP(R", C}(R)), para qualquer ¢
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t
satisfazendo (3.0.3). Se b(t, z,0) = / a(Xk, 0)ds, note que
0

P(Xp41(t,2,0),0) =
<p<z + /ta(Xk,H)ds,¢9> =
o(z + b(l(f)7 2,0),0),
portanto, pela hip6tese de inducao e pelo passo 2), segue a afirmagao.

4) Por fim, analogamente ao que foi feito por H. Frid e J. Silva em [22] (Lema
2.2), para cada t,0 € R, o fluxo X(¢,-,0) : R — R" se estende a um homomorfismo
X(t,-,0) : X — X e por conseguinte a um mapa continuo X : R x X x R — X.

Assim, para cada 6 € R, seja 7% : R x X — K o sistema dinamico continuo definido
por TY(t,w) := X(t,w,0).

Se ¢ € AP(R", C}(R) satisfaz a propriedade (3.0.3), afirmamos que o(T"(¢,-,),-) €
C(X,C(R)). Com efeito, pelos passos anteriores, sabemos que @(X(¢,-,-),) €
AP(R", C}(R)), Vt € R. Portanto, existe u € C(X, C(R)) tal que

o(X(t,2,0),0) =u(z,0),
V(z,0) € R* x R.
Para cada 0 € R, temos
u(z,0) = o(X(t, 2,0),0) = f(Te(t, z),0),
Vz € R™. Assim, como R" é denso em X, por continuidade, obtemos

Q(wa 9) = @(Te(tv OJ), 0)

Como 6 € R é qualquer, segue a afirmacao. O

Dando continuidade, consideremos o espaco de funcgoes testes
5= {oe 2@ { run)- ety = 0.9 € W@ naren) |
R’I’L

Se para cada A € R, f(-,\) € AP(R"), seja f(-,A) a projecao ortogonal de tal fungao
no espago Sé‘p. O proéximo resultado diz respeito a regularidade de tal projecao.
Proposigao 3.0.6. Se v € AP(R",C}(R)) satisfaz (5.0.3), entao existem g €
AP(R",Cy(R)) e N C K de medida total tal que v(y,0) = g(y,6),Y(y,0) € N x R.

Demonstracio. 1) Seja K; a compacificacdo de Stone-Cech de R e f a tinica extensio
continua de f em K;. Em [41] (teorema 3.2 ), ficou provado que existe u € M(K;) tal
que

REUCE ][ f(x)dr, (3.0.7)
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Vf e C(R) que possui média.

2) Agora, sejam v € AP(R",C}(R)) satisfazendo (3.0.3) e v € C(X,C}(R)). Para
cada 6 € Q, pelo teorema de Birkhoff 2.2.5, existe N(f) C K de medida total tal que
v(T%(t,w), ) possui valor médio, Vw € N(f). Agora, pelo teorema ergédico de Neumann
2.2.7, temos

t —

lim = [ o(T(s,-),0)ds = v(-.0) em LX(X).

t—oo t 0

Portanto, segue de (3.0.7) que podemos escrever
| oT%(s.).00du(s) = o(,0), (303
X1

Yw e N(8).
Defina N = 9Q@N(9) e assim N tem medida total em K. Pelo lema 3.0.5, temos
(T (t,-), ) € C(X,C{(R)). Portanto, por aproximagao vale (3.0.8), V(w,f) € N x R.
3) Defina F : R — C(X,CH(R)) por F(t) = v(T"(t,-),--). Provemos que F €
BUC(R,C(X,C}(R)). De fato, para t, s € R, da construgao feita no lema 3.0.5, sabemos

que
X (t,2,0) — X (s,2,0)| < Cilt — o

e
| X' (t,2,0) — X'(s,2,0)] < Colt — s,
logo
sup |[X (L, 2, ) — X(s,2,)|[cp < C[t — 5. (3.0.9)
z€R™

Como v € AP(R",C{(R)) € BUC(R™, C}(R)), entao dado € > 0, existe § > 0 tal que
se |t — s| < 0, entao segue de (3.0.9) que

l(T%(t, 2),0) — v(T?(s, 2),0)| < e,
V(z,0) € X x R.
Utilizando a densidade de R™ em X, garantimos
[o(T(t,w), ) — u(T?(s,0),0)| <e,
Vw € K, o que prova que F' € BUC (R, C(X, C}(R)).
Assim, consideremos F : K; — C(X, CL(R)) a tinica extensio de F' em X;.

Por fim, pela teoria de integragao em espagos de Banach (ver [38], teorema 3.27), existe
g € C(X,C}(R)) tal que

g:/x F(t)du(t).
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Dessa forma, segue de (3.0.8) que

)
9

| @) 00du(e) = o(0),
X1
V(w,0) € N x R, como querfamos.

]

As préoximas duas secoes tratam da prova do teorema 3.0.1 e dos corolarios 3.0.2 e
3.0.4.

3.1 PROVA DO TEOREMA 3.0.1

Por simplicidade, faremos a prova do teorema 3.0.1 no caso em que A(R") = Cj,,(R")
e B3(R") = Lf)er(]R"). Note que nesse caso nao precisamos nos preocupar com a
separabilidade da dlgebra com valor médio e portanto os detalhes da demonstracao ficam
mais claros.

Demonstragao. 1) (Formula(;ao cinética) Sejam U C R™ aberto, M > 0 e (/f)ren C
MV (U) tal que supp v¥ C [-M, M], Vk € Ne q.t.p. x € U.

Seja p € R. Pelo teorema fundamental do calculo e pelo teorema de Fubini, temos

/Oo(f(kx N) = fkz,p))dv( / / f/(kz,0)dodvF(\) =

//f (kx, 0) X (pr (0)dOdV( //f (K, 0)X (0.0 (N)dfd (\) =

/ f/(kx,0)v5 (0, 00)db.
P
Pelo lema 2.1.14, para cada k € N, existe uma sequéncia de medidas p* em U, tal que

div(/poo f’(kx,e)ug(e,oo)w) = —pF (-, p) em D'(U).

Derivando no sentido das distribuicoes com relacao a variavel p e utilizando o teorema
fundamental do célculo, temos

div(f'(kz,0)v5 (0, 00)) = —pp*(+,0) em D'(U x R). (3.1.10)
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Sejam g € CL . (R",C}(R)),p € C.(U) e v € CHR). Escolhendo g(kz,0)p(z)v(0)

per
como func¢ao teste em (3.1.10), obtemos

/RW(» ), dulg ke, 0)7(0)]ip())d6 =

k /U £(6,50) (ke,0) - V(kr, O)p(a) (0) ot +

i

(3.1.11)

g

(%)

/U Ryf(e, 00) ' (kx,0) - Vo(x)g(k, 0)(0)dzdd.

Nosso interesse é tomar k — oo em (3.1.11), mas nao sabemos ao certo o que ocorre
com o termo (*) na igualdade acima.

Para contornar tal problema, consideremos os espacos de funcoes testes
0 __ 2 ny. 13 _ n
Sper - {g € Lper(R )a le[Q()f/(ve)] =0em ‘D/([O? 1) )} €

per

SPET = {U € L2 (Rn>cbl<R))ﬂ U('ae) € S;gerave S R}

Se v € Sp, entdo existe (vj)jen C C) (R",Cp(R)) tal que v; — v em
j—o0
L% (R" CHR)).

per
Fixado 0 € R, seja v;(-,0) € SP,, a projegao ortogonal de v;(-,0) em S,

per

—_—

Note que nao é certo que v;(-,6) tenha regularidade suficiente para ser substituida
como funcao teste.

Assim, pela proposigao 3.0.6, existe g; € Cpe,(R™, Cf(R)) tal que g;(-,0) = v;(-,0),Vj €
N. Note que g;(-,0) ainda nao tem regularidade suficiente para ser usada como funcao
teste, mas é possivel fazermos uma convolucao, ou seja, consideremos g;-s(-, 0) = g;(-,0) =
ps() € CX(R™), onde ps é a aproximagao da identidade em R™. Substituindo tal
informagcao em (3.1.11), temos

/M“ 0), 00lg] (v, 0)1(0))p())do =

[ v(0.00) (e, 0) - Vi, )l 0)dads +
UxR

N J/

(v8)
| k6.0 e 6) - Vip(a)g) . O)1 O)c.
UxR

(3.1.12)

Queremos provar que (s ) 5—> 0. Paraisso, vamos utilizar a mesma técnica desenvolvida
—0
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por A.-L. Dalibard em [13] (pag. 13). Note que

div(f(y,0)g)(y)) =
div(f(y,0)g}(y) + f'(y,0) - Vgl (y,0) =
f'(y.0)-Vg2(y,0).

Mas, como

div(f(y,0)97(y,0)) = div(f'(y,0)lg; * ps](y,0))

= div([f'g;] * ps(y,0))

+div(f'(y, 0)lg; * ps)(y, 0)) = div([f'g;] * psl(y,0)),

7"5(‘?;9)
entao
f'(y,0) - Vgi(y,0) = div([f'g;] * ps)(y,0)) + rs(y, 0).

Como g; € S, entdo por definicao div([f'(y)g;] * ps(y)) = 0.

Agora, observemos que

75(y,0) /]Rn 9i(2,0)Vps(y — 2)dz
Rnf (2,0)9(2,0) - Vps(y — 2)dz

— [ #1062 00y(:,6) - Vosly — 2)d=
Pelo teorema do valor médio, existe 7 € (0,1) tal que

f(ya'g) Zayzf TZ+(1_T>y79)(y€_Z€)7 Zzla ) 10,
logo

.00 = 3 [0Sl (=700~ 00,00l — 2N

i =1

loe(R™). Para isso, seja

Vamos mostrar que r4(-,0) e div(f'(-,0))g;(-,0) = 0 em L;

K C R" compacto. Utilizando integragao por partes, temos
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/ 0, f. (72 + (1= 7). 0) (g — 20)0y psly — 2)dy =

i =1

- Z/ ayzfz/(TZ + (1 - T)y,e)p(;(y — z)dy

—Z / fi(rz (U= )y, 0) (e = z0)psly — 2)dy (3.1.13)

i =1

r(;r(é)

+ Z / Oy f1(r2 4+ (1 = 7)y,0)(ye — 20)ps(y — 2)vidH" " (y).

7,€1

s

7"(%‘(,9)

Como y — z € supp(ps(- — 2)) C Bs(2), entdo |y — 2| < d e jd que f € CL . (R", C}(R))

e ps € CX(R™), entao

per (

s (0)],]r3(0)] < C6.

Portanto, tomando 6 — 0 em (3.1.13), utilizando o teorema da convergéncia dominada
e que ps ¢ uma aproximacao da identidade, obtemos

15+ 0) — div(f')g; = 0 em Ly, (R").

Como consequéncia, isso prova que (x4) 5:>0 0.

Logo, retornando em (3.1.12), tomando 6 — 0, utilizando o teorema da convergéncia
dominada e o fato de que ps é uma aproximagao da identidade, garantimos

/R (4. 6), Dolg, (k. 0)7(6)]io())d6 = / (0,500 I, 6) - V() I, B)(0)dnds.
(3.1.14)

2) (Principio da localizagdo) Seja vy fg](@, ) = v¥0,00)f (kx,0)g(kz,0).
Utilizaremos (3.1.14) para provar que a sequéncia de distribui¢oes dada por

£F = div <<]§(m) / v T93 (9, oo)y(@)d@), k€N,
R

V¢ € CHU), é compacta em H~1(U).

Para isso, vamos utilizar uma construgao anéloga a feita por E.Y. Panov em [36] (pag.
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222). Com efeito, temos

£ = Vola) [ b7 (6,00 (0)ds +

R

cb(x)diV( /R Vil (6, oo)y(@)dﬁ) -

Vo(z) /R VRT'95 (0 00)y(8)d0 +

J/

-~
1
Rk

o(x) / W (2, 0) g, (K, 0)7(0) + g;(kz, 6)/ (6)]d em D'(U).

J/

~~
2
Rk

Como v € C(R) e ¢ € CH(U), note que |R}| < C|V¢(z)| e assim
| Rill2 < Cl[Vgll2 < C1, Yk €N,

o que prova que (R})reny C L*(U) é limitada. Como L'(U) ¢ imerso compactamente em
HY(U), entdo (R})ken é compacto em H~H(U).

Além disso, como g; € Cpe(R", C}(R)), v € CL(R), 6 € [-M, M] e utilizando o lema
2.1.14, garantimos
RY < [ 10 0)| 9/, 0)1(6) + ole,0)7'(6)] a9
R
< Clp*| < Cy em D'(U),
isto é, fica provado que Var(R:) < Cs.

Portanto, segue do lema 2.1.17 que (£¥)en é compacto em H~(U).

Agora, sejam
vl % (6, 00) _/[ ) vay(0,00) 1 (y,0)9;(y, 0)dy
0,1)n

Uyl () = vT'95(0, 00) — v]'%(9, 00).

Defina
£0 = div (qS(x) /R vi'9 (0, oo)’y(G)d@) em D'(U)

BF = £F — £0 = div (qb(x) /R Uy’ ’9j<x)7(9)d9) em D'(U).

Pelo lema 2.5.4, sabemos que Uek’f/gj S0 em L®U), V0 € E, e como (B¥)rey é
compacto em H~!(U), garantimos

B*¥ — 0em H '(U). (3.1.15)

k—o0
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Utilizemos (3.1.15) para mostrar que

/R F(US (&) - é‘ (6)d6 — 0 em L*(R"). (3.1.16)

Novamente, vamos utilizar uma constru¢ao anéloga a feita por E.Y. Panov em [36]
(pég. 223). De fato, pela caracterizacao de H!(U) via transformada de Fourier, podemos

reescrever (3.1.15) como

(1+ |£|2)_13'”<div {gzﬁ/kagJ (e)deD(g) — 0 em L2(R").

k—o0

Por propriedade da transformada de Fourier, temos
gy (o [ useas] )© = -+ 1e e (o [ 05 amn0)© ¢
R

logo,
(1 ‘5|2)_19 (¢/ L?f/gj')/(e)dQ) €€ k_> 0 em LQ(RH)-
R —00

Para r > 0 e a € R", note que

i
R"—By(a)

2

s"<¢ / Uﬁ’f"“v(@)d@) (©)- % t =

2

/ 9(¢/H§U§’f/gjv(9)d9) (€)- €| d¢ <

k.f'g; 2
/ a) (1+ |§y )2 (5(¢/RU9 7(9)d9><§) +§| dg <

2
k.f'g;
/ 1+ |s| <¢ /RUe v<9>d9) ()¢ ds = 0.
0 que prova que
?<¢/R U:’f/gj’y(g)de) () . ﬂ kjoo 0 em L2(Rn _ Br(a)). (3‘1‘17)

Mas, pela definicao da transformada de Fourier em L'(R") e pelo teorema de Fubini,

segue que
F UrF9iq( ) 3
' (¢/R "8 €

<
/R{ o) U5 (o } ‘ (3.1.18)

cllu, fgf||oo||v||oo||¢||1 <T.

Isso prova que a sequéncia (3’“ <gz$ Jo U lgjy(ﬁ)dé) (& )) é uniformemente limitada.
keN
E ja que U:’f % 50 em L=(U), entdo
F(pUR9) (&) — 0 (3.1.19)
k—ro0
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para q.t.p. £ € R™

Portanto, pela definigao da transformada de Fourier em L'(R"), pelo teorema de Fubini,
por (3.1.18), pelo teorema da convergéncia dominada e (3.1.19), obtemos

/ . g@ / U;“f’%(e)de) ©

el
c 3"(q§ / Uj’f'%(e)de) (€) - i’dg < (3.1.20)
By(a) R ’£|

k.f'g;
o f [ @lhos - o

2
d§ <

Dessa forma,

9(¢4U§*f'gjy(9)d9)(~)-; — 0em L*(B,(a)). (3.1.21)

Juntando as informagoes obtidas em (3.1.17) e (3.1.21), garantimos (3.1.16).

Assim, utilizando (3.1.16), o teorema de Fubini e a representacdo encontrada na
proposicao 2.6.2, segue que

0 = i [ ([ staur e - 0100 )T )

= i [ ([ g0 - SORE (s )0
k—oo JR n ’ ! €17 €]
= / (/ hile(y) - f’(y79)gj(y79)dy)7(9)d9-
R \ Jjo,1)n
Como v € C}(R) é qualquer, obtemos
Al)n hgle () - f'(y,0)g;(y. 0)dy = 0 (3.1.22)

para q.t.p. # e RN E.

Mas, como v; — v em L2, (R” C}(R)), entdo v; — v =wvem L2 (R* C}(R)). Ja
j—00 j—00

que v;(+,0) = g;(-,0), entao g;(-,0) Pl v(-,0) em L2 (R"), VO € R.

per

Assim, tomando j — oo em (3.1.22), obtemos

[ 1oel6) £ 00t )y = 0. (31.23)

Vv € Sper € para q.t.p. 8 € RN E.

3) (Principio da localizagao para a projecao) Fixemos ¢ € E. Afirmamos que a fungao
0,1)" 5y hi‘fw(y) € L2, (R") satisfaz

per

hil,(y) €SP, (3.1.24)
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V0 e Eeqtp xeU,onde p € C(U) ep € C(S™71.

Para isso, seja v,, € MV (U x [0,1)") tal que v/* ez Vzy. Provemos primeiro que a

fungao [0,1)" 3 y — 1, (0, 00) € L2, (R™) satisfaz

per

Vyy(0,00) € S?

per’

(3.1.25)
Ve Eeqtp xelU,onde o€ C(U)erpeC(SH.

Com efeito, escolhendo 1g(kz)p(x)y(0) como funcdo teste em (3.1.10), onde g €
Cl (R"),p € CHU) e v € C}R), obtemos

per

1
k

o g

(*7)
[ vk(0.5007 (ke.0) - Vglh)ota) O)odo+ (3.1.26)

1

2 /UXR vi(0,00) f (kx,0) - Vip(a)g(kx)y(0)dzds

J/

Nao ¢ dificil ver que |(x¥)|,](x5)] < C, portanto fazendo k — oo, utilizando o lema
2.5.3 e a notacio v/ VI(f,00) = f[o 1yn Vg y(0,00)f'(y,8) - Vg(y)dy, obtemos

/ vI'™V9(0, 00)(x)y(0)dxdd = 0. (3.1.27)
UxR

Portanto, pela arbitrariedade das fungoes p € CH(U) e v € C}(R) fica provado (3.1.25).
Agora, escolhendo 1g(kz)p(x)ee(x)y(0) como fungao teste em (3.1.10), onde e¢(x) =
e~ 2™ temos

L0 00 =

J/

r*(€)

/U (050 (k. 0) - Vig(ko)g(a)ec(a)(0)dadt (3.128)

/U k(000 (k. 0) - Vip(a)ee(w)lg o)y (0)deds.

N J/

5 (€)

T =

Fazendo (3.1.27) menos (3.1.28) e utilizando as notacdes v57'V9(h,00) =
V(0 50)(1,0) - Vg(y) e UST'V () = vb%9(6, 00) — f'¥9(9, o), garantimos

7O = [ U @eta)ecte) O)ddt + 1r5©)
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Utilizando a definicao da transformada de Fourier em L'(R"), multiplicando por
F(UFe)(&) e € C(S*') e integrando em R", obtemos

%/ Tf(i)W?ﬁ(%)dg _

(+5) ’
/R {/n ?(U:fvg($)¢)(§)§(U§@)(f)¢<é_|> df]v(é’)dQJr
L T’z“(&)?(quso)(fw(é—')dg

(%)

Novamente, nao é dificil ver que |(*5)], |(x5)| < C, portanto fazendo k — oo, utilizando
o teorema da convergéncia dominada, a caracterizagdo obtida em (2.6.2) e a arbitrariedade
da fungao v € C}(R), temos

[ L0 00) - Toly)dy = 0.
0,1)™
ou seja,

divihgl, (y)f (y,0)] = 0 em D'([0,1)"),
o que prova (3.1.24).

Por fim, conforme estudo feito por J. Silva em [42] (pdg. 3631), temos que o conjunto

Sper M Le, (R™) é uma élgebra e vale

b =, (3.1.29)
Vu € L2, (R") e v € Sper N L, (R™).

per per

Assim, se v € S, voltando em (3.1.23), utilizando (3.1.24) e (3.1.29), garantimos

0= /[ I 00ty 0y =
—_— N J_

[ M0t 0dy+ [ W0 0) o0y
a o (3.1.30)

L H o 00t 01y =

A] Ot Oy

Portanto, para g € L2, (R") e por (3.1.30), temos

per

/[O T D)y =

Oq 7\/ Y Oq / L _
/ K () (0, 0)a(w)dy + / W () (0 0)a(s) dy =
[0,1)n [0,1)n

/[0 . R () f'(y, 8)g(y)dy = 0,
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0 que prova o objetivo principal desse passo:

/[0 R \F'(:0)9(y)dy = 0, (3.131)

Vg € L2, (R").

per

4) (Pré-compacidade forte da sequéncia (v)geny em MV (U))

Fixemos g € E e yp € [0,1)" tal que vale a hipdtese de nao degeneracao (1.0.2) e seja
¢ € C.(U x S*71).

Utilizando (3.1.31), temos

0= [ W) Py = [ MW (Fo) - Fp) + Pl plo)dy
[0,1) [0,1)»

e portanto

~——

Pl [ w@owy == [ 00 Fp) o plodn. (313

Para g € Lper(]R”), pela proposigao 2.6.2, existe uma medida de Radon mf? em U x Sn-t
dada por
w0 = | Wl
[0,1)"
Para ¢ € (0,1], escolhemos g = X, (y,) € escrevemos mb? = mi’.

XBs(yo)

Segue da hipétese (1.0.2) que a fungao f'(-, ) € L*(R"),Vp € V,(po). Portanto,

pelo teorema ergédico de Neumann 2.2.7, temos f’( p) € L*¥(R") e assim ||f'(-,p)||o0 <
C,Vp € V,(po).

Assim, por (3.1.32) e pela desigualdade de Hélder, obtemos

~——

If’(yo, p) - (mE1, ¢&)| = ‘/ hie(y ’(y,p) F"(Wo, D)X Bs(yo) (V) dy
[0,1)"
< 2063 |17 |-

(3.1.33)

Facamos um estudo de (3.1.33). Se L := L(po,do), utilizando (2.6.33), temos
L(p,6)=Le
supp(m§?) C U x L,

Vp € V,(po) e 6 € (0,1].

Assim, se 7 : R" — L é a projegao ortogonal, entao

—~— —~—

f'(o, p) - (mig?, 9€) = 7 (' (o, p)) - (™, E). (3.1.34)

Se L := L + iL, utilizando novamente (2.6.33), temos R(p,6) = L. Portanto, pela
definicao de R(p,9), existe {¢;};2, C Ce(U x ") tal que os vetores v; := (mj? ,¢1£>
1,---,m, formam uma base de L
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Juntando (3.1.33) e (3.1.34), obtemos

—_——

7 (f (Yo, p)) - vil < 2005 ||h2 |2
Ci(po)o®,
VZ — 1’ S M.

Portanto, dado v € L, temos v = E Q;v; e assim
i=1

7 (f (o v|<2|az||w "(orp) - il <

Z || Ci(po)d% < C(po)

onde C'(po) = opax Ci(po)-

Logo, utilizando o teorema de representagao de Riesz e o fato de que L(p,d) = L,Vp €
V,(po) e 0 € (0, 1], obtemos

P

7 (" (0, p)| < C(po)62. (3.1.35)

—~——

Portanto, fazendo § — 0, obtemos 7(f'(yo,p)) =0, Vp € V,(po)-

Daqui temos duas opgoes:

12) Temos L(p,d) = L =0, o que nos sugere mj? =0, Vo € (0, 1].

—_—

2%) Temos dim L > 0, o que nos sugere que existe v € L — {0}. Como f'(yo,p) =
f{(yOap) + fé(y()ap)a onde f{(ylbp) €Le fé(yOap) S LJ_) entao

—_——

F'Wo.p) - v = fi(yo,p) - v+ f3(yo,p) - v =
filyo,p) v =7(fi(yo,p)) -v =0,

Vp € V,(po), 0 que contraria a hipétese de ndo degeneracao em (1.0.2).

Como p, q € E sao quaisquer, concluimos que

mi? =0, Vo € (0,1] e p,q € E. (3.1.36)

Agora, observemos que escolhendo § = 1 e lembrando que o € [0,1)" e X1 1= XB, ()5
entao pela caracterizacao encontrada na proposicao 2.6.2, obtemos

(0, |ol? © g€) = / B () (0)dy
[0,1)n

= /[01) P (y)dy
= i [ TR F OO S (5)ds

k=00 Jgn GG

= (1" ol @ 9E),



70

onde pP? é a H-medida cléssica dada pelo corolario 2.6.3.

Utilizando (3.1.36) e o teorema 2.6.4, existe v, € MV (U) tal que a menos de

subsequéncia, v~ k—> Vg, COMO queriamos.
—00

3.2 PROVA DOS COROLARIOS 3.0.2 e 3.0.4

Segue uma prova do colorario 3.0.2 (ver enunciado na pag. 43), que trata de uma
aplicacao mais simpléria do teorema 3.0.1.

Demonstra¢ao. Sabemos que ¢ : R — R" satisfaz as hipoteses de regularidade

—_—~—

encontradas em (1.0.2). Como ¢(A) = ¢(A), entdao ¢ também satisfaz a hipétese de nao
degeneracao em (1.0.2). Portanto, pelo teorema 3.0.1, a sequéncia limitada de medidas
(VF) ken que satisfaz

aiv( [ s = D)) - plp) dEN) ) <0 em D(O) P € R
p
converge fortemente. m

Agora, segue uma demonstragao do corolario 3.0.4 (ver enunciado na péag. 44), que
estabelece um interessante resultado de homogenizacao para leis de conservacao escalares
nao homogéneas.

Demonstragdo. Consideremos a sequéncia de medidas de Young v/%, := 5“% (t,z), €M que
% 0. Pelos teoremas 3.0.1 e 2.1.13, existe u € L®(R") tal que a menos de
—00

subsequeéncia, 5uek(t 2)  — Oy(ta), isto &,
" k—oo ’

U, —» wem L, (RTHY). (3.2.37)

Mas, como u,, é solucao entrdpica de (3.0.1), temos

/ o e, — plOwp(t, z)dtdr +
RTL

+

/R"“ sgn(ue, — p)(f(kz,u,,) — f(kx,p)) - Vo(t, x)dtdx +
/ |te, (2, kx) = plp(0, z)dx > 0,

VO<pe CHRYM), keNepeR.

Portanto, tomando £ — oo, utilizando o teorema da convergéncia dominada, a
continuidade da fungao sgn(-—p) f(y, ), V(y, p) € R"xR e a convergéncia (3.2.37), obtemos



/ » lu — p|Oyp(t, x)dtdr +
Rn

+

/Rnﬂ sgn(u — p)(f(u) = f(p)) - Vep(t, x)dtdz +

| imate) = plo(0. 23 > o

onde

T = £ fuNdy emte) = f oo s

n

VO<peCHR epeR.

71

Isso prova que a funcao u € LOO(]RT“I) é solugao entrépica do problema (3.0.2), como

queriamos.

]
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Capitulo 4

Decaimento de Solucoes Entroépicas
de Leis de Conservacao Além do
Contexto Estacionario Ergddico

Nesse capitulo, segue o enunciado e a prova do segundo teorema desse trabalho, referente
ao decaimento de solugoes entrépicas da lei de conservagao escalar (1.0.4). Esse resultado
tem por objetivo tratar de oscilagoes além de um contexto estacionario ergédico que por
sua vez melhoraram os 6timos resultados obtidos por G. Q. Chen e H. Frid em [11] e E.
Yu. Panov em [33].

Tal resultado ja foi publicado e sua referéncia é [40]. Segue o enunciado desse teorema.

Teorema 4.0.1. Sejam 7 : G x Q — Q um sistema dinamico ergodico e ®(y,w) uma
deformacao estocdstica com respeito a T. Suponhamos que wvale a condi¢do de nao
degeneracio (1.0.5) e que u € L¥(R™) é uma solugio entrépica de (1.0.4) com dado
inicial vy satisfazendo (1.0.6), onde ug(y,w) € uma fun¢ao T-estaciondria. Entao, para
P-q.t.p. w € Q temos as sequintes propriedades de decaimento:

6f811m U(t, T, W) - M(UO)’ dr = 0,
—00 R
onde ) ]
§ { Jooyn,y (@ (y, ), -)dy
=, se G=12",
M (ug) := det (E{f[O,l)" Vo(y, ')dyD_
E [UO(O, ) det (VO(0,-))
2 G =R".
det (E[V®(0,)]) se

Precisamos de um resultado auxiliar para fazer a demonstragao do teorema 4.0.1. Segue
o enunciado e a demonstracao do mesmo na préxima subsegao.
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4.0.1 Resultado auxiliar
A seguinte proposicao é central na prova do Teorema 4.0.1. Sua prova depende do classico
método de duplicacao de varidveis de Kruzhkov.

Proposigao 4.0.2. Seja u € C (R, L} (R™)) N L=(R™Y) solucdo entrdpica de (1.0.4)

loc
com dado inicial vy satisfazendo a condi¢ao (1.0.6). Entdo, para todo k € G et > 0 vale

que
u(t, (I)(x + k, W); W) = U(t, (I)(Q?, Tkw)? Tkw)?

para q.t.p. (r,w) € R™ x Q.

Demonstrag¢ao. 1) Suponhamos primeiro que a deformagao estocastica ®(y,w) satisfaz:
(D®)(2.) — (DD)(y,)| < Cla — ] (0.1
para .t.p. w € Qe Va,y € R".

Usando o fato que u = u(t, z,w) é solugao entrépica de (1.0.4), temos

0< /Rn+1 {|“ — 1|0kp(t, ) + sgn(u — 1)(f(u) — £(1) - Ve(t, a:)} dz dt
+ [ luo@7 ), 0) = 1l 9(0,) d

V0 < ¢ € C®(R™1) e | € R. Definindo v = v(t,z,w) = u(t, ®(r,w),w) e usando uma
mudanca de variaveis na desigualdade anterior, obtemos

0< /R""’l {]v —|Op(t, ) + sgn(v — 1) (F(x,w,v) — F(a:,w,l)) .

V(t, ) } Jo(z,w)dx dt + - [up(x,w) — 1| ¢(0, z)Jo(z,w) dx, (4.0.2)

Vie ReO < p € CPR"), em que Jp é o jacobiano de @(-,w) e F(z,w,\) =
[(D®)(z,w)] "1 f(N).

Note que dado k € G e definindo vy (¢, z,w) = v(t,x + k,w), va(t, z,w) = v(t, x, W)
e usando a estacionariedade das funcoes F, Jp and ug, obtemos que vy e vy satisfazem a
desigualdade (4.0.2) com 7w em vez de w.

2) No que segue, usamos a notagao abreviada v; = vi(t,z,w) e va = (s, y,w).
Trocando v por vy e | por v em (4.0.2) e integrando com relagao a s e y, obtemos

/ - {|Ul - U2| O + Sgﬂ(vl - U2)<F(I7Tkww1) - F('T’Tkwa'UQ)) )
RYTH)2

Vx¢}Jq>(x,Tkw) dx dt dy ds, (4.0.3)
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V0 < ¢ € C®((RE1)?). De forma similar, trocando v por vy e [ por vy em (4.0.2) e
integrando com relagao a t e x, temos

/ . {|U1 — vg| @5 +sgn(vy — v2) (F(%Tkwjvl) - F(?Jﬁk%%)) :
(R7F1)2

Vy¢}J¢(y,Tkw) dx dt dy ds. (4.0.4)

Agora, somando (4.0.3) e (4.0.4), obtemos

' /(JR”“)2 {|U1 — 2| (&1 + &5) Jo(z, Thw)) + &5 (Ja(y, Thw) — Jo (2, Tiw))

+Jg(z, Thw) sgn(vy — vg) (F(x, Tw, v1) — F(y, Tkw, UQ)) (Vo +Vy)o
+sgn(v; — v) (F(m, Thw, v1) — F(y, Thw, UQ)) Vo (Jo(y, iw) — Jo(z, Tpw))
+Jo(x, Tw) sgn(vy — vg) <F(:1:, Thw, V) — F(y, Tpw, v2)> VN0 (4.0.5)

+Jo(y, Tew) sgn(vy — vg) (F(y, Trw, V1) — F(x, Tpw, vl)) . Vygb} dy ds dx dt.

r+y t+s r—y, ,,t—s

(), onde
0 < ¢ € OX(RT™) e ps, 0 sdo as cldssicas aproximagoes da identidade em R™ e R,
respectivamente, como no método de duplicacao de varidveis. Assim, a desigualdade
anterior pode ser escrita como

Utilizemos a fungao teste ¢(x,t,y,s) = ¢

6

og/ I dx dt dy ds, 4.0.6
() 100

k=1

em que

r+vy t+s T — t—s
If’l = \Ul—vglwl( 2y, 5 >p5< Qy)91< 5 >J<1>(x,7'kw);

Ig’l = v — v2|0s (b(Jq)(y, Tvw) — Jo(x, Tkw)>,

r+y t+s
I = sgn(v, — v2)<F($aTkw,U1) - F(y’Tkw’v2)> (Vo) ( 2 . 2 )

T — t—s
Ps ( 5 y> 0; ( 5 ) J@(%Tku)),
Iff’l = sgn(v; — vy) (F(az, Tw, V1) — F(y, Thw, v2)> -V,
(Jq;(y,Tkw) — J@(.I',Tkw)),

Ig’l = Sgﬂ(v1 - Uz)(F(% TkW7U2> - F(*T?Tkwa U2)> Va0 J@(I,Tkw)a

I = sgn(v, — v2)<F(y, Tw, v1) — F(z, mpw, U1)> Vo Jo(y, Tkw).
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Acima, utilizamos as notagoes
¢'(x,t) == Op(x,t) e (Vo) (,t) := Vup(x,t).
Observemos que

lim lim I da dt dy ds = / |v1 — vo|Orp(x, t) Jo(x, Tew) dx dt.
+1

6—01—0 (R1+1)2 n

Além disso, o uso da rela¢ao (4.0.1) nos permite deduzir que

lim Ig’l dz dtdyds = 0.
§—0,l—0 n+1y2
(RY™)

3) Fixemos as varidveis t,s € R, e seja I o termo Ig’l sem o fator 6, (t_Ts) Assim,
definindo u := 27! (z +y) e v := 27 (z — y), obtemos

/()2I§dmdy:/( (Zlgk)dudv

onde
I§,1 = sgn(v; — v) (F(u + v, pw, v1) — F(u, Thw, 171)> (V) (u)
ps(v) Jo(u + v, Tpw),
15, = sgn(vi — 6) (F(u, 7w, 61) = F(u, 7, 53) ) - (V) (1)
ps(v) Jo(u + v, TEw),
I§73 = sgn(v; — v) (F(u Tkw, U2) — F(u — v, Tpw, v2)> (V) (u)
ps(v) Jo(u + v, TEW),
com U1 = vi(t,u + v,w), U = vas,u — v,w) e p(-, 52) = ¢(-). Com uma aplicacio

imediata de (4.0.1), garantimos

lim
6—0

:07

/ Igi du dv
(R™)?

para ¢+ = 1,3. Agora, como a funcao de fluxo f é localmente Lipschitz, garantimos a
desigualdade

sgn(A; — Ag) (F(u, Thw, A1) — F(u, 7w, /\2)> -
sgn(Az — Az2) <F(u,7‘kw, A3) — F(u, muw, /\2)>‘ < O\ — A3l

que combinada com a desigualdade triangular, garante

sgn(y — ) (P, 7o, 51) — F(u, 70, 0) ) —

sgn(v; — 02)(F(U> ThW, V1) — F(%Tkw’vﬁ)‘ < C(Wl — vy | + |02 — Uz’)-
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Dai, temos

‘ /( [ Badudo— / sen(vr — v2) (F(u, mw, 01) — F(u, 70, 3) )

§C<5+/n{/n(!ﬁl—vl\+

62 = val)os(0) do (V) )] ).

(Vo) (u)Jo(u, Tkw)) du

Assim, usando um argumento de ponto de Lebesgue e o teorema da convergeéncia
dominada, obtemos

lim lim 15! = / sgn(vy — v9) (F(ZL‘,Tkw, v1) — F(z, Tkw,v2)> :
0—01—=0 R1+1

(Vo) (x,t)Jo(x, Tkw)> dx dt.

4) O termo Ii’l pode ser tratado da mesma forma, basta ver que a desigualdade (4.0.1)
pode ser escrita como

1] < 0(0) + I3,

em que
r+y t+s t—s\ . [z —
Iélel ::CF(vak:w7U1)_F(yaTkw7U2)‘(}0< an 9 )01( 9 )Pd( 23/))
onde
[(Vp) ()]

)= W ) de

Portanto, procedendo como no passo 3), deduzimos

so/
R

O mesmo raciocinio se aplica aos termos restantes para chegar a mesma conclusao, ou
seja,

lim sup
6—0,l—0

/(%n+1>2 Ij?l dﬂ? dt dy dS " |'U1 — UQlSO(:L"t) dl' dt
+

n
+

lim sup
6—0,1—0

/ (I + 1Y) dv dt dy ds| < c/ vy — wo|ip(x, ) da dt.
(R7F1)2 R

5) Agora, substituindo tais informagcoes em (4.0.6), garantimos
—/ - {‘Ul — 2| Oyp + sgn(vr — 02)<F(Q3;Tkw7vl) - F(%Tkwavz)) : VSO}
RY

Jo(z, ew) dx dt < C’/

n+
R+

|v1 — va|p(z, t) dz dt, (4.0.7)
1
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V0 < € C2(RYH.

Escolhendo ¢(x,t) := 6,(t)A(x) com 0 < 8, € C((0,00)), Alz) = e VIH= ¢
observando que |D;A(x)] < A(z) parai=1,--- ,nex € R", chegamos a

— /OOO B(t)dy,(t) dt < C/OOO B(t)on(t) dt

onde §(t) := |v1(z,t) — vo(z, t)|A(x)Jo (2, w) dz. Assim, escolhendo uma apropriada
R’ﬂ
sequéncia 9y, e observando que

ess i lim v;(t,-) = uo(-, ew) em L (R™),
_>

para i = 1,2, obtemos que v; = v, 0 que prova a proposi¢ao no caso (4.0.1).

6) No caso de uma deformacao estocéstica geral ®, definimos

Bile,w)i= [ @ywins(e —y)dy

e note que Ps(-,w) — P(-,w) em L2

 (R™). Assim, temos

[s5(P~" (2, w), w) — | Lo < 6,

para 0 > 0 suficientemente pequeno e para q.t.p. w € ). Agora, se K C R" é compacto,
entao

/ lu(t, @s(z,w),w) — u(t, ®(z,w),w)|dz <

i )| u(t, @5(® " (z,w),w) — u(t,z)|dz =

M i )| u(t,z + [Ps(@ (2, w),w) — z],w) —u(t,z)| dx <

M sup / lu(t,xz + h,w) — u(t, z,w)|dz — 0.
Ih|<6 J & (K w) =0

Isso implica que a proposicao vale para qualquer deformagcao estocastica ®. O

Agora temos as ferramentas bésicas para provar o Teorema 4.0.1, que é a variante
estocastica dos resultados provados em [11, 33|. Provaremos somente o caso em que
G = 7", pois o caso G = R" é andlogo.

4.1 PROVA DO TEOREMA 4.0.1

Demonstracao. 1) Fixemos w € 2 tal que o teorema de Birkhoff 2.2.5 item (i) vale para
ug (P7!(,w),w). Escolha k € N e defina ug(t,z) := u(kt,kr,w). Como u é solugio
entrépica de (1.0.4) com

vo(z) = up (7" (kz,w),w) ,
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uma aplicagdo do corolario 3.0.2 (ver também a observacao 3.0.3) com f(A) = ¢(A) e
yfjx = Oy, (t,z), NOS permite encontrar uma subsequéncia {ukj(w)}kj(w)zl e u* € L®(RT)

tal que

. _ * 1 n+1
]liglo Ug; = U e1n LIOC(R+ )

Afirmamos que

u* = det (]E{ omv(p(y")dy])lEl[pmn uO(CD_l(y,-),-)dy}
— M(u). o R (4.1.8)

Com efeito, como uy, é solugao entrépica de (1.0.4) com vo(x) = ug (P~ (kjz, w), w),
temos

{|ukj — 1) Dyp + sgn(ug, — 1) (f(ux,) — F(D)) - w} dzdt > 0,

n+1
R+

ViERe0< e C®RE!). Assim, tomando j — oo na tltima desigualdade, obtemos
/ . {|u* — 1|0y +sgn(u* = 1) (f(u*) — f(1)) - Vgp} dx dt > 0,
RY

VieRe0<pe C®(RTM). Portanto, utilizando a propriedade do trago forte estudada
primeiro por Vasseur em [45] e mais desenvolvida por Panov em [32] (ver mais em [30]),
podemos afirmar que a fungao u* possui trago forte uf € L>(R™) no hiperespago inicial
t = 0 no sentido de que

. * D ok 1 n
ests_l>%)m u*(t,-) =u; em L, (R"). (4.1.9)
Dessa forma, u* é solugao entrépica do problema de Cauchy (1.0.4) com vy = u. Em

particular, uy; e u* sao solugoes fracas de seus problemas de Cauchy respectivos. Assim,
podemos escrever

/RW {ukjé’tso + f(ug;) - VsO} dx dt + / u (271 (kjz,w), w) ¢(x,0) dv
"
=0= / {U*atSD + f(u®) - VQD} dx dt + / ug(z)p(zx,0) de,
Ry n

Vo € C(R™1). Agora, fazendo j — 0o, usando os fatos de que uy, — u* em Li (R,
ug (P (kj-,w),w) = M(up) e a arbitrariedade da fungao teste ¢, obtemos

ug(z) = M (up).

Da unicidade da solugao entrépica do problema de Cauchy (1.0.4), a prova da afirmagao
segue e além disso, fica provado que

lim u, = M(ug) em Li (RTH). (4.1.10)

k—o0
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Assim, pelo teorema de Fubini, existe uma subsequéncia {k},, (independente de
w) tal que

m—r0o0

lim IE(Hukm(t, )= M(Uo)HLllOC> =0 (4.1.11)
para q.t.p. t > 0.

2) Agora, pela mundaga de varidveis ky = ®(kz,w) e utilizando as propriedades de
deformacao estocéstica (ver defini¢ao 2.2.3), temos

/ lu(kt, ®(kx,w),w) — M (ug)|dx =
[0,1)"

oo 10 ) = M ()] (& g, ), )] dy <
o

1
[ el - MGl dy (4112)
v Jio,Le1n
onde (0
Ly = esssup ([V®(y,w)|) + M
weN, yeR” k
Portanto, por (4.1.11), segue que
lim E(/ |u(kmt, ®(kmax, ), ) — M(ug)| da:> =0 (4.1.13)
m—r00 [071)71

para q.t.p. t > 0.

3) Por outro lado, usando a mudanga de varidveis z = kx, a proposigao 4.0.2 e outra
mudanca de variaveis y = z — 7, temos

1
/ |u(kt, ®(kx,w),w) — M (up)|dx = = lu(kt, (z,w),w) — M(up)|dz
[0,1)n [0,k)"
1
= Tn Z / |U(kt,¢)(z,w),w)—M(u0)|dz
k 7100 <k j+1[0,1)™
1
= Tn Z / ‘U(k’t,q)(z—j,TjW),TjUJ) _M(UO)‘dZ
k 5] 00 <k J+[0,1)"
1
— i [t @), ) — M) dy,
jleo<k ” O
onde para j = (ji,--- ,jn) € N", escrevemos |j|o := max ji. Assim, integrando em w e

utilizando a P—invariancia, obtemos

/ u(lt, Bk, ), ) — M(ug)| dr dP(w) =
[0,1)7xQ

/[01)n . ’u(kt,@(y,w),w) — M (up)| dy dP(w).
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Dessa forma, utilizando (4.1.13), temos
lim ‘u(kmt, Oy, w),w) — M(uo)| dy dP(w) = 0 (4.1.14)
m=0 J10,1)7 xQ
para q.t.p. t > 0.
Agora, fixemos t = t, > 0 tal que vale (4.1.14). Definindo A :== sup |f(A)|, sabemos

[AI<[uollo
da teoria de leis de conservagao que se U e V' sao solugdes entrépicas de (3.1.10) com dado
inicial Uy e Vj respectivamente e satisfazendo as condigoes |Up| < ||uo||oo € [Vol < [|0]|oo,
entao

t— \U(t,x) — V(t,z)|dx
Br—at
¢ uma fungao decrescente para R > 0 qualquer, onde Bg_4; := {x € R"; |z| < R — At}
(ver [26], pag. 43).

Assim, para U () = u(-,w) e V() = M (uyp), usando a proposigao 4.0.2 e as propriedades
de deformagao estocastica (ver defini¢ao 2.2.3), deduzimos para q.t.p. w € £ que

/ u(t, 2, w) — M(uo)| dz < / uknto, 2 w) — M(ug)| dz
Br—at

BRr— Akmtg

< / u(Bmto, (2, w),w) — M(uo)| da
@1 (BR-Akmtg>W)

< V/ [u(kmto, @(x,w),w) — M(up)| dz
{Pu+BL(R— Akmtg)}

_ y/ (u(knto, ®(x + Py, w), w) — M(uy)| da,
Br(R—Akmtg)

para q.t.p. t > k,,tp, onde usamos as notagoes

L:= esssup (|[VO ' (y,w)|) e P, :=27'(0,w)

weN, yeRn

e a inclusao @ Y(Br_ap,.10, w) C By + Br(R-Akmto)-

Pela proposicao 4.0.2, temos que a funcao u(k,,to, ®(+, ), --) é estaciondria. Assim, pelo
teorema de Birkhoff 2.2.5, para q.t.p. w € Q a funcdo |u(kyto, P(-,w),w) — M(up)| tem
valor médio. Como a existéncia de valor médio é invariante com relacao a translacoes,
se multiplicarmos a tltima desigualdade por |Bg|™' e tomar R — oo, temos para q.t.p.
w e

lu(t, z,w) — M(up)| dx < vL" |u(kmto, P(x,w),w) — M(ug)|dx
Rr Rr

- / u(Bmto, (2, w),w) — M(uo)| dz dP(w)
[0,1)7 %2

para q.t.p. t > kp,to.
Segue dessa desigualdade e de (4.1.14) que
esslim u(t,-,w) = M(ug) em B(R")

t—o00

para q.t.p. w € €2, o que completa a prova do Teorema 4.0.1. O
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Capitulo 5

Decaimento de Solucoes Entroépicas
de Leis de Conservacao em Algebras
Ergddicas

No elegante trabalho [35], E. Y. Panov provou um resultado de decaimento no caso em
que vy € A(R™) = AP(R"), isto é, o caso em que a algebra com valor médio é o conjunto
das fungoes quase-periodicas em R". As técnicas utilizadas em [35] sdo restritas a estrutura
do espago AP(R"), onde tais funcoes sao aproximadas por polindmios trigonométricos em
BUC(R™). Como &lgebras ergddicas em geral ndo possuem essa propriedade estrutural,
nossa abordagem aqui é bem diferente da usada em [35].

O préximo resultado ja foi publicado e a referéncia é [40]. Trata-se do terceiro teorema
desse trabalho e diz respeito a forma como a natureza do comportamento auto-mediante
do dado inicial é incorporada na propria solugao.

Teorema 5.0.1. Suponha que u € L®(R}") € uma solugdo entrépica de (1.0.4) com vy
satisfazendo (1.0.7). Entao, a menos de um conjunto de medida zero, temos

u € BUC(R,, BY(R")).

O quarto teorema dessa tese também é um resultado ja publicado, cuja referéncia é
[40]. Segue a propriedade de decaimento no caso deterministico.

Teorema 5.0.2. Sejam u € L®(R"™™) uma solu¢do entrdpica de (1.0.4) com vy
satisfazendo (1.0.7). Suponhamos ainda que vale a condi¢ao de nao degeneragdio (1.0.5).
Entao, temos a sequinte propriedade de decarmento

esslim
t—o00 R™

u(t,x) — ][n vo(2) dz) dxr = 0.

As proximas duas segoes sao dedicadas as demonstragoes dos teoremas 5.0.1 e 5.0.2,
respectivamente.
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5.1 PROVA DO TEOREMA 5.0.1

Consideremos A(R™) uma dlgebra com valor médio e B'(R") ao espaco de Besicovitch
associado.

Necessitamos do préximo resultado para a prova do teorema 5.0.1. Tal teorema foi
provado por J. Silva em [42].

Teorema 5.1.1. Seja U(z,z,t) solug¢io entrdpica da lei de conservagao

{&U(z) + Vo (a(2)f(U(2)) =0 em R}, (5.1.1)

U(z,2,0) = Up(z,x) em R",

onde as componentes do campo a, satisfazem a; € A(R™). Assim, se Uy € A (R", L>(R")),
entio U € A (R, L}, (RTH)).

loc

Agora temos ferramentas suficientes para dar uma prova do teorema 5.0.1.

Demonstragao. 1) Suponhamos por uma momento que vy € A(R") N C*°(R"). Dado
e > 0, seja u. solugdo entrépica da pertubagao parabdlica de (1.0.4), ou seja, u. é a
solugao suave do seguinte problema de Cauchy

{&m8 + div f(ue) = eAu, em R, (5.1.2)

u:(0,2) = vo(x), em R".

Defina o conjunto

7= {5 06 5 e en L@

Sabe-se da teoria de leis de conservacao que JF tem medida total em R,. Dado L > 0,
denotemos por C, o cubo [—L, L|". Escolhemos uma funcao ¢» € C2°(R") com as seguintes
propriedades:

e 0 <1(x) <1 para todo =z € R";
e (z) =1 para todo = € CY;

e suppy C Cs.

1
Agora, seja ¥(z) = E@D % . Fixemos ¢ € (0,1) e t5 > t; tal que t1,t5 € F e

consideremos w(z) := uc(te, ) — uc(ty, ).
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Dado ¢ € W%>°(R"), obtemos

/ dx—/ / Oyuc(t, x) x)dx dt

{ div £ (u. —|—5Au5} (2)9(x) dw dt

//n
SRR
(

c )9(x)) + 5u5A(90($)19(m))} dx dt
= [T {rwa-vemo + s Vi
+euAp(x)d(x) + 2euV(z) - VI(z) + 5uEA19(x)gp(x)} dx) ds,

o que implica que

/n w(z)p(z)d(x) de

VL >0ee € (0,1), onde a constante C independe dos parémetros Lec.

< C([1A¢lloe + Vlloo + ll@lloo) (B2 = 11), (5.1.3)

C
Escolhendo ¢ = (sgnw) % ps e observando que ||Vl < g |AP]|e < 5 ¢ lolloo < 1,
em que C' depende somente da dimensao, chegamos a

[ @) ote) de - ( | w@psgntuie)i dx> [ sty

_ / wle = dy)sen(w(z — 8y))d(x — by)ply) de dy,

/R w()pla)(e) dr = / w(a)i(e) ( / sn(u(y)ps(z — ) dy> da

— /n w(x)l(}(x) (/Rn sgn(w(x — (Sy))p(y) dy> dr

= /Rn = w(z)(z)sgn(w(x — §y))p(y) dz dy.

Dessa forma,

() [9(x) dz — / w(a)p(r)i(r) dr

Rn

= [ {ute - smseatute - ppota - 50
—ule)d(e)sntiole ~ 09) o) dody
= [ Tt = 89) = wla)Jsen(uts ~ 50)0(e)oly) do dy

[ [ = 69) = 9]l = oty dady.
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Portanto,

| @l de = [ w@@i) i

gcz/ </ lw(z — 8y) — |dx)()d

/ = 3y) = 9(@)] lw(w = y)lo(y) du dy).

_|_

(5.1.4)

Agora, note que
/R W@ =8y) = 9(@)] |w(w = dy)lo(y) dz dy
[ 196 ) = 0601t~ 69l e ) )
—0y)

(
) </Rn [w(z — oy ‘/01 Op¥(x — 05y) dedx)p(y) dy
/

(o= st = sl e ) o dy

/Rn Y- (/01 /cu((sey)(W) (m _L%y) jw(z — 8y)| dx d9> ply) dy.

Utilizando o fato de que max{||w||, [|V¥||o} < C, obtemos

R

—0
Ln+1

/R" Rn [9(z = dy) = ()] [w(z — dy)lp(y) dz dy

co L
<o [ ([ sntamian) wlotu)
Rn 0

2"Co
< —.
- L

(5.1.5)

Assim, substituindo (5.1.5) em (5.1.4), obtemos

| @it de = [ w@i) i

gcz/ (/ w(z — oy) — |dx) ()dy+2—LC(5

Dessa forma, concluimos de (5.1.6) e de (5.1.3) que

/|w e d:v<02/(][ w(z — 8y) — |dx)()d

2"Co 12
+T+C(5+5+1)(t —t1),

(5.1.6)
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Vo,e € (0,1) e L > 0.
Entao, fazendo € — 0 na tultima desigualdade, obtemos

][ |u(ta, z) — u(ty, x)| dx < . |u(ta, x) — u(ty, x)|9(x) dx
<20 [ (f fultas = 50) ~ ultaa)l e ) o)
+2"C ( ; u(ty, z — oy) — u(ty, x)| dx) p(y) dy

2"C'§ 12
+— +C(52+6+1)(2—t1).

(5.1.7)

Agora, aplicando o lema de Fatou e utilizando o fato de que

Ni(u(ti, - — 6y) —u(ti,-)) < Ni(vo(- = 6y) — vo(+))

para i = 1,2 em (5.1.7), chegamos a

(t1,7)) < 277'C | Ni(wo(- = 8y) — vo(-))p(y) dy

N1 (U,(tg, ) — U

RTL

1 2

+ 0(62 + = 5 —|—1>(t2—t1)

1 2

< 000)+ C<52 +5 +1>(t2—t1),
Vo € (0,1), em que
O(8) := 2"t |Sl\1125 Ny(vo(- — h) — vo(+)).
h|<

Como vy € A(R™), temos O(9) e 0. Portanto
—

< inf {0(5) +O<52 + (25 +1)(tz —tl)}

Nl —ut0) <t
_. Ou(’tz—tlD, (5.1.8)
Viti,ty € F. Além disso, nao é dificil ver que O,(9) 6—>0 0
—>
2) Agora, definindo U(z,x,t) := u(t,x + z), nao é dificil ver que a funcao U(z,-) é
solugao entrépica de (5.1.1) com dado inicial Uy(z,z) := vo(x + z) e a = 1. Assim, o
L (RT), isto é

teorema 5.1.1 nos fornece que U € A (R”
/ U(-,z,t)p(x,t) dedt € A(R"), (5.1.9)
K

Vg € L*(K) com K C R compacto.

Dadot >0, z € R" e > 0, definimos

t+6 t+0
us(t, z) == ][ ][ u(s,x)deds = ][ ][ u(s,x + z) dx ds.
t Bjs(2) t B;(0)
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Tendo em vista (5.1.9), vemos que

us(t,-) € AR™), Vt>0ed>D0.

Para qualquer ¢t € &, afirmamos que us(t,-) e u(t,-) em BY(R"). Com efeito,
—

observemos que

][C lus(t, z) — u(t, 2)|dz

- t+5
< ][ ][ ][ lu(s,z + z) —u(t, z)| de ds dz
o Jt Bs(0)
t+5
< ][ ][ ][ lu(s,x + 2) —u(s, z)| drdsdz
Cr, t Bs(0)
46
+ ][ ][ lu(s, z) —u(t, z)|dsdz
cp Jt
t+6
< ][ ][ ][ lu(s,z + z) —u(s, z)| dzdxds
t Bs(0) JCp
t+4
+ ][ ][ lu(s, z) — ul(t, z)| dz ds.
t Cr,

Agora, utilizando o lema de Fatou e a propriedade de B'—contracao para leis de
conservagao (ver [35], pdg. 2), obtemos

Ni(us(t, ) —u(t,-)) := limsup ][c lus(t, z) — u(t, z)| dz

L—oo

t+6
< ][ ][ llimsup ][ lu(s, z + z) — u(s, z)| dz} dx ds
b B L Lo Joy
t+5
+ ][ {hmsup ][ lu(s, z) — ult, z)| dz} ds
t L—oo Cy,

< ]{95<0) [Mgﬁp ]{; oo + 2) —vo(z)|dz} dx
+ ]{H(S Ni(u(s, ") —ul(t,-)) ds

<7 0,(8) + 0.(8). (5.1.10)

em que

Oy (0) := sup (Sup [vo(x 4+ y) — vo(a:)]> — 0,

ly|<é \ zeR™ 00
ja que vy € BUC(R™).

Portanto, por (5.1.10), deduzimos que

(lsin(l] Ni(us(t,) —u(t,-)) =0, VteT,
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provando a afirmacao.

Finalizamos esse passo observando que a combinagao dos passos 1) e 2) nos permitem
concluir que u pode ser estendida para BUC (R, BY(R™)), se vo € A(R™) N C=(R™).

3) Por fim, consideremos o caso em que vy € B(R™) N L>®(R"). Dessa forma, existe
uma sequéncia {vg'}, oy C AR"™) N C=(R") tal que Ny(vg* —vg) — 0. Pelo passo 2),
m—r0o0
existe um tnico u™ € BUC (R, B'(R™)) NL>®(R™) que é solugao entrépica do problema
(1.0.4) com vj* em vez de vg. Como vale a seguinte desigualdade

Ny (u™(t,-) = ult,-)) < Ni(vg" = vo)

para q.t.p. t > 0, entao temos uma conclusao do teorema 5.0.1. ]

5.2 PROVA DO TEOREMA 5.0.2

Nessa secao, provamos o decaimento deterministico para solugoes entropicas do
problema de Cauchy (1.0.4) com dado inicial vy sendo uma funcao ergédica no sentido
de Besicovitch. Para fazer isso, observemos primeiro que pelo teorema 5.0.1, o problema
(1.0.4) admite uma tnica solugao entrépica u € BUC (Ry, BY(R")) N L=(RE™). Seja
(K,m) er: R"x X — K o espago de probabilidade compacto e o sistema dinamico
ergddico induzido pela dlgebra com valor médio A(R™), respectivamente, ambos discutidos
na subsecao 2.3. Além disso, a identificacdo canénica B'(R") > f — f € L'(X)
pode ser naturalmente estendida para a identificacio BUC (Ry, BY(R")) 3 u +— u €
BUC (R+, Ll(fK)).

Agora, podemos desencadear a prova do teorema 5.0.2.

Demonstragao. 1) Seja u € BUC (R+,Bl(R”)) uma solugao entrépica do problema de
Cauchy (1.0.4) com dado inicial vy satisfazendo (1.0.7).

Para m—q.t.p. w € K, afirmamos que a func¢ao u(t, 7(z)w) é uma solugao entrépica da
lei de conservacao (1.0.4) com dado inicial vy(7(x)w) em vez de .

Para provar a afirmacao, observemos primeiro que como o mapa 7 : R" x X — K é
continuo (ver [1], teorema 4.1, pdg. 1971), entdo podemos utilizar a mensurabilidade da
o—4algebra produto da fun¢ao R" x K 5 (z,w) — u(t, 7(z)w) para cada t > 0. Assim, a
aplicagao do teorema de Fubini em varios argumentos fica justificada.

Dessa forma, como u é uma solugao entrépica, temos
[ =t +ssata =0 (70) = 10 T b
R}

+/|%W%%wmwM$2Q
V0 < g e CHR™) el eR.

Escolhemos as fungdes 0 < g € CH(R") tal que g £ 0 e 0 < h € CY(R™™) com as
seguintes propriedades:
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(hy) 020Ph(t, ) € A(R"),V|a| < 1,8 <1let>0.

(he) supp(h) C (a,b) x R" para algum a,b € R.

1
Tomando ¢(t,x) := ﬁh(zﬁ, x)g(%) na ultima desigualdade, obtemos

e [ At a0 (10— ) Vb (2) e
+$ /Rn [vo() = 1[h(0, )g (%) dx (5.2.11)
+ Rjﬂ /R ~sen(u—1D) (f(u) = (1)) - (Vo) (%) h(t,z) dz dt > 0.

1
loc

e a familia de funcoes { f (—> } é limitada em L
€ e>0

Agora, usaremos o fato de que se f € L .(R") possui valor médio no sentido de (2.2.2)

(R™) para algum p > 1, entao

loc

3

£(2) = M) em 2, 0

Assim, fazendo R — oo em (5.2.11), garantimos

/ooo ( 1. {'” — U0k + sgn(u = 1) (f(w) = f(1)) vzh} dx) it

+ 1 (@) = le(0,x)dr >0,
R"

que ¢é equivalente a
/0°° (/j< {m(t,W) — 1|0sh(t,w) + sgn(u — 1) (f(u) — f(1)) _h} dm(w)> dt
+/x [vo(w) — 1|(0, w) dm(w) > 0, (5.2.12)

vVl € R e fungao h como escolhida acima.

2) Nesta etapa, vamos construir uma fungao apropriada h. Para isso, sejam 0 < p €
A(R"™) e 0 < g € CH(R™™). Entao, definimos

h(t,z) == /n plx + 2)g(t, —x) dx.

Nao é dificil ver que a continuidade uniforme da funcao p implica que as somas de
Riemann correspondentes convergem para a integral de h(t,-) uniformemente em R™ na
variavel z para cada t € R. Essa informagao, junto com a invariancia de A(R"™) com
respeito a translagdes, nos mostra que a fungao h satisfaz as condigdes (hq) e (hs) descritas
no passo 1). Mais ainda, temos

(or02n) (t) = [ p(rta)e) (9r0%) (1, ~a) da,
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Vo] <1, || <1, teRewe XK.

3) Substituindo a fun¢ao construida no passo 2) em (5.2.12), obtemos

o< [T([{ [l - tagte, ~orptriare)

sgn(u — 1) (f(w) = /(1)) - (V9) (t, —2)p(r(z)w)] dx} dm(w)) "
+/j< ( - [vo(w) —1|g(0, =) p(7()w) dx) dm(w).

Assim, usando o teorema de Fubini e levando em consideracao a 7—invariancia da
medida de probabilidade m, temos

o< [ e e g

+sgn(u(t, 7(—z)w) — 1) (f(u(t, 7(—z)w)) — f(1)) - (Vg) (t, —x)]g(w) dm(w)} du dt
+/Rn { |vo(7(—2)w) — 1| (0, —z)p(w) dm(w)} du

X

= [ L [t st

+

+sgn(u(t, 7(y)w) — 1) (f (ult, 7(y)w)) — f(1) - (V) &, y)} dy dt

[ Tuntr o) = 10.9) d o) )

A arbitrariedade da funcao p € A(R"™) nos permite obter um conjunto K, C K de
medida total tal que

0 [ Juttrw) - 0g(t.0)

sgn(u(t, 7(y)w) — D) (f(ult, 7)) = F1) - (Vg) (t,)] dydt

+ . [vo(7(y)w) — 1] 9(0,y) dy, (5.2.13)

Y(l,9) € QxDew e Ky, em que D é um conjunto enumeravel denso da classe de fungoes
teste g.

Como as fungoes [ — [A—1| e [ — sgn(A—1) (f(A) — f(1)) sdo uniformemente continuas

na variavel A, a desigualdade (5.2.13) pode ser passada para uma desigualdade para todo
leR,0<ge CHR"™) e w € K.

4) Por fim, utilizando o item (ii) do teorema 4.0.1 (ver pag. 63), temos

ess lim lu(t, 7(x)w) — M(vg)| dz = 0,

t—o0 Rn
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para q.t.p. w € X.

Portanto, integrando com relacao a w, usando o teorema da convergéncia dominada, o

terema de Fubini e a relagao / Fdm(w) = ][ F(x) dz, obtemos
K

n

0 = /9< (ess lim lim lu(t, 7(z)w) — M (vo)| dx) dm(w)

t—oo l—oo )

= esslim lim (/ lu(t, 7(z M (v)| dm(w )) dx
t—oo [—oo )
= esslim/ |lu(t, M (vg)| dm(w)

t—o00

= esslim lu(t, z) — M(vo)| dz,

t—00 R™

que ¢é o resultado desejado. O
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