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Resumo
Nesta tese, estudamos sistemas fortemente interagentes fora do equilíbrio. Mais especificamente,
focamos na investigação da formação de não-equilíbrio dos ordenamentos de carga e de spin em
uma dimensão, partindo de um estado não-interagente desordenado e deixando-o evoluir no tempo
segundo um Hamiltoniano interagente. Analisamos a formação dos ordenamentos no contexto do
modelo de Hubbard estendido unidimensional em semi-preenchimento e interações positivas, que
apresenta as fases charge density wave (CDW) e spin density wave (SDW). Realizamos quenches
controlados no tempo para simular a evolução do estado inicial sob ação de um Hamiltoniano em
que as interações eletrônicas aumentam linearmente no tempo até valores finais correspondentes à
fase CDW ou SDW. Para descrever a dinâmica de não-equilíbrio, utilizamos a extensão temporal
do método numérico density matrix renormalization group (DMRG).

Para descrever a formação dos ordenamentos CDW e SDW, ligamos linearmente no tempo os
termos do Hamiltoniano da evolução associados às interações de elétrons em sítios vizinhos
e no mesmo sítio, respectivamente. Baseamos nossa análise no comportamento, ao longo do
quench, dos parâmetros de ordem CDW e SDW, da entropia de emaranhamento e da fidelidade
entre o estado evoluído e o correspondente estado fundamental de equilíbrio. Classificamos o
comportamento do sistema de acordo com a escala de tempo na qual o quench é realizado
(ou seja, em que as interações são ligadas): identificamos a existência dos regimes de impulso,
intermediário e adiabático. Durante o quench, no regime de impulso, observamos que o estado
evoluído permanece na mesma configuração do estado inicial, enquanto no regime adiabático
ele segue o comportamento previsto para o estado fundamental do Hamiltoniano instantâneo.
Para os quenches analisados, nossos resultados indicam que a escala de tempo associada ao
comportamento adiabático depende do tipo de ordenamento do estado final. Observamos que
o regime adiabático é atingido mais lentamente quando o estado final apresenta ordenamento
CDW, em comparação com o caso em que o estado final tem ordenamento de spin. Precedendo o
comportamento adiabático, no regime intermediário, vemos no primeiro caso um aumento da
entropia de emaranhamento além do seu valor inicial o que não é observado no quench para
a SDW. Concluímos assim que o regime adiabático para o caso de ordenamento CDW requer
um tempo maior para se evitar que estados excitados emaranhados sejam acessados durante
a dinâmica. Além disso, comparamos os casos nos quais apenas uma das interações (local ou
entre primeiros vizinhos) é ligada durante o quench com casos nos quais ligamos ambas as
interações simultaneamente. Nossos resultados mostram que a quebra da integrabilidade do
modelo na presença de interações entre primeiros vizinhos não implica mudanças significativas
no comportamento de não-equilíbrio no contexto da aproximação adiabática.

Palavras-chave: Interação eletrônica, não-equilíbrio, emaranhamento, ondas de densidade de
carga, ondas de densidade de spin.



Abstract
In this thesis, we study non-equilibrium phenomena in strongly interacting systems. We
focus on the out-of-equilibrium formation of charge and spin ordering in one dimension,
starting from a disordered non-interacting state and that we let evolve in time according
to an interacting Hamiltonian. We analyze the formation of charge and spin ordering
within the half-filled one-dimensional extended Hubbard model with repulsive interactions,
which presents the charge density wave (CDW) and spin density wave (SDW) phases.
We perform finite time quenches to simulate the evolution of the initial state under a
Hamiltonian in which electronic interactions increase linearly in time up to final values
corresponding to the CDW or SDW phase. The non-equilibrium dynamics is described by
the time extension of the density matrix renormalization group (DMRG) method.

By linearly turning on the nearest-neighbor or the onsite interaction, we describe the
formation of the CDW and SDW ordering, respectively. Our analysis is based on the
behavior, along the quench, of the CDW and SDW order parameters, the entanglement
entropy, and the fidelity between the evolved state and the corresponding equilibrium
ground state. We classify the system behaviour according to the timescale in which the
quench is performed: we find the existence of impulse, intermediate, and adiabatic regimes.
During the quench, in the impulse regime, we observe that the evolved state remains
in the same configuration as the initial state, while in the adiabatic regime it follows
the predicted behavior for the ground state of the instantaneous Hamiltonian. For the
quenches we analyze, our results indicate that the timescale associated with adiabatic
behavior depends on the final state ordering. We observe that the adiabatic regime is
reached more slowly when the final state has CDW ordering, compared to the case in
which the final state has spin ordering. In the intermediate regime, preceding the adiabatic
one in the first case we see an increase in entanglement entropy beyond its initial value
which is not observed in the quench towards SDW. We conclude that the adiabatic regime
for the case of CDW ordering requires a longer time to prevent entangled excited states
from being accessed during the quench. In our work, we also compare cases in which only
one of the interactions (onsite or nearest-neighbor) is turned on during the quench with
those in which we turn on both interactions simultaneously. Our findings show that the
breaking of the system integrability, by turning on the nearest-neighbor interactions, does
not give rise to significant changes in the nonequilibrium behavior within the adiabatic
approximation.

Keywords: Electronic interaction, non-equilibrium, entanglement entropy, spin density
waves, charge density wave.
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1 Introdução

O entendimento das propriedades eletrônicas de materiais fortemente interagentes
tornou clara a necessidade de tratamentos teóricos que consideram as interações entre
um elevado número de partículas (da ordem de 1023). Nesses sistemas, as interações são
suficientemente fortes, extrapolando a validade de um tratamento perturbativo no qual
os seus efeitos podem ser incorporados a um parâmetro (como a massa) de um sistema
auxiliar de partículas livres.1 Tipicamente, esses sistemas são compostos por elementos de
transição, actinídeos e terras raras, que possuem orbitais espacialmente estreitos (d ou f)
semi-preenchidos. Nesse caso, os elétrons passam mais tempo próximo aos núcleos atômicos
e, assim, sofrem uma forte repulsão coulombiana, que dá origem a uma competição entre
o caráter localizado e o caráter itinerante da função de onda eletrônica. Essa competição
pode levar a uma transição metal-isolante induzida pelas interações entre elétrons no
mesmo orbital [1]. O isolante em questão é conhecido como isolante de Mott.

Uma visão esquemática dos elementos químicos frequentemente observados em
materiais fortemente interagentes é apresentada na Fig. 1, conhecida como diagrama de
Kmetko-Smith, em que as linhas são organizadas de modo que os elementos mais localiza-
dos são encontrados acima, à direita, enquanto os mais delocalizados estão posicionados
abaixo, à esquerda. Os metais de terras-raras e actinídeos, posicionados no campo superior
direito do diagrama da Fig. 1, possuem orbitais f altamente localizados, apresentando
momentos magnéticos locais. Quando átomos desses elementos são incorporados à estrutura
eletrônica de metais convencionais, observa-se uma forte interação entre os elétrons de
condução e os momentos magnéticos locais, podendo resultar em um comportamento
anômalo da resistividade em função da temperatura no material, conhecido como efeito
Kondo [3]. Por outro lado, entre os elementos considerados na Fig. 1,2 os metais com
orbital d posicionados no canto inferior esquerdo são mais itinerantes e apresentam super-
condutividade convencional.3 Materiais compostos por elementos posicionados em torno
da diagonal principal do diagrama de Kmetko-Smith (região esbranquiçada) apresentam
propriedades físicas interessantes devido à competição entre o caráter localizado e itinerante
dos elétrons. Por exemplo, esse é o caso do óxido de vanádio, V2O3 [5], que passa por uma
1 Essa é a ideia central da teoria de líquidos de Fermi, que oferece uma metodologia para tratar problemas

de muitas partículas interagentes em uma aproximação de partícula única.
2 Elementos com orbitais do tipo s e p, em geral, apresentam um caráter mais delocalizado para os

elétrons de valência quando trata-se de sólidos.
3 Em geral, a supercondutividade convencional está relacionada ao mecanismo de acoplamento dos

elétrons com as vibrações da rede como o responsável pela origem de estados supercondutores em
certos materiais. Esse mecanismo constitui o objeto central da teoria de Bardeen, Cooper e Schrieffer
(conhecida como teoria BCS) [4]. Por outro lado, a supercondutividade não convencional está relacionada
a outros tipos de mecanismos responsáveis pela condensação em estados supercondutores, como o
acoplamento dos elétrons com as flutuações de spin da rede.
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Figura 1 – Diagrama de Kmetko-Smith que apresenta uma tabela periódica rearranjada
dos elementos de transição, actinídeos e terras raras (com orbitais d ou f ),
organizados dos elementos delocalizados (em azul) para os mais localizados
(em vermelho). Figura adaptada de [2].

transição metal-isolante, induzida principalmente pela competição entre a energia cinética
e a repulsão coulombiana dos elétrons4 - caracterizando uma transição de Mott.

Outro fator que torna os efeitos das interações relevantes para a descrição das
propriedades que emergem de sistemas de muitos corpos é a dimensionalidade. Sistema de
elétrons em uma dimensão (1D) são por natureza fortemente interagentes, extrapolando
uma descrição efetiva onde as interações podem ser incorporadas a um parâmetro (como a
massa dos elétrons) de um sistema auxiliar de partículas livres ou não interagentes. Esse é
o motivo pelo qual as propriedades de sistemas 1D não são descritas via teoria do Líquido
de Fermi, a qual prevê para uma classe de sistemas de elétrons interagentes em duas ou
três dimensões que as excitações eletrônicas podem ser descritas por quasipartículas não
interagentes com massa renormalizada. Essa teoria torna-se impraticável para sistemas
1D devido à coletivização das excitações de uma partícula. Numa visão pictórica, para
se propagar em 1D um elétron inevitavelmente “empurra” seu vizinho mais próximo,
tornando todo movimento individual em um movimento coletivo. Em outras palavras,
todas as excitações individuais tornam-se coletivas em 1D, sendo essa a principal diferença
entre a física de sistemas em uma dimensão e aqueles de dimensão maior que um. Essa
peculiaridade da física em 1D é tratada pela teoria do Líquido de Luttinger (em contraste
com a teoria do Líquido de Fermi), desenvolvida para descrever as propriedades de uma
classe de sistemas unidimensionais no setor de baixas energias ou dos estados de mais
baixa energia do sistema [6]. Vários sistemas apresentam um caráter unidimensional, como
4 Em termos experimentais, a diminuição da pressão está associada a um aumento da interações

elétron-elétron ou a uma menor energia cinética dos elétrons.
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fios quânticos semicondutores [7], sais orgânicos [8], nanotubos de carbono [9] e cupratos
unidimensionais [10]. Em geral, a alta correlação eletrônica devido à resposta coletiva a
uma pertubação externa resulta em um rico diagrama de fases para esses sistemas, como
visto no exemplo de compostos orgânicos quase unidimensionais apresentado na Fig. 2.

Te
m

pe
ra

tu
ra

Pressão, dopagem, etc.

Figura 2 – Diagrama de fases esquemático para condutores orgânicos quase-1D. Figura
adaptada de [11].

No diagrama de fases apresentado na Fig. 2, para temperatura próximas de zero,
observamos a existência de duas fases isolantes, charge density wave (CDW) e antiferro-
magnética (AF), caracterizadas por uma periodicidade nas distribuições de carga e spin,
respectivamente, e uma fase supercondutora não-convencional. Essas fases também são ob-
servadas em baixas temperaturas do diagrama de fases de compostos cujas as propriedades
são descritas por sistemas com dimensão maior que um, como cupratos [12] e compostos
baseados em Ferro [13]. Há uma tendência da comunidade científica em relacionar os
mecanismos que dão origem às fases isolantes aos mecanismos que dão origem à fase
supercondutora não-convencional, motivada pela frequente proximidade, ou mesmo super-
posição, entre essas fases no diagrama de fases de vários sistemas. A supercondutividade
não-convencional presente nesses materiais não é explicada pela teoria do líquido de Fermi
ou pela teoria da supercondutividade de Bardeen-Cooper-Schrieffer, sendo necessário o
uso de outras abordagens para identificação dos mecanismos fundamentais que dão origem
à fase supercondutora.

O estudo da relação entre os mecanismos que dão origem às fases isolantes (com
ordenamento de carga ou de spin) e a fase supercondutora não-convencional é, em especial,
estimulado pelo fato dessa última sobreviver até temperaturas elevadas (embora abaixo da
temperatura ambiente ∼ 200K), apresentando altas temperaturas críticas (Tc) para muitos
compostos [14, 15]. Quanto mais alta a temperatura abaixo da qual a resistividade do
sistema tende a zero, maior é o potencial para aplicações tecnológicas. Entre as dificuldades
relacionadas ao entendimento da origem da supercondutividade de alta Tc, destacam-se
a identificação dos mecanismos de interação entre elétrons com outras entidades, como
fônons, flutuações magnéticas e impurezas da rede. Nesse sentido, esforços teóricos são
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necessários, em particular no setor de baixas energias desses sistema, visto a coexistência
das fases CDW e AF com a fase supercondutora no diagrama de fases do regime de
temperatura tendendo a zero, onde os efeitos de correlações puramente quânticas (que
ocorrem em temperatura nula) são mais significativos. Entre as abordagens teóricas para
o entendimento das fases isolantes, bem como o da fase supercondutora, destaca-se o uso
de modelo efetivos, que possibilitam o estudo da relação entre os fenômenos que emergem
de sistemas de muitos corpos com os mecanismos fundamentais previamente selecionados,
incorporados ao modelo.

Os métodos teóricos que incorporam as interações eletrônicas para a descrição das
propriedades de sistemas com um elevado número de partículas, em geral, não possuem
soluções fáceis. A ideia central desses métodos consiste em considerar somente os graus
de liberdade mais relevantes, estabelecendo um limite em que o problema se torne mais
simples e possa ser resolvido de maneira controlada. Os efeitos que não estejam presentes
nesse estágio da aproximação podem ser incluídos por meio de expansões em torno desse
limite. Apesar dessa simplificação, modelos simples, como o de Hubbard de uma banda,
podem ter soluções extremamente complexas e difíceis de serem obtidas. Para sistemas
unidimensionais, existem procedimentos teóricos que habilitam um tratamento exato
e sistemático para uma classe de modelos nesse contexto, como o ansatz de Bethe [6],
bozonização e a matriz de transferência [16]. Essa classe, no entanto, corresponde a uma
parcela dos problemas físicos atuais, motivando o uso de outras abordagens para tratar o
problema.

Em geral é necessário utilizar ferramentas numéricas, que frequentemente envolvem
aproximações, para resolução desses problemas. Em um tratamento numérico, a ideia básica
consistiria em obter a diagonalização completa do Hamiltoniano do sistema. Entretanto
essa tarefa envolve, via de regra, grandes esforços computacionais, mesmo para sistemas
da ordem de dezenas de sítios. Por exemplo, a dimensão do espaço de Hilbert associado
ao modelo de Hubbard unidimensional é igual a dL, sendo d = 4 e L o comprimento da
cadeia, implicando que as manipulações computacionais em princípio lidem com matrizes
dL × dL. Por outro lado, essa dificuldade pode ser amenizada por duas razões: muitos
problemas físicos são bem atacados por aproximações que consideram somente interações
de curto alcance, que por sua vez resultam em matrizes mais esparsas - manter apenas
os elementos diferentes de zero pode diminuir o tamanho da matriz; também fazer o
uso máximo das simetrias do sistema original pode reduzir ainda mais sua dimensão (os
cálculos ficam limitados a um subespaço de interesse). Mesmo com todos esses artifícios,
o tamanho da memória para armazenar e manipular os elementos do Hamiltoniano de
muitos corpos constitui uma limitação severa. Nesse sentido, para tratar sistemas de
tamanho arbitrariamente grande que não possuem solução trivial, são necessárias outras
ferramentas que envolvam um certo tipo de aproximação. Nesse contexto surge o grupo de
renormalização da matriz Densidade [17, 18] (DMRG, sigla do inglês), capaz de obter com



Capítulo 1. Introdução 13

alta precisão o estado fundamental de sistemas 1D.

O DMRG é um método varacional baseado em truncagens “inteligentes” do espaço
de Hilbert, considerado “estado da arte” para a descrição das propriedades no setor de
baixas energias de sistemas unidimensionais. A precisão do método é regulada pelo cres-
cimento do emaranhamento com o comprimento do sistema. Para sistemas em 1D com
interações de curto alcance, a lei de área5 [19] prevê um limite superior para o emaranha-
mento entre subpartes do sistema que independe do comprimento do sistema, justificando
a alta eficiência do DMRG para essa classe de modelos. Em termos computacionais, a
presença desse limite viabiliza uma descrição precisa das propriedades eletrônicas que
ocorrem no limite termodinâmico.6 Nas últimas décadas, a utilização do emaranhamento
como ferramenta para classificar transições de fase e caracterizar estados quânticos vem
estimulando uma maior interação entre as comunidades de informação quântica e de
sistemas de muitos corpos [20–27].

Além de propriedades estáticas, como o rastreamento da função de onda do estado
fundamental, o DMRG apresenta uma reformulação para estudar a evolução temporal de
sistemas unidimensionais, conhecido como grupo de renormalização da matriz densidade
dependente do tempo (t-DMRG, sigla do inglês) [28,29]. Essa implementação estimulou
o estudo da dinâmica de não-equilíbrio de sistemas quânticos, em especial, produzidas
por quenches. O protocolo de quench é baseado na mudança de um parâmetro do sistema
(como as interações entre as partículas) em uma dada escala de tempo, em geral sendo
esse um processo não perturbativo, visto que a modificação introduz uma quantidade
relevante de energia no sistema. Teoricamente, o sistema é inicialmente preparado em um
dado estado quântico, |ψ0⟩ (sendo esse o estado fundamental obtido via DMRG para um
Hamiltoniano inicial, H0), em seguida evolui no tempo via t-DMRG sob influência de
outro Hamiltoniano, H, tal que o novo estado terá a forma |ψ, t⟩ = e−iHt |ψ0⟩. A forma e
escala de tempo nas quais o quench é realizado dá origem a uma série de investigações
que incluem questões ligadas ao estudo de transições de fase, formação de domínios de
carga e/ou spin, propagação das correlações, propriedades de transporte e emergência de
estados transientes de não-equilíbrio sem contrapartida com o caso estático [30–35].

Entre os avanços experimentais para o estudo da evolução de sistemas quânticos,
destacam-se as implementações de átomos frios em rede óticas,7 que são capazes de
simular Hamiltonianos de sistemas fermiônicos ou bosônicos com parâmetros altamente
5 Mais detalhes sobre a lei de área são dados no Capítulo 3.
6 O aumento do emaranhamento com o crescimento do sistema está associado a uma maior utilização de

recursos computacionais, como a memória RAM, utilizada para armazenar as bases utilizadas para
representar a função de onda durante a convergência do cálculo.

7 Átomos são armadilhados em potenciais periódicos formados pela superposição de feixes de lasers
contra-propagantes. A geometria da rede de confinamento, bem como a profundidade do potencial
ótico, podem ser manuseadas com alta precisão, permitindo um alto controle dos parâmetros do sistema
simulado.
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controlados [36–39]. Essas implementações permitiram sondar a evolução de sistemas
quânticos sem o amortecimento da dinâmica por qualquer processo de decoerência. Esses
experimentos abriram a possibilidade de investigar a dinâmica de não-equilíbrio produzidas
por quenches. Um exemplo seminal foi dado ao observar a formação de um cone de
luz efetivo que limita a velocidade de propagação da informação em cadeias bosônicas
realizadas em redes óticas [40]. Nesse experimento, investigou-se a evolução das funções de
correlação após um quench em um sistema inicialmente preparado no estado isolante de
Mott, mostrando um boa aproximação entre os dados experimentais com resultados de
t-DMRG.

Nos últimos anos, esse alinhamento entre os resultados experimentais e teóricos
vem estimulando estudos sobre a relação entre a forma do quench e o comportamento do
emaranhamento entre subpartes do sistema. Esse estudo é especialmente relevante pelo
fato do emaranhamento no cenário de não-equilíbrio por enquanto não ser mensurável
experimentalmente, exigindo uma análise teórica.8 No contexto de matéria condensada,
o emaranhamento tem sido frequentemente utilizado para caracterizar transições de
fase [21–24,42] e orientar processos de termalização e equilibração de sistemas quânticos
implementados em redes óticas [43,44]. No âmbito teórico, a dinâmica de não-equilíbrio
do emaranhamento tem sido frequentemente investigada em modelo de spin, visto o
maior conjunto de técnicas analíticas disponíveis e a menor complexidade das simulações
numéricas quando comparadas ao modelos de partículas com mais graus de liberdade.
No contexto de quenches controlados no tempo em sistemas que consideram os graus
de liberdade de spin e carga, especialmente os de natureza fermiônica, essa análise tem
sido pouco explorada [45–47], permanecendo um problema aberto e pouco investigado em
muitos contextos.

Nessa perspectiva, a presente tese versa sobre uma investigação teórica da relação
de dependência entre os mecanismos elementares que produzem uma situação de não-
equilíbrio e a formação de fases isolantes em sistemas de baixa dimensionalidade. Como
visto no exemplo da Fig. 2, esses sistemas apresentam um rico diagrama de fases, que
incluem fases isolantes, caracterizadas pelos ordenamentos de carga e spin, e uma fase
supercondutora, as quais possivelmente compartilham a mesma origem, ou seja, os mesmos
mecanismos fundamentais. Nesse sentido, o estudo da formação das fases isolantes pode
orientar o estudo de outros comportamentos presentes nesses sistemas, bem como pode
fornecer subsídios para o entendimento de como ocorrem as transições de fase. Neste estudo
será considerado o modelo de Hubbard estendido unidimensional, descrito da seguinte
8 Resultados experimentais de sondagem da dinâmica de não-equilíbrio são baseados no uso de técnicas

de espectroscopia que consideram um pequena porção do sistema, sendo possível avaliar quantidade
locais. Medidas de emaranhamento pressupõem que todo o sistema seja analisado no momento da
medida. No entanto, resultados de emaranhamento para o caso de equilíbrio podem ser encontrados
em experimentos de redes óticas [41].
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forma:
H = −J

L−1∑
j=1

∑
σ=↑,↓

(
a†

j,σaj+1,σ +H.c.
)

+ U
L∑

j=1
n̂j↑n̂j↓ + V

L−1∑
j=1

n̂jn̂j+1, (1.1)

em que L é o tamanho da cadeia, a†
j,σ e aj+1,σ são os operadores de criação e aniquilação,

respectivamente, de um férmion com spin σ no sítio j, n̂j,σ = a†
j,σaj,σ e n̂j = n̂j,↑ + n̂j,↓.

A amplitude de hopping entre os sítios vizinhos é dada pelo parâmetro J , enquanto as
interações no sítio e entre primeiros vizinhos são dadas por U e V , respectivamente. Esse
modelo, além de sua realização em redes óticas [36,39], pode ser usado para descrever as
propriedades eletrônicas de materiais que apresentam efetivamente um caráter unidimensi-
onal [8–10], como condutores orgânicos unidimensionais, nanotubos de carbono e cupratos
unidimensionais.

Em equilíbrio, para interações repulsivas e semi-preenchimento, o modelo apresen-
tado na eq. (1.1) possui um rico diagrama de fase que inclui as fases isolantes charge-density
wave (CDW), spin-density wave (SDW) e bond-order wave (BOW) - está última gerada
pela instabilidade produzida pela competição entre os ordenamentos de spin e carga. Neste
projeto, nosso foco está em investigar formação de não-equilíbrio das fases CDW e SDW.
Basicamente, o ordenamento CDW surge quando a forte repulsão coulombiana entre sítios
vizinhos, controlada pelo parâmetro V , desfavorece a ocupação eletrônica entre sítios
consecutivos da cadeia, tal que o estado fundamental é caracterizado por um padrão de
alternância entre sítios duplamente ocupados e sítios vazios ao longo da cadeia. A SDW, por
outro lado, basicamente ocorre quando a forte repulsão coulombiana no sítio, controlada
pelo parâmetro U , desfavorece a dupla ocupação, tal que o estado fundamental apresente
uma periodicidade na distribuição de spin, caracterizada pelo ordenamento antiferromagné-
tico. No Capítulo 4 apresentamos o diagrama de fases do modelo da eq. (1.1), dando mais
detalhes sobre as características dessas fases. Um dos objetivos desta tese é analisar as
propriedades de não-equilíbrio desse modelo, bem como os mecanismos físicos por trás da
formação dos ordenamentos CDW e SDW no contexto de um modelo baseado puramente
em interações elétron-elétron. No primeiro estágio desse intento, o estado inicial será
preparado em uma configuração desordenada e interações desligadas (U e V iguais a zero).
O segundo estágio consiste em investigar os fenômenos que precedem a formação das fases
isolantes, em um cenário de não-equilíbrio - produzido via quenches - em que controlamos
a velocidade em que as interações são ligadas até a região de parâmetros correspondentes
aos ordenamentos CDW e SDW. Os códigos DMRG e t-DMRG (disponíveis no endereço
eletrônico https://github.com/isaacarvalho7/t-DMRG) utilizados neste estudo foram
desenvolvidos pelo autor desta tese, implementado majoritariamente em linguagem de
programação C++, usando o pacote ITensor [48]. Os resultados e os detalhes dessas
investigação serão abordados nos próximos capítulos.

Esta tese é organizada da seguinte forma:
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• no Capítulo 2 apresentamos uma revisão da literatura sobre resultados experimentais
e teóricos que motivam e orientam a investigação das propriedades de não-equilíbrio
em sistemas de muitos corpos interagentes. Focamos em fenômenos que envolvem
a formação de fases isolantes no contexto de não-equilíbrio, destacando resulta-
dos de implementações em redes óticas e avanços teóricos sobre a relação entre o
emaranhamento e as propriedades emergentes;

• no Capítulo 3 apresentamos uma revisão mais detalhada dos métodos DMRG e
t-DMRG no formalismo do produto de matrizes [18] utilizado para implementação
do código desenvolvido para o estudo do problema tratado nesta tese. Essas técnicas
foram selecionadas devido à sua eficiência em tratar propriedades de equilíbrio e
não-equilíbrio de sistemas unidimensionais;

• e finalmente no Capítulo 4 apresentamos os resultados principais desta tese, sobre
o estudo da formação dos ordenamentos de carga e spin no contexto do modelo
de Hubbard estendido. Especificamente, exploramos a formação dos ordenamentos
CDW e SDW controlando a velocidade na qual as interações no sítio e entre sítios
mais próximos são ligadas a partir de um estado inicial preparado com interações
desligadas. Investigamos a evolução dos parâmetros de ordem dos ordenamentos e
do emaranhamento entre bipartições do sistema, relacionando os comportamentos
dessas quantidades com as excitações produzidas ao ligarmos as interações. Esses
resultados foram publicados na Physical Review B [49].

No final desta tese apresentamos as conclusões gerais e perspectivas de trabalhos futuros.
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2 Sistemas de muitos corpos fora do equilíbrio

Este capítulo é dedicado a uma revisão da literatura sobre as propriedades de
não-equilíbrio que emergem de sistemas de muitos corpos. O estudo dessas propriedades
vem sendo estimulado pelos recentes avanços das técnicas de espectroscopia resolvida no
tempo [50] e implementações que utilizam redes óticas com átomos frios [39], que permitem
acessar com alta precisão a dinâmica de relaxamento de sistemas postos fora do equilíbrio.
Entre as questões que permeiam esse rico tema de pesquisa, o entendimento da competição
dos mecanismos eletrônicos que dão origem às propriedades de não-equilíbrio em materiais
fundamenta a ideia básica de diversos problemas de pesquisa nessa área.

Utilizaremos essa ideia como pano de fundo para analisar alguns trabalhos tratados
na literatura, caminhando primeiro sobre as realizações experimentais em materiais e depois
sobre as implementações que utilizam átomos frios em redes óticas (sistemas artificiais que
simulam materiais). Esse último caso representa um importante avanço experimental para
o estudo de sistemas isolados de banhos térmicos, ou qualquer outra fonte de decoerência,
que amortecem a dinâmica de não-equilíbrio.

A possibilidade de isolar sistemas eletrônicos corresponde a uma importante moti-
vação para o estudo teórico de sistemas com propriedades exclusivamente quânticas - que
ocorrem no limite de temperatura zero. Partindo de um cenário mais simples podemos
explorar em maior detalhe a conexão entre o papel desempenhado pelos mecanismos
de interação e as propriedades correspondentes no regime de não-equilíbrio. Entre os
protocolos de não-equilíbrio, com redes óticas é possível sondar sistemas quânticos cujas
interações entre as partículas foram modificadas num intervalo de tempo controlado -
algo não realizável em materiais. Essa perspectiva permite estudar temas desafiadores de
pesquisa como termalização, equilibração e o surgimento de alguma velocidade limite na
qual a informação se espalha pelo sistema.

Este capítulo é dividido em duas seções: na primeira revisamos as realizações
experimentais de não-equilíbrio em sistemas de muitos corpos, indo de materiais às redes
óticas; na segunda conectamos as realizações experimentais de redes óticas com o protocolo
de não-equilíbrio chamado quench quântico, discutindo alguns conceitos fundamentais
deste assunto e a conexão com o projeto desta tese.

2.1 Motivações experimentais para sistemas fora do equilíbrio
Nas últimas décadas, os avanços experimentais em técnicas de espectroscopia

resolvida no tempo estimularam o estudo de fenômenos de não-equilíbrio, levando a
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insights complementares à análise de equilíbrio. A possibilidade de observar eventos na
escala de femtossegundos permitiu sondar em mais detalhes a dinâmica de relaxamento
das propriedade de não-equilíbrio de materiais, estimulando a pesquisa nesse campo.
Nessa escala, processos ultra-rápidos (da ordem de 10−15s) relacionados à mobilidade
eletrônica, como o movimento dos elétrons de valência ao longo dos íons, podem ser
explorados. Nas últimas décadas, o acesso à dinâmica desses processos vem estimulando
novas pesquisas sobre o comportamento eletrônico no cenário de não-equilíbrio. Um exemplo
seminal nesse contexto foi dado ao mostrar que a resposta espectroscópica da dinâmica de
relaxamento de materiais perturbados por pulsos de lasers pode revelar a natureza dos
mecanismos dominantes que dão origem à localização eletrônica em transições do tipo
metal-isolante1 [51]. Essa possibilidade ataca um problema central em matéria condensada,
que é a identificação dos mecanismos predominantes que dão origem às propriedades de
equilíbrio em materiais, já que esses sistemas tipicamente apresentam processos interativos
simultâneos, como interações elétron-elétron e elétron-fônon. Além disso, a identificação
desses mecanismos representa um passo fundamental para o estudo teórico dos fenômenos
que emergem desses sistemas, que em princípio considera a interação entre um número
elevado de constituintes (da ordem de 1023). Desta forma, esse exemplo mostra como os
fenômenos de não-equilíbrio podem orientar o entendimento das propriedades estáticas de
materiais.

A ideia básica que fundamenta a seleção dos graus de liberdade mais importantes
na análise de não-equilíbrio do exemplo anterior é que a escala de tempo em que ocorre
a dinâmica de relaxamento do parâmetro de ordem eletrônico reflete a natureza do tipo
de interação dominante. Essa análise estimula novas pesquisas sobre como a competição
entre os graus de liberdade do sistema conecta os fenômenos de equilíbrio e não-equilíbrio,
especialmente nos contextos de transições e formação de fases. Essa conexão representa um
frutífero problema de pesquisa, que vem recebendo destaque em muitos contextos [50, 52].

Transpondo a ideia de um estudo que complementa a análise de equilíbrio - como
a identificação dos mecanismos de interação predominantes mostrados anteriormente - a
dinâmica de não-equilíbrio oferece acesso a novas propriedades da matéria. Como exemplo,
destaca-se o comportamento supercondutor transiente acessado durante a dinâmica de
relaxamento de compostos fotoexcitados [50, 53, 54]. Em uma visão geral, a fotoexcitação
pode alterar o formato da energia livre do sistema, possibilitando o acesso a fases da
matéria que podem não existir no equilíbrio térmico. Basicamente isso ocorre porque
a competição entre os mecanismos que dão origem ao comportamento de equilíbrio é
afetada ao excitar o sistema. Isso possibilita a emergência de estados supercondutores
transientes que podem ser acessados em temperaturas maiores do que a temperatura
1 Este exemplo se insere no contexto de experimentos de pump and probe, baseados no uso de pulso

de laser ultra-rápido - da ordem de femtossegundos - que permite sondar (probe) a dinâmica de
relaxamento de átomos e moléculas após uma pertubação inicial (pump).
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crítica da transição para supercondutor.

Além de induzir estados delocalizados não presentes no equilíbrio, foi visto que com-
postos postos fora do equilíbrio por fotoexcitação podem acessar estados com ordenamento
de carga [55]. Especificamente, foi observada a presença de um estado transiente do tipo
onda de carga (CDW, sigla do inglês) induzido pela fotoexcitação do composto LaTe3, como
mostrado na Fig. 3. Em um instante de tempo posterior à fotoexcitação, ao longo do plano
formado pelo Te ocorre a formação de ordenamentos de carga unidirecionais, os quais são
perpendiculares à CDW unidirecional de equilíbrio. Em equilíbrio, as CDW unidirecionais
ao longo do eixo-c se formam como consequência de uma pequena anisotropia dos íons do
plano-ac (a≥0.997c). Isso pode ser visto na Fig. 3(b), que mostra os resultados da dinâmica
da difração eletrônica. Em equilíbrio, os picos do padrão de difração eletrônico revelam os
ordenamentos de carga unidirecionais ao longo do eixo-c e os íons da rede, bolas pequenas
e bolas grandes no painel (b) da Fig. 3, respectivamente. Após a fotoexcitação, picos
adicionais aos de equilíbrio surgem devido ao ordenamento CDW transiente. Os autores
sugerem que ambos ordenamentos, de equilíbrio e não-equilíbrio, são gerados pelos mesmos
mecanismos eletrônicos, dada a escala de tempo muito curta na qual a CDW transiente
aparece após a fotoexcitação. Embora a origem dos ordenamentos permaneça em debate,
há fortes indícios que ambas CDWs competem no equilíbrio, tal que a instabilidade gerada
pela fotoexcitação favoreça o ordenamento transiente ao longo do eixo-a.

Esses resultados reforçam a ideia de que regiões de instabilidade eletrônica consti-
tuem um ambiente frutífero para o estudo de fenômenos de não-equilíbrio. Essa acessibili-
dade a estados de não-equilíbrio é especialmente importante quando há competição de fases,
sendo uma delas preferida em relação a outra a menos de uma pequena escala de energia,
em princípio superável pela fotoexcitação. Novas propriedades de não-equilíbrio, sem con-
trapartida no caso de equilíbrio, têm sido frequentemente rastreadas nesse regime [55–57],
muitas vezes vistas em regiões próximas de transições de fase. Por outro lado, há cenários
em que a pertubação induz transições de fase, como é o caso da transição de isolante para
metal fotoinduzidas em isolantes de Mott [58–62]. Nesse sentido, o entendimento de como a
competição dos diferentes mecanismos de interação eletrônica é afetada ao excitar sistemas
nesses regimes fundamenta um amplo problema de pesquisa. Esses desenvolvimentos estão
abrindo caminho para novos fenômenos de não-equilíbrio que eventualmente podem ser
induzidos e manipulados por parâmetros externos.

Entre os avanços experimentais que estimularam o estudo de fenômenos de não-
equilíbrio, destacam-se também as implementações de átomos frios confinados em redes
óticas. Essas redes são formadas pela superposição de lasers contra-propagantes. As
interferências entre os feixes formam um potencial efetivo onde os átomos podem ser
aprisionados. O perfil de interferência dos lasers pode produzir potenciais que simulam
estruturas cristalinas em uma, duas e três dimensões [37–39]. A visão esquemática dessas
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(a)
(b)

Figura 3 – Observação de uma CDW transiente fotoinduzida no LaTe3. Em (a) está o
esquema da estrutura cristalina LaTe3, onde as linhas pontilhadas indicam a
célula unitária. O estado CDW transiente é observado no plano-ac formado pelo
Te. O esquema experimental da difração de elétron ultrarrápida é apresentado
ao lado da estrutura cristalina, o qual mostra a sondagem probe, após um tempo
t, da dinâmica de não-equilíbrio produzida por um pulso de laser pump. Em
(b) é apresentado o padrão de difração eletrônico antes (à esquerda) e após (à
direita) 1.8ps da fotoexcitação com um pulso de laser próximo ao infravermelho.
As imagens à esquerda e à direita são espelhadas, onde a∗ ≡ (2π/ |a|) â e
c∗ ≡ (2π/ |c|) ĉ são os vetores unitários da rede recíproca. As setas em azul e
vermelho indicam os picos da CDW de equilíbrio ao longo do eixo-c e os picos
da CDW fotoinduzida ao longo do eixo-a, respectivamente.

implementações é apresentada na Fig. 4. Esses arranjos experimentais funcionam como

(a) (b)

Figura 4 – Potencial ótico formado pela superposição de dois ou três feixes ortogonais. O
painel (a) mostra redes em forma de tubos de potencial unidimensional. Em
(b) a superposição resulta numa rede cúbica tridimensional. Figura retirada
de [63].

“sólidos artificiais”, que habilitam simulações de sistemas bosônicos e fermiônicos. Enquanto
o estudo de fenômenos que emergem de materiais reais exige diversas considerações para
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a análise de determinada propriedade física - como a presença de defeitos na estrutura
cristalina e vibrações de rede - experimentos em redes óticas são construídos a partir da
seleção de determinados graus de liberdade para o estudo de um fenômeno.

A alta controlabilidade dos parâmetros físicos em experimentos com redes óticas
possibilita simular modelos efetivos que descrevem as interações entre as partículas. Por
exemplo, controlando a profundidade do potencial ótico foi possível simular a transição da
fase superfluido para um isolante de Mott em um sistema bosônico [63]. Efetivamente esse
sistema é descrito pelo modelo de Bose-Hubbard, cujo Hamiltoniano é dado por

Ĥ = −J
∑
⟨ij⟩

a†
iaj + 1

2U
∑

i

n̂i (n̂i − 1) , (2.1)

em que o primeiro termo corresponde à energia cinética, descrita pelo tunelamento J

entre sítios vizinhos ⟨i, j⟩, sendo que ai(a†
i) cria (aniquila) uma partícula bosônica no

sítio i. O segundo termo corresponde às interações U entre as partículas, sendo que n̂i

avalia a densidade de partículas no sítio i. O aumento da profundidade do potencial
ótico corresponde ao aumento de U e diminuição de J . A fase superfluida foi obtida para
um poço suficientemente raso, favorecendo a mobilidade das partículas, enquanto a fase
isolante foi observada aumentando a profundidade do potencial. O esquema dessa transição
pode ser observado na Fig. 5. Na fase superfluida apresentada no painel (a), a ocupação
por sítio pode flutuar ao longo da rede devido à mobilidade das partículas, enquanto na
fase isolante de Mott no painel (b) temos uma partícula por sítio.

(a) (b)

Figura 5 – Transição superfluida para isolante de Mott em redes óticas. Em (a) está
representada a visão esquemática da fase superfluida, enquanto em (b) da fase
isolante de Mott. Figura retirada de [63].

Experimentos em redes óticas podem fazer contribuições únicas para nosso enten-
dimento da dinâmica de não-equilíbrio de sistemas quânticos de muitos corpos. Entre os
fatores que tornam essas realizações experimentais idealmente adequadas para o estudo
de fenômenos dinâmicos, destacam-se as escalas de tempo convenientes, isolamento do
ambiente e alta controlabilidade dos parâmetros do sistema [64]. A frequência característica
de átomos frios em redes óticas é da ordem de kilohertz, em contraste à frequência usual
de sólidos reais, que estão no intervalo entre giga a terahertz. Essa diferença revela uma
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vantagem em utilizar redes óticas para explorar a física de fenômenos de não-equilíbrio,
visto que a dinâmica dos eventos pode ser observada em escalas de tempo ao menos um
bilhão de vezes maiores do que geralmente é observada em sólidos.

Enquanto sistemas da matéria condensada sempre envolvem algum tipo de acopla-
mento com um reservatório térmico (usualmente feito pelos fônons no cristal), experimentos
de átomos frios são essencialmente isolados. Esses experimentos permitem explorar a dinâ-
mica coerente de sistemas quânticos fechados em longas escalas de tempo, ao contrário do
que ocorre em materiais reais, onde ela é rapidamente amortecida pelo acoplamento com o
banho. Isso permite investigar a evolução unitária de sistemas quânticos fechados após
uma pertubação, possibilitando estudar a conexão entre os comportamentos de equilíbrio
e não-equilíbrio sem o amortecimento da dinâmica provocado por qualquer processo de
decoerência [65].

Um exemplo seminal dessas realizações experimentais foi dado ao observar a
formação de um cone de luz efetivo que limita a velocidade de propagação da informação
em cadeias bosônicas formadas por átomos de Rb [40]. Nesse experimento, investigou-se
a evolução das funções de correlação após abaixar subitamente o potencial ótico em
um sistema inicialmente preparado no estado isolante de Mott, como apresentado na
Fig. 6. Essa mudança abrupta do potencial para produzir a dinâmica de não-equilíbrio é
comumente conhecida como quench quântico (detalhes teóricos sobre esse protocolo de
não-equilíbrio são dados na próxima seção). Após o quench há a formação de dois tipos
de quase-partículas: holon e doublon, que correspondem à ausência de partícula (em azul
na Fig. 6) e dupla ocupação (em vermelho na Fig. 6) no sítio, respectivamente. Essas
quase-partículas emergem emaranhadas e se propagam em direções opostas ao longo da
cadeia, introduzindo novas correlações no sistema. Nesse estudo é medida a propagação da
função de correlação entre o par, holon e doublon, ao longo dos sítios da cadeia na seguinte
forma:

Cd (t) = ⟨ŝj (t) ŝj+d (t)⟩ − ⟨ŝj (t)⟩ ⟨ŝj+d (t)⟩ , (2.2)

onde j identifica a posição do sítio e d denota a distância até o segundo sítio considerado.
O operador ŝj (t) = eiπ[n̂j(t)−n̄] mede a paridade do número de ocupação n̂j(t), enquanto
n̄ = 1 representa o regime de semi-preenchimento investigado no trabalho. Na ausência
(presença) de quase-partícula seu resultado é igual a +1 (-1). A Fig. 7 apresenta a função de
correlação em função do tempo para diferentes distâncias. Para cada valor de d, observa-se
um pico de correlação positiva no tempo t = d/v. Essa observação indica a propagação de
um “pulso” de correlação com velocidade v, formando um cone de luz efetivo, representado
no inset da Fig. 7. A existência de uma velocidade máxima de propagação da informação
foi proposta por Lieb e Robinson para uma classe de sistemas (por exemplo, redes de spins
de muitos corpos com interações de curto alcance [66]) e verificada experimentalmente,
como visto implementação de redes óticas da Fig. 7.
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Figura 6 – a) Sistema unidimensional composto por átomos bosônicos (bolas pretas) em
uma rede ótica, o qual foi preparado inicialmente em um estado isolante de
Mott. A profundidade do potencial ótico é abruptamente diminuída (seta à
direita especificando o quench), deixando o sistema fora do equilíbrio; b) Após
abaixar abruptamente a profundidade do potência ótico, pares emaranhados de
quase-partícula emergem em todos os sítios da cadeia. Cada um desses pares
consiste em um doublon e um holon (bola vermelha e azul, respectivamente)
que se propagam (na figura, a seta do tempo indica a direção temporal da
propagação) balisticamente em direções opostas. Isso resulta em uma correlação
na paridade da ocupação dos sítios separados por uma distância d = vt, sendo
v a velocidade relativa dos doublons e holons. Figura adaptada de [40].

No exemplo de redes óticas mostrado anteriormente, o cenário de não-equilíbrio
produzido pelo abaixamento abrupto do potencial ótico dá origem à correlações adicionais
(não presentes no equilíbrio) que se propagam com velocidade limite pela cadeia. Esse
protocolo de não-equilíbrio corresponde a um quench instantâneo ou abrupto nas interações
entre as partículas do sistema. Na próxima seção daremos mais detalhes sobre esse protocolo,
utilizado para produzir um cenário de não-equilíbrio, mostrando trabalhos teóricos onde
foram observados cones de luz.

2.2 Protocolo de não-equilíbrio: quenches quânticos
Um quench quânticos é um processo de não-equilíbrio no qual o sistema, inicialmente

em um dado estado, é induzido a evoluir sob ação de um Hamiltoniano aplicado. Esse
protocolo pode ser dividido em duas etapas: na primeira o sistema é preparado em um
estado inicial |Ψ0⟩ que corresponde ao estado fundamental de algum Hamiltoniano inicial
Ĥ0; na segunda, o estado inicial evolui sob ação de um novo Hamiltoniano Ĥ aplicado.
Em geral, como o estado |Ψ0⟩ não é um auto-estado de Ĥ, a evolução não é trivial. A
resposta do sistema a um quench revela suas escalas de tempo intrínsecas, os mecanismos
subjacentes à evolução e as transições de fase que acontecem à medida que evolui. Esse
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Figura 7 – Após o quench, um sinal positivo da função de correlação entre as duas quase-
partículas (tipos doublon e holon) se propaga para distâncias maiores conforme
o tempo evolui, seguindo um cone de luz efetivo apresentado no painel inserido
na imagem. Resultados experimentais e numéricos são identificados pela bola
azul e pela linha contínua verde, respectivamente. As linhas pretas tracejadas
são resultados do modelo analítico e reproduzem qualitativamente a dinâmica.
Figura retirada de [40].

estudo é permeado por questões relacionadas ao desenvolvimento de novas correlações, ao
comportamento dos parâmetros de ordem eletrônico e dos observáveis locais durante a
dinâmica de relaxamento, à formação de domínios de carga ou spin, entre outras.

Como já mencionado, o quench pode ser abrupto, i.e., ocorrer sobre uma janela
de tempo muito curta em relação a outras escalas de tempo do sistema, ou pode ser
controlado por alguma taxa de variação no tempo. Temos a estrutura |Ψ, t⟩ = e−iĤt |Ψ0⟩
para a evolução da função de onda após o quench ser aplicado, sendo que Ĥ pode ser
dependente do tempo no caso do quench não ser abrupto. Quenches podem ser classificados
como globais ou locais, dependendo de se a alteração afeta todo ou uma pequena porção
do sistema, respectivamente. Por exemplo, a mudança das interações entre dois sítios
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específicos numa cadeia de elétrons suficientemente grande é classificada como local,
enquanto mudar as interações entre todos os sítios da cadeia é chamada global.

Tipicamente, quenches quânticos não são processos de baixa energia. Uma quan-
tidade de energia é injetada no sistema, ϵquench = ⟨Ψ0|H |Ψ0⟩, e conservada ao longo da
evolução [67]. Se escrevermos o estado inicial na base {|n⟩} do Hamiltoniano da evolução,
temos que ϵquench = ∑

{n} ϵn| ⟨n|Ψ0⟩ |2. Isso especifica a superfície de energia na qual o
sistema relaxa, formada pela superposição do estado inicial com os estados da base do
Hamiltoniano que rege a dinâmica. Desta forma, como a energia colocada no sistema isolado
não pode ser dissipada, geralmente não há um relaxamento para o estado fundamental,
embora em quenches locais - que envolvem uma menor energia injetada - exista uma
maior tendência para isso. Em vez disso, os auto-estados que contribuem para a dinâmica
dependem fortemente do estado inicial através das superposições Cn = ⟨n|Ψ0⟩, como visto
na Fig. 8.

Figura 8 – Após o quench o sistema visita estados de alta-energia e não necessariamente
relaxa em direção ao estado fundamental. Isso é diferente da minimização da
energia vista na termodinâmica, onde o sistema visita regiões próximos ao
estado fundamental. Figura adaptada de [67].

O estudo de quenches, em princípio, foi especialmente motivado por questões sobre
quão lento deve ser o processo experimental para evitar a formação de defeitos ao preparar
um dado estado quântico e se isso é possível no limite termodinâmico [68]. Em geral, esses
defeitos emergem como domínios de carga ou spin em sistemas eletrônicos. Um modelo
teórico chave, baseado no teorema adiabático, para descrever esses processos - em especial
no caso de transições dinâmicas que envolvem o cruzamento da criticalidade em direção a
uma fase que envolve quebra espontânea de simetria - foi proposto por Kibble e Zurek2 [72].
Para transições de fase quânticas - orientadas pela mudança de algum parâmetro interno
2 Baseado somente em expoentes críticos, o mecanismo de Kibble-Zurek prevê como a densidade de

defeitos escala com a velocidade na qual o quench foi realizado. Originalmente esse mecanismo foi
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do sistema, como as interações entre as partículas - esse mecanismo tem se mostrado
capaz de descrever com precisão o escalonamento dos defeitos quando a transição envolve
o cruzamento de um único ponto crítico em alguns modelos [72]. Para sistemas fortemente
correlacionados em configurações experimentais realistas, a dinâmica das transições de
fase quânticas é mais elusiva e não há indícios de que a complexidade da dinâmica pode
ser totalmente capturada pelo emprego de argumentos de escala baseados em expoente
críticos [73, 74]. Apesar de alguns resultados promissores, a dinâmica de transições de fase
quântica e como capturá-la em termos de argumentos de escala permanecem um amplo
problema em aberto.

A dinâmica do quench pode ser investigada experimentalmente e teoricamente ob-
servando a evolução das quantidades físicas, como observáveis locais, funções de correlação,
correntes locais, operadores de mais de uma partícula, ou também quantidades globais
como emaranhamento. Os progressos em controlar, sondar e manipular átomos frios em
redes óticas representam um importante passo em direção à investigação da dinâmica
de não-equilíbrio produzida por quenches em sistemas quânticos fortemente correlaciona-
dos [74, 75]. Como visto no exemplo de uma implementação em redes óticas da Fig. 7,
discutido na seção anterior, o abaixamento abrupto do poço de potencial ótico introduz
novas correlações no sistema, que apresentam uma velocidade limite de propagação. Por
outro lado, resultados teóricos tem mostrado que a velocidade máxima para propagação
das correlações depende da escala de tempo na qual realiza-se o quench. Por exemplo, para
o caso de um quench controlado num tempo finito τ , observou-se uma menor velocidade
máxima de propagação das correlações em comparação com a velocidade máxima para o
caso de um quench abrupto ou τ → 0 [30]. Nesse estudo, os autores realizaram o quench
ligando no tempo a anisotropia magnética ∆(t) do modelo de Heisenberg XXZ, descrito
pelo Hamiltoniano

Ĥ (t) = Jz

L∑
i=1

[
Sx

i S
x
i+1 + Sy

i S
y
i+1 + ∆ (t)Sz

i S
z
i+1

]
, (2.3)

onde Sa
i (a = x, y e z) denota os operadores de spin-1/2 no sítio i. Para |∆| < 1 o espectro

de menor energia é descrito pelo regime líquido de Luttinger, enquanto é ferromagnético
para ∆ < 1 e antiferromagnética para ∆ > 1. Considerando inicialmente que o sistema
não apresenta anisotropia, ∆0 = 0, o quench consiste em variar linearmente ∆(t) até um
valor finito, ∆ < 1, da seguinte forma

∆ (t) =

∆ t
τ
, t < τ,

∆, t ≥ τ.
(2.4)

desenvolvido para transições de fase orientadas pela temperatura, que foram observadas experimental-
mente [69–71].
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Para a fase líquido de Luttinger no caso de equilíbrio, prevê-se a seguinte velocidade
máxima na qual as excitações se propagam pela cadeia [76]

ṽ = πJz

2

√
1 − ∆2

arccos∆ . (2.5)

Como quenches em geral não são processos de baixas energias (isto é, a dinâmica de não-
equilíbrio pode acessar estados excitados), a velocidade máxima das excitações produzidas
por esses protocolos não necessariamente atinge o limite esperado para o caso de equilíbrio
no setor de baixas energias da eq. (2.5). A Fig. 9 apresenta os resultados do quench da eq.
(2.4) para as funções de correlação longitudinais

〈
Sz

i S
z
i+l

〉
no espaço-tempo. Nos painéis

(a) e (b), observa-se um atraso ∆x na posição do cone de luz no quench de tempo τ (linha
contínua) em relação ao quench abrupto (linha tracejada). As linhas tracejadas e contínuas
são as predições para o resultados teóricos do modelo obtidos via teoria do Líquido de
Luttinger, enquanto os resultados do painel de cores são obtidos via DMRG dependente do
tempo. No painel (b), para Jzτ = 4 o cone de luz mostra uma torção, que não está presente
na linha contínua apresentada para Jzτ = 1 no painel (a). Essa torção surge no momento
em que o quench termina e o sistema passa a evoluir livremente, mostrando a mudança da
velocidade efetiva das excitações após o quench. No painel (c) as funções de correlação são
avaliadas para sítios distintos separados por uma distância l = 10 em diferentes tempos τ
para o quench. Esse resultado mostra um atraso no máximo local das funções de correlação
para os quenches de tempo finito em relação ao quench abrupto. A origem do atraso está
associada ao fato de que quenches produzem excitações de quase-partículas que emergem
emaranhadas e se propagam com uma velocidade efetiva ṽ pela cadeia. Para quenches
abruptos, todas as quase-partículas são produzidas em t = 0, induzindo correlações entre
dois sítios distintos separados por uma distância l no tempo t se l < 2ṽt. Essa propriedade
é explicada pelo fato das quase partículas serem emaranhadas [77]. Em contraste, para
quenches de tempo finito observa-se um atraso ∆t adicional, i.e., as correlações aparecem
somente se l < 2ṽ(t−∆t). Basicamente, durante todo o tempo τ do quench são produzidas
excitações de quase-partículas que, durante o quench, se propagam pela cadeia mais
lentamente em comparação a velocidade máxima atingida no pós quench.

Apesar das excitações de quase-partículas induzirem correlações adicionais no
sistema, a sua propagação pode não caracterizar um cone de luz efetivo. Por exemplo,
mapeando via transformação de Jordan-Wigner o modelo de spin-1/2 XXZ numa cadeia
de férmions sem spins [6], observou-se que a propagação das quase-partículas após um
quench abrupto cruzando a criticalidade não segue necessariamente a estrutura de um
cone de luz [31]. O modelo usado nesse estudo é descrito pelo Hamiltoniano

Ĥ(V ) = −th
∑

j

(
c†

j+1cj +H.c.
)

+ V
∑

j

njnj+1, (2.6)

em que th = 1 identifica a amplitude de hopping e V a força de interação coulombiana. O
operador c(†)

i aniquila (cria) um férmion localizado no sítio i e ni = c†
ici é o operador de
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Figura 9 – Funções de correlação no espaço-tempo para o quench linear da eq. 2.4, sendo
∆ = 0.2 e Jzτ = 1 e 4 nos painéis (a) e (b), respectivamente. Nesses painéis, as
linhas contínuas e tracejadas identificam para o mesmo parâmetro ∆ a posição
do cone de luz para o quench de tempo τ e para o quench abrupto (τ = 0),
respectivamente. A posição do cone de luz corresponde ao máximo local das
funções de correlações, observado detalhadamente no painel (c), onde a função
de correlação é avaliada entre dois sítios distintos separados por uma distância
l = 10, considerando ∆ = 0.2 e vários tempos τ para o quench. Figura retirada
de [30].

densidade local do sítio i. O diagrama de fases para o estado fundamental pode ser obtido
via ansatz de Bethe [6] e mostra, no caso de semi-preenchimento e interação repulsiva
V ≥ 0, que o sistema apresenta uma transição de fase contínua em Vc = 2, indo de um
regime metálico (V < Vc) para um regime com ordenamento CDW (V > Vc). Nesse modelo
investigou-se o caso de quenches que envolvem quebra espontânea de simetria, ou seja,
quenches que cruzam Vc. A Fig. 10 apresenta a evolução das funções de correlação de
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densidade de carga
Ci,j (t) = ⟨ni (t)nj (t)⟩ − ⟨ni (t)⟩ ⟨nj (t)⟩ , (2.7)

sendo ⟨ni (t)⟩ o valor esperado da densidade local de carga no instante t, após um quench
abrupto de um estado inicial metálico V0 = 0.5 [estado fundamental de Ĥ(V0)] para o
regime CDW com Vf = 40. O painel (a) mostra o resultado da função de correlação (na

(a) (b)

Figura 10 – Resultados para o quench de H(V0 = 0.5) para H(V = 40), para o Hamil-
toniano dado na eq. 2.6. A evolução temporal das funções de correlação é
apresentada no painel (a), enquanto no painel (b) é apresentada a distribui-
ção das densidades locais em t = 5/th. Os círculos em branco no painel (a)
identificam a posição das phase slips, que identificam a posição das paredes
de domínio, discutidas no texto. As setas em vermelho em (b) apontam para
a localização das paredes de domínio que separam modulações diferentes do
regime CDW. Figura retirada de [31].

barra de cores) em função da distância |i− j| entre os sítios no tempo. Nesse painel não é
possível identificar a assinatura de um cone de luz, visto que Ci,j(t), após o quench, não
muda significativamente para tempos t ≳ 1/th = 1, correspondente à escala de tempo
típica do hopping fermiônico. Desta forma não é possível caracterizar a formação de um
horizonte de eventos relacionado à propagação das quase-partículas produzidas pelo quench.
Os círculo brancos destacados no painel caracterizam a formação de paredes de domínio,
que identificam uma mudança no padrão de alternância negativo e positivo de Ci,j(t) ao
longo de sítios consecutivos da cadeia. Para detalhar a formação desses domínios, o painel
(b) apresenta a distribuição local ⟨ni⟩ (t) em t = 5. Observa-se que, após o quench, há a
formação de paredes de domínios que separam modulações distintas na distribuição local
do regime CDW. Essas paredes de domínios são estáveis no tempo e se formam próximo
à extremidade da cadeia, como mostrado pelas setas em vermelho. Quando quenches
acontecem rápido o suficiente e terminam em fases caracterizadas pela quebra espontânea
de simetria é esperada a formação de paredes de domínio, como predito pelo mecanismo
de Kibble-Zurek3 [78].
3 O mecanismo de Kibble-Zurek fornece um cenário intuitivo e calculável para criação de defeitos e os
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Nos dois últimos exemplos observamos que quenches quânticos são fontes de
excitações de quase-partículas, que emergem emaranhadas e se propagam pelo sistema
introduzindo novas correlações não presentes nos estados de equilíbrio. Embora nem sempre
a propagação dessas excitações siga a estrutura de um cone de luz efetivo, o emaranhamento
entre as subpartes do sistema pode ser avaliado. Essa análise pode oferecer insights sobre
os detalhes da evolução de sistemas quânticos em quenches. Por exemplo, observou-se
que a evolução do emaranhamento de cadeias puramente magnéticas durante quenches
controlados no tempo pode ser efetivamente bem descrita por poucos auto-estados da
matriz densidade reduzida do sistema4 [79]. Especificamente, investigou-se a evolução do
emaranhamento no modelo de Ising de campo transverso, descrito por

Ĥ(t) = −1
2
∑[

Sz
i S

z
i+1 + h(t)Sx

i

]
, (2.8)

onde

h(t) = hi + sgn (hf − hi)
t

τ
, (2.9)

sendo τ a escala de tempo característica e t ∈ [0, tf ], tal que tf = |hf − hi|τ . No limite
termodinâmico, o estado fundamental do modelo apresenta as fases paramagnética (h > 1)
e ferromagnética (0 ≤ h < 1). Neste estudo os autores investigaram quenches que levam o
sistema de uma fase paramagnética para uma fase ferromagnética, avaliando ao longo do
quench a evolução da entropia de emaranhamento, descrita por

S(t) = −
∑

n

λn(t)log2λn(t), (2.10)

sendo o conjunto {λn(t)} os autovalores da matriz densidade reduzida do sistema evoluído,
formada pelo subsistema que engloba metade dos sítios da cadeia. O painel principal da
Fig. 11 apresenta os resultados para a entropia de emaranhamento para diferentes τ ao
longo do quench da fase paramagnética para ferromagnética. Para contraste, os resultados
de S(t) para o estado fundamental de equilíbrio (caso estático) calculado no instante t
também é avaliado, descrito pela curva de GS na figura. Para um quench abrupto (τ = 0.1),
os resultados de S(t) permanecem “congelados” no seu valor inicial. À medida que o valor
de τ aumenta, a entropia de emaranhamento cresce além do seu valor inicial, assumindo
um comportamento oscilatório (8 ≤ τ ≤ 100) após cruzar a criticalidade. Para tempos
suficientemente longos (τ = 500), o comportamento do estado evoluído converge para

resultantes comprimentos de correlação em um sistema que cruza a uma taxa finita uma transição de
fase contínua. Originalmente esse mecanismo foi desenvolvido para transições de fase clássicas, mas
também é aplicável a transições de fase quânticas. Esse mecanismo é esperado, por exemplo, após um
quench que cruza um ponto crítico em direção a uma fase caracterizada pela quebra espontânea de
simetria. O tamanho dos domínios e o correspondente comprimento de correlação do sistema após a
transição de fase, ocasionada pelo quench, podem ser estimado via esse mecanismo [78].

4 Dado o estado quântico |Ψ⟩ de um um sistema, dividido em duas metades A e B, a matriz densidade
reduzida do subsistema formado pela metade A é avaliada da seguinte forma ρ̂A = TrB |Ψ⟩ ⟨Ψ|, onde
calcula-se o traço eliminando os graus de liberdade de B.
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os resultados previstos para o estado fundamental de equilíbrio, configurando o caráter
adiabático da evolução. Esse comportamento é esperado para sistemas de dimensão finita
de acordo com o teorema adiabático, devido à presença do gap não nulo entre as energias
do estado fundamental e do primeiro estado excitado [80]. No painel inserido na figura,
são apresentados os resultados para a entropia de emaranhamento truncada S̃(t), definida
considerando somente os quatro primeiro autovalores λn(t) de maior peso na eq.(2.10).
Comparando os resultados do painel principal e do painel inserido, observa-se que poucos
auto-estados da matriz densidade reduzida efetivamente governam as características da
evolução do sistema durante o quench. Esses auto-estados se combinam de tal forma que
o emaranhamento da função de onda do sistema aumente para determinadas escalas de
tempo que precedem o caso adiabático. O aumento do emaranhamento além do seu valor
estático é explicado como uma consequência dos múltiplos cruzamentos dos auto-valores
da matriz densidade reduzida ao longo da evolução.

Figura 11 – Dinâmica da entropia de emaranhamento para hi = 1.4 e hf = 0.4. No
painel principal estão os resultados de S(t) para diferentes valores de τ (linha
tracejada identifica a posição do ponto crítico). No painel inserido está a
entropia de emaranhamento truncada S̃(t) para os mesmos valores de τ do
painel principal. Figura retirada de [79].

Os avanços teóricos no estudo da dinâmica de não-equilíbrio do emaranhamento
são especialmente importantes para o entendimento da interação entre as subpartes dos
sistema e a conexão com os resultados experimentais. Recentemente essa análise vem sendo
utilizada para explorar os processos de termalização e equilibração de sistemas quânticos
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de muitos corpos em redes óticas [43, 44]. Em geral esses processos são investigados
através dos observáveis de um subsistema local. Como basicamente o emaranhamento
nos orienta sobre o grau de interação entre subsistemas, nos quais são realizadas as
medidas experimentais, o estudo dessa quantidade relaciona os processos locais e globais
de fenômenos de não-equilíbrio.

2.3 Propriedades do emaranhamento na dinâmica de não-equilíbrio
O estudo da dinâmica de relaxamento de quantidades físicas como, observáveis locais,

funções de correlação, operadores de mais de uma partícula, ou também quantidade globais
como o emaranhamento entre bipartições do sistema, orientam nosso entendimento dos
mecanismos que permeiam a dinâmica de não-equilíbrio de sistemas de muitos corpos. Em
especial, para sistemas quânticos fechados, onde a evolução é unitária, genericamente prevê-
se que a dinâmica de não-equilíbrio seja transiente, tal que após um tempo suficientemente
longo os observáveis equilibrem em valores estacionários. Em princípio isso ocorre para
observáveis locais, que envolvem poucos sítios do sistema. A matriz densidade do estado
de equilíbrio para tempos suficientemente longos deve ser igual à média no tempo:

ρ̄ = limT →∞
1
T

∫ T

0
e−itHρ0e

itHdt, (2.11)

sendo ρ0 a matriz densidade inicial do sistema. Esse estado comporta-se como um estado
de entropia máxima,5 mantendo todas as constantes de movimento fixas [81]. Para alguns
casos é possível mostrar que a distância entre o valor esperado de um observável local
no tempo ⟨A(t)⟩ e a sua média temporal tr(ρ̄A), após um tempo de relaxação inicial
conhecido, permanece pequena a maior parte do tempo [82]. Embora sistemas quânticos
possam relaxar em estados estacionários, o conhecimento das escalas de tempo em que se
observa equilibração é ainda um problema aberto em muitos sistemas.

Outro tópico de investigação é comparar o valor esperado de um dado estado
de não-equilíbrio com seu análogo térmico. Usamos o termo “termalização” para nos
referir ao equilíbrio em direção a um estado que é próximo de ser indistinguível de um
estado de equilíbrio térmico proporcional a e−βH para o inverso de uma dada temperatura
β > 0. Nesse sentido os valores esperados dos observáveis locais se aproximam dos obtidos
via função de partição ∑j e

−βEj , sendo {Ej} o espectro de energia do sistema. Entre os
mecanismos que levam à termalização, a “Hipótese de Termalização de Autoestado” (ETH,
sigla do inglês) conjectura que sistemas quânticos complexos (que tendem a um número
infinito de graus de liberdade) têm auto-estados que - no contexto do valor esperado dos
5 No contexto da mecânica estatística existe um princípio varacional onde a maximização da entropia

corresponde a uma energia média mínima. A partir deste momento é dito que o sistema alcançou um
estado de equilíbrio termodinâmico. Esse tema será discutido mais adiante no contexto desta tese,
embora sem esgotar o tema.
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observáveis locais - são praticamente indistinguíveis dos estados térmicos com a mesma
energia média. Contudo, uma série de evidências teóricas [83–86], em geral baseadas em
métodos numéricos, têm revelado que sistemas quânticos integráveis6 [87] não termalizam.7

O estudo de problemas relacionados à equilibração e termalização em sistemas
quânticos fechados depende fortemente do tipo de quench realizado para produzir a dinâ-
mica de não-equilíbrio. Essa dependência está estreitamente relacionada ao comportamento
do emaranhamento no sistema. Do ponto de vista da termodinâmica, a energia média de
um certo sistema é mínima quando sua entropia é maximizada. Nesse momento é dito que
o sistema está em equilíbrio termodinâmico ou termalizou. Nesse sentido, von Neumann
propôs o que é comumente denominado “entropia de emaranhamento”: S = −Tr(ρlog(ρ)),
em que ρ é a matriz densidade de um certo sistema. Do ponto de vista quântico, esta
equação é interpretada como um equivalente à entropia clássica de Gibbs. Algumas de suas
principais propriedades são [88]: S(ρ) = 0 somente se o sistema é puro; o máximo valor de
entropia é aquele em que todos os níveis de energia possuem a mesma probabilidade; dadas
duas matrizes distintas, ρA e ρB, então S(ρA ⊗ ρB) ≤ S(ρA) + S(ρB) é sempre verdade,
sendo que a igualdade ocorre para sistemas não interagentes; S(ρ) = S(UρU †), em que U
é uma matriz de transformação unitária. Essa entropia pode ser usada como uma medida
de “mistura” entre sistemas. Por exemplo, se dois sistemas, inicialmente puros, passam
a interagir, então a entropia de ambos passará de zero para um certo valor finito. Em
trabalhos recentes, a entropia de emaranhamento entre as subpartes do sistema vem sendo
interpretada para distinguir transições entre estados localizados e delocalizados [22, 89]. A
ideia básica é que o fenômeno de localização eletrônico pode ser efetivamente reinterpretado
como um desacoplamento dos estados de partícula única que compõem a função de onda
do sistema. Isso implica em uma entropia de emaranhamento mínima, ao contrário do
fenômeno de delocalização eletrônico, onde os estados de partícula única tendem a ser
emaranhados.

Considerando o caso de quenches globais e locais, adiante será ilustrado como o
emaranhamento cresce em ambos cenários após uma variação abrupta dos parâmetros. Os
exemplos apresentados não representam casos gerais, mas são utilizados para contrastar
as diferenças entre os comportamentos do emaranhamento - relacionado a propagação
das excitações de quase-partículas emaranhadas - produzidos por quenches globais e
locais. Na perspectiva numérica dos métodos que consideram a truncagem da matriz
densidade reduzida, o crescimento do emaranhamento dita o limite de tempo em que as
simulações de relaxamento são viáveis. Embora existam algumas demostrações específicas
de como o emaranhamento cresce após um quench, realizadas para casos particulares,
acredita-se que esse comportamento abranja uma família ampla de problemas8 [77,90]. Em
6 São sistemas que apresentam um número suficiente de quantidades locais conservadas.
7 As muitas constantes de movimento de sistemas integráveis proíbem a completa termalização para o

ensemble canônico.
8 Nesses trabalhos são apresentadas provas formais de muitos conceitos relacionados ao comportamento



Capítulo 2. Sistemas de muitos corpos fora do equilíbrio 34

sistemas unidimensionais, em geral, essa mudança abrupta, introduzida pela perturbação,
produz excitações de quase-partículas emaranhadas que se propagam no tempo e no
espaço com velocidade típica v. Desta forma, os efeitos produzidos por uma excitação
local seriam sentidos por sítios a uma distância d do local perturbado após um tempo
t = d/v. Esse fenômeno pode ser analisado na perspectiva de um cone de luz efetivo que
limita a velocidade de propagação das correlações ao longo da rede. O termo cone de luz
foi apropriado da teoria da relatividade, onde defini-se uma região causal pela qual um
certo evento pode ser observado. A formação de um cone de luz efetivo foi confirmada
numericamente [91] e em experimentos de átomos frios em redes óticas [40](discutido na
seção 2.1).

Em um quench global, a perturbação (que pode ser interna - como o termo de
interação Jz do modelo de Heisenberg - ou externa - como um campo magnético) afeta
instantaneamente todos os sítios da rede. Por exemplo, o resultado da Fig. 12 apresenta a
evolução da entropia de emaranhamento após um quench global sobre uma cadeia de spins
em um campo transverso. Em geral, a entropia de emaranhamento cresce linearmente no

Figura 12 – Gráfico da entropia de emaranhamento após um quench global. O modelo
definido é H (h) = −1
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]
, sendo σx,z

j as matrizes de Pauli
agindo sobre o sítio j de uma cadeia infinita. A evolução da entropia de
emaranhamento foi calculada para um subsistema com l = 100 sítios, S100(t),
de um estado inicial |ψ0⟩, sendo esse o estado fundamental de H(h = ∞) em
t = 0, após uma mudança abrupta do campo para h = 5, 2, 1.5, 1.01, 1. As
linhas pontilhadas correspondem aos resultados assintóticos para t → ∞. O
painel inserido no gráfico mostra as curvas renormalizadas de acordo com
esses valores assintóticos de S100(t → ∞). Figura retirada de [92].

tempo até t = l/2v, sendo l o tamanho do subsistema considerado, depois disso satura em
da entropia durante pertubações introduzidas por quenches. Aqui, por outro lado, serão usados tais
raciocínios para ilustrar qualitativamente esses conceitos.
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um valor proporcional a l. Essa saturação em um valor limite pode ser vista para t → ∞
em subsistemas de tamanho l = 100, apresentada pelas linhas tracejadas da Fig. 12. Em
termos ilustrativos, pode-se considerar o caso em que cada sítio emite um par de quase-
partículas emaranhadas, como apresentado na Fig. 13, supondo que esse par de excitações
se propaga ao longo da rede com velocidade v. Desprezando os efeitos de espalhamento, as
quase-partículas de um par de excitações produzidas em uma posição arbitrária estarão
sempre separadas por uma distância 2vt. O emaranhamento aumentará sempre que o par
de excitações conectar ambas partições, A representando o subsistema escolhido e B o
resto do sistema, da Fig. 13. No limite em que o emaranhamento é proporcional ao número

Tem
po

Partição A 
Partição B 

Par emaranhado

Comprimento l>2vt 

2vt 

Comprimento l<2vt' 

t=0 t=0 

t 

t' 

Para t' > t

Figura 13 – Ilustração da evolução do emaranhamento, após um quench global, no espaço-
tempo entre duas partições, A em vermelho (representando o subsistema
predefinido) e B em azul (representando o resto do sistema). Em t = 0 o
sistema é perturbado, dando origem a pares emaranhados de quase-partículas
(ver texto) que se movem com velocidade v. Na imagem à esquerda, os
pares emaranhados em linhas pontilhadas não contabilizam o aumento da
entropia de emaranhamento entre as partições. No entanto, evoluindo o sistema
para um tempo maior (imagem à direita), t′

> t, mais pares emaranhados
conectam ambas partições, aumentando a entropia de emaranhamento entre
esses subsistemas. Nessa aproximação são ignorados os efeitos de espalhamento
e as excitações se movem ao longo de cones de luz. Figura adaptada de [93].

de pares em que uma partícula está dentro e outra fora da partição A, a entropia aumenta
linearmente com o tempo: S = S0 + ct, sendo c uma constante e S0 uma entropia presente
no sistema antes da pertubação. Esse regime linear pode ser visto até t ≃ l/2 no gráfico
da Fig. 12.

Para ilustrar o caso de quenches locais, será considerado o cenário em que a
pertubação é introduzida no centro de um sistema unidimensional em t = 0. Seguindo o
raciocínio anterior para a ilustração de um quench global, uma pertubação local produz
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localmente excitações de quase-partículas emaranhadas, que apresentam velocidade v e são
separadas por uma distância 2vt, como apresentado na Fig. 14. Na ilustração consideramos
a formação de um único par emaranhado após a pertubação local, no entanto em geral são
produzidas excitações localmente que apresentam uma velocidade limite para a propagação.
À medida que essas quase-partículas conectam ambas partições, observa-se uma rápida
variação do emaranhamento até atingir seu valor máximo. Para um sistema na criticalidade,

Tem
po

Partição A
Partição B 

Par emaranhado

2vt 

t=0 

t 

t=0 

t' 

Para t'>t 

Figura 14 – Ilustração da evolução do emaranhamento, após um quench local, no espaço-
tempo entre duas partições, A em vermelho (representando o subsistema
predefinido) e B em azul (representando o resto do sistema). Em t = 0 o
sistema é perturbado, dando origem a par emaranhado de quase-partículas
que se movem com velocidade v. Na imagem à esquerda, no instante de
tempo t, o par emaranhado, em linhas pontilhadas, produzido em t = 0 não
conecta ambas partições, portanto não contribui para o emaranhamento. No
entanto, em um instante de tempo posterior, t′

> t, imagem à esquerda, o par
emaranhado é contabilizado no emaranhamento, pois conecta ambas partições.
Nessa aproximação são ignorados os efeitos de espalhamento e as excitações
se movem ao longo de cones de luz. Figura adaptada de [93]

por exemplo, a evolução do emaranhamento em um sistema de férmions sem spin após um
quench local é apresentada na Fig. 15. Nesse sistema, foi mostrado que o comportamento da
entropia de emaranhamento no tempo é proporcional a S(t) ∼ ln(t)/t, atingindo um valor
máximo proporcional ao tamanho da partição considerada, Smax ∼ ln(l) [90]. Em contraste
ao quench global do caso anterior, onde a entropia de emaranhamento satura aproximando
dos valores assintóticos de t → ∞, em um quench local, depois de Smax segue-se um longo
período de relaxamento do emaranhamento em direção ao valor previsto para o sistema
não perturbado - neste caso em direção ao valor de emaranhamento para um sistema
homogêneo. Isso, no entanto, não implica que o emaranhamento convergirá para tempos
longos para esse valor, visto que o estado quântico, preparado em um Hamiltoniano inicial,
evolui no tempo sob influência de outro Hamiltoniano.
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Figura 15 – Evolução temporal da entropia de emaranhamento em um quench local. O
estado fundamental do sistema é descrito pelo Hamiltoniano não homogêneo
H0 = −1
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e as amplitudes de hopping sendo t0h = t
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quench é realizado removendo o defeito no instante de tempo t = 0 e o
estado fundamental passa a evoluir sob ação de um Hamiltoniano homogêneo
H0 = −1
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. A entropia de emaranhamento foi avaliada

considerando um subsistema de tamanho l = 40 sítios. Observa-se um salto
seguido de um lento relaxamento em direção à Sh - valor para o caso de um
sistema homogêneo. Figura adaptada de [90].

Os casos anteriores de quenches globais (Fig. 12) e locais (Fig. 15) foram obtidos
via teoria conforme de campos. Apesar desses casos não estarem relacionados ao uso dos
métodos numéricos apresentados nesta tese, eles servem como exemplos para ilustrar o
comportamento da entropia de emaranhamento no tempo. Esse resultados, no entanto, não
são gerais e dependem do tipo de quench e do modelo considerado, embora similaridades
entre os comportamentos possam ser encontradas. Nesses exemplos o emaranhamento
foi avaliado em longos períodos de relaxamento após o quench, considerando sistemas de
dimensão infinita e subsistemas de dimensão relativamente grande, nos quais o emaranha-
mento foi calculado. Embora esses exemplos estejam relacionados à dinâmica de quenches
no limite de tempos longos, muitas correlações aparecem em curtos intervalos de tempo e
se dissolvem posteriormente, como visto nos exemplos de redes óticas e resultados teóricos
apresentados na seção anterior. Desta forma, o período de relaxamento após um quench
oferece um rico cenário para o estudo dos mecanismos físicos, inerentes aos estados de
não-equilíbrio, responsáveis pelas propriedades emergentes em uma dada escala de tempo.

Além de introduzir novas correlações no sistema, a propagação de quase-partículas
produzidas pelo quench tem implicações sobre a dinâmica do emaranhamento, que esta-
belece um limite em que as simulações computacionais são realizáveis. Basicamente isso
ocorre porque a eficiência das metodologias numéricas atualmente disponíveis diminuem à
medida que o emaranhamento cresce. Para sistemas unidimensionais com interações de
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curto alcance a lei de área prevê a presença de um limite superior para o crescimento do
emaranhamento entre subpartes do sistema, que independe do tamanho do sistema [19].
Contudo, a presença de um limite superior não garante que simulações de tempos longos
sejam realizáveis. Como visto anteriormente, a dinâmica do emaranhamento varia segundo
o tipo de quench, podendo escalar exponencialmente no tempo [94]. Essa é a razão pela qual
os métodos de redes tensoriais [95,96] e o grupo de renormalização da matriz densidade [18]
podem simular a dinâmica de não-equilíbrio em sistemas unidimensionais de forma eficiente
para tempos curtos, enquanto tempos longos são tipicamente inacessíveis.
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3 Metodologias

Em materiais sólidos, há propriedades emergentes, como transições de fase, super-
condutividade, magnetismo, entre outros, as quais surgem quando as interações entre as
partículas não pode ser desprezada. No limite em que as interações são suficientemente
pequenas, o mapeamento num sistema auxiliar de partículas independentes oferece uma
descrição eficiente dos fenômenos. Fora desse limite, as soluções do problema de muitos
corpos interagentes exigem tratamentos teóricos nada fáceis. Nos casos em que as interações
não podem ser desprezadas, pode-se recorrer a modelos efetivos que incorporam os graus
de liberdade selecionados para descrição de um dado fenômeno de interesse. No contexto
de modelos efetivos, o desafio das soluções está ligado ao rastreamento do espectro de
energia do sistema. Para alguns fenômenos em temperatura nula, o rastreamento do setor
de mais baixa energia é suficiente para descrever as propriedades, reduzindo em princípio
a complexidade das soluções. Por outro lado, há fenômenos em que as soluções devem
considerar outras faixas ou todo o espectro, tornando as soluções nada triviais.

No contexto das simulações numéricas, o rastreamento de todo espectro de energia
consistiria em realizar a diagonalização exata do Hamiltoniano do sistema. No entanto isso
é limitado pelo rápido crescimento do espaço de Hilbert à medida em que aumenta-se o
tamanho do sistema. Mesmo modelos simples, como cadeias de spin-1/2 de comprimento L,
podem esgotar rapidamente a memória utilizada nas simulações computacionais quando L
atinge algumas dezenas de sítios, uma vez que a dimensão das matrizes escala com 2L. Para
modelos que incluem a mobilidade eletrônica, a situação torna-se ainda mais complexa,
como é o caso do modelo de Hubbard unidimensional, no qual o crescimento exponencial da
matriz com relação ao comprimento da cadeia escala com 4L. De modo geral, na perspectiva
de sistemas unidimensionais, a dimensão das matrizes que compõe o espaço de Hilbert
escala com dL, sendo d a dimensão local relacionada ao número configurações possíveis
por sítio do modelo considerado. A complexidade do cálculo aumenta à medida que a
matriz torna-se menos esparsa. Basicamente isso ocorre ao incluir novos parâmetros de
interação no modelo, como anisotropias magnéticas, interações de longo alcance, mobilidade
eletrônica, entre outros. Por outro lado, fazer o uso máximo de simetrias pode aumentar
a eficiência do cálculo, especialmente se o estudo considera a conservação de números
quânticos, como magnetização ao longo de uma componente e número total de partículas.
Mesmo com todos esses artifícios, o tamanho da memória computacional para armazenar e
manipular os elementos do Hamiltoniano de muitos corpos constitui uma limitação severa.

Em geral as metodologias numéricas utilizam algum tipo de aproximação para
solução do problema. No DMRG, essa aproximação pode ser vista nas truncagens seletivas
do espaço de Hilbert, que visam minimizar a perda de informação após a truncagem. Essen-
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cialmente, o objetivo da truncagem é controlar o crescimento do espaço de Hilbert (até um
limite previamente definido) à medida que o tamanho do sistema aumenta iterativamente.
Na versão original do método [17], a truncagem ocorre a partir de renormalizações baseadas
nos auto-estados da matriz densidade reduzida formada pelas bipartições do sistema. A
partir desses auto-estados é possível selecionar uma base de representação conveniente
para realizar truncagens que minimizem a perda de informação. Historicamente, essa
abordagem pode ser considerada uma evolução do Grupo de Renormalização numérico de
Wilson1 [97], no qual a seleção da base de representação é baseada no espectro de energia.

A composição dessa base de representação conveniente para o truncamento possui
uma ligação estreita com a entropia de emaranhamento entre bipartições do sistema, o
qual vem sendo utilizado para orientar aplicações de metodologias na descrição de sistemas
de muitos corpos [18]. Em termos práticos, o limite no qual o espaço de Hilbert pode
ser reduzido para uma representação precisa da função de onda depende da quantidade
de emaranhamento entre as bipartições. O crescimento demasiado do emaranhamento à
medida que o tamanho do sistema aumenta, pode tornar ineficiente a truncagem, piorando
a qualidade da aproximação. Em particular, a lei de área [19] prediz o comportamento
do emaranhamento em relação ao tamanho de sistemas descritos por Hamiltonianos com
interações de curto alcance no setor de baixas energia fora da criticalidade. Para um
sistema no limite termodinâmico, dividido em duas partições A e B - sendo o tamanho
de A igual a LD, onde D é a dimensão espacial e L o comprimento do subsistema - a
lei de área prevê que a entropia de emaranhamento SA|B entre bipartições do estado
fundamental não é extensiva, mas proporcional a SA|B ∼ LD−1. Isto implica que S ∼ cte.
para sistemas unidimensionais e S ∼ L para sistemas bidimensionais. Na criticalidade,
outras estruturas emergem, as quais usualmente envolvem a presença ou ausências de
correções logarítmicas, como SA|B ∝ log2L e SA|B ∝ Llog2L para sistemas em uma e duas
dimensões, respectivamente [98].

A presença de um limite superior para o crescimento do emaranhamento entre
as partições de modelos unidimensionais à medida que o tamanho da cadeia aumenta,
oferece uma explicação para o sucesso de DMRG nesses sistemas. De modo geral, essa lei
prevê que os estados físicos relevantes no setor de baixas energias de sistemas de muitos
corpos interagentes se concentram em uma pequena porção do espaço de Hilbert, como no
esquema mostrado na Fig. 16. O tamanho dessa porção relevante do espaço de Hilbert
está intimamente ligada a quantidade de emaranhamento entre bipartições do sistema.
Utilizando DMRG, essa porção pode ser rastreada e reduzida ainda mais, com o objetivo de
obter uma representação eficiente de um dado estado quântico. Em geral essa metodologia
têm-se mostrado eficiente em sistemas unidimensionais.
1 Primeira técnica de sucesso baseada em truncagens do espaço de Hilbert. Para descrição da física de

baixas energias, as truncagens são baseadas no descarte de estados correspondentes a altas energias, ou
seja, somente os graus de liberdade associados a baixas energias são retidos na descrição do sistema.
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Figura 16 – Representação esquemática da previsão da lei de área para sistemas unidimen-
sionais com interações de curto alcance. Os estados físicos relevantes pode ser
condensados em uma pequena porção de todo o espaço de Hilbert.

Nesta tese trabalhamos no limite de temperatura nula, considerando um sistema
unidimensional isolado ou desacoplado do banho térmico. Para obter os resultados de
equilíbrio, utilizamos DMRG para rastrear o estado fundamental do sistema. Por outro lado,
para investigar o cenário de não-equilíbrio produzido pelo quench, utilizamos t-DMRG,
que apresenta maior complexidade numérica devido a dinâmica acessar estados excitados.

Este capítulo é dividido em quatro seções: na seção 3.1 discutimos as ideias básicas
do DMRG em sua verão original; na seção 3.2 introduzimos o formalismo do ansatz MPS
para decomposição de estados quânticos em um produto de matrizes; nas seções 3.3 e
3.4 mostramos o formalismo DMRG e t-DMRG na linguagem de produto de matrizes,
respectivamente.

3.1 Grupo de renormalização da matriz densidade
No contexto dos métodos numéricos para tratar sistemas unidimensionais intera-

gentes, surge o DMRG [17,18], que pode ser considerado uma técnica numérica variacional
com maior aplicabilidade em sistemas unidimensionais, justificada pelas previsões da
lei de área [19]. A ideia básica do método consiste em crescer o tamanho do sistema
controlando o crescimento do espaço de Hilbert - até limite pré-definido - por meio de
truncagens seletivas que minimizem a perda de informação. Numa visão geral, a eficiência
desse processo baseia-se em rastrear uma base de representação para a função de onda
que concentre os pesos de probabilidade em poucos elementos da base, tal que após a
truncagem o mínimo de informação seja perdido, como mostrado no esquema da Fig. 17. A
figura mostra como uma base de representação eficiente (painel à direita) pode concentrar
os pesos de probabilidade sobre poucos elementos da base, minimizando a informação
perdida pela truncagem.
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Figura 17 – Ilustração de um esquema de mudança de base na reprensentação da função
de onda, visando concentrar os pesos de probabilidade em poucos estados da
base, tal que a perda de informação após a truncagem seja mínima. Na base
de representação utilizada no painel à esquerda, a truncagem elimina estados
da base que carregam uma quantidade considerável de informação, enquanto
na base utilizada no painel à direita a perda de informação pela truncagem é
minimizada.

Na versão original do DMRG, o rastreamento da base de representação eficiente é
baseado nos auto-estados com maiores autovalores da matriz densidade reduzida formada
pelas bipartições do sistema. A ideia central é utilizar esses auto-estados para renormalizar
o sistema cujo tamanho cresce iterativamente.2 Assim o tamanho do sistema cresce sem
crescer o espaço de Hilbert.

Do ponto de vista do método no formalismo original, divide-se uma cadeia em
duas porções: bloco A e B. O conjunto formado pela união desses blocos é denominado
superbloco. O cálculo de DMRG é separado em duas partes, parte infinita e parte finita,
como visto na Fig. 18. Na parte infinita, vista no painel à esquerda da figura, um novo sítio
é adicionado nos blocos A e B, aumentando assim o tamanho do sistema, que novamente é
dividido em novos blocos A e B. Após adicionar o novo sítio nos blocos, uma nova base de
representação é rastreada via matriz densidade reduzida dos subsistemas que compõem
o novo superbloco. Dado o estado fundamental |Ψ⟩ do superbloco, a matriz densidade
reduzida do bloco A (ou B) é avaliada eliminando os graus de liberdade dos sítios do bloco
B (ou A):

ρ̂A(B) = TrB(A) |Ψ⟩ ⟨Ψ| . (3.1)

Basicamente, os auto-estados com maiores auto-valores são selecionados para renormalizar
os novos blocos de acordo com a truncagem predefinida. Assim limita-se o crescimento do
espaço de Hilbert enquanto a cadeia cresce. Os auto-valores de ρ̂A(B) são utilizados para
2 Nas referências [99,100] são encontradas uma revisão completa do DMRG baseado na matriz densidade.
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quantificar o emaranhamento das bipartições da seguinte forma

S = −Tr
(
ρ̂A/Blogρ̂B/A

)
= −

∑
λalog2λa, (3.2)

no qual a eq. (3.2) é conhecida como “entropia de emaranhamento de von Neumann”,
sendo λa os autovalores da matriz densidade reduzida. Assim vemos que a truncagem
visa preservar o emaranhamento entre as bipartições. O processo iterativo de crescimento
da cadeia e truncagem do espaço de Hilbert ocorre até que a cadeia atinja o tamanho
previamente definido. O ponto inicial do algoritmo finito começa com o processo iterativo
da parte infinita até que o sistema tenha o tamanho e dimensão do espaço de Hilbert
desejados. Enquanto na parte infinita ambos blocos crescem e são renormalizados, na
parte finita (mostrada no painel à direita da figura) um dos blocos cede um sítio para
o outro, assim um bloco aumenta em detrimento do outro, tal que o comprimento da
cadeia permaneça constante. O processo de renormalização é aplicado somente ao bloco
crescido, enquanto o bloco decrescido é representado na base utilizada na parte infinita do
DMRG. Portanto é necessário que as representações da parte infinita sejam armazenadas,
pois serão reutilizadas nesse passo para representar o bloco decrescido. Novamente repete-
se o procedimento de crescimento e renormalização do bloco à esquerda, bem como de
decréscimo e reutilização da base no bloco à direita. Esse processo recebe o nome de
varredura e termina quando o bloco à direita possuir um sítio. Nesse momento, o bloco à
direita passa a crescer e é renormalizado, repetindo o procedimento anterior no sentido
contrário, até que o bloco à esquerda contenha um sítio. Um ciclo completo, denominado
sweep,3 termina quando os dois sítios livres estiverem localizados novamente em suas
posições iniciais.

Os processos descritos na Fig. 18 utilizam a matriz densidade reduzida para
renormalizar o sistema. Em uma versão mais recente, o DMRG foi reformulado com base
no ansatz do Estado de Produto de Matrizes (MPS, sigla do inglês), que apresenta alta
aplicabilidade computacional [18]. Como o código implementado para o estudo do problema
tratado nessa tese é baseado na versão MPS do DMRG, a seguir será discutido os conceitos
básicos desse formalismo. Nossa intenção é oferecer os fundamentos básico do formalismo,
já que há na literatura referências que tratam o assunto de forma detalhada [18,95,101].
3 Nome dado ao processo de seleção inteligente dos estados mais relevantes para representar a função

de onda de um dado sistema finito. Esse processo pode ser entendido como um aprimoramento da
parte infinita do DMRG, pois otimiza a base de representação do estado alvo para uma truncagem de
estados mais precisa
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Figura 18 – Representação esquemática do processo iterativo das partes infinita e finita do
DMRG, mostradas nos painéis à esquerda e à direita, respectivamente. Figura
retirada de [18].

3.2 Estado de produto de matrizes (MPS): formalismo e operações

3.2.1 Decomposição do valor singular e decomposição de Schmidt

A ferramenta algébrica principal utilizada no formalismo MPS é a Decomposição
do Valor Singular (SVD, singla do inglês), da qual deriva uma representação compacta
para estados quânticos. Primeiro discutiremos os conceitos básicos dessa decomposição,
conectando na sequência a sua relação com a Decomposição de Schmidt (SD, sigla do
inglês), que oferece uma base de representação para estados quânticos bi-particionados, a
qual é baseada no emaranhamento entre as bipartições do sistema. Essas decomposições
fornecem os subsídios teóricos que fundamentam o ansatz MPS utilizado para decomposição
de estados quânticos em termo de produtos de matrizes.

A SVD garante a decomposição de matrizes M retangulares da seguinte forma

M = USV †, (3.3)

ou escrevendo em termos do elemento-ij da matriz M

Mij =
r∑

a=1
UiaSaa(V †)aj, (3.4)

onde S é a matriz singular diagonal, com entradas positivas não nulas denominadas valores
singulares Saa ≡ sa, tipicamente organizados em ordem decrescente s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sr > 0.
O número de valores singulares é conhecido como rank-r de Schmidt da matriz M . As
matrizes U e V † apresentam colunas e linhas ortonormais, respectivamente, que satisfazem
a relação U †U = I e V †V = I.
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Uma aplicação prática do uso da SVD é possibilitar uma aproximação eficiente de
uma matriz M de rank-r de uma matriz M ′ de rank-r′ , sendo r > r

′ . Nessa redução do
rank são descartados os valores singulares de menor peso, tal que as propriedades da matriz
original sejam preservadas ao máximo após a aproximação. A qualidade da aproximação
pode ser controlada comparando a diferença entre a norma de Frobenius das matrizes M
e M ′ , definida pra M como ∥M∥2

F = ∑
mn |Mmn

2| e de modo análogo para M ′ .

Além da decomposição e redução do rank de matrizes, da SVD deriva uma impor-
tante representação compacta para estados quânticos, que conecta-se com a quantidade de
emaranhamento entre as bipartições, conhecido como Decomposição de Schmidt (SD, sigla
do inglês) [102]. Dado um estado puro formado pelos subsistemas A e B de um sistema
quântico, descritos nas bases {|iA⟩} e {|jB⟩}, respectivamente, a SD permite - via SVD
dos coeficientes - a seguinte representação

|Ψ⟩ =
∑
ij

Ωij |iA⟩ |jB⟩ (3.5)

=
∑
ij

∑
a=1

Uiasa(V †)aj |iA⟩ |jB⟩ ,

=
∑
a=1

(∑
i

Uia |iA⟩
)
sa

∑
j

(V †)aj |jB⟩

 ,
sendo os coeficientes Ωij interpretados como entradas de uma matriz Ω - na qual realiza-se
a SVD descrita na eq. (3.4) - e sa os valores singulares da decomposição, denominados
coeficientes Schmidt. Na eq. (3.5), a notação do produto tensorial entre |iA⟩ ⊗ |jB⟩ é
subentendida, por isso não mostramos na equação. Substituindo |aA⟩ ≡ ∑

i Uia |iA⟩ e
|aB⟩ ≡ ∑

j(V )†
aj |jB⟩ na eq. (3.5), chegamos na SD de |Ψ⟩, que apresenta a seguinte forma

|Ψ⟩ =
r∑

a=1
sa |aA⟩ |aB⟩, (3.6)

sendo as bases {|a⟩A} e {|a⟩B} ortonormais dos subsistemas A e B. O rank-r de Schmidt
está intrinsecamente relacionado ao emaranhamento entre as partições A e B do sistema. A
entropia de emaranhamento de von Neumann entre as bipartições pode ser obtida através
dos valores singulares sa da seguinte forma

SA|B (|Ψ⟩) = −
r∑

a=1
s2

alog2s
2
a. (3.7)

O caso r = 1 implica um estado clássico - não emaranhado - onde |Ψ⟩ pode ser descrito
como uma estado produto associado aos dois subsistemas, i.e., |Ψ⟩A|B = |aA⟩ |aB⟩. No caso
r > 1, o estado é emaranhado e |Ψ⟩A|B ̸= |aA⟩ |aB⟩. Assim, a SD oferece uma base de
representação compacta de |Ψ⟩, a qual é baseada no emaranhamento entre bipartições do
sistema. De modo geral, a “compressibilidade” dessa base (capacidade de concentrar os
pesos de probabilidade sobre poucos elementos da base, como discutido na Fig. 17) depende



Capítulo 3. Metodologias 46

do rank-r da SD, que está intrinsecamente relacionado a quantidade de emaranhamento
entre as partições.

Da SD extraímos diretamente a matriz densidade reduzida das regiões A e B:

ρ̂A = TrB |Ψ⟩ ⟨Ψ| =
r∑

a=1
s2

a |aA⟩ ⟨aA| e ρ̂B = TrA |Ψ⟩ ⟨Ψ| =
r∑

a=1
s2

a |aB⟩ ⟨aB| , (3.8)

mostrando que os subsistemas compartilham o mesmo espectro (que relaciona-se com o
emaranhamento entre as partições), mas apresentam auto-estados diferentes. Assim como
na SD de um estado quântico, a forma diagonal da matriz densidade reduzida (vista na
eq. (3.8) oferece uma base de representação compacta baseada no emaranhamento entre
as bipartições. Essa representação compacta para sistemas quânticos bi-particionados foi
utilizada na formulação do DMRG original, onde incorporou-se uma renormalização baseada
nos auto-estados de maior autovalor da matriz densidade reduzida, percebendo que isso
minimizava a perda de informação pela truncagem. No entanto, a análise do emaranhamento
para justificar o porquê e quando o DMRG funciona, entraram em cena muitos anos depois
de sua criação. Um importante resultado dessa análise pode ser visto na lei de área [19], que
justifica a alta aplicabilidade do DMRG para sistemas unidimensionais no setor de baixas
energias. Além disso, é possível inferir que um crescimento demasiado do emaranhamento
com o aumento do tamanho do sistema pode piorar a qualidade da truncagem realizada
no DMRG, visto que isso está associado a uma menor “compressibilidade” da base de
representação.

Para o estado quântico de sistemas de muitos corpos, o qual tipicamente está
associado a um vasto espaço de Hilbert, é possível realizar, através da SD, aproximações
ao truncar o rank da representação. Organizando os coeficientes sa da eq. (3.6) em ordem
decrescente, a truncagem baseia-se em descartar os r− r

′ valores singulares de menor peso,
sendo r > r

′ . Assim como na aproximação de matrizes via SVD, a qualidade da truncagem
pode ser controlada comparando a diferença entre a norma de Frobenius do estado original
e do estado truncado. Portanto a SD pode ser utilizada também para aproximar um estado
quântico

|Ψ′⟩ =
r′∑

a=1
sa |aA⟩ |aB⟩, (3.9)

no qual os coeficientes sa devem ser reescalados no caso de normalização.

3.2.2 Decomposição de um estado quântico em MPS

O MPS pode ser interpretado como um ansatz que possibilita decompor o estado
quântico de sistemas de muitos corpos em redes de matrizes multidimensionais compostas
por números complexos. Para entender esse formalismo, primeiro vamos considerar o
exemplo de um sistema formado por N partículas. Cada partícula pode apresentar d
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diferentes estados locais. Por exemplo, seja o modelo de Heisenberg de spin-1/2, onde
d = 2, descrito pela seguinte função de onda:

|Ψ⟩ =
∑

i1,i2...iN

Ci1i2...iN
|i1i2 . . . iN⟩ (3.10)

onde utilizamos a notação |i1i2 . . . iN⟩ ≡ |i1⟩ ⊗ |i2⟩ . . . |iN⟩, descrita em termos das bases
locais {|ik⟩}, sendo k = 1, 2 . . . N , de cada partícula individual e Ci1i2...iN

são dN números
complexos. O ansatz MPS consiste em remodelar dN coeficientes Ci1i2...iN

como entradas
de uma matriz Ψ com dimensão d× dN−1 , na qual realiza-se iterativamente SVDs. Esse
processo iterativo apresenta três principais formas diferentes de ser executado, descritas
abaixo.

1. Forma canônica à esquerda para decomposição MPS

O primeiro passo consiste em remodelar os dN coeficientes Ci1i2...iN
em uma matriz Ψ

de dimensão d× dN−1, com entradas Ψi1,(i2...iN ) = Ci1i2...iN
. Aplicando a SVD sobre

Ψ temos

Ci1i2...iN
= Ψi1,(i2...iN ) = Ui1,a1Sa1,a1

(
V †
)

a1,(i2...iN )

≡ Li1
a1 ca1i2...iN

(3.11)

onde contraímos o somatório para índices repetidos. Na eq. (3.11) a matriz U foi
decomposta em uma coleção de d vetores linhas com entradas Ui1,a1 = Li1

a1 , enquanto
as matrizes S e V † foram contraídas nos coeficientes ca1i2...iN

= Sa1,a1(V †)a1,(i2...iN ).
O próximo passo da decomposição consiste em remodelar ca1i2...iN

em uma matriz
Ψa1i2 , (i3 . . . iN), assim

Ci1i2...iN
= Li1

a1Ψa1i2 , (i3 . . . iN). (3.12)

Aplicando uma SVD em Ψa1i2 , (i3 . . . iN) a eq. (3.12) assume a forma

Ci1i2...iN
= Li1

a1U(a1i2),a2Sa2,a2

(
V †
)

a2,(i3...iN )
= Li1

a1L
i2
a1,a2Ψ(a2i3),(i4...iN ), (3.13)

onde Li2
a1,a2 ≡ U(a1i2),a2 representa o conjunto de d matrizes Li2 , enquanto matriz Ψ

com entradas Ψ(a2i3),(i4...iN ) corresponde a multiplicação das matrizes S e V †. Esse
processo é repetido até Ψ seja completamente descrita em termos das matrizes L.
Ao final desse processo teremos a seguinte estrutura

Ci1i2...iN
= Li1

a1L
i2
a1a2 . . . L

iN−1
aN−2aN−1

LiN
aN−1

.

Assim a função de onda da eq. (3.10) pode ser rescrita via ansatz MPS na seguinte
forma

|Ψ⟩ =
∑

i1i2...iN

Li1
a1L

i2
a1a2 . . . L

iN−1
aN−2aN−1

LiN
aN−1

|i1i2 . . . iN⟩.
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Na representação diagramática, a decomposição de um estado quântico em MPS na
forma canônica à esquerda é vista no painel (a) da Fig. 19. Inicialmente, entende-se os
dN coeficientes Ci1i2...iN

da função de onda como um objeto tensorial com N índices,
relacionados aos graus de liberdade dos sítios i da cadeia, representados pelas linhas
com uma extremidade livre, rotuladas por i1, . . . , iN . Os índices i são chamados de
índices físicos porque estão relacionados aos sítios da cadeia. A decomposição do
ansatz MPS, remodela as entradas desse tensor numa matriz, na qual é aplicada
a SVD (indo dos sítios à esquerda para os sítios à direita). Na figura, a aplicação
da SVD introduz uma nova linha cuja às extremidades conectam as partições do
tensor. Essa nova linha esta associada ao índice de ligação (ocultados na figura),
recebendo esse nome por não apresentar extremidades livres, no qual as entradas
recebem os elementos diagonais da matriz singular da SVD. Esse processo é repetido
até que o estado quântico seja completamente descrito como produto de matrizes
multidimensionais, representados pelas bolas pretas da figura, associadas as matrizes
L da eq. (3.14).

Figura 19 – Representação diagramática do processo iterativo da construção de um MPS
de um estado quântico através de aplicações sucessivas da SVDs, em (a) na
forma canônica à esquerda e em (b) na forma canônica à direita. Figura
adaptada de [17].

2. Forma canônica à direita para decomposição MPS

O processo de decomposição MPS desta forma, ao invés de começar à esquerda
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(como no caso anterior), inicia-se à direita. Assim

Ci1i2...iN
= Ψ(i1,...,iN−1),iN

(3.14)
= U(i1...iN−1),aN−1SaN−1aN−1

(
V †
)

aN−1,iN

= Ψ(i1...iN−2),(iN−1aN−1) R
iN
aN−1

= U(i1...iN−2),aN−2SaN−2,aN−2

(
V †
)

aN−2,(iN−1aN−1)
RiN

aN−1

= Ψ(i1...iN−3),(iN−2aN−2)R
iN−1
aN−2,aN−1

RiN
aN−1

= Ri1
a1R

i2
a1,a2 . . . R

iN−1
aN−2,aN−1

RiN
aN−1

,

onde remodelamos (V †)aN−1,iN
em uma coleção de d vetores colunasRiN

aN−1
e
(
V †
)

aN−2,(iN−1aN−1)
em uma coleção d matrizes RiN−1

aN−2,aN−1
, multiplicando U e S para remodelar a matriz

Ψ. Esse processo é repetido até que Ψ seja completamente descrita em termos de R.

Assim reescrevemos a eq. (3.10) como

|Ψ⟩ =
∑

i1i2...iN

Ri1
a1R

i2
a1,a2 . . . R

iN−1
aN−2,aN−1

RiN
aN−1

|i1i2 . . . iN⟩ . (3.15)

Na representação diagramática, a decomposição de um estado quântico em MPS na
forma canônica à direita é vista no painel (b) da Fig. 19. Diferente da forma canônica
à esquerda, a forma canônica à direita inicia a SVD indo do sítio à direita para o
sítio à esquerda. Ao final do processo, temos um estado quântico escrito como um
produto de matrizes multidimensionais, representadas pelas bolas pretas na figura,
as quais estão associadas as matrizes R da eq. (3.14).

3. Forma canônica mista para decomposição MPS

Além das formas canônicas à esquerda e à direita da construção do MPS de um dado
estado quântico, podemos combinar essas decomposições numa representação mista.
Aplicando a decomposição à esquerda [eq. (3.11)] até o sítio l, temos

Ci1i2...iN
=
(
Li1 . . . Lil

)
al

Sal,al

(
V †
)

al,(i
l+1 ...iN) . (3.16)

O próximo passo consiste em remodelar V † numa matriz Ψ com entradas Ψ(alil+1...iN−1),iN
.

Essa matriz é utilizada como entrada da decomposição na forma canônica à direita,
vista na eq 3.14, tal que

(
V †
)

al,(i
l+1 ...iN) = Ril+1

al,al+1
. . . RiN

aN−1
. Portanto, a decompo-

sição iniciando à esquerda engloba os l primeiros sítios, enquanto a decomposição
à direita é realizada sobre os N − l sítios restantes. Assim podemos reescrever a
eq. (3.16) como

Ci1i2...iN
= Li1

a1 . . . L
il
al−2al−1

Sal,al
Ril+1

alal+1
. . . R

iN−1
aN−2aN−1R

iN
aN−1

, (3.17)

e a função de onda da eq. (3.10) como

|Ψ⟩ = Li1
a1 . . . L

il
al−2al−1

Sal,al
Ril+1

alal+1
. . . R

iN−1
aN−2aN−1R

iN
aN−1

|i1i2 . . . iN⟩ (3.18)
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Figura 20 – Representação diagramática da representação MPS realizada por uma sequên-
cia de SVD, começando à esquerda e à direita, onde o diamante representa a
matriz diagonal composta pelos valores singulares, que separa as duas decom-
posições. Figura adaptada de [17].

Na versão diagramática, combinamos as decomposições da eq. (3.17) numa represen-
tação mista, como vista na Fig. 20. Na figura, o diamante representa a matriz singular
Sal,al

da eq. (3.17), cujos índices al, são associados as linhas que conectam o diamante
as bolas pretas. A posição do diamante demarca o “centro de ortogonalidade”, que
separa as decomposições em termos da matrizes L e R. As bolas pretas à esquerda
do diamante são normalizadas4 pela esquerda, enquanto à direita são normalizadas
pela direita.

Uma importante propriedade dessa decomposição mista é a derivação direta da SD
entre as bipartições englobadas pelas decomposições à esquerda e à direita. Para
demonstrar isso, primeiro consideramos

|al⟩L =
∑

i1...il

Li1 . . . Lil |i1 . . . il⟩ (3.19)

|al⟩R =
∑

il+1...iN

Ril+1 . . . RiN |il+1 . . . iN⟩ , (3.20)

os quais apresentam a propriedade δal,a
′
l

=
〈
a

′
l|al

〉
R,L

como uma consequência das
matrizes U e V da SVD serem ortonormais. Assim {|al⟩L} e {|al⟩R}, formam uma
base ortonormal. Portando a eq. (3.18) pode ser reescrita compactamente como

|Ψ⟩ =
∑
al

sal
|al⟩L |al⟩R , (3.21)

onde consideramos sal
= Sal,al

.

3.2.3 Decomposição de operadores em produto de matrizes

Assim como é possível fatorar um estado |Ψ⟩ em MPS, um operador Ô pode ser
decomposto na forma de um Operador de Produto de Matrizes (MPO, sigla em inglês).
Seja um operador arbitrário

Ô = C(i1...iN )(i
′
i...i

′
N) |i1 . . . iN⟩

〈
i

′

1, . . . i
′

N

∣∣∣ , (3.22)

= C(i1i
′
i)...(i

′
N i

′
N) |i1 . . . iN⟩

〈
i

′

1 . . . i
′

N

∣∣∣ ,
4 Usamos esse termo para referir as decomposição que apresenta a propriedade

∑
il

Lil†Lil = I ou∑
il

Ril†Ril = I, devido a ortonormalidade das matrizes da SVD.
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Figura 21 – Representação diagramática de um operador na representação MPO. Figura
adaptada de [17].

onde contraímos o somatório para índices repetidos. A decomposição é realizada remo-
delando os coeficientes C(i1i

′
i)...(i

′
N i

′
N) em uma matriz Ψ, a qual decompõe-se de forma

similar ao MPS, mas considerando os índices duplos i1i
′
1, . . . , iN i

′
N como um único índice

na decomposição. Assim a eq. (3.22) pode ser escrita como

Ô = W i1,i
′
1 . . .W iN ,i

′
N |i1 . . . iN⟩

〈
i

′

1 . . . i
′

N

∣∣∣ , (3.23)

onde W i1,i
′
1 . . .W iN ,i

′
N é a forma geral das matrizes da decomposição.

Diagramaticamente, o coeficiente da eq. (3.23) é representado na Fig. 21, onde as
caixas pretas são associadas aos termos W da eq. (3.23). Diferente de um MPS, um MPO
apresenta dois índices físicos (i e i′) para cada termo W da decomposição. Esses índices
são contraídos nas operações entre um MPO e um MPS.

Aplicando a eq. (3.23) a um MPS, cuja forma geral é descrita por

|Ψ⟩ = M i1M i2 . . .M iN |i1 . . . iN⟩ , (3.24)

sendo M i1M i2 . . .M iN as matrizes da decomposição, temos

Ô |Ψ⟩ =
(
W i1,i

′
1W i2,i

′
2 . . .W iN ,i

′
N

)(
M i

′
1M i

′
2 . . .M i

′
N

)
|i1, . . . , iN⟩ (3.25)

=
(
W

i1,i
′
1

1,b1 W
i2,i

′
2

b1,b2 . . .W
iN ,i

′
N

bN−1,1

)(
M

i
′
1

1,a1M
i
′
2

a1,a2 . . .M
i
′
N

aN ,1

)
|i1, . . . , iN⟩ .

Definido N ik

(bk−1,ak−1),(bk,ak) ≡ W
ik,i

′
k

bk−1,bk
M

i
′
k

ak−1,ak podemos reescrever a eq. (3.25) na forma
compacta

Ô |Ψ⟩ = N i1N i2 . . . N iN |i1, . . . , iN⟩ , (3.26)

mostrando que a forma MPS permanece invariante, ao passo que a dimensão das matrizes
singulares associadas a Ô |Ψ⟩ é aumentada devido ao produto do MPS original com o
MPO.

Para o cálculo de observáveis locais, em especial, as formas canônicas da decom-
posição em MPS simplificam os cálculos. Por exemplo, seja o valor esperado de dado
operador local ⟨Ψ| Ôl |Ψ⟩ atuando sobre um sítio arbitrário com índice l, representado
diagramaticamente na Fig. 22. No painel (a), o MPS é decomposto na forma mista, tal
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Figura 22 – Representação diagramática do valor esperado de um operador local Ôl na
representação MPO. Os sítios em cor preta representam o centro de ortogo-
nalidade da decomposição mista, onde usamos as regras de contração em (a)
para chegar na representação simplificada em (b).

que aproveite-se as propriedades de ortonormalidade da decomposição para contrair os
índices físicos. No painel (b) utilizamos a propriedade δal,a

′
l

=
〈
a

′
l|al

〉
R,L

para matrizes nor-
malizadas à esquerda ou a direita, que diagramaticamente é representada na Fig. 23. Isso
mostra que uma decomposição conveniente do estado quântico em MPS pode simplificar
os cálculos de observáveis do sistema.

Figura 23 – Contração entre duas matrizes normalizadas à esquerda (a) e à direita (b). A
contração produz δa

′
l
,al

, representado por uma linha. Figura adaptada de [17].
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3.3 DMRG no formalismo MPS

3.3.1 DMRG para sistemas finitos

Para o cálculo do estado fundamental de um dado Hamiltoniano Ĥ de um sistema
finito, o DMRG rastreia |Ψ⟩ que minimiza

E0 =

〈
Ψ|Ĥ|Ψ

〉
⟨Ψ|Ψ⟩

, (3.27)

ou - na linguagem dos multiplicadores λ de Lagrange - extremiza

⟨Ψ| Ĥ |Ψ⟩ − λ ⟨Ψ|Ψ⟩ . (3.28)

onde consideramos |Ψ⟩ e Ĥ escritos na linguagem de produto de matrizes, como nas
equações (3.24) e (3.23), respectivamente. A eq. (3.28) envolve um elevado número de
variáveis (associados aos elementos das matrizes M e W das equações (3.24) e (3.23) que
aparecem na forma de produtos, tornando o problema altamente complexo do ponto de
vista numérico. O cálculo DMRG-MPS contorna esse problema rastreando iterativamente
as soluções para uma dada matriz M il

al−1,al
associada ao sítio il, enquanto as demais

matrizes são mantidas constantes. Esse processo é repetido para todos sítios, tal que ao
final da iteração a energia do sistema seja minimizada.

Para mostrar como o cálculo DMRG realiza as interações, vamos reescrever o
segundo termo da eq. (3.28) explicitando a matriz M il

⟨Ψ|Ψ⟩ = ψA
al−1,a

′
l−1
M il∗

al−1,al
M il

a
′
l−1a

′
l

ψB
al,a

′
l
, (3.29)

onde

ψA
al−1,a

′
l−1

=
(
M il−1† . . .M i1†M i1 . . .M il−1

)
al−1,a

′
l−1

(3.30)

ψB
al,a

′
l

=
(
M il+1 . . .M iNM iN † . . .M il+1†

)
a

′
l
,al

. (3.31)

Considerando a forma canônica mista para decompor |Ψ⟩ - onde decompõe-se à esquerda
do sítio 1 ao l− 1 e à direita do sítio l+ 1 ao N - e utilizando as condições de normalização
ψA

al−1,a
′
l−1

= δA
al−1,a

′
l−1

e ψB
al,a

′
l

= δB
al,a

′
l

para simplificar a eq. (3.29), temos

⟨Ψ|Ψ⟩ = M il∗
al−1,al

M il

a
′
l−1a

′
l

. (3.32)

Portando, o extremo da eq. (3.28) com respeito a M il∗
al−1,al

é descrito por

L
al−1,a

′
l−1

bl−1
W

il,i
′
l

bl−1,bl
R

al,a
′
l

bl
M

i
′
l

a′
l−1,a

′
l

− λM il
al−1,al

= 0, (3.33)

onde Lal−1,a
′
l−1

bl−1
e Ral,a

′
l

bl
condensam as contrações dos índices posicionados ao lado esquerdo e

ao lado direito do sítio l, respectivamente, enquanto W il,i
′
l

bl−1,bl
está associada a representação
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Figura 24 – Representação diagramática do problema do autovalor para otimização da
matriz M il

al−1,al
(circulada no diagrama) no processo de rastreamento do estado

de menor energia. Os índices L e R são utilizados para identificar os sítios
normalizados à esquerda e à direita na eq. (3.33), respectivamente. Figura
retirada de [17].

matricial da decomposição de Ĥ no sítio l. Diagramaticamente, a eq. (3.33) é representa
na na Fig. 24. Remodelando as entradas H(ilal−1al),(i

′
l
a

′
l−1a

′
l) = L

al−1,a
′
l−1

bl−1
W

il,i
′
l

bl−1,bl
R

al,a
′
l

bl
para

escrever o operador Ĥ do sítio l e considerando um vetor v com entradas vilal−1al
= M il

al−1,al
,

chegamos ao problema de auto-valor

Ĥv − vλ = 0. (3.34)

Resolvendo a eq. (3.34) para encontrar o menor autovalor λ0, obtém-se vilal−1al
, o qual é

remodelado em M il
al−1,al

- sendo λ0 a estimativa de energia do estado fundamental atual.
Em geral, a dimensão da matriz do problema da eq. (3.34) é razoavelmente grande para
uma diagonalização exata, mas como o interesse principal são os auto-estados de menor
energia, podemos usar métodos iterativos para esse fim. Tipicamente, os métodos utilizados
são Lanczos e Jacobi-Davidson [98].

O algoritmo DMRG-MPS consiste em realizar sucessivas aplicações do procedimento
da eq. (3.34) ao longo da cadeia, ou seja, realizando uma varredura sobre todos os sítios.
Dessa forma, |Ψ⟩ é atualizado a cada iteração, aproximando-se do estado de mais baixa
energia. Durante as iterações, as formas canônicas de |Ψ⟩ são selecionadas tal que aproveite-
se ao máximo o uso das contrações (relacionadas as propriedade de normalização da
decomposição), visando a redução do número de variáveis do problema. Em geral, para
atingir a convergência da energia é necessário realizar várias varreduras sobre os sítios,
tal que a variância ⟨Ψ| Ĥ2 |Ψ⟩ −

(
⟨Ψ| Ĥ |Ψ⟩

)2
seja próxima de zero, dentro de um limite

previamente estabelecido. Essas varreduras compartilham a mesma função dos sweeps
realizados na parte finita do cálculo DMRG tradicional, vista na Fig. 18. A truncagem
realizada no DMRG-MPS é baseada na dimensão máxima das matrizes singulares utilizadas
na decomposição em MPS, predefinindo um rank−rmax máximo para as matrizes singulares,
tal que os rmax maiores valores singulares sejam mantidos. Usualmente utiliza-se o termo
dimensão de ligação máxima para referenciar a dimensão ou ao rank máximo das matrizes
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singulares. Esse termo é utilizado porque as matrizes singulares conectam as matrizes com
índices relacionados ao graus de liberdade do sítios i1, i2, . . . , iN .

3.3.2 DMRG para sistemas infinitos

Assim como visto na parte infinita do DMRG tradicional (painel à esquerda da
Fig. 18), o procedimento básico do DMRG-MPS para sistemas infinitos consiste em crescer
iterativamente a cadeia, controlando o crescimento do espaço de Hilbert. Para descrever
como funcionam as iterações desse formalismo, convém primeiro redefinir a notação para
os vetores de estado dos sítios

∣∣∣iA1 iA2 . . . iAl iBl . . . iB1 iB2 〉, onde os índices A e B identificam
em qual bloco ou porção o sítio está contido (como na Fig. 18).

Iniciando com uma cadeia com dois sítios, a função de onda do estado fundamental
pode ser descrita por

|Φ1⟩ =
∑
iA
1 iB

1

ΨiA
1 iB

1
∣∣∣iA1 iB1 〉 , (3.35)

sendo termo ΨiA
1 iB

1 associado a matriz (Ψ1)iA
1 ,iB

1
do ansatz MPS para os coeficientes

relacionados a todas configurações de estado local dos sítios iA1 e iB1 . A decomposição em
valores singulares da matriz do ansatz tem a seguinte forma(

Ψ1
)

iA
1 ,iB

1
= (U1)iA

1 ,a1
S[1]

a1,a1

(
V †

1

)
a1,iB

1
. (3.36)

A função de onda da eq. (3.35) pode ser reescrita como

|Φ1⟩ =
∑
iA
1 iB

1

A[1]iA
1 S[1]B[1]iB

1
∣∣∣iA1 iB1 〉 , (3.37)

onde A[1]iA
1

1,a1 ≡ (U1)iA
1 ,a1

e B[1]iB
1

a1,1 ≡
(
V †

1

)
a1,iB

1
, sendo o A e B normalizados5 à esquerda e

à direita, respectivamente. Na eq. (3.37) os índices que não estão relacionados aos sítios
foram ocultados. O próximo passo consiste em adicionar um novo sítio nos blocos A e B,
substituímos a matriz S[1] pela matriz do ansatz para os coeficientes dos sítios adicionados.
Minimizando a energia com respeito a Ĥ do sistema crescido, obtemos

|Φ2⟩ =
∑

iA
1 iA

2 iB
2 iB

1

A[1]iA
1 ΨiA

2 iB
2 B[1]iB

1
∣∣∣iA1 iA2 iB2 iB1 〉 , (3.38)

onde ΨiA
2 iB

2 descreve uma coleção de matrizes redimensionadas de acordo com as dimensões
de A e B. Remodelando o conjunto das matrizes Ψ como

(
ΨiA

2 iB
2
)

aA
1 ,aB

1
= (Ψ2)(aA

1 iA
2 ),(aB

1 iB
2 ),

podemos utilizar a SVD para escrever Ψ2 = U2S
[2]V †

2 . Assim a função de onda da eq. (3.38)
é reescrita como

|Φ2⟩ =
∑

iA
1 iA

2 iB
2 iB

1

A[1]iA
1 A[2]iA

2 S[2]B[2]iB
2 B[1]iB

1
∣∣∣iA1 iA2 iB2 iB1 〉 , (3.39)

5 Significa que foram decomposto na forma canônicas das equações (3.19) e (3.20), que apresentam a
propriedade δal,a

′
l

=
〈

a
′

l|al

〉
R,L
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Figura 25 – Representação diagramática do processo de crescimento da cadeia da parte
infinita do DMRG. A seta indica a direção do processo. As matrizes S (repre-
sentadas pelo diamante preto) estão associadas à matriz singular do ansatz
MPS. A cada passo, dois sítios são adicionados na cadeia, tal que matriz
S é substituída pela matriz do ansatz (representada pelo diamante branco)
para os coeficientes dos sítios adicionados. Uma nova SVD é realizada sobre o
sistema crescido, levando a uma nova matriz S. Figura adaptada de [17].

onde A[2]iA
2

aA
1 ,aA

2
≡ U(aA

1 iA
2 ),aA

2
e B[2]iB

2
aB

2 ,aB
1

≡ V †
(aB

1 iB
2 ),aB

2
. Após l iterações, a função de onda é

descrita por

|Φl⟩ =
∑

iA
1 ...iA

l
iB
l

...iB
1

A[1]iA
1 . . . A[l]iA

l S[l]B[l]iB
l . . . B[1]iB

1
∣∣∣iA1 . . . iAl iBl . . . iB1 〉 . (3.40)

Esse processo é repetido até que o sistema atinja o tamanho desejado. Diagramaticamente,
esse processo é representado na Fig. 25.

No processo iterativo do DMRG para sistemas finitos configura-se previamente um
valor para dimensão máxima das matrizes diagonais da SVD, que é equivalente a configurar
a dimensão de ligação máxima. A truncagem visa descartar os valores singulares de menor
peso, minimizando a perda de informação. Esse processo é equivalente ao descarte dos
auto-estados de menor peso da matriz densidade reduzida utilizado nas renormalizações
do DMRG tradicional.

3.4 t-DMRG
Na mecânica quântica, a evolução temporal de um sistema consiste basicamente

em resolver a equação de Schrödinger dependente do tempo, que possui soluções na forma

|Ψ (t)⟩ = Û (t) |Ψ (t = 0)⟩ , (3.41)

sendo Û (t) = e−itĤ o operador de evolução para ℏ = 1 e |Ψ (t = 0)⟩ um estado fundamental
obtido via DMRG. No caso em que |Ψ (t = 0)⟩ não é o estado fundamental de Ĥ, a
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dinâmica de |Ψ (t)⟩ pode acessar auto-estados com energia mais alta que a energia do
estado fundamental. O t-DMRG surge como uma implementação capaz de descrever essa
evolução, enquanto o caso estático (para rastreamento do estado fundamental) é tratado
via DMRG. Um ponto crucial para a inclusão da evolução temporal no cálculo DMRG
está no método de decimação de blocos em evolução no tempo (TEBD, time-evolving
block decimation method) [103]. O TEBD é um esquema numérico capaz de identificar
dinamicamente a parte relevante do espaço de Hilbert sob evolução no tempo.6 Escrito
na linguagem de produto de matrizes, esse método é altamente eficiente para estudar
Hamiltonianos de sistemas unidimensionais com interações de curto alcance. A principal
inovação dessa ideia consiste em usar a decomposição de Suzuki-Trotter (S-T) do operador
de evolução temporal, apresentada a seguir.

A decomposição do operador de evolução temporal pode ser entendida de forma
mais natural quando considera-se Hamiltonianos somente com interações entre primeiros
vizinhos, embora seja possível construir implementações para interações de maior alcance. A
ideia básica consiste em evoluir o estado fundamental desses sistemas através de sucessivas
aplicações de evolução:

|Ψ (t)⟩ =
(
e−iĤδt . . . e−iĤδt

)
|Ψ (0)⟩ , (3.42)

em que o Hamiltoniano Ĥ pode ser decomposto como a soma de termos ∑ Ĥi, tal que cada
um deles descreve somente as interação entre o sítio i e o sítio i+ 1. Em geral, os termos
do Hamiltoniano que identificam as interações em pares não comutam

[
Ĥi, Ĥi+1

]
̸= 0.

Esse resultado implica que e−iĤδt ̸= e−iĤ1δte−iĤ2δt . . . e−iĤL−1δt .

O esquema da decomposição de S-T inicia-se separando o Hamiltoniano em duas
partes Ĥ = ĤA + ĤB (veja a Fig. 26): uma contendo os termos de interação com índice
ímpar ĤA = Ĥ1 + Ĥ3 + Ĥ5 . . . e outra com índice par ĤB = Ĥ2 + Ĥ4 + Ĥ6 . . .. Uma
vez que não há conexão entre os termos dentro de ĤA, é possível verificar a seguinte
relação

[
Ĥ2i, Ĥ2(i+1)

]
= 0, em que i = 1, 2, 3, . . .. De modo análago, para ĤB tem-se

que
[
Ĥ2i−1, Ĥ2i+1

]
= 0. Portanto, o operador de evolução para índices impares pode ser

expandido na forma
e−iĤAδt = e−iĤ1δte−iĤ3δt . . . , (3.43)

e de modo similar para ĤB.

Em primeira ordem, a expansão de S-T tem a seguinte forma

e−i(ĤA+ĤB)δt = e−iĤAδte−iĤBδt +O
(
δt2
)
. (3.44)

6 O fato de do DMRG trabalhar em uma base truncada, que não considera todo espaço de Hilbert,
quebra a unitariedade das evoluções temporais. Além disso, a evolução das funções de onda pode
“desviar-se” em direção a regiões do espaço de Hilbert que não são consideradas na solução. Nesse
sentido, o desafio é adaptar a base à medida que o tempo evolui, de modo que, a cada intervalo de
tempo, a função de onda seja otimizada para representar a solução exata da equação de Schrödinger
dependente do tempo.
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Figura 26 – Esquema da decomposição de Suzuki-Trotter: o Hamiltoniano é separado em
duas partes, uma contendo os termos de interação com índice ímpar, ĤA, e
outra contendo os termos com índice par, ĤB. Figura retirada de [98].

Em segunda ordem, pode ser escrita como

e−i(ĤA+ĤB)δt = e−iĤA/2δte−iĤBδte−iĤA/2δt +O
(
δt3
)
, (3.45)

a qual está contida o termo de primeira ordem. Os erros da aproximação são referidos
usualmente como “erros de Trotter”.

No t-DMRG escrito na linguagem de produto de matrizes, os termos infinitesimais
da evolução, eĤiτ para i = 1, 2, . . . L − 1, são escritos como MPOs para os sítios i e o
sítio i + 1, os quais são utilizados para evoluir a função de onda |Ψ (t)⟩. O algoritmo
funciona realizando as operações de evolução contidas em eĤAτ e eĤBτ , varrendo todos os
sítios com índices ímpares e pares, respectivamente. Essa estrutura é semelhante ao sweep
do cálculo DMRG. Após uma varredura completa, o sistema evolui um tempo τ , sendo
necessário repetir esse processo até o tempo desejado. Assim, para um tempo total de
evolução t é necessário realizar t/τ varreduras. Para cada varredura é necessário ajustar
uma truncagem - visto que dimensão das matrizes singulares associadas a eĤiτ |Ψ (t)⟩ é
aumentada devido ao produto do MPS com o MPO - monitorando o erro introduzido.
Tipicamente, configura-se previamente uma truncagem para o valor mínimo dos valores
singulares mantidos, sem que seja necessário ajustar a truncagem a cada varredura. Uma
truncagem da ordem de 10−8 em muitos casos é suficiente para uma evolução precisa, mas
isso depende do tempo total da evolução e do valor de τ . Por exemplo, na expansão em
primeira ordem de S-T da eq. (3.44), o erro acumulado após um intervalo τ = δt, que
corresponde a uma varredura, é da ordem de δt2. Portanto o erro total escala com τ 2,
embora outras fontes de erro introduzidas pela truncagem dos valores singulares possam
dominar para um τ muito pequeno ou evoluções de tempos longos.



59

4 Resultados

Neste trabalho investigamos a formação dos ordenamentos SDW e CDW no contexto
do modelo de Hubbard estendido unidimensional submetido a quenches interagentes. O
estado inicial corresponde ao estado fundamental (GS, sigla do inglês) do Hamiltoniano
sem interação, sendo posteriormente evoluído sob a ação de um Hamiltoniano interagente.
As interações no sítio e/ou entre primeiros vizinhos são ligadas linearmente no tempo, tal
que o estado do Hamiltoniano final da evolução corresponda a estados com ordenamentos
SDW ou CDW. Em equilíbrio, para interações repulsivas e semi-preenchimento da cadeia,
o modelo apresenta uma fase metálica para o caso onde as interações estão desligadas,
passando por uma transição metal-isolante ao se ligar as interações. As fases isolantes
incluem a CDW, SDW e bond-order wave (BOW) - está última criada pela instabilidade
gerada pela competição entre os ordenamentos de spin e carga. O diagrama de fase do
modelo é presentado na Fig. 27 - maiores detalhes sobre a natureza das transições e a
posição das linhas do diagrama são encontrados na ref. [104]. Tais fases são basicamente

CDW

SDW

BOW

Figura 27 – Diagrama de fases do modelo unidimensional de Hubbard estendido em semi-
preenchimento. A fase isolante BOW existe entre as fases SDW e CDW. A
bola preta no diagrama demarca a posição do ponto crítico. Figura adaptada
de [105].

um produto da competição entre as interações elétron-elétron, no sítio (descrita por U) e
entre primeiros vizinhos (descrita por V ). Nosso foco está sobre as fases CDW e SDW. A
primeira apresenta gap nas excitações de carga e spin, surgindo no caso de forte repulsão
entre as interações intersítios (V > 0, tal que V ≫ U), onde as cargas tendem a se afastar
e a dupla ocupação é favorecida. Isso produz uma periodicidade na densidade de carga
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ao longo da cadeia, caracterizada basicamente pela alternância entre sítios duplamente
ocupados e sítios vazios. A segunda apresenta gap nas excitações de spin, originando
quando há forte repulsão entre as interações no sítio (U > 0, tal que U ≫ V ), tal que o
estado fundamental tende a evitar duplas ocupações, resultando numa periodicidade na
densidade de spin que aparece como um estado antiferromagnético. Portanto, no nosso
trabalho investigamos a formação dos ordenamento de carga e spin começando no ponto
crítico do sistema.

Observamos diferentes regimes de acordo com a escala de tempo característica
de ligação das interações no quench, indo de uma variação abrupta a adiabática dos
parâmetros. Começamos a investigação ligando somente uma das interações no quench -
termo de interação no sítio ou entre primeiros vizinhos - de acordo com o ordenamento
alvo, SDW ou CDW. Para o último, no regime intermediário (que precede o adiabático),
observamos um aumento da entropia de emaranhamento além do seu valor inicial, indicando
que o estado evoluído no quench acessa estados excitados emaranhados durante a dinâmica
de não-equilíbrio da formação do ordenamento CDW. Como consequência, para suprimir
as excitações produzidas pelo rearranjo de cargas na formação do ordenamento CDW, é
necessário uma maior escala para o sistema entrar no regime adiabático - em comparação
à escala do rearranjo de spins para formar o ordenamento SDW. Nossos resultados revelam
que a escala de tempo, ao invés do tempo total do quench, é o fator determinante para
observar a formação dos ordenamentos. Para os resultados da dinâmica de não-equilíbrio,
não observamos uma mudança significativa entre os comportamentos analisados nos
quenches em que foram ligados ambos ou um dos termos de interações.

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: na seção 4.1 apresentamos o
modelo e o protocolo de quench; detalhes dos cálculos numéricos também são mencionados.
Os resultados são apresentados na seção 4.2. Na seção 4.3 discutimos os resultados obtidos
para os quenches onde somente uma das interações é ligada, no sítio, U , ou entre primeiros
vizinhos, V . Observamos a presença de três regimes distintos: impulso, intermediário e
adiabático. Por último, na seção 4.4 analisamos os efeitos de ligar simultaneamente ambas
as interações no quench. Ao longo do capítulo, apresentamos resultados obtidos para uma
cadeia com 17 sítios, a dependência dos resultados principais para cadeias com outros
comprimentos é apresentada na seção 4.5.

4.1 Modelo e protocolo de quench
Neste estudo investigamos o modelo de Hubbard estendido (EHM, sigla do inglês)

dependente do tempo, dado pelo seguinte Hamiltoniano

Ĥ (t) = −J
∑
j,σ

(
a†

j,σaj+1,σ +H.c.
)

+ U (t)
∑

j

n̂j↑n̂j↓ + V (t)
∑

j

n̂jn̂j+1, (4.1)
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Figura 28 – Valores de equilíbrio - indicados na barra de cores - para os parâmetros de
ordem (a) CDW e (d) SDW no plano Veq × Ueq. A linha branca corresponde
à inclinação U = 2V . As setas indicam os diferentes caminhos nos quais os
quenches foram realizados neste trabalho. O ponto vermelho (preto) identifica
o estado final para o quench #1 (#6). Para o estado final do quench #1, a
magnetização local e a densidade de carga como funções do sítio j da cadeia
são mostradas nos painéis (b) e (c), respectivamente, enquanto para o estado
final do quench #6 essas grandezas são mostradas nos painéis (e) e (f). As
quantidades locais foram avaliadas para diferentes escalas características(τV

e τU), incluindo os resultados de equilíbrio correspondente ao estado inicial,
Ueq = U0 = 0 e Veq = V0 = 0, e ao estado final, Ueq = Uf e Veq = Vf .

em que J descreve a amplitude de hopping entre primeiros vizinhos, sendo U(t) e V (t) as
interações no sítio e entre primeiros vizinhos, respectivamente, que são dependentes do
tempo. Na equação acima, para o sítio j da cadeia, a(†)

j,σ aniquila (cria) um férmion com
spin σ =↑, ↓, n̂j,σ = a†

j,σaj,σ avalia a densidade de carga para spin σ e n̂j = n̂j,↑ + n̂j,↓ é a
densidade total.

Estudamos a evolução no tempo do sistema descrito pelo Hamiltoniano da eq. (4.1)
durante o quench de tempo-finito nas interações. No primeiro caso (seção 4.3) ligamos so-
mente uma das interações, no sítio ou entre primeiros vizinhos; no segundo caso (seção 4.4)
ambas interações são ligadas simultaneamente. O interesse principal está sobre a formação
de estados com ordenamento de carga e spin partindo de um estado delocalizado, corres-
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pondente ao GS do Hamiltoniano sem interações (U0 = V0 = 0). A estratégia baseia-se em
ligar durante um intervalo de tempo finito as interações U(t) ou/e V (t) a partir do estado
inicial preparado com interações desligadas, evoluindo-o até os valores finais, Uf e Vf . As
interações são ligadas mudando seu valor linearmente no tempo da seguinte forma:

U (t) = U0 + sgn(Uf − U0)
t

τU

(4.2)

ou/e
V (t) = V0 + sgn(Vf − V0)

t

τV

, (4.3)

em que t ∈ [0, tf ] e τU e τV são as escalas de tempo características das alterações nas
interações. Ao final do quench, no instante tf , as interações assumem os valores U(tf ) = Uf

ou/e V (tf ) = Vf . Se somente uma interação é ligada, no final do quench temos as seguintes
relações: para o ordenamento SDW, tf = |Uf − U0|τU e Vf = V0 = 0; para o ordenamento
CDW, tf = |Vf − V0|τV e Uf = U0 = 0. Quando ambas as interações são simultaneamente
ligadas, τU e τV são conectados da seguinte forma τV = τU |Uf − U0|/|Vf − V0|.

Ao longo deste trabalho medimos a energia em unidades de J , consequentemente o
tempo é avaliado em unidades de 1/J . Configuramos o sistema em condições abertas de
contorno, fixando o número de partícula em semi-preenchimento (N = L) e conservando a
magnetização total na direção-z. Investigamos predominantemente cadeias de tamanho
L = 17, mas confirmamos os resultados principais para sistemas maiores, como discutido na
seção 4.5. O motivo para isso está relacionado ao alto custo computacional das simulações
de não-equilíbrio, que aumentam rapidamente com o tamanho da cadeia. Sistemas de
comprimento finito apresentam, na criticalidade, gap não nulo entre as energias de GS e
do primeiro estado excitado. Em transições que não cruzam alguma região de gap nulo, o
teorema adiabático [80] prevê que um comportamento adiabático pode ser atingido para
uma variação suficientemente lenta dos parâmetros do sistema. Nesse sentido esperamos,
de acordo com esse teorema, observar um comportamento adiabático, como de fato é
verificado em nossos resultados (ver discussão nas seções a seguir).

Para obter a evolução no tempo, como descrito na seção 3.4 do Capítulo 3, usamos
cálculos t-DMRG [18,28] na linguagem do formalismo MPS, baseados na decomposição de
Suzuki-Trotter, fixando um erro da ordem O (dτ 2), no qual dτ corresponde ao passo de
tempo que define a precisão da evolução. De acordo com a escala de tempo característica
(τU e τV ), variamos dτ no intervalo entre 10−3 e 10−2 configurando uma truncagem de 10−12

para a evolução. Nossa implementação foi construída usando o biblioteca ITensor [48]. Para
as quantidades estudadas neste trabalho (valor esperado das densidades e magnetização
locais, bem como para quantidades globais como o emaranhamento), não observamos
uma mudança significativa ao aumentarmos a dimensão de ligação máxima - apenas
melhoramos a convergência da energia. Isso indica que nossa escolha de parâmetros do
cálculo é suficiente para uma descrição precisa do sistema. Além disso, os resultados



Capítulo 4. Resultados 63

de equilíbrio para o GS instantâneo - considerando os valores constantes Ueq = U(t) e
Veq = V (t) para cada instante t - foram obtidos via DMRG. Os cálculos do GS foram
configurados para convergência da energia da ordem de 10−8. Para isso, realizamos entre
50 a 80 sweeps, configuração uma dimensão de ligação máxima de ∼ 1500, descartando
os valores singulares com peso menor que 10−12. Para os resultados de equilíbrio e não-
equilíbrio de cadeias com mais de 17 sítios, reconfiguramos a dimensão de ligação máxima
para até 3000, descartando os valores singulares com peso inferior a ∼ 10−10.

Na próxima seção apresentamos os resultados numéricos para a dinâmica do sistema
durante o quench em direção a diferentes regiões do diagrama de fases. De forma geral,
observamos uma diferença significativa em relação à escala de tempo característica mínima
para atingir o comportamento adiabático ao final do quench, dependendo se há formação
dos ordenamento de carga e/ou spin (CDW e/ou SDW). Essa diferença basicamente ocorre
como uma consequência da maior ou menor excitação do sistema durante o rearranjo de
carta ou spin.

4.2 Caso de equilíbrio
Começaremos a discussão analisando primeiro o diagrama de fases de equilíbrio do

EHM de acordo com nossa implementação. Para caracterizar os ordenamentos CDW e
SDW , utilizamos os seguintes parâmetros de ordem

mCDW = 1
L

∑
j

(−1)j (⟨n̂j⟩ − 1) (4.4)

e
mSDW = 1

L

∑
j

(−1)j
〈
ŝz

j

〉
. (4.5)

Como visto nas Figs. 28(a) e (d), para interações repulsivas e semi-preenchimento, o EHM
exibe um ordenamento CDW para U < 2V e um isolante de Mott com ordenamento SDW
para U > 2V . As diferente cores correspondem aos valores de |mCDW | [painel (a)] e |mSDW |
[painel (d)]. Esses resultados são conhecidos há mais de duas décadas e estão de acordo com
trabalhos recentes [104,106], indicando que os resultados da nossa implementação numérica
para L = 17 são suficientes para estudar a formação dos ordenamentos CDW e SDW, vista
no limite termodinâmico. Próximo à região de U e V pequenos, uma instabilidade ocorre
em torno da linha U = 2V como uma consequência da competição entre as interações no
sítio e entre primeiros vizinhos, dando origem ao isolante BOW [107], o qual não é tratado
neste trabalho.
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4.3 Ligando U ou V no quench
Na seção anterior mostramos que o diagrama de fases do EHM (para o equilíbrio)

obtidos para o nosso sistema de L = 17 sítios está de acordo com as previsões da literatura
para o limite termodinâmico. Isso garante a confiabilidade da nossa implementação
numérica para explorar a formação de não-equilíbrio dos ordenamentos de carga e spin
no contexto de quenches de tempo finito. Para esse objetivo, começaremos primeiro
ligando somente uma das interações: no sítio, U , quando o estado final corresponder ao
ordenamento SDW; ou entre primeiros vizinhos, V , quando o estado final corresponder
ao ordenamento CDW. Em ambos os quenches o estado inicial, sobre o qual a evolução é
realizada, é preparado com interações desligadas [GS da eq. (4.1) considerando os valores
fixos de U0 = V0 = 0]. A evolução do sistema consiste em ligar linearmente as interações
até Uf = 6, Vf = 0 [linha vertical #1 da Fig. 28(a)] ou Uf = 0, Vf = 3 [linha horizontal
#6 do painel (d) da figura citada], que correspondem aos ordenamentos SDW e CDW,
respectivamente.

Como discutido em mais detalhes abaixo, identificamos a presença de três regimes
ao final do quench: impulso, intermediário e adiabático. Basicamente esses regimes são
classificados a partir da relação entre o estado evoluído no quench e o GS instantâneo.
No regime de impulso, o estado evoluído não muda ao longo da evolução, ou seja, fica
“congelado” no estado inicial, enquanto no adiabático, o estado evoluído segue o mesmo
comportamento do GS instantâneo. No regime intermediário, observa-se uma reação do
estado evoluído à mudança dos parâmetros no quench, porém essa resposta não é suficiente
para caracterizar o comportamento como adiabático. Uma vez que nosso objetivo é
caracterizar a formação de não-equilíbrio dos ordenamentos CDW ou SDW, consideramos
que o quench é adiabático (rigorosamente quase-adiabático) analisando dois critérios.
Primeiro, observamos se a fidelidade calculada entre o estado evoluído e o correspondente
GS instantâneo [a definição precisa dessa quantidade é apresentada na eq. (4.6)] ao final
do quench é maior que 0.99. Segundo, analisamos se a diferença entre as quantidades
calculadas no estado evoluído e o GS instantâneo é menor que a incerteza do cálculo
numérico. Se esses dois critérios são satisfeitos, consideramos o quench como adiabático.
Nesses casos, sabemos que o sistema não muda ao longo da evolução livre (após o quench),
pois o estado em tf corresponde ao auto-estado do Hamiltoniano que rege a dinâmica.

4.3.1 Distribuições de carga e spin ao longo da cadeia

Começaremos a análise dos comportamentos de não-equilíbrio olhando para o valor
esperado das densidades locais de spin ⟨ŝz

i ⟩ e de carga ⟨n̂i⟩ em função do sítio i da cadeia
ao final do quench (t = tf). Essas quantidades apresentam comportamentos distintos de
acordo com a escala de tempo característica e direção do quench, conforme mostrado no
meio dos painéis à direita da Fig. 28, para diferentes valores de τU e τV . Para contrastar,
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nas extremidades superior e inferior desses painéis, apresentamos também os perfis das
distribuições locais de spin e de carga correspondentes ao GS de H(t = 0) e H(t = tf ).

Identificamos o regime de impulso aos quenches com escalas de tempo características
muito curtas (τU = 0.01 ou τV = 0.01) - equivalentes a um quench instantâneo ou a uma
mudança abrupta dos parâmetros. Nesse caso, o sistema fica “congelado” no seu estado
inicial durante a evolução - os observáveis do sistema apresentam os mesmos resultados
para os instantes t = tf e t = t0, como pode ser verificado nas Fig. 28(b), (c), (e) e (f). Em
contraste, quando o quench é suficientemente lento (τV = 12.0 para o quench em direção ao
ordenamento CDW e τU = 2.5 para o SDW), o sistema entra no regime adiabático. Entre
esses dois regimes extremos, observamos a presença de um regime intermediário, localizado
no meio dos painéis citados anteriormente. Nesse regime, verificamos que a formação do
ordenamento CDW se dá das bordas para o centro da cadeia: o centro da cadeia tem uma
configuração semelhante à do estado inicial, enquanto as bordas tendem a ter a distribuição
do estado final [ver Fig.28(c) para τV = 2]. Essa característica é justificada pela repulsão
coulombiana dos elétrons, que tendem a ocupar os sítios das bordas, resultando em um
rearranjo das cargas na configuração CDW majoritariamente a partir das extremidades
da cadeia. Esse processo é marcado por uma alta variação da densidade de carga local,
justificada pela mobilidade eletrônica para produzir o ordenamento CDW. No quench para
o estado SDW, por outro lado, observamos que a magnetização local evolui no tempo para
dar origem ao ordenamento SDW sem que haja alteração significativa da densidade de
carga local. Esses resultados podem ser verificados comparando os regimes dos painéis (e)
e (f) da Fig. 28, respectivamente.

A formação dos ordenamentos CDW e SDW envolve majoritariamente o rearranjo
de cargas e spin, respectivamente. Em contraposição, o outro grau de liberdade, spin
no caso CDW e carga no caso SDW, apresenta uma pequena - ou nenhuma - diferença
entre a configuração inicial e aquela ao final do quench, como mostrado nos painéis (b) e
(f) da Fig. 28, respectivamente. Uma magnetização residual igual a 1/2 - espalhada ao
longo da cadeia - é encontrada no estado inicial. Isso ocorre como uma consequência de
considerarmos uma cadeia semi-preenchida com número ímpar de sítios e conservação da
magnetização total ao longo da componente-z do spin.

Até o momento discutimos o comportamento dos observáveis locais do sistema em
função dos sítios da cadeia, como visto nos painéis mais à direita da Fig. 28. Nos painéis dos
observáveis locais da Fig. 28, consideramos apenas os resultados para tf , agora mostraremos
resultados em função do tempo, durante o quench. Para oferecer uma perspectiva mais
ampla da dinâmica de não-equilíbrio, a qual reúne os comportamentos dos observáveis
locais ao longo de toda cadeia, consideramos a evolução temporal dos parâmetros de ordem
que definem os ordenamentos CDW e SDW. Mostramos nas Figs. 29(a) e (b) (ressaltando
que estamos focando nos quenches para os caminhos #1 e #6 da Fig. 28) os valores dos
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Figura 29 – Parâmetros de ordem (a) CDW e (b) SDW, e entropia de emaranhamento
nos painéis (c) e (d) em função das interações V (t) ou U(t), dependendo de
se o quench é em direção ao ordenamento CDW ou SDW, respectivamente.

parâmetros de ordem em função das interações, V (t) ou U(t), para diferentes escalas de
tempo características, τV ou τU . Nos resultados apresentados, a linha verde tracejada
corresponde aos valores dos parâmetros de ordem calculados para o GS do Hamiltoniano
de equilíbrio no instante t, descrito pela eq. (4.1) com valores constantes Ueq = U(t) ou
Veq = V (t).

Em equilíbrio, os parâmetro de ordem mCDW e mSDW aumentam à medida que V
ou U aumentam, respectivamente. O parâmetros apresentam valores máximos distintos:
enquanto o primeiro atinge seu valor máximo (mCDW ≈ 1) para Vf = 3, o último satura
em ≈ 0.11 para Uf = 6, mantendo o valor da saturação para U maiores. Sabemos que,
no limite de U suficientemente grande e V = 0, o modelo de Hubbard é mapeado em um
modelo de Heisenberg com constante de troca de 4J2/U [6, 108]. Para sabermos se nosso
sistema com U = 6 está próximo desse limite, comparamos na Fig. 30 os resultados para
magnetização local ao longo da cadeia de Heisenberg (considerando U = 6 na constante
de troca 4J2/U) com os resultados de equilíbrio do nosso modelo. Como visto na figura
citada, a descrição efetiva do EHM por uma cadeia de Heisenberg constitui uma boa
aproximação para a dimensão do sistema e valor de interação considerados. A comparação
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Figura 30 – Comparação entre as magnetizações locais para o GS de equilíbrio do modelo de
Heisenberg com constante de troca 4J2/U e do EHM em semi-preenchimento,
considerando U = 6 e V = 0 e ambos os sistemas com comprimento L = 17.

poderia melhorar para U maior ou sistemas de maior comprimento; mesmo nesse limite,
não observamos um estado de Néel perfeito, já que ele não corresponde a um auto-estado
antiferromagnético do modelo de Heisenberg [109]. Por esse motivo, o parâmetro mSDW

não atinge seu valor máximo permitido (de 0.5) pela definição da eq. (4.5). O valor do
parâmetro de ordem de ∼ 0.11 encontrado em nossos cálculos está, portanto, de acordo
com o esperado para um ordenamento SDW.

Ao comparar os diferentes resultados da Fig. 29(a), observamos que as curvas
mCDW do estado evoluído seguem o mesmo comportamento do GS de equilíbrio a partir de
τV = 12.0, revelando que esse é o valor mínimo para o sistema entrar no regime adiabático
(voltaremos a esse ponto ao discutir os resultados para fidelidade na próxima subseção).
Em contraste, no regime de impulso, no caso τV = 0.01 - equivalente ao quench instantâneo
- o sistema “congela” no mesmo valor do estado inicial durante toda a evolução. Entre
esses dois extremos, nos quenches do regime intermediário (0.01 < τV < 12.0), conforme
τV aumenta, ocorre uma aproximação entre os valores de mCDW correspondete ao estado
evoluído e aqueles do GS de equilíbrio. Apesar dessa aproximação, a presença de estados
excitados na dinâmica de não-equilíbrio implica comportamentos de mCDW distintos do
GS de equilíbrio à medida que as interações aumentam. Mesmo τV = 5.0 (linha magenta),
por exemplo, apresenta, próximo ao final do quench, um pequeno desvio entre os resultados
de mCDW obtidos para o estado evoluído e o caso de equilíbrio. No regime intermediário, a
presença de oscilações em mCDW à medida que o sistema se aproxima do regime adiabático
implica um comportamento não-monotônico do parâmetro de ordem com o ligamento das
interações. De modo geral, temos um análise similar para o parâmetro mSDW [Fig. 29(b)],
exceto pela menor escala de tempo característica necessária para o sistema entrar no
regime adiabático.

A diferença na escala de tempo característica para que o regime adiabático seja
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atingido, observada nos dois casos analisados, pode ser parcialmente explicada pelas
mudanças necessárias nas configurações de carga e spin iniciais para a formação dos
estados finais, como ilustrado na Fig. 28. Para se chegar no estado final CDW, há
mudanças tanto no perfil da densidade de local, governadas pela interação V entre primeiros
vizinhos, como no de magnetização. Já no caso do estado final SDW, os rearranjos ocorrem
predominantemente no perfil de magnetização, cuja escala de energia vai com 4J2/U ,
uma vez que, como argumentamos acima, para os parâmetros utilizados, o EHM pode ser
mapeado no modelo de Heisenberg. Essa diferença entre as configurações de spin e carga
do estado evoluído e do GS de equilíbrio é associada à uma excitação do sistema durante
a evolução [110]. Como consequência, para entrar no regime adiabático, os quenches em
direção ao ordenamento CDW precisam ser mais lentos em relação ao ordenamento SDW,
de tal maneira a evitar que estados excitados durante o rearranjo das cargas.

4.3.2 Fidelidade entre o estado evoluído e o estado de equilíbrio

Para caracterizar de maneira mais precisa os regimes, calculamos a fidelidade
f(t) entre o estado evoluído e o correspondente GS de equilíbrio do Hamiltoniano com
Ueq = U(t) ou Veq = V (t). f(t) é definida da seguinte forma

f(t) = |⟨Ψ(t)|ΨGS⟩|2 , (4.6)

onde |Ψ (t)⟩ corresponde ao estado evoluído e |ΨGS⟩ ao GS instantâneo. Caracterizamos
o regime como adiabático se ao final do quench a fidelidade for próxima à unidade
(precisamente maior que 0.99, com uma tolerância de 0.01). Isso garante que o sistema irá
seguir o comportamento de GS em uma evolução livre ao final do quench, uma vez que
aproximadamente nenhuma excitação foi criada durante o ligamento das interações. Por
outro lado, a presença de excitações no estado evoluído implica em uma evolução livre
não-trivial.

Nas Fig. 31(a) e (b) mostramos os resultados para a fidelidade ao longo dos
diferentes regimes considerados para os quenches em direção aos ordenamentos CDW e
SDW, respectivamente. No regime de impulso (τV = 0.01 e τU = 0.01), que não apresenta
a formação dos ordenamentos, a fidelidade decai mais rapidamente para o quench em
direção ao ordenamento CDW [atingindo praticamente o valor zero em torno de V (t) = 2]
em comparação ao quench em direção ao ordenamento SDW, em que o decaimento é
mais lento com ligamento das interações. Essa diferença ocorre porque o estado inicial
apresenta uma maior superposição com o GS de equilíbrio ao longo do quenche em direção
ao ordenamento SDW. Isso também pode ser visualizado comparando a semelhança entre
as configurações de equilíbrio inicial e final dos ordenamentos: de spin na Fig. 28(e); de
carga na Fig. 28(c).
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Figura 31 – Fidelidade f(t) em função das interações (a) V (t) e (b) U(t) para os quenches
em direção aos ordenamentos CDW e SDW, respectivamente. Nos painéis (c)
e (d) estão os resultados para a fidelidade ao final do quench [f(tf )] em função
de τV e τU , respectivamente. Os painéis inseridos mostram o comportamento
de f(t) em função das interações V (t) ou U(t)

.

Para valores τU ou τV no regime intermediário, inicialmente a fidelidade diminui
com o ligamento das interações, adquirindo um comportamento oscilatório antes de
estabilizar em valores finitos, indicando que o estado evoluído e o GS de equilíbrio não
são ortogonais. Conforme a escala de tempo característica é aumentada, a fidelidade
estabiliza em f ≈ 1, caracterizando a evolução adiabática. Esse comportamento de f(t)
no regime intermediário pode ser entendido como uma consequência do quench iniciar
na criticalidade. A proximidade com o ponto crítico implica um rápido decaimento de
f(t) no início do quench, que tende a um comportamento oscilatório à medida que o
sistema evoluído afasta-se do ponto inicial da evolução. O comportamento da fidelidade ao
final do quench, f(tf ), em função de τV e τU é mostrado nos painéis (c) e (d) da Fig. 31,
respectivamente. Nos quenches em direção ao ordenamento SDW [panéis (b) e (d)], o
processo aproxima-se do regime adiabático em torno de τU = 2.0, enquanto para τU = 2.5
ele é adiabático [f(tf ) = 0.992]. Por outro lado, nos quenches em direção ao ordenamento
CDW [painéis (a) e (c)], para τV = 5.0 o sistema ainda está no regime intermediário.
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A evolução torna-se adiabática somente a partir de τV = 12.0 [f(tf) = 0.996], como já
apontado na subseção anterior ao discutirmos o comportamento do parâmetro de ordem.

Para o quench em direção ao ordenamento CDW, com τV = 12.0, no início da
evolução, a fidelidade está ligeiramente abaixo do valor estipulado para o critério adiabático
definido para o instante tf (0.99) [ver painel inserido na Fig. 31(c)]. Isso ocorre como
uma consequência da alta excitação do sistema nas proximidades do ponto crítico no
início da evolução. À medida que a evolução afasta-se do ponto inicial, as excitações são
suprimidas e a fidelidade estabiliza em f(t) > 0.99. O mesmo comportamento é observado
para τU = 2.5 no quench em direção ao ordenamento SDW, como pode ser visto no painel
inserido na Fig. 31(d). Para valores maiores de τ (ver resultados de τV = 20.0 e τU = 5.0),
a fidelidade permanece acima de 0.99 durante toda a evolução. As diferenças entre as
evoluções ao se ligar as interações no sítio e entre sítios vizinhos serão exploradas sob a
ótica do emaranhamento na próxima subseção.

4.3.3 Entropia de emaranhamento

Para quantificar correlações não-locais entre subpartes do sistema ao longo do
quench, avaliamos a entropia de emaranhamento, definida como EE = −∑

i λi log2λi,
em que o conjunto {λi} - denominado espectro de emaranhamento - é formado pelos
autovalores da matriz densidade reduzida ρ̂A/B = TrB/A |Ψ⟩ ⟨Ψ|. Consideramos um sistema
bipartido em um subsistema A é formado pelos (L− 1)/2 sítios mais à esquerda da cadeia,
enquanto B é formado pelos (L + 1)/2 sítios à direita. Embora as subpartes tenham
comprimento ∼ L/2, nos certificamos que o comportamento qualitativo de EE não muda
para subsistemas com outros tamanhos.

A evolução de EE ao longo do quench em direção aos ordenamentos de carga e
spin é mostrada na Fig. 29(c) e (d), respectivamente. Para comparação, o comportamento
de EE previsto para o GS instantâneo de equilíbrio também é apresentado (linha verde
tracejada). Para o equilíbrio, a presença de um ordenamento de carga ou spin está associado
a um menor valor de EE em comparação ao estado inicial sem interações, como pode ser
observado no comportamento de EE em função das interações para o GS, apresentado nos
painéis (c) e (d) da Fig. 29. Esse resultado é esperado, visto que o fenômeno de localização
da função de onda tende a diminuir o emaranhamento entre as subpartes do sistema.

Já na situação de não-equilíbrio, como esperado para o regime de impulso, para
quenches abruptos (τU = τV = 0.01), o valor da entropia ao longo da evolução não muda
com respeito ao seu valor inicial, correspondente a U0 = 0 ou V0 = 0. Por outro lado,
o início do regime intermediário apresenta um resultado interessante para o quench em
direção ao ordenamento CDW. Observamos um aumento de EE além do seu valor inicial
para os valores τV = 0.33, 2.0, 3.5 e 5.0 [linhas ciano, vermelha, laranja e magenta na
Fig. 29(c), respectivamente]. Para τV = 0.33, EE cresce monotonicamente com o ligamento
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das interações. Para τV = 2.0, o crescimento é monotônico até V (t) ≈ 1.8 e grosseiramente
satura em torno de EE ≈ 1.75 - nesse caso o ordenamento CDW ainda não está bem
formado, conforme indicado no pequeno valor de |mCDW | visto no painel (a). No caso
de τV = 3.5 e 5.0, ocorre um pequeno aumento EE, o qual é rapidamente suprimido em
direção aos valores de equilíbrio. Esses resultados para o regime intermediário indicam
que durante o quench em direção ao ordenamento carga, antes da formação adiabática
da CDW, o sistema visita estados excitados emaranhados. Em contraste, não ocorre um
aumento significativo de EE além do seu valor inicial para formação do ordenamento
SDW, como pode ser visto na Fig. 29(d). O aumento de EE nas proximidades de um
ponto crítico também foi observado durante a dinâmica de não-equilíbrio produzida ao
variar de forma controlada o campo aplicado em uma cadeia de Ising [79].

Como mencionado acima, nossos resultados mostram que, no regime intermediário,
a dinâmica de não-equilíbrio do rearranjo de cargas utiliza estados excitados emaranhados.
Esse regime é marcado por uma superposição entre os comportamentos do estado inicial
com o estado com ordenamento CDW. Isso pode ser visualizado no quadro de τV = 2.0
da Fig. 28(c), o qual apresenta as densidades locais ao final de um quench no regime
intermediário. Nesse painel a distribuição de carga do sistema se aproxima de uma
superposição das configurações de carga do estado inicial (em torno do centro da cadeia) e
do estado com ordenamento CDW (em torno das extremidades da cadeia).

Ainda no regime intermediário, o comportamento de EE apresenta oscilações à
medida que as interações aumentam - veja os resultados para τV = 3.5 e τU = 1.0 [linhas
laranjas da Fig.29 (c) e (d)]. Essas oscilações tendem a ter menor amplitude e maior
frequência conforme o sistema aproxima-se do regime adiabático. A aproximação é marcada
por uma menor diferença entre os resultados de não-equilíbrio e os do GS de equilíbrio
(linha verde). A presença de oscilações no comportamento de EE bem como de observáveis
locais do sistema nas proximidades do regime adiabático foram observadas em cadeias
magnéticas após cruzar de forma controlada a criticalidade [79, 110]. Esse comportamento
pode ser atribuído à presença de estados excitados na dinâmica de não-equilíbrio.

4.3.4 Função desvio com respeito ao estado fundamental de equilíbrio

Para condensar as principais diferenças entre os quenches em direção aos ordena-
mentos CDW e SDW, definimos a função desvio para uma dada quantidade Θ da seguinte
forma

∆Θ =
∑ |Θt − ΘGS|∑ |ΘGS|

, (4.7)

em que Θt e ΘGS correspondem aos valores de Θ para o estado evoluído e para o GS de
equilíbrio, respectivamente, sendo a soma realizada sobre o intervalo de tempo 0 ⩽ t ⩽ tf

- equivalente ao tempo total do quench. Na Fig. 32(a) apresentamos os resultados para
o desvio dos parâmetros de ordem mCDW e mSDW como funções da escala de tempo
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Figura 32 – Funação desvio para os parâmetros de ordem (a) CDW e SDW e (b) para EE
em função da escala de tempo característica, τV se o quench for em direção ao
ordenamento CDW (curvas vermelhas) e τU se for em direção ao ordenamento
SDW (curvas pretas).

característica: τV se o quench for em direção ao ordenamento CDW e τU se for em direção
ao ordenamento SDW. Nesta subseção nos concentraremos nos casos em que somente uma
das interações, U ou V , é ligada no quench, correspondentes às curvas contínuas mais
grossas; os casos onde ambas as interações são ligadas serão tratados na próxima seção.

Por um lado, em ambas as direções de quench o desvio do parâmetro de ordem
apresenta um decaimento monotônico com respeito ao aumento da escala de tempo ca-
racterística. Contudo, para o quench em direção ao ordenamento SDW (curva preta) o
desvio tende a zero para menores valores de τ em comparação ao quench em direção
ao ordenamento CDW, enfatizando que o regime adiabático é mais rapidamente atin-
gindo no primeiro. Por outro lado, o desvio d EE mostrado na Fig. 32(b) apresenta um
comportamento não-monotônico para o quench em direção ao ordenamento CDW, com
um aumento significativo além do seu valor inicial no regime intermediário, compatível
com o comportamento de EE observado na Fig. 29(c). No caso do quench em direção ao
ordenamento SDW, esse aumento é praticamente desprezível, o que está em conformidade
com o resultados apresentados na Fig. 29(d). Comparando o comportamento das curvas
contínuas de ∆EE em vermelho (CDW) e preto (SDW) temos, para o regime intermediário,
mais uma evidência que enfatiza a presença de estados excitados emaranhados participando
da dinâmica do rearranjo de cargas para formar o ordenamento CDW. Essa evidência
justifica a maior escala de tempo característica necessária para o sistema entrar no regime
adiabático.
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4.4 Ligando U e V simultaneamente
Nesta seção discutimos o cenário onde ambas as interações são ligadas simulta-

neamente no quench. Para o cenário de equilíbrio, o modelo de Hubbard da eq. (4.1)
com U(t) = Ueq ̸= 0 e V (t) = Veq = 0 é integrável e apresenta solução exata via ansatz
de Bethe [111], porém a versão estendida (Veq ̸= 0) é não-integrável para um conjunto
geral de parâmetros do sistema [112]. Para sistemas quânticos unidimensionais integráveis,
após um quench, é previsto que haja relaxamento em direção ao estado de equilíbrio
descrito pelo ensemble de Gibbs generalizado [113]. O mesmo não se aplica a modelos
não-integráveis [114,115]. Tal diferença nos motiva a investigar como a dinâmica de não-
equilíbrio é afetada ao se quebrar a integrabilidade ligando as interações V no quench em
direção ao ordenamento SDW, bem como os efeitos de se ligar U no quench em direção ao
ordenamento CDW.

Na Fig. 32 apresentamos a função desvio para diferentes quantidades ao longo
dos quenches realizados sobre os caminhos 2, 3, 4 e 5, indicados nos painéis (a) e (d) da
Fig. 28, en que ambas as interações são ligadas em direção aos ordenamentos. Utilizamos
os resultados dos quenches vertical e horizontal (caminhos #1 e #6) para contrastar com
os efeitos de ligar simultaneamente ambas as interações. Para os quenches em direção ao
ordenamento CDW (SDW), o ligamento de U (V ) está associado a menores valores dos
desvios do parâmetro de ordem e EE, que tendem a diminuir conforme aumentamos Uf

(Vf ). De modo geral, os três regimes - impulso, intermediário e adiabático - são observados
como funções de τ considerando os casos em que Uf e Vf são diferentes de zero no quench.
Na verdade, os resultados para o caso em que somente uma interação ou ambas as interações
são ligadas são muito semelhantes, indicando que o comportamento do estado evoluído
durante o quench de tempo-finito não depende da integrabilidade do modelo.

4.5 Dependência dos resultados com o tamanho do sistema
Para analisar como nossos resultados dependem do número de sítios da cadeia,

selecionamos o quench com Uf = 1, Vf = 3 [caminho #2 na Fig. 28(a)], correspondente à
formação do ordenamento CDW, e Uf = 6, Vf = 1 [caminho #5 na Fig. 28(d)], correspon-
dente à formação do ordenamento SDW. Na Fig. 33, mostramos o desvio dos parâmetro
de ordem e de EE como funções do tempo de quench para diferentes comprimentos L
de cadeia. Como observado na figura, o aumento do número de sítios não afeta quali-
tativamente nossos resultados. Contudo, antes de atingir o comportamento adiabático,
observamos que cadeias com um maior número de sítios apresentam um desvio maior para
ambas as quantidades investigadas. De acordo com o teorema adiabático, a presença de
um menor gap entre as energias do estado fundamental e do primeiro estado excitado leva
a uma maior excitação do sistema durante o cruzamento da criticalidade. Considerando
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que nosso sistema está inicialmente no ponto crítico e que aumentar o tamanho da cadeia
implica um menor gap crítico [110], o aumento do desvio com o tamanho da cadeia no
regime intermediário pode ser justificado pela maior excitação inicial do sistema. Além
disso, o aumento do número de sítios da cadeia está associado a uma maior escala de
tempo característica para entrar no regime adiabático, visto que o quench precisará ser
mais lento para suprimir a maior excitação do sistema.

Figura 33 – Desvio dos (a) parâmetros de ordem e (b) de EE como funções da escala de
tempo característica, τV ou τU , dependendo de se o quench é em direção ao
ordenamento CDW (curvas vermelhas, com Uf = 1, Vf = 3 fixo) ou em direção
ao ordenamento SDW (curvas pretas, com Uf = 6, Vf = 1). Os resultados
mostrados são para cadeias com diferentes comprimentos L, incluindo L = 17,
considerado nos gráficos apresentados anteriormente.
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5 Conclusões Gerais e Perspectivas Futuras

Nesta tese utilizamos DMRG dependente do tempo para investigar a formação
de não-equilíbrio dos ordenamentos CDW e SDW a partir de um estado inicial não-
interagente. Estudamos a formação dessas fases no contexto do modelo de Hubbard
estendido unidimensional, que apresenta os termos de interação no mesmo sítio, U , e o
termo de interação entre primeiros vizinhos, V , além do termo de hopping relacionado à
mobilidade eletrônica; no caso de semi-preenchimento e interações repulsivas, o diagrama
de fases do modelo apresenta as fases isolantes CDW (U < 2V ) e SDW (U > 2V ), além
de uma bond order wave em torno da origem da linha U = 2V do diagrama de fases - está
última não sendo considerada no estudo desta tese. Preparamos um estado inicial sem
interação, posteriormente evoluindo-o (de forma controlada) sob ação de um Hamiltoniano
interagente. Esse protocolo é comumente denominado quench. Neste trabalho consideramos
um quench de tempo finito no qual o tempo em que as interações, U e/ou V , são ligadas
pode ser controlado. Durante o quench, investigamos o comportamento dos parâmetros de
ordem CDW e SDW, entropia de emaranhamento, fidelidade entre o estado evoluído e o
estado fundamental de equilíbrio e quantidades locais, como densidades de carga e spin ao
longo dos sítios da cadeia. Utilizamos essas quantidades para classificar os comportamentos
de não-equilíbrio durante o quench.

Inicialmente, ligando somente uma das interações no quench, V ou U , para investigar
a formação dos ordenamentos CDW e SDW, respectivamente, rastreamos três diferentes
regimes para o quench - impulso, intermediário e adiabático - os quais dependem da escala
de tempo em que as interações são ligadas, parametrizada por τ . No regime de impulso, que
ocorre para valores suficientemente pequenos de τ , o sistema permanece “congelado” no
seu estado inicial durante toda a evolução. No extremo oposto, para valores suficientemente
grandes de τ , no regime adiabático, o estado evoluído segue o mesmo comportamento
previsto para o estado fundamental de equilíbrio. No regime intermediário encontram-se
os principais resultados deste trabalho. Nesse regime, observamos um aumento da entropia
de emaranhamento no estado evoluído (além do seu valor inicial) nos quenches em direção
ao ordenamento CDW, o qual não é observado nos quenches em direção ao ordenamento
SDW. Isso sugere que o rearranjo de cargas para formação do ordenamento CDW precisa
ser mais lento, para evitar que estados excitados emaranhados sejam acessados durante
a dinâmica, ao contrário do rearranjo de spins para formar o ordenamento SDW. Essa
característica do quench em direção ao ordenamento CDW faz com que o regime adiabático
seja atingindo para uma escala de tempo maior, quando comparada à escala associada ao
regime SDW. Em outra perspectiva, a maior excitação do sistema no quench em direção
ao ordenamento CDW pode ser explicada olhando para como o estado inicial muda ao se
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ligar as interações U ou V . Enquanto a mudança energética do rearranjo de spins para
formar o ordenamento SDW a partir do estado inicial escala aproximadamente com o
inverso de U - visto que para o caso de V = 0 o modelo é mapeado numa cadeia de
Heisenberg antiferromagnética para U suficientemente grande com constante de troca
4J2/U - o rearranjo de cargas para formar o ordenamento CDW escala linearmente com V .
Essa diferença justifica parcialmente a maior excitação do sistema no quench em direção
ao ordenamento CDW, que precisa ser mais lento para o sistema atingir o comportamento
adiabático.

Analisamos também casos nos quais ambas as interações, U e V , são ligadas
linearmente (com U > 2V no caso de quench para formação do ordenamento de spin e U <

2V quando estudamos a formação do ordenamento de carga). Nossos resultados mostram
que a quebra de integrabilidade do sistema (quando V ≠0 no quench), especialmente no
caso da formação do ordenamento SDW, não muda o comportamento previsto pelo cenário
onde somente uma das interações é ligada no quench. Como os cenários estudados neste
trabalho estão no intervalo de tempo em que as interações são ligadas, acreditamos que na
evolução livre (após o quench) a não-integrabilidade do sistema possa afetar a evolução,
especialmente nos estados pertencentes aos regimes de impulso e intermediário, os quais
estão excitados em t = tf . Estes efeitos podem ser investigados em trabalhos futuros.

Perspectivas futuras incluem a investigação da evolução livre (após o quench)
explorando novos parâmetros, como o fator de estrutura de spin e de carga, permitindo
assim uma maior proximidade entre nossos resultados e dados experimentais. Nosso
objetivo será analisar as respostas do fator de estrutura ao crescimento da entropia de
emaranhamento no regime intermediário e, no pós-quench, avaliar possíveis assinaturas
da formação de domínios de carga e spin prevista para quenches que cruzam o ponto
crítico. Outro projeto futuro consiste em analisar a diferença entre um quench linear e um
quench não-linear no ligamento das interações, identificando como isso afeta a formação
dos ordenamentos de carga ou spin. Para quenches em modelos de spin, por exemplo, foi
visto que a forma do quench pode alterar a velocidade das excitações produzidas [30]. Tal
estudo pode oferecer subsídios teóricos para orientar implementações de estados localizados
em redes óticas.

Em nosso grupo de pesquisa, o DMRG e sua extensão temporal foram anterior-
mente utilizados para estudar propriedades de equilíbrio e não-equilíbrio em sistemas
unidimensionais. Com um código desenvolvido em MATLAB, diversos trabalhos foram
publicados [25,32,116,117]. Por outro lado, a complexidade do problema tratado nesta
tese exigiu um passo adicional no contexto computacional, motivando a mudança para
uma implementação mais robusta em C++. Nessa perspectiva, desenvolvemos todo o
código em C++ utilizando o pacote ITensor [48]. Nosso código atual está disponível
em https://github.com/isaacarvalho7/t-DMRG juntamente com seu design document
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- que oferece orientações sobre a arquitetura do código e futuras implementações. Esse de-
senvolvimento constituiu um importante passo para o amadurecimento da metodologia em
nosso grupo, visto a alta aplicabilidade do código em cluster de computadores, permitindo
explorar problemas atuais de fronteira ligados aos fenômenos de equilíbrio e não-equilíbrio
em sistemas unidimensionais.
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APÊNDICE A – DMRG tradicional

A.1 Parte infinita
O algoritmo DMRG inicia-se construindo uma cadeia com blocos da direita e da

esquerda contendo cada um l sítios e dimensão m = dl; o Hamiltoniano do super-bloco
é em sequência resolvido por diagonalização exata, usando algoritmos de diagonalização
interativa que forneçam o estado fundamental, como os métodos de Lanczos e Davidson [18].
Nesse ponto, HSupB possui dimensão (m × d) × (m × d) = d2(l+1). Em vista disso, é
necessário que o tamanho da cadeia seja suficientemente razoável para que a solução seja
numericamente viável.

Após obter o estado fundamental |GS⟩, o próximo passo é calcular a matriz
densidade reduzida do bloco aumentado à esquerda (ou direita), eliminando os graus de
liberdade dos sítios do bloco aumentado à direita (esquerda):

ρesq(dir) = Trdir(esq) |GS⟩ ⟨GS| . (A.1)

Os m primeiros auto-estados da matriz reduzida, ρesq(dir), que correspondem aos maiores
auto-valores, serão usados para renormalizar o bloco aumentado à esquerda (direita). Desta
forma, a matriz de dimensão m× d do bloco aumentado será transformada numa matriz
de dimensão m, conforme apresentado na Figura 34(a) e (b).

O bloco aumentado renormalizado corresponde, no próximo passo numérico, a um
novo bloco de dimensão B(l+ 1,m). Nesse passo, são acrescentados dois novos sítios livres
à cadeia, em vermelho na Figura 34(c). Em seguida o Hamiltoniano do novo super-bloco
é diagonalizado. Nesse momento ele possui 2(l + 1) + 2 sítios e dimensão d2(l+1), ou
seja, o sistema cresceu sem crescer o espaço de Hilbert. Novamente são selecionados m
auto-estados de maior peso na matriz densidade reduzida para renormalizar o novo bloco
aumentado, produzindo, assim, o bloco do próximo passo, que terá l + 2 sítios e dimensão
m. Na sequência são acrescentados dois novos sítios para aumentar o tamanho da cadeia e
o processo é repetido até obter-se o tamanho desejado da cadeia.

Em geral, a ideia é continuar crescendo a cadeia até que as flutuações de energia do
estado fundamental estejam dentro de uma margem de tolerância predeterminada. Nesse
caso, o algoritmo é utilizado para simular o limite termodinâmico, não sendo necessário
complementá-lo com a parte finita do DMRG. Essa abordagem, no entanto, apresenta
em geral muitos erros numéricos e não se aplica a cadeias que não possuem invariância
translacional. O DMRG tem se mostrado, na maioria dos casos, mais preciso no tratamento
de cadeias finitas, em que a parte infinita do algoritmo é utilizada para construir a cadeia
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Bloco (l,m)

Sítio

Bloco aumentado (l+1,m) 

Aproximação

Bloco (l+1,m) Bloco (l+1,m)

Bloco aumentado (l+2,m) 

Aproximação

(a)

(b)

(c)

(d)

Bloco aumentado (l+1,m x d) 

Bloco aumentado (l+2,m x d) 

Figura 34 – Primeiros passos da parte infintia de DMRG.

até o tamanho desejado e a convergência do estado fundamental é alcançada por meio dos
sweeps da parte finita, descritos na próxima subseção.

A.2 Parte finita - sweeps
Os sweeps são basicamente o nome dado ao processo de seleção inteligente dos

estados mais relevantes para representar a função de onda de uma dado sistema finito.
Esse processo pode ser entendido como um aprimoramento da parte infinita do DMRG,
pois otimiza a base de representação do estado alvo para uma truncagem de estados mais
precisa.

O ponto inicial do algoritmo finito começa com processo iterativo da parte infinita
até que o sistema tenha o tamanho e dimensão desejados. Para ilustrar esse cenário, seja o
caso de uma cadeia de N sítios estruturados na forma de blocos, um à esquerda e outro
à direita, ambos com dimensão m e (N − 1)/2 sítios, conectados por sítios livres, com
apresentado na Figura 35. O processo de otimização na base de representação consiste em

Bloco [(N-1)/2,m]

Sítio

Bloco [(N-1)/2,m]

Figura 35 – Primeiros passos DMRG parte finita.
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crescer o bloco à esquerda sem que haja adição de novos sítios na cadeia. Desta forma,
enquanto no bloco à esquerda é adicionado um sítio, no bloco à direita é subtraído um sítio,
como mostrado na Figura 36. O processo de renormalização é aplicado somente ao bloco

Bloco (N/2, m x d) Bloco [(N-2)/2, m/d]

Figura 36 – Crescimento do bloco na parte finita do DMRG.

crescido, enquanto o bloco decrescido é representado na base utilizada na parte infinita do
DMRG. Portanto é necessário que as representações da parte infinita sejam armazenadas,
pois serão reutilizadas nesse passo para representar o bloco que decresce nesse processo.
Novamente repete-se o procedimento de crescimento e renormalização do bloco à esquerda,
bem como de decréscimo e reutilização da base no bloco à direita. Esse processo recebe o
nome de varredura e termina quando o bloco à direita possuir um sítio. Nesse momento,
o bloco à direita passa a crescer e é renormalizado, repetindo o procedimento anterior
no sentido contrário, até que o bloco à esquerda contenha um sítio. Um ciclo completo,
denominado sweep, termina quando os dois sítios livres estiverem localizados novamente
em suas posições iniciais, como ilustrado na Figura 37.

S
entido

 no tem
poD

M
R

G
 s
w
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p

Figura 37 – Um sweep completo no cálculo DMRG.

A.3 Algoritmo t-DMRG
A evolução temporal usando a expansão de Suzuki-Trotter (S-T) consiste basica-

mente em sucessivas aplicações de evolução em pares de sítios. Como descrito na Subseção
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3.4, a estratégia para mesclar esse método ao DMRG consiste em usar o operador de evo-
lução temporal aos sítios livres ao longo dos sweeps, ao invés de diagonalizar o super-bloco.
A implementação desse esquema é apresentada na Figura 38, em que pode ser resumido
na seguinte sequência de passos:

• Inicia-se com um estado inicial, que pode ser obtido por DMRG.

• Introduz-se uma pertubação ao problema. Pode-se, por exemplo, alterar o Hamiltoni-
ano ou adicionar algum termo extra ao estado. Caso a pertubação não seja inserida,
ter-se-á uma evolução unitária dos estados quânticos.

• Inicia-se o processo de sweep da parte finita, porém adicionando as operações de
evolução de S-T aos pares de sítios da seguinte forma: implementando, por exemplo,
os links ímpares ao varrer da esquerda para direita e links pares ao varrer da direita
para esquerda.

• Aplica-se uma normalização aos estados da matriz densidade dos estados evoluídos,
semelhante à utilizada no DMRG estático. Desta forma, o espaço de Hilbert é
atualizado a cada intervalo de tempo.

• Repete-se os dois passos anteriores até que evolução de tempo predeterminada
seja atingida, ou seja, a cada ciclo (varredura de sítios pares e impares), o sistema
evolui temporalmente δt, assim serão necessários t/δt ciclos para atingir o tempo
predeterminado.

Ao contrário do DMRG estático, em que a transformação da função de onda é feita
para otimizar o cálculo, a evolução do estado no tempo é o principal objetivo de t-DMRG.
Assim sendo, a função de onda evolui no tempo a cada sweep, e os estados mantidos na
truncagem são ajustados para representá-la fielmente.
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Û
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Varredura
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Figura 38 – Esquema de uma varredura durante a evolução temporal. O operador de
evolução, Û , é aplicado somente aos links ímpares durante a varredura da
direita para esquerda. Na varredura da esquerda para direita, somente os links
pares estarão envolvidos.
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