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GROUND STATE PARA UMA CLASSE DE PROBLEMAS ELÍPTICOS
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À banca examinadora, pelas valiosas contribuições.
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Resumo

Neste trabalho, provamos existência e multiplicidade de soluções radialmente simétricas

para o problema

(−∆p)
su = g(u) em R

N , u ∈ W s,p(RN),

em que s ∈ (0, 1], 2 ≤ p <∞, sp ≤ N, 2 ≤ N ∈ N e (−∆p)
s é o operador p-Laplaciano

(fracionário se 0 < s < 1). Ambos os casos foram tratados sp = N e sp < N. A não

linearidade g é uma função do tipo Berestycki-Lions com crescimento exponencial cŕıtico

se sp = N e crescimento polinomial cŕıtico se sp < N . Depois disso, decompondo o

espaço R
N na forma R

M ×R
M ×R

N−2M , provamos a existência de infinitas soluções não

radialmente simétricas nos casos N = 4 ou N ≥ 6 e N − 2M 6= 1, em que M > 0 é inteiro

e 0 ≤ M ≤ N/2. Provamos também a existência de uma solução ground state para o

mesmo problema. Logo após, consideramos o problema

∆2u = g(u) em R
N , u ∈ H2(RN),

em que 4 ≤ N ∈ N e ∆2 é o operador bilaplaciano. Obtivemos os mesmos resultados

estabelecidos acima. Finalmente, consideramos o problema

(−∆)su = g(u) em R
N , u ∈ W s,2(RN),

onde s ∈ (1, 2), N ≥ 3 e (−∆)s é o operador 2-Laplaciano fracionário de ordem su-

perior e, mais uma vez, obtivemos os mesmos resultados descritos no caso do operador

p-Laplaciano fracionário.

Palavras-Chave e frases: p-Laplaciano fracionário; Bilaplaciano; Ordem superior; Cri-

ticalidade simétrica; Desigualdade de Moser-Trudinger; Crescimento polinomial; Cresci-

mento exponencial; Multiplicidade; Soluções radiais; Soluções não radiais e ground state.



Abstract

In this work, the existence of infinitely many radially symmetric solutions is proved for

the problem

(−∆p)
su = g(u) in R

N , u ∈ W s,p(RN),

where s ∈ (0, 1], 2 ≤ p < ∞, sp ≤ N, 2 ≤ N ∈ N and (−∆p)
s is the (fractional if

0 < s < 1) p-Laplacian operator. Both the cases were handled sp = N and sp < N. The

nonlinearity g was a function of Berestycki-Lions type with critical exponential growth

if sp = N and critical polynomial growth if sp < N . After that, decomposing the space

R
N in the form R

M ×R
M ×R

N−2M , we prove the existence of infinitely many nonradially

symmetric solutions in the cases N = 4 or N ≥ 6 and N − 2M 6= 1, on that M > 0 is

integer and 0 ≤M ≤ N/2. We also prove the existence of a ground state solution for the

same problem. Next, we consider the problem

∆2u = g(u) in R
N , u ∈ H2(RN),

where N = 4 and ∆2 is the bilaplacian operator. We obtain the same results stated above.

Finally, we consider the problem

(−∆)su = g(u) in R
N , u ∈ W s,2(RN),

where s ∈ (1, 2), N ≥ 3 and (−∆)s is the higher order fractional 2-Laplacian operator

and, once more, obtain the same results described in the case of the p-Laplacian operator.

Key words and phrases: Fractional p-Laplacian; Bilaplacian; Higher order; Symmetric

criticality; Moser-Trudinger inequality; Exponential and polynomial growth; Multiplicity;

Radial solutions; Non-radial solutions and ground state.
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Introdução

Nesta tese, estudamos o(s) problema(s)

E u = g(u) em R
N ,

em que g é uma função cont́ınua ı́mpar satisfazendo determinadas hipóteses e E denota,

sucessivamente, os operadores

1. p-Laplaciano fracionário, isto é, E = (−∆p)
s, nos casos s ∈ (0, 1], 2 ≤ p < ∞,

sp ≤ N , N ≥ 2;

2. o operador bi-Laplaciano ∆2, isto é, E = ∆2.

3. o operador Laplaciano fracionário de ordem superior, isto é, E = (−∆)s, em que

1 < s < 2.

Estes operadores, com especial ênfase no caso (−∆p)
s, tem sido objeto de muita

pesquisa matemática nos últimos anos. O caso p = 2 é especialmente importante, pois tem

inúmeras aplicações em contextos concretos: na Biologia (dinâmica de populações), F́ısica

(mecânica do cont́ınuo, fenômenos de transição de fase), Teoria dos Jogos e Matemática

Financeira, entre outros (veja [6, 11]). Mas, em geral, operadores fracionários atraem

atenção também do ponto de vista puramente matemático, por causa das dificuldades

desafiadoras ocasionadas por seu caráter simultaneamente não linear e não local (veja

[34]).

O operador biharmônico ∆2 também tem aplicações importantes: na Biologia (por

exemplo, deformação de membranas elásticas), F́ısica (por exemplo, mecânica do cont́ınuo),

Matemática (por exemplo, no estudo das equações de Paneitz-Branson e de Willmore),

dentre outras, veja [21]. Uma das dificuldades inerentes a esse operador é o fato de

não podermos aplicar o Prinćıpio do Máximo e consequências da desigualdade de Polya-

Szegö (veja, contudo, o artigo de Lenzmann e Sok [26]). Mais detalhes serão dados na

sequência.

No nosso contexto, o operador Laplaciano fracionário de ordem superior não causa

grandes dificuldades, veja contudo [29, 31].

Agora passamos a considerar separadamente cada um dos problemas abordados.

No caso do operador p-Laplaciano fracionário, isto é,

(−∆p)
su = g(u) in R

N , (1)

a teoria relacionada com (1) já é tão extensa que é dif́ıcil sintetizá-la em um único texto.

Ao leitor interessado recomendamos a leitura dos artigos [6, 11, 20, 34] e referências lá

citadas.
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Aplicando métodos variacionais, Hirata, Ikoma and Tanaka [22] consideraram um

caso particular de (1), isto é,

−∆u = g(u) em R
N , u ∈ H1(RN), N ≥ 2, (2)

em que a não linearidade g é uma função do tipo de Berestycki-Lions [14], ou seja, ela

satisfaz as condições:

(g0) g(ξ) ∈ C(R,R) e g(ξ) é impar;

(g1) para N ≥ 3,

lim sup
ξ→∞

g(ξ)

ξ2∗−1
≤ 0, em que 2∗ =

2N

N − 1
;

para N = 2,

lim sup
ξ→∞

g(ξ)

eαξ2
≤ 0, para qualquer α > 0;

(g2) para N ≥ 3,

−∞ < lim inf
ξ→0

g(ξ)

ξ
≤ lim sup

ξ→0

g(ξ)

ξ
< 0;

para N = 2

−∞ < lim
ξ→0

g(ξ)

ξ
< 0;

(g3) existe ζ0 > 0 tal que G(ζ0) > 0, em que G(ξ) =
∫ ξ

0
g(τ)dτ .

Este artigo estendeu ligeiramente resultados de Berestycki, Gallouët e Kavian [12] para

o caso N = 2 e Berestycki e Lions [14] para o caso N ≥ 3 ao provar multiplicidade

de soluções e existência de solução de estado fundamental de energia mı́nima (= ground

state). Assim, o artigo [22] unifica os tratamentos apresentados em [12] e[14].

Observamos que, para obter os resultados de multiplicidade de soluções radiais os

autores em [22] aplicaram a versão simétrica do Teorema do Passo da Montanha ([36, Teo-

rema 9.12]), que também utilizaremos em nosso trabalho. Mais precisamente, após um

truncamento da não linearidade g, eles obtiveram uma função h que cumpre a condição

geral de Ambrosetti-Rabinowitz ([22, Cor. 2.2]). Introduzindo um funcional de com-

paração, J(u), notaram que o mesmo cumpre a condição de compacidade de Palais-Smale

e obtiveram, assim, uma sequência ilimitada de valores minimax para o funcional energia

I(u) associado ao problema (2) (veja [22, Lemma 3.2]). Em seguida, introduziram um

funcional auxiliar apropriado, Ĩ(θ, u). Combinando este com a identidade de Pohožaev e

uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser [32], eles provaram que a sequência ilimitada

de valores minimax era, de fato, uma sequência de volores cŕıticos para o funcional energia

I(u).
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Um fato importante no roteiro seguido por Hirata et al. [22] é o papel que exerce

a identidade de Pohožaev para provar a condição de compacidade para sequências de

Palais-Smale.

No mesmo contexto, resultados semelhantes foram obtidos por Ambrosio [6] ao adap-

tar as técnicas de [22] no tratamento do problema (−∆)su = g(u) emHs(RN), para N ≥ 2

e s ∈ (0, 1). Como em [22], a técnica utilizada em [6] depende fortemente da identidade

de Pohožaev para o operador considerado, a qual desempenha um papel crucial na de-

monstração de compacidade das sequências de Palais-Smale.

Como a prova da identidade de Pohožaev ainda não foi completamente estabele-

cida para o nosso contexto, procuramos uma abordagem alternativa, adaptando ideias de

Zhang e Chen [38]. Como nos artigos [6, 22], nossos resultados foram obtidos sem termos

a condição de Ambrosetti-Rabinowitz como hipótese.

Notamos então que a técnica utilizada em [6, 22] não poderia ser aplicada no caso do

problema (1). Contornamos essa dificuldade utilizando os trabalhos de Alves, Figueiredo

e Siciliano [3] e Alves, Souto e Montenegro [4] - o primeiro trabalha com o operador

Laplaciano fracionário, ao passo que, o segundo trabalha com o operador Laplaciano.

Nestes trabalhos, os autores lidaram com a não linearidade g sendo uma função do tipo

de Berestycki-Lions e notaram que ela pode ser escrita na forma g(t) = −t + f(t) com a

f satisfazendo hipóteses que apresentaremos na sequência.

No caso espećıfico do problema (1), escrevemos g na forma

g(t) = −|t|p−2t+ f(t), (3)

em que f é uma função cont́ınua ı́mpar satisfazendo

(f1) lim
t→0

f(t)

|t|p−2t
= 0;

(f2) lim sup
t→∞

f(t)

|t|p∗s−1
≤ 1, sp < N ;

(f3) existem µ > 0 e q ∈ (p, p∗s) tais que f(t) ≥ µtq−1, ∀ t ≥ 0;

(f4) se sp = N , então existe α0 > 0 tal que

lim
t→+∞

f(t)

eαt
N

N−s

= 0

(respectivamente, = +∞), se α > α0 (respectivamente, α < α0).

Não é dif́ıcil verificar que estas hipóteses são compat́ıveis com as hipóteses de [22],

com a vantagem de possibilitarmos o crescimento exponencial e polinomial cŕıticos.

Uma outra vantagem de usarmos a decomposição de g dada por (3) consiste em

podermos então trabalhar no espaço W s,p(RN) com sua norma usual: ao trabalharmos
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sem decompor g, o funcional “energia” teria apenas a seminorma de Gagliardo (veja

definição da mesma na sequência), a qual foi a abordagem utilizada em [6, 22] e ocasionou

a introdução do funcional de comparação e de um funcional auxiliar.

O ambiente natural para o problema (1) é o espaço de Sobolev fracionário

W s,p(RN) := {u ∈ Lp(RN) : [u]ps,p <∞},

em que

[u]ps,p :=

∫∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

é a seminorma de Gagliardo de u. Este espaço equipado com a norma usual

‖u‖ps,p = [u]ps,p + ‖u‖
p
p, em que ‖u‖pp = ‖u‖

p
Lp(RN )

=

∫

RN

|u|pdx

é um espaço de Banach reflexivo, (veja [18]).

Recordamos agora a definição do expoente cŕıtico de Sobolev

p∗s =











pN

N − sp
, se sp < N ;

+∞, se sp = N.

(4)

Devido ao Prinćıpio da Criticalidade Simétrica (veja [33]), é suficiente estabelecer

nossos resultados para soluções do problema (1) no subespaço fechado das funções radiais

W s,p
r (RN) := {u ∈ W s,p(RN) : u(|x|) = u(x)}.

No caso sp ≤ N , é bem conhecido que W s,p
r (RN) está compactamente imerso em

Lq(RN) para todo q ∈ (p, p∗s) (veja [7, Theorem 1.1.11] ou [27, Theorem II.1]), a imersão

sendo cont́ınua nos casos q = p ou q = p∗s (se p∗s <∞).

Uma solução fraca do problema (1) satisfaz, para qualquer φ ∈ W s,p
r (RN),

〈(−∆p)
su, φ〉+

∫

RN

|u|p−2uφdx =

∫

RN

f(u)φdx,

em que

〈(−∆p)
su, v〉 =

∫∫

R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp
dxdy.

O funcional “energia” I ∈ C1
(

W s,p
r (RN),R

)

( veja Lema C.1) associado ao problema

(1) é definido

I(u) =
1

p
‖u‖ps,p −

∫

RN

F (u)dx

em que

F (u) =

∫ u

0

f(t)dt
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é a primitiva de f e o funcional I tem derivada

I ′(u) · v = 〈(−∆p)
su, v〉+

∫

RN

|u|p−2uvdx−

∫

RN

f(u)vdx.

Assim, pontos cŕıticos de I(u) são soluções fracas de (1).

Estabelecemos assim, o nosso primeiro resultado

Teorema 1: Sejam s ∈ (0, 1), p ∈ [2,+∞), sp ≤ N (N ≥ 2) e g(t) = −|t|p−2t +

f(t). Então, o problema (1) tem infinitas soluções radialmente simétricas (un)n∈N tal que

I(un)→∞ quando n→∞ se

(i) sp = N e a função f satisfaz (f1), (f3) e (f4);

(ii) sp < N e a função f satisfaz (f1)− (f3).

O mesmo resultado é válido no caso limite s = 1.

Em seguida, consideramos a existência de múltiplas soluções não radiais para o

problema (1). Nossa principal referência neste contexto foi o artigo de Louis Jeanjean e

Shen-Sen Lu [24]. Ao leitor interessado referimos também os artigos [10, 23, 30] e suas

referências.

Em [24], os autores consideraram N = 4 ou N ≥ 6 e N − 2M 6= 1 em que M > 0

é inteiro e 0 ≤ M ≤ N/2. Denotamos por O(N) o grupo ortogonal no R
N . Fixando

τ ∈ O(N) de modo que τ(x) = τ(x1, x2, x3) = (x2, x1, x3) ∈ R
M × R

M × R
N−2M e

definindo

Xτ := {u ∈ W s,p(RN) : u(τx) = −u(x) for all x ∈ R
N},

verifica-se facilmente que Xτ não contém solução radial não trivial.

SejaW s,p
O2

(RN) o subespaço das funções invariantes com respeito a O2, em que O2 :=

O(M)×O(M)×O(N−2M) ⊂ O(N), convencionando que a componente correspondente

a N − 2M não existe se N = 2M .

Esse subespaço age isometricamente sobre W s,p(RN). Consideremos o espaço

X := W s,p
O2

(RN) ∩Xτ .

Para sp ≤ N , é bem conhecido que X está compactamente imerso em Lq(RN) para

todo q ∈ (p, p∗s) (veja [28, Corollary 1.25] ou [27, Theorem III.3]), a imersão sendo cont́ınua

se q = p ou q = p∗s, se p
∗
s <∞.

Assim, os resultados do caso não radial são obtidos com poucas alterações sobre

o roteiro utilizado no caso simétrico. Por esse motivo, nos limitaremos a enunciar o

resultado do caso não radial, deixando a prova do mesmo a cargo do leitor.

A versão do Teorema 1 para a existência de soluções não radiais é dada por
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Teorema 2 Sejam s ∈ (0, 1), p ∈ [2,+∞), sp ≤ N , N = 4 ou N ≥ 6 e N − 2M 6= 1

e g(t) = −|t|p−2t + f(t). Então, (1) admite infinitas soluções não radiais (un)n∈N ⊂ X

I(un)→∞ quando n→∞ se

(i) sp = N e a função f satisfaz (f1), (f3) e (f4);

(ii) sp < N e a função f satisfaz (f1)− (f3).

O mesmo resultado é válido no caso limite s = 1.

Em seguida, consideramos a existência de ground state para o problema (1). Uma

vez que não temos à nossa disposição o Prinćıpio do Máximo, nos limitamos a provar que

o ground state é não negativo.

Obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 3: Seja N ≥ 2. O problema (1) admite ground state, que é não negativo,

radialmente simétrico e decrescente se

1. sp = N, N ≥ 2 e f satisfaz (f1), (f3) e (f4);

2. sp < N, N ≥ 2 e f satisfaz (f1)− (f3).

Percebemos então que as mesmas técnicas utilizadas na solução do problema (1)

poderiam ser utilizadas, com poucas modificações, para o problema

∆2u = −t+ f(t) em R
N , N ≥ 4, (5)

com f satisfazendo as propriedades listadas anteriormente, para p = 2.

No caso de multiplicidade de soluções, a abordagem utilizada para o caso do p-

Laplaciano fracionário é inteiramente adaptável. Obtemos então

Teorema 4: Seja N ≥ 4 e g(t) = −t + f(t). Então (3.1) tem infinitas soluções radial-

mente simétricas (un)n∈N tais que I(un)→∞ quando n→∞ se

(i) N = 4 e a função f satisfaz (f1) e (f3)− (f4);

(ii) N > 4 e a função f satisfaz (f1)− (f3).

Como a versão não radial do Teorema 4 decorre de modificações óbvias no Teorema

2, nos abstemos de enunciá-la.

Contudo, no caso do ground state, surgem dificuldades que impedem a completa

utilização do método utilizado na abordagem do p-Laplaciano fracionário. Embora o

enunciado do resultado do ground state seja bastante semelhante àquele do problema (1),

os resultados obtidos são menos gerais do que os do caso do operador (−∆p)
s.

Teorema 5: Seja N = 4 ou N ≥ 6, N − 2M 6= 1. Suponha que f satisfaça (f1)− (f4).

Então, o problema (5) admite ground state radial.
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Um dos pontos importantes no estudo de ground state para o problema do p-Lapla-

ciano fracionário foi a comparação de diversos ńıveis minimax. Ou melhor, comparar

aqueles infinitos ńıveis obtidos quando buscou soluções simétricas. O ńıvel minimax no

espaço geral W s,p(RN) é também o ńıvel minimax em W s,p
r (RN). A técnica utilizada faz

uso da desigualdade de Pólya-Szegö

[u∗]s,p ≤ [u]s,p

e a simetrização de Schwarz.

Estes resultados não são válidos no caso do operador bi-Laplaciano (veja Enno

Lenzmann [26] para detalhes). Assim, essa comparação de ńıveis minimax está ausente

na abordagem do problema (5).

Finalmente, com relação ao problema

(−∆)su = g(u) in R
N , N ≥ 3, (6)

para 1 < s < 2, notamos que ao denotar s = 1 + σ para 0 < σ < 1, e considerar

W s,2(RN) := {u ∈ W 1,2(RN) : ∇u ∈ W σ,2(RN)},

com a norma natural

‖u‖21 = ‖u‖
2
2 + ‖∇u‖

2
2 + [∇u]2s,2,

em que

[∇u]2s,2 :=

∫∫

R2N

|∇u(x)−∇u(y)|2

|x− y|N+2(s−1)
dxdy,

estamos completamente no contexto do problema para o operador p-Laplaciano fracionário

no caso espećıfico de p = 2. Assim, não é surpreendente que possamos obter resultados

semelhantes àqueles do operador (−∆p)
s para o problema (6).

Nosso trabalho está estruturado da seguinte maneira: o Caṕıtulo 1 é muito im-

portante em nosso trabalho, pois apresenta a desigualdade de Trudinger-Moser que será

repetidamente utilizada em nosso texto. Ele apresenta também algumas consequências

sobre o comportamento da não linearidade f e da desigualdade de Trudinger-Moser; os

Caṕıtulos 2 e 3 lidam, respectivamente, com o p-Laplaciano fracionário e o bi-Laplaciano.

Em seguida, são apresentados diversos apêndices. O primeiro sobre o gênero de Kras-

nolselskii. O segundo sobre uma versão alternativa de ground state para o problema

(3.1). No terceiro e último apêndice, apresentamos alguns resultados auxiliares.



Caṕıtulo 1

Alguns resultados preliminares

Observamos inicialmente que o expoente cŕıtico de Sobolev p∗s definido pela equação

p∗s =











pN

N − sp
, se sp < N ;

+∞, se sp = N,

leva em consideração os casos sp < N e sp = N.Mais especificamente, se sp < N, valem as

imersões de SobolevW s,p(RN) ↪→ Lq(RN) para qualquer q ∈ [p, p∗s], veja [20]. No entanto,

se sp = N na definição (4), temos p∗s =∞ e não vale a imersão para esse expoente cŕıtico,

ou seja, W s,p(RN) 6↪→ L∞(RN), veja [32]. Deste modo, faz-se necessário a aplicação da

desigualdade de Trudinger-Moser.

Note que, em um primeiro momento, pode nos parecer que são poucos os valores de

s e p que satisfazem a relação sp = N com 0 < s < 1 e p ≥ 2. Porém, para cada valor de

N ∈ N, temos uma parte ilimitada do ramo positivo da hipérbole sp = N que satisfaz tal

relação. A t́ıtulo de ilustração, apresentamos a Figura 1, onde fazemos um esboço desta

curva para alguns valores de N .
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Cα > 0 tal que

∫

Rp

Φp

(

α

(

|u(x)|

‖∇u‖p

)p′
)

dx ≤ Cα

‖u‖pp
‖∇u‖pp

, u ∈ W 1,p
r (Rp)\{0}, (1.2)

onde

Φp(η) = eη −

p−2
∑

j=0

1

j!
ηj.

Observação 1.1 Note que, se ‖∇u‖p ≤ M , a desigualdade (1.2) pode ser escrita do

mesmo modo que (1.1).

Prova: De fato, se ‖∇u‖p ≤M, para algum M > 0, nós temos que

MpΦp

(

α|u(x)|p
′

Mp′

)

=Mp

∞
∑

j=p−1

1

j!

(

α|u(x)|p
′

Mp′

)j

=
∞
∑

j=p−1

1

j!

αj|u(x)|p
′j

Mp′j−p

≤
∞
∑

j=p−1

1

j!

αj|u(x)|p
′j

‖∇u‖p
′j−p

p

= ‖∇u‖ppΦp

(

α|u(x)|p
′

‖∇u‖p
′

p

)

,

e isto resulta

∫

Rp

Φp

(

α

(

|u(x)|

M

)p′
)

dx ≤ Cα

‖u‖pp
Mp

, ∀u ∈ W 1,p
r (Rp).

Lema 1.1 Se p′ = p
p−1

= N
N−s

, definimos

Q(t) := eα|t|
p′

− T (t) e T (t) =
∑

0≤j<p−1

j∈N

1

j!

(

α|t|p
′
)j

.

Então, no caso sp = N ,

(i) (f4) implica lim
|t|→+∞

f(t)

Q(t)
= 0;

(ii) (f3) e (f4) implica lim
|t|→+∞

F (t)

Q(t)
= 0.

Prova: Tome α > α0. Como

lim
|t|→+∞

Q(t)

eαtp
′ = lim

|t|→+∞

(

1−
T (t)

eαtp
′

)

= 1,

segue de (f4) que

lim
|t|→+∞

f(t)

Q(t)
= lim

|t|→+∞

f(t)/eαt
p′

Q(t)/eαtp
′ = 0,

provando (i).



A desigualdade de Trudinger-Moser 21

Mais ainda, por (f3) existe µ > 0 e q > p tal que f(t) ≥ µtq−1, ∀ t ≥ 0. Segue que

F (t) ≥
µtq

q
, ∀ t ≥ 0. Como F é uma função par, temos F (t) ≥ µ|t|q/q, para todo t ∈ R.

Assim, F (t)→ +∞ quando |t| → +∞. Logo,

lim
|t|→+∞

F (t)

eα|t|p
′ = lim

|t|→+∞

f(t)
d
dt
eα|t|p

′ = 0,

o implica

lim
|t|→+∞

F (t)

Q(t)
= lim

|t|→+∞

F (t)/eαt
p′

Q(t)/eαtp
′ = 0.

O próximo resultado é uma estimativa para |F (t)| adequada para nosso propósito.

Sua prova é uma imediata consequência do Lema 1.1.

Proposição 1.1 Suponha que (f1), (f3) e (f4) são válidas. Dados q > N
s
= p para todo

α > α0, existe ε > 0, C > 0, tal que

|F (t)| ≤
ε|t|p

p
+ CQ(t)|t|q, ∀t ∈ R.

Adaptando algumas ideias de L.R. de Freitas [19], vamos provar que (Q(|u|))r ∈

L1(RN), para quaisquer r > 1 e u ∈ W s,p
r (RN).

Proposição 1.2 Seja α > 0. Então,
∫

RN

eα|u|
N

N−s
dx <∞, ∀u ∈ W s,p

r (RN).

Prova: Seja u ∈ W s,p
r (RN) e ε > 0. Por densidade, existe ϕ ∈ C∞

c (RN) tal que

‖u− ϕ‖s,p < ε.

Segue-se dáı que

|u|
N

N−s = |u− ϕ+ ϕ|
N

N−s ≤ (|u− ϕ|+ |ϕ|)
N

N−s

≤ 2
N

N−s max{|u− ϕ|
N

N−s , |ϕ|
N

N−s}

≤ 2
N

N−s

(

|u− ϕ|
N

N−s + |ϕ|
N

N−s

)

.

Aplicando este resultado, obtemos
∫

RN

eα|u|
N

N−s
dx ≤

∫

RN

eα2
N

N−s |u−ϕ|
N

N−s
eα2

N
N−s |ϕ|

N
N−s

dx.

Decorre então da desigualdade de Young que
∫

RN

eα2
N

N−s |u−ϕ|
N

N−s
eα2

N
N−s |ϕ|

N
N−s

dx ≤
s

N

∫

RN

eα
s
N
2

N
N−s |u−ϕ|

N
N−s

dx

+
N − s

N

∫

RN

eα
N−s
N

2
N

N−s |ϕ|
N

N−s
dx.
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Escolhendo ε > 0 de tal forma que

α
s

N
2

N
N−s ε

N
N−s ≤ α1,

(veja Bahrouni [9, Lema 2.5]), segue-se que

∫

RN

eα2
N

N−s |u−ϕ|
N

N−s
eα2

N
N−s |ϕ|

N
N−s

dx ≤ C +
N − s

N

∫

RN

eα
N−s
N

2
N

N−s |ϕ|
N

N−s
dx

≤ C +
N − s

N

∫

supp(ϕ)

eα
N−s
N

2
N

N−s |ϕ|
N

N−s
dx <∞,

o que finaliza a prova.

Seguindo as notações como no Lema 1.1, definimos

Sp−2(α, u) := T (u) =
∑

0≤j<p−2

j∈N

1

j!

(

α|u|p
′
)j

.

Aplicando a Proposição 1.2, temos o seguinte resultado

Lema 1.2 Sejam α > 0 e r > 1. Então, para cada β > r, existe C = C(β) > 0 tal que
(

eα|u|
p′

− Sp−2(α, u)
)r

≤ C
(

eβα|u|
p′

− Sp−2(βα, u)
)

.

Prova: Para simplificar, vamos denotar por

y := |u|p
′

e S̃(α, y) :=
∑

0≤j<p−2

j∈N

αjyj

j!
.

Observe que,

(

eαy − S̃(α, y)
)r

(

eβαy − S̃(βα, y)
) =









∑

j−1≤j≤∞

j∈N

αjyj

j!









r

∑

j−1≤j≤∞

j∈N

(βα)jyj

j!

=
yr(p−1)

yp−1









∑

j−1≤j≤∞

j∈N

αjyj−p+1

j!









r

∑

j−1≤j≤∞

j∈N

(βα)jyj−p+1

j!

e aplicando a Proposição 1.2, conclúımos que

lim
y→0

(

eαy − S̃(α, y)
)r

(

eβαy − S̃(βα, y)
) = 0.

Mais ainda,

lim
y→∞

(

eαy − S̃(α, y)
)r

(

eβαy − S̃(βα, y)
) = lim

y→∞

erαy

eβαy

(

1− S̃(α,y)
erαy

)r

(

1− S̃(βα,y)
eβαy

) = 0,

o que encerra nossa prova.
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1.2 As vantagens de “reescrevermos” a função g

Resumidamente falando, as duas principais vantagens em “reescrever a função g”

são:

i) a função g continua sendo do tipo Berestycki-Lions;

ii) podemos considerar o funcional energia com a norma usual do espaço de Sobolev.

De modo mais espećıfico, para estudar o problema 2.1, por exemplo, sem “reescrever a

função g”, temos como funcional energia

I(u) =
1

p
[u]ps,p −

∫

RN

G(u)dx.

Sendo assim, a alternativa é seguir o roteiro completo de Hirata at al. [22]. Como não

conhecemos uma prova formal da identidade de Pohožaev para nosso problema, não foi

posśıvel seguir esta alternativa.

Na ausência de uma outra alternativa para atacar o problema (2.1) diretamente,

fizemos a tentativa de reescrever g(t) = −|t|p−2t+ f(t), inspirados em [3, 4]. Essa reescri-

ta mostrou-se interessante de imediato, devido a ela oferecer as vantagens mencionadas

acima. O fato de trabalharmos com a norma usual dos espaços de Sobolev, adicionando

um pouco de esforço e aplicando alguns resultados, foi posśıvel contornar a “ausência” da

identidade de Pohožaev.

Não é dif́ıcil verificar que nossas hipóteses sobre a não linearidade f são compat́ıveis

com as hipóteses impostas sobre g por Hirata et al. [22] (respectivamente, Berestycki-

Lions [13, 14]). Vamos justificar isto através de algumas afirmações.

Afirmação 1: Nossa hipótese (f1) é compat́ıvel com a hipótese (1.1) de Berestycki-

Lions [13, 14] (e automaticamente com (g2) de Hirata et al. [22]).

De fato, g(t) = −|t|p−2t+ f(t) implica f(t) = g(t) + |t|p−2t e por (f1) temos,

0 = lim
t→0

f(t)

|t|p−2t
= lim

t→0

g(t) + |t|p−2t

|t|p−2t
= lim

t→0

(

g(t)

|t|p−2t
+ 1

)

⇒ lim
t→0

g(t)

|t|p−2t
= −1 < 0.

Afirmação 2: Nossa hipótese (f2) é compat́ıvel com a hipótese (1.2) de Berestycki-

Lions [13, 14] (e automaticamente com (g1) de Hirata et al. [22]).

De fato, por (f2) tem-se que

lim sup
t→∞

f(t)

|t|p∗s−1
≤ 1⇔ lim sup

t→∞

g(t) + |t|p−2t

|t|p∗s−1
≤ 1

Como

lim sup
t→∞

|t|p−2t

|t|p∗s−1
≤ 1, segue-se que lim sup

t→∞

g(t)

|t|p∗s−1
≤ 0.
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Note que a hipótese (f4) aborda justamente o crescimento exponencial cŕıtico, ao

passo que, em [12, 22] é tratado o crescimento exponencial subcŕıtico.

Quanto à hipótese (f3), ela auxilia na prova de vários resultados presentes nesta

tese. Mais especificamente, lembrando que F é uma função par, deriva-se de (f3) que

F (t) ≥ 0, ∀t ∈ R. Mais ainda, ela garante a existência de µ > 0 e q ∈ (p, p∗s) tais que

F (t) ≥ µ|t|q/q, para todo t ∈ R. Ela também garante a existência de ζ > 0 tal G(ζ) > 0

verificando (g3) em Hirata et al. [22].

Salientamos por fim, que essas mesmas considerações se aplicaram no estudo do

problema 3.1, o que nos possibilitou obter resultados análogos para o bilaplaciano.



Caṕıtulo 2

O p-Laplaciano fracionário

Neste caṕıtulo, estabelecemos a existência de infinitas soluções, tanto radialmente simétricas

quanto não radialmente simétricas para o problema

(−∆p)
su = g(u) em R

N , (2.1)

em que s ∈ (0, 1), 2 ≤ p < ∞, sp ≤ N , 2 ≤ N ∈ N, (−∆p)
s é o operador p-Laplaciano

fracionário e g é uma função ı́mpar satisfazendo algumas propriedades que serão oportu-

namente descritas.

Em seguida, mostramos a existência de uma solução de estado fundamental de

energia mı́nima (= ground state).

O ambiente natural para o problema (2.1) é o espaço de Sobolev fracionário

W s,p(RN) := {u ∈ Lp(RN) : [u]ps,p <∞},

em que

[u]ps,p :=

∫ ∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

é a seminorma de Gagliardo de u. Considerado com sua norma natural ‖u‖s,p = ([u]ps,p +

‖u‖pp)
1

p (em que ‖u‖p = ‖u‖Lp(RN )) é um espaço de Banach reflexivo (veja, e.g., [18]).

Denotamos

p∗s =











pN

N − sp
, se sp < N ;

+∞, se sp = N.

No caso sp ≤ N , é bem conhecido que W s,p
r (RN) está compactamente imerso em

Lq(RN) para todo q ∈ (p, p∗s) (veja [7, Theorem 1.1.11] ou [27, Theorem II.1]), a imersão

sendo cont́ınua nos casos q = p ou q = p∗s (se p∗s <∞).

Como nos artigos de Alves, Figueiredo e Siciliano [3] e Alves, Souto e Montenegro

[4], o primeiro lidando com o operador Laplaciano fracionário e o segundo com o operador

Laplaciano, escrevemos a não linearidade g em (2.1) na forma

g(t) = −|t|p−2t+ f(t),

25
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em que f é uma função cont́ınua ı́mpar satisfazendo

(f1) lim
t→0

f(t)

|t|p−2t
= 0;

(f2) lim sup
t→∞

f(t)

|t|p∗s−1
≤ 1, sp < N ;

(f3) existem µ > 0 e q ∈ (p,+∞) tais que f(t) ≥ µtq−1, para todo t ≥ 0;

(f4) se sp = N , existe α0 > 0 tal que

lim
t→+∞

f(t)

eαt
N

N−s

= 0

(respectivamente, = +∞), se α > α0 (respectivamente, α < α0).

Como consequência do Prinćıpio da Criticalidade Simétrica (veja [33]), é suficiente

procurar soluções para o problema (2.1) em seu subespaço fechado de funções radiais, ou

seja, no espaço

W s,p
r (RN) = {u ∈ W s,p(RN) : u(|x|) = u(x)}.

Uma solução fraca de (2.1) satisfaz, para todo φ ∈ W s,p
r (RN),

〈(−∆p)
su, φ〉+

∫

RN

|u|p−2uφdx =

∫

RN

f(u)φdx,

em que

〈(−∆p)
su, v〉 =

∫∫

R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp
dxdy.

O funcional “energia” I ∈ C1
(

W s,p
r (RN),R

)

( veja Lema C.1) associado ao problema

(2.1) é definido por

I(u) =
1

p
‖u‖ps,p −

∫

RN

F (u)dx,

em que

F (u) =

∫ u

0

f(t)dt

é a primitiva de f. Observe que,

F (u) = G(u) +
|u|p

p

sendo G a primitiva de g. Como a derivada deste funcional é dada por

I ′(u) · v = 〈(−∆p)
su, v〉+

∫

RN

|u|p−2uvdx−

∫

RN

f(u)vdx,

vemos que pontos cŕıticos de I(u) são soluções fracas do problema (2.1).

Nosso resultado principal é o seguinte:
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Teorema 2.1 Para s ∈ (0, 1), p ∈ [2,+∞), sp ≤ N (N ≥ 2) e g(t) = −|t|p−2t + f(t).

Suponhamos que

(i) sp = N e a função f satisfaz (f1), (f3) e (f4);

(ii) sp < N e a função f satisfaz (f1)− (f3).

Então o problema (2.1) possui infinitas soluções radialmente simétricas (un)n∈N tais que

I(un)→∞ quando n→∞. O mesmo resultado é válido no caso limite s = 1.

Como informado na Introdução, podemos obter uma versão não radial do Teorema

2.1. Essa é dada por:

Teorema 2.2 Sejam g(t) = −|t|p−2t + f(t), s ∈ (0, 1), p ∈ [2,+∞), sp ≤ N . Com M

escolhido como na partição do R
N apresentada anteriormente e satisfazendo para N = 4

ou N ≥ 6 e N − 2M 6= 1, suponhamos que

(i) sp = N e a função f satisfaz (f1), (f3) e (f4);

(ii) sp < N e a função f satisfaz (f1)− (f3).

Então o problema (2.1) possui infinitas soluções não radiais (un)n∈N tais que I(un)→∞

quando n→∞. O mesmo resultado é válido no caso limite s = 1.

Também provamos a existência de uma solução de estado fundamental de energia

mı́nima (= ground state) para o problem (2.1).

Teorema 2.3 Suponhamos que N ≥ 2. O problema (2.1) admite um ground state não

negativo, radialmente simétrico e decrescente se

1. sp = N, N ≥ 2 e f satisfaz (f1), (f3) e (f4);

2. sp < N, N ≥ 2 e f satisfaz (f1)− (f3).

2.1 Prova do Teorema 2.1

Nosso primeiro resultado adapta os argumentos apresentados em Berestycki-Lions [14,

Theorem 10] ao espaço W s,p
r (RN). Vamos denotar por Sn−1 a esfera unitária no R

n.

Teorema 2.4 Para todo n ∈ N, existe uma aplicação cont́ınua ı́mpar πn : S
n−1 → W s,p

r (RN)

tal que

(i) πn(σ) é radialmente simétrica em S
n−1;

(ii) 0 6∈ πn(S
n−1);
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(iii)

∫

RN

F (πn(σ))dx ≥ 1, para todo σ ∈ S
n−1.

Este resultado é obtido ao considerarmos o subconjunto V ⊂ W s,p
r (RN) e o funcional

J : W s,p
r (RN)→ R definidos, respectivamente, por

V =

{

v ∈ W s,p
r (RN) :

∫

RN

F (v)dx = 1

}

e J(w) =

∫

RN

F (w)dx.

Temos que J é cont́ınuo, enquanto (f3) implica que J é coercivo. Assim, existe w1 ∈

W s,p
r (RN) tal que J(w1) > 1. Seja B̄` a bola fechada centrada na origem e com raio

` = ‖w1‖s,p. Decorre do Teorema do Valor Intermediário a existência de v ∈ B̄` tal que

J(v) = 1, provando que V 6= ∅.

Lema 2.1 A geometria do Teorema da Passo da Montanha Simétrico é satisfeita. Mais

precisamente,

(i) existem β, ρ > 0 tais que I(u) ≥ β > 0 para ‖u‖s,p = ρ e I(u) ≥ 0 para ‖u‖s,p ≤ ρ;

(ii) se n ∈ N, existe uma aplicação cont́ınua ı́mpar γn : S
n−1 → W s,p

r (RN) tal que

I(γn(σ)) < 0, para todo σ ∈ S
n−1.

Prova: Como f é ı́mpar e cont́ınua, temos f(0) = 0 e I(0) = 0.

Vamos considerar inicialmente o caso sp = N . Fixado qualquer θ > p, decorre da

Proposição 1.1 a existência de ε > 0 (suficientemente pequeno) e C > 0 tais que

|F (t)| ≤
ε|t|p

p
+ CQ(t), ∀ t ∈ R.

Logo,

I(u) ≥
1

p
‖u‖ps,p −

∫

RN

(

ε

p
|u|p + CQ(|u|)|u|θ

)

dx

=
1

p
‖u‖p1 − C

∫

RN

Q(|u|)|u|θdx,

em que

‖u‖p1 =
1

p
[u]ps,p +

1− ε

p
‖u‖pp < C1‖u‖s,p

é uma norma equivalente a ‖ · ‖s,p.

Portanto, para qualquer r > p fixo, podemos tomar α1 ∈ (0, α0) tal que α1r ∈ (0, α0).

Aplicando a desigualdade de Hölder com r′ = r/(r − 1), obtemos

I(u) ≥
C1

p
‖u‖ps,p − C

(∫

RN

(Q(|u|))r
′

dx

) 1

r′
(∫

RN

|u|θrdx

) 1

r

.

Suponhamos agora que ‖u‖s,p ≤ 1. Decorre da desigualdade de Trudinger-Moser

(Teorema 1.2, veja também a Observação 1.1) que

I(u) ≥
C1

p
‖u‖ps,p − CCαr‖u‖

θ
θr ≥ ‖u‖

p
s,p

(

C ′ − ‖u‖θ−p
s,p

)

.
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Como θ − p > 0, obtemos (i) ao tomar ‖u‖s,p suficientemente pequeno.

Para obter (ii), notamos que o fato de πn ser cont́ınua garante a existência deM > 0

tal que ‖πn(σ)‖s,p ≤M para todo σ ∈ S
n−1. Definimos então, para t ≥ 1,

φt
n(σ)(x) = πn(σ)

(x

t

)

: Sn−1 → W s,p
r (RN).

Decorre de (f3) que

I(φt
n) =

tN−sp

p
[πn(σ)]

p
s,p +

tN

p
‖πn(σ)‖

p
p − t

N

∫

RN

F (πn(σ))dx

≤
1

p
[πn(σ)]

p
s,p + tN

(

1

p
‖πn(σ)‖

p
p −

µ

q
‖πn(σ)‖

q
q

)

=
1

p
Bp

1 + tN
(

Bp
2

p
−
µBq

3

q

)

. (2.2)

em que B1 = [πn(σ)]s,p, B2 = ‖πn(σ)‖p e B3 = ‖πn(σ)‖q são constantes. Para µ suficiente-

mente grande, o termo entre parênteses é negativo. Assim, existe t̄ > 1 tal que I(φt̄
n) < 0,

o que conclui a prova de (ii) no caso sp = N .

Passemos então ao caso sp < N . As hipóteses (f1) e (f2) implicam (veja Proposição

C.1) a existência de ε > 0 pequeno e Cε > 0 tais que

|F (t)| ≤
ε|t|p

p
+ Cε|t|

p∗s , ∀ t ∈ R.

Então, como no caso anterior, obtemos

I(u) ≥
1

p
‖u‖ps,p −

∫

RN

ε|u|p

p
+ Cε|u|

p∗sdx

=
1

p
[u]ps,p +

1− ε

p
‖u‖pp − Cε

∫

RN

|u|p
∗
sdx

≥
C

p
‖u‖ps,p − C̃‖u‖

p∗s
s,p.

O restante da demonstração é como no caso sp = N .

Adaptando algumas ideias de Zhang and Chen [38] obtemos o próximo resultado.

Lema 2.2 Qualquer sequência (uj) satisfazendo a condição (PS)c é limitada emW s,p
r (RN).

Prova: A sequência (uj) satisfaz

1

p
‖uj‖

p
s,p −

∫

RN

F (uj)dx→ c

e

〈(−∆p)
suj, φ〉+

∫

RN

|uj|
p−2ujφdx−

∫

RN

f(uj)φdx = o(1)‖φ‖

para qualquer φ ∈ W s,p
r (RN).
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Por contradição, passando a uma subsequência se necessário, podemos supor que

0 < ‖uj‖s,p → +∞ quando j →∞.

Definimos então

vj =
uj
‖uj‖s,p

, j ∈ N.

Obtemos então vj ⇀ v ∈ W s,p
r (RN) (pois (vj) é limitada), vj → v em Lq(RN) para

todo q ∈ (p, p∗s) e também vj(x)→ v(x) q.t.p. no R
N .

Suponhamos inicialmente que v 6= 0. Então o conjunto

Θ = {x ∈ R
N : v(x) 6= 0}

tem medida positiva e |uj(x)| = |vj(x)| ‖uj‖s,p →∞, ∀ x ∈ Θ.

Decorre então de (f3) que F (vj) ≥ 0 para todo j e

F (uj)

‖uj‖
p
s,p
≥

µ|uj|
q

‖uj‖
p
s,p

=
µ|vj|

q‖uj‖
q
s,p

‖uj‖
p
s,p

= µ|vj|
q‖uj‖

q−p
s,p , ∀x ∈ Θ.

Decorre então do Lema de Fatou que

lim inf
j→∞

∫

Θ

F (uj)

‖uj‖
p
s,p

dx ≥

∫

Θ

lim inf
j→∞

µ|vj|
q‖uj‖

q−p
s,p dx =∞.

Mas também temos

(c+ o(1)) =
1

p
‖uj‖

p
s,p −

∫

RN

F (uj)dx

e
1

p
−

(c+ o(1))

‖uj‖
p
s,p

=

∫

RN

F (uj)

‖uj‖
p
s,p

dx ≥

∫

Θ

F (uj)

‖uj‖
p
s,p

dx.

Chegamos assim a uma contradição.

Agora vamos considerar o caso v = 0. Como I ′(uj) · φ = o(1)‖φ‖s,p, dividindo esta

expressão por ‖uj‖
p−1
s,p , obtemos

〈(−∆p)
svj, φ〉+

∫

RN

|uj|
p−2ujφ

‖uj‖
p−1
s,p

dx−

∫

RN

f(uj)φ

‖uj‖
p−1
s,p

dx =
o(1)‖φ‖s,p

‖uj‖
p−1
s,p

. (2.3)

Passando ao limite quando j →∞ em (2.3), conclúımos que
∫

RN

f(uj)φ

‖uj‖
p−1
s,p

dx→ 0, ∀φ ∈ W s,p
r (RN).

Assim, existe uma constante C > 0 tal que
∣

∣

∣

∣

∫

RN

f(uj)

‖uj‖
p−1
s,p

φdx

∣

∣

∣

∣

≤ C‖φ‖s,p, ∀φ ∈ W
s,p
r (RN).

Para todo j ∈ N, definimos

Tj(φ) =

∫

RN

f(uj)φ

‖uj‖
p−1
s,p

dx, φ ∈ W s,p
r (RN).
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Logo, {Tj} é uma famı́lia de funcionais lineares limitados e sup
j∈N
|Tj(φ)| ≤ C para

todo φ ∈ W s,p
r (RN). Portanto, segue do Teorema da Limitação Uniforme que

sup
j∈N
‖Tj‖ <∞.

Tendo em vista a imersão W s,p
r (RN) ↪→ Lq(RN) para q ∈ [p,+∞) (respectivamente,

q ∈ [p, p∗s] se sp < N), o Teorema de Hahn-Banach garante a existência de um funcional

linear cont́ınuo T̃j definido em Lq(RN) tal que T̃j(φ) = Tj(φ) para todo φ ∈ W s,p
r (RN),

com ‖T̃j‖ = ‖Tj‖.

Logo, existem funções hj ∈ L
q′(RN) tais que ‖T̃j‖ = ‖hj‖Lq′ (RN ) e

T̃j(φ) =

∫

RN

hjφdx.

Obtemos, assim, que para todo φ ∈ Lq(RN) vale

∫

RN

hjφdx−

∫

RN

f(uj)φ

‖uj‖
p−1
s,p

dx = 0. (2.4)

Se tivermos sp = N , decorre do Lema 1.1 que

∫

RN

(

|f(uj)|

‖uj‖
p−1
s,p

)q′

dx ≤
Cq′

‖uj‖
q′(p−1)
s,p

∫

RN

(Q(|uj|))
q′ dx.

Como (Q(|uj|))
q′ ∈ L1(RN) veja Lema 1.2, segue-se que

f(uj)

‖uj‖
p−1
s,p

∈ Lq′(RN).

Por outro lado, se tivermos sp < N , inferimos de (f2) que

∫

RN

(

|f(uj)|

‖uj‖
p−1
s,p

)q′

dx ≤
Cq′

‖uj‖
q′(p−1)
s,p

∫

RN

(

|uj|
p∗s−1

)q′

dx.

Como
(

|uj|
p∗s−1

)q′
∈ L1(RN), também obtemos

f(uj)

‖uj‖
p−1
s,p

∈ Lq′(RN).

Portanto, se sp ≤ N , conclúımos que

hj −
f(uj)

‖uj‖
p−1
s,p

∈ Lq′(RN) ⊂ L1
loc(R

N) e hj(x) =
f(uj(x))

‖uj‖
p−1
s,p

q.t.p. no R
N .

Tomando φ = vj em (2.4) resulta em

∣

∣

∣

∣

∫

RN

f(uj)

‖uj‖
p−1
s,p

vjdx

∣

∣

∣

∣

≤

∥

∥

∥

∥

f(uj)

‖uj‖
p−1
s,p

∥

∥

∥

∥

q′

‖vj‖q = ‖hj‖q′‖vj‖q ≤ K‖vj‖q.
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Como vj → 0 em Lq(RN), conclúımos então que

∫

RN

f(uj)vj

‖uj‖
p−1
s,p

dx→ 0.

Portanto,

‖vj‖
p
s,p =

I ′(uj)vj

‖uj‖
p−1
s,p

+

∫

RN

f(uj)

‖uj‖
p−1
s,p

vjdx→ 0

e conclúımos que vj → 0 em W s,p
r (RN). Mas isto é uma contradição, pois ‖vj‖s,p = 1.

Conclúımos então que a sequência (uj) é limitada.

Lema 2.3 Passando a uma subsequência (se necessário), qualquer sequência (uj) satis-

fazendo a condição (PS)c converge fortemente em W s,p
r (RN).

Prova: O Lema 2.2 garante que (uj) é limitada. Assim, podemos supor que uj ⇀ u ∈

W s,p
r (RN), that uj → u em Lq(RN) para todo q ∈ (p, p∗s) e uj(x)→ u(x), q.t.p. no R

N .

Assim, (uj − u) é limitada no espaço W s,p
r (RN). Como I ′(uj) → 0 converge forte-

mente no dual de W s,p
r (RN), temos

I ′(uj) · (uj − u)→ 0.

Logo,

〈(−∆p)
suj, uj − u〉 =

∫

RN

f(uj)(uj − u)dx−

∫

RN

|uj|
p−2uj(uj − u)dx+ o(1)

o que nos permite concluir que

〈(−∆p)
suj, uj − u〉 ≤

∫

RN

|f(uj)||uj − u|dx+

∫

RN

|uj|
p−1|uj − u|dx+ o(1).

Como ‖uj‖
p
p <∞, ao aplicarmos a desigualdade de Hölder obtemos

∫

RN

|uj|
p−1|uj − u|dx ≤

(∫

RN

|uj|
pdx

) 1

p′
(∫

RN

|uj − u|
pdx

) 1

p

≤ C̃‖uj − u‖p.

Suponhamos inicialmente que sp = N . Decorre do Lema 1.1 que
∫

RN

|f(uj)||uj − u|dx ≤ C

∫

RN

Q(|uj|)|uj − u|dx.

Se α ∈ (0, α0), podemos tomar r > 1 tal que αr ∈ (0, α0). Aplicando novamente a

desigualdade de Hölder temos

∫

RN

|f(uj)||uj − u|dx ≤ C

(∫

RN

(Q(|uj|))
r′dx

) 1

r′
(∫

RN

|uj − u|
rdx

) 1

r

.

Conclúımos então da desigualdade de Trudinger-Moser que
∫

RN

|f(uj)||uj − u|dx ≤ C‖uj − u‖r
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e segue-se que

〈(−∆p)
suj, uj − u〉 ≤ C̃‖uj − u‖p + C‖uj − u‖r + o(1)→ 0, quando j →∞.

Por outro lado, se tivermos sp < N , decorre de (f2) que
∫

RN

|f(uj)||uj − u|dx ≤ C

∫

RN

|uj|
p∗s−1|uj − u|dx.

Tomando r ∈ [p, p∗s] e aplicando a desigualdade de Hölder, obtemos

∫

RN

|f(uj)||uj − u|dx ≤ C

(∫

RN

|uj|
(p∗s−1)r′dx

) 1

r′
(∫

RN

|uj − u|
rdx

) 1

r

.

Como
(

|uj|
(p∗s−1)

)r′

∈ L1(RN), decorre que

∫

RN

|f(uj)||uj − u|dx ≤ C̃1‖uj − u‖r.

Assim, como antes, temos

〈(−∆p)
suj, uj − u〉 ≤ C̃‖uj − u‖p + C̃1‖uj − u‖r + o(1)→ 0, quando j →∞.

Portanto, para sp ≤ N , temos

‖uj − u‖
p
s,p = 〈A(uj), uj − u〉+

∫

RN

|uj|
p−2uj(uj − u)dx− I

′(u) · (uj − u)

−

∫

Rp

f(u)(uj − u)dx+

∫

RN

f(uj)(uj − u)dx→ 0,

o que conclui a demonstração.

Definimos agora, para todo n ∈ N,

bn = inf
γ∈Γn

max
σ∈Dn

I(γ(σ)), (2.5)

em que

Γn =
{

γ ∈ C(Dn,W
s,p
r (RN)) : γ é ı́mpar e γ = γn em ∂Dn

}

,

com Dn denotando o disco unitário em R
n cuja a fronteira é ∂Dn = S

n−1 e γn definido no

Lema 2.1.

Também definimos

γ̃n(σ) =

{

|σ|γn(
σ
|σ|
), σ ∈ Dn \ {0},

0, σ = 0.

Como γ̃n ∈ Γn, temos Γn 6= ∅ para todo n ∈ N.

Considerando uma sequência (uj) satisfazendo a condição (PS), como I(uj)→ bn e

{u ∈ W s,p
r (RN) : ‖u‖s,p = ρ} ∩ γ(Dn) 6= ∅, ∀ γ ∈ Γn,
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conclúımos que β ≤ bn, em que β é o mesmo que aparece no Lema 2.1. Logo, 0 < β ≤ bn

para todo n ∈ N.

Provaremos agora que o funcional I(u) possui uma sequência ilimitada de valores

cŕıticos.

Lema 2.4 As seguintes afirmativas são verdadeiras:

(i) bn é um valor cŕıtico de I(u) para todo n ∈ N;

(ii) bn →∞ quando n→∞.

Prova: Temos que bn é um valor cŕıtico para todo n ∈ N como consequência do Teorema

do Passo da Montanha Simétrico.

Como em [36, Chapter 9], definimos

Γ̃n =
{

h(Dm \ Z);h ∈ Γn,m ≥ n, Z ∈ Em e gen(Z) ≤ m− n
}

,

em que gen(A) denota o gênero de Krasnoselski e Em é uma famı́lia de subconjuntos

fechados A ⊂ R
m \ {0} satisfazendo A = −A (veja as principais propriedades do gen(A)

na Proposição A.1).

Definimos a sequência (dn) de valores minimax de I(u) por

dn = inf
A∈Γ̃n

max
u∈A

I(u).

Temos

dn ≤ bn e dn ≤ dn+1, ∀n ∈ N.

Como I(u) satisfaz a condição de (PS), conclúımos que

dn →∞ quando n→∞.

Uma vez que dn ≤ bn, ∀n ∈ N, também temos

bn →∞ quando n→∞.

A demonstração está completa no caso 0 < s < 1.

No caso limite s = 1, consideramos o problema (2.1) com o operador E = −∆p, isto

é

−∆pu = g(u) em R
N , (2.6)

em que 2 ≤ p <∞, p ≤ N , 2 ≤ N ∈ N, −∆p é o operador p-Laplaciano e g como no caso

0 < s < 1.

O operador p−Laplaciano é definido pela expressão

∆pu = div(|∇u|p−2∇u),
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veja M. Badiale e E. Serra [8].

O espaço de Sobolev natural no caso s = 1 é

W 1,p(RN) = {u ∈ Lp(RN); ‖∇u‖p <∞},

em que

‖∇u‖pp =

∫

RN

|∇u|pdx.

A norma usual no espaço W 1,p(RN) é dada por

‖u‖p1,p = ‖u‖
p
p + ‖∇u‖

p
p,

a qual torna W 1,p(RN) um espaço de Banach reflexivo, veja H. Brezis [15].

Se u é uma solução fraca do problema (2.6), então u satisfaz

〈−∆pu, v〉+

∫

RN

|u|p−2uvdx =

∫

RN

F (u)vdx, ∀v ∈ W 1,p
r (RN),

sendo

〈−∆pu, v〉 =

∫

Rp

|∇u|p−2∇u∇vdx.

Vemos que soluções fracas de (2.6) são pontos cŕıticos de

I(u) =
1

p
||∇u||p1,p −

∫

Rp

G(u)dx,

em que I(u) é o funcional de energia associado naturalmente ao problema (2.6).

Para o caso em que falham as imersões cont́ınuas de Sobolev, p = N, aplicamos a

desigualdade de Trudinger-Moser como no Teorema 1.2.

Como podemos perceber, pre-requisitos e resultados equivalentes àqueles apresen-

tados na Introdução para o caso 0 < s < 1 são válidos para o caso s = 1. Logo, os

argumentos já apresentados podem ser adaptados e o resultado é obtido.

Para obter o Teorema 2.2, note que a argumentação apresentada em [24, Prova do

Lema 4.2] pode ser adaptada para o espaço X de nosso texto. Observe que:

• Tanto na prova do [24, Lema 4.2] quanto na prova do [14, Teorema 10] não foi usado

que H1(RN) é um espaço de Hilbert. Usou-se apenas a estrutura dos espaços de

Banach, bem como a densidade das funções escada nesses espaços.

• L. Jeanjean e L.-S. Lu em [24, Prova do Lema 4.2] substitúıram u ser uma função

“radialmente simétrica” por u ser uma função “par” na definição de u ∈ Nk(R) na

prova do item (a) do [14, Teorema 10], e fizeram os devidos ajustes. Notaram que

os itens (b)-(c) da prova do [14, Teorema 10] não sofreriam alterações devido à essa

mudança.
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• Graças à nossa hipótese (f3) obtemos o [14, Lema 8] (respectivamente, [24, Lema

4.3]) de modo direto. De fato, por (f3) existem µ = q
|(πn(l))|q

> 0 e q ∈ (p, p∗s) tais

que

F (t) ≥
µ|t|q

q
, ∀t ∈ R.

Segue-se que

∫

RN

F (πn(l))dx ≥

∫

RN

µ|(πn(l))|
q

q
dx =

µ‖(πn(l))‖
q
q

q
= 1.

Logo,
∫

RN

F (πn(l))dx ≥ 1, ∀l ∈ S
n−1.

Agora os passos utilizados na demonstração do Teorema2.1 podem ser repetidos.

2.2 Ground state

Nossas principais referências são os artigos de Hirata, Ikoma and Tanaka [22] e o de

Ambrosio [6].

Definimos os ńıveis minimax associados ao funcional I e ao Teorema do Passo da

Montanha:

b = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

em que

Γ = {γ ∈ C([0, 1],W s,p(RN)) : γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0}

e

br = inf
γ∈Γr

max
t∈[0,1]

I(γ(t)), (2.7)

em que

Γr = {γ ∈ C([0, 1],W
s,p
r (RN)) : γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0}.

Também consideramos o ńıvel minimax b1 obtido ao se tomar n = 1 em (2.5).

Provaremos no Lema 2.5 que o valor br não depende do caminho γ tal que I(γ(1)) <

0.

Lema 2.5 O conjunto

B := {u ∈ W s,p
r (RN) : I(u) < 0}.

é conexo por caminhos.
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Prova: Dados u1, u2 ∈ B, podemos supor que

supp(u1) ∪ supp(u2) ⊂ BR,

em que BR := {u ∈ W s,p
r (RN) : ‖u‖s,p ≤ R} para algum R > 0.

Definimos, para i = 1, 2 e t > 0

uti(x) = ui

(x

t

)

.

Temos

I(uti) =
tN−sp

p
[ui]

p
s,p − t

N

∫

RN

G(ui)dx,

em que

G(ui) = F (u)−
|u|p

p

é a primitiva de g.

Note que ui ∈ B implica
∫

RN G(ui)dx > 0. Derivando em relação a t, obtemos

d

dt
I(uti) =

N − sp

p
tN−sp−1[ui]

p
s,p −Nt

N−1

∫

RN

G(ui)dx

= NtN−1

(

t−sp

p
[ui]

p
s,p −

∫

RN

G(ui)dx

)

− stN−sp−1[ui]
p
s,p.

Assim, t ≥ 1 implica t−sp ≤ 1 e

d

dt
I(uti) ≤ NtN−1I(ui)− st

N−sp−1[ui]
p
s,p < 0.

Logo, a expressão I(uti) garante que, para qualquer sp ≤ N , temos I(uti) → −∞

quando t→∞.

Portanto, podemos escolher t1, t2 > 1 tais que

I(ut11 ) ≤ −1− max
t∈[0,1]

|I(tu2)| (2.8)

e

I(ut22 ) ≤ −1− max
t∈[0,1]

|I(tut11 )| (2.9)

Como u11(x) = u1(x), conclúımos que ut1 é um caminho ligando u1 e ut11 no qual I é

negativo.

Definimos então uθ3(x) := ut11 (x + 2θR(t1 + t2)e1) para θ ∈ [0, 1], em que e1 =

(1, 0, · · · , 0). Então, para todo θ ∈ [0, 1], vale

I(uθ3) = I(u03) = I(ut11 ) < 0,

pois uθ3 foi definida de modo que a perturbação de ut11 esteja fora de seu suporte para

qualquer θ > 0.
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Observamos então que supp(u13) ∩ supp(ut2) = ∅ para todo t ∈ [1, t2]. Logo, decorre

de (2.8) que

I(u13 + θu2) = I(u13) + I(θu2) < 0, ∀ θ ∈ [0, 1].

Também temos

I(u13 + ut2) = I(u13) + I(ut2) < 0 e I(ut2) < 0 ∀ t ∈ [1, t2]

I(θu13 + ut2) = I(θut11 ) + I(ut22 ) < 0, ∀ θ ∈ [0, 1],

como consequência de (2.9).

Agora, ao considerarmos os seguintes caminhos

γ1(θ) = uθ1, para θ ∈ [1, t1];

γ2(θ) = uθ3, para θ ∈ [0, 1];

γ3(θ) = u13 + θu2, para θ ∈ [0, 1];

γ4(θ) = u13 + uθ2, para θ ∈ [1, t2];

γ5(θ) = θu13 + ut22 , para θ ∈ [0, 1];

γ6(θ) = uθ2, para θ ∈ [1, t2],

obtemos um caminho ligando u1 e u2 no qual I é negativo.

Lema 2.6 Os ńıveis minimax estão assim relacionados: b = br = b1.

Prova: Claramente temos b ≤ br ≤ b1. Assim, para provar nossa afirmação, é suficiente

mostrar que b1 ≤ b. Vamos mostrar inicialmente que b = b̄, em que

b̄ = inf
γ∈Γ̄

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

em que Γ̄ = {γ ∈ C([0, 1],W s,p(RN)) : γ(0) = 0, γ(1) = γ1(1)}, com γ1 definido no Lema

2.1. Como I(γ1(1)) < 0, decorre que Γ̄ ⊂ Γ e, portanto, que b ≤ b̄. Pelo provado no

Lema 2.5, para qualquer γ ∈ Γ existe um caminho γ̄ ∈ C([0, 1],W s,p(RN)) conectando

γ1(1) a γ(1) com I(γ̄(t)) < 0, para todo t ∈ [0, 1]. Logo, de certa forma, pode-se dizer que

Γ ⊂ Γ̄ , o que prova a desigualdade contrária.

Para uso futuro, notamos que podemos assumir

γ(1)(x) ≥ 0, ∀ x ∈ R
N , γ1(|x|) = γ1(x)

e também que r 7→ γ1(1)r é linear por partes e não crescente (veja [14, 13]), pois pelo fato

de F ser par, temos

I(|u|) ≤ I(u), para todo u ∈ W s,p(RN).

Agora, observando que I(−u) = I(u), γ1(1) ∈ W
s,p
r (RN) e γ(−t) = −γ(t) para todo

γ ∈ Γ1, mostraremos que

b1 = b̄ = inf
γ∈Γ̄r

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),
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em que Γ̄r = {γ ∈ C([0, 1],W
s,p
r (RN)) : γ(0) = 0, γ(1) = γ1(1)}.

Por definição, vale b̄ ≤ b1. Para provar a desigualdade contrária, tomamos η ∈ Γ̄ e

definimos γ(t) := |η(t)|.

Temos então γ ∈ C
(

[0, 1],W s,p(RN)
)

. Como G é par e [|u|]s,p ≤ [u]s,p para todo

u ∈ W s,p(RN), conclúımos que, para todo t ∈ [0, 1], vale

I(γ(t)) =
1

p
[|η(t)|]ps,p +

1

p
‖|η(t)|‖pp −

∫

RN

F (|η(t)|)dx

=
1

p
[|η(t)|]ps,p −

∫

RN

G(|η(t)|)dx

≤
1

p
[η(t)]ps,p −

∫

RN

G(η(t))dx = I(η(t)). (2.10)

Como γ1(1) ≥ 0, temos

γ(1) = |η(1)| = |γ1(1)| = γ1(1),

mostrando que γ ∈ Γ̄ .

Denotamos por γ∗(t) a simetrização de Schwarz de γ(t). Temos γ∗(t) ∈ W s,p
r (RN).

A continuidade de G e a desigualdade de Pólya-Szegö fracionária [5] garantem que

[γ∗(t)]s,p ≤ [γ(t)]s,p

e dáı decorre que

I(γ∗(t)) ≤ I(γ(t)), para todo t ∈ [0, 1].

Como o rearranjo é cont́ınuo em todo W s,p(RN) (veja [5]), temos

γ∗ ∈ C
(

[0, 1],W s,p
r (RN)

)

.

Como (γ1(1))
∗ = γ1(1), deduzimos que γ∗ ∈ Γ̄r.

Portanto, decorre de (2.10) que

b1 ≤ max
t∈[0,1]

I(γ∗(t)) ≤ max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

I(η(t)),

provando que b1 ≤ b̄ e concluindo nossa demonstração.

A prova do Teorema 2.3 é obtida como consequência do seguinte resultado.

Teorema 2.5 Suponha que N ≥ 2 e que as hipóteses (f1)−(f4) sejam satisfeitas. Então,

para br definido em (2.7), temos

(i) Existe uma solução não negativa u0 do problema (2.1) tal que

I(u0) = br;
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(ii) Para toda solução não trivial v do problema (2.1), temos

br ≤ I(v).

Prova: A prova do item (i) segue do Lema 2.3.

Para provar (ii), consideremos v solução não trivial qualquer do problema (2.1) e

definamos

γ(t)(x) :=







v(x
t
), se t > 0;

0, se t = 0.

Notemos que γ ∈ C
(

[0,∞),W s,p
r (RN)

)

satisfaz

‖γ(t)‖ps,p = tN−sp[v]ps,p + tN‖v‖pp

e

I(γ(t)) =
tN−sp

p
[v]ps,p +

tN

p
‖v‖pp − t

N

∫

RN

F (v)dx.

Agora vamos adaptar ao nosso contexto a ideia do Lema 2.1 em Jeanjean e Tanaka

[25] (veja também J. Byeon [16]). Para isso, escolhemos t0 ∈ (0, 1), t1 ∈ (1,∞) e θ1 > 1,

e consideramos o caminho γ constitúıdo por três partes:

[0, 1] → W s,p
r (RN)

θ 7→ θvt0

[t0, t1] → W s,p
r (RN)

t 7→ vt

[1, θ1] → W s,p
r (RN)

θ 7→ θvt1

em que vt(x) = v(x
t
).

Como v 6= 0 é solução do problema (2.1) temos

[v]ps,p = 〈(−∆p)
sv, v〉 =

∫

RN

g(v)vdx. (2.11)

Uma vez que estamos adotando a norma usual emW s,p(RN), devemos ter [v]ps,p > 0. Logo,

podemos escolher θ1 > 1 tal que
∫

RN

g(θv)vdx > 0, ∀θ ∈ [1, θ1]. (2.12)

Recordando que g(s) = −|s|p−2s+ f(s), segue-se da nossa hipótese (f1) que

ϕ(s) :=
g(s)

|s|p−1

é cont́ınua. Decorre dáı que

d

dθ
I(θvt) = I ′(θvt)vt = 〈(−∆p)

s(θvt), vt〉 −

∫

RN

g(θvt)vtdx

= θp−1tN−sp

(

[v]ps,p − t
sp

∫

RN

ϕ(θv)|v|p−1vdx

)

.
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Se sp < N , ao escolher t0 ∈ (0, 1) suficientemente pequeno, temos

d

dθ
I(θvt0) > 0, ∀ θ ∈ [0, 1].

Decorre de (2.12) que podemos escolher t1 > 1 suficientemente grande de modo que

d

dθ
I(θvt1) < 0, ∀ θ ∈ [1, θ1].

Também notamos que, fixado θ = 1 e levando em conta que v satisfaz (2.11), temos

d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) = tN−sp

(

[v]ps,p − t
sp

∫

RN

g(v)vdx

)

= tN−sp[v]ps,p(1− t
sp).

Assim,
d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) > 0, if t < 1

e
d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) < 0, if t > 1.

Em outras palavras, I(θvt) assume seu valor máximo em θ = 1.

Agora consideramos o caso N = sp. Temos

d

dθ
I(θvt) = θp−1

(

[v]ps,p − t
N

∫

RN

ϕ(θv)|v|p−1vdx

)

e

d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) = [v]ps,p(1− t

N).

Logo, utilizando a argumentação do caso sp < N , também conclúımos que I(θvt)

assume seu valor máximo I(v) em θ = 1.

Finalmente, notamos que

I(θ1vt1) =
tN−sp
1

p
[θ1v]

p
s,p +

tN1
p
‖θ1v‖

p
p − t

N
1

∫

RN

F (θ1v)dx.

Consideremos o caso sp < N . Decorre da hipótese (f3) que

I(θ1vt1) ≤ tN−sp
1 θp1

[

1

p
[v]ps,p + tsp1

(

1

p
‖v‖pp −

µθq−p
1

q
‖v‖qq

)]

.

Como θq−p
1 > 1, podemos escolher

µ >
q‖v‖pp
p‖v‖qq

.

Logo, conclúımos que I(θ1vt1) < 0.
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Se N = sp, temos

I(θ1vt1) ≤ θp1

[

1

p
[v]ps,p + tN1

(

1

p
‖v‖pp −

µθq−p
1

q
‖v‖qq

)]

e também conclúımos que I(θ1vt1) < 0.

Portanto, após uma mudança adequada de escala em t, existe um caminho γ(t) :

[0, 1]→ W s,p
r (RN) tal que

γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0, v ∈ γ([0, 1]) e max
t∈[0,1]

I(γ(t)) = I(v).

Ou seja, br ≤ I(v) para toda solução não trivial v do problema (2.1), concluindo a

prova de (ii).



Caṕıtulo 3

Bilaplaciano

Neste caṕıtulo estabelecemos existência e multiplicidade de soluções e existência de

solução de estado fundamental (ground state) para o problema

∆2u = g(u) em R
N , N ≥ 4, (3.1)

em que ∆2u = ∆(∆u) é o operador bilaplaciano e g é uma função cont́ınua que satisfaz

algumas propriedades que serão explicitadas oportunamente.

Considerável atenção foi dedicada ao estudo de equações envolvendo o operador

biharmônico nos últimos anos. Ele aparece em muitos modelos decorrentes de fenômenos

da vida real: na Biologia (por exemplo, deformação de membranas elásticas), F́ısica

(por exemplo, mecânica cont́ınua), Matemática (por exemplo, no estudo das equações de

Paneitz-Branson e de Willmore), dentre outras, veja [21].

Estendemos para o problema (3.1) os resultados de Hirata, Ikoma e Tanaka [22] e

Ambrosio [6]. As técnicas usadas em [6, 22] dependem fortemente da identidade Pohožaev

para o operador fracionário, que desempenha um papel crucial para provar a condição

de compacidade para as sequências de Palais-Smale. Como uma prova da identidade de

Pohožaev para o operador bilaplaciano é ainda desconhecida, procuramos uma abordagem

alternativa, adaptando ideias de Zhang e Chen [38]. Além disso, como nos trabalhos

[6, 22], obtivemos nossos resultados sem supor a Condição de Ambrosetti-Rabinowitz.

Denotamos o expoente cŕıtico de Sobolev por

2∗2 =







2N

N − 4
, se N > 4;

+∞, se N = 4.

Quando N ≥ 4, é bem conhecido que W 2,2(RN) está continuamente imerso em

Lq(RN) para qualquer q ∈ [2, 2∗2], se 2∗2 < ∞, e para qualquer q ∈ [2, 2∗2), se 2∗2 = +∞

(veja [18, Teorema 2.31]). Também sabemos que W 2,2
r (RN) está compactamente imerso

em Lq(RN) para qualquer q ∈ (2, 2∗2) (veja [27, Teorema II.1]).

43



44

Inspirados pelos artigos de Alves, Figueiredo e Siciliano [3] e Alves, Souto e Mon-

tenegro [4], escrevemos a não linearidade g em (3.1) na forma g(t) = −t+ f(t), em que f

é uma função cont́ınua impar satisfazendo

(f1) lim
t→0

f(t)

t
= 0;

(f2) lim sup
t→∞

f(t)

|t|2
∗
2
−1
≤ 1, N > 4;

(f3) existe µ > 0 e q ∈ (2, 2∗2) tal que f(t) ≥ µtq−1, ∀ t ≥ 0;

(f4) se N = 4, existe α0 > 0 tal que

lim
t→+∞

f(t)

eαt2
= 0

(respectivamente, = +∞), se α > α0 (respectivamente, α < α0).

O espaço ambiente natural para o problema (3.1) é o espaço de Sobolev

Hs(RN) := {u ∈ L2(RN); ξ 7→ (1 + |ξ|2)s/2û(ξ) ∈ L2(RN)},

em que û denota a transformada de Fourier da função u. Sabemos que Hs(RN) é um

espaço de Banach quando equipado com a norma

‖u‖Hs(RN ) = ‖(1 + |ξ|
2)s/2F(u)‖L2(RN ).

Entretanto, quando s = 2, temos

W 2,2(RN) = H2(RN),

(veja [18, Proposição 4.9]).

A norma usual em W 2,2(RN) é dada por

‖u‖ =





∫

RN

∑

0≤|α|≤2

|Dαu|2dx





1/2

mas, graças à teoria de interpolação, [2, Corolário 6.14], podemos negligenciar as derivadas

intermediárias e considerar a norma

‖u‖2,2 =

(∫

RN

|u|2 + |∆u|2dx

)1/2

,

a qual é equivalente à norma usual ‖ · ‖, que é gerada pelo produto interno

〈u, v〉H2 =

∫

RN

uv +∆u∆vdx, ∀u, v ∈ H2(RN), veja [18].
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Devido ao Prinćıpio de Criticalidade Simétrica (veja [33]), é suficiente estabelecermos

soluções para o problema (3.1) no subespaço fechado das funções radiais, isto é, no espaço

H2
r (R

N) := {u ∈ H2(RN); u(|x|) = u(x)}.

Uma solução fraca para o problema (3.1) satisfaz, para qualquer φ ∈ H2
r (R

N),
∫

RN

∆u∆φ+ uφdx =

∫

RN

f(u)φdx.

O funcional “energia” I ∈ C1
(

H2
r (R

N),R
)

(veja Lema C.1) associado ao problema

(3.1) é definido por

I(u) =
1

2
‖u‖22,2 −

∫

RN

F (u)dx,

em que F é a primitiva de f e

F (u) = G(u) +
|u|2

2
.

Dado que este funcional tem derivada

I ′(u) · v =

∫

RN

∆u∆v + uvdx−

∫

RN

f(u)vdx,

podemos ver que pontos cŕıticos de I(u) são soluções para o problema (3.1).

Nosso resultado principal é o seguinte

Teorema 3.1 Seja N ≥ 4 e g(t) = −t+ f(t). Então (3.1) tem infinitas soluções radial-

mente simétricas (un)n∈N tais que I(un)→∞ quando n→∞ se

(i) N = 4 e a função f satisfaz (f1) e (f3)− (f4);

(ii) N > 4 e a função f satisfaz (f1)− (f3).

Como no caso do p-Laplaciano fracionário (Caṕıtulo 2) podemos obter a versão não

simétrica do Teorema 3.1

Teorema 3.2 Sejam g(t) = −t+f(t), M escolhido como na partição do R
N apresentada

na Introdução, N = 4 ou N ≥ 6 e N − 2M 6= 1. Se f satisfizer (f1) − (f4), então o

problema (3.1) possui infinitas soluções não radiais (un)n∈N tais que I(un) → ∞ quando

n→∞.

Teorema 3.3 Se N ≥ 4, g(t) = −t + f(t) e f satisfaz (f1) − (f4), então o problema

(3.1) admite ground state radialmente simétrico e decrescente.

A prova do Teorema 3.3 requer poucas mudanças na prova do Teorema 2.3, no que tange

a mostrar existência de ground state. No entanto, a parte da comparação dos vários ńıveis

minimax não será posśıvel para o problema (3.1).
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3.1 Prova do Teorema 3.1

Seja S
n−1 a esfera unitária de R

n. Uma vez que H2
r (R

N) está imerso em H1
r (R

N),

temos que o Theorem 10 em Berestycki-Lions [14] é valido para o problema (3.1).

Teorema 3.4 Para todo n ∈ N, existe uma aplicação cont́ınua ı́mpar πn : S
n−1 → H2

r (R
N)

tal que

(i) πn(σ) é radialmente simétrica em S
n−1;

(ii) 0 6∈ πn(S
n−1);

(iii)

∫

RN

F (πn(σ))dx ≥ 1, para todo σ ∈ S
n−1.

Lema 3.1 A geometria do Teorema do Passo da Montanha Simétrico é satisfeita. Mais

precisamente,

(i) Existem β, ρ > 0 tal que I(u) ≥ β > 0 para ‖u‖2,2 = ρ e I(u) ≥ 0 para ‖u‖2,2 ≤ ρ;

(ii) Se n ∈ N, existe uma aplicação cont́ınua impar γn : S
n−1 → H2

r (R
N) tal que I(γn(σ)) <

0, ∀ σ ∈ S
n−1.

Prova: Como f é impar, segue f(0) = 0 e I(0) = 0.

Consideremos inicialmente o caso N = 4. Fixe qualquer θ > 2.

Como na demonstração do Lema 2.1, obtemos

I(u) ≥
1

2
‖u‖21 − C

∫

R4

Q(|u|)|u|θdx,

em que

‖u‖21 =
1

2
‖∆u‖22 +

1− ε

2
‖u‖22 < C1‖u‖2,2

é uma norma equivalente a ‖ · ‖2,2.

Como antes, obtemos

I(u) ≥
C1

2
‖u‖22,2 − CCαr‖u‖

θ
rθ ≥ ‖u‖

2
2,2

(

C ′ − ‖u‖θ−2
2,2

)

e (i) decorre ao tomarmos ‖u‖2,2 suficientemente pequeno.

Também seguindo a demonstração do Lema 2.1, obtemos (2.2) com p = 2 e N = 4

em que B1 = ‖∆(πn(σ))‖2, B2 = ‖πn(σ)‖2 e B3 = ‖πn(σ)‖q são constantes. A prova de

(ii) é então obtida como antes.

Agora consideremos o caso N > 4. Segue das hipótese (f1) e (f2) a existência de

ε > 0 pequeno e Cε > 0 tais que

|F (t)| ≤
ε|t|2

2
+ Cε|t|

2∗
2 , ∀t ∈ R.
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Logo, como na prova do Lema 2.1, obtemos então

I(u) ≥
C

2
‖u‖22,2 − C̃‖u‖

2∗
2

2,2.

O resto da prova segue de modo análogo à do caso N = 4.

Adaptando algumas ideias de Zhang and Chen [38] obtemos o seguinte resultado.

Lema 3.2 Qualquer sequência (uj) satisfazendo a condição (PS)c é limitada em H2
r (R

N).

Prova: A sequência (uj) satisfaz

1

2
‖uj‖

2
2,2 −

∫

RN

F (uj)dx→ c,
∫

RN

∆uj∆φ+ ujφ− f(uj)φdx = o(1)‖φ‖,

para qualquer φ ∈ H2
r (R

N).

Por contradição, passando a uma subsequência se necessário, suponhamos que 0 <

‖uj‖2,2 → +∞ quando j →∞. Definindo

vj =
uj
‖uj‖2,2

, j ∈ N

obtemos, como na demonstração do Lema 2.1, vj ⇀ v ∈ H2
r (R

N), vj → v em Lq(RN)

para todo q ∈ (2, 2∗2) e também vj(x)→ v(x) quase sempre em R
N .

O caso v 6= 0 é descartado como na demonstração do Lema 2.1, apenas trocando

‖ · ‖s,p por ‖ · ‖2,2 e p por 2.

Suponhamos então, que se tenha v = 0. Como I ′(uj) ·φ = o(1)‖φ‖2,2, dividindo esta

expressão por ‖uj‖2,2 obtemos

∫

RN

∆vj∆φdx+

∫

RN

ujφ

‖uj‖2,2
dx−

∫

RN

f(uj)φ

‖uj‖2,2
dx =

o(1)‖φ‖2,2
‖uj‖2,2

e, como na demonstração do Lema 2.1, chegamos na igualdade (2.4):
∫

RN

hjφdx−

∫

RN

f(uj)φ

‖uj‖2,2
dx = 0.

Considerando separadamente os caso N = 4 e N > 4 obtemos, como na demons-

tração do Lema 2.1,
f(uj)

‖uj‖2,2
∈ Lq′(RN)

e

‖vj‖
2
2,2 =

I ′(uj)vj
‖uj‖2,2

+

∫

RN

f(uj)

‖uj‖2,2
vjdx→ 0,

o que nos permite concluir que vj → 0 em H2
r (R

N) e chegamos a uma contradição, pois

‖vj‖2,2 = 1. Assim, (uj) tem que ser limitada.
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Lema 3.3 Seja (uj) uma sequência (PS)c. Passando a uma subsequência se necessário,

(uj) converge fortemente em H2
r (R

N).

Prova: O Lema 3.2 garante que (uj) é limitada. Assim, podemos supor que uj ⇀ u ∈

H2
r (R

N), uj → u em Lq(RN) para qualquer q ∈ (2, 2∗2) e uj(x) → u(x) q.t.p. em R
N .

Como na demonstração do Lema 2.2, obtemos I ′(uj) · (uj − u)→ 0 e, portanto,

∫

RN

∆uj∆(uj − u)dx ≤

∫

RN

|f(uj)||uj − u|dx+

∫

RN

|uj||uj − u|dx+ o(1)

e

∫

RN

|uj||uj − u|dx ≤

(∫

RN

|uj|
2dx

) 1

2
(∫

RN

|uj − u|
2dx

) 1

2

≤ C̃‖uj − u‖2.

Consideramos então, separadamente, os casos N = 4 e N > 4. O caso N = 4 decorre da

aplicação da desigualdade de Trudinger-Moser, que nos permite obter
∫

RN

|f(uj)||uj − u|dx ≤ C‖uj − u‖r

e concluir que, quando j →∞
∫

RN

∆uj∆(uj − u)dx ≤ C̃‖uj − u‖p + C‖uj − u‖r + o(1)→ 0. (3.2)

Se N > 4, a hipótese (f2) nos permite concluir que

∫

RN

|f(uj)||uj − u|dx ≤ C̃1‖uj − u‖r

e obtemos novamente (3.2).

Então, se N ≥ 4 temos

‖uj − u‖
2
2,2 =

∫

RN

∆uj∆(uj − u)dx+

∫

RN

uj(uj − u)dx− I
′(u) · (uj − u)

−

∫

RN

f(u)(uj − u)dx+

∫

RN

f(uj)(uj − u)dx→ 0

e isso conclui nossa prova.

Para qualquer n ∈ N definimos

bn = inf
γ∈Γn

max
σ∈Dn

I(γ(σ)),

onde Γn =
{

γ ∈ C(Dn, H
2
r (R

N)) : γ é impar e γ = γn em ∂Dn

}

e Dn é o disco unitário

em R
n, com ∂Dn = S

n−1. Definimos

γ̃n(σ) =

{

|σ|γn(
σ
|σ|
), σ ∈ Dn \ {0},

0, σ = 0.
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Como γ̃n ∈ Γn, temos Γn 6= ∅ para todo n ∈ N.

Considerando a sequência (PS), (uj), dado que I(uj)→ bn e

{u ∈ H2
r (R

N); ‖u‖2,2 = ρ} ∩ γ(Dn) 6= ∅, ∀γ ∈ Γn,

segue que β ≤ bn. Assim, 0 < β ≤ bn, para qualquer n ∈ N.

Agora vamos provar que o funcional I(u) possui uma sequência ilimitada de valores

cŕıticos.

Lema 3.4 As seguintes afirmativas são válidas.

(i) bn é uma sequência de valores cŕıticos de I(u) para todo n ∈ N;

(ii) bn →∞ quando n→∞.

Prova: A demonstração é a mesma apresentada para o Lema 2.4.

3.2 Ground state

Observamos que o valor minimax de I(u) pode ser definido por

br = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)), (3.3)

em que

Γr = {γ ∈ C([0, 1], H
2
r (R

N)) : γ(0) = 0, γ(1) = `0}

e `0 ∈ H
2
r (R

N) escolhido de tal forma que I(`0) < 0.

No Lema 3.5 provamos que o valores minimax definidos em (2.7) não dependem do

ponto final `0 e assim, podemos escrever

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H2
r (R

N)) : γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0}.

Lema 3.5 O conjunto

B := {u ∈ H2
r (R

N) ; I(u) < 0}

é conexo por caminhos.

Prova: Escrevemos

G(u) = F (u)−
|u|2

2
,

em que G é a primitiva de g. Note que ui ∈ B implica
∫

RN G(ui)dx > 0. Como na

demonstração do Lema 2.5, segue-se que

I(uti) =
tN−4

2
‖∆ui‖

2
2 − t

N

∫

RN

G(ui)dx
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e

d

dt
I(uti) = NtN−1

(

t−4

4
‖∆ui‖

2
2 −

∫

RN

G(ui)dx

)

− 2tN−5‖∆ui‖
2
2.

Para t ≥ 1 temos t−4 ≤ 1 e

d

dt
I(uti) ≤ NtN−1I(ui)− 2tN−5‖∆ui‖

2
2 < 0.

Logo, para N ≥ 4, conclúımos que I(uti)→ −∞ quando t→∞. A partir desse momento

a demonstração é idêntica à do Lema 2.5.

Conclúımos a prova do Teorema 3.3, ao aplicarmos o seguinte resultado:

Teorema 3.5 Suponha N ≥ 4 e (f1)− (f4). Então, para br definido em (3.3), temos

(i) Existe uma solução u0 do problema (2.1) tal que

I(u0) = br;

(ii) Para qualquer solução não trivial v do problema (2.1), temos que

br ≤ I(v).

Destacamos que, para o bilaplaciano não vale uma desigualdade de Pólya-Szegö e

não podemos aplicar simetrização de Schwarz e fazer comparação dos ńıveis de energia

como no Lema 2.6 (veja Enno Lenzmann [26] para detalhes). Mais ainda, não podemos

assumir que

γk(t)(x) ≥ 0, ∀ t ∈ [0, 1], ∀ x ∈ R
N .

Logo, não podemos garantir nem mesmo que nossa solução ground state é não negativa.

A prova do item (i) segue do Lema B.2.

Seja v uma solução não trivial qualquer do problema (3.1). Definimos

γ(t)(x) :=







v(x
t
), se t > 0;

0, se t = 0.

Notamos que γ ∈ C
(

[0,∞), H2
r (R

N)
)

satisfaz

‖γ(t)‖22,2 = tN−4‖∆v‖22 + tN‖v‖22

e

I(γ(t)) =
tN−4

2
‖∆v‖22 +

tN

2
‖v‖22 − t

N

∫

RN

F (v)dx.
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Para adaptando ao nosso contexto a ideia do Lema 2.1 em Jeanjean e Tanaka [25],

escolhemos t0 ∈ (0, 1), t1 ∈ (1,∞) e θ1 > 1, e consideramos o caminho γ constitúıdo por

três partes:

[0, 1] → H2
r (R

N)

θ 7→ θvt0

[t0, t1] → H2
r (R

N)

t 7→ vt

[1, θ1] → H2
r (R

N)

θ 7→ θvt1

em que vt(x) = v(x
t
).

Como v 6= 0 é solução do problema (3.1) tem-se que

‖∆v‖22 = 〈∆
2v, v〉 =

∫

RN

g(v)vdx. (3.4)

Uma vez que estamos adotando a norma usual em H2
r (R

N), devemos ter ‖∆v‖22 > 0.

De fato, caso contrário teŕıamos ∆v = 0. Como v(x) = v(r), r = |x|, segue-se que

∆v = v′′(r) +
N − 1

r
v′(r) = 0 em R

N\{0}. (3.5)

Supondo v′(r) 6= 0, segue da equação (3.5) que

v′(r) = cr1−N em R
N\{0}.

Note que v′(r) é ilimitada quando r → 0+. Assim, v não pertence ao espaço H2
r (R

N),

o que é uma contradição. Logo, só resta ser v′(r) = 0 o que implica v = 0. Ou seja, não é

posśıvel ter ∆v = 0, sendo v 6= 0 solução do problema (3.1).

Sendo assim, podemos escolher θ1 > 1 tal que
∫

RN

g(θv)vdx > 0, ∀θ ∈ [1, θ1]. (3.6)

Recordando que g(s) = −s+ f(s), segue-se da nossa hipótese (f1) que

ϕ(s) :=
g(s)

|s|

é cont́ınua. Decorre dáı que

d

dθ
I(θvt) = I ′(θvt)vt = 〈∆

2(θvt), vt〉 −

∫

RN

g(θvt)vtdx

= θtN−4

(

‖∆v‖22 − t
4

∫

RN

ϕ(θv)|v|vdx

)

.

Se N > 4, ao escolher t0 ∈ (0, 1) suficientemente pequeno, temos

d

dθ
I(θvt0) > 0, ∀ θ ∈ [0, 1].

Considerando (3.4) em (3.6), podemos escolher t1 > 1 suficientemente grande de

modo que
d

dθ
I(θvt1) < 0, ∀ θ ∈ [1, θ1].



Ground state 52

Também notamos que, fixado θ = 1 e levando em conta que v satisfaz (3.4), temos

d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) = tN−4

(

‖∆v‖22 − t
4

∫

RN

g(v)vdx

)

= tN−4‖∆v‖22(1− t
4).

Assim,
d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) > 0, se t < 1

e
d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) < 0, se t > 1.

Em outras palavras, I(θvt) assume seu valor máximo em θ = 1.

Agora consideramos o caso N = 4. Temos

d

dθ
I(θvt) = θ

(

‖∆v‖22 − t
4

∫

R4

ϕ(θv)|v|vdx

)

e

d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) = ‖∆v‖

2
2(1− t

4).

Logo, utilizando a argumentação do caso N > 4, também conclúımos que I(θvt)

assume seu valor máximo I(v) em θ = 1.

Finalmente, notamos que

I(θ1vt1) =
tN−4
1

2
‖∆θ1v‖

2
2 +

tN1
2
‖θ1v‖

2
2 − t

N
1

∫

RN

F (θ1v)dx.

=
tN−4
1 θ41
2
‖∆v‖22 +

tN1 θ
2
1

2
‖v‖22 − t

N
1

∫

RN

F (θ1v)dx.

Consideremos o caso N > 4. Decorre da hipótese (f3) que

I(θ1vt1) ≤ tN−4
1 θ21

[

θ21
2
‖∆v‖22 + t41

(

1

2
‖v‖22 −

µθq−2
1

q
‖v‖qq

)]

.

Como θq−2
1 > 1, podemos escolher

µ >
q‖v‖22
2‖v‖qq

.

Logo, conclúımos que I(θ1vt1) < 0.

Se N = 4, temos

I(θ1vt1) ≤ θ21

[

θ21
2
‖∆v‖22 + t41

(

1

2
‖v‖22 −

µθq−2
1

q
‖v‖qq

)]

e também conclúımos que I(θ1vt1) < 0.

Portanto, após uma mudança adequada de escala em t, existe um caminho γ(t) :

[0, 1]→ H2
r (R

N) tal que

γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0, v ∈ γ([0, 1]) e max
t∈[0,1]

I(γ(t)) = I(v).

Ou seja, br ≤ I(v) para toda solução não trivial v do problema (3.1), concluindo a

prova de (ii).



Apêndices



Apêndice A

O Gênero de Krasnoselskii

Seja E, de acordo com o operador estudado, um espaço de Banach. Seja E a classe de

subconjuntos de RN \{0} que são fechados e simétricos em relação à origem. Para A ∈ E ,

definimos o gênero de Krasnoselskii de A por gen(A) onde

gen(A) = min
{

k ∈ N : ∃ φ ∈ C(A,Rk \ {0}), φ(x) = −φ(−x)
}

e, se tal mı́nimo não for atingido, definimos gen(A) = +∞.

As principais propriedades do gênero são as seguintes (veja [36] para detalhes):

Proposição A.1 Sejam A,B ∈ E. Então:

(i) Se existe uma função impar f ∈ C(A,B), então gen(A) ≤ gen(B).

(ii) Se A ⊂ B, então gen(A) ≤ gen(B).

(ii) Se existe um homeomorfismo impar entre A e B, então gen(A) = gen(B).

(iv) Se S
N−1 é a esfera unitária de R

N , então gen(SN−1) = N.

(v) gen(A ∪ B) ≤ gen(A) + gen(B).

(vi) Se gen(B) < +∞, então gen(A \B) ≥ gen(A)− gen(B).

(vii) Se A é compacto, então gen(A) < +∞, e existe δ > 0 tal que gen(A) = gen(Nδ(A))

onde Nδ(A) = {x ∈ E : d(x,A) ≤ δ}.

(viii) Se Y é um subespaço de E com codimensão k, e gen(A) > k, então A ∩ Y 6= ∅.
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Apêndice B

Uma abordagem alternativa

Apresentamos aqui uma prova alternativa do Teorema 3.3. Nossa argumentação para tal,

consta de alterações simples nos resultados obtidos por Alves, Figueiredo e Siciliano [3].

Consideremos o conjunto das soluções não triviais do problema (3.1), isto é

Σ =
{

u ∈ W 2,2
r (RN) \ {0} : I ′(u) = 0

}

.

Denotamos por m o ńıvel de energia ground state, isto é, m = infu∈Σ I(u). Definimos o

conjunto

M =

{

u ∈ W 2,2
r (RN) \ {0} :

∫

RN

G(u)dx = 0

}

, (B.1)

em que G(t) = F (t)−
t2

2
é a primitiva de g(t). Definimos

T (u) =
1

2
‖∆u‖22 D = inf

u∈M
T (u).

Observe que

2D = inf
u∈M
‖∆u‖22.

Definimos Também o ńıvel minimax associado ao funcional I

b = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)), onde (B.2)

Γ = {γ ∈ C([0, 1],W 2,2
r (RN)) : γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0}.

Como I satisfaz à geometria do Passo da Montanha em W 2,2
r (RN), (veja o Lema 2.1),

segue-se que Γ 6= ∅.

Lema B.1 O conjuntoM definido em (B.1) é não vazio e uma variedade de classe C1.
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Prova: Seja w ∈ C∞
0 (RN) uma função tal que w(x) > 0 e definimos

h(t) =

∫

RN

G(tw)dx =

∫

RN

F (tw)dx−
t2

2

∫

RN

w2dx.

Para t > 0 suficientemente pequeno, por (f1) segue

h(t) ≤
ε− 1

2
t2
∫

RN

w2dx.

Conclúımos dáı que h(t) < 0 se ε < 1 e t > 0 é suficientemente pequeno. Pela hipótese

(f3) segue-se que

h(t) ≥
λtq

q

∫

RN

wqdx−
t2

2

∫

RN

w2dx

h′(t) ≥ λtq−1

∫

RN

wqdx− t

∫

RN

w2dx.

Assim, h(t) > 0 e h′(t) > 0 para t > 0 suficientemente grande. Então, existe t̄ > 0

tal que
∫

RN

G(t̄w)dx = 0,

e conclúımos queM 6= ∅.

Agora provamos queM é variedade. De fato, se w ∈ M então w 6= 0. Assim, por

(f1) e lim
|x|→+∞

w(x) = 0, existe x0 ∈ R
N tal que g(w(x0)) < 0. Pela continuidade de g,

existe uma bola aberta Bδ(x0) ⊂ R
N tal que

g(w(x)) < 0, ∀x ∈ Bδ(x0).

Definindo

J(w) :=

∫

RN

G(w)dx

podemos encontrar φ ∈ C∞
0 (RN) ⊂ W 2,2

r (RN) tal que

J ′(w).φ =

∫

RN

g(w)φdx < 0,

e conclúımos que J ′(w) 6= 0.

O próximo resultado nos fornece uma condição suficiente sobre uma sequência (un)

para obter a convergência F (un)→ F (u) em L1(RN).

Lema B.2 Suponhamos que f satisfaça (f1) e (f3)gs − (f4).



57

Seja (un) ⊂ W 2,2
r (RN) uma sequência de funções radiais tal que un ⇀ u em

W 2,2(RN) tal que

sup
n
‖∆un‖

2
2 = ρ < 1 e sup

n
‖un‖

2
2 =M <∞.

Então,
∫

RN

F (un)→

∫

RN

F (u).

Prova: Sem perda de generalidade, podemos supor que existe u ∈ W 2,2
r (RN), tal que

un ⇀ u em W 2,2
r (RN), un(x)→ u(x) q.t.p. do R

N e

lim
|x|→+∞

un(x) = 0, uniformemente em n.

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (veja Teorema 1.1), para cada m ∈ (0, 1) e

M > 0 existe C = C(m,M) > 0 tal que

sup
u∈B

∫

RN

(

eα|u|
2

− 1
)

dx ≤ C(m,M),

onde

B = {u ∈ W 2,2
r (RN) : ‖∆un‖

2
2 ≤ m e ‖u‖22 ≤M}.

Escolhemos ε > 0 suficientemente pequeno tal que m = ρ
(1−ε)2

∈ (0, 1) e ponha

τ :=
α

(1− ε)2
> α > α0.

Então,
∫

RN

eτ |un|2 − 1dx =

∫

RN

eτ(1−ε)2( |un|
1−ε )

2

− 1dx =

∫

RN

eα(
|un|
1−ε )

2

− 1dx

Como un ∈ B segue que
∫

RN

eτ |un|2 − 1dx ≤ sup
u∈B

∫

RN

(

eα|u|
2

− 1
)

dx ≤ C(m,M)

Defina P (t) := F (t) e Q(t) := eαt
2

− 1.

A hipótese (f1) implica lim
t→0

F (t)

t2
= 0 e pela regra de L’Hospital temos

lim
t→0

t2

Q(t)
=

1

α
.

Logo,

lim
t→0

P (t)

Q(t)
= lim

t→0+

F (t)

t2
t2

Q(t)
= 0.

Por outro lado, o Lema 1.1 (ii) garante que

lim
|t|→+∞

P (t)

Q(t)
= 0.
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Pela última desigualdade, temos

sup
n∈N

∫

RN

|Q(un)| < +∞.

Como P (t) = F (t) ∈ C(R,R) e un(x)→ u(x) q.t.p. do R
N , segue que

P (un(x))→ P (u(x)) q.t.p. do R
N quando n→ +∞.

Assim (veja [17, Lema 2.4]),
∫

RN

P (un)→

∫

RN

P (u),

ou equivalentemente ,
∫

RN

F (un)→

∫

RN

F (u),

concluindo a prova.

A relação entre o número D e o ńıvel minimax definido em (B.2) é dado pelo seguinte

resultado.

Lema B.3 É válida a relação 0 < D ≤ b.

Prova: Arguindo como no LemaB.1, dado v ∈ W 2,2
r (RN) com v+ 6= 0, existe t0 > 0 tal

que t0v
+ ∈M. Segue que

D ≤
1

2
‖∆t0v

+‖22 = I(t0v
+) ≤ max

t≥0
I(tv+).

Por outro lado, como f(t) = 0 para t ≤ 0, se 0 6= v ∈ W 2,2
r (RN) com v+ = 0, então

maxt≥0 I(tv) = +∞. Assim, em qualquer caso D ≤ b.

Agora, provamos queD > 0. SuponhaD = 0 e seja (un) emW 2,2
r (RN) uma sequência

minimizante (não negativa, radial) para D, isto é,

1

2
‖∆un‖

2
2 → 0 e

∫

RN

G(un) = 0.

Para cada λn > 0, a função vn(x) := un(x/λn) satisfaz

‖∆vn(x)‖
2
2 = λN−4

n ‖∆un(x)‖
2
2 = ‖∆un(x)‖

2
2 e

∫

RN

G(vn) = 0.

Como

‖vn‖
2
2 = λ2n‖un‖

2
2,

escolhendo λn = ‖un‖
−2
2 obtemos

1

2
‖∆vn(x)‖

2
2 → 0, ‖vn‖

2
2 = 1 e

∫

RN

G(vn)dx = 0
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Suponhamos que exista v ∈ W 2,2
r (RN) radial tal que vn ⇀ v ∈ W 2,2

r (RN). Do Lema B.2

obtemos
∫

RN

F (vn)dx→

∫

RN

F (v)dx.

Note que
∫

RN G(vn)dx = 0 implica

∫

RN

F (vn)dx =
1

2
e

∫

RN

F (v)dx =
1

2

e conclúımos que v 6= 0.

Por outro lado, por vn ⇀ v, segue-se que

1

2
‖∆v‖22 ≤ lim inf

n→∞

1

2
‖∆vn‖

2
2 → 0

o que implica

∆v = 0.

Como v(x) = v(r), r = |x| em R
N , pode-se deduzir que

∆v = v′′(r) +
N − 1

r
v′(r) = 0 em R

N\{0}. (B.3)

Supondo v′(r) 6= 0 na equação (B.3), deduz-se que

v′(r) = cr1−N em R
N\{0}.

Deste modo, v′(r) é ilimitada quando r → 0+ e v não pode pertencer ao espaçoW 2,2
r (RN).

Logo, resta ser v′(r) = 0 o que implica ∇v = 0 e, consequentemente, que v é a função

constante identicamente nula. Esta contradição encerra a prova.

Lema B.4 Se µ > µ∗ então b < 1
2

Prova: Seja ψ ∈ W 2,2
r (RN), tal que

‖ψ‖2,2 = 1 e ‖ψ‖2q = C−1
q .

Pela definição de b e por (f3), temos

b ≤ max
t≥0

I(tψ) ≤ max
t≥0

{

t2

2
−
µtq

q

∫

RN

ψqdx

}

= max
t≥0

{

t2

2
−
µtq

q
C−q/p

q

}

=
(q − 2)

2q

C
q/(q−2)
q

µ
2

q−2
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Pela aplicação de nossas hipóteses, segue que

b ≤
(q − 2)

pq

C
q/(q−2)
q

µ
2

q−2

<
(q − 2)

2q

C
q/(q−2)
q

(

( q−2
q
)
q−2

2 C
q/2
q

)
p

q−2

=
1

2
.

Para completar a prova do Teorema 3.3, resta provar que D é atingido para u, onde

u é o limite fraco de (un) e provar que m = b = D.

Prova:[Prova of Theorem 3.3]

Inicialmente, provamos que D é atingido. De fato, seja (un) ⊂ W 2,2
r (RN) uma

sequência minimizante para D, isto é

1

2
‖∆un‖

2
2 → D e

∫

RN

G(un)dx = 0 (B.4)

Argumentando como no Lema B.3 podemos supor que

‖un‖
p
p = 1

e combinando (B.4) como o que foi provado acima, obtemos

lim sup
n→∞

‖∆un‖
2
2 ≤ 2D ≤ 2b < 1.

Pelo Lema B.2, segue que
∫

RN

F (un)dx→

∫

RN

F (u)dx, (B.5)

onde un ⇀ u em W 2,2
r (RN). Segue de (B.4) e (B.5) que

∫

RN

F (u)dx =
1

2
,

e como consequência, u 6= 0 e 1
2
‖∆u‖22 ≤ D.

Precisamos provar que u ∈M, isto é,
∫

RN G(u)dx = 0. Lembrando que

‖u‖22 ≤ lim inf
n→∞

‖un‖
2
2

e isto implica que ‖u‖22 ≤ 1. Logo,
∫

RN

G(u)dx =

∫

RN

F (u)dx−
1

2
‖u‖22 =

1

2
−

1

2
‖u‖22 ≥ 0.

Argumentando pro contradição nós supomos que
∫

RN

G(un)dx > 0.

Como em nossos argumentos anteriores, definimos h : [0, 1]→ R tal que h(t) =
∫

RN G(tu)dx.

Pela condição de crescimento de f temos h(t) < 0 para t próximo de 0 e h(1) =
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∫

RN G(u)dx > 0. Logo, por continuidade, existe t0 ∈ (0, 1) tal que h(t0u) = 0, isto é

t0u ∈M. Consequentemente,

D ≤
t20
2
‖∆u‖22 ≤ t20D < D,

a qual é uma contradição. Portanto, D é atingido.

Agora, provemos que m = b = D.

Como u é uma solução do problema de minimização, isto é

D = T (u) = inf
w∈M

T (w),

existe um multiplicador de Lagrange λ associado, tal que, no sentido fraco,

−∆u = λg(u), para qualquer u ∈ W 2,2
r (RN).

Definindo

uσ := u(σx), para σ > 0,

podemos ver que

−∆uσ = λσ4g(uσ)

e escolhendo σ = λ
1

4 obtemos uma solução do problema (3.1). Logo,

m ≤ I(uσ) =
1

2
‖∆uσ‖

2
2 −

∫

RN

G(uσ)dx =
1

2
‖∆uσ‖

2
2 = D,

isto é

m ≤ D.

Como provado no Lema B.3, D ≤ b. Segue que

m ≤ D ≤ b.

Resta mostrar que b ≤ m, o qual provamos no seguinte resultado.

Proposição B.1 Para qualquer solução não trivial v do problema (3.1), existe um cami-

nho γw ∈ Γ tal que w ∈ γw([0, 1]) e I(w) = maxt∈[0,1] I(γw(t)).

Prova:

Consideremos v uma solução não trivial do problema (3.1) e defina

γ(t)(x) :=







v(x
t
), se t > 0;

0, se t = 0.

Notemos que γ ∈ C
(

[0,∞),W 2,2
r (RN)

)

satisfaz

‖γ(t)‖22,2 = ‖∆v‖
2
2 + tN‖v‖22
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e

I(γ(t)) =
1

2
‖∆v‖22 +

t4

2
‖v‖22 − t

4

∫

RN

F (v)dx.

Adaptando ideias de Jeanjean e Tanaka [25, Lema 2.1] escolhemos t0 ∈ (0, 1), t1 ∈

(1,∞) e θ1 > 1 e consideremos o caminho γ constitúıdo dos três pedaços.

[0, 1] → W 2,2
r (RN)

θ 7→ θvt0

[t0, t1] → W 2,2
r (RN)

t 7→ vt

[1, θ1] → W 2,2
r (RN)

θ 7→ θvt1

onde vt(x) = v(x
t
).

Como v 6= 0 é solução do problema (3.1), temos que

∫

RN

g(v)vdx = ‖∆v‖22 > 0. (B.6)

Assim, podemos escolher θ1 > 1 tal que
∫

RN

g(θv)vdx > 0, ∀θ ∈ [1, θ1].

Notemos que, de acordo com nossas hipóteses,

ϕ(s) :=
g(s)

s

é função cont́ınua. Segue que,

d

dθ
I(θvt) = I ′(θvt)vt = 〈A(θvt), vt〉 −

∫

RN

g(θvt)vtdx

= θ

(

‖∆v‖22 − t
N

∫

RN

ϕ(θv)vdx

)

.

Logo, escolhendo t0 ∈ (0, 1) pequeno o suficiente, temos que

d

dθ
I(θvt0) > 0, ∀θ ∈ [0, 1].

Mais ainda, por (B.6), podemos escolher t1 > 1 grande o suficiente, tal que

d

dθ
I(θvt1) < 0, ∀θ ∈ [1, θ1].

Notemos também, que fixado θ = 1 e levando em conta que v satisfaz (2.11), temos

d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) =

(

‖∆v‖22 − t
N

∫

RN

g(v)vdx

)

= ‖∆v‖22(1− t
N).

Portanto,
d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) > 0, se t < 1
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e
d

dθ

∣

∣

∣

θ=1
I(θvt) < 0, se t > 1.

Em outras palavras, I(θvt) atinge seu valor máximo em θ = 1.

Finalmente, notemos que

I(θ1vt1) =
1

2
‖∆(θ1v)‖

2
2 +

tN1
2
‖θ1v‖

2
2 − t

N
1

∫

RN

F (θ1v)dx.

De (f3) obtemos

I(θ1vt1) ≤ θ21

[

1

2
‖∆v‖22 + tN1

(

1

2
‖v‖22 −

µθq−2
1

q
‖v‖qq

)]

.

Observamos que θq−2
1 > 1 ao escolhermos

µ >
q‖v‖22
2‖v‖qq

conclúımos que I(θ1vt1) < 0.

Portanto, após um apropriado reescalonamento em t, existe um caminho

γ(t) : [0, 1]→ W 2,2
r (RN) tal que

γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0, v ∈ γ([0, 1]) e max
t∈[0,1]

I(γ(t)) = I(v).

Isto é, b ≤ I(v) para qualquer v solução não trivial do problema (3.1) concluindo a prova

da Proposição B.1.

Portanto,

m = b = D,

e a função uσ é uma solução ground state para o problema (3.1), o que conclui a prova

do Teorema 3.3.



Apêndice C

Resultados Auxiliares

Para tornar a leitura mais simples, apresentamos e daremos a prova de alguns resultados

utilizados nos caṕıtulos anteriores.

C.1 Sobre o crescimento da não linearidade f

Consideramos nessa tese, dois tipos de crescimento da nossa não linearidade f : Cresci-

mento exponencial e Crescimento polinomial. Para cada um deles, distinguimos

os casos cŕıtico e subcŕıtico. Vamos à definição de cada um deles.

Definição C.1 (Crescimento subcŕıtico exponencial) Dizemos que f tem crescimento

subcŕıtico exponencial se

lim
t→∞

f(t)

eαt
N

N−s

= 0,

para qualquer α > 0.

Ou seja, a exponencial sempre “domina” f, independentemente do tamanho de α > 0.

Por outro lado, f tem um crescimento cŕıtico quando o tamanho de α > 0 fizer diferença

para o limite em questão. Mais precisamente, temos a seguinte definição.

Definição C.2 (Crescimento cŕıtico exponencial) Dizemos que f tem crescimento

cŕıtico exponencial se existir α0 > 0 tal que

lim
t→+∞

f(t)

eαt
N

N−s

=







0, se α > α0;

+∞, se 0 < α < α0.

Definição C.3 (Crescimento subcŕıtico polinomial) Dizemos que f tem crescimento

subcŕıtico polinomial se

lim
t→∞

f(t)

|t|P ∗
s −1

= 0.

64
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Note que neste caso teremos

|F (t)| ≤ ε
|t|p

∗
s

p∗s
,

em que ε > 0 é pequeno e F (t) é a primitiva de f . Ou seja, jamais teremos

|F (t)| =
|t|p

∗
s

p∗s
.

Dito de outro modo, a potência cŕıtica não será atingida. Porém, na definição a seguir,

estamos admitindo no limite o caso extremo

lim
t→∞

f(t)

|t|P ∗
s −1

= 1.

Desta forma, podemos ter |F (t)| = |t|p
∗
s

p∗s
. Ou seja, a potência cŕıtica pode ser atingida.

Definição C.4 (Crescimento cŕıtico polinomial) Dizemos que f tem crescimento cŕıtico

polinomial se

lim
t→∞

f(t)

|t|P ∗
s −1
≤ 1.

Proposição C.1 Suponhamos (f1) − (f2) satisfeitas. Então existem ε > 0 e Cε > 0,

tais que

|F (t)| ≤
ε|t|p

p
+ Cε|t|

p∗s , ∀t ∈ R.

Prova: Seja ε > 0. Pela hipótese (f1) e a regra de L’Hospital, segue-se que

|F (t)| ≤
ε|t|p

p
, ∀t ∈ [−δ, δ],

para algum δ > 0 suficientemente pequeno.

Pela hipótese (f2) existe C1 > 0 tal que

|F (t)| ≤ C1|t|
p∗s , ∀|t| ≥ R0,

em que R0 > 0 suficientemente maior que 1.

Observe que a função

h(t) =
p∗s|F (t)|

|t|p∗s

é cont́ınua no compacto [−R0,−δ]. Logo, assume máximo absoluto nesse intervalo. Sendo

assim, existe C2 > 0 satisfazendo

|F (t)| ≤ C2|t|
p∗s , ∀|t| ∈ [−R0,−δ].

De modo similar, existe C3 > 0 tal que

|F (t)| ≤ C3|t|
p∗s , ∀|t| ∈ [δ, R0].
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Consideremos então, C = max{C1, C2, C3}. Segue-se que

|F (t)| ≤
ε|t|p

p
+ C|t|p

∗
s , ∀t ∈ R

e a prova está completa.

C.2 Operador p-laplaciano fracionário

Definição C.5 Sejam u ∈ C∞
0 e s ∈ (0, 1). A menos de uma constante multiplicativa

C(N, s), 0 operador p-laplaciano fracionário (−∆)sp é definido por

(−∆)spu(x) := P.V.

∫

RN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+ps
dy

= lim
ε→0

∫

|x−y|>ε

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+ps
dy,

para qualquer x ∈ R
N , em que P.V. é o valor principal da integral.

No caso p = 2, a menos da constante

C(N, s) =
4sΓ (N

2
+ s)

π
N
2 Γ (−s)

,

temos a definição do operador laplaciano fracionário, (−∆)s.

C.3 Alguns resultados da Análise Funcional

Apresentamos aqui as definições da diferencial de Gateaux e Frechet e um resultado que

será útil para mostrar que nosso funcional energia é de classe C1.

Definição C.6 Seja F : U ⊂ V → R uma função, em que U é um aberto em V . Se

existir o limite

lim
t→0

F (u0 + th)− F (u0)

t

ele será chamado derivada de Gateaux de F em u0 na direção h ∈ V a qual denotamos

por 〈F ′(u0), h〉.

Seja φ : E → R em que E é um subconjunto aberto de um espaço vetorial normado X.

Teorema C.1 (Veja [28, Proposição 1.3]) Se φ possui uma derivada de Gateaux cont́ınua

em E, então φ ∈ C1(E,R).

No que segue, apresentamos alguns resultados da Análise Funcional.
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Proposição C.2 (Veja [15, Proposição 3.5]) Seja X um espaço de Banach e (xn) uma

sequência em X. Se (xn) converge fracamente para x ∈ X, então ‖xn‖X é limitada e

‖x‖X ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖X .

Teorema C.2 (Veja [15, Teorema 4.1])[ Lema de Fatou]. Seja (fn) uma sequência de

funções em L1(Ω) que satisfaz

(a) para todo n, fn ≥ 0 q.t.p. de Ω;

(b) supn fn <∞;

Então, f ∈ L1(Ω) e
∫

Ω

f ≤ lim inf
n→∞

∫

Ω

fn.

Teorema C.3 (Veja [15, Teorema 4.2])[ Teorema da convergência dominada de Lebesgue

]. Sejam fn uma sequência de funções em L1(Ω), satisfazendo :

(a) fn → f q.t.p. em Ω;

(b) Existe g ∈ L1(Ω) tal que |fn| ≤ g para todo n ∈ N.

Então f ∈ L1(Ω) e
∫

Ω

fndx→

∫

Ω

fdx

Teorema C.4 (Veja [15, Teorema 4.9]) Seja (un) uma sequência em Lp(Ω) e u ∈ Lp(Ω)

tal que un → u. Então existe uma subsequência (unk
) de (un) e existe h ∈ Lp(Ω) tais que

(i) unk
→ u, q.t.p. em Ω,

(ii) |unk
| ≤ h, para todo k ∈ N e q.t.p em Ω.

Teorema C.5 (Veja [15, Teorema 4.11])[ Teorema da representação de Riesz ]. Sejam

p, p′ > 1 com
1

p
+

1

p′
= 1 e φ ∈ (Lp(Ω))′. Então existe uma única função u ∈ Lp′(Ω) tal

que

〈φ, f〉 =

∫

Ω

ufdx para todo f ∈ Lp(Ω),

além disso

‖u‖Lp(Ω) = ‖φ‖Lp′ (Ω).

Teorema C.6 (Veja [15, Teorema 4.5])[ Teorema de Fubini ] Suponha que F ∈ L1(Ω1×

Ω2). Então
∫

Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy =

∫

Ω1

∫

Ω2

F (x, y)dxdy =

∫

Ω2

∫

Ω1

F (x, y)dydx.
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Teorema C.7 (Veja [15, Teorema 2.2])[ Banach-Steinhaus ou Prinćıpio da Limitação

Uniforme ] Sejam E e F espaços de Banach e seja {Ti∈I} uma famı́lia de operadores line-

ares cont́ınuos de E em F . Suponha que a famı́lia {Ti∈I} seja “pontualmente limitada”,

isto é,

sup
i∈I
{‖Tix‖} <∞, ∀ x ∈ E.

Então

sup
i∈I
‖Ti‖L(E,F ) <∞.

Dito de outro modo, existe uma constante C tal que

‖Tix‖ ≤ C‖x‖, ∀x ∈ E e ∀i ∈ I.

Proposição C.3 W s,p
O (RN) é subespaço fechado do espaço W s,p(RN).

Prova: Seja (un) ⊂ W s,p
O (RN) uma sequência de Cauchy na norma ‖·‖s,p. ComoW s,p(RN)

é espaço de Banach, tem-se que

un → u, u ∈ W s,p(RN).

Devemos mostrar que

u ∈ W s,p
O (RN).

Suponhamos por contradição, que

u ∈ W s,p(RN) \W s,p
O (RN).

A definição de W s,p
O (RN) é dada pela ação do grupo ortogonal do R

N , O(N). Mais pre-

cisamente,

W s,p
O (RN) := Fix(O(N)) = {u ∈ W s,p(RN) : τ(u) = u, ∀τ ∈ O(N)}.

A ação é dada por

O(N)×W s,p(RN) −→ R
N

(τ, u) 7−→ τ(u)

e satisfaz às seguintes condições:

(i) 1 · u = u;

(ii) (τϕ)u = τ(ϕu);

(iii) u 7→ τ(u) é linear;

(iii) a ação é isométrica, isto é, ‖τ(u)‖s,p = ‖u‖s,p, ∀u ∈ W
s,p(RN).
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Lembramos que estamos supondo u /∈ W s,p
O (RN). Ou seja,

τ(u) = v 6= u, ∀τ ∈ O(N).

Tem-se que

0← ‖un − u‖s,p = ‖τ(un − u)‖s,p = ‖un − v‖s,p ⇒ ‖un − v‖s,p → 0.

O que contraria a unicidade do limite. Portanto, devemos ter u ∈ W s,p
O (RN), o que encerra

nossa prova.

C.4 Resultados da Teoria de Pontos Cŕıticos

Teorema C.8 Sejam X um espaço topológico compacto e seja f : X → R uma função

semicont́ınua inferiormente (s.c.i., isto é, f−1((a,∞)) é aberto em X para todo a ∈ R).

Então f é limitada inferiormente e existe u0 ∈ X tal que

f(u0) = inf
u∈X

f(u).

Prova: Note que f−1((−n,∞)) são abertos em X para n = 1, 2, 3, · · · e

X =
∞
⋃

n=1

f−1((−n,∞)).

Como X é compacto, existe n0 ∈ N tal que

X =

n0
⋃

n=1

f−1((−n,∞)).

Logo, −n0 < f(u), para toda u ∈ X, donde

−∞ < L = inf
u∈X

f(u).

Para provar que o ı́nfimo de f é atingido, suponhamos por contradição que não

exista u ∈ X tal que f(u) = L.

Por um racioćınio análogo ao anterior, escrevemos

X =
∞
⋃

n=1

f−1

((

L+
1

n
,∞

))

.

Mais uma vez, por X ser compacto, existe k ∈ N tal que

X =
k
⋃

n=1

f−1

((

L+
1

n
,∞

))
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e consequentemente,

f(u) > L+
1

k
, ∀u ∈ X.

Sendo assim, teremos
1

k
+ L < L,

o que é uma contradição. Portanto, deve existir u0 ∈ X tal que

f(u0) = inf
u∈X

f(u).

Corolário C.1 Seja X um espaço de Banach reflexivo. Seja f : X → R uma função

fracamente semicont́ınua inferiormente (f.s.c.i., isto é, s.c.i. na topologia fraca). Suponha

ainda que

lim
‖u‖→∞

f(u) =∞.

Então, f é limitada inferiormente e existe u0 ∈ X tal que

f(u0) = inf
u∈X

f(u).

Prova: Seja M = f(0). Vamos escolher R > 0 tal que

f(x) > M, sempre que ‖u‖ ≥M.

Consideremos f
∣

∣

BR(0)
em que BR(0) = {u ∈ X : ‖u‖ ≤ R}. Como X é reflexivo, segue-se

que BR(0) é fracamente compacta. Aplicando o Teorema C.8 existe u0 ∈ BR(0) tal que

f(u0) = inf
u∈X

f(u).

Segue dáı que,

f(u0) ≤M = f(0) ≤ f(u), se ‖u‖ ≥ R.

Logo, f(u0) é um mı́nimo global para f, ou melhor,

f(u0) = inf
u∈X

f(u).

Corolário C.2 Suponha válidas as hipóteses do Corolário C.1 e, adicionalmente, que f

seja diferenciável em X. Então, o ponto de mı́nimo u0 obtido é um ponto cŕıtico de f. Ou

seja, f ′(u0) = 0.
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Prova: De fato,

Consideremos

ψ(t) = f(u0 + tu), t ∈ R.

Segue-se que ψ é diferenciável e t = 0. Como ψ(0) = f(u0) é um mı́nimo local, segue-se

que ψ′(0) = 0. Logo,

ψ′(0) = f ′(u0) · u = 0, ∀u ∈ X.

Teorema C.9 (Veja [36, Teorema 2.2]) Seja E um espaço de Banach e I ∈ C1(E,R),

satisfazendo à condição (PS). Suponha I(0) = 0 e

(1) existem constantes ρ, α > 0 tais que I
∣

∣

∣

∂Bρ

≥ α e

(2) existe e ∈ E \Bρ tal que I(e) ≤ 0.

Então, I possui um valor cŕıtico c ≥ α, o qual é caracterizado por

c = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

I(u),

em que

Γ = {g ∈ C([0, 1], E) ; g(0) = 0 , g(1) = e}.

Teorema C.10 (Veja [36, Teorema 9.12]) Sejam E um espaço de Banach e I ∈ C1(E,R)

um funcional par satisfazendo à condição (PS). Suponha que I(0) = 0. Se E = Y ⊕ Z,

em que Y tem dimensão finita e

(1) existem constantes ρ, α > 0 tais que I
∣

∣

∣

∂Bρ∩Z
≥ α e

(2) para cada subespaço Y ⊂ E com dimY < ∞ existe R = R(Y ) tal que I < 0 sobre

Y \BR(Y ).

Então, I possui uma sequência ilimitada de valores cŕıticos.

Teorema C.11 (Veja [35, Lema 2]) O funcional

J : W s,p
r (RN) −→ R

w 7−→ J(w) =
1

p
[w]ps,p

é de classe C1
(

W s,p
r (RN),R

)

e sua derivada de Fréchet é dada por

〈J ′(w), v〉 = 〈(−∆p)
sw, v〉,

para toda v ∈ W s,p
r (RN). Além disso, se wn ⇀ w, w ∈ W s,p

r (RN), então

〈(−∆p)
swn, ϕ〉 → 〈(−∆p)

sw,ϕ〉,

para toda ϕ ∈ W s,p
r (RN).
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C.5 Regularidade do funcional energia I.

Em nosso próximo resultado mostramos que o funcional energia I associado ao problema

(1) está bem definido e é de classe I ∈ C1. Também provamos a expressão para a derivada

do mesmo.

Salientamos que esta prova pode ser adaptada facilmente para os funcionais asso-

ciados aos problemas (5) e (6). No entanto, os detalhes das mesmas não serão dados

aqui.

Lema C.1 Suponha f satisfazendo (f1) − (f4), então o funcional “energia” associado

ao problema (1)

I(u) =
1

p
‖u‖ps,p −

∫

RN

F (u)dx

está bem definido, I ∈ C1
(

W s,p
r (RN),R

)

e sua derivada é dada por

I ′(u) · v = 〈(−∆p)
su, v〉+

∫

RN

|u|p−2uvdx−

∫

RN

f(u)vdx,

em que

〈(−∆p)
su, v〉 =

∫∫

R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp
dxdy.

Prova: Sejam I1, I2 : W
s,p
r (RN)→ R em que

I1(u) =
1

p
[u]ps,p +

1

p
‖u‖pp e I2(u) =

∫

RN

F (u)dx.

Vamos provar inicialmente a boa definição do funcional I. Com efeito, como I1 corresponde

a norma do espaçoW s,p
r (RN), segue-se que I1 está bem definido veja [20, 35]. Vamos provar

agora a boa definição de I2. Seja u ∈ W
s,p
r (RN). Vamos considerar primeiro o caso sp = N.

Fazendo uso da hipótese (f4) segue-se que

∫

RN

|F (u)|dx =

∫

RN

∣

∣

∣

∣

∫ u

0

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

dx

≤

∫

RN

[∫ u

0

|f(t)|dt

]

dx

≤ C

∫

RN

[∫ u

0

e(α|t|
N

N−s )dt

]

dx

≤ C

∫

RN

e(α|u|
N

N−s )

[∫ u

0

dt

]

dx

≤ C

∫

RN

e(α|u|
N

N−s )|u|dx.



Regularidade do funcional energia I. 73

Aplicando a desigualdade de Hölder e argumentando como na Proposição 1.1, segue-se

que

∫

RN

|F (u)|dx ≤ C

[

∫

RN

e

(

N
N−s

α|u|
N

N−s

)

dx

](N−s)/N

‖u‖
s/N

Lp(RN )

≤ C‖u‖s/Ns,p

[

∫

RN

e

(

N
N−s

α|u|
N

N−s

)

dx

](N−s)/N

.

Usando densidade e outros argumentos clássicos da Análise Funcional, conclúımos que

e

(

N
N−s

α|u|
N

N−s

)

∈ L1(RN). Logo,

∫

RN

|F (u)|dx < ∞. Portanto, o funcional I2 está bem

definido.

Vamos considerar agora o caso sp < N. Pelo uso da hipótese (f2) segue-se que
∫

RN

|F (u)|dx =

∫

RN

∣

∣

∣

∣

∫ u

0

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

dx

≤

∫

RN

[∫ u

0

|f(t)|dt

]

dx

≤ C

∫

RN

[∫ u

0

|t|p
∗
s−1dt

]

dx

≤ C

∫

RN

|t|p
∗
s−1

[∫ u

0

dt

]

dx

≤ C

∫

RN

|u|p
∗
s−1|u|dx.

Escolhendo r ∈ [p, p∗S], aplicando a desigualdade de Hölder e argumentando a partir da

hipótese (f2) obtemos

∫

RN

|F (u)|dx ≤ C

[∫

RN

|u|(p
∗
s−1)r′dx

]1/r′

‖u‖Lr(RN )

≤ C‖u‖s,p

[∫

RN

|u|(p
∗
s−1)r′dx

]1/r′

.

Por argumentos semelhantes aos do caso sp = N, conclúımos que
∫

RN |F (u)|dx ≤ ∞.

Portanto, o funcional I2 está bem definido.

Vamos provar agora que I1 e I2 são de classe C1(W s,p
r (RN),R).

Afirmação 1) I1 é de classe C1(W s,p
r (RN),R) e sua derivada é dada por

I ′1(u) · φ = 〈(−∆p)
su, φ〉+

∫

RN

|u|p−2uφdx.

De fato, isto segue de [35, Lema 2] ( a parte da seminorma, [·]s,p) e de [15, 37] ( a parte

da norma ‖ · ‖p).

Afirmação 2) I2 é de classe C1(W s,p
r (RN),R) e sua derivada é dada por

I ′2(u) · φ =

∫

RN

f(u)φdx.
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De fato, seja u ∈ W s,p
r (RN) e para cada φ ∈ W s,p

r (RN) definimos

r(φ) := I2(u+ φ)− I2(u)−

∫

RN

f(u)φdx.

Vamos mostrar que

lim
‖v‖s,p→0

r(v)

‖v‖s,p
= 0,

ou equivalentemente, que

lim
‖vn‖s,p→0

r(vn)

‖vn‖s,p
= 0,

em que (vn) ⊂ W s,p
r (RN) é uma sequência convergindo forte para 0 em W s,p

r (RN), isto é,

‖vn‖s,p → 0.

Consideramos a função g definida por

g : [0, 1]→ R

t 7→ g(t) = F (u+ tvn).

Como g é derivável, aplicando a regra da cadeia obtemos

g′(t) = f(u+ tvn)vn.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, segue-se que

F (u+ vn)− F (u) = g(1)− g(0) =

∫ 1

0

g′(t)dt.

Assim,

F (u+ vn)− F (u) =

∫ 1

0

f(u+ tvn)vndt

e substituindo φ = vn em r(φ), obtemos

|r(vn)| =

∣

∣

∣

∣

I2(u+ vn)− I2(u)−

∫ 1

0

f(u)vndx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

RN

(F (u+ vn)− F (u))dx−

∫ 1

0

f(u)vndx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

RN

∫ 1

0

f(u+ tvn)vndtdx−

∫ 1

0

f(u)vndx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

RN

∫ 1

0

[f(u+ tvn)− f(u)]vndtdx

∣

∣

∣

∣

,

ou seja,

|r(vn)| =

∣

∣

∣

∣

∫

RN

∫ 1

0

[f(u+ tvn)− f(u)]vndtdx

∣

∣

∣

∣

. (C.1)
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Agora vamos definir, para cada n ∈ N, a função

gn : RN × [0, 1]→ R

(x, t) 7→ gn(x, t) =
[

f
(

u(x) + tvn(x)
)

− f(u(x))
]

vn(x).

Pela desigualdade de Young, segue-se que

|gn| ≤ |f(u+ tvn)− f(u)||vn|

≤
|f(u+ tvn)− f(u)|

r

r
+
|vn|

r′

r′
,

em que r′ é o conjugado de r ∈ [p,∞) se sp = N (respectivamente, r ∈ [p, p∗S] se sp < N).

Sabendo que tr, t ≥ 0, é crescente e aplicando a desigualdade triangular, temos

|f(u+ tvn)− f(u)|
r ≤ (|f(u+ tvn)|+ |f(u)|)

r.

Como 2r(ar + br)− (a+ b)r ≥ 0 para quaisquer a, b ∈ R positivos, tem-se

(a+ b)r ≤ 2r(ar + br).

Assim,

(|f(u+ tvn)|+ |f(u)|)
r ≤ 2r[|f(u+ tvn)|

r + |f(u)|r]

e obtemos

|f(u+ tvn)− f(u)|
r ≤ 2r[|f(u+ tvn)|

r + |f(u)|r].

Sendo sp = N, pelas hipóteses (f1) e (f4), podemos encontrar constantes C1, C2 > 0 tais

que

|f(u+ tvn)| ≤ C1e

(

α(|u|+t|vn|)
N

N−s

)

e |f(u)| ≤ C2e

(

αu
N

N−s

)

. (C.2)

Assim

|f(u+ tvn)− f(u)|
r ≤ 2r

[

C3e

(

rα(|u|+|vn|)
N

N−s

)

+ C4e

(

rαu
N

N−s

)

]

e consequentemente

|gn| ≤
C32

r exp
(

rα(|u|+ |vn|)
N

N−s

)

r
+
C42

r exp
(

2αu
N

N−s

)

r
+
|vn|

r′

r′
.

Argumentando como anteriormente, temos que

e

(

rα(|u|+|vn|)
N

N−s

)

, e

(

rαu
N

N−s

)

∈ L1(RN).

Como vn ∈ L
r′(RN), segue-se que

∫

RN×[0,1]

|gn(x, t)|dxdt <∞.
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Ou seja, para cada n ∈ N, gn é integrável. Assim podemos aplicar o Teorema de Fubini

na equação (C.1) e reescrevê-la como

|r(vn)| =

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

∫

RN

[f(u+ tvn)− f(u)]vndxdt

∣

∣

∣

∣

.

Segue-se pela aplicação da desigualdade de Hölder, que

|r(vn)| ≤

∫ 1

0

‖f(u+ tvn)− f(u)‖Lr(RN )‖vn‖Lr′ (R)dt.

Uma vez que W s,p
r (RN) ↪→ Lr(R), existe C > 0 tal que

|r(vn)| ≤ C‖vn‖s,p

∫ 1

0

‖f(u+ tvn)− f(u)‖Lr(RN )dt. (C.3)

Por outro lado, como (vn) converge fortemente em W s,p
r (RN), a menos de subsequência,

existe w ∈ W s,p
r (RN), verificando

|vn(x)| ≤ w(x), quase sempre em R
N .

Obtemos assim,

|f(u+ tvn)− f(u)|
r ≤ 2r

[

C3e

(

rα(|u|+|w|)
N

N−s

)

+ C4e

(

rαu
N

N−s

)

]

,

quase sempre em R
N . Denotando por

l := 2

[

C3 exp
(

2α(|u|+ |wn|)
N

N−s

)

) + C4 exp
(

2αu
N

N−s

)

]

,

temos pelo provado acima que l ∈ L1(RN). Ou seja, provamos a existência de uma função

l ∈ L1(RN), satisfazendo

|f(u(x)) + tvn(x)− f((u(x)))|
r ≤ l(x), quase sempre em R

N .

Como W s,p
r (RN) ↪→ Lr′(RN) (veja [20, Teorema 6.9])) e ‖vn‖s,p → 0, para alguma cons-

tante C > 0, temos que

‖u+ tvn − u‖Lr′ (RN ) ≤ ‖vn‖Lr′ (RN ) ≤ C‖vn‖s,p → 0.

Ou seja, u+ tvn → u em Lr′(0, 1). Então, a menos de subsequência,

u(x) + tvn(x)→ u(x) quase sempre em R
N .

Logo, pela continuidade de f, segue-se que

f(u(x) + tvn(x))→ f(u(x)), quase sempre em R
N .
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Dito de outro modo,

|f(u(x) + tvn(x))− f(u(x))|
r′ → 0, quase sempre em R

N .

Assim sendo, segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, Teorema C.3

que

‖f(u+ tvn)− f(u)‖Lr′ (RN ) → 0.

Agora, multiplicando a desigualdade (C.3) por ‖vn‖s,p
−1, obtemos

|r(vn)|

‖vn‖s,p
≤ C

∫ 1

0

‖f(u+ tvn)− f(u)‖Lr′ (RNM)dt,

dáı, tomando o limite quando ‖vn‖s,p → 0, obtemos

lim
‖vn‖s,p→0

r(vn)

‖vn‖s,p
= 0.

Resta mostrar que I ′2(u) : W
s,p
r (RN)→ R é um funcional linear cont́ınuo.

De fato, a linearidade de I ′2 é herdada da integração. Vamos provar agora a sua

limitação. Pela desigualdade de Hölder, temos

|〈I ′2(u), φ〉| =

∣

∣

∣

∣

∫

RN

f(u)φdx

∣

∣

∣

∣

≤ ‖f(u)‖Lr(RN )‖φ‖Lr′ (RN ) ≤ C‖f(u)‖Lr(RN )‖φ‖s,p.

Como e

(

rα|u|
N

N−s

)

∈ L1(RN), existe uma constante C̃ > 0, dependendo de u, tal que

|〈I ′3, φ〉| ≤ C̃‖φ‖s,p, para todo φ ∈ W s,p
r (RN),

ou seja, I ′3(u) é limitado. Portanto, I ′3 é Frechét diferenciável e sua derivada é dada por

〈I ′3(u), φ〉 =

∫

RN

f(u)φdx.

Agora mostraremos que I3 é cont́ınua. Seja (un) ⊂ W s,p
r (RN) tal que un → u em

W s,p
r (RN). Segue-se que

‖I ′3(un)− I
′
3(u)‖(W s,p

r (RN ))∗ = sup
φ∈W s,p

r (RN ), ‖φ‖s,p=1

|〈I ′3(un)− I
′
3(u), φ〉|

= sup
φ∈W s,p

r (RN ), ‖φ‖s,p=1

∣

∣

∣

∣

∫

RN

(f(un)− f(u))φdx

∣

∣

∣

∣

≤ C1 sup
φ∈W s,p

r (RN ), ‖φ‖s,p=1

∫

RN

|f(un)− f(u)||φ|.

Usando a desigualdade de Hölder e lembrando que W s,p
r (RN) ↪→ Lr′(RN), para alguma

constante C > 0, temos

‖I ′3(un)− I
′
3(u)‖(W s,p

r (RN ))∗ ≤ C sup
φ∈W s,p

r (RN ), ‖φ‖s,p=1

‖f(un)− f(u)‖Lr(RN )‖φ‖Lr′ (RN ).
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Como un → u em W s,p
r (RN), por um argumento análogo ao que usamos para provar que

‖f(u− tvn)− f(u)‖r → 0, conclúımos que

‖f(un)− f(u)‖r → 0,

e isto conclui a continuidade de I ′3.

Encerramos assim a prova do Lema C.1 no caso sp = N. Para o caso sp < N,

consideramos de modo análogo

|r(vn)| =

∣

∣

∣

∣

∫

RN

∫ 1

0

[f(u+ tvn)− f(u)]vndtdx

∣

∣

∣

∣

e

gn(x, t) =
[

f
(

u(x) + tvn(x)
)

− f(u(x))
]

vn(x).

No entanto, para as estimativas em (C.2) usamos (f1)−(f2) em vez de (f1) e (f4) usadas

outrora. O restante da prova segue de modo análogo ao caso sp = N.
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[38] Yimin Zhang e Yaotian Shen: Existence of solutions for elliptic equations without

superquadraticity condition, Front. Math. China 7 (2012), no. 3, 587-595.


