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Resumo 
A modelagem e simulação é uma ferramenta utilizada em industriais para avaliar o comportamento de 
um processo em diferentes condições operacionais. Na literatura, existem pesquisas diversas 
relacionadas à modelagem matemática e simulação de reatores. Porém, tem-se a dificuldade numérica 
na solução de problemas com termo convectivo dominante. Assim, o presente trabalho desenvolve a 
solução analítica a partir de uma equação diferencial parcial para o problema de um reator em regime 
transiente, considerando difusão e convecção dominante. Essa solução analítica depende do 
adimensional número de Péclet mássico e módulo de Thiele. Como o número de Péclet fornece uma 
razão entre os fluxos convectivo e difusivo, a solução analítica empregada usou elevados valores de 
Péclet para simular condições de escoamento com efeito convectivo mais significante que o difusivo, e 
consequentemente empregou-se também elevados valores para o módulo de Thiele. São simulados os 
perfis com o número de Péclet variando de 2 a 50, sendo que no valor mais elevado fica evidenciada a 
dominância da convecção pelo perfil praticamente linear de concentração de reagente ao longo do 
reator em regime permanente. Os resultados obtidos são fisicamente coerentes e a solução analítica 
pode ser usada na análise de convergência e estabilidade de soluções numéricas. 
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Solução analítica. 

 

Abstract 

Modeling and simulation is a tool used in industrial to assess the behavior of a process under different 
operating conditions. In the literature, there are many researches related to mathematical modeling and 
simulation of reactors. However, there is a numerical difficulty in problems with dominant convective 
term. Thus, the present work develops the analytical solution from a partial differential equation for the 
problem of a transient reactor, considering diffusion and dominant convection. This analytical solution 
depends on the dimensionless Peclet’s number mass and Thiele's modulus. As the Peclet’s number 
provides a ratio between convective and diffusive flows, the analytical solution was used to simulate a 
process using high Peclet values to simulate flow conditions with a more significant convective effect 
than the diffusive one, and consequently, high values for the Thiele modulus were also used. Profiles 
with the number of Peclet varying from 2 to 50 are simulated, with the highest value evidencing the 
dominance of convection by the practically linear profile of reagent concentration along the reactor in 
steady state. The results obtained are physically consistent and the analytical solution can be used in the 
analysis of convergence and stability of numerical solutions. 
 

Keywords: Convective flow diffusive flow, Mathematical Modeling, Simulation, Reactor, 
Analytical solution. 
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1 Introdução 
 

A modelagem e simulação é uma ferramenta utilizada em processos industriais, para simular e prever 
suas condições operacionais. Essa modelagem de processos é representada por equações matemáticas 
diferenciais. Existem diversas pesquisas na literatura relacionadas ao assunto [4], [9], [12], [16]. Artur 
[1] utilizou a simulação CFD para estudar o escoamento no interior de dois leitos fluidizados. Como 
também, a mesma metodologia foi aplicada por Rosa [19] para a modelagem e simulação em um 
trocador de calor, usando correlações de transferência de calor para o número de Nusselt.  
Os modelos matemáticos são utilizados em simuladores de processos com o objetivo de analisar o 
comportamento de um processo e/ou parâmetros para diferentes condições operacionais, como por 
exemplo em reatores. Leonzio [13] desenvolveu um modelo matemático unidimensional para um reator 
multitubular industrial em condições de regime permanente, que apresenta como função a produção de 
metanol. No estudo foram considerados os balanços de massa e energia, levando em consideração a 
convecção e difusão. A equação de Ergun e as condições de contorno de Dirichlet, também foram 
aplicadas para a modelagem matemática. Já os pesquisadores Hamedi et. al. [10], com o objetivo de 
prever o desempenho de um reator para a produção simultânea de xilenos, hidrogênio e tolueno, 
desenvolveram um modelo matemático bidimensional em regime permanente a partir do método de 
diferenças finitas.  
Os reatores químicos tem a funcionalidade de transformar a matéria-prima em produtos 
comercializáveis, com maior eficiência e rendimento. Esses equipamentos devem promover o contato 
entre os reagentes e fornecer um ambiente adequado em termos de temperatura, pressão, concentração 
dos reagentes e agitação, durante o tempo necessário para que os reagentes se convertam em produtos. 
O modelo de reator mais utilizado para determinar as constantes de taxa de reação é o reator de tanque 
agitado. Segundo Rosa [19], essa determinação das constantes e mecanismo de taxa de reação é feita 
pela análise do comportamento transiente do reator, fato que permite uma análise cinética detalhada das 
etapas elementares.  
A partir da simulação numérica, é possível analisar os efeitos de transferência de calor e massa no 
reator em regime transiente. Para isso, aproximam-se as equações de desempenho dos reatores reais das 
equações dos reatores ideais, diminuindo consideravelmente o número de variáveis que influenciam no 
processo e simplificam as equações [14]. 
Recentemente, estudos vêm sendo realizados com o objetivo de avaliar o comportamento das variáveis 
operacionais presentes no reator, baseando em modelagem matemática e simulação numérica. Por 
exemplo, Gutiérrez [8] desenvolveu um novo projeto de distribuidores de entrada/saída para reatores 
tubulares fotoeletroquímicos, com objetivo de avaliar o perfil de velocidade dentro do reator. Esse 
projeto foi realizado a partir da simulação 3D da hidrodinâmica em estado estacionário e a equação de 
conservação de massa em regime transiente, para projetar a geometria dos distribuidores de 
entrada/saída, o comprimento do reator e o espaçamento entre os eletrodos. Além disso, a modelagem 
matemática e simulação foi utilizada por Pitkaoja [18] para avaliar as condições de operação do reator 
na gaseificação de leito fluidizado borbulhante.  
Além disso, Tandon e Jain [21] aplicaram modelagem e simulação para avaliar o desempenho do reator 
de membrana na decomposição de iodeto de hidrogênio. Na literatura existe o modelo matemático 
isotérmico para avaliar o desempenho do reator nesse tipo de processo. Porém, os pesquisadores 
desenvolveram um modelo matemático não isotérmico, a partir de material microscópio e do balanço de 
energia ao longo do reator de membrana. Com a finalidade de validar o modelo, foram utilizados dados 
experimentais. Assim, concluíram que o modelo não isotérmico obtido apresenta relevância para a 
análise no comportamento do reator de membrana. Um modelo de fluxo bifásico de Euler-
tridimensional transiente foi desenvolvido por Karadimou [11], para avaliar o fluxo turbulento e a 
mistura de líquidos e bolhas no reator de tanque agitado induzido por gás, usando a técnica de malha 
deslizante. A Tabela 1 compila uma breve revisão da literatura sobre os estudos recentes envolvendo 
modelagem matemática e simulação numérica para reatores. 
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Tabela 1: Estudos relacionados a modelagem matemática e simulação numérica para reatores 

ESTUDO REFERÊNCIAS 

Objetivo: avaliar os efeitos das variáveis operacionais na conversão de ácido oleico 
em oleato de etila, em um reator tubular em regime transiente. 
Modelo: modelagem matemática descrita por sistemas de equações diferenciais 
parciais, a partir da dispersão axial e balanços de massa e energia. 

[5] 

Objetivo: estudar a distribuição da temperatura interna e o campo de fluxo de um 
reator de polissilício tipo belljar da Siemens. 
Modelo: simulação numérica usando modelo CFD combinado com Gambti. 

[9] 

Objetivo: avaliar o impacto da distribuição do tamanho de partículas na nitrificação 
parcial em um reator granular aeróbio. 
Modelo: modelagem matemática descrita por sistemas de equações diferenciais. 
Esse sistema de EDP representa a mudança espacial e temporal dos componentes 
solúveis e sólidos de cada grânulo. Também foi usado balanço de massa para 
representar o soluto (lama de grânulos) presente dentro do grânulo. 

[23] 

Objetivo: estabelecer um método de desenvolvimento digital e enxuto para reatores 
tubulares impressos em 3D, que permite ciclos de desenvolvimento mais curtos e 
configuração de processo direcionada. 
Modelo: simulação numérica para reatores em fluxo laminar incompressível, em 
que utilizou primeiramente o modelo CAD. Em seguida, as informações foram 
transferidas para o software CFD. Assim, a simulação numérica foi baseada no 
método de elementos finitos. 

[2] 

Objetivo: avaliar o desempenho de um reator empacotado com fenda única e prever 
a conversão de CO para a síntese de metanol. 
Modelo: modelagem matemática 3D-pseudo-homogênea descrita pelo método de 
elementos finitos, em que acopla balanços de massa e energia. 

[6] 

Fonte: Autores. 
 

A partir da análise numérica, é possível resolver problemas matemáticos utilizando métodos numéricos 
apropriados, conforme foi exemplificado na Tabela 1, que apresentou alguns estudos envolvendo 
modelagem e simulação para reatores [17]. A solução numérica das equações de transporte dentro do 
reator pode ser aplicada pela simulação da dinâmica de fluidos computacional (CFD) hidrodinâmica, 
transporte de massa e calor e distribuição de corrente e potencial [3]. Entretanto, a resolução de 
equações diferenciais parciais com o termo convectivo sendo mais significativo do que o difusivo 
(convectivo dominante) ainda é uma dificuldade numérica. De acordo com Maliska [15], essa 
dificuldade numérica é justificada pelo uso de aproximações de diferenças centrais e outros esquemas 
de alta ordem, que produzem soluções não realísticas, por serem esquemas não dissipativos. Assim, 
para se evitar as soluções não realistas, recorre-se aos esquemas upwind, que produzem soluções 
fisicamente coerentes, entretanto têm a propriedade de suavizar os altos gradientes, por serem 
dissipativos [15]. 
Sendo assim, neste trabalho é apresentado a solução analítica que descreve o comportamento de um 
reator com uma reação de primeira ordem em regime transiente, considerando difusão e convecção 
dominante. A solução analítica é obtida a partir da equação diferencial parcial e realizando os devidos 
procedimentos algébricos, fornece a solução geral para o problema. Essa solução analítica foi 
empregada na simulação de um processo usando elevados valores para o adimensional número de 
Péclet mássico e módulo de Thiele, com o propósito de avaliar o efeito convectivo e difusivo no reator.  
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2 Modelagem Matemática 
 
O problema simulado consiste na decomposição isotérmica de uma espécie A ao longo de um reator 
tubular em regime transiente, sendo consideradas somente as variações de propriedades na direção axial 
(unidimensional), conforme Figura 1. 

 

 

Figura 1: Esquema de um reator tubular.  
Fonte: Autores. 

Todas as propriedades são assumidas constantes e a reação é irreversível com cinética de primeira 
ordem, sendo . Assim, assumindo o princípio da conservação de massa: 

 

O balanço de massa na forma diferencial assume a forma da Equação 1, com as condições iniciais e de 
contorno dadas pelas Equações 2 a 4, respectivamente. 

 
 

C.I.:           (2) 

C.C.1:        (3) 

C.C.2:      (4) 

 
em que  é a concentração da espécie A na direção axial, x, no instante t,  é a velocidade da 
mistura reagente,  é a difusividade mássica de A no meio reacional, L é o comprimento do reator e K 
é a constante cinética.  
Verifica-se que o modelo é composto por uma Equação diferencial parcial (EDP) de 2ª ordem, sendo 
uma das condições de contorno não homogênea. Para tornar a solução geral e evitar ordens de 
grandezas distintas, os seguintes adimensionais foram empregados conforme Tabela 2. 
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Tabela 2: Adimensionais 

ADIMENSIONAL DEFINIÇÃO 

Comprimento adimensional: θ 
 

Número de Péclet mássico:  
 

Módulo de Thiele:  

 

Número de Fourier mássico:  
 

Concentração adimensional:  
 

Reescrevendo-se o modelo a partir dos adimensionais de comprimento e concentração, tem-se após 
manipulação: 

 

Dividindo a Equação 5 por , tem-se: 

 

Substituindo-se o adimensional de tempo (Número de Fourier mássico), o número de Péclet mássico e o 
Módulo de Thiele, tem-se: 

 

Nesta Equação (7) a variável dependente é a concentração adimensional, função dos adimensionais de 
comprimento e de tempo: U(,). As condições iniciais e de contorno da Equação 7, na forma 
adimensional, são dadas por: 

C.I.:              (8) 

C.C.1:              (9) 

C.C.2:            (10) 

Percebe-se que existe uma condição de contorno não homogênea, representada pela Equação 9. Sendo 
assim, para a determinação da solução analítica, é necessário realizar uma mudança de variável que 
torne o problema homogêneo. Para tal, primeiramente deve-se determinar a concentração em regime 
permanente definida como , cuja equação diferencial ordinária (EDO) é obtida zerando-se a 
derivada temporal na Equação 7 e substituindo-se U por : 
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Como a Equação 11 é uma EDO de 2ª ordem com coeficientes constantes, deve-se encontrar as 2 raízes 
(1 e 2) de sua equação característica que são funções de  e , Equação 12 e 13, respectivamente.  

 
 
 

 

Verifica-se que ambas as raízes são reais e a solução geral da Equação 11 é: 

 

Ressalta-se que a solução geral também pode ser escrita, de forma equivalente, usando funções 
hiperbólicas. As constantes c1 e c2 são determinadas de forma a satisfazer as condições de contorno para 

(), dadas por  e  , Equações 9 e 10, respectivamente. Assim, as 

constantes c1 e c2 são representadas por: 

 
 

 

Logo, a solução particular para () é dada por: 

 

Definida a solução de regime permanente, é possível fazer uma mudança na variável dependente da 
Equação 7, definindo-se a nova variável V(,) = U(,) - (), de tal forma que se tenha um problema 
com condições de contorno homogêneas dado por: 

 
 

Sendo as condições iniciais e de contorno para a Equação 18: 

C.I.:     (19) 

C.C.1:     (20) 

C.C.2:     (21) 

A solução da Equação 18 baseia-se na suposição de V(,) como produto de uma função somente de , 
Q(), por uma função somente de , T(), ou seja,  
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Substituindo-se este produto da Equação 22 na Equação 18, é possível separar as funções de cada 
variável em lados distintos da igualdade, que só poderá ser satisfeita se ambos os lados forem iguais a 
uma constante negativa, definida por –p2, conforme Equação 23.   

 

Na realização de procedimentos algébricos são obtidas duas EDOs, dadas pelas Equações 24 e 25. 

 

 

Resolvendo-se a Equação 24, que apresenta uma EDO de 1ª ordem, tem-se como solução geral a 
Equação 26: 

 

A análise da Equação 23 explica o uso do sinal negativo na constante  da Equação 26. Sem esse sinal 
a função do tempo aumentaria exponencialmente com o tempo, fato que promoveria valores ilimitados 
de concentração, o que não seria fisicamente possível.  

A Equação 25 é uma EDO de 2ª ordem com coeficientes constantes, cujas raízes da equação 
característica são . Assumiu-se que estas raízes formam um par 
complexo conjugado (o termo dentro da raiz é negativo). Conforme demonstrado posteriormente, esta 
suposição possibilita adequar a solução às condições iniciais e de contorno (Equações (19) a (21)). Para 
simplificar a notação, o módulo da parte imaginária foi definida pela variável  (de valor positivo), 
conforme Equação 27, e a solução geral da EDO é dada pela Equação 28. 

  

 

A partir da Equação 28 para , é necessário satisfazer as condições de contorno apresentadas pelas 
Equações 20 e 21. A condição de contorno da Equação 20, , requer que se tenha  e 

assim . Ademais, a 2a condição de contorno, Equação 21, , implica em Q’(1)=0, que 
resolvida para  gera um conjunto de infinitos valores positivos (vi, i = 1 a ∞) que são as raízes da 
Equação 29. Baseado nestes valores, também pode-se determinar os valores de , segundo a Equação 
30.  

 

 

Verifica-se que há infinitas soluções da EDP dada pela Equação (18) que atende às condições de 
contorno dadas pelas Equações (19) e (20) na forma:  

 

Para se determinar a solução que também atenda à condição inicial dada pela Equação (21), é 
necessário determinar os valores de Ci, sendo determinados a partir da condição inicial. Verifica-se que 
embora as funções  não formem um conjunto ortogonal no intervalo [0,1], elas são ortogonais 
neste intervalo em relação à função peso f( )= , o que possibilita a determinação das constantes Ci 
por meio da Equação 32 (Zill e Cullen, 2001).  

 



 

 
ISSN 2178-0471 

vol. 13 n.2 Dez. 2022 
pág. 50-61 

 

57 
 

  

Realizando os cálculos das integrais presentes na Equação 32 e definindo os parâmetros A, B, C e D, 
como mostrado na Tabela 3, tem-se a Equação 33 para a determinação das constantes Ci. 

 
 

Tabela 3: Termos da Equação 33 

PARÂMETR
OS 

TERMOS DA EQUAÇÃO 33 

A  

B  

C 

D 

 

Após todos os termos definidos, a solução analítica é apresentada pela Equação 34. 
 

 

Deve-se observar que a Equação 34 está em função do comprimento e tempo adimensionais, e depende 
dos adimensionais número de Péclet mássico  e módulo de Thiele . Assim, a partir de valores 
distintos empregados para o adimensional Péclet, pode-se obter conclusões significativas para um 
problema que apresenta convecção e difusão dominantes. 

 
3 Resultados da Pesquisa 

 
A solução analítica obtida no presente estudo foi empregada na simulação de um processo, em que foi 
avaliada a influência do adimensional número de Péclet e do módulo de Thiele, para a previsão do 
perfil de concentração no reator em função do tempo. Portanto, foram empregados distintos valores de 
Péclet ( ) e módulo de Thiele igual a = , conforme Figura 2. A 
concentração inicial foi definida como 1. 
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Figura 2: Variação temporal dos perfis de concentração para módulo de Thiele igual a = . 
 
 

A Figura 2 representa o comportamento de um fluido que escoa na direção axial no reator em condição 
de regime transiente. Assim, ao longo do tempo, a concentração diminui no reator. 
É relevante observar a influência do adimensional número de Péclet mássico e módulo de Thiele. 
Ressalta-se que o número de Péclet mede a relação do fluxo convectivo para o difusivo, sendo 

calculado por , em que  é a velocidade,   o comprimento e  coeficiente de difusão de 

massa. Segundo Seymour et al [20], para fluxo com valor baixo de , os efeitos difusivos dominam o 
convectivo, caso contrário os efeitos convectivos são dominantes. Portanto, empregou-se valores 
elevados para Péclet mássico, pois o objetivo é analisar o problema com convecção dominante.  
Nota-se, ainda na Figura 2, que variando o valor de Péclet definidos como , 
Figura 2a, 2b e 2c, respectivamente, existe uma diferença significativa na concentração. Com isso, o 
efeito convectivo é mais significativo que o difusivo, pelo comportamento quase linear para Péclet igual 
a 50, Figura 2c. Esse fato também pode ser observado variando-se o módulo de Thiele 
( = = = ) e empregando número de Péclet igual a , conforme Figura 3. 
 
 

(c) 

(b) (a) 
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A partir do perfil de concentração apresentados nas Figuras 2 e 3, ao empregar-se valores tão elevados 
para Péclet mássico faz com que seja necessário o uso de um também elevado módulo de Thiele, ou 
seja, a constante cinética deve ser elevada para que o tempo de residência seja o suficiente para que a 
reação se processe em elevadas velocidades da mistura reacional. 
Além disso, foram necessários  empregar 150 termos na série para o cálculo da solução na convergência 
para  = 0,0001. Este número fica inferior a uma dezena para os demais valores mais elevados de . 
apresentados nas Figuras 2 e 3.  
Verifica-se que os comportamentos dos perfis de concentração determinados são fisicamente 
consistentes e estão como o esperado, para um reator tubular em condição de regime transiente. 
Ressalta-se que a solução analítica desenvolvida pode contribuir na análise da convergência de 
posteriores soluções numéricas do problema estudado. 
  

4 Conclusão 
  
A solução analítica do modelo para o reator em regime transiente, considerando difusão e convecção 
dominante, foi desenvolvida e analisada neste trabalho. A equação resultante depende do número de 

(a) (b) 

(c) Figura 3: Variação temporal dos perfis de concentração para número de Peclét igual a . 
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Péclet mássico e módulo de Thiele. Assim, foram testados valores distintos de Péclet e módulo de 
Thiele para avaliar o comportamento do perfil de concentração no reator.  
Nota-se que os resultados foram fisicamente consistentes, e a solução analítica obtida para o problema 
de um reator em regime transiente, considerando difusão e convecção dominante, pode contribuir para a 
análise da convergência e de estabilidade em uma posterior solução numérica desse problema.  
O perfil quase linear de concentração em regime permanente para , indica que o efeito 
convectivo é realmente muito mais significativo que o difusivo. Ressalta-se que a evolução temporal do 
perfil de concentração apresenta gradientes bastante elevados para o início da operação do reator, o que 
dificulta uma solução numérica convergida e fisicamente consistente. Nestas condições, a 
disponibilidade da solução analítica é muito útil na análise de estratégias numéricas de solução do 
problema.  
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