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RESUMO

Este trabalho aborda a geometria hiperbodlica presente por tras das obras Limites Cir-
culares I, III e IV elaboradas pelo matematico Maurits Corneles Escher. Nestas obras
encontramos elementos como curvas equidistantes e tesselagoes hiperbdlicas regulares as-
sociadas a grupos triangulares. O objetivo do trabalho é determinar, mediante o teorema
de Poincaré, poligonos fundamentais convexos e construir superficies compactas pelo quo-
ciente A/I", onde A é o disco de Poincaré e I' é um grupo discreto gerado por isometrias

de A que identificam os lados do poligono.

Palavras-chave: teorema de Poincaré; geometria hiperbdlica; limites circulares.



ABSTRACT

This work approaches the hyperbolic geometry present behind the works Circular Limits
[, IIT and IV elaborated by the mathematician Maurits Corneles Escher. In these works
we find elements such as equidistant curves and regular hyperbolic tessellations associated
with triangular groups. The objective of this work is to determine, using the Poincaré
theorem, convex fundamental polygons and to construct compact surfaces by the quotient
A/T, where A is the Poincaré disk and I' is a discrete group generated by the isometries
of A that identify the sides of the polygon.

Keywords: Poincaré’s theorem; hyperbolic geometry; circular boundaries.
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1 INTRODUCAO

Maurits Cornelis Escher foi um artista grafico holandés conhecido pelas suas xi-
logravuras e litografias, em que representa construcoes de paisagens, ilusoes de oética,
preenchimento regular do plano, metamorfoses e exploracées do infinito. Em marco de
2022 completaram-se cinquenta anos de sua morte, um dos motivos que nos inspirou a
desenvolver um estudo sobre algumas de suas obras mais importantes, os Limites Circu-

lares.

Nas obras Limites Circulares I, II, IIT e IV, o artista faz uma representacao do infi-
nito em uma circunferéncia. Por tras de cada obra existem varios elementos da Geometria
Hiperbdlica, como geodésicas, curvas equidistantes, triangulos, poligonos e tesselagoes hi-

perbolicas regulares associadas a grupos triangulares.

O objetivo inicial do trabalho ¢é identificar a existéncia de tesselagoes hiperbdlicas
regulares associadas a grupos triangulares. Utilizando o teorema de Poincaré (Teorema
3.4.1), queremos determinar poligonos fundamentais convexos e construir superficies com-
pactas pelo quociente A/I'; onde A é o disco de Poincaré e I' é um grupo discreto gerado

pelas isometrias de A que identificam os lados do poligono.

Através da teoria de superficies que estudaremos, temos que todas as superficies
compactas de género g > 2 podem ser mapeadas por um poligono Py, de 4¢ lados e 4g
vértices, que satisfaz certas condigdes em relagao ao ciclo de vértices e a transformacao
associada ao ciclo. Buscaremos determinar tais tipos de poligonos em cada obra, pois

neste caso sabemos que a superficie gerada é um toro de género g.

O resultado final obtido pela construgao descrita acima ¢é superficies de género g
que estao recobertas pelas imagens que aparecem em cada obra. Orientando os lados do
poligono e definindo isometrias que identificam tais lados adequadamente, podemos obter
as superficies recobertas com as imagens se encaixando perfeitamente e preservando as
cores que aparecem. Porém, conseguir identificar tal poligono (e se ele existe) nem sempre
é tarefa facil, pois seus vértices podem estar localizados perto da fronteira de A, o que
dificulta o processo de construcao e visualizacdo. Além disso, o nimero de vértices do

poligono pode ser grande, o que torna mais complicado de encontré-lo.

Assim, para estudar estes problemas, primeiramente nos dedicamos a entender
a teoria de Geometria Hiperbodlica e alguns resultados importantes, como o teorema de

Poincaré. A seguir, apresentamos a estrutura de cada capitulo do trabalho.

No Capitulo 1, faremos um breve relato sobre a historia de vida, técnicas de arte,

principais obras e ladrilhamentos do plano feitos por Escher. Veremos como surgiram
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as primeiras ideias de introduzir o infinito em suas obras. Apresentaremos uma imagem
feita pelo matematico Coxeter que inspirou Escher a obter a ideia de infinito em suas

construcoes. Depois mostraremos cada uma das obras Limites Circulares I, II, IIT e IV.

No capitulo 2, vamos apresentar dois modelos da Geometria Hiperbdlica, que sdo
o modelo do semiplano superior H? e o modelo do disco de Poincaré A. Descreveremos,
primeiramente, as Transformacgoes de Mobius e o subgrupo PSL(2,R) de PSL(2,C), cujo
entendimento é necessario para construcao dos modelos hiperbdlicos. Na sequéncia apre-
sentamos cada um dos modelos e construimos um isomorfismo entre eles. Abordamos
a métrica hiperbodlica, comprimento de curvas e descrevemos as geodésicas. Determi-
namos poligonos e triangulos hiperbédlicos, mostrando resultados referentes a area e leis

trigonométricas nesta geometria. Por fim, apresentamos as isometrias e sua classificacao.

No capitulo 3 o principal objetivo é apresentar o teorema de Poincaré. Para isso,
primeiramente, falaremos de grupos descontinuos, grupos fuchsianos, dominios e poligo-
nos fundamentais. A partir deste estudo, veremos que qualquer grupo fuchsiano agindo
de forma descontinua sobre o plano hiperbdlico tem um poligono fundamental convexo
(Teorema 3.3.3). Tal poligono é chamado de poligono de Dirichlet. Depois apresentamos
o teorema de Poincaré, que nos fornece um método para construir grupos fuchsianos a
partir de poligonos e uma identificacao de lados, além de mostrar que o poligono sera um

poligono fundamental convexo para o grupo fuchsiano.

No capitulo 4 definiremos grupo triangular e tesselagao hiperbdlica regular. Apre-
sentaremos tesselagoes autoduais, ou seja, tesselagdes do tipo {p, p}, geradas por poligonos
de p lados onde em cada vértice do poligono se encaixam p de suas réplicas. Abordaremos
também a teoria de superficies obtidas através de poligonos regulares Py, que geram uma

tesselacao autodual {4¢g,4g} e satisfazem o teorema de Poincaré.

No capitulo 5 aplicamos a teoria estudada nas obras Limites Circulares I, 1T e IV,
mostrando a existéncia de tesselagoes hiperbdlicas regulares associadas a grupos triangu-
lares. Na obra Limite Circular III, definimos um poligono P, que gera uma tesselacao
autodual, satisfaz o teorema de Poincaré e gera uma superficie A/T" de género g, tal que
as isometrias que identificam os lados do poligono unem perfeitamente as imagens dos
peixes que aparecem na obra, porém nao preservam a cor dos peixes. Nesta obra, fala-
remos também sobre curvas equidistantes. Nas obras Limites Circulares I e IV veremos

que as tesselacoes associadas a grupos triangulares sao as mesmas nas duas obras.
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2 A VIDA, ARTE E O INFINITO
DE M. C. ESCHER

Neste capitulo vamos falar sobre a histéria e obras de Maurits Cornelis Escher.
Escher nasceu em 17 de junho de 1898, em Leeuwarden, Holanda. Se tornou um artista
muito conhecido devido as xilogravuras e litografias que desenvolveu. Nas suas primeiras
obras produziu desenhos de paisagens reais e imaginarias que chamavam muita atencao
devido a selecao de pontos de fuga, uso de luz, sombra e cores. Mais tarde, criou desenhos
onde introduziu o tema sobre Perspectiva, reflexos e fez a representacao de objetos tri-
dimensionais em um desenho bidimensional, criando uma perfeita ilusdo de ética. Anos
depois, comecou a fazer ladrilhamentos, onde ilustrava muitos tipos de simetrias, utili-
zando ainda como temas a natureza, paisagens e vistas urbanas. Nestas obras, sempre
demonstrou que um padrao de ladrilhamentos pode se estender indefinidamente tanto no
espaco como no tempo. A partir de 1938, se dedicou a produzir obras que transmitem
uma impressao grafica do infinito em fronteiras finitas, fazendo um perfeito ladrilhamento
do espaco, euclidiano e nao euclidiano, onde sao representadas. O estudo deste capi-
tulo foi baseado nas referéncias Ernst [8], Gupta [10], Rodrigdnez [17], Rodrigues [18],
Schattschneider [21] e Tjabbes [25].

2.1 Historia de vida, técnicas de arte e obras produzidas

Escher foi filho do engenheiro holandés George Arnold Escher, que se casou com
Sarah Gleichmann apds a morte da sua primeira esposa. Sarah foi a mae de Escher e
ele foi o ultimo dos cinco filhos da familia. Apesar dos seus irmaos seguirem na area
de ciéncias e engenharia, Escher nao gostava muito de matematica, pois o seu interesse
era em artes graficas. O apoio dos seus pais era pouco para seguir esta carreira, pois
achavam que o filho ndo teria sucesso e seguranga econdmica para a sua vida. Porém,
o seu professor de artes graficas, Samuel Jesserun de Mesquita, da escola onde estudou,

acabou convencendo-os do talento do filho.

Escher era especializado em xilogravuras e litografias. As xilogravuras sao feitas
através do corte de um desenho num bloco de madeira. Para esculpir o desenho, sao
utilizadas ferramentas chamadas de goivas. Apoés esculpido o desenho, é aplicada uma
tinta na matriz e a mesma é prensada em um papel para receber o desenho, como se fosse
um carimbo. J& nas litografias, o desenho é feito sobre uma pedra plana especialmente
tratada. Para fazer o desenho é utilizado um lapis bem gorduroso. Depois do desenho

pronto, isolam-se partes que ficardo em branco com goma arabica e, em seguida, molha-se
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com agua e aplica-se a tinta na superficie, coloca-se o papel e, por fim, a prensa.

Em 1922, apo6s concluir os seus estudos, Escher se mudou para a Itélia, onde per-
maneceu até 1935. Neste periodo ele produziu muitos desenhos retratando as paisagens
italianas, revelando sempre a visao escheriana, ou seja, o que ele sentia diante de deter-
minada cena: a esséncia do local. A inspiracao para criar os desenhos surgia através das
varias viagens que realizou pelo pais, muitas vezes acompanhado de outros pintores que
havia conhecido em Roma, os quais compartilhavam o objetivo de capturar impressoes e
fazer esbogos. Grande parte dos trajetos, principalmente pelo sul da Italia, eram feitos a
pé e duravam varios dias. Nesta época, Escher ainda era bastante desconhecido. Tinha
organizado algumas pequenas exposicoes e ilustrado dois ou trés livros, mas raramente

vendia alguma obra. A Figura 1.1 mostra algumas artes produzidas neste periodo.

(a) San Gimignano (1922) (b) Barbarano, Cimino (1929)

Figura 1 — Paisagens italianas.

Fonte: Tjabbes (2013).

As imagens produzidas eram muito belas, porém tradicionalistas. Escher, entao
comecou a produzir obras com novos temas. A Perspectiva foi uma das suas primeiras
inovagoes, em que a técnica permite ao artista sugerir relacdo dentro de uma imagem. Ele
fez experiéncias escolhendo um ponto de vista elevado ou baixo retratando, por exemplo,
as montanhas italianas e vales. A obra “Atrani, (1932)", Figura 1.2 (a), retrata um dos
seus trabalhos neste estilo. Outro novo tema foi mostrar o conflito entre duas e trés
dimensoes, que tem por objetivo representar uma figura que parece ser espacial, mas ¢é
plana. Podemos citar como obra produzida “Trés Esferas I, (1945)", Figura 1.2 (b). Nesta
obra pode-se observar uma ilusao tridimensional, no entanto, trata-se apenas de projecoes
bidimensionais. Em outras obras explorou os reflexos de varios modos, por exemplo, na
agua e em um grande ntimero de autorretratos que sempre envolviam o uso de um espelho.
A obra “Trés Mundos, (1950)", Figura 1.2 (c), que mostra as folhas caidas das drvores na
agua, os reflexos de trés arvores distintas e um peixe logo abaixo da superficie da agua,

é um exemplo. Também, a obra “Autorretrato em esfera espelhada, (1935)”, Figura 1.2
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(d), que mostra uma esfera espelhada suspensa por uma mao refletindo todo o ambiente

a sua volta numa tnica imagem em forma de disco, tem a mesma ideia.

Figura 2 — Perspectiva, ilusdo de ética e reflexos.

Fonte: Tjabbes (2013).

As novas ideias e temas tornaram o seu trabalho mais atrativo e reconhecido.
Mas sua careira como artista comegou a despertar interesse de um publico maior quando
introduziu nas suas obras o tema de ladrilhamentos, ou seja, o conceito de divisao regular

do plano, conforme apresentamos na proxima se¢ao.

2.2 Ladrilhamento do plano Euclidiano

Baseado em [18], dizemos que um ladrilhamento ou tesselagao do plano euclidiano
¢ uma cobertura deste plano por regioes poligonais congruentes, de tal modo que todo
ponto do plano é coberto por pelo menos uma regiao, onde duas regioes distintas quaisquer

nao se interceptam, exceto somente em suas arestas ou vértices.

O interesse de Escher por ladrilhamentos surgiu apds descobrir os azulejos mouros
no Alhambra (em Granada, na Espanha) e os azulejos decorativos em Revello (na Ité-
lia). Escher e a sua esposa copiaram os ornamentos e depois do regresso da viagem ele

investigou-os profundamente.

Segundo [17] e [21], a divisdo regular do plano é possivel somente para um total
de dezessete sistemas diferentes, conforme os que aparecem na Figura 1.3. Porém, foi
necessario muito tempo e muita matematica para demonstrar que estas dezessete maneiras
sdo as unicas possiveis. Como Escher nao era matematico, nao tinha conhecimento o
suficiente para explicar porque somente dezessete sistemas cobriam o plano perfeitamente,

sem sobreposicoes. Entao, procurou em bibliotecas assuntos relacionados e descobriu
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um artigo do matematico hingaro George Pdlya, intitulado “Sobre la analogia de las
simetrias del cristal en el plan”, onde George explica essa classificagdo dos planos de
simetria e mostra um exemplo para ilustrar cada caso. Sem entender muito o artigo,
Escher, baseado nos desenhos de Pélya e nos seus proprios desenhos, passou mais de
quatro anos construindo as suas teorias e explica¢oes sobre como determiné-los. Entao,
em 1937 conseguiu realizar, em breves esbog¢os, um sistema muito pratico que, em 1941 e
1942, fixou por escrito, conseguindo dar uma explicacao para cada um dos casos descritos

por Pélya.

=
=1
fr=]

>

s
e

R
e

Figura 3 — Dezessete sistemas que ladrilham o plano.

Fonte: Schattschneider (2010).

Com o entendimento de todos os sistemas possiveis, Escher comecou a criar tes-
selagoes nas suas xilogravuras. Porém, ao invés de trabalhar com figuras geométricas
tradicionais, como as que apareciam nos azulejos de Alhambra e Revello, buscou demons-
trar novas possibilidades para uma divisao regular do plano. Uma caracteristica especial
e Unica da divisao de superficies de Escher é que ele escolhe sempre representar alguma

coisa concreta, principalmente algo existente na natureza. Sobre isso, ele escreve:

Os arabes eram mestres na arte de preencher superficies, sem lacunas, sempre
com a mesma figura. Eles decoraram, em especial, em Alhambra, na Espanha,
paredes e pavimentos com pecas de majolica coloridas e congruentes, ajusta-

das umas as outras, de forma continua. E pena que a religido islamica lhes

proibisse a representacao de imagens. Nos seus mosaicos limitaram-se sempre
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a figuras geométricas abstractas. Tanto quanto é do meu conhecimento, ne-
nhum artista drabe, arriscou alguma vez (ou nunca lhe teria vindo a ideia?)
usar como elementos para preenchimento de superficies, figuras concretas, per-
ceptiveis e existentes na Natureza, como aves, peixes, répteis e pessoas. Esta
limitacao é para mim tanto mais incompreensivel quanto o reconhecimento das
componentes dos meus padroes é a razao do interesse que mantenho vivo neste

campo. (ERNST, 1991, p. 37).

Escher fez duas contribuigoes especificas quanto aos ladrilhamentos: primeiro ele
substituiu as formas geométricas, como paralelogramos, por imagens realistas, depois ele
transformou estas imagens, fazendo-as evoluir em vez de se repetirem num padrao estatico,

criando assim uma metamorfose.

A Figura 1.4 (a), “Divisao regular da superficie para Dia e Noite', mostra uma
das mais simples possibilidades de preenchimento regular de uma superficie. O padrao
de aves brancas e pretas transfere-se a si mesmo por translagao. Ou seja, se deslocarmos

uma ave branca mais para a direita ou para cima, resulta de novo o mesmo padrao.

A obra anterior, foi utilizada por Escher para criar a xilogravura “Dia e Noite",
conforme mostra Figura 1.4 (b), sendo uma das suas gravuras mais populares e admiradas.
Podemos ver que de cima ao centro temos o mesmo preenchimento da Figura 1.4 (a), mas
este nao é o ponto de partida da obra, ele encontra-se em baixo, no centro. Ali temos uma
regiao de campos retangulares brancos entre duas cidades tipicas holandesas. Olhando
para cima, estes campos aos poucos vao se transformando em aves brancas. Ou seja,
a terra elevou-se de repente para o céu e pode voar para a direita sobre uma pequena
aldeia na margem de um rio, na escuridao da noite. Agora, do mesmo modo, olhando
para as regioes de campos retangulares pretos, a medida que estes elevam-se ao céu se
transformam em aves pretas que voam para a esquerda sobre uma paisagem holandesa,
iluminada pelo sol que é, exatamente, a imagem inversa da paisagem noturna do lado
direito. Podemos ver que as duas imagens espelham-se mutuamente e estendem-se lado
a lado, sendo formadas a partir de campos que comecam a dar forma aos passaros que

sobrevoam as duas regioes.
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(b) Dia e Noite

Figura 4 — Preenchimento regular da superficie.

Fonte: Ernst (1991) e Tjabbes (2013).

Além desta obra, podemos citar outras xilogravuras que Escher criou representando
metamorfoses. Em “Céu e Agua I', Figura 1.5 (a), temos o retrato de peixes e aves, onde
0s peixes brancos aos poucos vao se transformando para dar forma ao céu e as aves pretas
se misturam para dar forma a dgua. Também, a xilogravura “Ciclo’, Figura 1.5 (b), que
mostra pequenos duendes que descem correndo uma escada de pedra, transformam-se
em figuras geométricas e estas aos poucos dao forma a um bloco de pedra do pavimento
ladrilhado do pequeno patio murado do castelo. La por tras, num pequeno quarto, estas

formas parecem Sserern transformadas em seres humanos.

Figura 5 — Ilustragdes de metamorfoses.

Fonte: Tjabbes (2013) e Ernst (1991).

Outra divisao regular da superficie aparece na obra “Anjos e Demonios", Figura
1.6. Escolhendo um ponto onde se tocam as pontas de quatro asas, podemos girar todo
o padrao em 90° e dessa maneira torna-lo congruente novamente. Mas nem todos estes

pontos sdo iguais, ou seja, o encontro das pontas das asas no centro da imagem em A nao



Capitulo 2. A VIDA, ARTE E O INFINITO DE M. C. ESCHER 18

é¢ o mesmo que em B, C, D e E. Porém, os pontos P, ), R e S, aparecem no mesmo

sentido que A.

Figura 6 — “Anjos e Demonios".

Fonte: Adaptado de Ernst (1991).

Além disso, também destacamos eixos de reflexdo, determinados pelas linhas ver-
ticais e horizontais tracadas através dos eixos médios dos corpos de todos os anjos e
demonios. Nestes eixos podemos refletir todo o contetdo da superficie, de modo a ficar
congruente. Além dos eixos de reflexdo, existem também eixos de reflexdo com escor-
regamento (linhas pontilhadas), sendo estes tracados pelas cabecas dos anjos e formam
um angulo de 45° com os eixos de reflexdo. Neste caso, para obter padroes congruentes,
primeiro efetua-se uma reflexao no respectivo eixo e depois se faz o desenho escorregar
para cima segundo o vetor )ﬁ)f , em diagonal, ao longo do eixo. Logo, o que obtemos sao
figuras de anjos e demodnios que preenchem toda a superficie, em diversas dire¢oes, sem

deixar qualquer lacuna.

Escher criou varios trabalhos representando a divisao regular da superficie. Mas,
ao questionar o que conseguiu com esta divisao regular pode ver que nao existia nenhum
infinito ali, mas sim, s6 um fragmento dele. Observando as superficies ladrilhadas, notou
que se a superficie fosse infinitamente grande, poderia representar um ntmero infinito
de figuras como, por exemplo, anjos e demonios. Mas como vivemos numa realidade
material e tridimensional sabemos que é impossivel produzir uma superficie que se estende

infinitamente em todas as direcoes.

Assim, Escher buscou outras ideias para fazer a representacao do infinito, retra-
tando o mesmo em fronteiras finitas determinadas por circunferéncias. Porém, para al-
cancar seu objetivo, nao utilizou mais Geometria Euclidiana, mas sim a Geometria Hiper-
bélica em suas construgoes. Na préxima segao apresentaremos os trabalhos produzidos,
os quais nomeou de Limites Circulares I, II, III e IV. Faremos um estudo mais detalhado

sobre eles no Capitulo 4, pois precisamos de conceitos de Geometria Hiperbdlica para seu
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entendimento.

2.3 Infinito e limites circulares

Em 1959, Escher escreve em um artigo o que o inspirou para querer representar o

infinito:

Nao podemos imaginar que algures por tras da estrela mais longinqua do céu
noturno, o espago possa ter um fim, um limite para além do qual nada mais
existe. O conceito de vacuo diz-nos ainda alguma coisa, pois um espaco pode
estar vazio, de qualquer maneira na nossa fantasia, mas a nossa for¢a de ima-
ginacao ¢ incapaz de apreender o conceito de nada no sentido de auséncia de
espago. Por isso nos agarramos a uma quimera, a um além, a um purgatorio, a
um céu e a um inferno, a uma ressurrei¢cdo ou uma nirvana que de novo tém de
ser eternos no tempo e infinitos no espaco, e isto desde que o homem na Terra
se deita, senta ou levanta, desde que nela se arrasta e corre; navega, cavalga e

voa (e da Terra para fora se projeta) (ERNST, 1991, p. 102).

Na primeira tentativa de conseguir representar o infinito, em 1939, Escher cria a
obra “Evolugao II" que aparece na Figura 1.7 (a), em que representa uma composicao de
figuras mostrando uma constante reducao radial das margens para o ponto central. As
figuras reduzem infinitamente de tamanho e um ntmero infinito delas converge para um

unico ponto. Nesta xilogravura nota-se que ainda esta presente o conceito de metamorfose.

Ao invés de representar o infinito por uma metamorfose, na sua proxima tentativa,
Escher constroi figuras isomorfas, que vao apenas mudando de tamanhos e nao de formas.
A obra criada foi “Cada Vez Menor, (1958)", ilustrada na Figura 1.7 (b), onde se nota que
as componentes sao sucessivamente reduzidas a metade. Mas essa reduc¢ao mais uma vez
foi insatisfatoria, devido aos seus limites externos serem arbitrarios. Assim, observou que
a melhor maneira de obter uma totalidade de figuras logicamente contidas em uma regiao
seria fazendo o processo inverso, ou seja, realizando a reducao das figuras na direcao do
centro para as bordas, tais que estas estdao limitadas dentro de uma circunferéncia. Em

seus trabalhos posteriores, cria entdo as xilogravuras Limite Circular I, IT, IIT e TV.
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(a) Evolugao II (b) Cada Vez Menor

Figura 7 — Primeiras tentativas para representar o infinito.

Fonte: Ernst (1991) e Tjabbes (2013).

A inspiracdo de Escher para desenvolver limites circulares veio por meio de uma
obra feita por Coxeter, Figura 1.8 (a), a qual estava no artigo “Crystal Symmetry and its
Generalizations” que recebeu do mesmo. A ilustracao de Coxeter é baseada em um modelo
que o matematico Henri Poincaré construiu para o plano hiperbdlico, uma superficie nao

euclidiana na qual por um ponto fora de uma reta passam infinitas retas paralelas a esta.

Quando olhamos para a imagem de Coxeter podemos notar a presenca de triangulos
(no ponto de vista hiperbdlico) formados pela intersecgao de retas que passam pelo ponto
central e arcos de circunferéncias que diminuem a medida que se aproximam da fronteira
da circunferéncia. Esses ladrilhos triangulares que se repetem infinitamente dentro de
uma circunferéncia foram exatamente o que Escher precisava para obter o infinito em um

espaco finito.

Escher trabalhou sobre a figura com régua e compasso, destacando varios pontos
importantes que apareciam. Além disso, novamente sem utilizar muita matematica, bus-
cou apenas entender como medir, ou seja, como sao as “linhas" no modelo desenvolvido
por Poincaré, pois a propriedade métrica neste modelo mostra que tudo esta diminuindo
de tamanho a medida que se aproxima da borda da circunferéncia e torna-se cada vez
maior a medida que se afasta dela. A partir disso, conseguiu desenvolver o seu préprio

plano de construgao, produzindo, em 1958, a xilogravura Limite Circular I, mostrada na
Figura 1.8 (b).
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(a) Ilustracao de Coxeter (b) Limite Circular I

Figura 8 — Representagdo do infinito em fronteiras finitas.

Fonte: Coxeter (1979) e Tjabbes (2013).

A obra Limite Circular I retrata peixes pretos e brancos, onde os maiores estao
localizados no centro da circunferéncia e um nimero infinito deles com tamanhos cada vez
menores estao na fronteira circular. Esta configuracao consiste, além de trés linhas retas
passando pelo centro, de arcos com raios cada vez menores a medida que aproxima-se da

fronteira. Além disso, todos eles intersectam-se em angulos retos.

Para Escher, a obra ainda apresentava muitas imperfei¢oes, pois nao sé a forma dos
peixes, desenvolvidos de abstracgdes retilineas em criaturas rudimentares, mas também o
seu arranjo, em relacao ao todo e a cada um deixa a desejar. Podemos observar pares de
peixes brancos que viram a cabega um para o outro e pares de peixes pretos cujas caudas
se tocam. Logo, nao existe nenhuma continuidade, nenhuma direcao de movimento e
nenhuma cor homogénea em cada fileira. Outra imperfeicio que existe na obra é que o
padrao nao tem simetria de cores, pois os peixes pretos e brancos nao sao congruentes.
Existem varias diferencas nas formas dos peixes pretos e brancos, a mais 6bvia é a diferenca

dos angulos no nariz dos peixes.

Na sua segunda tentativa de obter o infinito em uma regido limitada por uma
circunferéncia, Escher cria a obra Limite Circular II, ilustrada na Figura 1.9. Dentre as
obras Limites Circulares, esta ¢ a menos conhecida, parece-se muito com Limite Circular
I, porém agora com imagens de cruzes que preenchem a regiao circular. Em uma conversa,
Escher diz:

Na verdade esta versao deveria ser pintada na superficie interior duma semies-
fera. Ofereci-a ao Papa Paulo para que ele pudesse decorar com ela o interior
da ctupula de Sdo Pedro. Imaginei um niimero infinito de cruzes penduradas

por cima da sua cabega! Mas o papa nao quis (ERNST, 1991, p. 109).
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Figura 9 — Limite Circular II.

Fonte: Gupta (2006).

Em 1959, Escher cria a gravura Limite Circular III, Figura 1.10, que é sua obra
mais conhecida neste género. Nela, novamente utiliza imagens de peixes, porém agora
com quatro cores e faz algumas variacdes em relacao a Limite Circular I. Os arcos que
estao representados por tragos brancos, parecem ser perpendiculares a fronteira da cir-
cunferéncia, mas nao sao, conforme veremos no Capitulo 5. Escher faz o seguinte relato

sobre a obra:

Na xilogravura a cores Limite circular 111, as deficiéncias do Limite Circular I
estdo aqui consideravelmente eliminadas. Agora nao temos mais do que fileiras
em trafego continuo, tendo todos os peixes que pertencem a uma mesma fileira,
a mesma cor, e nadam uns atras dos outros - cabeca de um, na cauda do outro
- ao longo de um trajeto circular, de margem a margem. Quanto mais se
aproximam do centro, tanto maiores se tornam. Foram necessiarias quatro
cores, para que cada fileira se distinga claramente das outras (ERNST, 1991,

p. 109).
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Figura 10 — Limite Circular III.

Fonte: Gupta (2006).

A ltima das obras produzidas na tentativa de representar o infinito numa regiao
circular limitada foi Limite Circular IV, Figura 1.11, completada em julho de 1960, que
também é conhecida como Céu e Inferno, pois ilustra imagens de anjos e demonios. Esta

obra também utiliza o mesmo esquema de Coxeter.

Figura 11 — Limite Circular I'V.

Fonte: Gupta (2006).

Nas quatro obras, embora as figuras tenham tamanhos diferentes, no sentido eu-
clidiano, quando se aproximam da fronteira da circunferéncia, veremos mais adiante que
todas sao congruentes sob a métrica da distancia hiperbdlica. Ou seja, estas xilogravu-
ras produzidas na verdade possuem todas as figuras com tamanhos constantes no espago
hiperbdlico. Diferentemente das obras Evolucao Il e Cada Vez Menor, podemos observar
em Limites Circulares que Escher buscou introduzir sempre uma transformacao gradual
do elemento base em cada repeticao sucessiva, para que a figura transformada continuasse
a ser reconhecida como uma transformacao da figura anterior, fazendo com que as carac-

teristicas basicas da figura nao tivessem mudancas. Além disso, como seu objetivo era
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inserir um nimero infinito de imagens em uma tela finita, o tamanho e o deslocamento
do elemento base nao pode ser constante, assim, fez o tamanho das imagens tender a zero
a medida que se aproximam da fronteira da circunferéncia, transmitindo a sensacao de

infinito desejada.

O trabalho sera direcionado para o estudo das obras Limites Circulares I, 1T e IV.
No Capitulo 5, veremos que em cada obra existem trés classes de pontos significativos.
Tais pontos formam poligonos que geram tesselagoes regulares para o plano hiperbdlico.
Cada tesselagao estd associada a um grupo triangular G*, que possui como geradores a

reflexdao nos lados de um triangulo hiperbélico.
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3 MODELOS HIPERBOLICOS

Neste capitulo apresentaremos dois modelos da Geometria Hiperbdlica, o modelo
do semiplano superior H? e o modelo do disco de Poincaré A. Inicialmente, descreveremos
as transformagoes de Mobius, o grupo PSL(2,C) e a sua relagdo com o grupo de transfor-
magoes de Mébius. Depois passaremos ao subgrupo PSL(2,R) de PSL(2,C) e veremos
sua importancia para o modelo do semiplano superior H?. Na sequéncia definiremos o
modelo do semiplano superior H? e o modelo do disco de Poincaré A. Abordaremos a
métrica hiperbdlica, o comprimento hiperbélico de curvas e estudaremos as propriedades
das “retas" hiperbodlicas, também chamadas de geodésicas. Vamos apresentar os triangu-
los e poligonos hiperbdlicos, definir e demonstrar resultados referentes a sua area, além
de demonstrar o teorema de Pitagoras, as leis dos senos e cossenos hiperbdlica. Por fim,
veremos as isometrias hiperbélicas e a sua classificacdo. As principais referéncias para
este capitulo sao Anderson [1], Andrade [2], Beardon [4], Doria [6], Katok [11], Needham
[16], Rodrigues [18], Santos [19] e Sousa R. [23].

3.1 Transformacoes de Mobius

Nesta secao iremos definir transformacao de Mobius e estudar algumas de suas

propriedades. Vamos considerar o plano complexo estendido C=Cu {o0}.
Uma transformagao de Mébius é uma aplicagao g : C — C definida por

az+b

9(z) = (3.1)

cz+d’
onde a,b,c,d € C e ad — be # 0.

A condicao ad — bc # 0 garante que a func¢ao nao é constante. De fato, pois se

ad — bc = 0 teriamos ad = bc. Assim, sendo ¢ # 0, da igualdade temos b = . Logo,
c

) az+%  Scz+d) a
zZ) = = = —,
g cz+d cz+d c

Também, para a existéncia de g(z), as constantes ¢ e d ndo podem ser simultaneamente

b b
iguais a zero. Assim, se ¢ = 0 e ad = be, temos d # 0 e a = EC = 0, entdo g(z) = 7

Portanto, se ad — be = 0 a fungao g(z) é uma constante, o que descaracteriza uma fungao

de transformagao.

Quando ¢ = 0 a transformagao de Mobius g : C — C ¢ definida por
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waz{aﬁhwz#fg (3.2

e quando ¢ # 0 temos

az+b —d .
it sez#{ : ,oo},

g(z) =< o0, se z =

= (3.3)
2 se z = 00.

c’

az+b
cz +

m:{jZl

Tal matriz também é chamada de matriz de Mobius. A seguir vamos definir uma norma

A toda transformacao de Mobius g(z) =

estd associada uma matriz 2 x 2,
dada por

e uma métrica para matrizes associadas a uma transformacao de Mdobius.

b
Dada uma matriz A = | definimos a matriz conjugada transposta A* por
c
— a ¢c
A=Al =|_ _|.
() bd}
b
Dadas as matrizes A = | eB=|° / , definimos
c d g h

[A, B] = tr(AB*) = ae + bf + cg + dh.

Uma verificacdo para as seguintes proposigoes pode ser vista em [4].

Proposicao 3.1.1. [A, B] é um produto escalar no espago das matrizes 2 x 2, satisfazendo
as sequintes propriedades:

(i) [A, A] > 0, sendo a igualdade vilida se, e somete se, A =0;

(7i) [M A1 + XAy, Bl = M [Aq, B] + X\o[Ag, B], com A\, Ay € C;

(iii) [B. A] = [4, B].

Proposicao 3.1.2. O produto escalar induz uma norma no espago das matrizes 2 X 2,

dada por

1411 = V1A, A = lal? + b + [ef? + |d2, (3.4)
que satisfaz:
(i) ||A|] > 0, sendo a igualdade vdlida se, e somente se, A =0;
(i) || NA|| = |A| [|A]|, com X\ € C;
(i) [|A+ B|| < [|All + (| BI]
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Proposicao 3.1.3. A norma ||A|| induz a sequinte métrica

A= B||=\[A-B,A-Bl=\/la—eP+|b—f2+|c—gP+|d—h2, (3.5

satisfazendo as sequintes propriedades:
(i) ||A — B|| =0 se, e somete se, A= B;
(ii) ||[B — All = [|A = BJ|;

(iii) ||[A — B|| < [|[A=C|[| +[|C - B]|.

Destacam-se os seguintes tipos de transformacoes de Mobius:
e Homotetia: g(z) = Az, onde X € C;
e Translacao: g(z) = z + b;
1

e Inversao: g(z) = —.
z

b
Além disso, a expressdao da transformacao de Mébius g(z) = az——{_l— 7 quando ¢ # 0, é
cz

gerada pela composi¢ao g(z) = g1 © g2 © g3 © g4(z), onde:

a
gl(Z) = z+ E,

be — da
O
1
93(3) - ;7

d
g(z) = z+ ot

Nas transformagoes acima, g, e g4 sdo translacgoes, g ¢ uma homotetia e g3 ¢ uma inversao.
a . p . .
Quando ¢ = 0, temos que g(z) = =z + —, ou seja, g é a composi¢gao de uma homotetia e

d d

uma translacao.

Vamos denotar por M o conjunto de todas as transformacoes de Mobius, ou seja,

se g € M entao g é da forma 2.1.

Proposicao 3.1.4. M é um grupo com a operagcio de composicao de fungoes.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que a composicao de duas transformagoes de

Moébius é uma transformagao de Mobius. Sejam gq, go € M, tais que

_az+b az+

Tztd T vz+6

g1

Entao

B _O‘(?ZZIS)JFﬁ_ (aa + Bc) z + (ab + Bd)
(920.0)(2) = g2l (2)) = 7(“—“) 15  (ya+dc)z+ (vb+6d)’

(%)

cz+d

Como ¢, e go satisfazem ad — bc # 0 e ad — By # 0, respectivamente, temos que

(a4 Be)(yb + 6d) — (ab + Bd)(ya + dc) =
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aayb + aadd + feyb + fedd — abya — abde — Bdya — Bdoc =

ad(ad — be) — By(ad — be) =
(ad — be)(ad — ) # 0.

Logo, g2 0 g1 é uma transformacao de Mobius.

Agora, temos trés condigoes para verificar que M é um grupo:

(i) Se gj(2) =

Por (*), temos

91((g2093)(2)) =

Por outro lado,

(g1092)093(2) =

a;jz+b
CjZ + dj

J , para j = 1,2, 3, sao transformagoes de Mobius, entao

(91092) © 93(2) = g1((g2 0 g3)(2))-

((a2a3+b263)z+a2b3+b2d3) +b
1 (02a3+d203)2+02b3+d2d3 1

((a2a3+b203)z+a2b3+b2d3> +d
(Cga3+d203)2+02b3+d2d3 1

aa9a32 + (1162032 + a1a2b3 + a1b2d3 + blcgagz + b1d2632 + blcgbg + b1d2d3
Cc1a9a3%2 + Clb263Z + 01a263 + Clbgdg + dlcgagz + d1d2632’ + dlcgbg, + dldzdg.

(a1a2 + b162> (%) + CleQ + b1d2

(01a2 + d102> (%) + Clbg + d1d2

a1a20a32 -+ b102a3z + a1a2b3 + b102b3 + (lleCgZ + b1d203Z -+ a1b2d3 + bldgdg

C1Q903% + d102a3z + Cla2b3 + d102b3 + Clb203Z + d1d203Z + Clbgdg + d1d2d3.

Portanto, (g1 © g2) 0 g3(2) = g1((g2 © g3)(2)).

(ii) Existe elemento identidade, ou seja , existe g € M, tal que go g; = g1 0 g = g1, para

toda g; € M.

az+0b
+d

g ¢ uma transformacgao de Mobius e é a identidade.

Afirmamos que g(z) = z, ou seja, g(z) = ,ondeb=c=0ea=d=1. Claramente

(iii) Toda transformagao de Mobius possui inversa, ou seja, se g ¢ uma transformacao,

1

existe g*1 tal que go g™ = g*l og = 1Id.

Afirmamos que a inversa de g € M corresponde a inversa da matriz associada. Ou seja,
az+b

o g como det[g] = ad — be # 0, segue que [g] ¢é invertivel e sua inversa é dada

[g]lzadl—bc[—dc _;)]'

Logo, a inversa da transformacao de Mobius g é dada por

dz—0b
_1 _
g9 (2) = —cz+a

se g =

por

De fato, pois

a (flfzfa) +b  adz — ab— bez + ba _ z(ad — be)

—10) — —
gog (Z) C(clsz)_i_d cdz — cb — dez + ad ad — bc

=2z €
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d(Z2)—b  daztdb—bez—bd  z(ad — be)

g Og(z):—c(aiﬁ)—i-a:—caz—cb+acz+ad: ad—be -

3.1.1 O subgrupo PSL(2,R) de PSL(2,C)

Nesta subse¢do vamos definir o subgrupo Linear Projetivo Especial PSL(2,R) e
falar sobre sua importancia na Geometria Hiperbdlica. Para isso, primeiramente, veja-
mos a constru¢do do grupo PSL(2,C) e sua relagdo com as transformagoes de Mobius.

Consideremos o seguinte grupo das matrizes 2 x 2

GL(Z,(C):{[a Z] :a,b,c,dé@;ad—bc#@},

C

o grupo com a operagao de multiplicagdo de matrizes inversiveis, e o subgrupo

C

SL(2,C) :{[“ Z] :a,b,c,dEC;ad—bc:l}

de GL(2,C), que corresponde as matrizes 2 X 2 que possuem determinante igual a 1.

b
Assim, para cada matriz A = € SL(2,C) podemos considerar a aplica¢ao

C

¢:SL(2,C) — M
A —> g,

az+b
cz+d

em que g : C — C é definida por ga(z) = A aplicacao ¢ é um homomorfismo

sobrejetor. De fato, dadas as matrizes

a; b ’ B— as by
c d cy  do

temos que a matriz AB é dada por

A= € SL(2,C),

AB — a10a9 —+ b102 a1b2 -+ bldg
crag +dicy  c1by + dids .
Logo,
aras + bica)z + (arby + brd al%‘i‘bl
HAB) = gua(s) = (ot bt (bt hdy) @ (BER) T

 (c1a2 + dica)z + (crby + dids) € (%) +dy

Além disso, ker(¢p) = {A € SL(2,C) : p(A) = z} = {Id,—Id}. Portanto, pelo Teorema

do Homomorfismo, segue que

SL(2,C)
{Id,—1d} — M. (36)



Capitulo 3. MODELOS HIPERBOLICOS 30

Denotaremos por

SL(2,C)
PSL(2,C) = ————.

(2.C) {Id,—Id}

Logo, segue que
PSL2.C) ~dg(x) = P c MiabedeC e ad—be=1 (3.7)
) - g - CZ+d Rt S g - . .
Consideremos agora o subgrupo

SL(2,R)

PSL(2,R) = ————~

SL2R) {Id,—Id}

. o +b
de PSL(2,C), que corresponde as transformagoes de Mobius g(z) = 4z pl em que a, b, ¢
cz

e d sao numeros reais e ad — bc = 1. Tais transformacgoes preservam o semiplano superior

formado por nimeros complexos com parte imaginaria positiva. De fato, se a, b, c e d sao

i . az +b N
nimeros reais tal que g(z) = , entao temos que
cz+d

az+0b az+0b (cz+d
cz+d cz+d<cz+d>’
ac|z|? + adz + bez + bd
lcz + d|?
ac|z|* + (ad + bc)Re(z) + (ad — be)Im(z)i + bd
lcz + d|? '

Y

Assim, se I'm(z) denota a parte imaginaria de z e por ad — bc = 1, segue que

Imlg(2) = 12

Como I'm(z) > 0 implica que I'm(g(z)) > 0.

A importancia do grupo PSL(2,R) é que ele descreve o grupo de isometrias que
preservam orientacao para o modelo do semiplano superior H?, conforme veremos na secao
2.6.

3.2 Modelo do semiplano superior H? e do disco de Poincaré A

Nesta secao apresentaremos o modelo do disco de Poincaré A e do semiplano

ior H? a tagoes d hiperbéli it d
superior H*, que sdo representagdes do espaco hiperbdlico que permitem compreender
melhor a geometria nao euclidiana. Também mostraremos a relagao entre os dois modelos

através de uma isometria entre H? e A.

O modelo do disco de Poincaré é definido como o conjunto de todos os pontos
z € C, com z = a + bi, tais que |z| < 1, ou seja, todos os pontos que estdo no interior da

circunferéncia unitéria centrada na origem.
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O modelo do semiplano superior é o conjunto de todos os pontos z € C, com

z = a + bi, tais que Im(z) > 0.

Denotamos o disco de Poincaré e o semiplano superior, respectivamente, por

A = {zeC:|z] <1} e
H* = {z€C:Im(z)>0}.

As fronteiras ideais de A e H? sao dadas, respectivamente, pelos seguintes conjuntos

OA = {ze€C:|z|=1} e
OH* = {z€C:Im(z) =0} U{oo}.

Um ponto que pertence a fronteira ideal é chamado de ponto ideal. Para denotar a unidao

de cada modelo com sua fronteira utilizamos a seguinte notacao
A=AUOIA e
H? = H? U OH?.

A Figura 2.1 (a) e (b) ilustra os modelos A e H?, respectivamente.

A

Y

0

(a) A (b) H2

Figura 12 — Modelos hiperbélicos A e H?.

Fonte: Elaborado pela autora.

Existe uma bijegao entre os dois modelos hiperbdlicos. Para construir tal bijecao,
z—1

consideramos a aplicagao ¢ : H? — A definida por p(z) = P Tal aplicacao mapeia o
zZ+1

semiplano superior no disco de Poicaré. A inversa desta aplicacao é dada por =1 : A —

H? definida por ¢ ~1(2) = le i ' De fato, temos que
-z
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I

ZH)_H' vidi+i—zi 2

1_)—l zZ+i—14+ 21t 221
4

Il
R
o

I

zTi)Z+Z 2i— @2+ zi+ 12 2z

_(zT—r}) T L ti—z+1 T~

N

(pop™)(2) = o9 () = E
(T op)(z) = ¢ p(2) = (1
ou seja, po @ 1(2) = p o p(z) = Id. Portanto, a aplicacio ¢ é uma bijecio. A seguir,

veremos que ¢ transforma H? em A.

Considerando a métrica de cada modelo, a qual apresentamos na se¢ao seguinte,
temos que ¢ é uma isometria de H? em A. Além disso, a fronteira de H? é aplicada por
¢ na fronteira de A, pois p(o0) =1, p(1) = —i e ¢(0) = —1. Também, como a reta real
divide o plano complexo em duas componentes, segue que ¢ aplica uma componente no
interior da circunferéncia unitaria e a outra é todo o exterior da circunferéncia. Observe

que (i) = 0, logo H? deve ser mapeado para A por .

3.3 Meétrica hiperbolica

No espago hiperbdlico, a nogao de distancia é diferente da distancia euclidiana e
isso pode ser facilmente notado no modelo do disco de Poincaré, que é uma representacao
para o plano hiperbdlico. Podemos observar que se calcularmos a distancia entre dois
pontos em A da mesma forma que determinamos a distdncia euclidiana, teremos que
esta distancia nunca sera maior que dois, ou seja, duas vezes o raio do disco. Diante
disso, vamos determinar uma métrica para os modelos hiperbélicos A e H?, de tal forma
que quando um dos pontos se aproxima da fronteira ideal a distancia entre eles tende ao

infinito.

Definimos a métrica riemanniana de A e H?, respectivamente, por

2dz|  2y/dx? + dy?

d = 3.8

TP LG o
d Vdz? + dy?

ds dz| Vet dy? (3.9)

Im(z) Y

A partir da métrica riemanniana podemos definir o comprimento hiperbdlico de curvas.

Seja v : [a,b] — H? uma curva continua e diferencidvel por partes, dada por

v(t) = x(t) + iy(t). Definimos o comprimento hiperbélico de v em H? por

Ol ey 2y (@)
e = | mdt— j 0 dt. (3.10)
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Considerando a aplicagao ¢ : [0, 1] — [a, b], definida por
t=¢(s) = (1—s)a+sb, Vsel0,1],
temos que ¢ é diferenciavel e a curva

Y(s) = (yod)(s) =7(t)

é uma curva diferenciavel por partes, em que ¥(s) = Z(s) + ig(s), com s € [0,1]. Assim,

_ /01 V:E,(S?;(j) AN (3.11)

Como (s) = (70 ¢)(s) = 7(4(s)), temos que

|17l

Pela Regra da Cadeia, segue que

Hs) = M _dwdl _dro k- a):
7(s) = ds_dtds_dt(b a) =2'(t)(b — a); (3.12)

dy _dydt _dy

76) = WL _ W)=y )6 o) (3.13)
dt = st = (b — a)ds. (3.14)

Substituindo as equacoes 2.12, 2.13 e 2.14 em 2.11, obtemos

||§|sz _ /01 T (Sij(:; y (S) ds,
_ LT«
a y(t) (b—a)

/b (1) +y/(t)?

Assim, sem perda de generalidade, podemos considerar as curvas sobre o intervalo [0, 1]

e definir o comprimento hiperbodlico de ~ por:

ledlie

_/01 Vx/(t);(;: AV (3.15)

Dados dois pontos pi, ps € H?, a distancia hiperbélica entre p; e p, é definida por

I(p1, p2) = inf |[7]|m2, (3.16)

onde inf é considerado o infimo sobre o conjunto de todas as curvas continuas e diferen-

cidveis por partes ligando p; e ps em H2, ou seja, todas as curvas diferencidveis por partes

v :10,1] = H? com 7(0) = p; e y(1) = po.
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Proposicao 3.3.1. I(.,.) é uma métrica.

Demonstracao. Vamos verificar que as propriedades de métrica sao validas.
(i) U(p1,p2) = inf||y||m2 = 0. A igualdade é valida se, e somete se, p; = ps.
Como y > 0 e y/2'(t)?2 + v/(t)? > 0, segue que

Portanto,

/t2+ ’t2
l(p1,p2) = infl|y||gz = inf (/01 x(y)(t)dty(> dt) > 0.

Também, temos

x'(t
s )P +y ) =0s2(t) =y (t) =0.
Portanto, {(p1,p2) = inf||y|lmz = 0 se, e somente se, a curva é um unico ponto, ou seja,
b1 = p2-

(i) {(p1, p2) = U(p2, p1)-

Seja 7 : [0,1] — H? uma curva qualquer ligando p; a ps com ¥(0) = p; e y(1) = po.
Considere 7 : [0,1] — H? definida por 5(s) = (1 — s), para todo s € [0,1]. Assim,
7(0) =~(1) = ps e (1) = v(0) = py. Fazendo t = 1 — s, como dt = —ds, temos

[T,
B \/a:/ 1—5)2+y(1—s)?
B _/ y(l—s)

B /\/x (1—s5)2+y'(1- S)ds

1—3) ’

B /1\/35 s)2+7'(s)?
0 i(s)

Portanto, inf||v||uz = inf||7||lm2 e l(p1,p2) = U(p2, p1)-

Y[l =

S,

= [17[]ge-

iii) I(p1, ps) < U(p1, p2) + U(p2, p3), para todo pi,ps, ps € HP.
Considere 7, : [0, 1] — H? e 7, : [0,1] — H?, tais que 71(0) = p1, 71(1) = pa, 12(0) = pa e
v2(1) = p3. Vamos definir ~ : [0, 1] — H? por

71(2t), se 0 <t<1
(1) = .
1(2t—1), se;<t<1
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Temos que 7 é uma curva continua e diferenciavel por partes, com v(0) = py, y(1) = ps e
[yl = vl + [ellme.
Aplicando o infimo na equacao anterior, temos
infllV|lez = inf (Imllee + lellae) < infllnllae +nfllyeee.

Portanto, I(p1, ps) < l(p1, p2) + U(p2, p3) [

: : . zZ—1 . ,
Como existe uma isometria p(z) = - entre H? e A, é possivel trabalhar com
os dois modelos conforme for mais conveniente. Além disso, o comprimento hiperbélico
de uma curva e a distdncia entre dois pontos em A estao diretamente associados ao que

vimos em H?Z.

Considerando p : [a,b] — A uma curva continua e diferenciavel por partes em A,
temos que ¢ o p: [a,b] — H? é uma curva continua e diferencidvel por partes em HZ.
Assim, através de algumas manipulagoes algébricas, que podem ser vistas em [18], segue

que

- b 2]
lolla = ll¢™" o pll= =
a 1=|p(t)?

Portanto, temos a seguinte defini¢ao:

O comprimento hiperbélico de uma curva continua e diferenciavel por partes p :
[a,b] — A, onde p(t) = z(t) + iy(t), é dado por

P2, AT YO (3.17)

a L=|p(®)]? a 1= (x(t)* +y*(1))

lolla =

Dados dois pontos pi,ps € A, definimos a distancia entre p; e py como sendo
U(pr,p2) = Up™ (p1), 97" (p2))-

Seja v : [0,7] — A, definida por y(t) = ¢, com 0 < r < 1. Vamos calcular o
comprimento hiperbdlico da curva v em A. Note que 7 descreve um segmento sobre o

eixo real definido em A (Figura 2.2).
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Figura 13 — Curva v em A.

Fonte: Elaborado pela autora.

Logo, pela equagao 2.17, temos que seu comprimento é dado por

B r 2 l'/(t)2+y/<t)2
s = [ o eo®
_ [

1— (2 +02)

ro2
= [ =
| T=a

= In(l1+7r)—In(l—r),
)

Note que quando r — 1 o comprimento hiperbdlico ||y|[a — +oo. Agora, se

dt,

calcularmos o comprimento euclidiano desta mesma curva temos que quando » — 1, temos
que este comprimento tende a um. Este exemplo mostra que as noc¢oes de comprimento

sao bem distintas nas geometrias hiperbodlica e euclidiana.

Nos proximos dois teoremas apresentamos algumas igualdades validas em relagao
a funcao distancia em H? e A. Tais igualdades sdo todas equivalentes e algumas delas sao

demonstradas em [4].
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Teorema 3.3.2. Sejam z,w € H2. Entdo sdo vdlidas as sequintes iqualdades:

|z =] + |z —w|

(1) Uz, w) :log|2_w| yp— (3.18)
g |z — wl|?
(i7) cosh l(z,w) + () Im(w)’ (3.19)
1 |z — w]
z — : 2
(1ii)  senh <2l(z, w)) T2 Im(w)) 2 (3.20)
. 1 _ |z — ] .
(tv)  cosh (QZ(z,w)> = D) I (w)) 2 (3.21)
1 z—w
(v)  tanh (21(2, w)> ==l (3.22)
Teorema 3.3.3. Sejam z,w € A. Entao sdo vdlidas as sequintes igualdades:
, 11— 2w| + |z — w|
I* = ; 2
(i) senh? (11*(2 w)) = |2 — wl® ; (3.24)
2 (1= [2[*) (1 = [w]?)’ '
1 11— zw)|?
iii) cosh® <l* Z, W > = ; 3.25
i) ool (G ) = T epa— ) 329
. 1., Cr—w
(iv) tanh <2l (z, w)) =1z zw‘ : (3.26)

Utilizaremos algumas destas igualdades na demonstragao de resultados que vere-

mos mais adiante.

3.4 Geodésicas

Nesta secao vamos falar sobre retas hiperbodlicas, também chamadas de geodésicas.
Veremos que, diferentemente da Geometria Euclidiana, em que a reta definida por dois
pontos é sempre uma linha reta, na Geometria Hiperbdlica as geodésicas podem ser curvas

nao lineares.

Uma curva v : [a,b] — H? é dita uma geodésica se para quaisquer pontos s,t €

la,b], s # t, temos
o) = [

ou seja, v minimiza a distancia entre os pontos de seu traco.

Proposicao 3.4.1. Sejam z € H? e C um semicirculo ortogonal ao eiro real ou uma

semirreta ortogonal ao eiro real que o intersecta no ponto xy. Entao

F(z) = = 4w € PSL(2,R),

z — X9

aplica C' no eizo imagindrio positivo, onde wy € escolhido adequadamente.
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Demonstracao. De fato, seja x1 € R U oo 0 outro ponto em que C' intersecta o eixo real.

Entao, wy = 0 se 71 = 00 e wy = (11 — o) "' se 1 # oo. O

Dados dois pontos 21,2, € H? definimos o segmento de geodésica [21, 22] como
sendo o arco de circunferéncia (ou segmento de reta) contido na geodésica v determinada

Por 21 € Z9.

[#15 2]

=
z1 B

Y

Figura 14 — Segmento de geodésicas.

Fonte: Elaborado pela autora.

Teorema 3.4.2. As geodésicas de H? sdo semicirculos ou semirretas ortogonais ao €izo

real.

Demonstragio. Sejam p; e py dois pontos de H?. Suponha que p; = ia e py = ib, com
b > a. Seja vy : [0,1] — H? uma curva continua e diferencidvel por partes ligando p; a ps,
com (t) = x(t) + iy(t). Entao

ez =

1 1.,/ 1 b
/ Ve dt>/ '@l , y(t)dt—/ it gy — /d‘y:ln<b
0y a

y(t) o y(t) (t) Y a

Considere agora a curva 1 (t) = u(t) +iv(t), em que u(t) = 0 e v(t) = a+t(b—a), ou seja,

N———

o segmento do eixo imaginario ligando p; a p2. Como u (t) 0e ' (t) =b—a, temos que

seu comprimento é dado por

folle = [ S = [t (1),

at+tlb—a a

Logo, ||7|lm2 > ||¢||mz, para toda curva (). Portanto a geodésica que liga p; a py é o
segmento do eixo imaginario que os une. Considere agora p; e p, pontos arbitrarios em H?Z.
Seja C' o semicirculo ou semirreta ortogonal ao eixo real unindo p; a py . Pela Proposicao
2.4.1, existe uma transformacgao f € PSL(2,R) que mapeia C' no eixo imaginario positivo.
Como PSL(2,R) C Isom(H?) (ver Teorema 2.6.3, segao 2.6), o comprimento hiperbélico

do segmento de linha ou semicirculo que une dois pontos em H? é a distancia hiperbélica
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entre suas imagens sob a isometria que os aplica no eixo imaginario, ou seja, é a distancia
hiperbdlica entre os proprios pontos. Logo, concluimos que a geodésica entre p; e py é 0

segmento de C' que une p; a ps. O]

Quaisquer dois pontos pi,ps € H? podem ser unidos por uma tnica geodésica e
a distancia hiperbdlica entre p; e py € igual ao comprimento hiperboélico do segmento da

geodésica que une os pontos.
Demonstragio. Ver [11], Corolario 1.2.2. O

Sejam p; e p, pontos distintos em H?. Entdo

l(p17p2) = l(plvx) + l(ﬁ,pg)

se, e somente se, x € [p1, pa).

Demonstragao. Ver [11], Corolario 1.2.3. O

Proposigao 3.4.3. Toda isometria de H?, em particular, toda transformagao de PSL(2,R),

transforma geodésica em geodésica.

Demonstragio. Sejam g € PSL(2,R) e py,ps € H? e x € [p1,ps]. Entdo pelo Corolario
2.4.2 e pelo Teorema 2.6.3, temos g(x) € [g(p1),9(p2)]. Portanto, g aplica o segmento

[p1, p2] no segmento [g(p1), g(p2)], ou seja, geodésica em geodésica. O

Um par de geodésicas é classificado de acordo com a sua intersec¢ao. Duas geodé-
sicas em H? sdo:
i) concorrentes, quando as curvas se intersectam;
ii) paralelas, quando as geodésicas formam um par de retas verticais paralelas ou um par
de semicirculos que se intersectam sobre o eixo x;
iii) ultraparalelas, quando formam um par de semicirculos disjuntos.

Na Figura 2.4 estao ilustrados cada um destes casos.

~ /A

Concorrentes Paralelas Ultraparalelas

Figura 15 — Classificacdo de um par de geodésicas em H?2.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Antes de definir as geodésicas em A, apresentamos a defini¢cdo de circunferéncias

ortogonais referente a Geometria Fuclidiana.

Dizemos que duas circunferéncias sao ortogonais se as retas tangentes em seus

pontos de intersec¢ao formam um angulo reto entre si.

Teorema 3.4.4. As geodésicas de A sdo os seus didmetros ou arcos de circunferéncia

que intersectam perpendicularmente a OA.

Demonstragdo. Vumos que a aplicacao ¢ definida na se¢do 2.2 é uma isometria. Além
disso, ¢ aplica a fronteira de H? na fronteira de A e as geodésicas de H? sdo semirretas
ou semicirculos ortogonais ao eixo real. Assim, a imagem destas geodésicas por ¢ serao
ortogonais a fronteira de A, ou seja, serao os didmetros ou arcos de circunferéncias que

intersectam perpendicularmente a 0A. O

Um par de geodésicas em A pode ser classificado como:
(i) concorrentes, quando se intersectam em A;
(ii) paralelas, quando se intersectam em OA;
(iii) ultraparalelas, quando nao se intersectam.

Cada um desses casos é mostrado na Figura 2.5.

(a) concorrentes (b) paralelas (¢) ultraparalelas

Figura 16 — Classificacdo de um par de geodésicas em A.

Fonte: Elaborado pela autora.

O Corolario 2.4.1, Corolério 2.4.2 e a Proposicao 2.4.2 aplicam-se também para o
modelo A.

3.5 Tridangulos e poligonos hiperbolicos

Nesta secdo vamos apresentar os tridngulos e poligonos hiperbodlicos. Veremos
que suas propriedades sao diferentes dos seus correspondentes na Geometria Euclidiana.
Vamos realizar o estudo para ambos os modelos, ressaltando que podem existir vértices

nas fronteiras ideais.
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Em qualquer um dos modelos, dizemos que trés pontos A, B e C' sao nao colineares
se nao pertencem a uma mesma geodésica hiperbélica, caso contrario sao colineares, veja

Figura 2.6.

B

(a) Colineares (b) Néao colineares

Figura 17 — Pontos colineares e nao colineares.

Fonte: Elaborado pela autora.

Dados trés pontos A, B e C' nao colineares definimos vap, 7o € Yoa as geodé-
sicas determinadas pelos pares (A, B), (B,C) e (C, A), respectivamente. Assim, temos a

seguinte defini¢ao de tridngulo hiperbdlico:

O tridngulo hiperbdlico AABC, definido pelos pontos nao colineares A, B e C, é
a regiao limitada pelas geodésicas yap, 7o € Yoa. Os vértices do AABC sao A,B e C
enquanto os lados sao os segmentos de geodésicas [A, B, [B,C] e [C, A]. A Figura 2.7

ilustra exemplos de tridngulos nos dois modelos.

(a) A (b) H?

Y

Figura 18 — Tridngulos hiperbdlicos .

Fonte: Elaborado pela autora.

Definimos a fronteira do tridngulo AABC' como sendo [A, B] U [B,C] U [C, A].
Os angulos internos de AABC' sao os angulos A, B e C formados pelos seus lados, nos

respectivos vértices.

A partir de agora vamos trabalhar em um tridngulo com vértices, lados e angulos

definidos. Ou seja, vamos estabelecer que o tridngulo AABC tem vértices A, B e C, os
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lados opostos aos vértices tem comprimento a,b e ¢, respectivamente, e os angulos nos
vértices A, B e C sdo a, 8 e 7, respectivamente, conforme Figura 2.8. Além disso, se um
dos vértices do triangulo é um ponto ideal, entao dizemos que o angulo neste vértice tem

medida zero.

Figura 19 — Triangulo com lados, vértices e angulos definidos.

Fonte: Elaborado pela autora.

Vejamos as possibilidades para o posicionamento de um triangulo em relagao a
posicao de seus vértices e como fica estabelecida a medida de seus lados e angulos. Mos-
tremos todos os casos possiveis em A e H?, sendo que as duas imagens representadas em

H? ilustram um mesmo tipo de tridngulo. Seja X igual a A ou H2.

i) A, B,C € X. Entao a medida de todos os lados e dngulos ¢é finita (Figura 2.7);
ii) A € 0X. Neste caso, « =0 e b= ¢ = oo (Figura 2.9);

iii) A, B € 0X. Temos que « = =0e a=b=c= oo (Figura 2.10);

iv) A, B,C € 0X. No tridngulo temos a = f =y =0¢ a=0b=c= oo (Figura 2.11).

04

Figura 20 - A € X.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Y

............ A B A
(a) A (b) HZ (c) H?
Figura 21 — A, B € 0X.
Fonte: Elaborado pela autora.
" A
A B c >
(b) H? (c) H?

Figura 22 - A, B,C € 0X.

Fonte: Elaborado pela autora.

Nos modelos hiperbélicos H? e A a ideia de construir poligonos hiperbdlicos é

a mesma que na Geometria Euclidiana, ou seja, eles sdo obtidos por intersec¢oes de

segmentos de geodésicas .

Um poligono hiperbélico P com vértices P, P, ..., P, no plano hiperbdlico ¢ a
regidao limitada por segmentos geodésicos [Py, Po| U [Py, Ps] U ... U [P,_1, P,| U [Py, Py].

Na Figura 2.12 mostramos exemplos de poligonos hiperbélicos nos modelos H? e A.
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Figura 23 — Poligonos hiperbélicos em H? e A.

Fonte: Elaborado pela autora.

Um poligono P de n lados, tal que todos os seus n lados tém o mesmo comprimento

e os angulos internos sao iguais é chamado de poligono regular.

O préximo teorema caracteriza poligonos convexos.

Teorema 3.5.1. Seja P um poligono com angulos internos 6y, ...,6,. Entdo P é um

poligono convexo se, e somente se, cada 0; satisfaz 0 < 0; < 7.

Demonstragio. Ver [4], Teorema 7.16.1, pagina 154. ]

3.5.1 Area hiperbélica

A 4rea hiperbélica Agz(X) de um subconjunto X C H? é dada pela integral

Age(X) = /X (Iml(z))Qda:dy: /X ?;dscdy, (3.27)

onde z = x + 1y.

Consideremos a regidao X C H? determinada pelas trés retas t; = {z € H? : Re(z) = —1},
ty={2€H?: Re(z) =1} ety = {z € H? : Im(z) = 1}. Observe que a reta t3 nao define
uma geodésica, logo esta regidao nao é um poligono hiperbélico. Como temos os intervalos

€ [—1,1] ey € [1,00), a drea hiperbdlica da regiao é dada por:

AHz(X):/ —dxdy—/ / —dydx—/ dr = 2.

Teorema 3.5.2. A drea hiperbélica em H? € invariante por transformacoes de PSL(2,R).

Demonstragio. Ver [11], Teorema 1.4.1. O
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O teorema acima nos diz que dado um subconjunto X C H? e uma transformacao
g € PSL(2,R) temos que a area Ag2(g(X)) = Am2(X).

O teorema a seguir mostra que a area de um triangulo hiperbdlico é determinada

apenas por seus angulos.

Teorema 3.5.3. A drea de um triangulo hiperbolico /\ com dangulos internos medindo
a,B ey é
Ag2(D) =71 — (a+ B+ 7). (3.28)

Demonstracao. Vamos provar dois casos, um quando o triangulo possui um vértice ideal
e outro quando nenhum dos vértices é ideal. Considere, inicialmente, que o /A possui o
vértice v3 € RU oo, logo o angulo neste vértice é igual a zero. Se ele pertence ao eixo real,
podemos considerar uma transformacao de PSL(2,R) que leva vz para oo e a geodésica
ligando v; e vy na semicircunferéncia contida no circulo unitério |z| = 1, tal que v; = €'
evy = e com 0 < a< <. Como a area hiperbélica é invariante por transformacoes
de PSL(2,R), podemos assumir que /A possui vértices vz = 0o, v; = € e vy = ¥,

conforme mostra a Figura 2.13.

!‘_)’JVH\
i b U1

Figura 24 — Triangulo com um vértice ideal.

Fonte: Elaborado pela autora.

Assim, temos:
1
A (D) = /A Sy,
cos(a) 00 1
= / / —dydz,
cos(m—pB) JV1—z? y2
cos(a) 1
A A
cos(m—f) m
Substituindo x = cos(0), entdo dx = —sen(#)df. Portanto, temos

AHz(A):LO:ﬂ;iS;:(léf)dQ:W—B—a.
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Considere agora que o tridngulo A possui angulos «, 8 e v e vértices vy, vy € v, tal que
nenhum dos vértices é um ponto ideal. Entao, vamos prolongar um dos lados do triangulo,
digamos [v1, v5] na dire¢ao de vy até OH? e denote este novo vértice de vy. Assim, temos

dois novos triangulos Ay e Ay = A U A\, conforme mostra a Figura 2.14.

)

Figura 25 — Tridngulo /A com nenhum vértice ideal.

Fonte: Elaborado pela autora.

Logo, o angulo de /Ay no vértice v, é m — 3 e 0 dngulo dos dois novos tridngulos em vy é

igual a zero. Denotando por ¢ o angulo de AA; no vértice vs. Como Ay = A U A temos

que
Ap2(D) = Ap2(D2) — Az (L)
= r—a—(4+9) = (1~ (x~ ) - 0)
= T—a—7-—0.
m
A soma dos angulos internos de um triangulo hiperbélico é menor que 7.
Demonstragio. Ver [4], coroldrio pagina 150. O
O teorema que enunciamos a seguir é valido para poligonos convexos e nao conve-
XO0S.

Teorema 3.5.4. Se P é um poligono com angulos internos 6, ...,0, entao sua drea é
dada por Ag2(P) = (n—2)1 — (01 + ... + 0,,).

Demonstragdo. Ver [4], Teorema 7.15.1. O
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Considerando o modelo do disco de Poincaré A, temos que a area de um subcon-

junto X C A é dada pela integral

Aa(X) = /X (1:4|Z|2)2dxdy— /X (1_xji_y2)2dxdy. (3.29)

Todos os resultados que vimos para o modelo H? também sao validos no modelo A.

3.5.2 Trigonometria hiperbdlica

Nesta secao vamos falar sobre as leis trigonométricas do plano hiperbdlico que
relacionam angulos internos e comprimento de lados de um triangulo. Demonstraremos

o Teorema de Pitagoras, a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos hiperbdlica.

Inicialmente, recordemos as seguintes defini¢oes:

cosh(z) = 6—'_26; senh(x) = %; tanh(z) =

senh(x) o sech(a) — 1
cosh(x) hz) cosh(x)

Teorema 3.5.5 (Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico). Seja AABC um triangulo com

angulos «, 5 e w/2 e lados medindo a, b e c. Entdo
cosh(c) = cosh(a)cosh(b). (3.30)
Demonstracio. Vamos considerar o AABC em H? com vértices
A=x+1y, B=ki e C =1,

onde k > 1 e z e y sdo positivos e satisfazem z? + y? = 1, conforme mostra Figura 2.15.

A=x+1iy

Figura 26 — Triangulo AABC.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Pela equacao 2.19, temos que

cosh(c) = cosh l(A, B) = cosh l(x + iy, ki) = 1+

cosh(b) = cosh l(A,C) = cosh l(x +1iy,i) =1+

2y 2y 2y
(K — 1) 241
cosh(a) = cosh I(B,C) = cosh l(ki,i) =1+ |Z(k2k ) _k 2;: .
Das ultimas trés equagoes, concluimos que cosh(c) = cosh(a)cosh(b). O

Teorema 3.5.6. Se AABC é um triangulo hiperbolico com lados medindo a, b e c e

medidas dos dngulos opostos aos lados iguais a o, B e v = §,respectivamente, entao
senh(b) = senh(c)sen(f).

Demonstragio. Ver referéncia [4], pagina 147. O

Proposicao 3.5.7 (Lei dos Senos). Seja AABC um triangulo hiperbélico com lados a,b

e ¢ e angulos opostos «, B e v, respectivamente. Entdo

senh(a) _ senh(b) _ senh(c)
sen(a) sen () sen(y)

(3.31)

Demonstracao. No disco de Poincaré, a menos de uma isometria, podemos supor que
[A, B] esté contido sobre o didmetro real, que a altura baixada do vértice C' esta contida o
didmetro imaginério e Im(C') > 0. Vamos considerar os tridngulos retdngulos hiperbélicos
ANAOC e ABOC. Seja h a medida hiperbélica do cateto comum [O, C].

Figura 27 — Triangulo AABC.

Fonte: Elaborado pela autora.

Aplicando o teorema 2.5.6 nos triangulos AAOC e ABOC, respectivamente, temos:

senh(h) = senh(b)sen(a) e senh(h) = senh(a)sen(f3).

lz+i(y— k) 2?4+ +E 1+k
2uk N 2uk k]
le+i(y—1F 2 +y*+1 1+1

1.
y?
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Das duas igualdades anteriores, segue que
senh(b)sen(a) = senh(a)sen(f3).

Logo, da tultima equacao, temos

senh(b) _ senh(a)
sen () sen(a)

De modo andlogo, baixando outra altura de outro vértice e procedendo de igual forma

novamente, concluimos a Lei dos Senos. O

Proposicao 3.5.8. As sequintes identidades sao vdlidas:

i) cosh®(z) — senh*(x) = 1; (3.32)
i1) QCosh(x)seniL(x) = senh(f:ﬂ); (3.33)
iii) senh?(r) = Ecosh(Qx) — 5 (3.34)
i) cosh®(z) = ;cosh(QaZ) + ;; (3.35)

v)  senh®(z)cosh?(y) + cosh?(x)senh?(y) = ;(cosh(Qx)cosh(Zy) —1). (3.36)

Demonstragio. A demonstracao segue imediatamente da relacao cosh(x) = 6+26 e
senh(x) = %. O

Proposicao 3.5.9 (Regra do Cosseno I). Seja AABC um triangulo hiperbdlico com lados

a,b e c e angulos opostos a, B e 7y, respectivamente. Entao
cosh(a) = cosh(b)cosh(c) — senh(b)senh(c)cos(a). (3.37)

Demonstragcio. Considere em A o tridngulo com vértices A sobre a origem, B =1 > 0

sobre o eixo real e C' = se'®, com 0 < a < 7, conforme mostra a Figura 2.17. Assim,
1, 1
r = tanh (21 (A, B)) = tanh (20) e

s = tanh (;l*(A, C)) = tanh (;b) :
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Figura 28 — Triangulo AABC.

Fonte: Elaborado pela autora.

Aplicando a Lei Euclidiana dos Cossenos para o triangulo euclidiano de vértices A, B e

C, temos
1 1 1 1
|B—C* = r*+5°—2 7 s cos(a) = tanh® (20> +tanh? (Qb) —2tanh (20> tanh <26> cos(a).

Pela equacao 2.24, segue

2 (1N _ oL _ |B-CP __ |B-CP
senh <2a) = senh (21 (B,C')) A IBHO=CE ~ =01 - (3.38)

Assim, por (2.38) e pela relacio sech?(x) = 1 — tanh?(x), temos
1
|IB—C|*? = (1—-7r%)(1— s*)senh? (2(1)
1 1 1
(1 — tanh® (c)) (1 — tanh® (b)) senh? (a)
2 2 2
1 1 1
= sech® (c) sech? (b) senh? (a) :
2 2 2
Logo, pelas duas igualdades anteriores para |B — C|?, segue que
1 1 1 1 1 1 1
sech? (20) sech? (26) senh? <2a) = tanh® <20> +tanh? <Zb> —2tanh <20> tanh (2b) cos().

senh?®(x)

cosh?(z)

Como tanh?(z) = e sech®(z) = , temos

cosh?(z)

senh? (;a> = senh? <;c> cosh? (;b)—l—senhQ (;b) cosh? (;C)
2senh () senh () cos (fe) cosh (50) st
senh | Sc ) senh | 5b) cosh | 5 ) cosh { Sb) cos(a).

Utilizando as igualdades da Proposi¢ao 2.5.2, segue que
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senh? <1a> = }cosh(a) 1

2 2 2
1 1 1 1 1 1
senh? (c) cosh? (b) + senh? (b) cosh? <c> = —cosh(b)cosh(c) — =
2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
—2senh (20> senh <2b> cosh (20> cosh <2b> cos(a) = —isenh(c)senh(b)cos(a).
Logo,
Scoshla) = 5 = seosh(b)cosh(c) — 3 = Jsenh(c)senh(t)eos(a)
5cosh(a) — 5 = geosh(b)eosh(c) — 5 — g senh(c)senh(b)cos(a).
Portanto,

cosh(a) = cosh(b)cosh(c) — senh(c)senh(b)cos(a).
O]

Proposi¢ao 3.5.10 (Regra do Cosseno II). Seja AABC um triangulo hiperbdlico com

lados a,b e ¢ e angulos opostos «, B e v, respectivamente. Entdo

cos(a)cos(3) + COS(’V).

cosh(c) = sen(a)sen(3)

(3.39)

Demonstracao. Sejam
X = cosh(a), Y = cosh(b) e Z = cosh(c).

Como cosh?(a) — senh?®(a) = 1, segue que senh?(a) = cosh?®(a) — 1. Para a > 0, temos

senh(a) = \/cosh?(a) — 1 =vX? — 1.
senh(b) = y/cosh?(b) — 1 =VY?2 -1
senh(c) = y/cosh?(c) — 1 =VZ%? — 1.

Pela Lei dos Cossenos I, temos

senh(a) > 0. Logo

Analogamente,

cosh(a)cosh(b) — cosh(c)
senh(a)senh(b)
XY -7

VX2 —-1VY2 -1

cos(7) =

Analogamente,
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YZ -X
cos(a) = N EES W e
cos(B) = X2 ¥

VX2 - 1WZ2 -1

Como

sen’(y) = 1—cos*(y)

_ XY —Z ?
B VX2 —1/Y?2 -1
(X2 - 1)(Y2—1) - X?YV? 4 2XYZ — 22

(XZ2-1)(Y2-1)
1+2XYZ — (X2 +Y?+ Z?)
(X2-1)(y2-1)

Definindo D =1+ 2XYZ — (X2 +Y? + Z?), temos

vD
VXE /Y21

sen(y) =

De forma anéloga,
B VD
VY2 1VZE -1

VD
VX2 - 1VZ2 -1

sen(a)

sen(f) =

Assim,

YZ-X XZ-Y XY_-Z
cos(a)cos(B) +cos(y)  rovaave v T T VX e

sen(a)sen() VD vD
VY2-1VZ2-1 VX2-1VZ2-1

(YZ - X)(XZ~-Y)+ (XY - 2)(Z22-1)
D
XYZ2 - Y27 - X2+ XY + XYZ2 - XY - 23+ Z

D
1+2XYZ — (X +Y + 2))

= 7
D

D
:Z—
D

= Z

Portanto,
cos(a)cos(B) + cos(7y)

sen(a)sen(f)

cosh(c) =
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3.6 Isometrias

As isometrias do plano hiperbdlicas sao transformagoes que preservam a distancia
segundo a métrica hiperbdlica. Faremos as definicdes para o modelo H?, mas elas podem
ser feitas de forma andloga para o modelo A. Chamaremos de [-isometria a isometria de

H? que preserva distancia segundo a métrica [ definida em (2.16).

Uma aplicacao f : H? — H? é uma isometria se f é uma bijecdo continua com

inversa continua e I(f(u), f(v)) = l(u,v), para quaisquer u,v € H?.

As seguintes afirmagoes sao validas e podem ser verificados na referéncia [4]:
(i) A reflexdo em uma geodésica de H? é uma [-isometria.

(ii) Dadas duas geodésicas 71,y € H?, existe uma [-isometria f tal que f(v1) = V2.

Dizemos que uma isometria f : H? — H? preserva orientacdo se f for diferencidvel
e detDf(z) > 0, para todo z € H?.

Nos modelos H? e A existem isometrias que preservam orientacao e as que invertem
orientacdo. O conjunto de todas as isometrias que preservam orientacao em H? e A vamos

denotar, respectivamente, por I'som™(H?) e Isom™*(A).

Nos préximos dois teoremas apresentamos as isometrias de H? e A que preservam
e invertem orientacao nos dois modelos. Omitimos sua demonstragao, a qual pode ser

vista em [4].

Teorema 3.6.1. No modelo H?, as isometrias f : H> — H? que

i) preservam orientagao sao da forma

az+b
&) =cra
onde a,b,c,d € R ead —bc=1;
i) invertem orientac¢do sao da forma
_a(=z)+b
J2) = c(=z)+d’

onde a,b,c,d € R e ad — bc = 1.

Teorema 3.6.2. No modelo A, as isometrias g : A — A que

(i) preservam orienta¢io sio definidas por

(2) az+¢
)= —-
g cz+a
onde a,c € C e lal* — |c]* = 1;
(ii) invertem orientac¢io sio definidas por
az +¢
g(z) - c?—f—ﬁ’

onde a,c € C e lal* — |¢|* = 1.
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Assim, definimos som(H?) como sendo a unidao de Isom™(H?) e isometrias que

invertem orientagdo. De forma andloga, definimos Isom(A).

O seguinte teorema mostra que as I'som™ (H?), que sdo transformagoes de PSL(2, R),

estdo contidas em I'som(H?).

Teorema 3.6.3. PSL(2,R) C Isom(H?).

Demonstragio. Ver [11], Teorema 1.1.2. O

3.6.1 Classificacao das isometrias

Para compreender a classificacdo das isometrias utilizamos os modelos A e H?2,
sendo que H? é mais conveniente para realizar os célculos enquanto que A ¢é mais ade-
quado para ver a sua geometria. Veremos que € possivel classificar as isometrias do plano
hiperbodlico que preservam orientacao em trés tipos distintos: eliptica, parabdlica e hiper-

bolica.

Para fazer este estudo, definimos Fiixy = {x ceH2: f(z) = x}, onde f € Isom™(H?).
Sugerimos a bibliografia [6] para maiores detalhes sobre o entendimento do paragrafo pos-

terior.

Todo elemento f € Isom™(H?) é o produto de no maximo duas reflexdes, ou seja,
f = 01009, onde 01 e 0y sao reflexdes em geodésicas \; e Ay, respectivamente. Logo,

temos as seguintes possibilidades:
i) A\; e Ay sdo concorrentes e \; N Ay = {p} € H?. Entdo, o0 0,(p) = p € H2
ii) A\; e Ay sdo paralelas e \; N \y = p € OH2. Entdo, 0,00, possui um ponto fixo p € OH?.

iii) A\; e Ay sdo ultraparalelas e \; N Ay = (. Entdo, o2 o o7 possui dois pontos fixos
p,q € OH2. Neste caso, a geodésica p ortogonal & A\; e Ay é invariante por g, 0 oy € 0s
pontos p N OH? = {p, q} sdo fixados por o5 0 ;. A geodésica p é chamada de eixo de

isometria de o9 0 0;.

Seja f € Isom™ (H?) e Fizy como definido anteriormente. Dizemos que:

(i) f é eliptica se possui um ponto fixo em H?;
(ii) f é parabdlica se possui um tinico ponto fixo em OH?;
(iii) f é hiperbdlica se possui dois pontos fixos em OH?Z.

A Figura 2.18 mostra um exemplo de cada tipo de isometria.
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q

(a) Eliptica (b) Parabdlica (¢) Hiperbdlica

Figura 29 — Classificacdo das isometrias.

Fonte: Elaborado pela autora.

Os trés tipos de isometrias também podem ser diferenciados pelo valor absoluto

do traco da matriz associada a isometria, como veremos a seguir.

Dada f € Isom™(H?), tal que f(z) = azis, definimos o trago de f por tr(f) =
cz
[tr(A)|, em que
a b
A= € SL(2,R) e tr(f)=la+d|
c

Proposigao 3.6.4. Seja f € Isom™(H?), entdo:
(i) [ € eliptica se, e somente se, tr(f) < 2;
(ii) f € parabdlica se, e somente se, tr(f) = 2;

(iii) f € hiperbdlica se, e somente se, tr(f) > 2.

b
Demonstragdo. Sejam f(z) = oz € Isom™(H?), A = ¢ € SL(2,R) e zp um
cz+d c
ponto fixo de f. Entao,
azp+b
CZ§+ == 22+ (d—a)z—b=0. (3.40)

Considerando f como uma transformacao de f : C — C, temos que f tem no maximo

dois pontos fixos. O discriminante da equacao 2.40 é

A = (d—a)*+4bc
= (d—a)*+4(ad —1)
= a’+2ad+d* — 4
= [tr(A)? 4.
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Assim, temos os seguintes casos:

(1) Se |Tr(A)| < 2, entdo a equagdo possui duas raizes complexas. Como estas raizes sao
conjugadas, apenas umas das raizes encontra-se em H?. Portanto, f é eliptica.

(2) Se |[Tr(A)| = 2, entao a equagdo possui uma raiz real. Logo, f possui um tnico ponto
fixo em OH?. Portanto, f é parabdlica.

(3) Se [Tr(A)| > 2, entdo f possui dois pontos fixos em JH?, pois a equagao possui duas

raizes reais. Consequentemente, f é hiperbdlica. O

A seguir, mostramos um exemplo de cada tipo de isometria.
cos(0)z — sen(0)

,com 0 < 6 < m, é eliptica. De fato, como
sen(0)z + cos(0) a P

i) A transformacao f(z) =

cos() —sen(0)
sen(f)  cos(0)

a matriz associada a transformacio é A = ] € SL(2,R), segue que

tr(f) = |2cos(0)| < 2.

11

ii) A transformacdo f(z) = z + 1, associada a matriz A = € SL(2,R), é uma

isometria parabdlica. De fato, pois tr(f) = |1 + 1| = 2.
(iii) A transformagdo f(z) = kz, com k > 1, é uma isometria hiperbélica. De fato, pois

como a matriz associada a transformacao é dada por A =

kE 0O

] € SL(2,R), temos
0 1
que tr(f) = |k + 1| > 2.

Dizemos que duas matrizes A, B € SL(2,R) sdao conjugadas quando existe C' €
SL(2,R) tal que A = CBC~!'. Como a cada isometria podemos associar uma matriz,
dizemos que duas isometrias g1, g2 € PSL(2,R) sdo conjugadas quando as matrizes cor-

respondentes o forem.

, f2(2) = z+1 e f3(2) = kz, com

Proposicao 3.6.5. Sejam fi(z) = cos(0)z — sen(Z)

sen(0)z + cos()
0<0<mek>1, isometrias de H>. Entdo toda f € Isom(H?) é conjugada a uma das

isometrias f1, fo ou f3.

Demonstragio. Ver bibliografia [6], Proposicao 4.16. O

(cos(8) + sen(8))z — 2sen(6)
sen(0)z + (—sen(0) + cos(0))
cos(0) + sen(0) —2sen(0)

sen(6) —sen(0) + cos(0)

A isometria f(z) = , com 0 < 6 < 7, que possui ma-

triz associada A = € SL(2,R), é uma isometria

eliptica, pois

tr(f) = |cos(8) + sen(f) — sen(6) + cos(0)| = |2cos(8)| < 2.
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: o : . , cos(0)z — sen(0) _ ,
Esta isometria é conjugada a isometria f; = , com matriz associada
sen(0)z + cos(0)

cos(f) —sen(0)

B = € SL(2,R). De fato, pois se g(z) = z + 1, com matriz
sen(0)  cos(0)
1
associada C' = € SL(2,R), temos
CBC-! — 11 cos(f) —sen(0) 1 -1
01 sen(0)  cos(0) 0 1
B [ cos(8) + sen(0) —2sen(0)
N sen(0) —sen(8) + cos(0)

— A



o8

4 SUBGRUPOS DISCRETOS E
DOMINIOS FUNDAMENTAIS

O principal objetivo deste capitulo é apresentar o teorema de Poincaré. Utilizare-
mos os resultados no restante do trabalho e omitiremos algumas demonstracoes, as quais
podem ser encontradas nas referéncias. Inicialmente, introduziremos o assunto sobre gru-
pos descontinuos e algumas de suas propriedades. Depois passaremos ao assunto sobre
grupos fuchsianos. Para isso, antes apresentaremos alguns resultados e condi¢des para que
um grupo de isometrias do plano hiperbélico seja discreto. Por seguinte, abordaremos
dominios e poligonos fundamentais, além da existéncia de um poligono fundamental para
todo grupo fuchsiano, conhecido como dominio de Dirichlet. Por fim, apresentaremos o
teorema de Poincaré, que nos fornece métodos para construir grupos fuchsianos a partir
de um poligono e uma identificacdo de lados. As principais referéncias utilizadas para
este capitulo sdo Beardon [4], Doria [6], Katok [11] ¢ Munkres [15].

4.1 Grupos descontinuos

Iniciamos a se¢ao com o conceito de espago topoldgico e homeomorfismo, assun-
tos relacionada a Topologia Geral, que podem ser consultados em [15]. Na sequéncia

apresentamos a teoria de grupos descontinuos, baseada na referéncia [4].

Uma topologia sobre um conjunto X é uma colecao 7 de subconjuntos de X que
tem as seguintes propriedades:
i) Os subconjuntos @ e X estao em 7;
ii) A unido de elementos de qualquer subcole¢ao de 7 estd em T;
iii) A intersegdo de qualquer subcolegdo finita de 7 estd em 7.
Se X é um conjunto e 7 é uma topologia definida sobre X, chama-se espago topoldgico

ao par (X, 7).

Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que a aplicagao f : X — Y é continua
se para qualquer subconjunto aberto V' de Y o conjunto f~!(V') é um subconjunto aberto

de X.

Sejam X e Y espacos topologico. Uma aplicacao f : X — Y é um homeomorfismo

se, e somente se, f é uma bijecdo continua com inversa continua.

Para o estudo de grupos descontinuos, vamos considerar X um espago topoldgico

e G o grupo de homeomorfismos definido por

G={g: X — X :g éhomeomorfismo} .
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Seja X um espacgo topologico e G um grupo de homeomorfismos. Dizemos que
G age de forma descontinua em X se, e somente se, para todo subconjunto compacto

K C X temos G(K) N K = (), exceto para um ntmero finito de elementos g € G.

Seja G um grupo de homeomorfismos do espaco X.
(i) Dado x € X, o estabilizador G, de x é o subgrupo de G definido por G, = {g € G : g(z) = = };
(ii) A érbita G(x) de x é o subconjunto de X definido por G(z) = {g(z) : g € G};
(iii) Dado Y C X dizemos que Y ¢é G-invariante se G(y) € Y, para todo y € Y.

A seguir apresentamos algumas propriedade sobre acao descontinua do grupo de
homeomorfismos G sobre o espaco topolégico X. Uma demonstraciao para tais resultados
pode ser encontrada na referéncia [4]. Suponha que G age de forma descontinua em X.
(i) Todo subgrupo de G age de forma descontinua em X;

(ii) Se ¢ : X — Y é um homeomorfismo, entdo ¢ o G o ¢! age de forma descontinua em
Y,

(
(

nao converge para nenhum y € X;

iii) Se Y é um subconjunto G-invariante de X, entdo G age de forma descontinua em Y

iv) Se z € X e se g1, ga, ... sao elementos distintos de G, entao a sequéncia g;(x), g2(x), ...

(v) Se z € X entdo o estabilizador G, ¢ finito.

4.2 Grupos fuchsianos

Iniciamos o estudo com o conceito de subgrupo discreto de isometrias, baseado na

referéncia [11]. Tal apresentagao sera feita no modelo do semiplano H?, porém tudo pode

b
ser feito de forma andloga para o modelo A. Seja f € PSL(2,R), tal que f = az—td e
cz
b
M = [ ¢ g € SL(2,R) um representante de f. Definimos a norma de f como sendo
c

a norma da matriz associada. Pela Equacao 2.4, segue que esta norma é

LI = 1101 = /lal? + [bl? + [el? + |d]

Neste caso, se g € PSL(2,R) e N a matriz associada a g, entdo PSL(2,R) é um grupo
topoldgico em relacao a métrica ||M — N||, que corresponde a métrica definida na Equagao
2.5.

Um subgrupo G de PSL(2,R) é discreto quando a topologia induzida de PSL(2,R)

sobre GG é discreta, isto é, G é um conjunto discreto no espago topolégico de PSL(2,R).

Sejam f,, f € PSL(2,R) e

€ SL(2,R)

Cn dm

as respectivas matrizes associadas de f,, e f. Dizemos que f, — f se a, — a, b, — b,

¢, > ced, —d.
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Proposicao 4.2.1. Um subgrupo G de PSL(2,R) é discreto se, e somente se, dada um

sequéncia f, € G, tal que f, — Id, entdo f, = Id, para n suficientemente grande.
Demonstragdo. Ver referéncia [11]. O

Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto de PSL(2,R).

Na sec¢ao seguinte veremos a relagao entre grupos fuchsianos e dominios fundamen-

tais.

4.3  Dominios fundamentais

O objetivo desta secao é descrever dominios fundamentais para um grupo fuchsi-
ano G. Veremos que para todo grupo fuchsiano esta associado um dominio fundamental,
chamado de dominio de Dirichlet, que descreve uma regiao poligonal determinada por
geodésicas. Além disso, para cada lado s do poligono existe uma transformacao de iden-
tificagao de lados g € G tal que g(s) = ', onde s’ é outro lado do poligono. O conjunto
de geradores de G é determinado por estas transformagoes de identificagdo de lados e
a acao de GG no poligono tessela o disco A. Apresentaremos no Capitulo 4 o conceito
de tesselacao hiperbodlica detalhadamente. O desenvolvimento desta secdo é baseado na

referéncia [4].

Seja G um grupo fuchsiano agindo em A de forma descontinua. Dizemos que um

subconjunto aberto D C A é um dominio fundamental para o grupo fuchsiano G se:

i) g(D)ND=10,comgeGeqg+#Id;
i) |Jg(D)=A.

geG

A familia {g(b) 1g € G} é chamada de tesselacdo de A. Além disso, para todo z € A
existe g € G tal que g(z) € D.

Um dominio fundamental D de G é localmente finito se, e somente se, cada sub-

conjunto compacto de A intersecta apenas um nimero finito de G-imagens de D.

Se D é um dominio fundamental localmente finito, cada z € A possui uma vizi-

nhanca compacta N que intersecta somente um ntimero finito de imagens g;(D). Dimi-

nuindo N, se necessario, podemos supor que

(i) z € gl(ﬁlﬂ N gn(ﬁ)i;

(ii) N C g1(D) U ... U gu(D);
(iii) A(D) N N =), a menos que h seja algum dos g;;

Seja G um grupo fuchsiano. Entdao P é um poligono fundamental convexo para G

se, e somente se, P é um dominio fundamental convexo localmente finito para G.
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Sejam G um grupo fuchsiano e P um poligono fundamental convexo para G.
i) Um lado de P é um segmento geodésico de comprimento positivo da forma P N g(P),
onde g € G.
ii) Um vértice de P ¢ um tnico ponto v € 9P da forma v = P N g(P) N h(P), onde
g, heG, g h+#Ideg#h.

Como P é localmente finito, para todo z € A existe um disco hiperbdlico aberto
N centrado em 2z e distintos elementos g1, ..., g; € G tais que:
i) z € gi(P)N... N gi(P);

i) NC g1(P)U...Ug(P)

iii) se g(P) intersecta N entao g = g;, para algum j =1, ..., ¢.

A seguir apresentamos algumas propriedades de poligonos fundamentais convexos.
A verificacao de tais propriedades decorre de todo grupo fuchsiano G ser sempre enu-
meravel, pois é um subgrupo discreto de isometrias do plano hiperbdlico, e por P ser
localmente finito. Uma demonstragdo pode ser vista em [4].
(1) Para cada z € OP, existe g € G, com g # Id, tal que g(z) € OP;
(2) P possui uma quantidade de lados e vértices enumeravel;
(3) Dado um subconjunto compacto K C A, apenas um ntumero finito de lados e vértices
de P pode intersectar K;
(4) OP é igual a uniao dos lados de P;
(5) Cada vértice de P estd em exatamente dois lados e é o ponto final comum a eles;
(6) A intersecao de um par de lados de P ou é vazia ou é um vértice que estd na extre-

midade de cada um dos lados.

Teorema 4.3.1. Sejam G um grupo fuchsiano e P um poligono fundamental convexo
para G. Entao o conjunto Gy = {g €eG:Pnyg(P)+# @} C G gera o grupo G.

Demonstracao. Seja G* o grupo gerado por GGg. Suponha que G age de forma descontinua
em A. Seja z € A e g e G tal que g(z) € P. Tal g existe pois P é dominio fundamental.
Suponha também que h € G tal que h(z) € P. Assim, a tinica possibilidade é que g(z)
e h(z) estao em OP. Decorre que h(z) pertence a P N hg~'(P) e, consequentemente,
hg™' € Gy C G*. Isso implica que G*h = G*g. Seja ¢ : A — G/G* definida por
#(z) = G*g, onde g(z) € P. O que acabamos de mostrar é que esta aplicagao estd bem

definida. Como P é localmente finito, segue que para todo z € A existe um nimero

finito de imagens g;(P), ..., gm(P), em que cada uma contém z e a unido destas imagens
cobre uma vizinhanga N de z. Se w € N, entdo w € g;(P) para algum j = 1,...m
e o(w) = G*g; ' = ¢(2). Assim, concluimos que cada z € A possui uma vizinhanca
aberta N onde ¢ é constante. Como A é aberto e conexo, toda fungdo que satisfaga esta

propriedade é constante em A. Isto mostra que ¢(z) = ¢(w), para todo z,w € A. Dada
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qualquer g € G e sejam z € P e w € g~ '(P). Entao, como ¢ ¢ constante
G" = G'Id = §(=) = $(w) = Gy

e assim, g € G*. Isto prova que G C G*. E, portanto, G = G* =< G >.

]

Vamos descrever agora a relagdo entre o grupo fuchsiano G e o poligono fun-
damental P. Considere os conjuntos G* = {g € G : PN g(P) é um lado de P} e
S ={Png(P): g € G*} o conjunto dos lados de P. A diferenca entre Gy e G*
estd nos elementos g € Gy tais que P N g(P) é apenas um vértice, ou seja, G* C Gy.
Cada g € G* produz um tnico lado s € S, ou seja, s = P N g(P) e cada lado surge
desta forma. Assim, existe uma bijegao ¢ : G* — S definida por ¢(g) = P Ng(P). A
aplicagao ¢ é sobrejetiva por defini¢do, mas também é injetiva uma vez que se ¢(g) = ¢(h)
entdo P N g(P) = P N h(P) e isso ndo pode acontecer para os lados a menos que g = h.
A existéncia de ¢! : S — G* mostra que cada lado s de P associa uma tnica funcao
gs € G* tal que s = PN g,(P). Entdo g;'(s) = g;'(P)N P = &, onde ' ¢ um lado
de P de comprimento positivo. Assim, também podemos escrever s = P N gy (P).
Logo, sendo s’ = g¢;!(s) concluimos que gy = g¢;!. Assim, construimos uma fun-
cdo s — s de S em S e esta funcdo é chamada de identificacdo de lados de P, pois
(s") = g2"(s") = (g7 (9:'(s)) = gs97'(s) = s. Portanto, o conjunto S dos lados de
P particiona-se naturalmente em uma colegao de pares {s, s'}, isto é, S = U{s, s'}, onde

s' = g7(s) e gs € G*, para o conjunto de lados de P.

Teorema 4.3.2. O grupo G ¢ gerado pelo conjunto G*.

Demonstragio: Decorre do Teorema 3.3.1 que basta provarmos que se P N h(P) # 0,
entdo h esta no grupo gerado pelas fungoes g,. Considere entdo w € PN h(P). Como P ¢é

localmente finito, existe um disco aberto /N centrado em w e elementos hg = Id, hq, ..., h; €

G tais que w € ho(P)N...Nh(P) e N C ho(P) U ...U hy(P). Diminuindo o raio de

N, se necessério, podemos assumir que N ndo contém nenhum vértice dos h;(P), exceto

possivelmente w e que N nao intersecta nenhum dos lados dos h;(P), exceto os que contém
w. Como a fronteira de P é a unido dos lados, entdo a fronteira de P em N consiste de
um lado contendo w ou dois lados distintos partindo de w. O mesmo é verdade para cada

h;(P), logo temos uma das situacoes ilustradas na Figura 3.1.
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.........

Figura 30 — Fronteira de P e h;(P) em N.

Fonte: Elaborado pela autora.

Por construcio, assumiremos que os poligonos consecutivos hg = P, hi(P), ..., hs(P) tém
um lado em comum. Assim, para todo j = 0,...,t, segue que P N hj’lhjﬂ(?) é um
segmento geodésico de comprimento positivo, portanto ¢ um lado de P. Entao, h;y; =

hjgs, para alguma funcao de emparelhamento g,. Note que, para j = 0, temos
hy = hogs = 1Id gs = Gs,

para alguma g, € G*. A partir dai, cada hj, com j = 1,...,¢ vai ser sempre um produto
de fun¢oes de emparelhamento. Portanto, como h = h;, para algum 0 < j < t, segue que
h e G*.

]

4.3.1 Poligono de Dirichlet

Veremos agora que a todo grupo fuchsiano esté associado um poligono fundamental
convexo. Seja GG um grupo fuchsiano agindo em A e w € A um ponto que nao é fixado

por nenhum elemento eliptico de GG. Para cada g € G, g # Id, definimos os conjuntos

Ly(w)={ze A:l"(z,w) =1"(z,g9w)}
Hy(w)={z€ A:1"(z,w) < I"(z,gw)}.

O conjunto Ly(w) é a geodésica mediatriz dos pontos w, gw e H,(w) é um semiplano

convexo contendo w e que é limitado por L,(w), conforme mostra a Figura 3.2.
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Figura 31 — Ly(w) e Hy(w).

Fonte: Elaborado pela autora.

O poligono de Dirichlet D(w) com centro em w € A associado ao grupo Fuchsiano
Gé

Dw)= [ Hyw). (4.1)

9€G,g#1d

Teorema 4.3.3. O poligono de Dirichlet D(w) é um poligono fundamental convexo para
G.

Demonstragio: Ver referéncia [4]. O

Sejam G é um grupo fuchsiano e D(w) é um poligono de Dirichlet para G. Para
cada vértice do poligono podemos definir um ciclo de vértices e uma transformacao as-
sociada a tal ciclo. Vamos considerar que D(w) possui todos os vértice em A. Assim,
conforme vimos anteriormente, para cada lado s de D(w) existe uma transformagao de
identificacao g € G tal que g(s) = s’ define um outro lado de D(w). Desse modo, respei-
tando a orientacao de cada lado do poligono, para construir um ciclo de vértices faremos
o seguinte procedimento:

(i) Seja V; um vértice de D(w) e s; um lado com extremidade em V;. Seja g; a transfor-
macao de identificacdo lateral associado a s;. Assim, g; aplica s; para outro lado s, de
D(w).

(ii) Seja sy = g1(s1) e Vo = ¢1(V4). Logo, obtemos um novo par (V2, s3).

(iii) Considere agora o par (Va,s3), que é formado pelo vértice V5 e o lado s de D(w)
diferente de s, com um ponto final de V5.

(iv) Considere gy a transformacao de identificacao lateral associada ao lado sj. Assim,
g2(s3) é um lado s3 de D(w) e g2(V3) é um vértice V3 de D(w).

(v) Repetimos este processo até retornar no vértice e lado inicial V] e sy, respectivamente.

O esquema e a figura a seguir descrevem o processo anterior.
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Vo= 9‘1“’3]

In—1
== 5
Sn
gn ‘/1 *
RAN =

A partir deste processo, obtemos uma sequéncia de vértices {V;, V5, ..., } e uma
sequéncia de identificadores de lados {g1, g2, ...}. Seja n o menor inteiro positivo tal que

InGn-1---92g1(V1) = V1. Assim, temos a seguinte defini¢ao:

A sequéncia de vértices C = V; — Vo — ... =V}, é chamada de ciclo de vértices. A

transformacao ¢,¢g,_1...9291 ¢ chamada de transformacao associada ao ciclo de vértices.

Observe o poligono da Figura 3.3 com lados orientados, vértices e transformagoes

de pares de lados identificados.

V2 I"f:l,

Figura 32 — Poligono com lados, vértices e identificagdo de lados rotulados.

Fonte: Elaborado pela autora.

Realizando o processo descrito anteriormente obtemos:
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Vi o Vil « [ Va
_>
S1 S3 S4
92 Ve \ « [ Vo
— —
S5 S6
g3 ‘/3 i> ‘/3
S2 53
91_1 ‘/2 * ‘/2
H _>
S1 S2
93_1 Vvl * ‘/1
H _>
S6 S2

Assim, o ciclo do vértice V; é dado por V| — V, — Vg — V3 — V5 e a transformagao do

ciclo é g3 g7 939291. Note que o vértice V5 nao estd no ciclo descrito, assim, ele determina

(o) = ()= (%)

Logo, temos o ciclo V; e a ele associada a transformagao gs.

um outro ciclo:

Seja C =V —» Vo — ... = V, o ciclo do vértice V; e 6; o angulo no vértice V.

Entao o angulo do ciclo é definido por

Proposicao 4.3.4. Seja G um grupo fuchsiano e P um poligono de Dirichlet com todos
os vértices em A. Se C é um ciclo de vértices e 8(C) é o angulo do ciclo, entao existe um
numero natural m > 1 tal que m 6(C) = 2w. Além disso, m denota a ordem de C, a qual

representamos por m = Ord(C).
Demonstragao. Ver [11]. O

Assim, a cada grupo fuchsiano G associamos um poligono fundamental convexo
P que ladrilha A. O conjunto de geradores de G determina os pares de lados que sao
identificados. Uma condicao necessaria para que o poligono P ladrilhe A é:
(I) para todo ciclo C' C 9P, a soma dos dngulos internos de ciclo é da forma 6(C) = 2%,

onde m = Ord(C') € N.
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4.4 Teorema de Poincaré

Na secao anterior verificamos que todo grupo fuchsiano G agindo em A possui um
poligono fundamental convexo, denominado de poligono de Dirichlet. A ac¢do de G em
P tessela A e a colecao de emparelhamento de lados de P gera G. Além disso, a soma
dos adngulos internos deve satisfazer (I). O teorema de Poincaré fornece um método para
construir grupos fuchsianos. Suponha que se comece com um poligono hiperboélico convexo
e um conjunto de transformacoes de emparelhamento de lados, queremos saber quando
essas transformagdes de emparelhamento lateral geram um grupo fuchsiano. Assim, o
objetivo do teorema é provar que G é discreto e que P é um poligono fundamental convexo

para G.

Vamos assumir que P é um poligono hiperbdlico convexo com vértice em A e
S = {s C OP : s élado de P}. Além disso, vamos considerar uma particdo do conjunto
de lados S, dada por

S =J{s ¢}
Seja Gg = {g € Isom(A) : s = PN g(P),s € S}. Dizemos que o conjunto Gg é

subordinado a particao S se G admite uma partigao

GS = U {gsags_l}a

go1d
em que s = PNg,(P)es =Png;(P).

A seguir apresentamos o teorema de Poincaré e omitimos a sua demonstracao por

sua complexidade. Uma prova para o resultado pode ser vista em [4].

Teorema 4.4.1 (Poincaré). Seja P um poligono hiperbdlico convexo com wm nimero
finito de lados. Seja S = {s C OP : s élado de P} e seja S = U{s,s'} uma particio de
S em pares de lados. Suponha que

i) Gs = {g € Isom(A) : PN g(P) C S} é um conjunto de isometrias de A subordinada
a particao S = U{s,s'} ,

it) a condi¢io (I) é satisfeita.

Entao, o grupo G gerado por Gg é um grupo fuchsiano e P é um poligono fundamental

convexo para G.

O seguinte exemplo é uma aplicacao do teorema de Poincaré para um octégono

A . ~ . . ™
cujos angulos internos tém medida igual —.

Considere o octégono regular de vértices vy, ...,vg, lados si,...,88 € g1,...,94 €

I'som(A), conforme mostra Figura 3.4.
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Figura 33 — Octégono hiperbdlico regular de angulos internos 7.

Fonte: Elaborado pela autora.

Realizando o procedimento descrito na se¢do anterior, vamos calcular o ciclo do vértice

V1. Assim temos:

Vlg_1>V4*V4

_>
S1 S3 S4
g2 s\ « [ V3

= —

S9 S3
9;1 ‘/2 * ‘/2

H _>

S1 S2

9;1 V:’) * V:’)
H _>

S4 S5
g3 Vel « [ VB
= —

S7 S8
g1 Vil o (W7
= —

S6 St
93?1 ‘/6 * ‘/6

— —

S5 S6

9;1 ‘/1 * ‘/1
- —

S8 S1
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Assim, existe apenas um ciclo de vértice dado por
C=Vi=Vi=Vs= Vo= Ve= Vs = V= 15,
com a seguinte transformacao associada

9595949395 97 " 9201

A 7/ . /7 /. 7T A .
Como o angulo em cada vértice do octogono é igual a T a soma dos angulos internos do
ciclo é igual a
T
8§— = 2m.
4

Portanto, a condigao (I) é véalida. Pelo teorema de Poincaré, o grupo gerada pelas trans-
formagoes de emparelhamento gy, g2, g3 € g4 gera um grupo fuchsiano e o octégono é um

poligono fundamental convexo para tal grupo.
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5 GRUPOS TRIANGULARES E
TESSELACOES HIPERBOLI-
CAS

Os conceitos que estudaremos neste capitulo sao sobre grupos triangulares e tesse-
lagoes hiperbodlicas regulares. Mostraremos uma condi¢ao para que uma tesselacao hiper-
bolica seja regular e expomos um exemplo de tesselacao feito por Coxeter. Abordaremos
também alguns resultados sobre teoria de superficies. Utilizamos como referéncias Doria
6], Leite [13], Magnus [14], Munkres [15] e Stillwell [24].

5.1 Grupos triangulares

Baseamos o estudo desta secao nas referéncias [6] e [14].

T
Consideremos um triangulo hiperbélico AABC com angulos internos o = —, 3 =
p

™ ™
— ey =—,comp,q,r € N. Sejam a, b e c os lados do tridngulo opostos aos angulos «, /3
r

q
e 7, respectivamente, e r,, 7, e 7. as reflexdes sobre tais lados.

O grupo G*(a, B,7) = (ra,7s,7ec), gerado por 74,7, € 1., é chamado de grupo
triangular.

As transformacdes que pertencem ao grupo G*(a,(3,7) sao isometrias de H?Z.
Cada grupo G*(«, f3,7) possui um subgrupo G(a, 8,7) que preserva orientagao, em que

seus geradores sao produto de reflexoes em dois lados adjacentes do triangulo, isto é,

G(a, B,7) = (rary, rpre, ToTe). Devido as seguintes relagoes

it =y, (rry) =g e mpre = (Tar) TH(rare),

segue que G(a, 3,7) = (rarp, ole)-

Como a soma dos angulos internos de um tridangulo hiperbdlico é sempre menor

que 7, pela formula da area de um triangulo, segue que os valores p, ¢ e r devem satisfazer

<1+1+1> <1. (5.1)

a condicao

p g T

Ao assumirmos p < ¢ < r < 0o, a primeira 3-upla possivel é (2,3,7), ou seja, o tridngulo
T T T — . . o
5 8 = — ey = —. Na Geometria Hiperbdlica existem infinitos

tridngulos que satisfazem a condigao (4.1).

que possui angulos o =
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5.2 Tesselacoes hiperbolicas

Estudaremos nesta secao as tesselagoes hiperbodlicas relacionadas com os grupos

triangulares. Desenvolvemos tal teoria a partir das referéncias [6], [13] e [14].

Uma tesselagao regular do plano hiperbélico é uma particao do plano por poligonos
regulares nao sobrepostos, todos congruentes, com a condicao de que somente se inter-
ceptam em suas arestas ou vértices e o nimero de poligonos ¢ o mesmo em cada vértice,

independente do vértice.

Uma tesselagao regular constituida por poligonos de p lados, onde em cada vértice
existem ¢ poligonos serd denotada por {p,q}. Se p = ¢, entao a tesselagdo {p,p} é

denominada auto-dual.

2r 2w
Proposicao 5.2.1. Para existir uma tesselagao {p,q} € necessirio que — + — < m, ou

seja, (p—2)(q —2) > 4.

Demonstracio. Considere P um poligono regular com p lados e angulos internos medindo

T
—. Seja S; a soma dos angulos internos de P. Entao
q

2
Sl-zp—7T eS; < (p—2)m.
q
Assim,
2 2
(p—2)7r>p—7r 107r—27r>10—7T
q q
pq—2q>2p

pqg—2p—2q >0
pq—2p—2q+4>4
(p—2)(¢g—2) >4

rrrue

O

Em nosso trabalho iremos apenas considerar tesselagoes geradas por poligonos
hiperbdlicos regulares que nao possuem vértices em dA. A Figura 4.1 mostra exemplos

de tesselagoes hiperbodlicas geradas por poligonos deste tipo.
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Figura 34 — Tesselagoes hiperbdlicas {5,5} e {7,7}.

Fonte: Adaptado de Doria (2019).

A cada tesselagdo {p, ¢} existe um grupo triangular G*(«, 5,) associado, gerado

T T
pelas reflexoes r,, 7, € r. nos lados de um triangulo hiperboélico de dngulos o« = —, g = —
p

q
s 1 1

e v = —, satisfazendo a condi¢gao —+ — 4+ — < 1. Consequentemente, a descri¢ao do grupo
r r

triangular associado a cada tesselagdo {p, q} é apresentada conforme o teorema a seguir.

Teorema 5.2.2. Sejam r,, 1y € r. as reflezoes nos lados do triangulo hiperbolico ANABC
de dangulos o = 5 B = Tey=7 ( satisfazendo %+ % + % < 1). As imagens do AABC
sob a agdo de distintos elementos do grupo G*(«, [3,7) preenchem o plano hiperbdlico sem
lacunas e sobreposicoes (exceto nos bordos) e o grupo G*(«, B,7) é definido localmente

pela sequinte relagao
G*(O[7 577) = <7‘a,7’b,7”c : Ti = Tl? = T? = (Tarb)p = (TaTc)q = (TbTC>T = ].> .
Demonstragio. Ver referéncia [14], Teorema 2.8, pagina 81. O

A seguir apresentamos uma tesselacdo do plano hiperbdlico associada ao grupo
T omom
21476
para criar as obras Limites Circulares.

triangular G* ( ) Tal tesselagao foi feita pelo matematico Coxeter e inspirou Escher

Na Figura 4.2, o tridngulo APQR possui angulos a = g, b= % ey = % nos
vértices P, () e R, respectivamente. Considerando p, q e r os lados opostos aos angulos «, 5
e v, respectivamente, e r,,7, e r, as reflexdes nos respectivos lados, segue pelo Teorema
4.2.1 que a agao do grupo G*(a, 3,7) no tridngulo APQR preenche o plano hiperbélico

sem lacunas e sobreposigoes.
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Q

rr

R

Figura 35 — Grupo triangular G*(3, 7, ).

Fonte: Adaptado de Coxeter (1979) .

Note que no centro da imagem, seis tridngulos brancos mais seis triangulos pretos
formam um hexagono regular. Em cada vértice do hexagono se encaixam quatro de suas
réplicas. Como a condicdo (6 — 2)(4 — 2) = 8 > 4 ¢ satisfeita, segue que existe uma

tesselacao regular {6,4}, conforme mostra a Figura 4.3.

Figura 36 — Tesselacao {6,4}.

Fonte: Adaptado de Doria (2019).

A seguir apresentamos a teoria de superficies relacionada com uma tesselacao au-
todual.

Se a tesselacao gerada for autodual restrita a condicao p = ¢ = 4g, para algum
inteiro g > 2, por meio da identificagao dos lados do poligono Py, com 4¢g lados e vértices,
dadas por ay,ag, ..., an, by, be, ..., b, (geradores de um grupo fuchsiano I') obtemos uma
superficie compacta e orientada A/I" de género g. Sem perda de generalidade, podemos

supor que Py, esta centrado na origem.
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Todas as superficies orientadas de género g > 2 podem ser mapeadas por um poli-
gono hiperbélico Py,, onde os lados sao identificados em pares por isometrias hiperbolicas.
As isometrias que identificam os lados s@ao os geradores de um grupo fuchsiano I'. Além
disso, para o poligono P,, existe um unico ciclo de vértices cujo angulo associado a tal
ciclo é igual a 27 e a transformacdo associada é da forma a;bja;'by...a,bna; 't A
aplicacao quociente A/I" é que gera a superficie de género g. Para mais informagoes sobre

a construgao de tais superficies podem ser consultadas as referéncias [14] e [24].

Se w = ajbia; byt .a,bpa; byt é a transformacdo associada ao tnico ciclo de
vértice, temos que w representa um caminho fechado na superficie. Também, cada duas
arestas de Py, sao transformadas em uma curva fechada na superficie e a uniao das 2g
curvas fechadas terd um ponto zp em comum [13]. A Figura 4.4 mostra a construgao de
uma superficie de género g = 2, a partir de um poligono Py, com angulos medindo Z, que

gera uma tesselagao autodual {8, 8}.

Figura 37 — Construcao de uma superficie de género g = 2 por um poligono Fx.

Fonte: Adaptado de Leite (2012).

No capitulo 5, quando apresentaremos a obra Limite Circular III, veremos a cons-

trucao detalhada desta superficie a partir do poligono Px.
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6 APLICACOES NAS OBRAS LI-
MITES CIRCULARES

Nas obras Limites Circulares podemos aplicar resultados da teoria que apresenta-
mos. Iremos estudar cada obra separadamente. Inicialmente queremos obter informacoes
sobre tesselacoes hiperbdlicas associadas a grupos triangulares. Em Limite Circular III,
vamos mostrar a existéncia de uma tesselacao autodual restrita a condicao p = q = 4g e
mostrar que o poligono P, com o emparelhamento de lados construido satisfaz o teorema
de Poincaré e gera uma superficie hiperbdlica definida pelo quociente A/T". Mostrare-
mos também que nem todos os arcos de circunferéncias que aparecem nesta obra sao
geodésicas, mas sim descrevem curvas equidistantes. Para o desenvolvimento do capitulo
utilizadas algumas informagoes das referéncias Coxeter [5] e Dunham [7]. As demais ané-
lises e resultados obtidos foram desenvolvidos pelos autores aplicando a teoria estudada

anteriormente.

6.1 Limite Circular III

Na obra Limite Circular III destacamos trés classes de pontos P, Q e R. Os pontos
P € P descrevem as barbatanas direitas de quatro peixes que se juntam, ocorrendo em
duas cores alternadas; () € Q sao onde as barbatanas esquerdas de trés peixes se juntam,
utilizando trés das quatro cores que aparecem e nos pontos R € R as bocas de trés peixes
e as caudas de outros trés se encontram, também aparecendo trés cores neste tipo de

ponto, conforme observamos na Figura 5.1.

Ao analisar os pontos P € P verificamos que, no ponto de vista hiperbdlico, sao
vértices de um triangulo equilatero e cada um desses triangulos possui como centro um
ponto do tipo @ ou R, veja Figura 5.2 (a). Além disso, o angulo em cada vértice é

T
de n conforme representado na Figura 5.2 (b), diferente do caso euclidiana onde este

T ™
valor corresponde a 3 O triangulo APPP, com todos os dngulos medindo T satisfaz a

condigao
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Figura 38 — Pontos notaveis na obra Limite Circular III.
Fonte: Adaptado de Gupta (2006).

Logo, o grupo G*(%, 7,

triangular. Pelo Teorema 4.2.1, a acao de G* em APPP preenche o plano hiperbélico

7), gerado pelas reflexdes nos lados deste tridngulo, ¢ um grupo

sem lacunas e sobreposicoes.

No centro da imagem ao redor do ponto P existem oito triangulos e como a condig¢ao
(3—2)(8 —2) =6 > 4 é satisfeita, pela Proposigdo 4.2.1 temos uma tessela¢ao regular

{3,8}. Vejamos a existéncia de outra tesselagao, a tesselacao autodual {8, 8}.

-

(a) Tridngulos equildteros. (b) APPP com éangulos 7.

Figura 39 — Limite Circular III.

Fonte: Elaborado pela autora.

Refletindo cada um dos tridngulos da Figura 5.2 (a) em um de seus lados, obtemos
a Figura 5.3 (a). Olhando para a Figura 5.3 (b), que é uma cépia da anterior, vamos

considerar A = rir9 ¢ B = ryr3 os gerados do grupo G(Z,%, %)

40404/
formado, os tridngulo marcados em funcdo de A e B sdo elementos que pertencem ao

subgrupo G(%, 7, 7) de G*(§, 1, §)-

Neste novo octogono
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Neste ultimo octdégono, temos que o angulo em cada um de seus vértices é igual a
™
T Logo, ao redor de cada vértice se encaixam oito de suas réplicas e como a condicao
(8 —2)(8 —2) = 36 > 4 ¢é satisfeita temos uma tesselacao do tipo {8,8}. Pela teoria do

capitulo anterior, podemos definir tal poligono como Py, = FPs, onde g = 2.

(a) Octégono regular. (b) Elementos do subgrupo G de G*.

Figura 40 — Tesselacao {8, 8}.

Fonte: Elaborado pela autora.

Agora, vamos identificar os vértices V7, ..., Vg no sentido horario, dar uma orientacao
para os lados s1, ..., sg e fazer o emparelhamento de lados pelas isometrias g1, g2, g3, g4 €

I'som(A), conforme mostra a Figura 5.4.

Figura 41 — Identificagdo de lados do octégono regular.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Calculando o ciclo do vértice V7, temos:

Vi o Vil « [ Va
= —
S1 S3 Sq
92 V5 i} ‘/5
S92 83
91_1 ‘/2 * ‘/2
— —
S1 52
92_1 % * VE’)
— —
S4 S5
g3 ‘/8 i) ‘/8
S7 S8
94 ‘/7 i) ‘/7
Se S7
93_1 ‘/6 * Vé
H _>
S5 S6
94_1 ‘/1 i) ‘/1
S8 S1

Assim, existe um unico ciclo de vértices dado por
C=Vi=Vi=Vi=2Vo= V= Vs—= V=V,
com a seguinte transformacao associada

91 95" 919395 197 9201

A Py p - ™ ~ .
Como o angulo em cada vértice do octégono € igual a T a soma dos angulos internos do
ciclo é igual a
T
8§— = 2m.
4

Pelo teorema de Poincaré, segue que o grupo gerado pelas transformacgoes de emparelha-
mento g1, go, g3 € g4 gera um grupo fuchsiano I' e o octégono é um poligono fundamental

convexo para tal grupo. Além disso, A/I" gera uma superficie hiperbdlica de género g = 2.

Na Figura 5.5 (a) podemos observar pelas setas pontilhadas, por exemplo, que a
isometria g, leva a cabeca do peixe verde no corpo do peixe amarelo e o corpo do peixe
verde na cabega do peixe amarelo; a isometria g3 aplica o corpo do peixe verde na cabeca
do peixe amarelo e a cabega do peixe verde no corpo do amarelo. De mesma forma,

podemos analisar as isometrias gs e g4 da Figura 5.5 (b). Ou seja, tais isometrias levam
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um peixe no outro, juntando-os perfeitamente, porém as cores nao sao preservadas. Logo,
a superficie de género g = 2, gerada por A/T', estaria recoberta com as imagens dos
peixes, porém sem manter iguais as respectivas cores em cada curva fechada formada por

cada par de arestas identificados.

(a) g1 e gs.

Figura 42 — Identificacdo de cores das isometrias.

Fonte: Elaborado pela autora.

Vejamos mais uma tesselacao presente na obra. Vamos observar os triangulos
formados pelos pontos P, @ e R, conforme mostra a Figura 5.6 (a). Em qualquer tridngulo

APQR os angulos nos vértices sao dados por

~ T AT ~ T
P = — = — R = —
4 9 Q 3 € 3 Y
conforme mostra a Figura 5.6 (b). Note que os valores de ]3, @ e R satisfazem
1 n 1 n I 1 <1
43 3 12 7

Ou seja, o grupo G*(%, %, %) gerado pelas reflexdes nos lados do APQR é um grupo

triangular.
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(b) Angulos do triangulo A PQR.

Figura 43 — Triangulo formado pelos ponto P, @) e R.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Marcando a primeira sequéncia de pontos ) e R, obtemos um octégono Hiperbdlico
regular que possui angulos %’T nos vértices. Tal octégono é subdividido em oito tridngulos
APQR, como mostra Figura 5.7 (a). Em cada vértice do octdgono se encaixam trés de
suas réplicas e como a condigdo (8 —2)(3 —2) = 6 > 4 ¢ satisfeita, segue que existe uma

tesselacao regular {8, 3}, conforme apresentamos na Figura 5.7 (b).

a) Octégono regular de angulos & b) Tesselacao {8, 3
3

Figura 44 — Tesselagao regular {8, 3}

Fonte: Elaborado pela autora.

Utilizaremos tal tesselagao para apresentar curvas equidistantes na subsecao se-
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guinte.

6.1.1 Curvas equidistantes

Na Figura 5.8 (a), onde estd representada a tesselagao {8,3}, podemos observar
que os arcos que contém os pontos RRR... parecem determinar uma geodésica em A. Tais
arcos sao as curvas brancas que dividem os peixes ao meio na Figura 5.7 (b). Vamos ver
que eles nao descrevem geodésicas. Considerando o arco que contém os pontos QQQ)...
temos a existéncia de uma curva QRQRQR... entre os dois arcos. Cada segmento de
geodésica QR descreve um lado de um octégono, logo todos possuem o mesmo compri-
mento no ponto de vista hiperbdlico, digamos 2¢. A afirmagao é que os pontos médios de
cada lado QR pertencem a uma mesma geodésica a de A, Figura 5.8 (b). A distancia de
qualquer ponto de a aos arcos QQQ... e RRR... é sempre constante, digamos 6. O par de
arcos, sendo o lugar geométrico dos pontos que possuem uma distancia ¢ de a, é chamado

de curva equidistante com eixo a e altitude 9.

(a) Arcos RRR... e QQQ... (b) Geodésica a

Figura 45 — Curvas equidistantes.

Fonte: Coxeter (1979).

Logo, existem curvas que nao sao geodésicas mas que sao equidistantes de alguma

geodésica.

6.2 Limite Circular I

Na obra Limite Circular I também destacamos trés classes de pontos notaveis P,

Qe R. Os pontos P € P sao onde as bocas de trés peixes pretos e a cauda de trés peixes
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brancos se encontram; () € Q os pontos onde as bocas de dois peixes brancos e a cauda
de dois peixes pretos se intersectam e R € R onde as barbatanas direitas de dois peixes
brancos e dois peixes pretos se encontram. Os dngulos do tridngulo APQR destacado na

Figura 5.9 sao dados por

~ T A T o~ T
P:— = — = —,
g @=g¢ft=35

Logo, temos que os angulos do APQR satisfazem a condigao
11 1 11

N T
5T 1T 12"

Assim, o grupo G*(%, %, %) gerado pelas reflexdes nos lados deste tridngulo é um grupo

27476
triangular. Pelo Teorema 4.2.1 a acdo de G*(5, 7, ) em APQR preenche o plano hiper-

bélico sem lacunas e sobreposicoes.

P

Figura 46 — Limite Circular I.

Fonte: Elaborado pela autora.

No centro da imagem, no ponto P, temos que doze tridngulos APQR formam um

T
hexagono regular cujos angulos possuem medida 5 conforme mostra a Figura 5.10 (a).
Em cada vértice do hexdgono se encaixam quatro de suas copias. Logo, como a condicao

(6 —2)(4—2) =8 >4 ¢ valida, existe uma tesselacao regular {6,4}, veja Figura 5.10 (a).
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(a) Hexdgono regular. (b) Tesselagao {6,4} .

Figura 47 — Limite Circular I.

Fonte: Elaborado pela autora.

Note que esta tesselacao {6,4} é a mesma que aparece na Figura 4.3 desenvolvida por

Coxeter.

Além da tesselagao {6,4} existe outra tesselagdo em Limite Circular I. Considere
o triangulo APQP da Figura 5.11. Tal triangulo possui angulos medindo
P =

m ~ m
EGQ—E

1?
Q

(M
=]

P

Figura 48 — APQP com angulos P =

[
e}
QO
|
ol

Fonte: Elaborado pela autora.

Logo, temos que os angulos do APQ P satisfazem a condigao

+1—§<1
6 6 '

L
6

DO | —
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T om
21676
triangular e sua ag¢ao no triangulo preenche o plano hiperbélico sem lacunas e sobreposi-

Assim, o grupo G*( ) gerado pelas reflexdes nos lados deste triangulo é um grupo

coes.

No centro da imagem, no ponto P, temos que doze réplicas de APQ P formam um
hexagono regular cujos angulos possuem medida igual a E, ver Figura 4.7 (a). Em cada
vértice do hexdgono se encaixam seis de suas cépias. Como a condic¢ao (6 — 2)(6 — 2) =
16 > 4 é satisfeita, segue que existe uma tesselacao autodual {6,6}, conforme mostra

Figura 4.7 (b).

Na obra Limite Circular I fizemos apenas a analise da existéncia de tesselagoes e
grupos triangulares associados a elas, pois nao conseguimos determinar nenhum poligono

Py, que satisfaz o teorema de Poincaré.

(a) Hexdgono regular. (b) Tesselagdo {6,6} .

Figura 49 — Limite Circular I.

Fonte: Elaborado pela autora.

Na proxima secao apresentamos a obra Limite Circular IV. Veremos que os resul-

tados obtidos nesta obra sdo os mesmos que em Limite Circular 1.

6.3 Limite Circular IV

Da mesma forma que as obras trabalhadas anteriormente, em Limite Circular IV
também temos trés classes de pontos P, Q@ e R. Os ponto P € P sao onde as pontas
de trés pés de trés anjos e demonios se juntam; os pontos ) € Q sao definidos como
o centro das cabecas dos anjos e os pontos R € R onde quatro asas de quatro anjos e
quatro demdnios se encontram, conforme mostra a Figura 5.13 (a). Em qualquer tridngulo

APQR os angulos nos vértices sdo dados por

~ ~ ~ T
P p— p— R p——
b Q e 47

bo| 3

s
6
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conforme Figura 5.13 (b). Observe que o tridangulo APQR satisfaz a condicao

1 N 1 n 11 <1
2 4 6 12 7
Logo, o grupo G*(%,%, %) gerado pelas reflexdes nos lados deste tridngulo ¢ um grupo

triangular. Note que este grupo triangular G* é o mesmo que determinamos na obra
Limite Circular I e na obra de Coxeter. Assim, a andlise e resultados da obra Limite

Circular IV decorre de forma andloga a Limite Circular I, como veremos a seguir.

R
Q

El

(a) Pontos notaveis P, Q e R. (b) Angulos no A PQR.

Figura 50 — Limite Circular IV.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Marcando a primeira sequéncia de ponto () e R obtemos o hexagono regular da
T
Figura 5.14 (a), que possui dngulos iguais a 5 Em cada vértice do hexagono se encaixam

quatro de suas réplicas, formando assim a tesselacao regular {6,4}, veja Figura 5.14 (b).

(a) Hexdgono regular. (b) Tesselagao {6,4} .

Figura 51 — Tesselagao {6,4} .

Fonte: Elaborado pelo autor.

De forma analoga como fizemos em Limite Circular I, podemos construir em Limite

Circular IV a tesselacao autodual {6,6}, cuja construgao omitimos aqui.
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho o objetivo inicial foi identificar tesselagoes hiperbodlicas associadas
a grupos triangulares nas obras Limites Circulares I, I1II e IV. Em seguida verificamos a
existéncia de poligonos regulares que satisfazem o teorema de Poincaré e geram superficies
compactas A/T"; onde I' é um grupo fuchsiano e seus geradores sdo as isometrias que

identificam os lados do poligono.

Na obra Limite Circular ITI, conseguimos identificar trés tipos de tesselagoes {3, 8},
{8,8} e {8,3}. Além disso, determinamos um poligono Py, que gera uma tesselacao
autodual {8, 8} e uma superficie de género g = 2. Ao analisar as isometrias que identificam
os lados deste poligono, concluimos que as imagens se unem perfeitamente, porém nao ha

preservacao de cor.

Nas obras Limites Circulares I e IV, obtivemos os mesmos resultados para ambas.
Identificamos as tesselagoes {6,4} e {6,6}. Nestas obras ndo conseguimos encontrar um
poligono regular que gera uma tesselagao autodual. Porém, desconfiamos da existéncia de
um poligono P que gera uma tesselagao autodual {12, 12}. Tal poligono pode ter vértices

euclidianamente proximos a fronteira de A, o que torna mais dificil sua identificagao.

Para trabalhos futuros, na obra Limite Circular IIT queremos estudar a existéncia
de um poligono fundamental cuja a identificacao de lados por isometrias de A gera uma
superficie compacta A/I" que preserva as imagens e suas respectivas cores. Ja nas obras
Limites Circulares I e IV continuaremos a estudar a existéncia de um dodecagono que

gera uma tesselagdo autodual {12, 12}.
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