UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

A METODOLOGIA DA RESOLUGAO DE PROBLEMAS APLICADA
AO ENSINO DAS RELAGOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO
RETANGULO

ROMERO HENRIQUE ABDON SILVA

Belo Horizonte
2014



ROMERO HENRIQUE ABDON SILVA

A METODOLOGIA DA RESOLUGAO DE PROBLEMAS APLICADA
AO ENSINO DAS RELAGOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO
RETANGULO

Monografia apresentada a banca examinadora
do Curso de Especializagdo em Matematica do
Ensino Basico do Departamento de Matematica
da Universidade Federal de Minas Gerais como
requisito parcial para obtencdo do titulo de
Especialista em Matematica do Ensino Basico.

Orientadora: Prof. Dr. Jussara de Matos Moreira

Belo Horizonte
2014



2014, Romero Henrigue Abdon Silva.
Todos os direitos reservados

Silva, Romero Henrique Abdon.

5586m A metodologia da resolucéo de problemas aplicada ao
ensino das relacdes trigonométricas no triangulo  retangulo
[manuscrito] / Romere Henrigue Abdon Silva. — 2014,

621 il

Orientadora: Jussara de Matos Moreira. Monografia
(especializacao) - Universidade Federal de Minas Gerais,
Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento de Matematica.
Referéncias 62.

1. Matematica. 2. Ensino-aprendizagem. 3 Resolucio de
problemas. 4. Trigonometria |. Moreira, Jussara de Matos. |l
Universidade Federal de Minas Gerais, Instituto de Ciéncias
Exatas, Departamento de Matematica. 11l . Titulo.

CDU 51 (043)




ATA DA 160a MONOGRAFIA DO CURSO DE ESPECIALIZAGAO EM
MATEMATICA PARA PROFESSORES, APRESENTADO PELO ALUNO
ROMERO HENRIQUE ABDON SILVA

Aos seis dias de junho de 2014, as 10h00, na Sala 3060, reuniram-se 0s
professores abaixo relacionados, formando a Comissdao Examinadora
homologada pela Comissdo do Curso de Especializacdo em Matematica para
Professores, para julgar a apresentacdo da monografia do aluno Romero
Henrique Abdon Silva, intitulada: "A metodologia da resolugdo de problemas
aplicada ao ensino das relagées trigonomeétricas no triangulo retdngulo”, como
requisito para obtencdao do Grau de Especialista em Matematica, com énfase
em Matematica do Ensino Basico. Abrindo a sessao, a Senhora Presidente da
Comisséo, Profa. Jussara de Matos Moreira, apés dar conhecimento aos
presentes do teor das normas regulamentares, passou a palavra ao aluno para
apresentacao de seu trabalho. Seguiu-se a arguicado pelos examinadores com a
respectiva defesa do aluno. Apds a defesa, os membros da Comissao
Examinadora reuniram-se sem a presenca do aluno e do publico, para
julgamento e expedigédo do resultado final. Foi atribuida a seguinte indicagéo: o
aluno foi considerado Aprovado, por unanimidade, com nota 100 e conceito A.
O resultado final foi comunicado publicamente ao aluno pela Senhora
Presidente da Comissao. Nada mais havendo a tratar, a Presidente encerrou a
reunidao e lavrou a presente ata, que sera assinada por todos os membros
participantes da Comissao Examinadora. Belo Horizonte, 06 de junho de 2014.

[l

[ 24 .

N — 1

Profa. Jugsara de Matos Moreira
\" Orientadora

Sy

s --':' /__,-"'--- /

g — A )

‘7%@/,}/%/ el

Prof. André Gimenez Bueno
Examinador

i -
i ,-'I..".‘-‘C&-n-.&- f::"\r:.,__.-J <.-'r_~--‘-|'_ (:.-J-n.fw;
Prof. Heleno da Silva Cunha
Examinador



A minha familia pelo
reconhecimento. Aos meus amigos,
visiveis e invisiveis, pelos bons
momentos que me proporcionaram
nessa caminhada. E aos meus
atuais e ex-alunos, razdo do meu
esforgo.



RESUMO

O trabalho que se segue aborda a resolugdo de problemas como metodologia de
ensino-aprendizagem e sua utilizagdo no ensino das relagdes trigonométricas no
tridangulo retédngulo. Com o objetivo de mostrar a utilidade desta metodologia como
proposta pedagogica eficaz no ensino do referido conteudo matematico, partimos do
seguinte questionamento: Como a metodologia da resolugédo de problemas pode ser
aplicada para favorecer o ensino-aprendizagem das relagdes trigonométricas no
tridangulo retangulo? Buscando responder tal questdo, organizamos o trabalho da
seguinte forma: no primeiro capitulo, apresentamos a metodologia da resolugao de
problemas; no segundo, abordamos um breve histérico sobre a trigonometria; no
terceiro, apresentamos a trigonometria no triangulo retangulo; no quarto e ultimo
capitulo, apresentamos uma proposta de atividade a ser desenvolvida em sala de
aula utilizando a metodologia da resolugdo de problemas no ensino das razdes
trigonométricas no tridngulo retangulo e finalizamos expondo os resultados da

aplicagao deste trabalho numa escola da rede estadual de Minas Gerais.

Palavras-chave: Metodologia de ensino-aprendizagem, Resolugcéo de problemas,

Trigonometria no triangulo retangulo



ABSTRACT

The following text discusses problem-solving as a teaching-learning methodology
and its use in teaching trigonometric relationships in the right triangle. With the aim of
demonstrating the usefulness of this methodology as an effective pedagogical
proposal in teaching the aforementioned mathematical content, we start with the
following question: How can the problem-solving methodology be applied to favor the
teaching-learning of trigonometric relationships in the right triangle? To answer this
question, we organized the work as follows: in the first chapter, we present the
problem-solving methodology; in the second, we address a brief history of
trigonometry; in the third, we present trigonometry in the right triangle; in the fourth
and final chapter, we present a proposal for an activity to be developed in the
classroom using the problem-solving methodology in teaching trigonometric ratios in
the right triangle and conclude by exposing the results of applying this work in a

school of Minas Gerais state network.

Keywords: Teaching-learning methodology, Problem-solving, Trigonometry in the

right triangle
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INTRODUGAO

O trabalho com resolugao de problemas tem grande importancia no processo de
ensino-aprendizagem, tanto da Matematica como de outras disciplinas, ja que o ser
humano é desafiado a resolver problemas a todo o momento em seu dia a dia.
Segundo Giovanni Jr. (2009), a competéncia para resolver problemas ndo é
exclusividade da Matematica, mas as habilidades e os conhecimentos adquiridos no
aprendizado dessa disciplina auxiliam muito o seu desenvolvimento. De acordo com
este mesmo autor, tendo em vista o fato de que a formagdo matematica propicia ao
ser humano uma maior facilidade em elaborar estratégias para encontrar as
solugcdes ou vislumbrar diferentes caminhos para resolver os problemas que
enfrenta, enxerga-se nessa pratica um instrumento valioso e sugere-se que seja

dada uma atengao especial nesse sentido.

Com a pratica da resolugao de problemas nas aulas de matematica, os
alunos tém a oportunidade de desenvolver e sistematizar os conhecimentos
matematicos, dando significagdo aos conteudos trabalhados. Isso porque,
além de contextualizar os conteudos estudados, por levarem os alunos a
aplicar e a entender a utilidade do que aprenderam, os problemas desafiam
os alunos a utilizar o raciocinio, a légica, o célculo mental, a estimativa, ou
seja, todos os seus conhecimentos e habilidades prévios na busca de uma
resolucdo. (GIOVANNI JR., 2009, p. 10)

Um dos conteudos matematicos estudados ainda no ensino fundamental é a
trigonometria no tridngulo retangulo. A palavra trigonometria, do grego trigono
(triangular) e metria (medida), significa medida das partes de um tridngulo. Na
antiguidade, a necessidade de se calcular grandes distancias, aliada a falta de
instrumentos adequados para esse fim, era um grande problema para os estudos de
Astronomia, para a navegac¢ao e agrimensura. Ha indicios de que os babilonios
efetuaram estudos rudimentares de trigonometria. Mais tarde, os estudos de
Astronomia feitos por egipcios e gregos deram grande impulso no desenvolvimento
da trigonometria. A partir desses estudos, grandes distadncias puderam ser
calculadas considerando as relagdes entre as medidas dos lados e dos angulos de
um tridngulo. A trigonometria possui aplicagcbes na Engenharia, na Eletrénica, na
Medicina, na Aeronautica e também na Musica, o que justifica seu estudo no ensino

basico.



14

De acordo com as orientagbes pedagogicas da Secretaria de Estado de Educagéao
de Minas Gerais (SEE/MG), baseadas na proposta curricular que define os
conteudos basicos comuns (CBC), “um dos principais objetivos do ensino de
Matematica, em qualquer nivel, € o de desenvolver habilidades para a solugdo de
problemas”. Ainda de acordo com essa proposta, “a solucdo de uma ampla
variedade de problemas desenvolve a capacidade de abstracdo do aluno, bem como
a habilidade de atribuir significado aos conceitos abstratos estudados”. Em relagao
ao ensino das relagdes trigonométricas no tridngulo retangulo, a SEE/MG explica
que “um dos fatores relevantes do ensino desse topico € que ele contém uma idéia
criada para resolver inicialmente certos tipos de problemas geométricos. Ao estudar
a trigonometria no triangulo retangulo, o aluno tem contato com resultados que

tornam possiveis calcular medidas de formas indiretas”.

Muitas medidas sao feitas com o uso de métodos indiretos. Tais métodos
sdo utilizados ou porque as medidas nao sido diretamente possiveis, ou
porque esses métodos sdo mais cdmodos ou menos dispendiosos. Sao
exemplos de situagdes em que as medi¢des indiretas podem ser realizadas
com a utilizagdo da trigonometria no tridngulo retangulo: a altura de uma
montanha; a altura de uma arvore ou torre; o comprimento de um cabo de
sustentagdo que deve ser amarrado no topo de um poste ao chao; a
confeccdo de pecgas triangulares, sextavadas, etc.; a distancia entre dois
astros — Hiparco (180 a 125 a.C) calculou a distancia da Terra a Lua —; o
célculo da area de um tridngulo; o calculo da érea de um terreno; a projecao
de uma area num plano. (Orientagdes Pedagoégicas da SEE/MG para o
ensino de Matematica — Ensino Fundamental e Médio)

Considerando entdo a importancia da resolugao de problemas e do ensino de
trigonometria, unida as orientagbes pedagdgicas da SEE/MG, justificamos a idéia de

aliar a metodologia abordada ao ensino do topico em questao.
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1. A METODOLOGIA DA RESOLUGAO DE PROBLEMAS

Segundo Soares e Pinto (2001), um dos fatos fundamentais que caracteriza as
mudancas educacionais e motiva as diferentes pesquisas em educacio € a busca
pelo desenvolvimento nos alunos da capacidade de aprender a aprender.
Percebe-se nas diferentes areas da educacéo a necessidade de fazer com que o
aluno obtenha habilidades e estratégias que lhe proporcione a busca, por si mesmo,
de novos conhecimentos e ndo apenas a obtencdo de conhecimentos prontos e
acabados, fazendo assim com que se torne um cidadao capaz de enfrentar
situacdes diferentes dentro de contextos diversificados, que fagam com que ele
busque aprender novos conhecimentos e habilidades. Assim, uma das formas mais
acessiveis de proporcionar ao aluno tal capacidade é a utilizacdo da resolucao de

problemas como metodologia de ensino.

A resolugdo de problemas como metodologia baseia-se na apresentagcdo de
situagdes abertas e sugestivas que exijam do aluno uma atitude ativa ou um esforgo
para buscar suas proprias respostas, seu préprio conhecimento, promovendo dessa
forma o dominio de procedimentos, assim como a utilizagdo dos conhecimentos
disponiveis para dar respostas a situagdes variaveis e diferentes. Assim, faz-se
necessario que o aluno seja incentivado ao habito da problematizagao e

a busca de respostas de suas préprias indagacdes e questionamentos como forma
de aprender. Para que uma determinada situacédo seja considerada um problema,
devera implicar em um processo de reflexdo, de tomada de decisdes quanto ao
caminho a ser utilizado para sua resolu¢cdo, onde automatismos nao permitam a sua

solucao imediatamente.

Neste contexto, a resolugdo de problemas tem significativo poder motivador para o
aluno, por proporcionar novas situagdes e diferentes atitudes na busca pelo
conhecimento. Desse modo, sua utilizagdo como metodologia no ensino de
matematica deve merecer atencao por parte dos professores. A partir do estudo de
problemas reais € que se pode envolver o aluno em situagdes da vida real,

motivando-o para o desenvolvimento do modo de pensar matematico, visto que
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praticamente todos os ramos importantes da matematica surgiram em resposta a

tais problemas.

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas ha sempre uma
pitada de descoberta na resolugdo de qualquer problema. O problema pode
ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as
faculdades inventivas, quem o resolver por seus proprios meios,
experimentara a tenséo e gozara o triunfo da descoberta. Experiéncias tais,
numa idade susceptivel, poderdo gerar o gosto pelo trabalho mental e
deixar, por toda a vida, a sua marca na mente e no carater. (POLYA, 1995,

p. V)

A proposta da resolugdo de problemas no ensino de matematica nao se refere a
problemas rotineiros e algoritmicos, ou seja, a problemas que sao resolvidos pela
aplicacao direta de um ou mais algoritmos anteriormente aprendidos, sem estratégia
para a sua solugdo. Esses problemas tradicionais geralmente s&o propostos apos a
apresentacao dos conteudos nos capitulos dos livros didaticos, semelhantes aos
exemplos mostrados, onde a solugao ja esta contida no préprio enunciado e a tarefa
basica é interpretar a questdo e transformar a linguagem utilizada numa linguagem
matematica adequada, identificando quais operag¢des ou algoritmos sao apropriados
para resolver o problema. Esses problemas rotineiros sao aplicados para fixar o
conteudo visto sem despertar a curiosidade dos alunos e sem desafia-los a alcancar

novos conhecimentos.

Ao adotar a resolugdo de problemas como estratégia, é interessante que estes
estejam vinculados a realidade do aluno. Neste sentido, jornais e revistas, por
exemplo, podem ser utilizados como fontes para desenvolver este tipo de trabalho,
onde os problemas reais podem surgir de um simples anuncio de venda de um
imoével, contendo a planta e a localizagao, permitindo o trabalho com escala, area,
orientagdo espacial, perimetro, custo de materiais, confeccao de maquetes, soélidos
geométricos e tudo que a criatividade e a motivacdo permitirem. Pesquisas de
opinido também sao exemplos de fontes ricas para o trabalho com resolugao de
problemas, permitindo questionamentos do tipo: Como uma pesquisa €é realizada?
Como se realiza a coleta de dados, a tabulagdo, a analise e a interpretagcao dos
dados estatisticos? Ao buscar respostas para tais questionamentos, tem-se a
oportunidade de se trabalhar com porcentagem, tabelas, graficos, além de tornar

claro o porqué de se fazer pesquisa.
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Com a utilizagcdo de material concreto, é possivel uma participagao ativa dos alunos,
que podem colaborar com material que tenha despertado atengdo e curiosidade.
Segundo Polya (1995), um professor de matematica tem, assim, uma grande
oportunidade. Se ele preenche o tempo que lhe é concedido a exercitar seus alunos
em operagoes rotineiras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual
dos estudantes, desperdicando, dessa maneira, a oportunidade. Mas se ele desafia
a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com os
conhecimentos destes e auxiliando-os por meio de indagacgdes estimulantes, podera
incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente e proporcionar-lhes certos meios

para alcancgar este objetivo.

Dante (1988) enfatiza que os objetivos ao se trabalhar com a resolugdo de

problemas séo:

1. Fazer o aluno pensar produtivamente.

2. Desenvolver o raciocinio do aluno.

3. Preparar o aluno para enfrentar situagdées novas.

4. Dar oportunidade aos alunos de se envolverem com aplicagdes de matematica.

5. Tornar as aulas de matematica mais interessantes e desafiadoras.

6. Equipar o aluno com estratégias e procedimentos que auxiliam na analise e na
solucao de situagdes onde se procura um ou mais elementos desconhecidos.

7. Dar uma boa alfabetizagdo matematica ao cidaddao comum.

Envolver o aluno em situagdes-problema estimulantes e desafiadoras implica em
fazé-lo pensar produtivamente, raciocinar logicamente para indicar solugbes que
possam resolver os problemas. Em diversas situag¢des do cotidiano é exigido do ser
humano agir com criatividade e independéncia, sendo que tal iniciativa pode ser

desenvolvida desde cedo no aluno através da resolugao de problemas.

Dante (1988) classifica os problemas em:

1. Exercicios de reconhecimento;

2. Exercicios de algoritmos;
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3. Problemas padrbes (ja citados anteriormente): s&o necessarios, porém nao
devem ser predominantes;

4. Problemas-processo ou heuristicos;

Este tipo de problema exige do aluno um tempo para pensar e arquitetar um
plano de agédo, uma estratégia que podera leva-lo a solugéo e, por isso,
tornam-se mais interessantes do que os problemas padrées. Eles agugam a
curiosidade do aluno e permitem que o mesmo desenvolva sua criatividade,
a sua iniciativa e seu espirito explorador. E, principalmente, inicia o aluno ao
desenvolvimento de estratégias e procedimentos para resolver
situagbes-problema o que, em muitos casos € mais importante que a prépria
resposta correta das mesmas. (DANTE, 1988, p. 86 apud SOARES; PINTO,
2001, p. 6)

5. Problemas de aplicagbes ou situagdes-problema;

Usando conceitos, técnicas e procedimentos matematicos, procura-se
matematizar uma situagao real, organizando os dados em tabela, tragando
graficos, tirando informagbes a partir dos dados e dos graficos, fazendo
operagdes, etc. Em geral exigem pesquisa e levantamento de dados. Eles
podem ser apresentados em forma de projetos e serem desenvolvidos
usando conhecimentos e principios de outras areas que ndo a matematica.
(SOARES; PINTO, 2001, p. 6)

6. Problemas de quebra-cabeca.

E importante que no planejamento de um trabalho com resolugdo de problemas
sejam estabelecidos claramente os objetivos que se pretende atingir. Para se
desenvolver um bom trabalho, independente do tipo de problema selecionado, o
principal € analisar o potencial do problema no desenvolvimento de capacidades
cognitivas, procedimentos e atitudes; na construgcdo de conceitos e aquisigdo de
fatos da Matematica. Selecionar ou formular problemas que possibilitem aos alunos
pensar sobre o proprio pensamento e que os coloquem diante de variadas situagcdes

€ o melhor critério para planejar uma boa atividade.

1.1 BUSCANDO A SOLUGAO DE UM PROBLEMA

Ao procurarmos a solugcdo de wuma situagdo-problema, podemos variar
continuamente o nosso ponto de vista, a nossa maneira de encara-la. A principio,
nossa concepcao do problema pode ser muito incompleta, mas a medida que vamos

progredindo, nossa perspectiva vai mudando e é ainda mais diferente quando
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estamos proximos de soluciona-lo. Assim, € importante organizarmos o nosso modo
de pensar através de algumas indagagdes. Tais indagagbes sdo sugeridas e
agrupadas convenientemente por Polya (1995) em quatro fases, apresentadas a

seqguir.

1.1.1 Compreensao do problema

Primeiro, € preciso compreender o problema.

Qual é a incognita? Quais sdo os dados? Qual é a condicionante?

E possivel satisfazer a condicionante? A condicionante é suficiente para determinar

a incognita? Ou é insuficiente? Ou redundante? Ou contraditéria?

Trace uma figura. Adote uma notacado adequada.

Separe as diversas partes da condicionante. E possivel anota-las?

E uma tolice responder a uma pergunta que n&o tenha sido compreendida.
E triste trabalhar para um fim que ndo se deseja. Estas coisas tolas e tristes
fazem-se muitas vezes, mas cabe ao professor evitar que elas ocorram nas
suas aulas. O aluno precisa compreender o problema, mas nao sé isto: deve
também desejar resolvé-lo. Se |he faltar compreenséao e interesse, isto nem
sempre sera culpa sua. O problema deve ser bem escolhido, nem muito
dificil nem muito facil, natural e interessante, e um certo tempo deve ser
dedicado a sua apresentacao natural e interessante. (POLYA, 1995, p. 4)

Inicialmente € preciso que o enunciado do problema fique bem entendido. O aluno
precisa estar em condicdes de identificar as partes principais do problema: a
incognita, os dados, a condicionante. Deve considerar estas partes sob varios
pontos de vista, atento e repetidamente. Se houver uma figura relacionada ao
problema, devera traca-la e nela indicar a incognita e os dados, adotando uma
notacdao adequada, pois ao escolher os simbolos apropriados, devera considerar os

elementos para os quais os simbolos foram adotados.
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1.1.2 Estabelecimento de um plano

Encontre a conexdo entre os dados e a incdgnita. E possivel que seja obrigado a
considerar problemas auxiliares se ndo puder encontrar uma conexdo imediata. E

preciso chegar afinal a um plano para a resolugéo do problema.

Ja o viu antes? Ou ja viu o mesmo problema apresentado sob uma forma

ligeiramente diferente?

Conhece um problema correlato? Conhece um problema que Ihe poderia ser util?

Considere a incognita! Procure pensar num problema conhecido que tenha a mesma

incognita ou outra semelhante.

Eis um problema correlato e ja antes resolvido. E possivel utiliza-lo? E possivel
utilizar seu resultado? E possivel utilizar o seu método? Deve-se introduzir algum

elemento auxiliar para tornar possivel a sua utilizagao?

E possivel reformular o problema? E possivel reformula-lo ainda de outra maneira?

Volte as definigdes.

Se nao puder resolver o problema proposto, procure antes resolver algum problema
correlato. E possivel imaginar um problema correlato mais acessivel? Um problema
mais genérico? Um problema mais especifico? Um problema analogo? E possivel
resolver uma parte do problema? Mantenha apenas uma parte da condicionante,
deixe a outra de lado; até que ponto fica assim determinada a incégnita? Como pode
ela variar? E possivel obter dos dados alguma coisa de util? E possivel pensar em
outros dados apropriados para determinar a incognita? E possivel variar a incognita,
ou os dados, ou todos eles, se necessario, de tal maneira que fiquem mais préximos

entre si?

Utilizou todos os dados? Utilizou toda a condicionante? Levou em conta todas as

nocgcdes essenciais implicadas no problema?
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Temos um plano quando conhecemos, pelo menos de um modo geral, quais
contas, os calculos ou os desenhos que precisamos executar para obter a
incégnita. O caminho que vai desde a compreensido do problema até o
estabelecimento de um plano, pode ser longo e tortuoso. Realmente, o
principal feito na resolugdo de um problema é a concepcéao da idéia de um
plano. Esta idéia pode surgir gradualmente ou, entdo, apds tentativas
infrutiferas e um periodo de hesitacdo, aparecer repentinamente, num
lampejo, como uma “idéia brilhante”. A melhor coisa que pode um professor
fazer por seu aluno é propiciar-lhe, discretamente, uma idéia luminosa.
(POLYA, 1995, p. 5)

Para perceber a posicdo do aluno, o professor deve se colocar no lugar deste,
levando em consideragdo sua propria experiéncia, em relacao as dificuldades

encontradas e sucessos obtidos na sua trajetoria ao resolver problemas.

E dificil ter uma boa idéia, se pouco conhecemos sobre o problema. Se nada
conhecemos, € impossivel té-la. As boas idéias surgem através das experiéncias
passadas e dos conhecimentos previamente adquiridos. As habilidades
indispensaveis para resolver um problema matematico sdo provenientes do
conhecimento matematico ja adquirido, tal como problemas anteriormente
resolvidos. De acordo com Polya (1995), a dificuldade esta em que, geralmente, ha
problemas demais que estdo, de uma maneira ou de outra, relacionados com o
nosso, isto €, que tém com este algum ponto em comum. “Se conseguirmos lembrar
de um problema anteriormente resolvido que seja intimamente relacionado com o
nosso, teremos tido muita sorte. Devemos fazer por merecer esta sorte e podemos

merecé-la, aproveitando-a.” (POLYA, 1995, p. 6).

Caso nao seja possivel associar o problema a outro resolvido anteriormente, é
preciso procurar outra forma apropriada de examinar os diversos aspectos do
mesmo, podendo assim reformula-lo. A variacdo do problema pode levar a um
problema auxiliar adequado. Mas, de acordo com Polya (1995), ao tentarmos aplicar
problemas conhecidos, cogitando de diversas modificagdes e ensaiando problemas
auxiliares diferentes, podemos distanciar tanto do nosso problema original que
correremos o risco de perdé-lo por completo e, para que isso n&do ocorra, €

importante verificar se utilizou todos os dados e toda a condicionante.
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1.1.3 Execucgéo do plano

Execute o seu plano.

Ao executar o seu plano de resolucdo, verifique cada passo. E possivel verificar

claramente que o passo esta correto? E possivel demonstrar que ele esta correto?

Segundo Polya (1995, p. 8), “conceber um plano, a idéia da resolug¢do, nao é facil.
Para conseguir isto € preciso, além de conhecimentos anteriores, de bons habitos
mentais e de concentragao no objetivo, mais uma coisa: boa sorte. Executar o plano
€ muito mais facil; paciéncia € o de que mais se precisa.” O plano proporciona
apenas um roteiro geral. Precisamos ficar mais convictos de que os detalhes
inserem-se nesse roteiro e, para isto, temos de examina-los, um apds outro,
pacientemente, até que tudo fique perfeitamente claro e que ndo passe nenhum erro

despercebido.

Se o aluno houver realmente concebido um plano, o professor tera entao um
periodo de relativa tranqlilidade. O maior risco € o de que o estudante
esqueca o seu plano, o que pode facilmente ocorrer se ele recebeu o plano
de fora e o aceitou por influéncia do professor. Mas se ele préprio houver
preparado o plano, mesmo com alguma ajuda, e concebido com satisfagao
a idéia final, ndo perdera facilmente essa idéia. De qualquer maneira, o
professor deve insistir para que o aluno verifique cada passo. (POLYA, 1995,

p.9)

1.1.4 Retrospecto

Examine a solucao obtida.

E possivel verificar o resultado? E possivel verificar o argumento?

E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente? E possivel perceber isto

num relance?

E possivel utilizar o resultado, ou o0 método, em algum outro problema?
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Até mesmo alunos razoavelmente bons, uma vez chegados a solugédo do
problema e escrita a demonstragdo, fecham os livros e passam a outro
assunto. Assim fazendo, eles perdem uma fase importante e instrutiva do
trabalho da resolugéo. Se fizerem um retrospecto da resolugdo completa,
reconsiderando e reexaminando o resultado final e o0 caminho que levou até
este, eles poderao consolidar o seu conhecimento e aperfeicoar a sua
capacidade de resolver problemas. Um bom professor precisa compreender
e transmitir a seus alunos o conceito de que problema algum fica
completamente esgotado. Resta sempre alguma coisa a fazer. Com estudo
e aprofundamento, podemos melhorar qualquer resolugéo e, seja como for,
€ sempre possivel aperfeicoar a nossa compreensao da resolugio. (POLYA,
1995, p. 10)

Ao cumprir o plano e escrever a resolucao verificando cada passo, o aluno tem boas
razdes para crer que resolveu corretamente o seu problema, porém €& possivel haver
erros, especialmente se o argumento for longo e trabalhoso. Assim, é conveniente
verificar o resultado. Se houver um processo rapido e intuitivo para tal verificagao,

ele ndo devera ser desprezado.

De acordo com Polya (1995), um dos primeiros deveres do professor € ndo dar aos
seus alunos a impressao de que os problemas matematicos tém pouca relagao uns
com os outros, de que nenhuma relagdo tém com qualquer outra coisa. Surge uma
oportunidade natural de investigar as relagées de um problema quando fazemos o
retrospecto de sua resolugcdo. Os alunos poderdao achar realmente interessante o
retrospecto se eles houverem feito um esforco honesto e ficarem conscientes de
terem resolvido bem o problema. Neste caso, poderao ficar ansiosos para ver o que
mais podem conseguir com aquele esforgco e como poderdo, da préxima vez, fazer
tdo bem quanto desta. O professor deve encorajar os alunos a imaginar casos em

que eles poderao outra vez utilizar o procedimento usado ou o resultado obtido.

1.2 O PAPEL DO PROFESSOR

Soares e Pinto (2001) ressaltam que quando o professor adota a metodologia da
resolucdo de problemas, seu papel sera de incentivador, facilitador, mediador das
idéias apresentadas pelos alunos, de modo que estas sejam produtivas, levando os
alunos a pensarem e a gerarem seus proprios conhecimentos. Deve criar um
ambiente de cooperacao, de busca, de exploracao e descoberta, deixando claro que
0 mais importante € o processo e ndo o tempo gasto para resolvé-lo ou a resposta

final.
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O estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho independente
quanto lhe for possivel. Mas se ele for deixado sozinho, sem ajuda ou com
auxilio insuficiente, é possivel que ndo experimente qualquer progresso. Se
o professor ajudar demais, nada restara para o aluno fazer. O professor
deve auxiliar, nem demais nem de menos, mas de tal modo que ao
estudante caiba uma parcela razoavel do trabalho. (POLYA, 1995, p. 1)

Dado um problema para ser resolvido em grupo ou individualmente, & importante
que o professor permita a leitura e a compreensdo do mesmo, proporcione a
discussao entre os alunos para que todos entendam o que se busca no problema,
propiciando a verbalizagdo, ndo responda diretamente as perguntas feitas durante o
trabalho e sim os incentive com novos questionamentos, idéias e dicas. Apds a
determinacao da solugao pelos alunos, € importante também que o professor discuta
os diferentes caminhos de resolucdo, incentivando para solugdes variadas, discuta

solucdes errbneas e estimule a verificagao.

Como sugere Polya (1995, p. 1), “se o aluno nao for capaz de fazer muita coisa, o
mestre devera deixar-lhe pelo menos alguma ilusdo de trabalho independente. Para
isto, deve auxilia-lo discretamente, sem dar na vista.” O melhor &, entédo, ajuda-lo
com naturalidade, colocando-se no lugar do mesmo, percebendo seu ponto de vista,
procurando compreender o que se passa em sua cabeca e fazendo uma pergunta

ou indicando um passo que complete seu raciocinio.

Soares e Pinto (2001) destacam que se deve ter alguns cuidados, como longas
listas de problemas, que sdo desmotivadoras, assim como constantes fracassos e

repeticoes sao frustrantes. Para evitar essas atitudes convém:

1. Apresentar poucos problemas com graduacdo de dificuldades e aplicacdo de
diferentes estratégias. A linguagem deve ser simples evitando a ndo compreenséo
do problema.

2. Permitir o uso de materiais concretos.

3. Evitar valorizar a resposta e sim todo o processo para determina-la.

4. Incentivar as descobertas do aluno, a diversidade de estratégias utilizadas, a
exposicao de dificuldades, a analise e verificagdo da solucdo, a criacdo de novos
problemas e a identificacdo do erro, para que através dele possa compreender

melhor o que deveria ter sido feito.
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2. BREVE HISTORICO SOBRE A TRIGONOMETRIA

Como conta Boyer (1974), a trigonometria, como os outros ramos da matematica,
nao foi obra de um s6 homem — ou nacido. Teoremas sobre razdes entre lados de
triangulos semelhantes tinham sido conhecidos e usados pelos antigos egipcios e
babilénios. Dada a falta, no periodo pré-helénico, do conceito de medida de angulo,
um tal estudo seria melhor chamado “trilaterometria”, ou medida de poligonos de

trés lados (trilateros), do que “trigonometria”, a medida de partes de um triangulo.

Com os gregos, pela primeira vez € encontrado um estudo sistematico de relagdes
entre angulos (ou arcos) num circulo e os comprimentos das cordas que os
subentendem. As propriedades das cordas, como medidas de angulos centrais ou
inscritos em circulos, eram conhecidas dos gregos do tempo de Hipdcrates e €
provavel que Eudoxo tenha usado razdes e medidas de angulos para determinar o

tamanho da Terra e as distancias relativas do Sol e da Lua.

Nas obras de Euclides ndo ha trigonometria no sentido estrito da palavra, mas ha
teoremas equivalentes a leis ou férmulas trigonométricas especificas. As
proposicdes Il. 12 e Il. 13 de Os elementos, por exemplo, sdo equivalentes a lei dos
cossenos para angulos obtusos e agudos respectivamente, enunciadas em
linguagem geométrica em vez de trigonométrica, € sado provadas por meio
semelhante ao usado por Euclides para o teorema de Pitagoras. Os teoremas sobre

comprimentos de cordas sdo essencialmente aplicagdes da lei dos senos.

O teorema da corda quebrada de Arquimedes pode facilmente ser traduzido em
linguagem trigonométrica, sendo equivalente as féormulas para senos de somas e
diferencas de angulos. Cada vez mais os astrénomos da Idade Alexandrina —
notadamente Eratostenes De Cirene (por volta de 276-194 A. C.) e Aristarco de
Samos (por volta de 310-230 A. C.) tratavam problemas que indicavam a

necessidade de relagdes mais sistematizadas entre angulos e cordas.

Aristarco, segundo Arquimedes e Plutarco, propdés um sistema heliocéntrico,

antecipando-se a Copérnico por mais de um milénio e meio; mas o que quer que ele
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tenha escrito sobre esse assunto se perdeu. Em vez disso, temos dele um tratado,
talvez escrito antes (cerca de 260 A. C), Sobre os tamanhos e distancias do Sol e da
Lua, que assume um universo geocéntrico. O que faltou para chegar a uma
avaliacao dos tamanhos do Sol e da Lua foi s6 a medida do raio da Terra. Aristoteles
tinha mencionado uma estimativa de 60000 quildbmetros para a circunferéncia da
Terra (talvez devida a Eudoxo) e Arquimedes contava que alguns de seus
contemporaneos calculavam que o perimetro seria de uns 45000 quildbmetros. Um
calculo muito melhor, e de longe o mais célebre, deveu-se a EratOstenes,
contemporaneo mais jovem de Arquimedes e Aristarco, que forneceu um perimetro

de 37000 quildmetros.

Durante cerca de dois séculos e meio, de Hipdcrates a Eratdéstenes, os matematicos
gregos estudaram as relagdes entre retas e circulos e as aplicaram a uma variedade
de problemas de astronomia, mas disso nao resultou uma trigonometria sistematica.
Entdo, presume-se que durante a segunda metade do segundo século A. C., o
astronomo Hiparco de Nicéia (por volta de 180-125 A. C.) construiu o que foi
presumivelmente a primeira tabela trigonométrica, sendo considerado por isso como

“o pai da trigopnometria”.

Aristarco sabia que num dado circulo, a razdo do arco para a corda diminui quando
o arco diminui de 180° para 0°, aproximando-se do limite 1. No entanto, parece que
antes de Hiparco empreender a tarefa, ninguém tinha tabulado valores
correspondentes do arco e da corda para toda uma série de angulos. Foi sugerido,
no entanto, que Apolbnio pode ter-se antecipado a Hiparco quanto a isto e que a
contribuigdo desse ultimo a trigonometria foi apenas a de calcular um melhor
conjunto de cordas do que seus predecessores. Hiparco evidentemente calculou
suas tabelas para serem usadas na sua astronomia, sobre cuja origem pouco se

sabe.

Nao se sabe bem quando penetrou na matematica o uso sistematico do circulo de
360°, mas parece dever-se em grande parte a Hiparco através de sua tabela de
cordas. E possivel que ele a tenha tomado de Hipsicles, que anteriormente tinha
dividido o dia em 360 partes, subdivisdo que pode ter sido sugerida pela astronomia

babilénica. Como Hiparco fez sua tabela ndo se sabe, pois suas obras se perderam
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(excetuado um comentario sobre um poema astronémico popular por Aratus). E
provavel que seus métodos fossem semelhantes aos de Ptolomeu, pois Teon de
Alexandria, comentando a tabela de cordas de Ptolomeu, referiu que Hiparco antes

tinha escrito um tratado em doze livros sobre cordas em um circulo.

Teon menciona também outro tratado, em seis livros, por Menelau de Alexandria
(cerca de 100 D. C.) tratando de Cordas num circulo. Outras obras de matematica e
astronomia de Menelau séo citadas por comentadores gregos e arabes posteriores,
inclusive um Elementos de geometria, mas a unica que se preservou — e somente
em arabe — foi sua Sphaerica. No Livro | desse tratado, Menelau estabeleceu uma
base para tridngulos esféricos analoga a de Euclides | para triangulos planos.
Contém um teorema que n&o tem um analogo euclidiano — que dois triangulos
esféricos sdo congruentes se angulos correspondentes s&o iguais (Menelau nao
fazia distingdo entre triangulos esféricos congruentes e simétricos); e o teorema
A+B+C > 180° é provado. O segundo livro de Sphaerica descreve a aplicacdo da
geometria esférica aos fendbmenos astronémicos e € de pouco interesse matematico.
O Livro lll, o ultimo, contém o bem conhecido “teorema de Menelau” como parte do
que é essencialmente trigonometria esférica na forma grega tipica — uma geometria

ou trigonometria de cordas num circulo.

O teorema de Menelau desempenhou papel fundamental na trigonometria esférica e
na astronomia, mas de longe a mais influente e significativa obra trigonométrica da
antiguidade foi a Syntaxis matematica, obra em treze livros escrita por Ptolomeu de
Alexandria cerca de meio século depois de Menelau. Essa célebre “Sintese
matematica” era distinguida de outro grupo de tratados astronémicos por outros
autores (Aristarco inclusive) por ser a de Ptolomeu chamada a cole¢do “maior” e a
de Aristarco e outros, a colegcao “menor’. Devido as frequentes referéncias a
primeira como megiste (maior), surgiu mais tarde na Arabia o costume de chamar o
livro de Ptolomeu o Almajesto (“o maior”) e é por esse nhome que a obra € conhecida

a partir dai entao.

O Almajesto de Ptolomeu, ao que se supde, deve muito quanto a seus métodos ao
Cordas num circulo de Hiparco, mas esta influéncia ndo pode ser especificada com

seguranga. Em astronomia, Ptolomeu fez uso do catdlogo de posi¢cdes estelares
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legado por Hiparco, mas se as tabelas trigopnométricas de Ptolomeu derivavam, ou
nao, em grande parte, de seu reputado predecessor nao se pode saber. O Aimajesto
nao foi perdido com o passar do tempo e por isso temos ndao so suas tabelas
trigonométricas, mas também uma exposicdo dos métodos usados em sua

construgao.

Desde os dias de Hiparco até os tempos modernos n&o havia coisas como razées
trigonomeétricas. Os gregos e depois deles os hindus e os arabes usaram linhas
trigonométricas. Essas a principio tiveram a forma de cordas num circulo e coube a
Ptolomeu associar valores numéricos (ou aproximagdes) as cordas. Para isso, duas
convengdes eram necessarias: (1) alguma regra para subdividir a circunferéncia de

um circulo e (2) alguma regra para subdividir o diametro.

A divisdo de uma circunferéncia em 360 graus parece ter estado em uso na Grécia
desde os dias de Hiparco, embora nao se saiba bem como a convengao surgiu. Nao
€ improvavel que a medida de 360 graus tenha sido tomada da astronomia, onde o
zodiaco fora dividido em doze “signos” ou 36 “decanatos”. Um ciclo de estagdes, de
aproximadamente 360 dias, podia facilmente ser posto em correspondéncia com o
sistema de signos zodiacais e decanatos, subdividindo cada signo em trinta partes e
cada decanato em dez partes. Nosso sistema comum de medida de angulos pode

derivar dessa correspondéncia.

Além disso, como o sistema babilénico posicional para fragdes era evidentemente
superior as fragdes unitarias egipcias e as fragdes comuns gregas, era natural que
Ptolomeu subdividisse seus graus em sessenta partes minutae primae, cada uma
das quais era dividida em sessenta partes minutae secundae, e assim por diante. E
das frases latinas que os tradutores usaram que provéem nossas palavras “minutos”
e “segundos”. Foi o sistema sexagesimal que levou Ptolomeu a subdividir o diametro
de seu circulo trigonométrico em 120 partes; cada uma dessas ele subdividiu de

novo em sessenta minutos e cada minuto de comprimento em sessenta segundos.

Boyer (1974) conta ainda que o periodo de Hiparco a Ptolomeu, cobrindo trés

séculos, foi uma fase em que a matematica aplicada esteve em posicao
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proeminente. Houve progressos na astronomia e geografia, éptica e mecanica, mas

nenhum desenvolvimento significativo na matematica.

E verdade que durante esses trés séculos se desenvolveu a trigonometria,
mas esse topico era entdo, na melhor das hipoteses, uma aplicagdo a
mensuragdo da geometria elementar que satisfazia as necessidades da
astronomia, nao parte da matematica pura. Além disso, ndo é se quer claro
se houve ou ndo qualquer progresso significativo na trigonometria de
Ptolomeu em 150 D. C. relativamente a de Hiparco, em 150 A. C. — ou
mesmo talvez a de Apoldnio e Arquimedes um século antes ainda. (BOYER,
1974, p. 126)

No entanto, foram precisamente esses aspectos da matematica grega que mais
atrairam os hindus e os arabes, que serviram de ponte para o mundo moderno.
Como conta Dante (2005), importantes trabalhos hindus foram traduzidos para o
arabe, no final do século VIII, mostrando o quanto aquele povo estava familiarizado
com a trigonometria, sendo os responsaveis pelas notaveis descobertas feitas pelos

matematicos arabes.

No século XV, Purback, um matematico nascido na Baviera, procurou restabelecer a
obra de Ptolomeu, introduzindo o seno e a tangente na trigopnometria e construindo a
primeira tabua trigonométrica. Porém, o primeiro tratado de trigonometria feito de
maneira sistematica é chamado De triangulis ou Tratado dos triangulos e foi escrito
pelo matematico alemao Johann Muler, também conhecido como Regiomontanus, e

que foi discipulo de Purback.

Atualmente, a trigonometria ndo se limita a estudar somente os tridngulos;
sua aplicacdo se estende a varios campos da Matematica (como a
Geometria e a Analise). Encontramos, também, aplicagdes da trigonometria
em Eletricidade, Mecanica, Acustica, Engenharia Civil, Topografia e em
muitos outros campos de atividades, aplicagdes essas envolvidas em
conceitos que dificilmente lembram os tridngulos que deram origem a
trigonometria. (DANTE, 2005, p. 187)
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3. TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

Neste capitulo, apresentamos a trigonometria no triangulo retdangulo com o objetivo
especifico de embasar a proposta de atividade apresentada no capitulo seguinte, na

qual serao aplicadas as razdes trigopnométricas.

Se ABC é um triangulo retangulo em A, temos:

Figura 1 — Triangulo Retangulo
c

A c B
[lustrado pelo autor

= aé amedida da hipotenusa (lado oposto ao angulo reto);

= b e c séo as medidas dos catetos (lados que formam o angulo reto);
- BeC sio angulos agudos;

- AC ¢ocateto oposto ao angulo B ;

~

- AB & cateto adjacente ao angulo B .

Consideremos agora um angulo AOB =9, 0° < 6 < 90° e tracemos, a partir dos
pontos C, E, G, etc. da semi-reta AO, as perpendiculares CD, EF, GH, etc., a

semi-reta OB.

Figura 2 — Angulo o

. . [
D F H B

[lustrado pelo autor
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Os triangulos OCD, OEF, OGH, etc., sdo semelhantes por terem os mesmos
angulos. Podemos portanto escrever:

CD EF GH _

= = = ... (constante)
OC OE O0OG

Essa relacdo depende apenas do angulo 0 (e ndo do tamanho do tridngulo retangulo

do qual 8 é um dos angulos agudos) e é chamada de seno de 0 e escrevemos:

CD medida do cateto oposto ao angulo 6

: . (0°< 0 <90°)
oC medida da hipotenusa

sen 0 =

De modo analogo, da semelhanga dos tridngulos obtemos as relagdes:

OD OF OH

= = = ... (constante)
OC OE OG
CD EF GH

= = = ... (constante)
OD OF OH

que também dependem apenas do angulo 8 e que definimos, respectivamente,

como cosseno do angulo 6 e tangente do angulo 6:

OD medida do cateto adjacente ao angulo 0

cos 0 = . -
oC medida da hipotenusa
tg 0 = CD  medida do cateto oposto ao angulo 0
OD medida do cateto adjacente ao angulo 6 (0° <6 <90°)
senezg cos 0:@ tg Q:Q
As razbes C OC ¢ OD s30 chamadas razdes

trigonomeétricas em relagéo ao angulo 6.

As razbes trigonométricas seno, cosseno e tangente se relacionam de varias formas:
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1?) Relagédo fundamental do tridangulo retangulo

sen’a +cos’a =1 (0° < a0 < 90°)
Demonstragéo:

Consideremos um angulo a de vértice C e um triangulo CAB, retangulo em A, como
mostra a figura.

Figura 3 — Triangulo Retangulo
B

[lustrado pelo autor

Pelo teorema de Pitagoras a? = b? + c?, logo:

2 2
5 5 c b c?+b* &
sen‘ao+cos‘a=|—| +|—| =———=—=1
a a a a

sen a

tg o = (0°<a <90°)
22) Cos a
Demonstragéo:
Figura 4 — Triangulo Retangulo
b b
senoa g b b g sena
cOS o :E:z:tg « ig a "¢ ¢ cosa (dividimos ambos os
a ou a termos da raz&o por a = 0)
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32) Se num tridngulo retadngulo conhecemos um angulo agudo a e a medida a da

hipotenusa, os catetos medirao:

a-senda

o

o

A

Demonstragéo:

Figura 6 — Triangulo Retangulo

B

a-cosda

Figura 5 — Tridngulo Retangulo

a-sen a
a-cos a

[lustrado pelo autor

B

Tlustrado pelo autor

sen o =

COoS o =

Olo |

= b=a-sena

- C€C=a-Cos «

(cateto oposto a a)
(cateto adjacente a «)

4?) Se dois angulos a e B sdo complementares (a + 8 = 90°), entdo sen a = cos 8 (0

seno de um angulo é igual ao cosseno do angulo complementar e vice-versa) e

tga—i
tg p

Demonstragéo:

Figura 7 — Triangulo Retangulo
C Aplicando as definicbes de seno,

[lustrado pelo autor

sen a =

COS o =

Olo o>

tgazg
(o}

tangente no triangulo, temos:

=cos f

=sen f

1

tg p

oo~

cosseno e
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Vamos determinar os valores do seno, cosseno e tangente para os angulos de 30°,
45° e 60°, chamados de angulos notaveis por aparecerem em diversas situagdes.
Para isso, vamos recorrer a algumas figuras planas em que esses &angulos
aparecem. Considere inicialmente um triangulo equilatero de lado | e altura AM. O
tridangulo retdngulo AMC tem angulos agudos iguais a 30° e 60°.

Figura 8 — Triangulo eqiiilatero

4 Aplicando as razdes trigonométricas ao triangulo
AMC, temos:
hd hd
sen30°:2:1 tg3o°:L:£

¢ 2 &3 3
2

o3

? cos 30°= 2 _ ﬁ
? 2

Tlustrado pelo autor

Para obter as razbes trigopnométricas do angulo de 45°, considere um quadrado de
lado |. A diagonal divide o quadrado em dois tridngulos retangulos isésceles.

Figura 9 - Quadrado

C B

No triangulo ABD, temos:

sen 45° =cos 45°:L=_2

w2 2

a'p y

I =
} Y/ A tg45°:%=1

Tlustrado pelo autor

Podemos agora resumir as razdes trigonométricas dos angulos notaveis numa

tabela:
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SCIN R
2 |l [ | -
g |-in 2l [

sen

CcOos

tg
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4. PROJETO: INVESTIGANDO ALTURAS

O Projeto Investigando Alturas € uma proposta de atividade a ser desenvolvida em
sala de aula na qual se utiliza a metodologia da resolugédo de problemas como
estratégia no ensino-aprendizagem das relagdes trigonométricas no triangulo
retdngulo. Baseando-se no que foi abordado no primeiro capitulo deste trabalho, o
problema tratado aqui pode ser classificado como problema de aplicagdao ou
situacao-problema, onde se procura matematizar uma situagdo real usando

conceitos, técnicas e procedimentos matematicos.

O desenvolvimento do projeto parte do seguinte questionamento: Como medir a
altura de coisas muito altas? Hoje em dia é possivel fazer medi¢cées cada vez mais
precisas, gragas aos modernos equipamentos de medi¢céo e ao desenvolvimento de
sistemas de posicionamento, como o GPS — do inglés Global Positioning System -,
que é baseado em satélites. No entanto, o objetivo aqui € agugar a curiosidade dos
alunos em saber calcular a altura de determinada estrutura através de uma medigao

indireta, utilizando um instrumento simples que eles mesmos irdo construir.

4.1 ETAPAS

O projeto é dividido em quatro etapas apresentadas a seguir:

4.1.1 Pesquisa de campo

Nesta primeira etapa € proposto que os alunos formem grupos e percorram o bairro
onde moram ou outra regido investigando estruturas como prédios, torres, etc. Em

seguida, deverao selecionar trés estruturas a serem medidas. Para cada estrutura

selecionada, fardo anotacgdes utilizando um formulario como este:

Investigando alturas
€15 U o o ANno: ..............
(@7 0] g g oTo] 1= o] (=3
Data: ...
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Bairro investigado: ..........ooooiiiiiiiiiiii

Estrutura observada (prédio, torre, poste, etC.): ...cccoeeeiiiiiiiiiiii
Altura estimada: .........cccooiiiiiiii

Foto ou desenho: (reservar um espaco para a foto ou desenho da estrutura
escolhida)

Calculo: (reservar um espaco para os calculos que serao feitos na 32 etapa)

Altura calculada: .......cceovviveein.

Apds o levantamento destes dados, os grupos exporao ao professor suas escolhas e
explicardo como estimaram as alturas. Este formulario devera ser guardado para

utilizagéo na 32 etapa do projeto.

4.1.2 Textos informativos e construgao do astrolabio

Nesta segunda etapa ¢é explicado aos alunos que atualmente as medicbes sao feitas
com equipamentos bem modernos, mas que um longo trajeto foi percorrido pela
humanidade até chegar a esse ponto. Para informa-los sobre os processos de
medi¢ao da antiguidade, lhes é entregue os seguintes textos sugeridos por Giovanni
Jr. (2009, p. 344):

O DESAFIO DA PIRAMIDE

O filésofo Tales de Mileto foi desafiado a medir a altura da grande piramide de Quéops.

A solucdo de Tales surpreendeu os egipcios. Ele fincou um bastdo perpendicularmente ao
chdo e mediu, com passos, o comprimento da sombra desse bastdo. Em seguida mediu o
comprimento da sombra da piramide. Sua idéia era calcular a altura da pirdmide com base na
proporgao entre as sombras.

Matematicamente, dizemos: a razao entre a altura da piramide e a soma dos comprimentos
da sombra projetada e da metade da medida da aresta da base é igual a razdo entre a altura do
bastao e o comprimento da sombra projetada por esse bastéo.

Assim: :

“'T._
VH  AB
HP+PQ BC
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UM DOS MAIS ANTIGOS INSTRUMENTOS CIENTIFICOS

Astrolabio € um antigo instrumento usado, na Idade Média, para medir a altura dos astros
acima do horizonte. O nome astrolabio vem do grego e significa algo como “pegador de estrelas”. Sua
invengao é atribuida ao grego Hiparco.

Dentre os varios tipos de astrolabio que existiam, destacaram-se trés como os mais
importantes: o esférico, o planisférico e o nautico.

O astrolabio nautico, em sua forma primitiva, era composto por uma pegca circular de madeira,
suspensa por um anel, dividida em graus, em cujo centro girava uma régua.

No final da Idade Média, o astrolabio foi aperfeigoado, recebendo tabelas de declinagédo do sol
ao horizonte. Essas tabelas permitiam aos navegadores determinar sua posi¢do nos oceanos.

Astrolabio nautico Astrolabio planisférico Astrolabio esférico

ApOs a leitura dos textos informativos, € proposta a construgao de um astrolabio que
sera utilizado na 32 etapa do projeto. Para a construgao de tal instrumento, os alunos
precisardao de apenas dois materiais: um transferidor de 180° e um canudinho de
refresco. Para construir o astrolabio, basta fixar com um pino uma das extremidades
do canudinho no centro do transferidor. Desse modo, o canudinho podera girar em
torno desse pino, percorrendo livremente a parte graduada e permitindo que se faga

a leitura dos angulos de elevacéo.

Mustracéo 1 - Utilizando o astrolabio

Fonte: GIOVANNI JR., 2009, p. 345
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4.1.3 Medicao

Nesta terceira etapa, usando o astrolabio, os grupos irdo calcular as alturas das
estruturas selecionadas e comparar as medidas encontradas com as estimativas

que fizeram na 1° etapa.

Para fazer tal medigao, inicialmente sera preciso se posicionar a uma distancia d da
estrutura selecionada: um prédio, por exemplo. Com o auxilio do astrolabio
construido, sera possivel determinar o angulo de elevagdo do prédio. Para isso,
primeiro deve-se direcionar a linha de fé do transferidor horizontalmente para um
ponto do prédio. Depois, mantendo o instrumento fixo nessa posicéo, deve-se girar o
canudinho, apontando-o para o alto do prédio, e em seguida observar a medida a

indicada na escola do transferidor.

Iustragao 2 - Medicao

Fonte: GIOVANNI JR., 2009, p. 346
Supondo que a altura do astrolabio em relagédo ao solo é h, com os valores de h, d e

a, é possivel determinar a altura H do prédio. O modelo matematico fica assim:

No triangulo retangulo, temos:

o tgoa=1=N
[-] d
h d

[lustrado pelo autor
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Com o auxilio de uma calculadora cientifica ou de uma tabela trigonométrica, para
um dado valor de a, é possivel encontrar tg a. Substituindo os valores de h, d e tg a

na igualdade, obtém-se H.
4.1.4 Construgcao de maquetes

Nesta quarta e ultima etapa, cada grupo deve construir uma maquete, reproduzindo,
do modo mais fiel possivel, as estruturas envolvidas nas medi¢cdes da 32 etapa. Os
alunos podem usar isopor, madeira, cartolina ou outros materiais para fazer a
representacido dessas estruturas na maquete, desde que a proporcdo entre as
medidas reais e as medidas das representa¢des dessas estruturas na maquete seja
mantida. Deverdo usar etiquetas para identificar o nome e altura real de cada
estrutura representada na maquete, bem como as medidas dos angulos e a escola
que utilizaram para reproduzi-la. As maquetes poderao ficar expostas na escola para

visitacao.

Algumas sugestodes:
Ilustracao 4 — Maquete (prédio)
~
’\\
\

-

cartolina

linha

chapa de madeira

Fonte: GIOVANNI JR., 2009, p. 348
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Iustragao 5 — Maquete (poste)

ou vareta

cartolina , \\

prego

chapa de madeira

Fonte: GIOVANNI JR., 2009, p. 348

4.2 APLICAGAO E RESULTADOS

O Projeto Investigando Alturas foi aplicado em turmas do 2° ano do Ensino Médio da
Escola Estadual Bernardo Monteiro, localizada no bairro Calafate, regido Oeste de
Belo Horizonte. As turmas foram divididas em seis grupos, cujos resultados

apresentamos a seguir.

4.2.1 Grupo 1

O grupo 1 selecionou um poste, uma igreja e uma torre, estruturas localizadas no
bairro Santa Maria, regido Noroeste de Belo Horizonte. A altura estimada para o

poste foi de 7 m; para a igreja e a torre, 20 m.



Calculo da altura do poste:
HNustracio 6 - Modelo Matematico

42

Foto 1 - Poste (grupo 1)

H-15
10

H-15
10

H=9,89m

tg 40°=

0,839 =

Calculo da altura

Nustracio 7 - Modelo Matemsatico

da igreja:

o [-]
1,5m | 13m
fhstdo peloausor
Fetoiadapor Alice Olivein
g 600 H=15
13
1732-H-15
13

H=24,01m
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Calculo da altura da torre:
Tlustragiio 8 - Modelo Matemitico Foto 3 - Torre

65 * l'_

1.5m 11.8m
Tustrado pelo autor

H-15
tg 65° = 01— =2
9 118
H-15
118

H=26,79 m

2,144 =

Foi pedido para que escolhessem uma entre as trés estruturas para a construgao da

maquete. O poste foi a estrutura selecionada:

Foto 4 - Maquete (grupo 1)

Foto tirada pelo autor
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Foto 5 - Maquete (grupo 1)

Foto tirada pelo autor

Foto 6 - Maquete (grupo 1)

Foto tirada pelo autor

4.2.2 Grupo 2

O grupo 2 selecionou um prédio, um poste e a estatua do Cristo, estruturas
localizadas no bairro Milionarios, regido administrativa do Barreiro, em Belo
Horizonte. A altura estimada para o Cristo foi de 8 m; para o prédio, 30 m; e para o
poste, 5 m.



Calculo da altura da estatua do Cristo:

Ilustracio 9 - Modelo Matemitico

H
65 ° |—
1.5m 4m
Ilustrado pelo autor
tg 650 H =15
4
2144 =113
H =10,08 m

Calculo da altura do predio:

Iustracio 10 - Modelo Matem:tico

fa*® ‘T'

Gm

1.5m

Tustrado pelo autor

H_15
tg 75°= ——
. 6

H_15

3,732 =
H=23,89m
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Foto 7 - Cristo (grupo 2)

Foto tirada por Vinicius Sousa

Foto 8 - Prédio (grupo 2)




Calculo da altura do poste:

Iustracio 11 - Modelo Matematico

" m

15m 6 m

Thistrado pelo autor

H-15

tg 54° =

=

H -
1,376 = ———
6

H=976 m

Foto 9 - Poste (grupo 2)

Foto tirada por Vinicius Sousa

O prédio foi a estrutura selecionada para a constru¢gado da maquete:

-  —m—S—

Foto tirada pelo autor
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Foto tirada pelo autor

Foto 12 - Maquete (grupo 2)

==

Foto tirada pelo autor

4.2.3 Grupo 3

O grupo 3 selecionou um prédio e um poste, localizados no bairro Jardim América,
regiao Oeste de Belo Horizonte, e um segundo poste localizado no bairro Industrial,

Contagem. A altura estimada para o prédio foi de 12 m e para os postes, 8 m.
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Calculo da altura do predio:

Hustragio 12 - Modelo Matemstico Foto 13 - Prédio (grupo 3)

55° ’_.

155m 10m

Thusirado pelo autor

H-1,55
10

H-155
10

H=15,83 m

tg 55° =

1,428 =

Calculo da altura do poste 1: Foto 14 - Poste 1 (grupo 3)

Nustracio 13 - Modelo Matemstico

50° l_

1,56 m 10m

Tusirado pelo auor

H-1565
10
1192 = H;:;ES Fowtiadapor Taya Fermenda

H=13,47m

tg 50° =
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Calculo da altura do poste 2:

HNustracio 14 - Modelo Matemitico Foto 15 - Poste 2 (grupo 3)

35° [ ]

1.5m 10m
Thustrado pelo autor
H-15
tg 35° =
g 35 10
H-15
|?= '
. 10
H=85m

Foto tirada por Tayna Femanda

O prédio foi a estrutura selecionada para a construgdo da maquete:

Foto 16 - Maquete (grupo 3)

Foto tirada pelo autor
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Foto 17 - Maquete (grupo 3)

Foto tirada pelo autor

Foto 18 - Maquete (grupo 3)

Foto tirada pelo autor

4.2.4 Grupo 4

O grupo 4 selecionou dois prédios e um poste, localizados no bairro Prado, regiao
Oeste de Belo Horizonte. A altura estimada para os prédios foi de 12 m e para o
poste, 8 m.



Calculo da altura do predio 1:

Hustracio 15 - Modelo Matematico

60" IT

15m &m
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Foto 19 — Prédio 1 (grupo 4)

Tusirado pelo autor
tg 60° = 119

8
1732 = A-15

H=1536 m

Calculo da altura do predio 2:

Iustracio 16 - Modelo Matemético

5% |T

1,5m 10m
Thstedopelo autor
H_15
tq 55°= 1"
g 10
1428 - H=1%5
10

H=1578 m
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Célculo da altura do poste:

Foto 21 - Poste (grupo 4)

Hustracio 17 - Modelo Matematico

H
60" |T
1.5m 5m
Thustrado pelo autor
H-15
tq 60° = 12
g 5
1732-H-15
H=10,16 m

Foto tirada pelo autor
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Foto 23 - Maquete (grupo 4)

-
Foto tirada pelo autor

Foto 24 - Maquete (grupo 4)

o
A

6to tirada pelo autor
4.2.5 Grupo 5
O grupo 5 selecionou um prédio, uma igreja e um poste, estruturas localizadas no

bairro Vila Oeste, regido Noroeste de Belo Horizonte. A altura estimada para o

prédio foi de 10 m, para a igreja, 9 m, e para o poste, 8,5 m.



Calculo da altura do predio:

Ilustracio 18 - Modelo Matemstico

1.3m

tg 60°= =13

6
H-13
1,73="—>2
6

H=1168 m

Calculo da altura da igreja:

Hustracdo 19 - Modelo Matematico

80° ,_

5m

1.45m

Thustrado peloator

tg 60° = =145

H-145

173 =
H=101m

Foto 25 - Prédio (grupo 5)

Foto firada por Thais Ruas

Foto 26 - Igreja (grupo 5)

Foto tirada por Thais Rues
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Calculo da altura do poste: Foto 27 - Poste (grupo 5)

Hustracdio 20 - Modelo Matemitico

60° IT

13m| 4m
Thustrado peloautor

tg 60° =

H-13
1,?3—T

H=822m

H-13
4

Foto firadk por Thais Ruas

O prédio foi a estrutura selecionada para a constru¢gdo da maquete:

Foto 28 - Maquete (grupo 5)

Foto tirada pelo autor
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Foto 29 - Maquete (grupo S)

Foto tirada pelo autor

Foto 30 - Maquete (grupo 5)

Foto tirada pelo autor

4.2.6 Grupo 6

O grupo 6 selecionou dois postes localizados no bairro Lindéia, regidao do Barreiro, e
um preédio localizado no conjunto Estrela D’Alva, regido Oeste de Belo Horizonte. A

altura estimada para os postes foi de 8 m e para o prédio, 18 m.



Calculo da altura dos postes:

Hustracio 21 - Modelo Matemético

30° [ ]

1,65 m am
Tustrado pefo autor

g 30° - H=165

0,577 = 1165

H=6.84m

Calculo da altura do prédio:

llustraciio 22 - Modelo Matemético

r

60° |—.

1,66m 9m
Thusrado peloauor

tq 60° = 1 =169

1732~ H=-165

H=17,24 m
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Foto 31 - Postes (grupo &)

Foto tirada por Aquilas Matheus

Foto 32 - Prédio (grupo 6)

Foito tirada por Aquilas Matheus



O prédio foi a estrutura selecionada para a construgdo da maquete:

Foto 33 - Maquete (grupo 6)

e, YT XN Pt
Foto tirada pelo autor

Foto 34 - Maquete (grupo 6)

Foto tirada pelo autor
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Foto 35 - Maquete (grupo 6)

Foto tirada pelo autor

4.3 REAGAO DOS ALUNOS

A diferenga entre a aula tradicional e o trabalho com a metodologia adotada ficou
evidente para os alunos, que a principio foram resistentes em largar o modelo
expositivo de aula, pois se acostumaram com essa forma tradicional de ensino
desde as séries iniciais. Aos poucos essa resisténcia foi diminuindo, pois o trabalho
em grupo fez com que cada aluno, fazendo parte de uma comunidade pensante,
pudesse se mostrar mais atuante na resolucdo de problemas, levantando
suposigdes, colaborando e trocando idéias. Ndo se sentindo assim um elemento
passivo em sala de aula, podendo agir na construgdo de um conhecimento com
significado e compreensdo. Desta forma, com o decorrer do trabalho, foram

mostrando interesse e entusiasmo em trabalhar de uma forma diferente.

O trabalho também despertou nos alunos o interesse pela investigagdo e pesquisa,
deixando-os atentos a necessidade dessa matematica na vida profissional que
muitos pretendem seguir. Em uma das etapas do projeto, foi discutido com aqueles
que pretendem ser engenheiros sobre a necessidade de outros conteudos
matematicos na formagao desses profissionais. Levantaram a hipotese de que, se

quiserem ser engenheiros que trabalhem apenas como tecndlogos, bastam as
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férmulas. Entretanto, se quiserem ser engenheiros criativos e ndo apenas
seguidores de projetos dos outros, € preciso que os conteudos matematicos
necessarios sejam bem entendidos e suas idéias possam ser transferidas a outras

situagdes encontradas na vida profissional.

Apesar das dificuldades, percebeu-se que o aluno é capaz de desenvolver
estratégias para solucionar problemas matematicos os quais Ihe s&o propostos, mas
apresenta dificuldades em trabalhar os conceitos matematicos modelados em
situagdes reais, isso porque € uma metodologia nova para ele. Notou-se que os
alunos consideraram interessante e importante conhecer a aplicacdo dos conteudos
matematicos que estdo estudando, para que saibam aproveitar seus conhecimentos

em situagdes da vida real.
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5. CONSIDERAGOES FINAIS

Atualmente € comum os alunos indagarem o professor sobre a aplicabilidade do
conteudo matematico que estdo estudando. Julgam os assuntos tratados em sala
como conteudos afastados da realidade, ndo conseguindo perceber sua utilidade
além das situagcbes escolares. O Projeto Investigando Alturas proporcionou aos
alunos o prazer da descoberta, fazendo com que percebessem a aplicabilidade
pratica das razdes trigonométricas no tridngulo retadngulo. Possibilitou a motivagéo e
o envolvimento com os conhecimentos e contribuicdes deixadas pelos estudiosos
matematicos através dos tempos, percebendo a Matematica como uma construgao

humana decorrente da necessidade de solucionar problemas.

A pratica do Projeto Investigando Alturas mostrou que aplicar os conceitos da
Trigonometria para calcular medidas de formas indiretas tornou o processo de
ensino-aprendizagem mais interativo, construtivo e participativo, provocando o
envolvimento dos alunos com a pesquisa, além de desafia-los a analisar, refletir e

tirar conclusoes.

A resolugdo de problemas como metodologia de ensino-aprendizagem exige do
professor dedicagdo, avaliagdo e planejamento para a escolha de
situagdes-problema que provoquem curiosidade e mantenham a motivagao do
aluno. Assim, o aluno utiliza seus conhecimentos matematicos ja adquiridos e
desenvolve a capacidade de administrar as informag¢des ao seu redor, ampliando
seu conhecimento, desenvolvendo seu raciocinio l6gico e conhecendo as aplicagdes

da matematica.

Como sugere Polya (2005), o professor que deseja desenvolver nos estudantes a
capacidade de resolver problemas deve despertar-lhes o interesse por problemas e
proporciona-lhes muitas oportunidades de indagar e praticar. Assim, o estudante
chegara ao uso correto das indagagdes e sugestdes, adquirido algo mais importante

do que o simples conhecimento de um fato matematico qualquer.
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