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Resumo

Este trabalho propée um modelo hierarquico multinivel para inferéncia de habilidades
e sub-habilidades a partir da Teoria da Resposta ao Item. O modelo permite a inclusao
de covariaveis no nivel da escola e o agrupamento de alunos, fatores importantes
no estudo das avaliages educacionais. O modelo é aplicado aos dados do Sistema
de Avaliacdo da Educacdo Béasica (SAEB) 2019 e os resultados analisados frente ao
modelo logistico unidimensional de trés pardmetros utilizado pelo Instituto Nacional

de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Palavras-chave: Estatistica; Teoria da Resposta ao Item; Avaliagdo Educacional; SAEB

Abstract

This work proposes a hierarchical multilevel model for inferring proficiency in a
discipline and its areas based on Item Response Theory. The model allows for the
inclusion of school-level covariates and the clustering of students, which are important
factors in the study of educational assessments. The model is applied to the data from
the Basic Education Assessment System (Saeb) 2019, and the results are analyzed in
comparison to the unidimensional three-parameter logistic model used by the National

Institute for Educational Studies and Research Anisio Teixeira (Inep).

Keywords: Statistics; Item Response Theory; Educational Assessments; SAEB
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1 Introducdo

A Teoria da Resposta ao Item (TRI) é um conjunto de modelos mateméaticos que procura
representar a probabilidade de um individuo dar uma certa resposta a um item como fungao
de parametros do item e da habilidade (ou habilidades) dos respondentes (Andrade; Tavares;
Valle, 2000). Nos modelos da TRI, as habilidades sd@o usualmente consideradas tragos
latentes, isto é, constructos hipotéticos, ndo observaveis, que determinam as probabilidades

de resposta aos itens do teste (Reckase, 2009).

Os modelos propostos na literatura variam, dentre outros aspectos, pela natureza do item —
dicotomico ou nao dicotomico — e pela quantidade de habilidades que estdao sendo medidas
— apenas uma ou mais de uma. Os itens dicotomicos (ou dicotomizados) sdo aqueles cuja
resposta é corrigida como certa ou errada. Ja a resposta a itens nao dicotémicos ou nao

dicotomizados podem assumir valores arbitrarios.

Nesta dissertagao serdao considerados somente os modelos para itens dicotomicos ou dicoto-
mizados, uma vez que na maior parte das avaliagoes padronizadas, tais como as provas
de multipla escolha do Sistema de Avaliacao da Educacao Basica (SAEB) e do Exame

Nacional do Ensino Médio (Enem), sao aplicados itens dicotomizaveis.

Em relacao a quantidade de habilidades, os modelos unidimensionais assumem que existe
uma proficiéncia determina as probabilidades de resposta a todos os itens do teste. Se
denotarmos por Y;; a resposta do aluno j ao item 4, em um teste composto por I itens
aplicado a J estudantes, no modelo unidimensional temos que P(Y;) = f(f;), em que
6; € R é a habilidade do aluno j (ou a proficiéncia que resume suas habilidades), sendo Y;

o vetor de respostas do estudante aos itens i = 1, ..., I e f uma funcio de probabilidade.

Os modelos multidimensionais, por sua vez, assumem que multiplos fatores determinam as
probabilidades de resposta do conjunto de itens, isto é, P(Y;) = f(0;), em que 6; € RV
é o conjunto de habilidades do aluno j (ou um vetor multidimensional que resume suas

habilidades), sendo D um inteiro positivo maior do que um.

Além disso, nos modelos conhecidos como multiunidimensionais, multiplas dimensoes

determinam as respostas a totalidade de itens testados, porém cada item estd associado
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somente a uma dimensdo, isto é, temos ainda que P(Y;) = f(6;) com ; € RP| porém

P(Yi;) = f(b;a), d € {1,..., D}, com ;4 € R para todo j e d.

Um dos modelos mais comuns na Teoria da Resposta ao Item, o modelo logistico de trés
parametros, foi proposto por Birnbaum (1968). Em sua forma multidimensional, multiplos

tracos latentes determinam as probabilidades de resposta correta a itens dicotomicos.

Nas avaliagoes educacionais do ENEM e do SAEB, os testes sdo construidos a partir das
chamadas matrizes de referéncia, que definem multiplas habilidades avaliadas, agrupadas
em temas ou areas do conhecimento. Dessa forma, a construcio desses testes induzem uma
modelagem multidimensional, em que cada dimensao resume as habilidades de um tema,
e hierdrquica, pois a cada tema ou area estdo associadas as habilidades que o compdem.
Como, nessas avaliacoes, cada item do teste é destinado a medir uma tnica habilidade,
a estrutura das matrizes de referéncia pode ser incorporada aos modelos, por exemplo,
através da matriz @, uma matriz binaria que indica a relagdo entre itens e habilidades (ou
tragos latentes). Cada entrada na matriz ) é igual a um se o item se destina a medir a

habilidade em questao, e igual a zero caso contrario (Da Silva et al., 2019).

Diversas extensoes do modelo multidimensional foram propostas na literatura para incorpo-
rar hierarquia entre tracos latentes. Neste trabalho, utilizaremos como referéncia o modelo
proposto por Venturelli S. L., Gongalves e Andrade (2020). Outra referéncia importante
serd o modelo de Fox (2010), que incorpora a hierarquia de alunos em escolas e permite a

inclusao de covaridveis explicativas.

O objetivo desta dissertagdo é propor um modelo multiunidimensional que incorpore tanto
a hierarquia entre tragos latentes quanto a hierarquia entre alunos e escolas, possibilitando,

ainda, a inclusdo de covaridveis para alunos ou escolas.

Na préxima Secao (2), descrevemos o SAEB, as matrizes de referéncia e a composigao
das provas. Na Secao 3, faremos a revisao dos modelos de TRI mencionados. Em seguida,
na Segao 4, apresentaremos o modelo proposto. Descreveremos brevemente como serao
estimados os resultados do modelo proposto e suas varia¢des na Secdo 5. A Secdo 6 traz o
resultado do uso do modelo em algumas simulagoes e a Secdo 7 a aplicagdo empirica aos

dados do SAEB.
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2 Sistema de Avaliacdo da Educacdo Basica (SAEB)

O SAEB é um conjunto de avaliagdes externas em larga escala que permite que as escolas
e as redes municipais e estaduais de ensino avaliem a qualidade da educagdo oferecida aos

estudantes.

Os testes do SAEB séo elaborados a partir de matrizes de referéncia. As matrizes sdo
compostas de temas, e em cada tema, os contetidos associados a competéncias e habilidades
desejaveis para cada série e para cada disciplina sdo detalhados, cada uma especificando o
que os itens das provas devem medir. A Tabela 23, no Apéndice, relaciona as habilidades e

temas da Matriz de Referéncia de Matemética da 3? série do Ensino Médio.

Em cada ciclo da avaliacdo, o conjunto de itens aplicados nos testes é posicionado na escala
de proficiéncia a partir dos pardmetros calculados com base na Teoria de Resposta ao
Item (TRI). Sao calculadas também medidas de proficiéncia para os alunos nas disciplinas
avaliadas (Lingua Portuguesa e Matematica), através de modelos unidimensionais. Essas
medidas correspondem ao valor estimado para a habilidade do aluno na respectiva disciplina,

em uma escala arbitrada com média é 250 e desvio padrao 50.

Os resultados sao obtidos a partir do modelo unidimensional logistico de trés pardmetros,
descrito na Segao 3, Subsegdo 3.1. A escolha desse modelo teve como base a concepgao
pedagbgica das matrizes de referéncia da avaliagdo, que previa a existéncia de um fator
predominante responsavel pelas respostas as questoes de cada prova. Além disso, a opcao
pela TRI tem como intuito garantir a comparabilidade entre anos e possibilitar a construgao
de escalas pedagégicas (Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio

Teixeira, 2014; Klein, 2003).

Além da proficiéncia dos alunos, o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais
Anisio Teixeira (INEP), autarquia do Ministério da Educacao responsavel pelo SAEB,
publica também os dados das respostas dos estudantes aos itens e as matrizes de referéncia,

permitindo que sejam estimados modelos multidimensionais e hierarquicos.

O SAEB avalia bianualmente escolas e alunos das redes privadas e publicas do pais, em

areas urbanas e rurais, matriculados no 5° ano e 92 ano do Ensino Fundamental (EF) e
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nas 3%/4% séries do Ensino Médio (EM) regulares. A avaliacdo ¢é feita de forma censitaria

na rede publica, e de forma amostral na rede privada, conforme detalhamento na Tabela 1.

Tabela 1 — Detalhamento da Populagao Alvo do SAEB 2019

Rede de Minimo | Disciplinas Séries Tipo de
Ensino de Matri- Aplica-
culas cao
Escolas publicas 10 Lingua 52 ano e 92 ano do Ensino | Censitaria
localizadas em Portuguesa e Fundamental e 3% e 4*
zonas urbanas e Matematica séries do Ensino Médio
rurais (tradicional e integrado)
Escolas privadas 10 Lingua 52 ano e 92 ano do Ensino | Amostral
localizadas em Portuguesa e Fundamental e 32 e 4
zonas urbanas e Matematica séries do Ensino Médio
rurais (tradicional e integrado)
Escolas publicas 10 Ciéncias 92 ano do Ensino Amostral
e privadas Humanas e Fundamental
localizadas em Ciéncias da
zonas urbanas e Natureza
rurais
Escolas publicas 10 Lingua 29 ano do Ensino Amostral
e privadas Portuguesa e Fundamental
localizadas em Matemaética
zonas urbanas e
rurais
Instituicoes - - Creche ou pré-escola da | Amostral
publicas ou etapa da educagao (Estudo
conveniadas com infantil piloto)

o setor publico,

localizadas em

zonas urbanas e
rurais

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anfsio Teixeira (2019)

O universo referente ao 5° ano do Ensino Fundamental, por exemplo, compreendeu 2.882.901

alunos em 2019, a maioria da rede piblica municipal (1.942.895). Conforme veremos a seguir,

cada aluno participante do 52 ano do Ensino Fundamental responde a 44 itens de teste,

resultando em um grande volume de dados disponiveis para inferéncia. O quantitativo de

respostas por tema depende do desenho das provas, feito a partir das matrizes de referéncia,

que discutimos a seguir.



2.1 Matrizes de Referéncia

Os testes do SAEB sao elaborados a partir de matrizes de referéncia. As matrizes sdo

compostas de temas, e em cada tema, as habilidades desejaveis para cada série e para cada

disciplina, especificando o que os itens das provas devem medir. A Tabela 23, no Apéndice,

exemplifica dois temas da matriz de Matematica da 32 série do Ensino Médio.

Cada item do teste é destinado a avaliar somente uma habilidade da respectiva matriz. A

Matriz de Referéncia de Lingua Portuguesa do 5° ano do Ensino Fundamental, por exemplo,

é composta de cinco temas, que agrupam 14 competéncias, as quais foram destinados 77

itens de teste na prova aplicada em 2019. A Tabela 2 resume o quantitativo de temas,

habilidades e itens no SAEB 2019.

Tabela 2 — Quantitativo de temas, habilidades e itens nas matrizes de referéncia do SAEB

2019
Etapa Disciplina Temas Habilidades | Itens
Lingua Portuguesa 5 14 77
5° EF
Matematica 4 28 7
Lingua Portuguesa 6 21 91
9° EF
Matematica 4 37 91
Lingua Portuguesa 6 21 91
3° EM
Matematica 4 35 91

Fonte: Elaboracdo prépria a partir de dados do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais

Anisio Teixeira (2019)
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A Figura 1 exibe a quantidade de itens distintos por tema das matrizes de referéncia de
Lingua Portuguesa e Matematica. Observa-se que nao ha homogeneidade do ntimero de

itens por tema, o que pode resultar em amostras efetivas distintas para a estimacao das

subhabilidades, e, consequentemente, diferentes graus de precisdo nas estimativas geradas.

Figura 1 — Numero de itens distintos por tema
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Fonte: Elaboracdo prépria a partir de dados do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais
Anfisio Teixeira (2019)
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2.2 Composicao das provas

Para montar os cadernos de prova do SAEB, o INEP utiliza a metodologia denominada
Blocos Incompletos Balanceados (BIB), cujo objetivo é permitir que um grande niimero de
itens (questdes) seja aplicado ao conjunto de alunos avaliados, sem que cada aluno precise

responder a todas as questoes que fazem parte do teste naquele ciclo.

Na 32 série do Ensino Fundamental, sdo 7 blocos de 11 itens, totalizando 77 itens em cada
disciplina. Se numerarmos os blocos em cada disciplina avaliada (Lingua Portuguesa e
Matemadtica) de um a sete, cada caderno de teste é montado agrupando-se dois blocos de
Lingua Portuguesa e os dois blocos correspondentes (de mesma numeracao) de Matemaética.
Dessa forma, sio construidos () = 21 cadernos. Cada aluno responde a somente um
caderno, que contém 22 itens de cada disciplina, ou seja, 44 itens respondidos no total. A
Figura 2 ilustra essa composigao:

Figura 2 — Composigdo dos cadernos de teste - 5° ano do Ensino Fundamental

5% ano/4? série — Lingua Portuguesa

1 1 1 =77 itens
2 2 2 .

3 3 3
10 10 10
1 1 1 .

1
7 Blocos

52 ano/ 49 série — Matemitica sae_b

1 1 =77 itens Caderno 01

2 2 .

] 3

21 cadernos

. diferentes

10 10
1 11

7 Blocos

Fonte: (Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira, 2019)

No 92 ano do Ensino Fundamental e na 3% série do Ensino médio, sdo 7 blocos de 13 itens
em cada disciplina e série/ano. Cada caderno de teste é montado agrupando-se dois blocos
de Lingua Portuguesa e os dois blocos correspondentes de Mateméatica. O aluno responde,
portanto, a um caderno contendo 26 itens de Lingua Portuguesa e 26 itens de Matematica,

ou seja, 52 itens respondidos no total.
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3 Modelos da Teoria da Resposta ao ltem

Nesta se¢ao descreveremos o modelo logistico unidimensional de trés parametros, utili-
zado pelo INEP para os resultados do SAEB e o modelo probito unidimensional de trés
parametros, considerando respostas dicotomicas. Além disso, apresentaremos também as
extensoes do modelo probito para a forma multidimensional (Reckase, 2009), para o uso da
matriz @@ (Da Silva et al., 2019), para a abordagem multinivel, considerando a hierarquia
entre tragos latentes (Venturelli S. L.; Gongalves; Andrade, 2020), para o agrupamento de

alunos em escolas e para a inclusdo de covariaveis (Fox, 2010).

Os modelos mencionados serdo expostos separadamente. Na Secdo 4 apresentamos uma

proposta que retine elementos de todos esses modelos.

3.1 Modelo logistico unidimensional de trés parametros

O modelo logistico unidimensional de trés pardmetros é definido por

(1 — Ci)

P(Yj=1)=g¢
<l] ) CZ+1+exp[—kai(0j—bi)]’

(1)

em que Yj; corresponde a uma resposta certa (Y;; = 1) ou errada (Y;; = 0) do aluno j ao
item i, com j =1,....J ei=1,...,[. Os parAmetros dos itens, a; € RT, b; e Re ¢; € [0, 1]
correspondem, respectivamente, ao grau de discriminacao do item, & sua dificuldade, e a
probabilidade de um acerto ao acaso, sendo a constante k um fator de escala. A equagao

(1) é denominada fun¢ao de resposta ao item.

Nesse modelo, fixados os pardmetros do item, somente um pardmetro de habilidade, 6;,

importa para a probabilidade de acerto de cada item.

3.1.1 Parametros dos itens

Para simplificar a notacao, vamos denotar a probabilidade de acerto por P. Dessa forma,
segue de (1) que P = ¢; + (1 — ¢;)/2 quando 6; = b;. Além disso, para cada valor de 6;,
quanto maior o valor de b; menor a probabilidade de acerto, o que permite interpretar b;

como parametro de dificuldade do item 1.

19



A Figura 3 exibe a forma de (1) para valores fixos de a, b, ¢, 6 e k, conhecida como a Curva
Caracteristica do Item. Observe que, fixados os demais pardmetros, conforme aumenta
o grau de dificuldade do item (b), menor a probabilidade de acerto dos individuos em
qualquer nivel de habilidade (). Importante observar que o pardmetro b estd na mesma
escala de 6.

Figura 3 — Curva Caracteristica do Item - Pardmetro de Dificuldade
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0.25

0.00

-3 -2 -1 0 1 2 3
0
Relagdo entre a probabilidade de acerto a itens com diferentes graus de dificuldade (b= -1, =0

e b=1) e o pardmetro de habilidade 6, considerando a =1, c=0e k = 1.

Fonte: Elaboragdo prépria

Outro parametro importante do modelo é o grau de discriminacao do item, a;. Observe que

oP
57, = kai(1 — ¢;)P(1 — P) (2)

isto €, que o efeito de 0; na funcao de resposta ao item depende linearmente de a;. Quanto
maior a;, mais a probabilidade de acerto varia com ;. Assim, a; é interpretado como grau

de discriminacéo do item.

Vale notar ainda que %f; assume valor maximo quando P = 1— P, ou seja, quando P = 1/2,

o que acontece quando 6; = b;, como ja vimos. Em palavras, a inclinacao da funcao de

resposta ao item ¢ maxima quando 60; = b;.

A Figura 4 exibe dois itens com o mesmo grau de dificuldade (b = 0), mas com valores

distintos de discriminacao a. Observe que pequenas alteragdes em 6 na vizinhanca de 8§ = b
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causam maiores alteracoes nas probabilidades de acerto para o item com a = 2. Dizemos

que esse item tem, portanto, maior poder de discriminac¢fo nessa vizinhanca de habilidades.

Figura 4 — Curva Caracteristica do Item - Pardmetro de Discriminagao
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0.50

0.25

0.00

Relagéo entre a probabilidade de acerto a itens com diferentes graus de discriminagdo (a =1 e
a = 2) e o parametro de habilidade 6, considerando b=0,c=0e k = 1.

Fonte: Elaboragdo prépria

Por fim, observamos de (1) que ¢; corresponde a parcela de probabilidade de acerto que
nao depende diretamente dos pardmetros de discriminagéo e dificuldade do item nem da
habilidade do individuo. Assim, o parametro ¢; pode ser interpretado como a probabilidade

de acerto ao acaso.

3.1.2 Identificacdo de modelos da TRI

Um modelo estatistico pode ser definido como um conjunto de distribui¢oes de probabilidade
P sobre um espago amostral  (McCullagh, 2002). Um modelo estatistico paramétrico
é um espago paramétrico © com uma fungao P : © — P(Q2), que atribui a cada 6 € ©
uma distribui¢do de probabilidade Py em §2. Um modelo Bayesiano requer um componente

adicional na forma de uma distribui¢do a priori em ©.

Ainda segundo McCullagh (2002), uma parametrizagao é dita identificivel se pardmetros
distintos dao origem a distribuigoes distintas, isto é, se @ # 6 = Py # Py/. Assim, os

pardmetros de um modelo sdo identificéveis se, e somente se, P : © — P(2) é injetiva.
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Considerando o modelo logistico unidimensional de trés pardmetros em (1), temos, tomando
0 =0;+d eb; =b;+9, que P(Y;; = 1;0;,b;) = P(Y; = 1,0}, b;) para todo 0 € R, ou seja,
os pardmetros nio sio identificdveis. Da mesma forma, o’ = ad e §; = 0;/5 resultam na

mesma probabilidade de resposta correta.

Assim, a métrica (locacgao e escala) dos pardmetro de habilidade é conhecida a menos de
uma transformacao afim. Varios tipos de restri¢cbes para obter identificacdo foram propostos
na literatura. A locacao pode ser identificada fixando-se, por exemplo, o nivel de habilidade
de um individuo especifico, denominado individuo padrao (Fox, 2010), ou a média da

habilidade da populacao.

Modelos Bayesianos de resposta ao item, porém, ndo sdo identificados fixando-se um tnico
pardmetro em virtude de complicagoes que esse procedimento causa na especificacdo de
prioris e condicionais completas em algoritmos MCMC. Uma forma de se obter identificagao
é impor restricbes em hiperparametros do modelo Bayesiano. Assume-se, usualmente,
0 ~ N(0,1). Martin (2021) mostra que, com algumas condigoes adicionais, essa hipdtese é

suficiente para identificacdo dos parametros de habilidade e dos itens.
3.2 Modelos probito unidimensional, multidimensional e multiunidimensional de trés

parametros

O modelo probito unidimensional de trés parametros é similar ao modelo logistico,

utilizando-se, porém, como fungdo de ligagdo a distribuicdo acumulada da Normal padrao:

P(Y;; =1|0;) = ¢; + (1 — ¢;)®(a;(8; — by)), (3)

sendo ® a funcao distribuigdo acumulada da Normal padrao. Se tomarmos k£ = 1/1.7 na
equagdo (1), os modelos probito e logistico apresentam a mesma escala dos pardmetros e

mesma distribuicao de probabildades.

A extensdao do modelo anterior para sua versdo multidimensional é dada por

P(Y;; = 1(6;) = ci + (1 — ;) ®(a; (8; — bi)), (4)

22



com 0; € RP vetor das D habilidades consideradas no modelo, a; € R” representando os
parametros de discriminacio do item referentes a cada uma dessas habilidades e b; € RP o

vetor obtido pela repeticao D vezes de b;.

Ja a versao multiunidimensional do modelo de trés parametros pode ser obtida por meio
do uso adequado da Matriz @ (Da Silva et al., 2019), uma matriz binaria que indica a
relacdo entre itens e habilidades (Tabela 3). Cada entrada na matriz @ é igual a um se o
item se destina a medir a habilidade em questao, e igual a zero caso contrario. No caso
multiunidimensional, cada linha da matriz () soma um, pois cada item avalia somente uma
habilidade.

Tabela 3 — Exemplo de uma matriz ()

Habilidade 1 Habilidade 2 Habilidade 3 Habilidade 4 Habilidade 5

Item 1 1 0 0 0 0
Item 2 1 0 0 0 0
Item 3 0 1 0 0 0
Item 4 0 1 0 0 0
Item 5 0 0 1 0 0
Item 6 0 0 1 0 0
Item 7 0 0 0 1 0
Item 8 0 0 0 1 0
Ttem 9 0 0 0 1 0
Item 10 0 0 0 0 1

Fonte: Adaptado de (Da Silva et al., 2019)

No caso multiunidimensional, cada linha da matriz @) tem apenas uma entrada igual a
um, sendo todas as demais iguais a zero. Considerando-se o modelo multidimensional

(8; € RP), podemos obter a versdo multiunidimensional por

P(Yi; =1|6;) = ¢; + (1 — ¢;)®(a;(Q; 8; — by)), (5)

em que @Q; ¢é a i-ésima linha da matriz Q. Dessa forma, a habilidade d do aluno j (6;q)
explica a probabilidade da resposta ao item ¢ somente se ¢;q = 1, isto é, se o item ¢ mensura
a habilidade d. Observe que, no caso multiunidimensional, temos, novamente, a € R!, em

oposicao a a € R™P como no modelo multidimensional.
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3.3 Modelo unidimensional multinivel de trés parametros com agrupamento de alunos

em escolas

Outra extensao do modelo unidimensional de trés parametros corresponde ao modelo

multinivel de Fox (2010):

Ojs = Bs + €js (6)

em que

/Bs =7+ Us. (7)

Nesse modelo, S escolas retinem seus alunos Js. A habilidade ;s do aluno j na escola s é

modelada por um intercepto da escola 35 e um termo de erro ejs. O intercepto da escola,

por sua vez, é composto de uma média geral v e um desvio da escola em relagdo a média.

O intercepto da escola 5 ¢ tratado como efeito aleatdrio, para o qual é comum se assumir
e . , iid.
uma distribuicio Normal, isto é, assume-se que us "~ N(0,72). Para o termo de erro

iid. 2
assume-se ej; ~ N(0,07).

Observe que essa especificagdo fixa uma dispersdo comum para a habilidade dos alunos em
escolas distintas (02). Uma possivel flexibilizacdo desse modelo consiste em permitir que a

A . . c iid.
varidncia de ejs seja especifica para cada escola, isto é, ejs = N(0,02).

Devido ao efeito aleatério, as habilidades de alunos da mesma escola nao sdo independentes:
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COV(G]’S, 9]-/5/) = COV(BS + €js, B; + ej’s’)

/
= Cov(us + €js, U + €jrsr)

= Cov(us, ul) + Cov(ejs, €jrs)

0 se s#s

=472 ses=3s",j#7

24+ 0% ses=s,j=j

Segue que a correlacdo entre as habilidades de alunos distintos, na mesma escola, é dada

por

o COV(QjS,Qj/S)
Pisi's = V/Var0,,/Var 0

,7_2

— \/Cov(ejweﬁ)\/cov(ej/s’ 0]-/5)

7_2

V2t o2V f o2

7_2

72+ 02
e corresponde a propor¢ao da variancia das habilidades individuais atribuida & escola s.

Fox (2010) propoe, ainda, a possibilidade da inclusdo de covaridveis para alunos e escolas.

Seja W = (wis, ..., wys) | o vetor V-dimensional de covaridveis para a escola s. O modelo

passa, entdo, a ser dado por:

Ojs = WY +us + ¢js (8)
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com v € RV,

3.4 Modelo multidimensional de trés parametros com hierarquia nos tracos latentes

Venturelli S. L., Gongalves e Andrade (2020) propéem um modelo multidimensional com

) = (9%’;), e ngj) corresponde ao vetor

hierarquia nos tracos latentes. Nesse modelo, Oj(-k
de tragos latentes do individuo j no nivel hierdrquico k, k = 1, ..., K. A seguinte estrutura

hierarquica é considerada:

69 = A+ L (0

W k=1,.,K-1 (9)

com A*+1) = [\;,] sendo a matriz Dy, x Dy, de coeficientes relacionando o d-ésimo traco
latente do nivel k com o d’-ésimo traco latente no nivel k + 1 para todo j =1, ..., J.

Figura 5 — Ilustracdo da hierarquia entre tracos latentes

6y
%\
6\
N /(\
951) 9%1) Ogl) ( 9(1) 6(1
STNA A
Yi Y2 Yz Ya Ys Yo Y1 .- Y1

Fonte: Venturelli S. L., Gongalves e Andrade (2020)

(k+1) " A primeira é que um trago

Os autores impoem duas restri¢bes sobre as matrizes A
latente no nivel k esteja relacionado somente a um trago latente no nivel k + 1. Isto implica
que cada linha da matriz A(**1) tem somente um elemento néo nulo. A segunda é uma
restricdo usual em modelos de andlise de fatores, na qual um traco latente no nivel k + 1

estd relacionado com pelo menos trés tracos do nivel k, necessaria para haver identificacao

do modelo.

Na estrutura hierdrquica em (9), o nivel mais detalhado de tragos latentes ot

] é o que

determina diretamente as probabilidades de respostas. Dessa forma, a estrutura de andlise
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de fatores combina esses tragos para definir os demais tragos nos niveis superiores (indicados
por indices maiores). Assim, os tracos nos niveis superiores (indices maiores) podem ser
intepretados como aqueles que melhor caracterizam uma habilidade geral definida como

uma, composicao de habilidades do nivel inferior.

Como 051) determina diretamente as probabilidades de respostas, temos que

P(Yi; = 1|6;) = c; + (1 - ¢;))®(a] (6" — b)) (10)

7

para todo i e j, sendo ® a funcao distribuicdo acumulada da Normal padrao.

Na abordagem Bayesiana, a especificacdo completa das distribuigdes a priori para os tragos

latentes é feita assumindo-se ainda:

05" ~ N(0,1), Vd,Vj. (11)
()| 3 (k1) R (k)
e g T~ NL01= D (N )P (12)
d'=1
J Dk J K-1 Dy (k+1) (k+1) K Dy Dk-+1 (k)
(0,2 = |[[ ] ~(¢%) IT II =65 60 )| [TL IT 11 =(aa)| - (13)
j=1d=1 j=1 k=1 d=1 k=2d=1 d’'=1

Os autores assume, (12) para que a escala de 9}“ mantenha distribuigdo N(0,1) para todo j

e k. Vale notar que somente um elemento da soma 25’:11 ()\gyl))? é diferente de zero. Além

(k)

disso, a adocao da priori A, ~ Uniforme(—1, 1) para todos os coeficientes das matrizes

AEHD) faz com que cada )\gjl) seja a correlagao entre 9](-2) e 0](-Z,+1).

Por fim, completando a especificacdo Bayesiana do modelo, Venturelli S. L., Gongalves e
Andrade (2020) assumem ainda que (a;,b;) ~ N(p, A), com p e A ambos conhecidos e
A = diag {021, . ag Dl’ali } Com as hipoteses mencionadas, os autores mostram que todo
9515) tem distribuicao a priori normal com média zero e varidncia igual a um, de modo a

fixar a escala dos tragos latentes em todos os niveis hierarquicos, permitindo a identificagao

do modelo em relagdo a 6.
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4 Modelo multidimensional com hierarquia nos tracos latentes e agrupa-

mento de individuos

Nesta se¢do vamos especificar um modelo multiunidimensional de trés parametros com
hierarquia nos tracos latentes, covaridveis para alunos e escolas, e agrupamento de alunos

em escolas.

Considerando o modelo proposto por Venturelli S. L., Gongalves e Andrade (2020), vamos

assumir a seguinte estrutura hierdrquica:

(k) _ y(k+1)p(k+1) (k)
0; = Al )GJ +€;7,

k=1,..,K—1. (14)

) _ (%) gth

; 100D, j) vetor de tracos latentes do individuo j no nivel hierarquico

para 6
k, para k = 1,.... K. Em (14), AX¢:+D) = [Aaar] é a matriz Dy x Diyq de coeficientes
relacionando o d-ésimo traco latente do nivel k com o d’-ésimo traco latente no nivel k + 1

para todo j =1,..., J.

4.1 Inclusdo de covariadveis e agrupamento de alunos em escolas

Este trabalho propoe a inclusao das covaridveis e o agrupamento de alunos em escolas
no nivel superior do modelo (k = K), assumindo OJ(K) unidimensional. Assim, utilizando
uma modifica¢do do modelo de Fox (2010), considerando escolas (s = 1,...S) agrupando os

alunos (j =1, ..., Js), temos

055) =W,y +us +ejs. (15)

sendo w, € RY o vetor de covaridveis da escola s, us o desvio em relacdo & parcela da

habilidade atribuida a escola e ej; desvio idiossincratico do aluno.

Além disso, assumimos que us ~ N(0,72) e e;js ~ N(0,0?), isto é, o termo de erro no nivel
do aluno tem varidncia comum entre todos os alunos em todas as escolas. Qutra possivel
especificacdo seria ejs ~ N (0, 02). Neste caso, os desvios referentes aos alunos tém variancia

especifica em cada escola, e poderfamos adotar, por exemplo, 02 ~ Gamma(v/2,v/2), com
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v conhecido. Nesta dissertacdo, vamos considerar o caso com variancia comum entre as

escolas.

4.2 Multiunidimensionalidade

A 1ltima modificacdo necessaria para o modelo proposto é torna-lo multiunidimensional. O
modelo de Venturelli S. L., Gongalves e Andrade (2020) é multidimensional, de forma que
cada item pode estar associado a miiltiplas habilidades. No modelo aqui proposto, vamos
considerar o caso particular em que cada item testa uma tnica habilidade, que se alcanca

pelo uso da matriz Q:

P(Yi; =1|6;) = ¢; + (1 — ¢;)®(a;(Q; 8; — b;)). (16)

Vale lembrar, ainda, que a estrutura hierdrquica em (14) serd determinada, nas aplicagbes
empiricas, pelas matrizes de referéncia que reiinem habilidades em areas ou temas.
4.3 Elicitacao Bayesiana do modelo proposto

Conforme exposto, descrevemos o modelo proposto na abordagem Bayesiana pelo conjunto

de equagoes a seguir. O modelo para os dados é dado por (16), repetida a seguir:

P(Y;; =1|6;) = ¢; + (1 — ¢;)®(a;(Q; 8; — by)). (16)

A equagdo (14) estabelece estrutura hierdrquica entre os parametros de habilidade

J J 7

D N T TS T (s § (14)

com o parametro mais geral de habilidade dado pela equagao (15):

(K) T
O;s" =Wsy+us+ejs. (15)
, . . - iid. iid.
Além disso, assumimos que u, e e;s sdo independentes, com u "N (0,72) e €js FRS

N(0,1—72), o que implica em
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o) ~ N(w/l~,1). (17)

De maneira similar a Venturelli S. L., Gongalves e Andrade (2020), assumimos ainda que

S Js Js K—1 Dy K Di Dt
1 [Hm)w(@ﬁlwl [H T Dm0, o47) ] [H T 1T =0 ] |

s=1 |j=1 j=1 k=1 d=1 k=2d=1 d'=1
(18)
D
AED L N (0,1 (D2 )
]sd‘ (07 Z( dd’ ) )7 ( 9)
d'=1
)\((1]2), ~ Uniforme(0, 1), (20)

o que representa independéncia entre efeitos aleatdrios das escolas (us), independéncia
das respostas entre alunos condicional a us, independéncia das subhabilidades condicional
a A e a habilidade do nivel imediatamente superior, e distribui¢cbes de A independentes.

Observe, ainda, de 14 e 19 que 7(0; 8d|/\d];r1 ,93(];;1)) ()\5;519](12:;1) 1— (ABT1H2).

Por fim, nos estudos simulados e na inferéncia com os dados do SAEB, utilizamos as

seguintes distribuicbes a priori:
a; ~ U[0, 10]
b; ~ N(0,100)
¢i ~ UJ0,0.25]
~v ~ N(0,100)
2~ U(0,1).

Observe que apenas a priori de ¢; é informativa, que assim adotamos para facilitar a

estimacgdo do parametro ¢, que tipicamente apresenta maior viés e varidncia na estimagcao.



5 Estimacao do modelo proposto e variacoes

Nesta secao, vamos descrever brevemente como serdo estimados os pardmetros do modelo

proposto e de suas variagoes, tanto nas simulag¢oes quanto na aplicacdo aos dados do SAEB.

Sera utilizado em todas as estimagdes o software Stan (Stan Development Team, 2023)
através do pacote cmdstanR (Gabry; Cesnovar; Johnson, 2023), desenvolvido na linguagem

estatistica R (R Core Team, 2023).

A estimacao no Stan utiliza um algoritmo de Monte Carlo de Cadeia de Markov (MCMC).
Em particular, adota-se o No U-Turn Sampler (NUTS), uma variante do método de Monte

Carlo Hamiltoniano (Hoffman; Gelman, 2011).

5.1 Hamiltonian Monte Carlo

O Método de Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) é uma técnica de amostragem que foi
desenvolvida para explorar eficientemente espacos de parametros de alta dimensao. Ele
combina conceitos da fisica hamiltoniana com métodos de Monte Carlo para produzir

amostras representativas da distribuicao alvo.

O HMC evita o comportamento ineficiente de random walks e supera problemas de
correlacdo entre variaveis que afetam muitos métodos MCMC, ao tomar passos informados
por gradiente de primeira ordem. Essas caracteristicas permitem que ele convirja para
distribuicoes-alvo de alta dimensdo mais rapidamente do que métodos mais simples, como

o Metropolis Random Walk ou a amostragem de Gibbs.

Na fisica bidimensional, a dindmica hamiltoniana pode ser visualizada como o movimento
de uma particula ficticia (representando o estado atual do sistema), em uma superficie de

altura variada.

A particula possui uma energia potencial U(#), proporcional a altura da superficie, e uma
energia cinética, K(p), em que 6 representa o estado atual e p é uma varidvel auxiliar

correspondente ao momentum da particula.

Na aplicagdo ao MCMC, a energia potencial correspondente ao inverso aditivo do log

da densidade (U(0) = —logp(y,#)). A partir da energia potencial e da energia cinética,
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resolve-se a trajetéria da particula através das equacoes da dindmica hamiltoniana. As
posicoes da particula na trajetéria encontrada correspondem as propostas para amostragem,
que sdo aceitas ou nao de acordo com a consisténcia dessas posicoes com a energia do

sistema.

Para uma descrigao precisa e completa do HMC sugerimos a leitura de (NEAL, 2011).

5.2 No U-Turn Sampler

Apesar dos beneficios em relagdo aos métodos mais simples de amostragem por MCMC,
o desempenho do HMC ¢ altamente sensivel a dois pardmetros: um tamanho de passo ¢
e um numero desejado de passos L. Em particular, se L for muito pequeno, o algoritmo
exibird um comportamento de random walk, indesejavel, enquanto se L for muito grande,

o algoritmo desperdigara computagao.

O No U-Turn Sampler (NUTS) é uma extensao do HMC que elimina a necessidade de
definir um nimero de passos L. O NUTS utiliza um algoritmo recursivo para construir um
conjunto de pontos candidatos provaveis que abrange uma ampla gama da distribuicao-alvo,

parando automaticamente quando comeca a retroceder e refazer seus passos.

O NUTS também conta com um método para adaptar o pardmetro de tamanho de passo ¢

dinamicamente. Dessa forma, o algoritmo pode ser usado sem ajustes manuais.

5.3 Estatisticas de diagnéstico

Uma das formas de verificar a convergéncia de uma cadeia para a distribuigdo de equilibrio
é compara-la a outras cadeias inicializadas aleatoriamente. Essa é a motivacao da estatistica

R de Gelman e Rubin (1992).

O R mede a razao entre a varidncia média das amostras dentro de cada cadeia em relagio
a variancia das amostras agrupadas entre as cadeias; se todas as cadeias estiverem em
equilibrio, esses valores serdo iguais e o R serd igual a um. Se as cadeias ndo convergirem

para uma distribuicdo comum, o R serd maior do que um.

Outro problema comum nos métodos MCMC ¢ a existéncia de autocorrelagao, que aumenta



a incerteza da estimacdo de quantidades de interesse a posteriori. Uma das formas de

diagnosticé-lo é o cdlculo do tamanho efetivo da amostra ( Effective Sample Size - ESS).

De forma geral, o ESS de uma quantidade de interesse captura quantas amostras inde-
pendentes contém o mesmo volume de informacdo que a amostra dependente obtida pelo
algoritmo MCMC. Assim, para amostras independentes, o ESS equivale ao nimero de

iteracoes. Para amostras correlacionadas, o ESS serd inferior a esse ntimero.

Duas estatisticas de amostra efetiva sdo calculadas no Stan: ESS Bulk e ESS Tail. O ESS
Bulk estima a eficiéncia amostral para medidas resumo de locacio tais como a média e
mediana. Para resultados finais, Stan Development Team (2023) recomenda que o ESS
Bulk seja maior do que 100 vezes o ntimero de cadeias. Por exemplo, ao rodar quadro
cadeias, recomenda-se um ESS Bulk de pelo menos 400. J4 o ESS Tail calcula o minimo
entre as amostras efetivas dos quantis 5% e 95%), sendo ttil para diagnosticar problemas

de escala e mistura lenta na cauda da distribuicdo de interesse.
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6 Simulacdes

Nesta secao faremos dois conjuntos de andlises simuladas do modelo. No primeiro, vamos
gerar dados de quatro modelos distintos em termos de hierarquia entre habilidades e
presenca ou auséncia de fatores multinivel. Em seguida estimaremos o modelo proposto em
cada conjunto de dados gerado e avaliaremos os resultados. No segundo, vamos gerar dados
do modelo proposto completo e testar quatro variagées desse modelo, que desconsiderem

hierarquia nos tragos latentes e/ou fatores multinivel.

6.1 Desempenho do modelo proposto em diferentes conjuntos de dados

A Tabela 4 elenca as varidveis do modelo proposto, sua descricdo e se vamos considerar
diferentes valores na analise desta secao.

Tabela 4 — Fatores do processo gerador de dados

Fator Descricao Variagao na
simulacgao
S Total de escolas Nao
Js Numero de alunos na escola s Nao
K Niveis hierarquicos no modelo Nao
D Total de habilidades no segundo nivel hierarquico Nao
w Covariaveis das escolas Sim
A Relacéo hierdrquica entre as habilidades Sim
¥ Coeficientes das covariaveis das escolas Sim
72 Variadncia do “efeito escola” Sim

Fonte: Elaboragao prépria

Na aplicagdo empirica, o total de escolas S corresponde ao nimero de escolas que partici-
param da avaliacdo ou um subconjunto de interesse. Para a simulagdo, adotaremos o valor

arbitrario S = 100.

Na simulagao, o nimero de alunos Js de cada escola foi amostrado do SAEB, resultando no
total de 5.438 alunos distribuidos em 100 escolas com a distribuicao de tamanho conforme

a Figura 6.

Na aplicacio, estimaremos uma habilidade geral 02) e uma habilidade 0&1) para cada tema

d da Matriz de Referéncia do SAEB, o que resulta em dois niveis hierarquicos, e, portanto,
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Figura 6 — Distribuigdo do niimero de alunos avaliados por escola no SAEB - 32 série do
Ensino Médio
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Distribuicdo obtida a partir de uma amostra aleatéria de 100 escolas.

Fonte: Elaboragdo prépria

K = 2. Além disso, como a Matriz de Referéncia do SAEB agrupa os itens em quatro

temas, adotamos D = 4.

O impacto de A no modelo vem das equagoes (14) e (??). Observe que, quando Ay = 1, temos

(1) _ o
ej J

i = , de modo que A = [1,1,1, 1] corresponde, efetivamente, ao caso unidimensional.

) )

Por outro lado, quando Ay = 0, 93% ¢é independente de 0](2 , sendo completamente deter-
minado por €;4. Nesse caso, os efeitos da escola nao influenciam a sub-habilidade d, que
passa a depender somente do aluno j. O caso em que A = [0,0,0, 0] corresponde, portanto,

a uma situacdo multidimensional com habilidades independentes.
Para a simulagdo, adotaremos dois cenarios:
o A =[1,1,1,1]: habilidade geral determina majoritariamente as probabilidades de
resposta, correspondendo a um teste unidimensional.
e A=1[0.9,0.8,0.7,0.6]: algumas sub-habilidades tem maior relacdo com a habilidade

geral do que outras, similar ao que esperamos observar na aplicacdo empirica.

Tal como na aplicacao do SAEB, serdo consideradas duas covaridveis: Nivel Socioeconémico
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médio dos alunos da escola (NSE) e o Indice de Complexidade da Gestio Escolar (ICG). O
NSE é um trago latente calculado pelo INEP a partir de dados do questionério contextual
dos alunos, e o ICG um traco latente calculado a partir de dados da escola como ntimero

de alunos, turnos e modalidades de ensino que oferta.
Como v determina o efeito das covaridveis sobre a habilidade geral e sub-habilidades,
também adotaremos dois cendrios:

o v =10,0]: covaridveis irrelevantes; e

o v =10.5,0.2]: covaridveis com efeitos na mesma escala da soma dos fatores desconhe-

cidos da escola (us) e da variagdo individual da habilidade (e;s).

Por fim, as habilidades gerais de cada aluno sdo obtidas de us ~ N(0,72) e ejs ~ N(0,1—72).

2

E possivel demonstrar que 72 corresponde & proporcao da varidncia da habilidade geral

0@ que se deve a variacdes entre as médias das escolas:
De (15) temos que

Var(Gj(i)) = Var(w, v + us + ¢js)
= Var(us + €js)

72 4 o2,

pois w, v é constante e us e ejs sio independentes com us ~ N(0,72) e e;j5s ~ N(0,02).
(2)
S

J

-2
72402

Como 72 4 2 = 1, temos que = 72, logo 72 é a proporcao da varidncia em 62 que

se deve a perturbagoes nas médias das escolas.

Podemos obter 72 empiricamente como

7A_2 _ Var([lalv'“a,aS])
Var([fu1, ..., fis]) + Var([61, ..., 67))

)

N A .y A(2
com fis sendo a proficiéncia média da escola s e 0](. S)

s. Utilizando os dados do SAEB 2021, com resultados calculados pelo INEP através do

a proficiéncia do aluno j na escola

36



modelo logistico unidimensional de trés parametros, obtemos 72 ~ 0.2.

Observe, da equacdo (15), que 72 tem efeito direto em 0;?. Se considerarmos o caso
extremo em que nao ha efeito de covaridveis (y = [0,0]), entdo quando 7% = 1, temos
us ~ N(0,1) e e =0, e dai que a habilidade geral corresponde ao efeito da escola ug, com
93('? = us ~ N(0,1). Neste caso, formam-se grupos de alunos com a mesma habilidade

geral, correspondentes ao efeito da escola a que pertencem.

(2)

Por outro lado, quando 72 = 0, temos ejs ~ N(0,1), e, se v = 0, segue que Hji = ejs ~
N(0,1). Nessa situagao nao hé efeito escola, toda a variacdo na habilidade geral deve-se a

variagao nas habilidades individuais.

Quando v # [0,0], o efeito escola passa a ser composto de um efeito fixo, devido as
covariaveis, e o efeito aleatorio us. Neste caso, soma-se & distribuicao de GJ(Z) o valor de
'yTWS. Como w15 € wes assumem valores em distribuigdes aproximadamente normais, cada,
a média de Hj(.z) passa depende dos coeficientes de v = [y1, 72|, de modo que, quanto maiores
as magnitudes desses coeficientes, mais a distribuicdo de #() passa a ser determinada pelo

efeito fixo.

Assim, considerando as variagdes propostas, serdo analisados os cendrios descritos na

Tabela 5.
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Tabela 5 — Cenérios para andlise de varidveis do modelo

38

Cenario Descricao Valor das variaveis
A=[1,1,1,1]
1. Nulo Unidimensiotr}al,'sem cova’fiéveis ¥ =1[0,0]
e sem “efeito escola
2 =0
Hierarquico, multidimensional, A =10.9,0.8,0.7,0.6]
2. Hierdrquico sem efeito de covaridveis e sem ~v = 10,0]
“efeito escola” 2 -0
A=[1,1,1,1]
- onal o
3. Multinfvel Unldlmens:onz‘i , com co”varlavels 5 =10.5,0.2]
e “efeito escola
72 =0.2
A =1[0.9,0.8,0.7,0.6]
Hierdrau ltidi ional
4. Completo 1erarqu1'c/o, mu t‘l‘dlrr.lensmna 3 = 10.5,02]
com covariaveis e “efeito escola )
74 =0.2

Fonte: Elaboracdo prépria.



6.1.1 Resultados do modelo proposto em cenéarios simulados de dados

A Tabela 6 apresenta a média de Erro Quadratico Médio (EQM), Viés e Varidncia do
modelo proposto nos quatro conjuntos de dados simulados. Em cada cenario, foram obtidas
1.000 amostras coletadas apo6s warm-up de 1.000 iteracoes em 4 cadeias de Markov com

inicializacoes distintas, totalizando 4.000 amostras.

Considere um estimador én = f(Y) de 0, por exemplo, para uma amostra de tamanho
n. Entdo o EQM desse estimador é dado por EQM(0,) = E@‘YKék —0)?], com k =
1,...,n sendo o nimero de estimativas obtidas para 6. O Viés desse estimador é dado por
Viés(6,) = E@|y(én) — 0, e a variancia por Var(f,) = Eg|y[(én — E(6,))?]. Nas Tabelas
6 e 12 sdo reportadas as médias de cada uma dessas medidas para cada conjunto de
_ X, Bame)
- J

parametros estimados, isto é, reporta-se a média, por exemplo, EQM(é(Q))

para j=1,...,J.

Os resultados indicam que o EQM de 82 e, portanto, de 81, acompanham a complexidade
do modelo gerador dos dados, sendo mais baixos para os Cenarios 1 (Nulo) e 3 (Multinivel),
e mais altos para os Cendrios 2 (Hierdrquico) e 4 (Completo). O maior EQM se deve a
maior varidncia dos estimadores nos cenarios 2 e 4, sendo o viés de estimagao baixo em
todos os cendrios. Vale notar ainda que nao ha diferencas significativas de viés ou varidncia

de estimacao entre cenarios nos parametros dos itens.

As Figuras 7 a 10 e as Tabelas 7 a 10 apresentam os resultados para cada um dos cenrios.

Nelas, os graficos de dispersdao contrastam os valores verdadeiros e os valores estimados,
que correspondem & média & posteriori de cada pardmetro. Ja os graficos de densidade
correspondem as densidades a posteriori marginais empiricas, com uma curva para cada

cadeia da amostragem.

As Tabelas 7 a 10 apresentam o valor verdadeiro, o valor estimado (média a posterior e
intervalo de credibilidade a posteriori de 95%), desvio padrao da distribuigdo marginal a
posteriori e as estatisticas de diagndstico R e tamanhos efetivos da amostra no nicleo e nas
caudas da distribuicdo (ESS Bulk e ESS Tail, respectivamente). No caso dos pardmetros
0@ 9 q be ¢, sdo exibidos somente um exemplar de cada, visto que somam, ao todo,

milhares de parametros, um para cada aluno no caso dos 0, e um para cada item do teste
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Tabela 6 — Média do Erro Quadratico Médio, Viés e Variancia da estimag¢ao no modelo
proposto em cada conjunto simulado de dados

Medida Cenario 6 a b c A

Erro 1 - Nulo 0.028  0.022  0.003 0.0007  [0.028, 0.028, 0.028, 0.028]

Quadrg- 2 - Hierdrquico ~ 0.165  0.033  0.003  0.0006  [0.098, 0.095, 0.119, 0.101]

tico 3 - Multinivel 0.038  0.099  0.003 0.0005 [0.038, 0.038, 0.038, 0.038]
[

Meédio 4 - Completo 0.161  0.012  0.003  0.0004 0.099, 0.111, 0.101, 0.109]
1 - Nulo 0.006 0.046 0.016 0.0034 [0.006, 0.006, 0.006, 0.006]
Vids 2 - Hierdrquico -0.017  0.040 -0.021 0.0003 [-0.016, -0.020, -0.023, 0.004]
3 - Multinivel ~ -0.041  0.032 -0.036 0.0063 [-0.041, -0.041, -0.041, -0.041]
4 - Completo 0.025 0.052 0.015 0.0007  [0.021, 0.017, 0.014, 0.033]
1 - Nulo 0.030  0.044 0.003 0.0008 0.031, 0.031, 0.032, 0.031]
2 - Hierarquico  0.164  0.080  0.004  0.0007 0.092, 0.091, 0.117, 0.105]

3 - Multinivel 0.040  0.099 0.006 0.0005
4 - Completo 0.150  0.010  0.004 0.0007

0.041, 0.041, 0.041, 0.043]

[
Variancia {
[0.092, 0.104, 0.101, 0.104]

Fonte: Elaboragao prépria.
Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apds warm-up de 1.000 iteragoes.

no caso de a,b e c.

De modo geral, observamos nos resultados que as estimativas pontuais se aproximam dos
valores verdadeiros em todos os cenarios. Vale notar que as estatisticas de diagnoéstico da
inferéncia de A\, pardmetro da hierarquia, indicam baixo tamanho da amostra efetiva no
ntcleo (ESS bulk) e nas caudas (ESS tail) da distribui¢do, além de baixa concordancia
entre cadeias (]% elevados) nos cendrios em que nao ha de fato hierarquia no processo
gerador dos dados verdadeiros (Cendrios 1 e 3). Apesar disso, as estimativas pontuais e
intervalares desses pardmetros foram precisas, e ndo prejudicaram a estimagdo dos demais
parametros. Os valores elevados de R e reduzidos de amostra efetiva se devem & escala dos
valores estimados, muito proximos da unidade, variando na terceira casa decimal, para um
parametro de correlagdo, que assume valores entre 0 e 1, como se observa nos traceplots

(ver Apéndice).

A Figura 7 exibe os resultados para o cendrio em que os dados foram gerados de um modelo
unidimensional, sem o agrupamento de alunos em escolas e sem o uso de covariaveis. Os
graficos de dispersao indicam estimativa dos parametros de habilidade e dos itens sem viés

evidente e com baixa variancia.



Estimado

Figura 7 — Cenério 1 - Nulo
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Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracoes.

Fonte: Elaboragao prépria

Na Tabela 7 podemos ver que os valores estimados estdao préximos dos valores verdadeiros
para todos os pardmetros, com baixo desvio padrao. Os valores para as estatisticas de
diagndstico estao de acordo com o indicado conforme a discussao realizada na Subsecao 5.3
da Sec¢ao 5, com excecdo dos parametros de hierarquia, que, apesar do R elevado e baixos
tamanhos de amostra efetiva, apresentaram estimativa pontual e intervalar precisa, e nao

prejudicaram a estimagdo dos demais parametros.
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Tabela 7 — Resultados do Cenéario 1 - Nulo

Pardmetro  Valor Valor estimado Desvio R ESS ESS Tail
verdadeiro padrao Bulk

02 026  -0.15[-0.38,0.08]  0.14 1.00  4957.58  3026.90
ot 0.73 0.73 [0.48, 0.99]  0.15 1.00 477241  3117.83
all 1.40 1.42 [1.33, 1.51] 0.05 1.00 1216.55 2810.85
b3 0.39 0.36 [0.30, 0.42] 0.03 1.01 549.20 1781.49
Cs7 0.19 0.19 [0.18, 0.21] 0.01 1.00 4131.38  2976.43
" 0.00 -0.01 [-0.03, 0.01] 0.01 1.03 126.25 375.29
Y2 0.00 -0.00 [-0.03, 0.02] 0.01 1.03 189.46 331.40
A1 1.00 1.00 [1.00, 1.00] 0.00 1.51 7.32 34.29
A2 1.00 1.00 [1.00, 1.00] 0.00 1.97 5.57 11.54
A3 1.00 1.00 [1.00, 1.00] 0.00 1.55 7.26 12.11
Mg 1.00 1.00 [1.00, 1.00] 0.00 1.60 6.85 11.36
72 0.00 0.00 [0.00, 0.00] 0.00 1.07 52.19 95.70

Fonte: Elaboragao prépria.

Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracoes.

A coluna “Valor estimado” indica a média e o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 0.025 e 0.975,
respectivamente).
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A Figura 8 exibe os resultados para o cenario em que os dados foram gerados de um modelo
com hierarquia entre a habilidade geral e as sub-habilidades, porém sem o agrupamento de
alunos em escolas e sem o uso de covariaveis. Devido & presenca de hierarquia, os valores
estimados para 0 e para cada (! sdo diferentes. Observe que hd maior varidncia na

estimacdo de 6(®) se comparada & do cendrio 1 (Figura 7).

As distribui¢oes marginais a posteriori de A indicam estimacao adequada dos parametros de
hierarquia, o que se confirma na Tabela 8. Além disso, a Tabela 8 indica também estimagao

precisa dos parametros multinivel (72 e 7).

Figura 8 — Cenario 2 - Hierdrquico
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Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracoes.

Fonte: Elaboragdo prépria



Tabela 8 — Resultados do Cenério 2 - Hierarquico

Pardmetro  Valor Valor estimado Desvio R ESS ESS Tail
verdadeiro padrao Bulk

9&27) -1.66 -0.68 [-1.33, -0.03] 0.39 1.00 2572.30  2775.39
0%713 -0.35 -0.80 [-1.24, -0.37] 0.27 1.00 4168.08  2994.52
ai 0.87 0.88 [0.77, 0.99] 0.07 1.00 3230.56  2973.94
b3 0.59 0.53 [0.48, 0.57] 0.03 1.00 1874.49  2923.82
Cs7 0.16 0.10 [0.03, 0.16] 0.04 1.00 987.13 1939.52
Y 0.00 0.01 [-0.01, 0.04] 0.02 1.00 1406.86  2045.79
Y2 0.00 0.02 [-0.01, 0.05] 0.02 1.00 780.15 1488.54
A1 0.90 0.90 [0.89, 0.91] 0.01 1.01 220.48 344.79
A2 0.80 0.80 [0.78, 0.81] 0.01 1.01 627.03 1376.76
A3 0.70 0.70 [0.68, 0.71] 0.01 1.00 1000.06 ~ 1847.04
A 0.60 0.60 [0.58, 0.62] 0.01 1.00 962.18 1755.61
72 0.00 0.00 [0.00, 0.00] 0.00 1.07 77.18 145.19

Fonte: Elaboragao prépria.

Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracoes.

A coluna “Valor estimado” indica a média e o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 0.025 e 0.975,
respectivamente).
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No cenario 3, os dados também foram gerados de um modelo unidimensional, porém com
o agrupamento de alunos em escolas e o uso de covaridveis. A Figura 9 exibe graficamente
os resultados, indicando auséncia de viés e baixa varidncia na estimacao dos parametros de
habilidade e dos itens, além da estimagao precisa dos coeficientes da regressao (). Observe
que, tal como no cenério 1, a varidncia da estimacao de 02 ¢ baixa se comparada & dos

cendrios com fator hierdrquico (Figuras 8 e 10).

A Tabela 9 indica estimagao precisa dos parametros de hierarquia, apesar das estatisticas
de diagndstico pouco favoraveis. Isso acontece devido a precisao da escala em que estao

sendo estimados os valores. Os parametros da hierarquia assumem valores entre 0 e 1,

correspondendo, efetivamente a correlagdo entre a habilidade geral e cada subhabilidade.

Como pode se observar nos traceplots do Apéndice A, os valores amostrados de A variam
na terceira casa decimal, entre 0.996 e 1.000. Dessa forma, ndo ha baixa concordancia entre
cadeias, apesar dos R altos, nem baixo tamanho efetivo das amostras, visto que todos os

valores amostrados estdo proximos do valor verdadeiro.

Figura 9 — Cenério 3 - Multinivel
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Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracoes.

Fonte: Elaboragdo prépria
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Tabela 9 — Resultados do Cenéario 3 - Multinivel

A

Pardmetro  Valor Valor estimado Desvio R ESS ESS Tail
verdadeiro padrao Bulk

9&27) 0.21 0.17 [-0.09, 0.43] 0.15 1.00 925.62 2658.19
0%713 -0.41 -0.33 [-0.59, -0.07] 0.16 1.00 1338.81  2296.33
all 1.43 1.37 [1.27, 1.48] 0.06 1.00 842.63 2052.10
b2 0.52 0.46 [0.39, 0.54] 0.05 1.04 65.62 81.41
Cs7 0.19 0.18 [0.16, 0.21] 0.02 1.00 2538.44  2576.15
Y 0.50 0.54 [0.46, 0.61] 0.04 1.01 295.06 415.75
Y2 0.20 0.19 [0.12, 0.26] 0.04 1.01 497.63 691.83
A1 1.00 1.00 [1.00, 1.00] 0.00 1.99 5.46 11.41
A2 1.00 1.00 [1.00, 1.00] 0.00 2.98 4.56 11.40
A3 1.00 1.00 [1.00, 1.00] 0.00 2.45 4.89 11.20
A 1.00 1.00 [0.99, 1.00] 0.00 1.59 6.81 27.60
72 0.20 0.16 [0.12, 0.20] 0.02 1.01 162.51 351.37

Fonte: Elaboragao prépria.

Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracoes.

A coluna “Valor estimado” indica a média e o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 0.025 e 0.975,
respectivamente).
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No cenario 4, os dados foram gerados do modelo completo, com hierarquia entre os tragos
latentes e o com o fator multinivel. Observe que, em virtude da presenca de hierarquia, os
valores estimados para 82 e para cada 81 sdo diferentes. Destaca-se a estimacdo pontual
e intervalar apropriada dos pardmetros de hierarquia (), cujos valores estao reportados
na Tabela 10.

Figura 10 — Cenario 4 - Completo
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Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apds warm-up de 1.000 iteragoes.

Fonte: Elaboragio prépria

Os gréficos com os traceplots em cada cendrio estao disponiveis no Apéndice A.



Tabela 10 — Resultados do Cenério 4 - Completo

Pardmetro  Valor Valor estimado Desvio R ESS ESS Tail
verdadeiro padrao Bulk

6% 1.01 0.77 [0.15, 1.41]  0.38 1.00 418316  2593.43
0%713 2.84 3.10 [2.23, 4.14] 0.59 1.00 3370.67  2593.23
a1 1.19 1.20 [1.04, 1.37] 0.10 1.00 2183.00  3177.69
b3o -1.07 -1.00 [-1.15, -0.86] 0.09 1.00 1594.93  2639.90
Ccs7 0.13 0.12 [0.11, 0.14] 0.01 1.00 3756.04  3246.80
" 0.50 0.50 [0.41, 0.59] 0.05 1.00 2797.66  2573.09
Y2 0.20 0.16 [0.07, 0.25] 0.05 1.00 3562.46  2495.44
A1 0.90 0.90 [0.89, 0.91] 0.01 1.01 294.45 881.90
A2 0.80 0.83 [0.82, 0.85] 0.01 1.01 343.54 1247.79
A3 0.70 0.71 [0.70, 0.73] 0.01 1.01 334.85 978.39
A 0.60 0.60 [0.58, 0.62] 0.01 1.01 327.28 1182.00
72 0.20 0.26 [0.21, 0.31] 0.03 1.01 205.55  642.16

Fonte: Elaboragao prépria.

Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracoes.

A coluna “Valor estimado” indica a média e o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 0.025 e 0.975,
respectivamente).



6.2 Variacdes do modelo

Nesta secao avaliaremos variacbes do modelo, com a presenca ou auséncia de hierar-
quia, multidimensionalidade, covaridveis e agrupamento de alunos em escolas no modelo.

Consideraremos os cendrios na Tabela 11.

Nos dados verdadeiros desta andlise, todos esses fatores estdo presentes. Os dados cor-
respondem ao Cendrio 4 (completo) da andlise do processo gerador de dados (Tabela
5).

Tabela 11 — Variagdes do modelo para simulacao

Variacao do Modelo Hierarquia Multinivel Covariaveis
1. Nulo Nao Nao Nao
2. Hierarquico Sim Nao Nao
3. Multinivel Nao Sim Sim
4. Completo Sim Sim Sim

Fonte: Elaboragdo prépria

6.2.1 Resultados das variacdes do modelo

A Tabela 12 apresenta a média de Erro Quadratico Médio (EQM), Viés e Varidncia
na estimacao das variacdes dos modelos, aplicados ao conjunto de dados gerado de um
processo com hierarquia nos tragos latentes fatores multinivel (agrupamento de alunos
em escolas e presenca de covariaveis). Em cada variagdo do modelo, foram obtidas 1.000
amostras coletadas apds warm-up de 1.000 iteracoes em 4 cadeias de Markov inicializadas

aleatoriamente com valores distintos.

Os resultados na Tabela 12 mostram que a Variacdo 4 (modelo completo) apresenta
os menores valores de Erro Quadratico Médio para todos os parametros, o que indica
que a inclusado do fatores hierdrquico e multinivel no modelo estimado, quando os dados
verdadeiros foram de fato gerados de um processo com a presenca de tais fatores, aprimora

a estimagao dos parametros.

As seguintes observagoes podem ser feitas a partir da Tabela 12:

« O modelo completo apresenta o menor EQM para 60, a, b, ¢ e 6(1);
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o A inclusao do fator hierdrquico reduz o viés de estimacéo de a e de ¢, reduz a variancia

dos estimadores de b e ¢, e aumenta a variancia dos estimadores de 6(2).

Tabela 12 — Média do Erro Quadratico Médio, Viés e Varidncia da estimacio em cada

modelo
Medida Variacao do 62 a b c o)
modelo
Erro 1 - Nulo 0.202  0.280  0.032  0.0015 -
Quadré- 2 - Hierdrquico  0.185  0.030  0.007  0.0005 [0.109, 0.118, 0.104, 0.109]
t{cq 3 - Multinivel 0.191  0.346  0.052 0.0014 -
Médio 4 Completo 0161 0012 0.003 00004 [0.099, 0.110, 0.101, 0.109]
1 - Nulo 0.004 -0.437 -0.001  0.0023 -
Vics 2 - Hierdrquico ~ 0.006  0.127  -0.005  0.0001  [0.004, 0.001, 0.001, 0.022]
3 - Multinfvel ~ 0.023  -0.508  0.022  0.0026 -
4 - Completo 0.022  0.051  0.013  0.0007 [0.019, 0.014, 0.012, 0.032]
1 - Nulo 0.045  0.003  0.006  0.0010 -
_ 2-Hierdrquico  0.134  0.010  0.002  0.0007 [0.080, 0.092, 0.092, 0.097]
Variancia

3 - Multinivel 0.053 0.003 0.009  0.0010 -
4 - Completo 0.150 0.010 0.004  0.0007 [0.093, 0.104, 0.102, 0.104]

Fonte: Elaboragao proépria.
Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apdés warm-up de 1.000 iteragoes.

As Figuras 11 a 14 e as Tabelas 13 a 16 apresentam os resultados para cada uma das

variacoes do modelo.

As Tabelas 13 a 16 apresentam o valor verdadeiro, o valor estimado (média a posteriori e
intervalo de credibilidade a posteriori de 95%), desvio padrao da distribui¢do marginal a
posteriori e as estatisticas de diagndstico R e tamanhos efetivos da amostra no nicleo e nas
caudas da distribuicdo (ESS Bulk e ESS Tail, respectivamente). No caso dos pardmetros
0@ ) q be ¢, sdo exibidos somente um exemplar de cada, visto que somam, ao todo,
milhares de parametros, um para cada aluno no caso dos #, e um para cada item do teste

no caso de a,b e c.

A Figura 11 apresenta, graficamente, os resultados da variagéo correspondente ao modelo

unidimensional, sem o agrupamento de alunos em escolas e sem a inclusao de covaridveis.

Observa-se vicio sobretudo na estimagao dos pardmetros de discriminacao dos itens (a).
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Figura 11 — Variacdo 1 - Modelo Nulo
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Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de

1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracoes.

Fonte: Elaboragao prépria

Tabela 13 — Resultados da Variacdo 1 - Modelo Nulo
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Parametro  Valor Valor estimado Desvio R ESS ESS Tail
verdadeiro padrao Bulk

0%27) 1.01 0.61 [0.27, 0.95] 0.18 1.00 5450.71  2979.75

ail 1.19 0.91 [0.77, 1.07] 0.08 1.00 224448  2364.88

b2 -1.07 -0.99 [-1.15, -0.88] 0.07 1.00 982.17 2025.32

C57 0.13 0.12 [0.09, 0.14] 0.01 1.00 2401.54  2676.54

Fonte: Elaboracdo prépria.

Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de

1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracdes.
A coluna “Valor estimado” indica a média e o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 0.025 e 0.975,

respectivamente).
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Na segunda variacdo do modelo temos hierarquia entre a habilidade geral e as sub-
habilidades, mas auséncia de agrupamento de alunos em escolas e dos pardmetros multinivel.
A Figura 12 mostra que a presenca do fator hierarquico reduz o vicio na estimagao do
parametro a e a varidncia nos valores estimados para c. Porém, a auséncia dos parametros
multinivel induzem vicio, apesar de baixo, na estimacao de A, o que pode ser visto também
na Tabela 14.

Figura 12 — Variacao 2 - Modelo Hierarquico
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Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apds warm-up de 1.000 iteragoes.

Fonte: Elaboracgao prépria
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Tabela 14 — Resultados da Variacao 2 - Modelo Hierarquico

Pardmetro  Valor Valor estimado Desvio R ESS ESS Tail
verdadeiro padrao Bulk
9&27) 1.01 0.64 [-0.06, 1.32] 0.35 1.00 1689.62  2204.33
0%71%09 2.84 2.72 [1.82, 3.86] 0.52 1.00 6305.89  2846.84
all 1.19 1.27 [1.08, 1.47] 0.10 1.00 2488.97  2823.46
b3 -1.07 -0.96 [-1.10, -0.84] 0.07 1.01 831.10 1440.69
Cs7 0.13 0.12 [0.11, 0.14] 0.01 1.00 3315.51  3164.17
A1 0.90 0.92 [0.90, 0.93] 0.01 1.02 157.30 294.59
A2 0.80 0.85 [0.84, 0.87] 0.01 1.01 346.92 788.15
A3 0.70 0.74 [0.72, 0.76] 0.01 1.01 568.11 1228.27
A4 0.60 0.63 [0.61, 0.65] 0.01 1.01 510.93 1102.34

Fonte: Elaboragio proépria.

Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracdes.

A coluna “Valor estimado” indica a média e o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 0.025 e 0.975,
respectivamente).
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Na Figura 13 observamos que mesmo no modelo unidimensional com agrupamento de
alunos em escolas e presenca de covaridveis, a auséncia do fator hierdrquico causa vicio na

estimagao do pardmetro a, tal como ocorre no modelo unidimensional (Variagao 1).

Figura 13 — Variagao 3 - Modelo Multinivel
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Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apdés warm-up de 1.000 iteragoes.

Fonte: Elaboragao prépria

Além disso, a Tabela 15 indica estimacao pontual e intervalar razodvel para os pardmetros
multinivel (72 e 7).

Tabela 15 — Resultados da Variacdo 3 - Modelo Multinivel

A

Pardmetro  Valor Valor estimado Desvio R ESS ESS Tail
verdadeiro padrao Bulk

6?6(;27) 1.01 0.69 [0.30, 1.07] 0.20 1.00 1424.82  2402.65
a1 1.19 0.86 [0.73, 1.01] 0.07 1.00 1113.49  1707.12
b3 -1.07 -1.06 [-1.26, -0.88] 0.10 1.02 187.95 483.37
C57 0.13 0.12 [0.09, 0.14] 0.01 1.00 2500.16  2283.60
Y 0.50 0.46 [0.36, 0.55] 0.05 1.00 375.61 686.56
Y2 0.20 0.16 [0.06, 0.25] 0.05 1.01 386.75 701.89
T2 0.20 0.23 [0.18, 0.29] 0.03 1.04 96.19 180.52

Fonte: Elaboracdo prépria.

Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apos warm-up de 1.000 iteragoes.

A coluna “Valor estimado” indica a média e o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 0.025 e 0.975,
respectivamente).
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A Variacao 4 corresponde ao modelo proposto completo, com hierarquia nos tracos latentes,

agrupamento de alunos em escolas e presenca de covariaveis. A Figura 14 mostra baixo
viés e varidncia na estimagao dos parametros de habilidade e dos itens (mesmo no caso de
Ao, se considerarmos a escala desse parametro de correlagdo, que assume valores entre 0 e
1), estimagao apropriada dos coeficientes da regressdo (vy) e baixo vicio na estimagao de
A. A estimacdo de 72 é a que apresenta maior vicio e varidncia. As estimacoes pontuais e
intervalares constam na Tabela 16.

Figura 14 — Variacao 4 - Modelo Completo

Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracoes.

Fonte: Elaboragdo prépria

Os gréficos com os traceplots em cada variagdo estdo disponiveis no Apéndice B.
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Tabela 16 — Resultados da Variacdo 4 - Modelo Completo

Pardmetro  Valor Valor estimado Desvio R ESS ESS Tail
verdadeiro padrao Bulk

6% 1.01 0.77 [0.04, 1.48]  0.37 100 289275 251243
0%713 2.84 3.07 [2.06, 4.28] 0.57 1.00 4863.97  3174.42
all 1.19 1.20 [1.02, 1.41] 0.10 1.00 2122.76 2884.57
b3o -1.07 -1.00 [-1.18, -0.83] 0.09 1.01 374.07 1045.21
Cs7 0.13 0.12 [0.10, 0.14] 0.01 1.00 4422.72  3421.59
" 0.50 0.50 [0.39, 0.61] 0.06 1.00 1059.96  1829.03
Y2 0.20 0.16 [0.05, 0.27] 0.05 1.00 1220.98  1572.86
A1 0.90 0.90 [0.89, 0.92] 0.01 1.01 226.28 772.81
A2 0.80 0.83 [0.81, 0.85] 0.01 1.01 190.38 586.89
A3 0.70 0.71 [0.69, 0.74] 0.01 1.02 194.79 556.80
A 0.60 0.60 [0.57, 0.62] 0.01 1.01 232.76 702.41
72 0.20 0.26 [0.20, 0.32] 0.03 1.02 147.38 487.51

Fonte: Elaboragao prépria.

Dados gerados de J = 5.438 alunos distribuidos em s = 100 escolas, estimados a partir de 4 cadeias de
1.000 amostras coletadas apés warm-up de 1.000 iteracoes.

A coluna “Valor estimado” indica a média e o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 0.025 e 0.975,
respectivamente).
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7 Aplicacao Empirica

Aplicamos o modelo proposto ao conjunto de dados de todas as escolas da rede estadual
de Belo Horizonte (MG) cujos alunos realizaram a prova da 3% série do ensino médio no
SAEB 2019. A inferéncia seré realizada considerando a estrutura hierarquica induzida pela

Matriz de Referéncia.

Na prova de Matematica do SAEB, temos 91 itens organizados em quatro temas. Vale
notar que, devido a utilizagdo dos Blocos Balanceados Incompletos no desenho das provas,
nenhum aluno responde a todos os 91 itens. De fato, conforme exposto na se¢ao (2), cada
aluno responde somente a 26 itens na prova da 32 série do Ensino Médio em Matematica.
Figura 15 — Hierarquia proposta entre tracos latentes - Matemética

92

e oV e oV

Na hierarquia da Matriz de Referéncia, 6(*) resume a proficiéncia do aluno em matemética,
relacionada as habilidades em quatro temas: Espaco e Forma, Grandezas e Medidas, Ntumeros e

Operagoes / Algebra e Funcdes e Tratamento da Informacéo

Fonte: Elaboragao prépria

Tabela 17 — Tracos latentes, temas e ntimero de itens distintos por tema na prova de
Matematica da 3% série do ensino médio - SAEB 2019

Trago latente Tema Numero distinto de itens
6 Matematica 91
9%1) Espaco e Forma 20
051) Grandezas e Medidas 9
Gél) Nﬁlfneros e Operagoes / 51
Algebra e Fungoes
9511) Tratamento da Informacao 11

Fonte: Elaboragao prépria

A Tabela 18 indica o niimero de alunos que respondeu a cada quantidade de itens em

cada tema da Matriz de Referéncia. Observa-se, em conformidade com a Tabela 17, que



a maioria dos alunos responde a uma quantidade baixa de itens nos temas Grandezas e
Medidas e Tratamento da Informagdo. Por outro lado, todos os alunos responderam 12
itens ou mais no tema Numeros e Operagoes / Algebra e Fungoes, que apresenta a maior

quantidade de itens distintos no total.

Tabela 18 — Quantitativo de alunos por niimero de itens respondidos em cada tema de

Matematica

Nimero Tema

de itens | Espaco e Forma Grandezas e Numeros e Tratamento da

respon- Medidas Operag()es / Informacao

didos Algebra e
Funcoes

1 0 1208 0 0
2 0 2373 0 1197
3 408 3589 0 4794
4 1213 1208 0 2387
5 1985 0 0 0
6 1972 0 0 0
7 2397 0 0 0
8 403 0 0 0
12 0 0 1208 0
13 0 0 2391 0
14 0 0 400 0
15 0 0 1160 0
16 0 0 2003 0
17 0 0 808 0
19 0 0 408 0

Quantitativo dentre o total de 8.378 alunos que realizaram a prova de matemética da 3% série do ensino
médio nas escolas estaduais de Belo Horizonte no SAEB 2019.
Fonte: Elaboragao prépria.

J& em Lingua Portuguesa temos também 91 itens, porém agrupados em seis temas distintos.

Nessa disciplina também ha a utilizacao dos Blocos Balanceados Incompletos no desenho das
provas. Assim, nem todos os alunos respondem todos os 91 itens. Tal como em Matematica,
cada aluno responde somente a 26 itens na prova da 3% série do Ensino Médio em Lingua

Portuguesa.

A Tabela 20 indica o nimero de alunos que respondeu a cada quantidade de itens em
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Figura 16 — Hierarquia proposta entre tracos latentes - Lingua Portuguesa

0(2)

CI U U LN

Na hierarquia da Matriz de Referéncia, #(?) resume a habilidade geral do aluno em Lingua
Portuguesa, relacionada as habilidades em seis temas: Procedimentos de leitura, Implicagoes do
suporte, compreensdo do texto do género e/ou do enunciador na compreensdo do texto, Relagdo
entre textos, Coeréncia e coesdo no processamento do texto, Relacoes entre recursos expressivos e
efeitos de sentido e Variacao linguistica

Fonte: Elaboragao prépria

Tabela 19 — Tragos latentes, temas e nimero de itens distintos por tema na prova de Lingua
Portuguesa da 32 série do ensino médio - SAEB 2019

Trago latente Tema Ntmero distinto
de itens
62 Lingua Portuguesa 91
9%1) Procedimentos de leitura 19
921) Implicacdes do suporte, compreensao do texto do 9
género e/ou do enunciador na compreensao do
texto
Hél) Relacao entre textos 7
94(11) Coeréncia e coesao no processamento do texto 31
Hél) Relagbes entre recursos expressivos e efeitos de 21
sentido
Hél) Variacao linguistica 4

Fonte: Elaboragio prépria

cada tema da Matriz de Referéncia de Lingua Portuguesa. Observa-se que muitos alunos
nao responderam itens no tema Variacdo linguistica. Por outro lado, todos os alunos
responderam cinco itens ou mais no tema Coeréncia e coesdo no processamento do texto,

que apresenta a maior quantidade de itens distintos no total.
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Tabela 20 — Quantitativo de alunos por nimero de itens respondidos em cada tema de Lingua Portuguesa

Tema
Ntmero de Procedimentos Implicacoes do suporte, Relacao entre Coeréncia e Relagoes entre Variagao
itens de leitura compreensao do texto do textos coesao no recursos linguistica
respondidos género e/ou do enunciador na processamento expressivos e
compreensao do texto do texto efeitos de
sentido

0 0 377 0 0 0 3985

1 405 1597 1964 0 0 0

2 395 1989 4407 0 0 3999

3 1179 2405 2007 0 802 0

4 1209 1202 0 0 402 394

5 1209 808 0 410 1589 0

6 1207 0 0 389 3167 0

7 1203 0 0 1203 0 0

8 402 0 0 1606 2418 0

9 780 0 0 1620 0 0

10 389 0 0 1173 0 0

11 0 0 0 1577 0 0

12 0 0 0 400 0 0

Quantitativo dentre o total de 8.378 alunos que realizaram a prova de Lingua Portuguesa da 3% série do ensino médio nas escolas estaduais de Belo Horizonte no SAEB

2019.
Fonte: Elaboragao prépria.
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7.1 Resultados do modelo proposto aplicado aos dados do SAEB
7.1.1 Resultados do modelo para Matematica

Em Matemadtica, a estimacao do modelo proposto para os dados do SAEB produz evidéncia
contraria & hipétese de unidimensionalidade, adotada na aplicagao usual do modelo logistico
de trés pardmetros. A estimagdo pontual (média a posteriori) dos parametros Ao = 0.88
e Ay = 091 (temas Grandezas e Medidas e Tratamento da Informagio da Matriz de
Referéncia, respectivamente) estdo distantes da unidade e os respectivos intervalos de
credibilidade de 95% nao incluem esse valor. Os demais temas apresentam estimacio
pontual e intervalar mais proximas da unidade, indicando maior correlacdo dentre essas

habilidades e a habilidade geral #(?) (Tabela 21).

Um dos potenciais usos dos resultados multidimensionais é a identificacdo de temas ou
habilidades que possam se beneficiar de reforco do aprendizado por aluno ou escola,

aplicagdo que apresentamos como sugestao para trabalhos futuros.

Além disso, a estimacio pontual e intervalar de 72 indica haver correlacio entre respostas de
alunos da mesma escola, em contrario a hipétese de independéncia das respostas usualmente

assumida na estimacao pelo modelo logistico de trés parametros.

Outro resultado a destacar é a presenca de efeito estimado do Nivel S6cioeconémico
Médio da escola (1) sobre a habilidade geral (%), em acordo com a literatura sobre
desempenho educacional e contexto socioeconémico (ver, por exemplo, Sirin, 2005). Além
disso, observamos efeito negativo, também esperado, do Indice de Complexidade da Gestdo
Escolar (72), embora o intervalo de credibilidade de 95% inclua o zero no caso desse

indicador.
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Tabela 21 — Inferéncia com dados do SAEB - Matemética

Pardmetro Valor Valor estimado Desvio R ESS ESS
INEP* padrao Bulk Tail
0% 091 -0.89 [-1.97, 0.06] 051  1.00 6979.60 6477.95
an - 0.69 [0.61, 0.78] 004  1.00 591146 6637.91
bsa - 0.67 [0.44, 0.94] 0.13  1.00  908.30 2315.94
cs7 - 0.12 [0.11, 0.14] 0.0l  1.00 6639.75 6648.37
61 0o - 1.52 [0.55, 2.43] 048  1.00  7664.56 6555.15
o - 0.31 [0.24, 0.37] 0.03  1.00 1800.73 2698.18
Y - -0.09 [-0.19, 0.02] 0.05  1.01  433.84 699.26
Al - 0.97 [0.95, 0.99] 0.0l 145 805  36.87
Ao - 0.88 [0.83, 0.94] 003 124  14.06  59.85
A3 - 0.99 [0.98, 1.00] 0.0l  1.97 553  47.73
Ay - 0.91 [0.88, 0.93] 001 107  66.24 133.59
72 - 0.07 [0.04, 0.09] 0.0l 100 1917.72 3987.36

Fonte: Elaboragao prépria.

Valores estimados de J = 8.378 alunos da 3? série do Ensino Médio das 75 escolas da rede estadual
participantes do SAEB 2019 em Belo Horizonte.

Dados estimados a partir de 4 cadeias de 1.000 amostras coletadas apds warm-up de 1.000 iteragoes.

A coluna “Valor estimado” indica a média e o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 0.025 e 0.975,
respectivamente).



A Figura 17 exibe a correlacio entre a proficiéncia estimada pelo INEP e a habilidade geral
e tematicas estimadas no modelo proposto, além das distribui¢coes marginais a posteriori de
62 v, 72, a, b e c. Destaca-se que, para o tema Grandezas e Medidas, as maiores diferencas
entre a proficiéncia estimada pelo INEP e os valores estimados no modelo proposto ocorrem
para valores mais baixos de habilidade, isto é, os valores estimados de 9%1), no grafico de
dispersao, tendem a se distanciar da reta de 45° nos valores mais baixos. Isso significa que

alunos com habilidade baixa em Grandezas e Medidas tendem a obter desempenho um

pouco melhor nos itens dos outros temas.

Ja no caso do tema Tratamento da Informacao, o outro tema cuja correlacdo com 62
estd mais distante da unidade, hd também diferencas nos valores mais altos de habilidade,
de modo que muitos alunos com bom desempenho em itens de outros temas apresentam

habilidade um pouco mais baixa em Tratamento da Informacdo.

Vale notar ainda, que o modelo permite a decomposi¢ao do efeito da escola no desempenho
dos alunos entre fatores conhecidos e desconhecidos. Na Figura 18, os alunos da escola 11,
por exemplo, apresentam uma habilidade média superior aos efeitos conhecidos da escola
(Nivel Socioeconémico Médio e Complexidade da Gestao Escolar) conforme o subgrafico
(b), pois o efeito de fatores ndo conhecidos é alto (subgréfico (c)). O inverso ocorre para os

alunos da escola 66.

O traceplot das cadeias estimadas com os dados da prova de Matematica do SAEB constam

no Apéndice C.
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Figura 17 — Resultados do modelo com dados do SAEB - Matemética
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Valores estimados de J = 8.378 alunos da 32 série do Ensino Médio das 75 escolas da rede estadual

participantes do SAEB 2019 em Belo Horizonte.
Dados estimados a partir de 4 cadeias de 1.000 amostras coletadas apds warm-up de 1.000 iteragoes.

Fonte: Elaboragdo prépria
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Figura 18 — Decomposic¢ao dos efeitos da escola - Prova de Mateméatica do SAEB
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O modelo proposto permite decompor efeitos de fatores conhecidos e desconhecidos no desempenho de
alunos de uma escola. Os alunos da escola 11, por exemplo, apresentam uma habilidade média superior aos
efeitos conhecidos da escola (Nivel Socioeconémico Médio e Complexidade da Gestao Escolar), conforme o

subgrafico (b), pois o efeito de fatores ndo conhecidos é alto (subgrafico (c)). O inverso ocorre para os
alunos da escola 66.

Fonte: Elaboragao prépria

65



7.1.2 Resultados do modelo para Lingua Portuguesa

Em Lingua Portuguesa, a estimacao dos pardmetros de hierarquia estd mais proxima da
unidimensionalidade. Somente um dos seis pardmetros tem estimativa pontual um pouco

mais distante da unidade (A\g = 0.93).

Tal como em Matematica, a estimacdo pontual e intervalar de 72 indica haver correlacio
entre respostas de alunos da mesma escola, em contrario a hipotese de independéncia das

respostas usualmente assumida na estimacao pelo modelo logistico de trés parametros.

Em relacao as covaridveis, também ha presenca de efeito estimado do Nivel S6cioeconémico
Médio da escola (v;) sobre a habilidade geral (2 em Lingua Portuguesa. Além disso,
a estimativa pontual do coeficiente do Indice de Complexidade da Gestdo Escolar (v2)
também é negativa, embora o intervalo de credibilidade de 95% inclua o zero, tal como em
Matematica.

Tabela 22 — Inferéncia com dados do SAEB - Lingua Portuguesa

Parametro Valor Valor estimado Desvio R ESS ESS
INEP padrao Bulk Tail
6% 1.44 1.34 0.50, 2.24] 044  1.00 4088.32 2673.46
ail - 0.56 [0.47, 0.69] 0.06 1.00 2679.50 2739.57
b3 - 0.08 [-0.27, 0.34] 0.15 1.02 415.70  726.24
C57 - 0.11 [0.01, 0.23] 0.06 1.00 1515.30 2282.94
61 0o - -0.70 [-1.45, -0.02] 0.37  1.00  3546.47 2899.46
- - 0.23 [0.16, 0.29)] 0.04 1.01  1037.77 1262.59
Yo - -0.06 [-0.17, 0.05] 006  1.02 18823 34175
A ; 0.99 [0.98, 0.99] 000 154 716  13.81
A2 - 0.98 [0.97, 0.99] 0.00 1.85 5.82 26.21
A3 - 0.97 [0.95, 0.99] 0.01 1.54 7.21 24.08
A4 - 0.99 [0.98, 1.00] 0.00 2.05 5.38 10.86
A5 - 0.99 [O 98, 0. 99] 0.00 1.30 11.23 55.47
A6 - 3 [0.90, 0.97] 002 142 831 2597
72 - 0.08 [0 05, 0. 11] 0.01 1.00 895.08 1713.36

Fonte: Elaboracio proépria.

Valores estimados de J = 8.378 alunos da 32 série do Ensino Médio das 75 escolas da rede estadual
participantes do SAEB 2019 em Belo Horizonte.

Dados estimados a partir de 4 cadeias de 1.000 amostras coletadas apds warm-up de 1.000 iteragoes.

A coluna “Valor estimado” indica a média e o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 0.025 e 0.975,
respectivamente).



A Figura 19 exibe a correlagdo entre a proficiéncia estimada pelo INEP e a habilidade
geral e tematicas estimadas no modelo proposto, além das distribuicbes marginais a
posteriori de 82, v, 72, a, b e ¢. De modo geral, os graficos de dispersdo tendem a indicar

unidimensionalidade no caso da prova de Lingua Portuguesa.
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Figura 19 — Resultados do modelo com dados do SAEB - Lingua Portuguesa
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Valores estimados de J = 8.378 alunos da 3* série do Ensino Médio das 75 escolas da rede estadual

participantes do SAEB 2019 em Belo Horizonte.
Dados estimados a partir de 4 cadeias de 1.000 amostras coletadas apds warm-up de 1.000 iteragoes.

Fonte: Elaboragao prépria



8 Consideracdes Finais

O calculo da proficiéncia em Lingua Portuguesa e em Matematica a partir de dados do
SAEB, realizado pelo INEP, utiliza o modelo logistico de trés pardmetros, que pressupde
unidimensionalidade e independéncia das respostas dos alunos entre itens e também
das respostas dos outros alunos. A Matriz de Referéncia do SAEB, contudo, tem uma
estrutura multidimensional, e, além disso, a literatura educacional evidencia a importancia
do contexto escolar no aprendizado, de modo que alunos da mesma escola ou do mesmo

grupo tendem a responder itens de prova de maneira similar ou correlacionada.

Nesta dissertacao, propomos um modelo multiunidimensional que retine os itens nos temas
a que pertencem na Matriz de Referéncia, e que agrupa alunos em escolas, introduzindo
correlacdo das habilidades de alunos do mesmo grupo, além de permitir a inclusao de

covariaveis da escola ou de alunos na estimagao.

Realizamos uma série de simulagoes tanto para verificar a capacidade do modelo de estimar
corretamente parametros gerados a partir de diferentes processos geradores, quanto para
comparar seu desempenho a modelos sem presenca de hierarquia nos tracos latentes ou

agrupamento de alunos em escolas e uso de covariaveis.

Aplicamos, ainda, o modelo proposto aos dados da prova de Matemadtica e de Lingua
Portuguesa realizada pelos alunos do 32 série do Ensino Médio das escolas estaduais
em Belo Horizonte (MG) no SAEB 2019. Obtemos evidéncia contraria a hipétese de
unidimensionalidade no caso da prova de Matematica, e a favor dessa hipdtese na prova de

Lingua Portuguesa.

Além disso, a estimacao pontual e intervalar de 72 indicou haver correlacio entre respostas

de alunos da mesma escola em ambas as provas, em contrario a hipétese de independéncia

das respostas usualmente assumida na estimacao pelo modelo logistico de trés parametros.

Também nas duas provas, identificamos, ainda, a presenca de efeito de caracteristicas
observadas e nao observadas da escola sobre o desempenho dos alunos. Os resultados do
modelo multiunidimensional permitem, ainda, a identificacdo de temas ou habilidades

especificas que possam se beneficiar de reforco do aprendizado, por aluno ou escola.
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Como sugestao para trabalhos futuros, indicamos a extensao do modelo para trés niveis
hierarquicos, que ndo apenas retna os itens em temas da Matriz de Referéncia mas em temas
e habilidades. Dessa forma, seriam obtidos trés niveis de proficiéncia: a proficiéncia geral
do aluno em Matematica, por exemplo, sua proficiéncia nos grupos de itens relacionados
(por exemplo, Grandezas e Medidas ou Algebm e Fungoes), e sua proficiéncia em cada
habilidade da Matriz (exemplo: Resolver problema envolvendo o cdlculo de perimetro de

figuras planas).

Outra forma de aplicagdo sugerida seria, também, reunir os alunos pela turma em oposigao
ao agrupamento somente por escola, ou, ainda, agrupé-los pela escola e depois pela turma,

em dois niveis, tornando a aplicacdo mais préxima da realidade escolar.

Por fim, outra possivel extensdo do modelo consiste em flexibilizar a especificacdo da
variancia da habilidade dos alunos nas escolas. Nesta dissertacdo assumimos que ug ~

N(0,72%) e ejs ~ N(0,0?), isto é, o termo de erro no nivel do aluno tem varidncia comum

para os alunos em todas as escolas. Outra possivel especificagdo seria e;s ~ N (0,02).

Neste caso, os desvios referentes aos alunos tém varidncia especifica em cada escola, e
uma modelagem mais flexivel poderia adotar, por exemplo, 02 ~ Gamma(v/2,v/2), com

v conhecido.
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Apéndice A - Traceplots dos cendrios para o processo gerador de dados

Figura 20 — Cenério 1 - Nulo
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Figura 21 — Cenario 2 - Hierdrquico
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Figura 22 — Cenario 3 - Multinivel
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Figura 23 — Cenario 4 - Completo
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Apéndice B - Traceplots das varia¢bes do modelo

Figura 24 — Variacdo 1 - Modelo Nulo
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Figura 25 — Variacao 2 - Modelo Hierarquico
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Figura 26 — Variacao 3 - Modelo Multinivel
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Figura 27 — Variacao 4 - Modelo Completo
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Apéndice C - Traceplots da aplicagdo do modelo proposto aos dados do SAEB

Figura 28 — Traceplot do modelo com dados do SAEB - Matematica
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Valores estimados de J = 8.378 alunos da 32 série do Ensino Médio das 75 escolas da rede estadual
participantes do SAEB 2019 em Belo Horizonte.
Dados estimados a partir de 4 cadeias de 1.000 amostras coletadas apds warm-up de 1.000 iteragoes.
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Figura 29 — Traceplot do modelo com dados do SAEB - Lingua Portuguesa
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Valores estimados de J = 8.378 alunos da 32 série do Ensino Médio das 75 escolas da rede estadual
participantes do SAEB 2019 em Belo Horizonte.
Dados estimados a partir de 4 cadeias de 1.000 amostras coletadas apds warm-up de 1.000 iteragoes.
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Apéndice D - Matriz de Referéncia de Matemética da 32 série do Ensino Médio

Tabela 23 — Recorte de temas e habilidades da Matriz de Referéncia do SAEB 2019:
Matematica 32 série do ensino médio

Tema Habilidade

D1. Identificar figuras semelhantes mediante o reconhecimento de
relagoes de proporcionalidade.

D2. Reconhecer aplicagbes das relagoes métricas do triangulo retangulo
em um problema que envolva figuras planas ou espaciais.

D3. Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas
planificagoes ou vistas.

D4. Identificar a relagdo entre o ntimero de vértices, faces e/ou arestas
de poliedros expressa em um problema.

D5. Resolver problema que envolva razoes trigonométricas no triangulo

Espago e retdngulo (seno, cosseno, tangente).

Forma

D6. Identificar a localizagao de pontos no plano cartesiano.

D7. Interpretar geometricamente os coeficientes da equacao de uma
reta.

D8. Identificar a equagdo de uma reta apresentada a partir de dois
pontos dados ou de um ponto e sua inclinacao.

D9. Relacionar a determinagdo do ponto de intersecdo de duas ou mais
retas com a resolugdo de um sistema de equagdes com duas incognitas.

D10. Reconhecer, dentre as equagoes do 2° grau com duas incégnitas,
as que representam circunferéncias.

D11. Resolver problema envolvendo o calculo de perimetro de figuras

planas.
Grandezas e

Medidas D12. Resolver problema envolvendo o célculo de area de figuras planas.

D13. Resolver problema envolvendo a érea total e/ou volume de um
s6lido (prisma, pirdamide, cilindro, cone, esfera).

Fonte: Adaptado de Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (2019)
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