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RESUMO

A carta de controle X é uma ferramenta utilizada para monitorar a variagéo na
média de um processo ao longo do tempo, e, devido a facilidade de analise e
implementacgéo, é de grande valia na gestdo da qualidade e no controle estatistico de
processos (CEP). Este trabalho pretende confrontar trés métodos: método padrao de
Shewhart, regra suplementar 2-2 de Klein e Médias Mdveis, quanto a capacidade de
identificacdo de pequenos deslocamentos da média na carta de controle X. Tendo
como critério de analise o Comprimento Médio de Corrida (CMC), o presente trabalho
apresenta evidéncias significativas que o uso da média moével € mais eficiente na
identificacdo de pequenos deslocamentos da média em detrimento dos demais

métodos abordados.

PALAVRAS-CHAVE: carta de controle X; simulagdo de Monte Carlo; controle
estatistico de processo; comprimento médio de corrida; média movel.



ABSTRACT

The X control chart is a tool used to monitor the variation in the average of a process
over time, and due to its ease of analysis and implementation, it is of great value in
quality management and statistical process control (SPC). This study aims to compare
three methods: Shewhart's standard method, Klein's 2-2 supplementary rule, and
Moving Averages, regarding their ability to identify small shifts in the average on the X
control chart. Using the Average Run Length (ARL) as the analysis criterion, this study
provides significant evidence that the use of moving averages is more efficient in

identifying small shifts in the mean compared to the other methods discussed.

KEYWORDS: X control chart; Monte Carlo simulation; statistical process control;

average run length; moving averages.
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1 INTRODUGAO

1.1 INTRODUGCAO AO GRAFICO DE CONTROLE

A estatistica desempenha um papel crucial na analise da competitividade entre as
empresas, permitindo que os profissionais avaliem o desempenho, identifiquem areas
de melhoria e tomem decisdes utilizando para tanto métodos, técnicas e ferramentas
que auxiliam na analise de dados, controle de qualidade, analise de riscos e tomada
de decisdo. Dentre estas técnicas desenvolvidas, destaca-se o Controle Estatistico do
Processo (CEP) que, segundo Peihua Qiu (2014), o SPC é um importante conjunto
de ferramentas de controle e gerenciamento da qualidade que visam monitorar

processos sequenciais para que funcionem de forma estavel e satisfatoria.

Montgomery e Runger (2021) cita varias ferramentas do CEP, dentre elas, histograma,
grafico de Pareto e diagrama de causa e efeito, destacando que a mais poderosa de
todas as ferramentas de CEP é o grafico de controle. Segundo 0 mesmo autor, um
grafico de controle € uma técnica grafica de monitoramento em tempo real que visa
identificar se um processo esta sob ou fora de controle devido a causas atribuidas. O
autor observa que o grafico de controle monitora uma caracteristica da qualidade

medida a partir de uma amostra em fungcao do tempo.

Abaixo, na Figura 1, temos um exemplo de grafico de controle:

Figura 1: Exemplo de Grafico de Controle

[¥:]

LIMITE SUPERIOR DE CONTROLE

LINHA CENTRA

LIMITE INFERIOR DE CONTROLE

CARACTERISTICA DA QUALIDADE DA AMOSTRA

(=]

NUMERC DA AMOSTRA DU TEMPO

Fonte: Montgomery e Runger (2021)
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Principais componentes de um grafico de controle:

Numero da Amostra ou tempo (Eixo X): Representa o tempo ou a ordem em que as

observagodes do processo foram coletadas.

Caracteristica da qualidade da amostra (Eixo Y): Representada as medidas do

processo que estdo sendo monitoradas.

A linha central (LC) em um grafico de controle € uma referéncia que representa a

meédia dos dados coletados em um processo ao longo do tempo (u0).

O Limite Superior de Controle (LSC) é a linha que representa o valor maximo aceitavel
para as médias do processo. Se a média dos dados ultrapassar esse limite, pode

indicar uma variacao fora do esperado no processo.

O Limite Inferior de Controle (LIC) € a linha que representa o valor minimo aceitavel
para as médias do processo. Se a média dos dados cair abaixo desse limite, também

pode indicar uma variagao fora do esperado no processo.

Podemos calcular os valores de LC, LSC e LIC utilizando as equagdes 1.1, 1.2, 1.3

demonstradas por Montgomery e Runger (2021):

1SC = o + k- (11)
W

LC = u, (1.2)

C = g -k (13)

Wn

Para nosso estudo consideraremos amostras independentes com uma distribuicdo
normal padrdo, média (u,) igual a 0, desvio padrdo (o) igual a 1. Neste trabalho

consideraremos, sem perda de generalizagao, que os dados estao padronizados.

Conforme descrito em por Montgomery e Runger (2021), a abordagem tradicional do
calculo dos limites de controle, definida por Shewhart, considera o processo sob
controle quando os pontos observados no grafico estdo dentro de uma faixa de 3

desvios-padrao, portanto o k, para o grafico de controle tradicional, conhecido como
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grafico de Shewhart, ou como chamaremos neste trabalho: Carta de Controle X, tem

seu valor igual a 3.

A Figura 2 abaixo ilustra 0 que seria um processo sob controle que segue uma
distribuicdo normal padréo (linha azul tracejada) e como seria sua distribuicdo caso o

processo variasse 1 (um) desvio-padrao (linha vermelha).

Figura 2: Distribuicdo amostral sob e fora de controle

”~ Ny
/7 “
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
e N
e’ \\\§
6 4 2 0 2 4 6
----- Média 0 Média 1 Limites

Conforme relatado por Montgomery e Runger (2021), a Carta de Controle X apresenta
boa sensibilidade a grandes mudangas na média dos atributos medidos, porém nao é

sensivel para detectar pequenas mudancgas na média.

1.2 INTRODUGAO A REGRA SUPLEMENTAR 2-2 E 2-3 DE KLEIN

Conforme explorado por Fernandes Joao Lucas Ribeiro e. (2020), algumas regras
foram estudadas por autores para tentar melhorar a sensibilidade dos graficos de
controle a pequenas mudangas nas médias. Um destes autores foi Klein (2000) que

sugeriu as duas regras, conforme descrito abaixo:
(i) A primeira regra de Klein, considera que um processo esta fora de controle
quando dois pontos sucessivos caem fora dos limites de controle superior

ou inferior, conforme ilustrado na Figura 3 abaixo:



(ii)

Figura 3: Processo fora de controle segundo primeira regra de Klein

4
3
24 L
2 » * *
1 |e * » *
0 *
-1 ¢ * *
-2 2
-3
-4
LC LSC LIC +— Amostras
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A segunda regra considera fora de controle um processo que dois pontos

dentre trés caiem fora dos limites de controle, conforme ilustrado na Figura

4 abaixo:

Figura 4: Processo fora de controle, conforme segunda regra de Klein

4

3

2 4 *

4 ? 4
1 [e ¥ * *
P 4
0
24
-1 2 4 * *
-2 *
*
-3
-4
LC LSC LIC +— Amostras

Neste trabalho discutiremos a regra 2-3 de Klein uma vez que a julgamos mais

simples e operacional em uma linha de produgao.
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1.3 INTRODUGAO AO GRAFICO DE CONTROLE POR MEDIA MOVEL

Este trabalho sugere a utilizagdo do Grafico de Controle por Média Mével como sendo
uma alternativa a Carta de Controle X e a regra suplementar 2-2 de Klein para

deteccao de pequenas mudangas na média de um processo.

Montgomery e Runger (2012) define a média moével de ordem w para amostras

independentes x;, x,, ... coletadas no intervalo w no tempo i como:

Xi+ X1+ xg
Mi = i -1 — I-w+1 (1.4)

Neste trabalho utilizaremos w=2, isto é, usaremos para controle a média da amostra

atual e a ultima coletada.

Os limites superior e inferior de controle sdo definidos por Vasileios Alevizakos et al.
(2020) utilizando as equacoes (1.5) e (1.6) abaixo:

o

LSC = +L
Ho ooy

(1.5)

o
LIC = py—L— (1.6)
Vvnw
Para montarmos o grafico de controle por médias méveis calculamos uma nova média
movel Mi para cada amostra xi obtida. Estes valores séo, entado, plotados no Grafico.
O valor L sera escolhido em fungdo do CMC sob controle, assunto que sera discutido

na proxima secao.

O processo € considerado sobre controle enquanto as médias moveis plotadas

estiverem dentre dos limites de controle estabelecidos pelas equacgdes (1.5) e (1.6).

Montgomery e Runger (2012) salienta que a magnitude da mudanga na média do

processo € o tamanho de w s&o inversamente proporcionais, sendo que médias
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moveis de maior extensao detectariam melhor pequenas mudangas da média. No

entanto, isto aumentaria a complexidade operacional do uso da carta.

1.4 COMPRIMENTO MEDIO DE CORRIDA (CMC)

Quando um processo esta sob controle estatistico, espera-se que os pontos no grafico
de controle variem aleatoriamente ao redor da média do processo. No entanto, podem
ocorrer sequéncias de pontos consecutivos acima ou abaixo da média devido a

variabilidade natural do processo.

O comprimento médio de corrida (CMC), ou do inglés Average Run Length (ARL), é a
métrica que quantifica essa tendéncia. Segundo Jensen et al. (2006), ele indica, em
meédia, quantas observagdes consecutivas podemos esperar que permanegam acima

do LSC ou abaixo da LIC antes de ocorrer uma mudanga significativa no processo.

Conforme apontado por Montgomery e Runger (2012), em geral, um comprimento
meédio de corrida curto sugere que o0 processo € mais sensivel a pequenas mudangas,
enquanto um comprimento medio de corrida longo indica uma maior estabilidade do

processo.

Para este trabalho calculamos o ARL para os trés métodos abordados, sendo que
este sera o nosso indicador de qual método € mais sensivel a pequenas mudangas

nas medias do processo estudado.
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1.5 SIMULACAO DE MONTE CARLO

A Simulagdo de Monte Carlo fundamenta-se na geragcdo de multiplos cenarios
aleatodrios para estimar, analisar e otimizar solugbes para problemas matematicos e

estatisticos.

A simulagado envolve a geragdao de numeros aleatérios de acordo com distribuicbes
especificas que modelam a incerteza presente em um sistema. Esses numeros
aleatdrios sao entao utilizados como entrada em um modelo matematico para simular
o comportamento do sistema ao longo do tempo. Repetindo esse processo milhares
de vezes, obtemos uma distribuicdo empirica dos resultados, permitindo analises

detalhadas e a tomada de decisodes.

Utilizaremos em nosso trabalho desta grande capacidade de geragéo de cenarios para
calcularmos e compararmos a eficiéncia dos valores de ARL para os trés métodos

abordados.
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2 DESENVOLVIMENTO E RESULTADOS

2.1 ESTRUTURA PARA COMPARAGCAO DE RESULTADOS

Para promover a comparabilidade dos resultados para este trabalho, os trés métodos
abordados irdo compartilhar as seguintes premissas:
e Amostras independentes com distribuicdo normal, desvio padréo igual a 1 (0=1)
e média sob controle igual a 0 (u0=0).
e ARL calculado para mudangas na média variando de 0 a 5, com incremento de
0,2, 0u seja, 0,0,2,04, .... 5.

e Tamanho da amostra (n) variando de uma a cinco observagdes.

2.2 DEFINIGAO DOS LIMITES DE CONTROLE

2.2.1 Limites de controle para a Carta de Controle X

Os Limites Superiores de Controle (LSC), Linhas Centrais (LC) e Limites Inferiores de
Controle (LIC) utilizados para montagem da Carta de Controle X e calculo das ARL
foram definidos respectivamente pelas equacgdes 1.1, 1.2 e 1.3, presentes no item 1.1

deste trabalho, considerando k=3, e 0 =1 e numero de observagdes (n) variando de 1

a 5. O resultado é apresentado na Tabela 1 abaixo:

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
LSC 3,00 2,12 1,73 1,50 1,34
LC 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
LIC -3,00 -2,12 -1,73 -1,50 -1,34

Tabela 1: Limites de controle para a Carta de Controle X
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2.2.2 Limites de controle para o método Klein

Os limites de controle LSC e LIC gerados segundo as regras 2-2 de Klein foram
calculados por Fernandes Joao Lucas Ribeiro e. (2020) por meio do uso de simulagéo

de Monte Carlo e estdo presentes na Tabela 2 abaixo:

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
LSC 1,78 1,26 1,03 0,89 0,80
LC 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
LIC -1,78 -1,26 -1,03 -0,89 -0,80

Tabela 2: Limites de controle para o método de Klein

2.2.3 Limites de controle para o método Médias Moveis

Os Limites Superiores de Controle (LSC) e Limites Inferiores de Controle (LIC)
utilizados para montagem dos graficos de controle utilizando Médias Méveis (MA
foram definidos respectivamente pelas equacdes 1.5, 1.6, presentes no item 1.1 deste

trabalho.

A premissas consideradas para o calculo dos limites foram:

o wW=2

e 0=1

e L =2.981 (usando os resultados presentes da tabela 2 de Vasileios Alevizakos
et al. (2020))

e nvariandode 1 a5.

O resultado é apresentado na tabela 3 abaixo:

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
LSC 2,11 1,49 1,22 1,05 0,94
LC 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
LIC -2,11 -1,49 -1,22 -1,05 -0,94

Tabela 3: Limites de controle para o método MA
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A tabela 4 compara os Limites Superiores de Controle (LSC) para os trés métodos.

Importa notar que LIC e LSC tem o mesmo modulo, porém com sinal invertido

considerando a simetria da distribuicdo Normal:

LSC n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
Carta de Controle X 3,00 2,12 1,73 1,50 1,34
Klein 1,78 1,26 1,03 0,89 0,80
Média Mével 2,11 1,49 1,22 1,05 0,94

Tabela 4: LSC para dos trés métodos com variagbes de n

A Figura 5 apresenta um comparativo visual entre os LSC para os trés métodos, onde

podemos constatar que o método de Klein possui limites mais estreitos e a Carta de

Controle X limites mais largos.

LSC Shewhart

LSC MA

ni n2 n3

0,00

Né  em—n5

LSC Klein

Figura 5: Comparativo LSC Carta de Controle X, MA e Klein
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2.3 CALCULO DO ARL

2.3.1 Calculo do ARL para a Carta de Controle X

Conforme Montgomery e Runger (2021), para um processo sob controle com limites
3-sigma, a probabilidade de um ponto cair fora dos limites de controle (p),
considerando uma distribuicdo normal padréo, sera de aproximadamente 0,26998%,

sendo o calculo do ARL conforme descrito na equagao 1.7 abaixo:

~ 1

1
ARL = -
p~ 00026998

= 370,40 (1.7)

Segundo o mesmo autor, para calcular o ARL de um processo com desvio em sua
meédia padrdo temos que recalcular a probabilidade de um ponto cair fora dos limites

de controle (p) através da equacéao 1.8 :
P[LIC <X <LSC| u= pu] (1.8)
Sendo:
M1 = nova média do processo (média para situacéo fora de controle)

Para calcular todos os valores de ARL para médias que variam de 0 a 5 com
incremento de 0,2, e n variando de 0 a 5, foi utilizado o software R. O script encontra-
se no Apéndice A e a tabela com todos os ARL resultantes encontra-se no Apéndice
B.

A Figura 6 abaixo apresenta um grafico com 5 curvas, uma para cada valor de n,

representando ARL calculados para todos os deslocamentos de média.

As curvas mais suaves apresentadas para tamanho de amostras menores indicam

menor sensibilidade a pequenas alteracdes nas médias.



Figura 6: Grafico ARL versus deslocamento da média

Grafico ARL versus deslocamento da média
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2.3.2 Calculo do ARL para o método de Klein

O calculo do ARL pelo método de Klein foi realizado por Fernandes Joao Lucas Ribeiro
e. (2020) por meio do uso de 75.000 Simulagbes de Monte Carlo, utilizando os limites

citados no item 2.2.2. A tabela resultante encontra-se no Apéndice C.

A figura 7, apresentada abaixo, retrata as curvas ARL calculados utilizando o método
de Klein. Seu comportamento € semelhante ao grafico 2.2 que retrata as curvas ARL
da Carta de Controle X.

Figura 7: Grafico ARL versus deslocamento da média para Klein

Grafico ARL Klein versus deslocamento de média

400
350
300
250
200
150
100

50

000204060810121416 18 202224262830 323,436 3840424446 48 5,0

—]  —0 n3 N4 5
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2.3.3 Calculo do ARL para o método de médias méveis

Para calcular o ARL do método de médias modveis foram executados 500.000

(quinhentos mil) ciclos de Simulagdo de Monte Carlo para cada deslocamento de

média e amostras de tamanho n. Os valores de ARL obtidos podem ser visualizados

na tabela constante do Apéndice D.

O algoritmo utilizado para célculo foi desenvolvido no software R e esta presente no

anexo B. Abaixo um resumo dos passos de seu funcionamento:

(i)
(i)
(iii)

(iv)
(V)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)
(x)
(xi)

(xii)
(xiii)
(xiv)
(xv)

(xvi)

Inicio do Loop para calculode n=1an =5

Calculo dos limites de controle superior e inferior

Inicio do Loop para calculo dos deslocamentos de média (u1) de 0 a 5, com
intervalo 0,2.

Inicio do ciclo de 500000 simulagdes

Definido o primeiro subgrupo de amostra de n elementos

Inicio do ciclo de calculo de ARL Parcial

Definido segundo subgrupo de amostra de n elementos

Calculo da MA através da média das médias dos subgrupos de amostras
Substituicdo da primeira amostra pela segunda amostra

Célculo de ARL Parcial através da soma de ciclos efetuados

Reinicio do ciclo de calculo de ARL Parcial até que MA seja maior que LSC
ou menor que LIC

Calculo do ARL: média dos 500000 ARL Parciais

Incremento de u1

Volta ao inicio do Loop u1

Incremento de n

Volta ao inicio do Loop n

A figura 8 apresenta um grafico com as curvas ARL calculadas utilizando o método de

médias moveis (MA). Observamos que o comportamento das curvas é semelhante as

curvas geradas para o método tradicional e Klein.



Figura 8: Grafico ARL versus deslocamento da média para Média Moével
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2.3.4 Comparacao entre os trés métodos

Buscando comparar os resultados de ARL apresentados pelos trés métodos
abordados, foi construida a tabela 5 abaixo, reproduzida no Apéndice F, mesclando

os resultados constantes dos Apéndices B, C e E.

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
média | Tradic. Klein MA Tradic. Klein MA Tradic. Klein MA Tradic. Klein MA Tradic. Klein MA
0,0 370,40 370,25 370,23 370,40| 36830 370,26( 370,40| 368,95 370,23 357040| 366,88 370,18| 570,40| 36890 36907
0,2 308,43 2774e| 267,83 262,74| 21886| 207,85| 227,72| 1v815| 167,58| 20008| 151,29| 139,08| 17773| 128,33 118,05
04 200,08 14777 139,14 13086 37 86 79,15 94,04 59,61 52,30 71,55 43,73 37,92 56,59 33,55 2897
0,6 118,67 78,79 70,42 83,38 3791 32,89 40,03 23,38 18,79 27,82 16,33 13,57 20,56 12,16 10,06
0,8 71,55 43,39 37,80 32,41 18,84 15,90 18,79 11,30 5,24 12,38 7,78 6,34 8,86 5,96 4,79
1,0 43,89 25,69 21,89 17,73 10,64 3,74 9,76 6,39 519 6,30 4,62 3,70 4,50 3,69 2,94
1,2 27,82 16,31 13,55 10,38 6,73 5,46 5,61 4,26 3,41 3,65 3,23 2,60 2,66 2,72 2,21
14 18,25 10,96 8,98 6,50 473 3,79 3,54 3,17 2,55 2,38 2,58 2,08 1,81 2,30 1,88
1,6 12,38 7,82 6,34 4,54 3,60 2,88 2,44 2,61 2,12 1,73 2,26 1,84 1,39 2,11 1,70
13 8,69 5,82 472 3,08 2,94 2,37 1,83 2,31 1,38 1,38 2,11 1,69 1,18 2,04 156
2,0 6,30 461 3,70 2,32 2,55 2,07 1,47 2,15 1,74 1,19 2,04 1,57 1,08 2,01 1,43
2,2 4,72 3,81 3,04 1,84 2,31 1,89 1,26 2,06 1,62 1,09 2,01 1,45 1,03 2,00 1,531
2.4 3,65 3,24 2,59 1,55 2,17 1,76 1,14 2,03 1,52 1,04 2,00 1,54 1,01 2,00 1,21
2,6 2,90 2,85 2,30 1,33 2,09 1,66 1,07 2,01 1,42 1,01 2,00 1,24 1,00 2,00 1,13
2,8 2,38 2,58 2,09 1,20 2,04 1,58 1,03 2,00 1,33 1,00 2,00 1,16 1,00 2,00 1,07
3,0 2,00 2,39 1,95 1,12 2,02 1,49 1,01 2,00 1,24 1,00 2,00 1,10 1,00 2,00 1,04
3,2 1,73 2,26 1,84 1,07 2,01 1,41 1,01 2,00 1,17 1,00 2,00 1,06 1,00 2,00 1,02
3,4 1,53 217 1,76 1,04 2,00 1,34 1,00 2,00 112 1,00 2,00 1,03 1,00 2,00 1,01
3,6 1,38 2,10 1,69 1,02 2,00 1,27 1,00 2,00 1,08 1,00 2,00 1,02 1,00 2,00 1,00
3,8 1,27 2,07 1,62 1,01 2,00 1,21 1,00 2,00 1,05 1,00 2,00 1,01 1,00 2,00 1,00
4,0 1,19 2,04 1,57 1,00 2,00 1,15 1,00 2,00 1,03 1,00 2,00 1,00 1,00 2,00 1,00
4,2 1,13 2,02 1,51 1,00 2,00 1,11 1,00 2,00 1,02 1,00 2,00 1,00 1,00 2,00 1,00
4.4 1,09 2,01 1,45 1,00 2,00 1,08 1,00 2,00 1,01 1,00 2,00 1,00 1,00 2,00 1,00
4.6 1,06 2,01 1,39 1,00 2,00 1,05 1,00 2,00 1,00 1,00 2,00 1,00 1,00 2,00 1,00
4.8 1,04 2,00 1,34 1,00 2,00 1,03 1,00 2,00 1,00 1,00 2,00 1,00 1,00 2,00 1,00
5.0 1,02 2,00 1,29 1,00 2,00 1,02 1,00 2,00 1,00 1,00 2,00 1,00 1,00 2,00 1,00

Tabela 5: Comparativo de ARL para os trés métodos abordados

A primeira constatagcdo que podemos tirar da tabela acima é que para um processo
sob controle, que em nosso trabalho caracterizamos como tendo meédia 0, o ARL
calculado € de aproximadamente 370, independentemente do método escolhido ou

do tamanho da amostra (n).

Para facilitar o comparativo entre os métodos desenvolvemos abaixo a tabela 6 que

compara o meétodo tradicional com o método de médias moveis (MA):
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n=1 n=2 n=3 n=4 n=5%

Media | Tradic. [ MA Dif. | Tradic. | MA Dif. | Tradic. | MA Dif. | Tradic. | MA oif. | Tradic. | MA oif.
0.0 370,40| 370,23 0,05%| 370,40] 370,26 0,04%| 370,40| 370,23 0,05%| 370,40| 370,18 0,06%| 370,40| 369,07 0,36%
0,2 308,43| 267,83| 13,16%| 262,74| 207,85( 20,89%| 227,72( 167,58| 26,41%| 200,08| 139,08 30,49%| 177,73| 118,05| 33,58%
0,4 200,08( 139,14| 30,46%| 130,86| 79,15| 39,52%| 94,04 52,30| 44,38%| 71,55| 37,92 47,01%| 56,59 23,97| 4381%
0,6 119,67 70,42| 41,15%| B3,38| 32,89| 43,10%| 4003 1979 50,57%| 27,82 13,57 51,22%| 20,56| 10,06| 51,05%
0,8 71,55| 37.80| 47,18%| 3241| 1590 50,94%| 1879 9,24 50,85%| 1238 6,34 48 83% 8,86 4,79 45084%
10 43,89 21,89 50,13%| 17,73 8,74| 50,70% 9,76 5,19| 46,84% 6,30 3,70 41,27% 4,50 2,94 3459%
1,2 27,82 13,55| 51,28%| 10,38 5,46| 47,45% 5,61 3,41| 39,21% 3,65 2,60| 28,77% 2,66 2,21 17,08%
14 18,25 298| 50,78% 6,50 3,79 41,75% 3,54 2,55 27,90% 2,38 2,09 12,07% 131 1,88| -3,61%
16 12,38 5,34 48,82% 434 2,88| 33,63% 2,44 2,12 13,16% 1,73 1,84| -5,55% 1,39 1,701-2197%
1,8 8,69 472 4572% 3,08 2,37 23,01% 1,83 1,38| -2,94% 1,38 1,691-22,33% 1,18 1,56|-31,89%
20 6,30 370 41,33% 2,32 2,07 10,73% 147 1,74|-18,10% 1,19 1,57]|-31,60% 1,08 1,43)-3217%
22 472 3,04| 35,63% 1,84 1,89 -2,47% 1,26 1,62|-28,68% 1,09 1,45|-3297% 1,03 1,51)-27,09%
24 3,65 2,59 28,92% 153 1,76|-15,06% 1,14 1,52|-33,10% 104 1,34)|-28,78% 101 1,21]|-19,66%
2,6 290 2,30| 20,70% 1,33 1,66|-2508% 1,07 1,42)|-32,67% 101 1,241-23,10% 1,00 1,13|-12,93%
2,3 2,38 2,09 12,02% 1,20 1,58|-31,45% 1,03 1,33|-28,89% 1,00 1,16|-16,32% 1,00 107 -7.37%
3,0 2,00 1,85 2,685% 1,12 1,49|-33,39% 1,01 1,24|-23,20% 1,00 1,10(-10,31% 1,00 104 -397%
32 1,73 1,84 -B5,40% 1,07 1,41|-32,06% 101 1,17|-16,29% 1,00 1,06| -6,20% 1,00 1,02 -1,87%
34 1,53 1,76|-14,85% 104 1,34|-28,66% 1,00 1,121-11.87% 1,00 1,03 -337% 1,00 1,01] -0,83%
3,6 1,38 1,69|-22 30% 102 1,27|-24,22% 1,00 1,08| -7,66% 1,00 1,02 -1,73% 1,00 1,00] -0,35%
38 1,27 1,62|-27,89% 101 1,21|-19,45% 1,00 1,05 -471% 1,00 1,01| -0,85% 1,00 100 -012%
40 1,19 1,57|-31,52% 1,00 1,15|-15,38% 1,00 1,03 -2,75% 1,00 1,00 -0,28% 1,00 1,00 -0,04%
42 1,13 1,51|-33,25% 1,00 1,11|-11,14% 1,00 1,02| -1,55% 1,00 1,00 -0,16% 1,00 1,001 -0,01%
44 1,09 1,45|-32,96% 1,00 1,08| -7,81% 1,00 1,01 -0,81% 1,00 1,00| -0,06% 1,00 1,00 0,00%
46 1,06 1,39]-31,41% 1,00 1,05| -521% 1,00 1,00| -0,38% 1,00 1,00] -0,02% 1,00 1,00 0,00%
4.8 1,04 1,34|-28,69% 1,00 103 -3,42% 1,00 1,00| -0,19% 1,00 1,00] -001% 1,00 1,00 0,00%
50 1,02 1,29|-26,41% 1,00 102 -2,16% 1,00 1,00| -0,08% 1,00 1,001 0,00% 1,00 1,001 0,00%

Tabela 6: Comparativo entre ARL Tradicional e ARL MA

Inicialmente observamos que os métodos tendem a estabilizar com valores de ARL

préximos a 1 (um).

A analise das colunas “Dif.”, que calculam a diferenga percentual entre ARL

Tradicional e ARL MA, traz evidéncias que o método MA é mais sensivel a pequenas

mudancas nas médias do processo em comparagdo a Carta de Controle X, nas

seguintes condigoes:

0, n=1
0, n=2
,6, n=3
4, n=4
2,n=5

Também podemos notar que a Carta de Controle X aumenta sua capacidade de

reconhecer pequenos deslocamentos na média a medida que aumentamos o tamanho

da amostra (n).
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A comparagao entre o método de médias méveis (MA) e a regra 2-2 de Klein é feita

na tabela 7 abaixo:

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5

Média | Klein A Dif. Klein MA Dif. Klein WA Dif. Klein MA Dif. Klein MA Dif.

0,0 | 370,25| 370,23| 0,01%| 368,30| 370,26| -0,53%| 368,95| 370,23| -0,35%| 366,88| 370,18| -0,90%| 368,90| 369,07 -0,05%
0,2 277,46 267,83 3,47%| 218,86| 207,85 5,03%| 1¥8,15| 167,58 5,93%| 151,29 139,08 8,07%| 128,33| 118,05 8,01%
04 | 147,77| 139,14| 5,84%| 87,86| 79,15| 9,91%| 59,61| 52,30| 12,26%| 43,73 37,92| 13,29%| 33,55| 28,97| 13,66%
0,6 78,79| 70,42| 10,62%| 37,91| 32,89| 13,23%| 23,38 19,79| 1537%| 16,33 13,57 16,91%| 12,16| 1006  17,23%
0,8 43,39 37,80| 12,87%| 18,84 1590|( 15,60%| 11,30 9,24| 18,27% 7,78 6,34| 18,55% 5,96 4.79| 19,64%
1,0 25,69 21,89| 14,81%| 10,64 8,74 17,86% 6,39 5,19| 18,81% 462 3,70| 19,91% 3,69 2,94 20,23%
1,2 16,31 13,55| 16,90% 6,73 5,46| 18,94% 4,26 3,41| 1995% 3,23 2,60| 19,51% 2,72 2,21 1891%
14 10,96 8,98| 18,05% 473 3,79| 19,95% 3,17 2,55| 19,48% 2,58 2,09| 18,89% 2,30 1,88 18,47%
1,6 7.82 6,34 18,98% 3,60 2,88| 19,99% 2,61 2,12| 18,82% 2,28 1,84| 18,44% 2,11 1,70| 19,65%
1,8 5,82 472] 18,96% 2,94 2,37| 19,34% 2,31 1,88| 18,45% 2,11 1,69 19,99% 2,04 1,56| 23,71%
2,0 461 3,70| 19,82% 2,55 2,07| 18,78% 2,15 1,74| 19,25% 2,04 1,57| 23,23% 2,01 1,43| 28,98%
2,2 3,81 3,04| 20,25% 2,31 1,89| 18,38% 2,06 1,62| 21,29% 2,01 1,45] 27,89% 2,00 1,31| 34,55%
2,4 3,24 2,59] 19,93% 2,17 1,76| 18,87% 2,03 152| 25.26% 2,00 1,34| 33,04% 2,00 1,21| 39,57%
26 2,85 2,30 19,31% 2,09 1,66| 20,40% 2,01 1,42| 29,38% 2,00 1,24| 37,83% 2,00 1,13| 43,54%
2.8 2,58 2,09 18,84% 2,04 1,58| 22,67% 2,00 1,33| 33,62% 2,00 1,16| 41,84% 2,00 1,07| 46,31%
3,0 2,39 1,95| 18,54% 2,02 1,49| 26,04% 2,00 1,24| 37,78% 2,00 1,10| 44,85% 2,00 1,04| 48,02%
32 2,26 1,84 18,55% 2,01 1,41 29,70% 2,00 1,17| 41,27% 2,00 1,06| 46,90% 2,00 1,02| 49,07%
3.4 2,17 1,76| 19,03% 2,00 1,34| 33,10% 2,00 112| 4407% 2,00 1,03| 48,31% 2,00 1,01| 49.58%
3,6 2,10 1,69| 19,63% 2,00 1,27| 36,65% 2,00 1,08| 46,17% 2,00 1,02 49,13% 2,00 1,00 49,82%
38 2,07 1,62| 21,54% 2,00 1,21| 39,68% 2,00 1,05| 47,64% 2,00 1,01| 49,58% 2,00 1,00 49,94%
40 2,04 1,57| 23,28% 2,00 1,15| 42,31% 2,00 1,03| 48,63% 2,00 1,00| 49,81% 2,00 1,00 49,93%
42 2,02 1,51| 25,46% 2,00 1,11| 44,43% 2,00 1,02| 49,23% 2,00 1,00| 49,92% 2,00 1,00| 49,99%
4.4 2,01 1,45| 27,90% 2,00 1,08| 46,10% 2,00 1,01| 49,60% 2,00 1,00| 49,97% 2,00 1,00| 50,00%
46 2,01 1,39| 30,70% 2,00 1,05| 47,40% 2,00 1,00 49,81% 2,00 1,00| 49,99% 2,00 1,00 50,00%
4.8 2,00 1,34| 33,08% 2,00 1,03| 48,29% 2,00 1,00 49,91% 2,00 1,00| 50,00% 2,00 1,00| 50,00%
50 2,00 1,29] 35,53% 2,00 1,02| 48,92% 2,00 1,00 49,96% 2,00 1,00| 50,00% 2,00 1,00 50,00%

Tabela 7: Comparativo entre ARL Klein e ARL MA

Verificamos inicialmente que o método MA é mais eficiente que o método de Klein
visto tender a estabilizar em valores de ARL préximos a 1, em detrimento do método

de Klein que tende a estabilizar em valores préximos a 2.

A andlise das colunas “Dif.”, que calculam a diferenca percentual entre ARL Klein e
ARL MA, traz evidéncias que para todo o espectro de médias estudado, o método MA
€ mais sensivel que o método de Klein, conseguindo detectar mais rapidamente as

mudancgas nas médias do processo.

Também podemos notar que a medida que aumentamos o deslocamento da média,

aumentamos a diferenga percentual entre ARL MA e ARL Klein.
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3 CONSIDERAGOES FINAIS

A utilizagdo da carta de controle X com o método da médias méveis (MA) mostrou-se
mais eficiente que a regra 2-2 de Klein para detec¢do na mudanga da média do

processo para todos os deslocamentos estudados.

A utilizagdo da carta de controle X com o método da médias méveis (MA) mostrou-se
mais eficiente que o método tradicional para deteccdo na mudanca das médias nas
seguintes condi¢des: Média < 3,0, n =1; Média < 2,0, n =2; Média < 1,6, n =3; Média <

1,4, n =4; Média < 1,2, n =5.

Para processos que nao sao esperados grandes deslocamentos na media, torna-se
evidente a superioridade da Carta de Controle utilizando Médias Modveis em

detrimento dos demais métodos abordados neste trabalho.

Como trabalho futuro sugiro a avaliagdo de médias moéveis de maior extensao, ou seja,

valores de w maiores que dois.
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APENDICE A - PROGRAMA PARA CALCULO DO ARL DA CARTA DE
CONTROLE X

tb.arl<- data.frame("Media"=seq(9,5,0.2),
"Arl n1"=0, "Arl n2"=0, "Arl n3"=0,
"Arl n4"=0, "Arl n5"=0)

mu <- @ # média normal padrdo

dp <- 1 # desvio-padrdo normal

k <- 3 # distdncia dos limites de controle a partir da Llinha central
n<-1 # tamanho inicial da amostra

for(j in 2:6) { # calcula CMC para n= 1 até 5

LIC <- -k * dp/sqrt(n)
LSC <- k * dp/sqgrt(n)

dpa <- dp / sqrt(n) # desvio-padrdo amostral
ul <- © # deslocamento em relacdo ao centro da média
for(i in 1:26) { #loop para diferentes médias

p <- 1 - (pnorm(LSC, mu + ul, dpa) - pnorm(LIC, mu + ul, dpa))
# p = probabilidade de ter um ponto fora de controle

ARL <- round(l / p, digits = 3) # Comprimento médio da corrida
tb.arl[i,j] <- ARL # grava ARL coordenadas i=n e j=ul

ul <- ul + 0.2 # incrementa o deslocamento

n<-n+1 # incrementa n

}

write.csv2(tb.arl, file = "tb_arl.csv")



APENDICE B — TABELA ARL - CARTA DE CONTROLE X

nl n2 n3 n4 n5
0,0 370,40 370,40 370,40 370,40 370,40
0,2 308,43| 262,74 227,72 200,08| 177,73
0,4 200,08| 130,86 94,04 71,55 56,59
0,6 119,67 63,38 40,03 27,82 20,56
0,8 71,55 32,41 18,79 12,38 8,86
1,0 43,89 17,73 9,76 6,30 4,50
1,2 27,82 10,38 5,61 3,65 2,66
1,4 18,25 6,50 3,54 2,38 1,81
1,6 12,38 4,34 2,44 1,73 1,39
1,8 8,69 3,08 1,83 1,38 1,18
2,0 6,30 2,32 1,47 1,19 1,08
2,2 4,72 1,84 1,26 1,09 1,03
2,4 3,65 1,53 1,14 1,04 1,01
2,6 2,90 1,33 1,07 1,01 1,00
2,8 2,38 1,20 1,03 1,00 1,00
3,0 2,00 1,12 1,01 1,00 1,00
3,2 1,73 1,07 1,01 1,00 1,00
3,4 1,53 1,04 1,00 1,00 1,00
3,6 1,38 1,02 1,00 1,00 1,00
3,8 1,27 1,01 1,00 1,00 1,00
4,0 1,19 1,00 1,00 1,00 1,00
4,2 1,13 1,00 1,00 1,00 1,00
4,4 1,09 1,00 1,00 1,00 1,00
4,6 1,06 1,00 1,00 1,00 1,00
4,8 1,04 1,00 1,00 1,00 1,00
5,0 1,02 1,00 1,00 1,00 1,00
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APENDICE C - TABELA ARL - METODO DE KLEIN

nl n2 n3 n4 n5
0,0 370,25| 368,30 368,95| 366,88 368,90
0,2 277,46 | 218,86 178,15| 151,29| 128,33
0,4 147,77 87,86 59,61 43,73 33,55
0,6 78,79 37,91 23,38 16,33 12,16
0,8 43,39 18,84 11,30 7,78 5,96
1,0 25,69 10,64 6,39 4,62 3,69
1,2 16,31 6,73 4,26 3,23 2,72
1,4 10,96 4,73 3,17 2,58 2,30
1,6 7,82 3,60 2,61 2,26 2,11
1,8 5,82 2,94 2,31 2,11 2,04
2,0 4,61 2,55 2,15 2,04 2,01
2,2 3,81 2,31 2,06 2,01 2,00
2,4 3,24 2,17 2,03 2,00 2,00
2,6 2,85 2,09 2,01 2,00 2,00
2,8 2,58 2,04 2,00 2,00 2,00
3,0 2,39 2,02 2,00 2,00 2,00
3,2 2,26 2,01 2,00 2,00 2,00
3,4 2,17 2,00 2,00 2,00 2,00
3,6 2,10 2,00 2,00 2,00 2,00
3,8 2,07 2,00 2,00 2,00 2,00
4,0 2,04 2,00 2,00 2,00 2,00
4,2 2,02 2,00 2,00 2,00 2,00
4,4 2,01 2,00 2,00 2,00 2,00
4,6 2,01 2,00 2,00 2,00 2,00
4,8 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00
5,0 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00
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APENDICE D - PROGRAMA PARA CALCULO DO ARL PARA MEDIAS MOVEIS

rm(list = 1s())
t0 <- Sys.time()

tabela <- data.frame("ul"=seq(90,5,0.2),
"Arlnl"=0,"Arln2"=0, "Arln3"=0,"Arln4"=0, "Arln5"=0)

simulacoes <- 500000
Result <- numeric(simulacoes)
for (n in 1:5) { #loop para tamanho da amostra

ul <- O #Média fora de controle
UCL <- 2.981 * (1/(sqrt(2*n)))
LCL <- -UCL

for (j in 1:26) { #loop para diferentes médias
for (i in 1:simulacoes){ #loop para simulacées

Amostral <- rnorm(n,0,1)
sob.controle <- TRUE
ARLi <- ©

while (sob.controle){
Amostra2 <- rnorm(n,ul,1)
MA <- (mean(Amostral) + mean(Amostra2))/2 #Média movel

if (MA >= UCL || MA <= LCL){
sob.controle <- FALSE

}
ARLi <- ARLi + 1

Amostral <- Amostra2

}
Result[i] <- ARLi #Guardando o valor do ARL

}

ARL <- mean(Result) #ARL Estimado
tabela[j,n+1] <- ARL
ul = ul + 0.2

}

write.csv2(tabela, file = "tabela.csv")

(tempo.execucao <- Sys.time() - t@0)



APENDICE E — TABELA ARL - METODO MA

nl n2 n3 n4 n5
0,0 370,23| 370,26| 370,23| 370,18| 369,07
0,2 267,83| 207,85| 167,58| 139,08| 118,05
0,4 139,14 79,15 52,30 37,92 28,97
0,6 70,42 32,89 19,79 13,57 10,06
0,8 37,80 15,90 9,24 6,34 4,79
1,0 21,89 8,74 5,19 3,70 2,94
1,2 13,55 5,46 3,41 2,60 2,21
1,4 8,98 3,79 2,55 2,09 1,88
1,6 6,34 2,88 2,12 1,84 1,70
1,8 4,72 2,37 1,88 1,69 1,56
2,0 3,70 2,07 1,74 1,57 1,43
2,2 3,04 1,89 1,62 1,45 1,31
2,4 2,59 1,76 1,52 1,34 1,21
2,6 2,30 1,66 1,42 1,24 1,13
2,8 2,09 1,58 1,33 1,16 1,07
3,0 1,95 1,49 1,24 1,10 1,04
3,2 1,84 1,41 1,17 1,06 1,02
3,4 1,76 1,34 1,12 1,03 1,01
3,6 1,69 1,27 1,08 1,02 1,00
3,8 1,62 1,21 1,05 1,01 1,00
4,0 1,57 1,15 1,03 1,00 1,00
4,2 1,51 1,11 1,02 1,00 1,00
4,4 1,45 1,08 1,01 1,00 1,00
4,6 1,39 1,05 1,00 1,00 1,00
4,8 1,34 1,03 1,00 1,00 1,00
5,0 1,29 1,02 1,00 1,00 1,00
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APENDICE F - TABELA ARL - COMPARATIVO ENTRE METODOS
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