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RESUMO

O método do vortice helicoidal tem sido alvo de pesquisas principalmente devido ao cres-
cimento do uso de energias limpas, em especial a energia edlica, por representar de forma
confiavel e robusta a esteira a jusante dos aerogeradores. O modelo tem origem no ambito da
aeronautica ainda na década de 30, tendo sido pouco utilizado no projeto de hélices. Neste
trabalho, o resgate deste método, bem como uma revisao das pesquisas sobre o tema foi reali-
zada, permitindo-se a avaliacao do método para o calculo de desempenho de hélices e turbinas
edlicas. O trabalho buscou validar a hipotese de que é possivel mitigar erros de previsao de
desempenho substituindo o uso de fatores de correcao de ponta pelo calculo efetivo das con-
digoes aerodinamicas em cada posi¢ao ao longo da pé através do uso da técnica de vortices
helicoidais, retirando a consideracao de elementos independentes, tais como as utilizadas nos
métodos tradicionais baseados em Blade Element-Momentum (BEM). Uma metodologia de
aplicacao foi detalhada e validada através da determinacao da distribuicao de circulagao para
a eficiéncia 6tima nos casos de um rotor com nimero ifinito de pas e arrasto nulo; ntimero
infinito de pas na presenca de arrasto; ntimero de pas finitas e arrasto nulo; e, ntimero de pas
finitas na presenca de arrasto. Ainda na etapa de validagao do método, calculou-se o desem-
penho de um rotor previamente experimentado e apresentou-se resultados da otimizacao de
parametros geométricos da pa para maximizagao da eficiéncia deste mesmo rotor. Um total
de 27 casos para hélices foram avaliados, bem como 9 casos para turbinas eé6licas. O presente
método foi comparado com métodos tradicionais de aerodindmica bem como com resultados
de mecénica dos fluidos computacional, utilizando modelos k — w SST RANS. O presente
método se mostrou capaz de prever os valores dos coeficientes e suas distribui¢coes de maneira
satisfatoria com vantagens em relagao ao demais métodos, pois evita erros e inconsisténcias
relativas ao uso de fungoes de correcao de ponta. Os valores dos coeficientes de tragao e po-
téncia foram estimados com boa precisao, com erros entre a faixa de -2,5% e 6% para hélices
e de 0,9% e 14,9%, para turbinas eolicas. Os resultados apontaram grande divergéncia na
previsao das velocidades induzidas entre os métodos BEM e MVH devido aos desvios entre
as previsoes das fungoes de correcao de efeitos de ponta e os valores calculados para o campo
potencial devido & esteira helicoidal. Os resultados obtidos ratificam a inconsisténcia fisica
dos modelos de correcao de ponta reforcando a hipdtese de que o célculo do campo utilizando

MVH é uma alternativa viavel para projeto e analise de hélices e turbina edlicas.

Palavras-chaves: Vortices Helicoidais, Hélices, Turbinas Eolicas, Aerodinamica, Métodos

Computacionais.



ABSTRACT

The helical vortex method has been research topic mainly due to the growth in the use of clean
energy, especially wind energy, as it reliably and robustly represents the wake downstream of
wind turbines. The model originated in aeronautics in the 1930s, having been little used in
propeller design. In this work, revisiting this method, as well as a reviewing research on the
subject was made, contributing to the methods evaluation for calculating the performance of
propellers and wind turbines. The work sought to validate the hypothesis that it is possible
to mitigate performance prediction errors by replacing the use of tip correction factors with
the effective calculation of aerodynamic conditions at each position along the blade through
the use of the helical vortex technique, removing the consideration of independent elements,
such as those used in traditional methods based on Blade Element-Momentum (BEM). An
application methodology was detailed and validated by determining the circulation distribu-
tion for optimal efficiency in cases of a rotor with an infinite number of blades and zero drag;
infinite number of blades in the presence of drag; finite number of blades and zero drag; and,
finite number of blades in the presence of drag. Still in the method validation stage, the
performance of a previously tested rotor was calculated and results from the optimization
of the blade’s geometric parameters were presented to maximize the efficiency of this same
rotor. A total of 27 cases for propellers were evaluated, as well as 9 cases for wind turbines.
The present method was compared with traditional aerodynamic methods as well as with
computational fluid mechanics results, using k —w SST RANS models. The present method
proved capable of predicting the values of the coefficients and their distributions in a satis-
factory manner, with advantages over other methods, as it avoids errors and inconsistencies
related to the use of tip correction functions. The values of the thrust and power coefficients
were estimated with good precision, with errors between the range of -2.5% and 6% for pro-
pellers and 0.9% and 14.9% for wind turbines. The results showed a large divergence in the
prediction of induced velocities between the BEM and MVH methods due to the deviations
between the tip effect correction functions predictions and the values calculated for the po-
tential field due to the helical wake. The results obtained confirm the physical tip correction
models inconsistency, reinforcing the hypothesis that the field calculation using MVH is a

viable alternative for the design and analysis of propellers and wind turbines.

Keywords: Helical Vortex, Propellers, Wind Turbines, Aerodynamics, Computational Methods.
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Tangente da razao Cp/C],
Superficie helicoidal
Eficiéncia

Velocidade especifica ou TSR
Razao de velocidades

Posicao radial adimensional
Massa especifica do ar
Angulo de avanco da esteira
Campo potencial

Velocidade angular [rad/s|
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento da teoria de hélices teve como grande motivador a propulsao de navios,
com posterior adaptagao para hélices aeronauticas, cerca de 40 anos mais tarde. Inicialmente,
duas teorias foram desenvolvidas: a chamada Momentum Theory, aqui traduzida como Teoria
da Quantidade de Movimento e a Blade Element Theory, a Teoria do Elemento de Pa. Até
entao, todo o projeto de hélices navais era baseado em experimentos, tendo em vista que
o teoria da quantidade de movimento nada fala sobre a forma da hélice (MCDERMOTT)
1902).

A primeira teoria é atribuida a W. Froude que deu inicio ao conceito de disco atuador, uma
superficie de espessura infinitesimal que age modificando a quantidade de movimento do ar de
forma instantanea. Um desenvolvimento independente foi feito por Rankine, considerando
este disco composto por anéis agindo da mesma forma (GLAUERT) [1935). A segunda é
atribuida inicialmente a Robert Edmund Froude, filho de William Froude, mas que deve o seu
desenvolvimento e popularidade em grande parte a Stefan Drzewiecki (GLAUERT) [1935)).
Este método propoe que a hélice seja analisada como uma série de secoes distribuidas ao
longo do raio, calculadas como "asas"justapostas mas que funcionam de forma independente,
sem interferir aerodinamicamente umas nas outras, numa trajetéria quase-linear para uma
condigao de baixo carregamento.

Os irmaos Wilbur e Orville Wright foram, ao que se sabe, os primeiros a registrar a
percepcao de que as teorias da quantidade de movimento e do elemento de pa poderiam ser
complementares. Wald| (2001) fala sobre as conclusoes de Wilbur Wright sobre considerar
o ganho de velocidade calculado pela teoria do disco atuador no triangulo de velocidades
resultante em cada elemento de pé.

Este duplo desenvolvimento seguiu até meados da década de 10, quando uma terceira
abordagem surgiu combinando as duas teorias, a chamada Blade Element-Momentum Theory,
o BEM. Esta abordagem utilizou os resultados da Teoria da Quantidade de Movimento para
dirimir erros e resolver inconsisténcias da Teoria do Elemento de P4 e tem como seu grande
difusor Glauert| (1926)).

Com o surgimento da Teoria do Vortice em 1916, resultado das pesquisas de Kutta,
Joukowski, Lanchester, Prandtl, Betz, dentre outros, foram desenvolvidas novas ferramentas
matematicas capazes de colaborar com a analise de hélices. A partir desta teoria, Prandtl
(1923)) propoe uma fungao de corre¢ao que melhora significativamente os resultados obtidos
pelo BEM, dando a este método a possibilidade de modelar as pas individualmente e nao
somente o rotor como um disco, i. e., com um numero infinito de pas.

O modelo de esteira de vortice baseado na teoria de Prandtl (1923) foi resolvido por Sidney
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Goldstein| (1929) para o caso de um rotor levemente carregado. A esteira foi modelada como
uma superficie de vortices, resultando em um campo potencial em funcao de um dispendioso
somatorio de fungoes de Bessel modificadas, que justificava o uso do método para elaborar
tabelas de coeficiente de correcao para uso em conjunto com o BEM substituindo as func¢oes
de corregao de Prandtl. O BEM entao passa a ser a combinagao da Teoria da Quantidade
de Movimento, do Elemento de Pa e do Vortice.

O céalculo de hélices e turbinas eélicas utilizando BEM tem sido melhorado ao longo do
tempo, tendo como principal foco a modificagao da fungao de corregao de Prantdl. Ainda que
valores precisos calculados por Goldstein estejam disponiveis na literatura como em Tibery e
Wrench Jr.[(1964) e Wald| (2006), o uso destes coeficientes durante um processo de otimizagao,
projeto ou mesmo no célculo de desempenho acrescenta uma camada de trabalho relativo &
busca dos valores e interpolagoes.

A principal etapa do calculo de hélices e turbinas eélicas 6timas é definir a distribuicao
de circulacao para em seguida encontrar as propriedades aerodinamicas de cada secao ao
longo das pas. A despeito do esfor¢o de |Goldstein (1929)) para calcular a solugao exata
para a distribuicao de circulagao, o uso da funcao de Prandtl ou suas variacoes é até hoje a
forma mais usual de se calcular hélices e turbinas edlicas devido & praticidade e facilidade de
incorporé-la em rotinas computacionais.

Porém este nao foi o tnico caminho tomado pela ciéncia para resolver o problema da
hélice. Seguindo o modelo de Joukowski, uma vertente objetivou a solucao integralizada do
problema utilizando somente a teoria do vortice. A primeira solucao viavel foi apresentada
pelo japonés Sandi Kawadal (1939), onde o mesmo problema abordado por Goldstein foi
resolvido de forma a possibilitar o uso direto das equagoes. Enquanto Goldstein resolveu o
problema com o intuito de encontrar um substituto mais preciso para a funcao de Prandtl,
Kawada abandona totalmente o BEM e usa uma solugao linearizada do campo potencial
que representa uma esteira de vortices concentrados. O produto do método é a solugao da
esteira, ou seja, a obtencao dos valores de Goldstein simultaneamente ao calculo do rotor,
nao havendo, dessa forma, a necessidade de fungoes de correcao.

Os métodos tradicionais de projeto de hélices possibilitam a previsao de desempenho e
geometria de forma satisfatéria, porém, a quantidade de aproximacoes e fatores de correcao
torna dificil o tratamento dos resultados, ou, no minimo, confuso. [Theodorsen| (1954) trata
essa questao afirmando que como qualquer problema de engenharia, melhor do que um valor
exato proveniente de um método confuso, é ter um modelo consistente. O método dos vor-
tices helicoidais apresentado por |[Kawada| (1939) é uma alternativa aos métodos tradicionais
com facil implementagao, ainda que matematicamente complexo, que garante a consisténcia
reclamada por Theodorsen.

O fato do método modelar o vortice helicoidal e resolver o campo potencial elimina uma
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das fonte de erro do BEM, em qualquer que seja a sua versao: a correcao dos efeitos de
ponta e raiz. Essa estratégia foi proposta por Prandtl (1923)) e naquele momento teve uma
grande importancia por possibilitar a solu¢ao do problema da hélice com precisao aceitavel
e baixo custo. |Goldstein| (1929), no entanto, soluciona o campo potencial seguindo a mesma
logica. Ao calcular a distribuicao de circulagdo da pé, faz isso atrelado & definicdo de um
fator modificador da distribuicao de I' ao longo do raio.

Kawada) (1939) aplica a solu¢ao do campo provocado por um filamento helicoidal, tal
como a esteira de uma hélice, cuja natureza ja incorpora as informagoes geométricas, sendo a
ponta e a raiz solucionadas naturalmente durante o processo, i. e., nao hé fatores de correcao,
ha solucao da ponta e da raiz.

Neste trabalho uma série de investigacoes acerca do método é apresentada. Uma formu-
lagao atualizada do método e uma abordagem computacional foi desenvolvida e avaliada em
diversos casos relacionados a hélices e aerogeradores. A hipotese de ganho de desempenho é
testada juntamente com a validagao do método, seja para aerogeradores ou para hélices. Por
fim, uma avaliacao dos valores previstos por diversas fungoes de aproximagcao dos efeitos de
ponta foi realizada para apreciagao do quao significativa foi a diferenca na previsao da ponta

e sua relagao aos resultados obtidos nas demais etapas do estudo.

1.1 Objetivos

O objetivo desta tese foi avaliar o ganho na previsao de desempenho devido & aplicagao
direta do método de vortices helicoidais em dois diferentes problemas de aerodinamica, no-
meadamente, desempenho de hélices e de aerogeradores. De forma especifica, os objetivos

foram:

1. Revisar conceitos do modelo aerodindmico através da recuperacao de textos antigos

sobre o tema;
2. Implementar a metodologia de vortices helicoidais;

3. Estruturar e aplicar o método de vortices helicoidais no problema do célculo de desem-

penho de hélices e turbinas edlicas;
4. Avaliar a aplicacao de vortices helicoidais em anélise de hélices e turbinas eolicas;

5. Avaliar o efeito da eliminag¢ao do uso de fatores de corregao de ponta.
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1.2 Estrutura do texto

Os capitulos que seguem esta Introducao tratam dos conceitos e fundamentagoes sobre
o problema das hélices (Capitulo ; dos filamentos de vortice e suas aplicagoes (Capitulo
; da metodologia utilizada para validar e avaliar os resultados obtidos (Capitulo {)); e dos
resultados e discussao (Capitulo , tratando de uma analise geral do método e dos resultados
de cada aplicagao em especifico. Por fim, conclui-se o texto com dificuldades encontradas e
proposigoes de trabalhos futuros (Capitulo @ O trabalho é complementado por uma série de
Apéndices que trazem mais resultados para apreciacao, bem como resultados intermediérios
obtidos no trabalho.
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2 HELICES

Hélices propulsivas sao dispositivos cuja funcao é propelir. O empuxo, produto da propul-
sao, acelera a aeronave até igualar-se ao arrasto. Acima deste valor a hélice funciona como
um freio. No entanto, existem variagoes de hélices para aplicagoes diversas, tais como as
enumeradas a seguir (GLAUERT), 1935).

1. Ventiladores: sao tais como uma hélice propulsiva porém de baixo ganho de pressao.
O intuito dos ventiladores é produzir vazao para dar fluxo atmosférico a ambientes e
renovagao de ar, alimentar sistemas de ventilagdo/exaustao ambientais, suprir sistemas

de sopro, trocadores de calor e lubrificacao aerodinamica;

2. Turbinas Eélicas: funcionam convertendo a poténcia aerodinamica do vento em potén-
cia de eixo. Sao dispositivos que funcionam no sentido inverso ao das hélice propulsivas
e ventiladores. Possuem grandes dimensoes e sao instalados no alto de torres com o

intuito de buscar ventos mais fortes e reduzir a influéncia orografica.

3. Asas Rotativas: sao hélices que trabalham no sentido transversal ao do empuxo axial.
Asas rotativas sao aplicadas em helicopteros, flutuadores e autogiros e podem transladar

no plano da hélice.

As hélices propulsivas serao o foco deste trabalho ainda que as turbinas edlicas também
sejam avaliadas, no entanto, toda a modelagem para o problema esta apresentada no Apéndice
Al

A descrigao de uma hélice passa pela defini¢ao do diametro (d), ntumero de pés (B), distri-
buicao de cordas e de angulos, pelo perfil aerodinamico e pelo enflechamento. Normalmente
uma hélice é descrita ou nomeada pelo diametro e pelo passo geométrico, podendo ser em
polegadas, metros ou milimetros.

O passo geométrico é a rela¢ao apresentada na Equagao 2.1, medido convencionalmente
na estagao a 3/4 do raio. Também é comum encontrar fabricantes indicando a estacgao de

referéncia a 2/3 do raio.

3
5= §7TR tan Barsy (2.1)

onde, s representa o passo geométrico e Barsy, 0 angulo da pa na estacao a 75% do raio.
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Para iniciar a analise das hélices é importante definir quais as variaveis e niimeros adi-

mensionais estao envolvidos no fendomeno. Uma forma conveniente de se fazer esse estudo é

através de analise dimensional, conforme apresentado em [Fox et al.| (2016). E razoével afir-

mar que a forca resultante aerodinamica F4 é funcao do diametro, d, do niimero de rotagoes

por segundo, n, da massa especifica, p, da viscosidade dinamica, p, do moédulo de elasticidade

do ar, E, e da velocidade do escoamento livre, V', tal como na Equagao 2.2}

Dimensoes fundamentais: Massa [M], Comprimento [L] e Tempo [T

M

Lr?

)

FA:f(DanapaluaEav)

ML]
=\
M M
1% T Y 3|

Grandezas repetentes: p, V', d, resultando em 4 ntmeros II:

= e () ()'(0)

= (') (0)

Em funcao das dimensoes fundamentais:

Hl -

I, =

My =

- QT a 9 b c

ML M| |L

— .- |=]| |=| |L| =M'LT°
CREE

:1 M a_-L b_- c

—| - |=| |=| |L| =M°L°T"
T L3 |T ]

- q]a b c

M M| | L 000
7% =| |7 L| = M°LOT
(v [ L ‘

— = =] |L| =M°LoT"
LT 3| |T

(2.2)

(2.5)



Resolvendo-se o sistema de equacoes para cada namero II:

Para II;
M 10 O0f |a 1
L:|-3 1 1] |b|= 11, a=-1, b=-2, c=-4
T 0 -1 0] [c —2
Fy
I, = ——
LT pV2DA
Para Il
M 1 0 O0f |a 0
L: |-3 1 (bl =] 0|, a=0, b=-1, c=1
T 0 —1 0] |c —1
nD
H2:7
Para Il5
M 10 O0f |a 1
L:|-3 1 b| =|-1|, a=-1, b=-2, c=-2
T 0 -1 0] [c -2
E
I3 = ——
’ pn?D?
Para I,
M 10 O0f |a 1
L:|-3 b| =|-1|, a=-1, b=-1, c=-1
T 0 -1 0] |c -1
I
I =——
* pV D
de tal forma que:
Fy y V E 1
pV2D* Dn )’ \ pD?n?2)’ \ pVD
tal que:
VD
Re = 222
1
pD?*n?
M =
E
v
J = —
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(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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onde, Re, M e J representam o nimero de Reynolds, o nimero de Mach e a razao e avanco,
respectivamente.

Em coordenadas cilindricas:

T = Fu-2 (2.15)
Q = Fi-0xR (2.16)
P = w@ (2.17)

onde T, ) e P sao os valores integrais de tragao, torque e poténcia, respectivamente, w
representa a velocidade angular, Z e 6 representam os vetores unitarios na direcao axial e
tangencial, respectivamente e R, o raio da pa. Define-se os coeficientes de desempenho Cr,
Cq e Cp referentes ao empuxo, torque e poténcia, combinando as Equagoes [2.14] 2.15] [2.16],
e multiplicando-se cada uma por 8, por conveniéncia, tal como nas Equacoes de

e [2.20} considerando-se o fluido como um campo potencial e incompressivel, os coeficientes

passam a ser fun¢ao somente da razao de avango, conforme afirmado por [Theodorsen| (1944)).

T
Cr = W = f(J) (2-18)
_ Q _
Co = T2 pVi R 9(J) (2.19)

P
1/2npV3 R3 hJ)

Variagoes destes coeficientes também sao encontrados na literatura. Devido a conveni-

Cp = (2.20)

éncia de cada problema, a adimensionalizagao pode ser executada de forma diferente. Com

base nos coeficientes definidos neste trabalho, a eficiéncia assume a forma da Equagao

_THP Cr
"= BHP ~ Cp
onde THP e BHP representam a poténcia propulsiva e a poténcia de eixo, respectiva-

(2.21)

mente. Tendo em vista o apresentado neste item, entende-se que uma teoria que descreve
o comportamento das hélices de forma satisfatoria deve possibilitar o célculo de suas curvas
caracteristicas, Cr x J, Cp x J, a partir das quais é possivel prever a eficiéncia em cada
regime de voo. Como ja apresentado, essas curvas sao preponderantes para se selecionar a
hélice apropriada para uma aeronave, antecipando seu desempenho, bem como, desde que

suficientemente precisas, projetar e avaliar um projeto de uma hélice inédita.

2.2 Analise dos coeficientes

Os coeficientes definidos na se¢ao anterior podem ser definidos com base na distribuicao

de forcas aerodindmicas ao longo da pa. Assim, é preciso analisar o comportamento do
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escoamento em funcao da posicao radial. Tomando-se uma posicao adimensional qualquer
w(r) =7 /R, r € [0, R], é possivel estabelecer o diagrama de velocidades local e suas relagoes

angulares.

2.2.1 Relagoes angulares ao longo da pd

A analise fundamental do funcionamento de uma hélice passa pela compreensao de que,
na condicao propulsiva, ha um ganho de velocidade axial e tangencial, tal que pode-se definir
um triangulo de velocidades de entrada, condi¢ao imediatamente a montante, onde as compo-
nentes axial e tangencial sao as proprias velocidades de translacao e de rotagao do rotor. Da
mesma forma, apos a acao do rotor, condicao & jusante, a esteira apresenta as componentes
axial e tangencial acrescidas dos ganhos aerodinamicos, ou seja, das velocidades induzidas

axial e tangencial, como mostra a Figura [l

wr — Uy

Figura 1 — Triangulo de velocidades em hélices. Composi¢ao das velocidades em uma secao.
Em laranja, o tridangulo de velocidades de entrada (& montante). Em preto, a
representagao do triangulo de velocidades de saida (a jusante).

Wi(p) = Va2 + Va(u)?, pel0,1] (2.22)
Vi) = Ve tu.(p), pel0,1] (2.23)
Vo(u) = wpR—wug(p), p€l0,1] (2.24)

Para uma dada posigao p € [0, 1], os angulos da esteira ¢o(p) e ¢1(p), p € [0,1], em
relagdo aos angulos de ataque a(u), p € [0, 1], e de torgao geométrica da pa B(u), p € [0, 1],
sao compostos como apresentado na Equagao [2.25;

do(p) = B(p)—a(p), pelo1] (2.25)
a(p) = ac(p) +ai(p), pel0,1] (2.26)
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onde ae(u), p € [0,1], e a; (), p € [0, 1] representam os angulos de ataque efetivo e induzido
respectivamente e ¢o(p), p € [0, 1], caracteriza o tridngulo de entrada da esteira e a geometria
do caso. Nele representa-se a relagao entre o regime de voo e o angulo de construcao da

hélice. O triangulo de saida, sendo ¢1(u), p € [0,1], o passo da esteira final, é apresentado
na Equacao 2.27}

P1(p) = B(p) — ae(p), p€[0,1] (2.27)
tal que:
bo(y1) = arctan (M%R) L pe] (2.28)
¢1(p) = arctan (ui;ﬁij(ljj)(f&w) . pelo1] (2.29)
A= ‘;—R == (2.30)

2.3 Calculos de desempenho

Definidos os angulos aerodinamicos e relagoes de velocidade, é possivel definir o diagrama

de forgas numa dada posi¢ao radial, tal como apresentado na Figura [

dL

dD

Figura 2 — Forcas aerodinamicas em uma hélice. Decomposicao da forca aerodindmica em
cada se¢ao da pa. Em laranja vé-se a decomposicao tangencial e axial, em preto,
a sustentacao (dL) e o arrasto (dD). O angulo ¢, sendo o passo da esteira final.

As forcas dT'(u) e dQ(u)/u, p € [0, 1], representam a forga local na diregao axial, um
elemento de tracao, e a forga local na direcao tangencial, respectivamente. T" e () sao ambas
quantidades integrais e o termo local é usado aqui para destacar que dT'(u) e dQ(u)/u,
w € 10,1], sdo definidos para uma dada posi¢ao radial adimensional, como na Equagao m

el2.02

dT'(p) = dL(p)cosdi(p) —dD(p)singi (), p € [0,1] (2.31)
—— = dL(p)sin () + dD(p) cos 1(p), p € [0,1] (2.32)
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Da mesma forma, dL(u) e dD(u), u € [0,1], representam a sustentacao e arrasto local,

respectivamente, como na Equagao e2.34

AL = SpW(nVe(n)Cul) R, e [0,1] (2.33)
1

dD(p) = 5pWi(p)*e(m)Cp () Ry, € [0,1] (2.34)

A poténcia local dP(u), u € [0,1], é definido como:

dP(p) = wdQ(p), € [0,1] (2.35)
tal que:
S - dD(p)
P = B/o wiR (Sln o1+ L) cos gbl) dL (2.36)

pelo teorema de Kutta-Joukowski:
dL(p) = pWri ()T (p) Rdp, p € [0,1] (2.37)

Combinando as Equacoes e
2I'(p)

Cr(p) = EAD NS € 0,1] (2.38)
Combinando as Equacoes [2.33] 2.35] [2.38| e [2.20}
_ [TwR [Vt u.(n)  Cp(p) (wuR —ug(p)\] 2BT (1)
o= [ [ - G () Tt e

para uma esteira rigida e indeformada, u.(u) = pAgug(p).n € [0,1], relagdo provada na

Equacao [3.40, Finalmente, C'p é tal como apresentado na Equacao [2.40

Cr=san [ T [1 = iveli) = S (s = )| e 240
M) = 22 w0 (2.41)
Ty = “f/(oi”) pelo] (2.42)
Rearranjando a Equagao [2.40] tém-se:
Cp = 8\ / ()| K (1) + T (1) K (1) s (2.43)

1

Cr =38 / F() [ K 40) + ) K () (2.44)

0



30

K(p) = HMR?L)((Z;’ pe[0,1] (2.45)
K = —mhe- 2l we bl (2.46)

onde K(u) e K'(u), 1o € [0,1], sdo variaveis auxiliares que contém informagoes sobre o
regime de operacao e as caracteristicas aerodinamicas da secao avaliada. As equagoes [2.40
e apresentam duas incognitas, (i) e Up(p), p € [0,1], que se relacionam pela lei de
indugdo de velocidades (Lei de Biot-Savart). Neste ponto da-se inicio a divisao entre as
teorias de hélice. Enquanto a teoria do Momentum usa dos fatores de interferéncia a(u) e
a'(p), p € 10,1], para modelar os efeitos de modificacdo da velocidade, as teorias de vortice

modelam o campo e os efeitos de indugao para calcular diretamente a esteira de vortices.

2.4 Evolucao da teoria de hélices

W. Froude e Rankine iniciaram o desenvolvimento de uma teoria chamada de disco atu-
ador no século XIX, onde a hélice é considerada um disco de infinitas pas. O balanc¢o da
carga no fluido e da energia na regiao de influéncia na hélice é a base do que se nomeou de
Teoria da Quantidade de Movimento, a primeira das modelagens acerca do comportamento
das hélices (GLAUERT] 1935).

Na interpretacao de Froude, o rotor poderia ser substituido por uma superficie imaginaria
que transmitia toda a variacao da quantidade de movimento experimentada pelo fluido. A
movimentacao da esteira nao era considerada, nem efeitos dissipativos. Rankine propos
um modelo semelhante, desenvolvido de forma independente, em que este disco seria uma
composicao de anéis, cada um com suas proprias caracteristicas de velocidade. A diferenca
entre estas duas abordagens é que o modelo de Rankine permite a varacao da velocidade de
saida do fluido com a posigao radial, o que foi provado por Betz| (1922).

A teoria da quantidade de movimento classica desconsidera os efeitos de rotagao da esteira,
no entanto, este modelo ganhou extensoes ao longo do tempo. A Teoria Geral da Quantidade
de Movimento adicionou tais efeitos, o conceito de solidez, na tentativa de considerar o efeito
no nimero de pas por meio de uma razao de areas, efeitos viscosos, dentre outros. Uma
descri¢ao completa do método pode ser encontrada em Glauert| (1935). Neste texto, apenas
uma breve explicagao do método sera dada, tal como apresentado em |[Borst| (1973)).

Considere-se um rotor com um ntmero infinito de pas, espessura infinitesimal, de area S,
viajando a uma velocidade V... Tenha-se, também, T', representando o empuxo, m, o fluxo
de massa, P, a poténcia e AFEc, a variacao de energia cinética. O ar tem sua quantidade de

movimento alterada ao passar pelo disco, como apresentado na Figura [3]
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Disco Atuador
Figura 3 — Representacao do Streamtube.
O diametro da &area influenciada pelo disco varia de acordo com a velocidade do escoa-

mento, respeitando a conservacao da massa. A partir destas defini¢oes, é possivel concluir

que:

T = 1n(Ve— Vi) = pacVaeSoo (Ve — Vo) (2.47)
1
= ?nﬂf—vi)zAE; (2.48)

Sendo a eficiéncia a razao entre a poténcia consumida e a poténcia de voo, tal como na
Equagao 2.49|

TV
"= "p
(Ve Va) Vi
T TR+ 2)
2
- - 2.49
TS TV v, (2:49)

Por fim, é possivel avaliar o ganho de pressao no disco. Considerando que a carga a
montante e a jusante do disco é constante, ou seja, que o ganho de carga é realizado somente

no disco, e que nao ha variacao no momento angular do fluido, tem-se o apresentado na

Equagao 2.51]
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VoS
S — O~ OO
D 5
h = + v L
Pp = P 2poo o 2)000 D
1 1
pp = poo+§poovf—§poovf (2.50)
1 VeoSoo
Lo (v -12) = pVaoSuelVe = Vao)
2 Vb
1
VD — 5(‘/(2_VOO)ZVOO+UD (251)

O ganho de velocidade no disco, up, pode entao ser calculado, tal que:

1
Up = 5l (2.52)

onde u, denota o ganho de velocidade na esteira final. Recuperando-se as Equagoes [2.49)|
e [2.20, tém-se que a eficiéncia pode ser estimada com apresentado na Equagao [2.55]

Cr = Ve 2—1 2.53
(+) (253

Cp = %(1+“;—:) (‘Zf—l] (2.54)
2

I 9.55
" 1+/Cp 1 (2.55)

A Teoria da Quantidade de Movimento retorna o valor de eficiéncia maxima inviavel,

tendo em vista que se baseia em um rotor ideal, operando em um fluido ideal, desconsiderando
inclusive a rotagao da esteira e o numero de pas (BORST) [1973)). Nenhuma informagao sobre
a forma do rotor pode ser tirada deste modelo. McDermott| (1902)) utiliza esse conceito pra a
construcao de mapas de projeto de hélices navais e ressalta a necessidade, a época, de mais
informagoes sobre a selecao do niimero de pas e forma em planta com base em percepgoes e

experimentos.

2.5 Meétodo dos elementos de pa - BEM

Ainda no final do século XIX, R. E. Froude surgiu com um conceito onde a pa é dividida
em segoes que se comportam como asas independentes em uma trajetoria quase plana, o que

viria a ser o inicio da teoria de elementos de pas.



33

Este modelo vale-se da afirmacao que a hélice pode ser considerada uma asa com severa
torcao geométrica. Neste ponto de vista, dividindo-se a pa em faixas ou elementos é possivel
avaliar as forcas pelas caracteristicas do perfil na secao. Cada elemento de pd enxerga uma
velocidade (W) diferente devido a sua posigao radial, resultado de um tridngulo de velocida-
des, tal como apresentado na Figura[I] Observa-se que tanto o angulo de ataque quanto a

velocidade percebida pelo elemento é dependente do regime de voo. E possivel determinar

Wi(n) e a(u), u € [0,1], tal como nas Equagoes e[2.57

W(n)? = VZ+w i’k pelo1] (2.56)

alp) = B(u) — ¢(u) = arctan (ﬁ) — arctan (27{5}%) . pelo,1] (2.57)

Considerando que a velocidade e o angulo de ataque para cada segao infinitesimal sao
agora conhecidos, seria possivel uma solugao para os esforcos na pa utilizando uma solucao
bidimensional. [von Mises (1959) afirma que as caracteristicas do perfil dependem da razao
de aspecto mas que nada garante que esta relacao tenha algum significado quando aplicada
a uma hélice. De fato, uma asa, na pratica, nao experimenta uma variagao de regime tao
significativa ao longo da envergadura, como uma hélice. Inclui-se nessa variacao o ntmero
de Reynolds e a tor¢ao em cada se¢ao, que por menor que seja interfere na resposta do perfil

ao escoamento. Desta forma, a eficiéncia pode ser calculada tal que:

cos (¢(p) + e(1))

dT'(p) = dL(p)(cos ¢(p) — tan €(u)sin (¢(u)) = dL(p) cos (1)) (2.58)
QR = AL 9() + tan ) cos 6(0)) = dL ) O L (2,50

com p € [0,1], tal que € = tan(Cp/CL) é o angulo de planeio da se¢ao. Nestes termos, a

eficiéncia em cada elemento é definida como:

Voo dT(n)

n(p) = SR A0 iR (2.60)
o oy tan(e)

Com base na Equacao [2.61] é possivel verificar que o método é incompativel com as
constatagoes da anéalise de quantidade de movimento e conservacao da massa apresentada
previamente. Observe-se que para uma hélice operando em um fluido ideal, ou seja, Cp = 0,
a eficiéncia n = 1. Infere-se, portanto, que o método considera que todas as perdas referentes
a operacao de uma hélice estao ligadas ao arrasto do perfil, sem distinguir entre efeitos de

forma ou viscosos.
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Aprofundando um pouco mais a anélise, tém-se que = 0 para ¢(u) = 0e ¢p(u) = 7/2—¢,
com valor maximo localizado no ponto médio desse intervalo, tal como mostrado nas Equacgoes
de [2.62] a [2.68]

U

n(p)

o = O (2.62)
cot(d(p)) + e(n)) esc(p(u) + e(p)) = tan(p(u)) sec® (¢(u)) (2.63)
cos(é(11)) + (1)) sin(p(u)) + (1)) = cos(9) sin(9) (2.64)

Condigao de igualdade atingida para ¢(u) = 7/4—e(n)/2. Avaliando a eficiéncia neste ponto,

tém-se:
tan(m/4 — €/2)
2.
nx) tan(m/4 + €/2 (265)
tan(m/4) — tan(e/2) 1 — tan(mw/4) tan(e/2)
n(w) (2.66)
1 + tan(w/4) tan(e/2) tan(w/4) + tan(e/2)
Considerando a pequena magnitude de € e desprezando os termos de segunda ordem:
1—t 2))2 11—
n(y) = (1—tan(e/2)" 1—ec 4 o (2.67)

(1+tan(e/2))2 "~ 1+e

0= p)du (2.68)

Novamente pode-se verificar que em um fluido ideal n = 1, independente do regime de
operagao. Para um fluido real a eficiéncia méxima, 7., sera alcancado na maxima eficiéncia
do perfil e em um regime de operagao especifico. Tendo em vista que ¢(u), p € [0, 1], varia
com o raio, a condicao 6tima apresentada na Equacao [2.68| s6 ocorre em uma posi¢ao ao
longo da pé, ou seja, somente uma estacao por vez pode atingir a eficiéncia maxima, fazendo
com que n < 1 — 2¢, sempre.

Determinando-se o angulo de ataque para maxima eficiéncia e a distribuicao de torgao

para uma dada hélice, é possivel calcular a eficiéncia diretamente, combinando-se as Equacoes

257 e 261

_ /1 tan [(5(u) — aL/D) — 6/2} P (2.60)

tan [(ﬁ(u) — aL/D) + 6/2}

O meétodo foi defendido no inicio do século XX por acreditar-se que o erro advindo das

previsoes estava relacionado as informagoes aerodinamicas dos perfis, haja vista a discussao
cientifica em torno do conceito de razao de aspecto para hélices, citada em Glauert, (1935).

Para o presente trabalho, énfase deve ser dada a abordagem da pa como uma composi¢ao

de se¢oes que funcionam de maneira independente e o carregamento diretamente proporcional

a posicao radial do elemento. Seguindo uma abordagem Euleriana, o modelo de elementos
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independentes é inconcebivel por quebrar a premissa fundamental do comportamento do
fluido enquanto campo vetorial, que é o acoplamento entre os pontos que o compoem. A
interferéncia entre os elementos nao so possibilita corrigir a distribui¢ao de sustentac¢ao, como
também promove a suavidade na transicao entre as linhas de corrente a jusante e montante
de cada secao mantendo o fluido continuo.

Esta consideragao ¢ a principal degradadora da qualidade do método. O segundo efeito
relativo a tal abordagem é o fato de que a distribuicao de carga deve seguir as Equagoes[2.58|e
[2.59] de forma a haver carregamento finito na ponta da pé. Essa consideracao vai de encontro
ao segundo teorema de Helmholtz que afirma que um filamento de vortice nao pode acabar no
fluido, mas sim, deve se estender até a fronteira do fluido (que pode ser no infinito) ou formar
um caminho fechado (HELMHOLTZ, 1867). Esse comportamento também é observado no
método da quantidade de movimento, no entanto, aquele se trata de um modelo conceitual
que nao considera a geometria da pa.

Por fim, o método dos elementos de pa utiliza a velocidade livre e a velocidade tangencial
para compor o triangulo de velocidades, se considerar qualquer indugao prévia, o que conflita
com a existéncia de sustentagao. O efeito de contracao do tubo de escoamento devido a
presenca do rotor é uma acao conjunta do ganho de carga, no entanto, do ponto de vista
aerodinamico, esse ganho ¢ em parte devido ao upwash e downwash ligados ao surgimento
da sustentagao. Em outras palavras, a aceleracao e a sustentagao sao efeitos do mesmo

fenomeno, nao fazendo sentido haver um sem o outro.

2.6 O modelo combinado de hélices - BEM

O método do momento e do elemento pa é uma combinacao da Teoria do Momento
de Rankine e W. Froude e da Teoria do Elemento da Pa, desenvolvida por R. E. Froude,
D. W. Taylor e S. Drzewiecki (KUIK; SeRENSEN; OKULOV/| 2015). Essas teorias foram
combinadas no inicio do século XX e o modelo foi fortemente desenvolvido por Betz| (1922) e
Glauert| (1935). A teoria do momento, como ja citado, ¢ uma anélise de volume de controle
na qual a aerodindmica da péa é desprezada, e o rotor é considerado um disco (analise de
Froude) ou um conjunto de anéis concéntricos (analise de Rankine) que interage com o fluxo
transferindo energia para (caso da hélice), ou absorvendo (caso de turbinas eolicas). A teoria
do elemento de pa, por sua vez, tenta capturar os efeitos na pa, mas falha na descricao do
escoamento, provocando erros de previsao e inconsisténcias na modelagem fisica do problema.

No método combinado, a influéncia do disco atuador apresentado na Figura[3]é separada
em componentes tangencial e axial, conforme as Equacoes [2.70], 2.71] e 2.72]
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Wilp) = Va(w)? + Ve(w)? pelo,1] (2.70)
Va(p) = Ve(14a(p), pel01] (2.71)
Vo(p) = wpR(1—d'(n), wpel0,1] (2.72)

onde V,(u) e Vop(u), 1o € [0, 1], representam as velocidades axial e tangencial, respectivamente,
w, a velocidade angular e, a(u) e @' (u), p € [0, 1], os fatores de interferéncia médios, a serem
definidos. Para incorporar o elemento pa ao modelo, considere-se primeiro um rotor com
nimero infinito de pas na posicao do disco atuador. Cada pa é entao "fatiada"pelos anéis
imaginarios, que da origem ao nome “Strip Theory” ou "Teoria das Se¢bes", que considera a pa
como uma combinagao de pequenas segoes (strips) que funcionam como asas independentes

justapostas, conforme a Figura [4]

a) P
T

£y

e

Figura 4 — Rotor e pa da turbina edlica. Representacao de velocidades de secao

Diferente da teoria dos elementos de pa original, o BEM utiliza o conceito de fatores de
inducao da teoria da quantidade de movimento, ajustando a velocidade em cada elemento
pelos fatores @(u) e @' (u), p € [0,1], resolvendo o problema da suavidade a jusante e a

montante de cada elemento.

sin (01(0) = k. e 1] (273
cos (61(00) = s, we 0.1 (2.74)

Combinando as Equacoes [2.70] a [2.74] com [2.31] e [2.32] e rearranjando, os fatores de interfe-
réncia axial e tangencial sdo como nas Equagoes e[2.76]

a(p) _ o(w)Cr(p)
L+a(p)  4sin(¢(u))”

. pelo1] (2.75)
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a(pw)  o(p)Cop)
[—a@(n)  dsmo(u)coso(u) ' © 0.1 (276)
onde,
Cr(p) = Cr(p)cos(d(p) — Cpsin(di(p), ne(0,1] (2.77)
Co(n) = Cr(p)sin(di(p)) + Cpeos(di(p)), p€0,1] (2.78)

A combinagao entre os métodos resolve uma das falhas levantadas na Segao[2.5] o aumento
de velocidade a jusante e consequente correcao da velocidade no disco, mas nada fala do
acoplamento entre os elementos. Todavia, no método combinado os efeitos desta falha passam
a ser mais claros.

O efeito e passagem de pas é intrinseco a um rotor real, com um nimero de pés finitas.
Cada pa deve possuir uma esteira que promove um ganho de pressao. Este ganho distorce
as linhas de corrente interferindo de maneira global no escoamento. Este efeito s6 existira
para uma pa finita, tal que apds a sua passagem, a esteira se contraia formando o tubo de
vortices.

Isso realca que a teoria da quantidade de movimento negligencia o ntimero de pés e a
teoria dos elementos de pa, a pa finita. A consideracao de um rotor com nimero infinito de
pés e a consideracao da informagdes bidimensionais do perfil (o problema razao de aspecto),
sao ambos parte do mesmo problema, que acaba por aproximar os métodos dos elementos de

pa e da quantidade de movimento.

2.6.1 Fator de correcao de ponta

O sistema de esteira de vortices de um rotor real e seus efeitos é diferente daquele de
um hipotético rotor com um ntmero infinito de pas como discutido em [Spera (1994). No
entanto, em |Pinto e Gongalves| (2017)) ressalta-se que um modelo definitivo para prever esses
efeitos ainda deve ser proposto. O fator de perda de ponta, ou fator de ponta, desenvolvido
por Prandtl (1923) é o modelo padrao de corre¢ao usado para aproximar essa diferenga,
modelando esse efeito como se a esteira fosse um conjunto de linhas de vortice paralelas.
Nesta abordagem, o rotor é considerado levemente carregado, ou seja, com uma razao de
avanco suficientemente baixa, tal que a contracao e o excesso de pressao atrias do disco
possam ser negligenciados, e os filamentos de vortice possam ser modelados como linhas
paralelas semi-infinitas, o que significa que nenhum efeito de raiz é modelado.

O fator de perda de ponta foi definido por Goldstein! (1929) como a razao entre a circulagao

total de um rotor com ntimero finito de pas, para o rotor com ntimero infinito de pés, conforme
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a Equagao [2.79]

e BY(w)
B =g =~ Tl

onde, Gp(p), p € [0, 1] representa a circulagdo adimensional conforme apresentado por

pel0,1] (2.79)

\Goldstein| (1929) e o subscritos B e oo indicam o caso de ntimero finito e infinito de pas,

respectivamente, tal que.

Goo(m)F (1) = Gp(p), pel0,1] (2.80)
1ﬁug () = %, e [0,1] (2.81)

Dentre as diversas formas de se calcular F'(u), p € [0, 1], estdo os métodos de Prandtl
e Goldstein, de Wilson et al.| (1974), de |de Vries (1979)), de [Shen et al| (2005) e, mais

recentemente, de Zhong et al. (2020) que podem ser tomados como uma sequéncia, cada

um trazendo uma melhoria em relagdo ao seu antecessor. Ressalta-se que existem outros

métodos na literatura, como em |[Vaz, Pinho e Mesquital (2011]), porém os métodos selecionados

representam uma linha de desenvolvimento em que cada artigo aborda uma deficiéncia do
seu antecessor até o estado da arte.

O fator de ponta é um modelo de conexao entre trés relevantes consideragoes do BEM:
o nimero de pas, a existéncia de ponta e a interdependéncia entre os elementos. O “ntimero
infinito de pas” refere-se & forma como os fatores de interferéncia sao considerados. Neste
modelo, o efeito das pés no escoamento é distribuido azimutalmente por igual em cada posicao

radial, conforme a Figura

‘ Numero infinito de pas

‘ Influéncia da pa

Figura 5 — Representagao do efeito de interferéncia num rotor de pés infinitas e de um rotor
com pés finitas
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Portanto, a(u) e @ (u), p € [0,1], representam os valores médios dos fatores de indugao

em uma posicao radial, como na Equacao [2.82]

() = %w /0 " a(u0)do, e [0.1] (2.82)

onde, a(u,d), pn € [0,1], 8 € [0,27] representa o fator de interferéncia axial na posi¢ao da pa.
Para um ntumero finito de pas do rotor, a esteira se torna um conjunto de esteiras individuais,
uma para cada pa. Prandtl (1923)) propés um modelo para uma hélice levemente carregada
substituindo o sistema de esteira por um conjunto de linhas paralelas proximas o suficiente

para que nenhum fluxo radial esteja presente (Figura @

Passo real (pg)

’ Passo de Prandtl (p,)

Linhas semi-infinitas
Filamento de vortice na ponta ‘ | Passo angular da esteira (¢) | (sem efeitos de raiz)

Figura 6 — Comparagao entre o passo real e o aproximado

A distancia entre as linhas é definida pelo passo linear da esteira, conforme a Equacao
2.0l

. —QWRsin(gb)—QWR 1
1= 5 0) =g ——1+A2

onde, s; denota o passo linear da esteira e ¢g é o passo angular da esteira para um disco leve

(2.83)

carregado e A, a sua tangente, ambos definidos na Equagao [2.84]

tan (¢g) = L/% =A (2.84)

Usando a notacao complexa, Prandtl propods que o campo potencial do escoamento de

velocidade Vo, pode ser expresso em termos da variavel complexa Z, como na Equagao [2.85]

v'exp (mZ/s1)
V1—exp2rZ/s

O que da a periodicidade correta e velocidade zero nas linhas de corrente. O modelo

U — 1 =

(2.85)

simplificado do escoamento descrito pode ser apreciado na Figura [7]
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Figura 7 — Aproximacao do escoamento na ponta da pa

Na Figura[7] é possivel verificar que o modelo considera que o didmetro fuidodinamico do
tubo de escoamento (streamtube) pode ser aproximado para coincidir com o didmetro fisico
do rotor. Desta forma o escoamento entorno da ponta da pa adquire uma componente de
velocidade na mesma dire¢ao e V,,, mas a distancia nao ha perturbacao. Para avaliar a
velocidade normal transmitida pelas linhas de vortice, a circulagao pode ser avaliada, com

base na Equagao [2.86

51
r, - / vdy = B(P,Py) (2.86)
0

Considerando a segunda igualdade e utilizando a Figura [7}

No entanto:
B(AP) = B(P'A)=—®(PA) (2.88)
Por isso,
/ vdy = Voos1 — 20(AP) (2.90)
0

Se [ denota o comprimento de PA,

!
o(pa) = [ _SplTr/s)de (2.91)
—1 /1 —exp2mz/s
Para,

cos (0) = exp (mz/s1) (2.92)

A integral é entao avaliada,

Voosl

O(PA) = arccos (exp (—ml/s1)) (2.93)

™



41

Finalmente, a velocidade média pode ser calculada,

51

— 1 2
V=— vdy = Vo [1 — — arccos (exp (—7l/s1)) (2.94)
T

S1 0
Adicionando o campo de velocidade devido as linhas ao campo de velocidade livre:
— 2 2
V=Ve—Vx [1 — — arccos (exp (—7‘(‘[/81)):| = —V, arccos (exp (—7l/s1)) (2.95)
T s

Como [ representa a distancia entre a secao em consideragao até a ponta da linha:

l=1lr)=R—r, rel0,R] (2.96)
Substituindo as Equacoes [2.96| e [2.83] em [2.95| e rearranjando:

V = 217, arccos {exp {—5(1 — mm} } 1 e 0,1] (2.97)

T 2

A relagao entre a velocidade da corrente livre e a velocidade na se¢cao em p é apresentada

na Equacao [2.98|

F(p) = @, pe [0,1] (2.98)
F(p) = %arccos (e My, pelo1] (2.99)
fn) = 90— wVIF R, peo (2.100)

onde, F'(u), p € [0, 1], representa o fator de perda de ponta de Prandtl que pode ser inter-
pretado como a reducgao da velocidade do fluxo livre devido ao efeito de bloqueio da pa em
uma posicao radial especifica. Os fatores de interferéncia devem entao ser corrigidos tal que

o caso para uma quantidade infinita e finita de pas se relacionem tal com apresentado na

Equagao

a() =T O)F (1), ue(0.1], 6e0,2n] (2.101)
Para o ntmero infinito de pas do rotor, F'(u) = 1. Reconsiderando-se a Equagoes e
2. 72
Va(p) = Va(l+a(p), pel01] (2.102)
Vo) = wuR(1—d(w), pe o1 (2.103)
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As Equacoes e também sao corrigidas, tal que:

ap) _ o(wCr(p)
Tral) ~ dsm(ayre 1Y (2104
) o (11)Cy(1) e 01] (2.105)

L—a'(n)  4sing(u)cos p(u)F(p)’

Este é o primeiro e fundamental modelo para hélices. E considerado o primeiro a ser
preciso e pratico o suficiente para ser aplicado em célculos de engenharia. No entanto,
algumas questoes sao frequentemente revisitadas para melhorar o desempenho do método,

tais como:

1. O carregamento na pa tende sempre a zero na ponta devido a F'(u), pu € [0, 1] ainda
que o método preveja a existéncia de sustentacao na ponta. Esta inconsisténcia pode
ser compreendida como a quebra de um dos teoremas de [Helmholtz| (1867)), tal que o

vortice estaria sumindo subitamente;

2. Nao ha nenhuma mencao a geometria da pa ou mesmo suas caracteristicas aerodina-

micas, somente ao regime de voo;
3. Cada posicao radial é avaliada de maneira independente, desconsiderando o comporta-
mento de campo;
2.6.1.1 Fvolugao do fator de ponta

A primeira modificacao no fator de perda de ponta de Prandtl foi proposta por |Glauert
(1926)), que sugeriu que a Equacgao [2.100| poderia ser substituido pela Equagao [2.106

fw) = g% we o) (2.106)
. Ve
o) = —=. wel0.l (2.107)

Novamente, o modelo de Glauert apenas corrige a velocidade induzida. Wilson et al.
(1974) propuseram uma melhoria corrigindo o equilibrio do fluxo de massa. Os autores
mantiveram o calculo F'(u), p € [0, 1], proposto por Glauert, mas modificaram sua relagao
com o fator de interferéncia axial. Como apenas a interferéncia axial foi modificada, a
ortogonalidade da velocidade induzida resultante da esteira foi quebrada, comprometendo a
suposi¢ao de uma esteira rigida e estavel. Com isso, de Vries (1979) corrigiu as equagoes de
Wilson e Lissaman e desenvolveu um fator de correcao de perda de ponta de ordem superior,
mas nenhuma diferenga importante foi verificada (SHEN et al., [2005; DE VRIES| [1979).
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Shen et al| (2005) apontam uma fraqueza importante de todos os antecessores, que é o
fato da circulacao ser forcada a zero na ponta. As corregoes de perda de ponta sao aplicadas
diretamente no escoamento de forma que o &ngulo na ponta seja nulo, nao correspondendo
a realidade. Este efeito 3D esta relacionado com a transferéncia de empuxo de jusante para
montante da pa, equivalente a ponta da asa. O autor propds uma corregao nos coeficientes
normal e tangencial para modelar esse efeito. Para [Shen et al. (2005)), a corregao é aplicada

usando uma segunda fun¢ao F; como na Equagao [2.110]

Cr(p) = Crp(wFi(p), pel0,1] (2.108)
Cp(n) = Cpyp(@)Fi(p), pel0,1] (2.109)
Fi(p) = %COS_I{—QZE;—;(;Z;} p e [0,1] (2.110)

g = exp[—0,125(BAgr —21)] 4+ 0,1 (2.111)

De forma que os coeficientes corrigidos Cr,(u) e Cp(p), 1 € [0,1] devem ser usados para
o célculo dos coeficientes de carregamento axial e tangencial. [Zhong et al.| (2020) também
corrigiram os coeficientes de sustentagao e arrasto para garantir for¢a nula na ponta, porém
o método é baseado em uma forma diferente de ver o fator de perda da ponta. O fluxo na
pé é considerado uma combinacao de efeitos 3D de vortice e efeitos rotacionais. O primeiro
é resolvido por uma funcao que aproxima a solucao da linha sustentadora para uma péa nao
rotativa, ou seja, a pa é considerada uma meia asa, e entao um segundo fator, Fy(u), u € [0, 1]
de |Shen et al.| (2005)), é usado para aplicar efeitos rotacionais.

Com esta abordagem é possivel relacionar a distribuicao de cordas com a distribuigao
de circulagao. Isto é completamente esperado, e esta relagao é totalmente conhecida pelo
teorema de Kutta-Joukowski. Os autores exploram o conceito de velocidade de interferén-
cia, aquela relacionada & queda/ganho de pressdo devido ao rotor, e velocidade induzida,

relacionada a presenca de um voértice ou sistema de vortices, conforme a Figura

4
wRa's

\\ —

T Vooas

Figura 8 — Relagao entre as velocidades proposta por Zhong et al.| (2020)
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onde, W,(p), u € [0, 1] representa a velocidade efetiva apos a aplica¢ao do fator de interfe-

réncia devido & sustentagao, as(u) e a’s(p), p € [0,1]. Com base na Figura |8 a velocidade
efetiva pode ser definida como na Equagao

W) = s we oy (2112)

Os coeficientes normal e tangencial presentes no método de |[de Vries| (1979)) estao rela-

cionados & W (u),u € [0,1]. A incorporacao de W,(u),u € [0, 1] requer a decomposicao dos

coeficientes e velocidades em termos do angulo de ataque induzido, de tal forma que os coe-

ficientes de sustentacao e arrasto efetivos devem ser obtidos pelas relacoes apresentadas nas

Equagoes e2.114

Culn) = gy (Col) cos(olu)) = Co, () sino(u)). e (0.1] (2113)
Col) = ooy (o) sino(u) + Co(ycos(o(u). pe 0.1] (2110

O angulo de ataque induzido pode ser calculado pela Equagao [2.115]

aili) = a((1—Fs(m), pel1 (2.115)
= z cos ' { exp | — L= .

Fs(p) = - { p|—-R ( =) ) ] } ,  pe0,1] (2.116)

o) = Rff—(_“)u), el (2.117)

Sy = R/l c(p)du (2.118)

A Equacao ¢ uma funcao de aproximacao para a solucao da linha sustentadora para
Cr.(1t)/Cr,p(p), p € 10, 1], e tem como objetivo incorporar os efeitos de interferéncia radial
devido ao sistema de vortices, ou seja, a interdependéncia entre os elementos. Contudo, a
influéncia entre os elementos é apenas aproximada, uma vez que cada elemento é calculado

individualmente.

2.7 A esteira rigida e o problema de Goldstein

Na tentativa de resolver o problema do niimero de péas, |Goldstein| (1929) avaliou a esteira
de uma hélice como uma combinacao de superficies de vortices helicoidais e conseguiu calcular
a circulacao das pas com boa precisao. A solugdao também considerou a esteira rigida como

um parafuso de Arquimedes e um rotor levemente carregado, e foi apresentada como um
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fator de correcao de ponta definitivo, substituindo o fator de ponta de Prandtl. Para facilitar
sua aplicagao os fatores de correcao de Goldstein sao geralmente apresentados em forma
de tabelas podendo ser interpolados para condigoes especificas (TIBERY; WRENCH JR.|
1964). Lock| (1930) apresentou uma estratégia de aplicagdo da solugdo de Goldstein e faz
uma comparagao entre a solugdo e os métodos de vortice aplicados a asas. |Lock| (1930)
também ressalta que a superficie de vortices proposta deve ser substituida por filamentos
para que se possa modelar apropriadamente a variagao da circulagao ao longo do raio.

Theodorsen (1944), no entanto, afirma que, diferente da abordagem de Betz, Goldstein e
Glauert, o desempenho de uma hélice pode ser avaliado apenas pela esteira final e muda o
referencial da anélise do plano do disco para uma superficie de vortices que viaja & jusante
do rotor, constatando que o critério de Betz é valido e os resultados de Goldstein servem,
inclusive, para hélices carregadas (highly loaded propellers). Theodorsen ainda afirma que o
6timo s6 depende do regime de voo.

Para compreender melhor os pontos de vista de Betz, Goldstein e Theodorsen é necessario
analisar o que significa o rotor "levemente carregado", ponto de vista de Goldstein, e a
superficie de discontinuidade de Theodorsen. Ambas se referem a esteira rigida de Betz, mas
h& uma inconsisténcia na ligacao entre as duas teorias. Betz descreve a esteira ideal da hélice

como "se fosse rigida e que se desloca para jusante":

Die Stromung hinter einer Schraube mit geringstem Energieverlust ist so,
wie wenn die von jedem Schraubenfliigel durchlaufene Bahn (Sch-
raubenfliche) erstarrt wire und sich mit einer bestimmten Ges-
chwindigkeit nach hinten verschiebt oder sich mit einer bestimmten Win-
kelgeschwindigkeit um die Schraubenachse dreht (PRANDTL; BETZ,|2010,
p.69-70, grifo nosso)

e val além, afirmando que a esteira avanga "sobre si mesma, nao provocando nenhuma per-
turbagao no ar do entorno", situacao onde seria possivel "converter um movimento axial puro

em rotativo puro e vice-versa". Betz diz:

Da man eine Schraubenfliche in sich selbst verschieben kann und
dies offenbar keinen Eintluss auf die Fliissigkeitsbewegung hat, so kann man
diese Bewegung der Schraubenflache, die sich aus einer Drehung um die
Achse und einer Fléche iiberlagern. Dadurch kann man eine reine Axi-
albewegung in eine reine Drehbewegung iiberfiihren und umge-
kehrt, ohne dass dadurch an der Stromung der umgebenden Fliis-
sigkeit etwas gednder wird. Es ist deshalb auch Drehung um die Achse
betrachtet (PRANDTL; BETZ [2010} p.70, grifo nosso).

Por fim, define que a velocidade da esteira é a soma vetorial da velocidade tangencial
e da velocidade de translacao sem a presenca de qualquer velocidade induzida ou fator de
interferéncia. A combinacao dessas informacgoes deixa para a compreensao que a condicao

ideal de Betz é tal que a esteira avanca na mesma velocidade da hélice. Nesta condi¢ao o
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passo aerodinamico, usualmente representado pela razao de avanco, se igualaria ao passo
geométrico, o passo da hélice. O deslizamento presente nos casos reais poderia entao ser uma
medida de eficiéncia relacionada ao perfil aerodinamico, tendo em vista que a diferenca entre
angulo de avanco geométrico e o aerodinamico é igual ao angulo de ataque em cada secao.
Goldstein| (1929) utiliza parte da definigdo de Betz, a esteira rigida e indeformada, mas
desvincula a regra do avango supracitada. (Glauert| (1926]) ja havia provado que a condigao de
esteira completamente rigida seria impossivel e para tornar vélido o seu modelo, Goldstein
considera que a hélice é "levemente carregada", em outras palavras, desconsidera a fase

comprimida imediatamente a jusante da esteira.

When the inteference flow of this vortex system is small compared with the
velocity of the blades, the trailing vortices are approximately helices, and
together build a helical or screw surface. [...] When the distribution of I is
such that, for a given thrust, the energy so lost per unit time is a minimum,
then the flow far behind the screw is the same as if the screw surface formed
by the trailing vortices was rigid, and moved backwards in the direction of
its axis with a constant velocity[...] (GOLDSTEIN] |1929, p. 440).

Theodorsen, por sua vez, afirma que os valores obtidos por Goldstein sao verdadeiros ainda
que se retire a consideragao de hélices levemente carregadas. Prova que a condicao 6tima sé
depende da razao de avanco e nao das caracteristicas da hélice. Para tanto, o autor utiliza
como referéncia uma superficie de descontinuidade que viaja para jusante, conceitualmente
equivalente a esteira rigida. Nesta abordagem, h&d um excesso de pressao na esteira, ao
contrario do que se afirmara até entao. O autor define uma constante x como o coeficiente
de massa, que relaciona a lei da conservacao da massa com a distribuicao de circulagao na
pa. Em resumo, a complexa teoria de Theodorsen é uma estratégia de transformagao de um

modelo real em um modelo de Goldstein.

Values of ® [campo potencial] were first given by Goldstein in 1929 for several
values of the parameters p [nimero de pas| e A [razéo de avango|. It is of no
concern in this connection that the treatment only applied to infinitely light
loading. The significant function ® is merely dependent on the parameters
p and A; it does not matter that A\ depends on the loading or any other
quantity [...] The ideal case is based on the condition that the surface of
discontinuity far behind the propeller behaves as if it were a rigid surface.
The excess pressure follows as a direct consequence of this condition [...].
The fact that the surface is unstable and the excess pressure is relieved may
therefore be considered as the usual imperfections of the properly defined
ideal case (THEODORSEN] 1954, p.1-2).

2.7.1 Ciclo de vida da esteira

Incorporando o conceito de ciclo de vida da esteira, Wald| (2006)) define suas cinco fases:

a primeira sendo a fase de esteira comprimida, ja citada e atribuida a Glauert; uma fase
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onde a esteira se torna regular, afirmacao de Theodorsen; a transformacao das superficies de
vortices de cada pa em vortices helicoidais concentrados e a expansao do vortice central, na
direcao axial, que possui sentido de rotagao contrario ao da hélice; e, por fim, o enrolamento
da esteira como forma de resolver as descontinuidades na interface entre a porgao externa
e interna da esteira geradas da etapa anterior, estando na segunda fase as informacoes da
condicao rigida indeformada.

Imediatamente atras do rotor desenvolve-se a primeira fase. Esta regiao é caracterizada
por uma pressao acima da atmosférica e finda com a dissipacao de parte das perturbacoes
e acomodacgao da esteira, dando inicio & segunda fase: a esteira indeformada. As fases
se posicionam de acordo com o carregamento do disco. Hélices levemente carregadas sao
aquelas em que a diferenca de pressao a jusante e montante é tao pequena que a contracao
e deslocamento da esteira sao negligenciaveis. Para o carregamento elevado, ha uma maior
diferenga entre os diametros do rotor e da esteira e um maior afastamento entre o rotor e
a porc¢ao indeformada. Quando o carregamento tende para o infinito, o afastamento tende
para o infinto e seu diametro, para zero. Nesta condicao a eficiéncia propulsiva é nula e a
geometria de esteira se assemelha a um tornado. Tome-se como exemplo o sistema hélice-

esteira apresentado na Figura [9]

Esteira indeformada

WL
-1~

_________ '

Carregamento elevado

Figura 9 — Relagao de diametro e distancia entre o rotor e a esteira indeformada em relagao
ao nivel de carregamento do disco. Representacgao do cone de contracao, fase
comprimida e fase indeformada da esteira

Durante a missao, a aeronave experimenta diversas configuragoes de esteira. Na decola-
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gem, onde o carregamento ¢ mais elevado, a esteira tende a se distanciar do rotor, na condigao
de cruzeiro, a esteira tende a se aproximar. Considerar um rotor de carregamento elevado
como levemente carregado conduzira a uma previsao de eficiéncia otimista cujo o erro reduz
com a reducao da razao de avanco. Dado que a maioria dos projetos de hélice de passo fixo
sao direcionados para a fase de cruzeiro, o erro é minimizado na condi¢ao de projeto e cres-
cente & medida em que a aeronave se aproxima da condig¢ao de decolagem (tracao estatica).
Em aplicacoes mais avancadas, tais como hélices de passo variavel controladas por mapas
computacionais esse erro é reduzido para uma grande gama de velocidades.

O que se defende é um adendo a condicao apresentada por Betz. A fase indeformada
acontecera sempre que uma hélice for submetida a uma razao de avanco J > 0. A condicao
6tima, no entanto, sera aquela cuja distancia entre a por¢ao indeformada e o rotor, e conse-
quentemente, a razao entre o diametro da hélice e o da esteira, seja minima. Dessa forma é
possivel justificar a validade do modelo de Goldstein (ratificado por Theodorsen), bem como
respeitar o modelo de Joukowski, Betz e Prandtl sobre a compreensao da esteira de uma

hélice.
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3 O MODELO DE VORTICE HELICOIDAL

O Modelo de Vortice Helicoidal (MVH) trata da representagdo matematica de um fi-
lamento de voértices concentrados que mantém uma geometria helicoidal definida por uma
rotacao e uma translacao, equacionando a fisica de problemas de engenharia e fendémenos
naturais. Possui uma forte ligacao com as maquinas e dispositivos de fluxo, sejam hélices
de propulsao, asas rotativas, ventiladores, turbinas eélicas e hidrdulicas axiais, pois repre-
senta com precisao o campo de velocidades encontrado na esteira. Sua idealizagao, atribuida
a Zhukovsky (1929) (ou Joukovski, em transliteragao), sendo |Levy, Forsdyke e Chapman
(1928)) os primeiros a estudar os filamentos helicoidais, provando que este tipo de estrutura é
estavel e capaz de manter sua forma por auto-inducao, além de se propagarem no sentido do
eixo de rotagao com velocidade angular uniforme. No mesmo ano, Troller| (1928) investigou
a estrutura de vortices aplicados em hélices.

Kawadal (1936) foi o primeiro trabalho a buscar uma solugao analitica aplicando vorti-
ces helicoidais concentrados, ou filamentos de vortices, em hélices. A solucao apresentada
considera a parte inicial do desenvolvimento do campo potencial de Goldstein e utiliza uma
inteligente aproximacao assintética do somatoério infinito de fungoes de Bessel, parte incon-
veniente da solugao original.

Hardin! (1982)), a quem por muito tempo se atribuiu a primeira solugao analitica de vorti-
ces helicoidais, apresenta uma solugao alternativa aplicando a lei de inducao de velocidades.
Fukumoto, Okulov e Wood (2017)) discorrem sobre a omissao dos trabalhos de Kawada por
Hardin, e comparam as solu¢oes mostrando que ambas chegaram ao mesmo campo de veloci-
dade. [Wood, Okulov e Bhattacharjee| (2016) comparam estas duas abordagens para o calculo
de corregoes de ponta para aerogeradores em que, devido ao baixo custo computacional e
precisao, consideraram o modelo de Kawada uma excelente opc¢ao para a aplicacao.

Recentemente, Klesa) (2014)) aplicou a solu¢ao de Okulov para a determinagao da circula-
¢ao 6tima em hélices com numero finito de pés, carregadas e com efeitos viscosos, resolvendo
o funcional de forma linearizada e utilizando multiplicadores de Lagrange.

Nenhuma das fontes consultadas, exceto o relatério técnico e artigo original de Kawada,
apresenta aplicagoes diretas do método para o célculo de desempenho de hélices e turbinas

eblicas utilizando vortices helicoidais.

3.1 Equagoes de Kawada-Hardin: Modelagem de um vértice helicoidal genérico

Tome-se um feixe de vortices helicoidais igualmente espacados como a representacao da
esteira de uma hélice (Figura[L0)).
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Fora da esteira
\ Dentro da esteira

l

Figura 10 — Representacao do feixe de vortices helicoidais. Posicionamento dentro e fora da
esteira. Raio do vortice, R,, e raio da posicao avaliada, r,. Passo angular e
linear, ¢ e [ e as velocidades angular e axial, w e V', respectivamente.

O campo potencial que descreve esse escoamento deve respeitar a Equacgao de Laplace,
Equagao 3.1},
V20 =0 (3.1)

em coordenadas cilindricas, Equagao |3.2

R S S S o)
ror  orz  r2002 922 )

sendo ® a funcao potencial, r, 6 e z, referentes ao sistema de coordenadas cilindricas. Define-

Se:
2N
Cée_%:%, N=0,..B-1 (3.3)
wuR
M) = B2 e [0,00) (3.4)

onde ( representa a superficie helicoidal descrita pela esteira, A a razao de velocidades, w e
V', as velocidades angular e axial, respectivamente, r, a distancia entre o ponto de controle e
o vortice, R,, o raio do cilindro definido pelo vértice, B, o nimero de vortices que compoem

o feixe (ntmero de pas). Pela regra da cadeia:

0 9 AC w 0D

% =% = Vo (3:5)
00 9DIC 0D
8@_8@8)\ _ w 0D (37)

o dNor VoA



ol

Substituindo as Equagoes [3.5] eB.7 em 3.2}

wwdb w0 (WP W 0 (0D) w0 [ wIDN g
VAV OXN  Vox\V o\ V2X20¢ \ OC vVoc\ vVoc) '

Fatorando e simplificando:

w? [10d g (0P 1 0 (0D o (0D _0 3.9
v vox ton (o) e (36) + e (26 = 39

A equagao de Laplace torna-se a Equagao [3.10]

2 2
0*d 109 (1 1)8@20 (3.10)

o oy U)oz

Kawada) (1939), dada a condi¢do de contorno apresentada na Equagao propoe a

aproximacao em série de Fourier, Equacao |3.12f

®(¢,\) = impar e periddico em ( (3.11)
O(C,A) =D en(N)sin(Bmg), A€ [0,00] (3.12)
m=1
substituindo B.12] em B.10
D2cm(N) 10, (N) 9 9 1 B
o2 +X o — B*m (14—?) cm(A) =0 (3.13)

A Equacao descreve uma equacao diferencial de Bessel cuja solucao tem c¢,,(\) como
uma fungao linear de Ig,,(BmA\) e Kp,,(BmM), fungoes de Bessel modificadas de primeira e

segunda espécie, respectivamente:

cm(A) = amKpm(BmA) + by I g, (BmA), X € [0, 0] (3.14)

Posto que em A, = A(R,) a fungao é descontinua, divide-se o campo entre a regiao interna

e externa a esteira, como na Figura |10}

O, (¢, \)para A < A,

o N =4
) (¢, N)para A > A,

(3.15)

3.1.1 Fora da esteira

Para a funcdo potencial na porgao externa da esteira, tem-se a Equagao [3.16]

D,(C,A\) =0, A= o0 (3.16)
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Dado que I,,(+) é exponencial crescente, Goldstein| (1929) infere que esta ndo pode ocorrer

nesta porgao do fluido, tal que:

m(A) = amKpm(BmA), X € (A, ] (3.17)

Assim, substituindo em [3.12] a fungao potencial fora da esteira é tal como apresentado
na Equagao [3.18

0o(C,A) = Y amKpm(BmA)sin(Bm(), X € (Ay, o0 (3.18)

m=1

sendo a,, uma constante a ser tratada mais adiante.

3.1.2 Dentro da Esteira

Nesta regiao a fungao ®;({, M), A € [0, \,) devera ser descontinua na superficie helicoidal

¢, com intensidade igual a circulagao I, tal como representado na Figura [I1]

. _ 21
=0 27 'p
D;(¢1,4p)

Figura 11 — Ilustragao da passagem dos filamentos e da descontinuidade da variavel (. As
linhas vermelhas representando o mesmo filamento e a linha tracejada, um fila-
mento defasado angularmente § = 27 /B radianos da primeira.

Considerando a regiao entre as superficies, tal que 0 < ¢ < 27/B, a diferenca de potencial
(¢, A), A €0,\,) deve ser igual a circulagao, tal como na Equagao [3.19]
27
(IDi(E,)\) —0,;(0,A) =T, Xe[0,\) (3.19)

Kawada (1939) propoe a Equagao que atende as condi¢oes de contorno:

BT

O,(¢,N) = 5 (— — C) Zcm sin(Bm(¢), A€ [0,\) (3.20)
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O primeiro termo da Equacao [3.20] referente ao cumprimento da condigao de contorno

3.19, é uma solugao conhecida para o somatorio infinito de senos, tal que:

g (% — C) = i % sin(Bm() (3.21)

portanto:
— T
Z —sin(Bm() + Zcm )sin(Bm¢), A€[0,)\,) (3.22)

m™m
m=1

O segundo termo ¢é a solugao do campo em série de Fourier em senos, tal como obtido
para a Equagao |3.20| cuja reavalia¢ao de ¢,,(\), A € [0, \,), leva a constatagao de que Kp,,(+)

nao deve ocorrer nessa regiao.

Cm(A) = b (BmA), X e€[0,)\,) (3.23)

portanto:

i % sin(Bm() + Zb I, (BmA)sin(Bm(¢), A€ [0,\,) (3.24)
m=1

m=1

pela propriedade aditiva dos somatoérios:

[e.e]

D,(¢, ) = Z (—% + meBm(Bm)\)> sin(Bm(¢), A€ [0,\,) (3.25)

m=1

sendo b, uma constante a ser tratada adiante.

3.1.83 Tratamento das constantes

Kawadal (1936) propoe que as constantes a,, e b, podem ser encontradas ao se garantir a
continuidade do fluido em » = R,,, ou seja, A = A,, tal que tanto o valor das func¢oes potencial

interna e externa, bem como suas derivadas neste ponto, se igualam, como nas Equacoes|3.26

el.20

(b0(§7 )\v) = (I)z(ga >\v) (326)
aq)O(Cv )‘) _ aq)z((a )‘>
“on . = Ton . (3.27)

Substituindo as Equacoes [3.18 e [3.24] em [3.26] obtém-se a Equacao [3.28}

r
U K pm (BmAy) = ——— + by (BmA,) (3.28)

™m
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Aplicando-se a segunda condi¢ao de contorno, Equagao [3.27] tem-se que:

am Ky, (Bm\,) = by Ig,, (Bm\,) (3.29)
Isolando-se o termo b,,:
K5, (Bm,)
by = am pm - .
e (Bm,) (3:30)
Substituindo-se a Equacao em [3.28}
r K, (Bm,)
I B (BmAy) = ——— + 4y —22———= I g (BmA, 3.31
@K pm(BmAy) 7Tm+a I, (BmA,) Bm(BmAy) (3:31)
a partir das Equagoes [3.30] e [3.3T] obtém-se [3.32] e [3.33]
r I, (BmA
4y = —— B (BmA) (3.32)
mm I, (BmA,) Kpm(BmA,) — Ign(BmA,) Ky, (BmA,)
b o _L K/Bm(Bm)\v) (3 33)
T wm A, (BmA) Kpm(BmAy) — Igm(BmA,) Kp,, (BmA,) '
Watson, (1966|) apresenta a identidade:
1
que aplicada nas Equagoes [3.32] e [3.33| resulta em [3.35] e [3.36]
BA\,T
A = — I, (Bm\,) (3.35)
m
BA\,T
b = — Kp,,(Bm),) (3.36)
m

Substituindo as constantes a,, e b,,, Equacoes e nas Equacoes e a

solucao geral que atende as condicoes de contorno é apresentada na forma de fungoes de

Fourier-Bessel, Equacoes e3.38.

By(CN) = — 2 j:r S Iy (B K (B ) sin( Bm¢) (3.37)
m=1
para A € [\,, 0], e
Bi(C,N) = —g i (% + B)\UK]’Bm(BmAU)IBm(Bm)\)) sin(Bm() (3.38)
m=1

para A € [0, A,].
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3.2 Calculo das velocidades induzidas

As velocidades em um escoamento potencial sao as derivadas da funcao potencial nas
dire¢oes do sistema de coordenadas. Utilizando-se as Equagoes [3.4] a as Equagoes [3.39 a

descrevem as velocidades avaliadas na esteira final, z = co.

199 1009, 199 )\, 99

wN|_ T 38 T raca8 T rac AR, ¢ (3-39)
00 009, wdp
0o 0P O\ w 0P Ay OO
wN| = T axar Von  ROx (3-41)

Combinando as equacoes a com [3.4] tém-se as velocidades em fungao da posicao

radial adimensional, g € [0, 00], na qual a velocidade é avaliada.

1 09
ug(fto) e T mRLOC (3.42)
u (o) = —HoAvtug(fo) . (3.43)
u,(f1o) = Rivg_;i (3.44)
Avaliando em z = 0, inicio do vortice semi-infinito, pela conservacao da massa:
u(u)| = 5ule)| . o€ 0] (3.49

3.2.1 Velocidade induzida tangencial

A velocidade tangencial é composta pela influéncia dos vortices helicoidais e do vortice

central, linear, tal que:

ug(po) = o, (ko) + uo,.(1o), o € [0, 0] (3.46)

Aplicando-se [3.39 em [3.37] e [3.38], tem-se:

B\ &
o (o) = =5 > I, (BmA,) K gy (Bmypghy)m cos (Bm) (3.47)
HoLty m—1
para fio € [1,00], e
BT =
ugi(po) = TR, (1 — 2B, Z K%, (Bm\,) gy, (BmgA,)m cos (Bm()) (3.48)

m=1
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para po € [0,1]. No entanto:

2T 2T N

B =1 = — ey ——— 4

cos (Bm) =1, ¢ = 0.5 2T (3.49)
portanto,

() = — DL }OO:J' (Bmy) K s Bmgioh) €1, 00] (3.50)

Ugo\ Lo - 27T/LORv Pt Bm mAy Bm mpoAy)m, o , OO .
uei(po) = Bt (1 — 2B\ EOO K%, (Bm\,) g, (BmugA )m> to € [0,1] (3.51)

[ZANRA0] 47T,LL()RU vm:1 Bm v)LBm 0 \v ) 0 ) .

As Equacoes e representam o campo de velocidades na direcao tangencial indu-
zido por uma hélice com distribuicao de circulagao uniforme e inclui a influéncia do vortice

helicoidal e do filamento presente no centro da esteira.

3.2.2 Awaliacao do vortice helicoidal isolado

Para contabilizar somente a influéncia do vortice helicoidal deve-se subtrair o vortice

linear central. Para o vortice semi-infinito avaliado em z = 0:

BT’

=T 5 .52
Substituindo B.45 e B.52] em [3.46t
BT
ug,, (o) = ug(fo) — W? to € [0, 00] (3.53)

a velocidade tangencial avaliada dentro e fora da esteira ficam definidas como:

BT’ -
osoli) =~ (1+QB)\UZKij(Bm)\v)IBm(Bmuo)\v)m> (3.54)
v m=1
B2\ &
ug,,i(po) = ool ZKgm(Bm)\v)]Bm(Bmuo)\v)m (3.55)
YV om=1
Ho € [1700]

3.2.83 Velocidade induzida axial

Combinando as Equacoes [3.45] [3.50] e [3.51] e substituindo em [3.40}

B2\ &

uz, (o) = o R Z I (BmA) K (BmpgAy)m, o € [1, o0] (3.56)
YV o m=1
BA,T -
w(p) = ot (1 —QB)\vZK}Bm(Bm)\v)IBm(Bmuo)\v)m), 1o € [0,1] (3.57)

m=1
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3.2.4 Velocidade induzida radial

A parcela radial pode ser definida como, adaptando de Hardin (1982), as Equagoes
e300

BN & ,
ur, (o) = S5 D K (Bmpio) I, (BmAy)msin (Bm), o € [1,00] (3.58)
YV m=1
BN N , .
Uy (o) = WZKBm(BmAv)IBm(BmMOAv)m51n(Bm(), o € [0,1]  (3.59)
Y m=1

No entanto, para uma esteira regular:

27 2t N
in (B = = — ey ——— .
sin (Bm(¢) =0, ¢ [0, 7T ] (3.60)
tal que,
ur-(po) =0,  po € [0, 00] (3.61)

3.2.5 Reducao das equacgoes

Adicionando-se um parametro discriminante §, tem-se que as Equagoes podem ser com-
binadas conforme apresentado nas Equagoes a

ug(/‘LO) = U/th (/’LO) + uevc (,LLO) (362)
ux(po) = —poAvtig(pio) (3.63)
onde,
BT 1-9¢
UQUh(,uo) = _27T/,L0R { 9 + B)\U [ (1 - (5) Sl(ﬂo) + 682(/ubg>i| } (364)
BT
ug,. (o) = s (3.65)
tal que,
Si(o) = > Kpp(BmA,) I (Bmpgh,)m (3.66)
m=1
Sa(po) = D I (BmA,) K (BmypgAy)m (3.67)
m=1
sendo:
5 0, wmo>1 (fora do vortice helicoidal)

1, po <1 (dentro do vortice helicoidal)

com /i € [0, 00].
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3.3 Aproximagao assintética das variaveis auxiliares

A aproximagao assintotica aplicada por Kawada substitui as fungoes I(-) e K(-) por
funcoes assintoticas da forma apresentada nas Equagoes e |3.69|

1/2 1+pd A2 +1

_ 1 2 pm VI+iE—1m %]
Tom(Bmuol,) = e : (3.68)

2rBma/1 + pg\2
s 12 g m—éln\/@]
Ko Bmpud) = e T (3.69
portanto:
[ fom = 1 (3.70)
Derivando em fung¢ao do seu argumento BmjipA,:
1 1 -3/2

LamHam + InKpn = - 1 3.71
Bmi B + ip Bm 232m2[1,(2))\12] ( + M(Q))\%) ( )

Associando a identidade apresentada na Equagao [3.34] reapresentada a seguir para faci-

litar a compreensao:

1

I, (BmpoA,) Kpm(BmA,) — Igm(BmA,) Ky, (Bm\,) = B (13.34])
MAy
1 1 1\
I, Kg,=——709—/|1- 1 3.72
Bm 0 2BmijigAy 2BmpgA, ( " H%/\%) ( )
1 1 1\
Ig. K, =——--—— 1 3.73
Bm m 2BmijigA, - 2BmpgA, ( " M%/\%> ] ( )
KBm(Bm,LLO)\”U) 1 -+ A% A Bmty (3 74)
= (& .
Kom(Bmhy) |1+ @2A2
[Bm(Bm/’LO)\’L)) 1 + )\12) 1/4 Bmt (3 75)
= eMto )
Tom(Bmhy) |1+ @2a2

Analisando a componente tangencial ug(uo), to € [0, 00], as velocidades dentro e fora da

esteira passam a ser:
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27T/'LOR'U

1+A2 \*& 1 1\ 2,
(1+%&) ggl_an<L+E) ‘ (376)

onde g € [0, 00]. Apo6s resolvido o somatorio:

to() = BF{@—&

S

2 N4 _ o (1 — B¢ —-3/2
14+ A2 1-25 In(l-e") L (3.77)
1+ pg\? ePe —1 2B), A2

v

onde pg € [0, 00]. Sendo € sempre positivo:

(ViFmx+1) (VIitx-1)
(W—l)( 1+A,%+1)

o € [0, 00]. Por fim, ressalta-se que a partir da consideragao de esteira rigida e regular, pode-

(3.78)

1
epo) = [\ 1+ A2 = VI+ X2~ S ln

se inferir que: 1) as velocidades axial e tangencial tém relagao constante (Equagao 3.79); 2)
nenhum fluxo radial pode existir, de tal forma que a esteira inicialmente nao deformada
permanece indeformada (Equagao [3.80]), portanto:

uz(po) = —HpAvuo(tto) (3.79)
uy(f19) = 0 (3.80)
o) = o Als) (351

1+ A2\ [ 1-25 In(1—e5) 1\ 2
A(MO)_Av{(1—5)+<m> e T (”F) (3.82)

para todo iy € [0,00] e € ja definido na Equagao [3.78
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3.3.1 Caso particular para bairas rotagoes

Partindo das equagoes de Kawada-Hardin aproxima-se o modelo de hélice ao de uma
asa supondo uma rotacao nula, tal que o produto BmJ,, argumento das fungoes de Bessel
modificadas respeite 0 < Bmyp), << v/Bm — 1. Segundo Watson| (1966), nesta condi¢ao

as fungoes modificadas podem ser aproximadas por funcoes assintéticas na formas:

Ipm(Bmpo),) ~ Bfn! (B m;‘OA”)Bm (3.83)
Kim (Bmpiohy) ~ <Bm2— 1)! (Bmio)\v)Bm (3.84)
entao,
T (Bino) g T + Tonor) = 5t (2 mQ‘OA”)Bm_l (3.85)
Ky, (Bmyigh,) ~ —% (Kpm-1 — Kpms1) = (leﬂ (BmioAv)BmH (3.86)

Para uma asa plana na condi¢ao de voo reto e nivelado, a velocidade radial é nula, bem
como a velocidade axial (perpendicular ao plano da asa). A velocidade inicialmente chamada
de tangencial, passa a ser interpretada como a velocidade induzida na esteira, na vizinhanga

imediata do bordo de fuga. Portanto:

Bl (B Kom(Bmpohy) = - () L () (3.87)
MAyL g, MAy Bm mpoiy) = 2 ,u())\y - 2 1o .
, 1 /Lo)\v Bm 1 Bm
B\ K (BmA) s (Bmpioh) = =3 (55 =2 (,m) (3.88)

portanto,

(3.89)

BT 1—6)RE +6ulRE
U@(M0>= |:5+( ) v IUO v:|

RE — g RY

Esta condi¢ao também ¢é apresentada em |Goldstein (1929) onde o autor sugere um valor

47TM0RU

de pg\, < 0,66 como suficiente para usar a abordagem de baixa rota¢ao. Em Kawada, (1936))
o autor apresenta esta modelagem apenas como uma representacao de asas, no entanto,
seguindo-se o valor sugerido por Goldstein, as se¢oes mais internas da pa, mais proximas a

raiz ja deveriam ser abordadas dessa forma.
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3.4 Conexao do modelo com a geometria

Pela teorema de Kutta-Joukowski, Equagao [3.90]

I'(p) = c()Crm)W () = ao(p)oe(p)c()W(p), p € [0,1] (3.90)

onde ¢(u), é a corda; Cp(p), o coeficiente de sustentagao; ag(p) = dCr(p)/de, a variagao da
sustentacao em rela¢do ao angulo de ataque; e W (u), a velocidade resultante. O angulo de
ataque efetivo a, (i) é obtido pela Equagao [3.91}

- up) )
Qe(pt) = a(p) — sin , pel01 3.91
() =)~ sin (22 0.1 (3.91)
onde u(p) é a velocidade induzida resultante. Para angulos pequenos:
- ulp) ) ( u(p) )
sin ~|—~1|, pel01 3.92
(vtir) = (i o 9

entao, Equagao torna-se:

21" (1) u(p)

ao(p)e(p)W (p) -~ W(p)’
A velocidade u(p) pode ser encontrada pelo tridngulo de velocidades (Figura [1)).

a(p) = w € [0,1] (3.93)

u(p) = \Jug(p) +uz(p), p€lo,1] (3.94)
Usando Equagao [3.79 na Equagao [3.94}

u(p) = \Ju3 () + 2N (), g€ [0.1] (3.95)

Portanto:

u(p) = ug(p)\/1+ p?A,  p€(0,1] (3.96)

A velocidade resultante W (u) pode ser encontrada de forma semelhante:

W(p) = VVE+w R, pel0,]] (3.97)
w22 R?
vz

W) = Vier/14p2As, e 0,1] (3.99)

Substituindo Equagao [3.96] e Equagcao [3.99 na Equagao [3.93}

W(n) = Viey/l+ peo1] (3.98)

21" (1) B / b T (o)
a(p) = + A(pg, p)d
(1) o)) VT T E ARV Jy g (Ko, 1) dpto

(3.100)
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com u € [0,1]. Finalmente, a Equagao [3.100| pode ser reescrita tal como apresentado na
Equagao [3.101

Alpo; p)dpo,  p € [0,1] (3.101)

2T (u) 1 / HdT (o)
+_
o dho

a(p) =
ao(p)o(p)y/1+ p2Ay, 2
Combinando as Equagoes e[3.101}

Cp = 8>\R/0 {F(,u) [K(,u) + K'(B(u) — arctan (N%R) )]
- (WK ’(u)fQ(u)}udu (3.102)

similarmente,

Cr — 8/01 {r(ﬂ) [K'(mu) + K (p) <ﬁ(u) — arctan (ﬁ) )]

— WK (M)fz(u)}du (3.103)
2

§(p) = P ETNETO A e [0,1] (3.104)

o B o) (3.105)
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4 METODOLOGIA

Para avaliar o modelo, calculos tedricos de desempenho, utilizando o MVH, foram con-
frontados com resultados experimentais disponiveis na literatura. O valores obtidos serviram
de referéncia para a investigagao sobre a diferenca da aplicagao direta do calculo dos efeitos
aerodinamicos, em contraponto ao uso de fungoes de correcao.

A estratégia de solugao para o MVH é similar aos tradicionais métodos de linha sustenta-
dora, onde a pa continua ¢ discretizada ao longo do raio e o conjunto complexo de equacgoes se

transforma num sistema de equacoes lineares, tal como apresentado nas Secoes que seguem.

4.1 Aplicagcao do método

A sequéncia de aplicacao parte da definicao das varidveis discretas e segue para a solucao
do sistema linear que retorna a distribuicao de circulagao discreta, finalizando com o célculo

dos coeficientes de desempenho Cp, Cr e 1, conforme a Figura [12]

1 Definigdo do modelo discreto

2 Montagem do sistema linear

3 Calculo da circulagdo discreta

4 Calculos de desempenho

Figura 12 — Modelo de cascata para o fluxo da solugao utilizando MVH.

A montagem de um sistema de equagoes lineares é uma garantia de que todos os elementos
serao calculados simultaneamente, tal que cada elemento tera influéncia nos resultados de
todos os outros.

De fato essa é uma caracteristica que distingue o método de vortices helicoidais dos tradi-
cionais métodos baseados no BEM. Naqueles, cada secao é resolvida de forma independente
sendo ao final corrigida por uma funcao que for¢a o resultado aerodindmico, podendo in-
clusive apresentar tendéncias opostas em duas etapas consecutivas do calculo, como antes e

apos a aplicagao da correcao de ponta.

4.1.1 Defini¢ao das varidveis discretas

No presente trabalho, a pa continua ¢é discretizada em N partes de mesma largura, partes
estas onde a circulagao é considerada constante. Para esta andlise esta estratégia de dis-

cretizacao foi suficiente, simplificando a implementagao. Observe que cada parte pode ser
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considerada um "elemento de pa", com caracteristicas aerodindmicas proprias e resultados

localizados de desempenho, no entanto, distin¢ao deve ser feita ao "método de elemento de

AN

pa'.
Neste texto, "analisar os elementos da pa'"deve ser interpretado como calcular a distribui-
¢ao de carregamento em cada uma das se¢oes, enquanto "analisar por elemento de pa'"tem
como significado a abordagem do problema por métodos baseados em BEM.
Cada secao, portanto, tem uma coordenada central r;, tomada no ponto médio do ele-
mento, e uma coordenada na extremidade, 7(,, tomada na posi¢ao mais externa em direcao
a ponta, com coordenadas adimensionais correspondentes p; e po,, ¢ = 1,..., N, como apre-

sentado na Figura [I3]

—_ A
F(ﬂ) Ponto de aplicagio da singularidade
G- T
I3
T i i I I - I
2 > |
i | Ponto de controle da velocidade
2 U3

e

Ho, Hog H
b L
Ugy | Ugs
D D D D D D D D D D
I -0

Figura 13 — Exemplo de discretizacao da pa em 10 se¢des. A representacao da circulagao
constante para cada secao e as posicoes para a avaliacao das velocidades em
verde e aplicagao dos vortices, em azul.

Dessa forma, todas as variaveis passam a ser avaliadas na posicao central da estagao, bem
como as equacoes envolvidas devem ser redefinidas discretas. Apoés a definicao das variaveis
que definem a geometria do problema, o calculo da distribuigao de circulagao discreta segue

a Equacao 4.1

N
[; — arctan ( ) = ZAijfj, i=1,...,.N (4.1)
j=1

1
HiAR
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onde:
1— Ay para i = 1

Aij=qAisy — Ay parai # jei# 1 (4.2)
Ay —Aij+&; parai=]

Aij=Ag[1=06;)+A,], i=1..,N, j=1,..,N (4.3)

1, parai <y

0, do contrario
1/4 —3/2
A — 1+ )‘%j / 1-25; In(1—e ) 1+ L / (4.5)
iy 1 + )\12 eBaij —1 2B)\0j )\gj '

VIFAZ+1) (/1422 —1
€ij = ,/1+A§,/1+Ag]%1ng 1+A§1; E\/ﬁHg (4.6)

)\Oj = ,u[)j)\R, j = 1, ceny N (48)
2 =1, N (4.9)
Eij = , 1=1,.. .
! CLOl‘O'i\/l—f'/LZZ)\%%

— BT

i =—> — i=1..,N 4.10

2RV, (4.10)
BCi

P = , 1=1,...,N 4.11

7T OrR ! ( )

O célculo dos coeficientes de desempenho podem entao ser realizados utilizando as Equa-

coes (112 [LT3)

Cp =4\ i I |K; + K| B — arctan ( L ) 2KZT? Wiy (4.12)
P = 4AR i| 48 i| Pi— - A 2ve (7 :
i=1 /’L’L>\R ag;0; 1+ Mg)\%

s-w\
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Ki = 1—|—,ui/\RC'D/CL, 1= 1,...,N (414)
Kz/ = Hi)\R_CD/CLa 1= ]_,...,N (415)
Cp=apé&l;, i=1,..,N (4.16)

O coeficiente de arrasto local Cp deve ser calculado com base na curva Cp x C do perfil.

Por fim, a eficiéncia n pode ser calculada de acordo com a Equacgao [2.21

4.1.2 Preparacao dos dados aerodindmicos

Os métodos da aerodinamica classica, nomeadamente, Vortice Helicoidal e BEM, de-
pendem fortemente dos dados aerodindmicos previamente calculados ou medidos para cada
estacao. Para isso, é possivel utilizar tinel de vento ou métodos computacionais. Neste

trabalho, foram utilizados os dados do software XFOIL 6.99 e os seguintes cuidados:

1. Ntumeros de Reynolds: as estagoes ao longo da pa experimentam diferentes regimes de
escoamento devido & rotacao, ou seja, diferentes niimeros de Reynolds e Mach. Para
definir os dados aerodinamicos corretos a serem utilizados, foram calculados 5 curvas
abrangendo todo o intervalo de Reynolds experimentado pela pa, e uma curva especifica

¢ interpolada sob demanda da rotina implementada.

2. Extensao da curva de sustentacao e arrasto: A ampla gama de angulos de ataque
também requer a extensao de dados aerodindmicos. As informacoes das secoes do
aerofolio foram estendidas para —180° a 180° usando o método apresentado em [Viterna
e Janetzke, (1982);

Nenhuma correcao em relagao aos efeitos de compressibilidade foi realizada, tendo em
vista a baixa velocidade dos rotores, que, na situagao mais critica, atingiu M = 0,48. As
correcoes enumeradas sao sugeridas e distribuidas pelo National Renewable Energy Laboratory
(NREL), na forma de planilha eletronica e biblioteca em Python. Finalmente, realizou-se
uma andlise de sensibilidade para verificar o impacto devido ao desvio do software XFOIL.
Esse problema foi avaliado em Hansen| (2018]), Ramanujam, Ozdemir e Hoeijmakers| (2016]),
onde foram propostas algumas modificagoes no codigo original. Um exemplo de preparacao
dos dados pode ser apreciado na Figura onde se apresenta a curva estendida e o ajuste
destas com os dados experimentais.

Para cada regime de operagao avaliado, uma verificagao de convergéncia da malha foi feita

para definir o ntimero de elementos. O erro entre duas avaliacoes consecutivas é reduzido para
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Figura 14 — Curvas de O, e Cp ap6s a preparacio aerodinamica. A esquerda, os as curvas
estendidas de —180° a 180°. A direita, o ajuste entre a curva interpolada e os
dados inseridos do perfil

10~* quando N > 32 para o método de vortices helicoidais e N > 64 para BEM, respeitando

a precisao desejada. A logica utilizada para a solugdo esta apresentada no Algoritmo [I

Algoritmo 1 Analise de hélices

Definem-se as varidveis B, Ar. conforme a Equacao 2.30;

Define-se o aerofélio para a determinacao de ag;

Calculam-se as variaveis p; e fio;

Calculam-se as variaveis \; e A\g;, i = 1,..., N, de acordo com a as Equacoes e .8
Calculam-se os parametros adimensionais o; e &,,;, utilizando-se as Equacao e[4.9
Calculam-se os coeficientes de interferéncia A;;, i,j = 1,..., N, utilizando a Equacao [4.3}
Calculam-se I;, i = 1,..., N, pelas Equacoes u

Calcula-se Cp pela Equagao [1.12}

Calcula-se Cr pela Equagao [4.13}

Para hélices, calcula~se n = Cr/Cp;

[—r
<

4.2 Validagao do modelo

A validacao do modelo foi verificada pelo célculo da circulagdo 6tima em comparacao
com a solucao exata de |Goldstein| (1929) e pelo calculo de uma pa existente e previamente
experimentada, com dados disponiveis em [Hartman e Bierman (1939). Para a otimizagao, o
problema variacional acerca da busca pela fun¢ao de distribuicao de circulagao que garante
a maxima eficiéncia foi resolvido adaptando-se o método de penalidade exata proposto por
Morrison (1968)).

Considere o problema de programagcao nao linear com restrigoes de igualdade:

Problema (1)

Minimizar: f(x)
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Sujeito a: g;(z), i=1,..,N; x€R"

onde f(z) é a fungao objetivo, g;(z), i = 1...N, as restrigdes de igualdade. Seja x* a solucao
6tima do Problema (1) com M* = f(z*). Conforme proposto por Morrison| (1968]), este

problema de otimizacao restrita pode ser substituido pelo seguinte problema irrestrito:

Problema (2):

Minimizar: F = [f(z) — M]* + Z 1gi(2))? (4.17)

onde, F' é a fungao de penalidade. Observe que F atinge o valor absoluto minimo 0 se
M = M* para x = z*. Para M = M*, a solugao 6tima do Problema (2) coincide, exatamente,
com a solugdo do Problema (1). Além disso, se M > M*, o Problema (2) sera uma solugao
viavel nao 6tima do Problema (1). Por outro lado, se M < M*, uma estimativa otimista, o
valor minimo da funcao F' serd maior que zero. Para encontrar o valor ideal de M, Morrison
(1968) sugere um método iterativo com o pardmetro M atualizado como na Equagao m,

desde que M, seja otimista.
My, =M;+\F;, i=1,.., N (4.18)

onde, F; denota o valor 6timo do Problema (2) encontrado para M = M;. Atualizando M
usando a Equacao [4.18| significa que uma solucao viavel nunca é alcancada. Mesmo que a
solugao esteja tao proxima quanto se queira do 6timo, busca-se uma solugao viavel para F', ou
seja, uma distribuicao viavel de I'. Este problema pode ser resolvido atualizando M usando

o método da bissecao seguindo o Algoritmo

Algoritmo 2 Atualizacao do valor de M pelo método da bissegao

1: Define-se a tolerancia tol;

2: Arbitra-se o valor inicial de M,,.. € M, in;
3: Enquanto |M,,,. — Min| > tol Faga

4: M + %(Mmaw + Myin)

5: Resolve-se F (Equacao
6: Se F' > 0 entao

7 Mopin — M

8: Senao

9: Mooz — M

Segundo Pinto e Ferreiral (2014)), o problema de otimizagao restrita sera substituido pelo

problema de penalidade irrestrita, Equacao

F= % [Cr(T) = nCp]? (4.19)
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onde, C}% é o valor estimado para Cp(T'). Neste ponto, a Equagéorepresenta um funcional
de penalidade baseado na técnica de Morisson para o caso da hélice, em que I' representa
uma funcao de circulagao possivel definida. Todo procedimento pode ser melhor apreciado
em |Azevedo, Reis e Pinto) (2023)).

4.2.1 Distribuicao de circulacao otima

O problema de eficiéncia 6tima trata da busca pela distribuicao de circulagao ideal, uma
vez que as velocidades induzidas e a circulagao estao intrinsecamente relacionadas, e a opti-
malidade para uma dada hélice depende apenas do regime de voo (THEODORSEN] |1944)). A
distribuicao de circulagao que maximiza a eficiéncia pode ser encontrada parametrizando-se
T como na Equacdo (TORRIGIANI; DIPACE; FREDIANTI, 2016).

Na
Dy~ ajfi(m,), i=1,...N (4.20)
j=1

onde:

1— (2up, — 1), ifj=1
fipo,) = =B = T - (4.21)
[1 - (2#01 - 1)2](2/101 - 1>(]_1)7 if J 7& 1)

para, i = 1,..., N. Observe que f;(uo,), ¢ uma funcdo continua, com derivadas continuas no
intervalo [0, 1], e respeita a condi¢do de contorno f;(0) = f;(1) =0, para j = 1,...,N,, i =
1,..., N. Portanto, otimizar a distribui¢ao de circulagao torna-se um problema de encontrar

o vetor 6timo de coeficientes a;, j = 1,..., Ny, pois f;(po,), 7 = 1,...; Ng,i = 1,..., N, é

totalmente conhecido. Substituindo a Equacao [4.20] e 4.12] em 4.19, o funcional objetivo F

torna-se uma fungao objetivo, pois I' se torna totalmente conhecido. Desta forma, como um
somatorio de Riemann, C'r e Cp podem ser escritos como:

2

N N, N,

1 - A
F=5 43 aif(no,) (’fz — k;Aij Zajfj(uoi)) Ap (4.22)

i=1 j=1 j=1

O Algoritmo [3| representa o procedimento de otimizac¢ao completo:

4.2.2 Circulacdo Otima

Distribuigoes de circulagao foram avaliadas para o caso de Cp/Cr, = 0, Cp/Cr, = 0,02,

e uma distribuigao linear de Cp/Cy. Foram avaliados o nimero de pas B = 2 e B = 100,
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Algoritmo 3 Procedimento de otimizagao

Definem-se os parametros B, P, J e Cp/Cy;
Discretiza-se a pa em N secoes;
Processa-se as informagcoes aerodinamicas dos aerofélios;
Arbitra-se os valores iniciais de a = [ay, ag, ..., ay,]T. Um vetor a; = 10~ ¢ suficiente;
Faca
Avalia-se a funcao de penalidade, Equagao 4.19;
Atualiza-se M como no Algoritmo [2}
Enquanto |M,,.;. — M| > tol

representando o ntimero infinito de pas. A analise das distribuigoes de circulagao para Cp/C,

constante ¢ mostrada na Figura [15]
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Figura 15 — Analise da distribuicdo de T'(u), i =, 1.., N, para Cp/Cr =0 e Cp/Cp = 0,02

Para Cp/Cp = 0, o método se ajusta bem & solu¢ao exata obtida por Goldstein. A
proximidade com os resultados de [Klesa, (2014) era esperada, visto que o autor também
utiliza um modelo de vortice helicoidal. Para um valor constante de Cp/Cr = 0,02, o
método mostrou uma diminuicao da circulacao na porcao da raiz da pé, comportamento
também previsto em Klesal (2014)). Este efeito pode ser usado para determinar as dimensoes
do spinner e do nariz, uma vez que o empuxo nao pode ser produzido de forma eficaz.
O método se ajusta melhor de p = 0,3 a 1. Esta distribuicao de circulagdo representa
o comportamento de uma otimizacdo em que a restrigdo constante Cp/Cp, é imposta. A
distribuicao de circulacao para B = 100 aproximando o caso do nimero infinito de péas é
mostrada na Figura (16|

A condigao de pas infinitas e Cp/Cf, = 0 mostrada na Figura [16a] representa a solugao
exata de [Broz| (1967). Essa anélise é relevante, pois representa a tendéncia de aumento do

numero de pas, o que desloca a méxima circulagao para a ponta. Considerando a eficiéncia
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Figura 16 — Influencia da viscosidade em um rotor sob a hipdtese do niimero infinito de pas.

do aerofolio, Figura a diminuicao de T'(u), € [0,1], na porcdo da raiz reaparece e ha
redugao da circulagao na ponta. Esse efeito prejudica a precisao dos métodos cuja correcao
de ponta e raiz é realizada posteriormente, como o BEM, pois representa a influéncia do
arrasto. Vale ressaltar que o modelo de vortice helicoidal calcula esses efeitos sem fatores de

correcao. Por fim, o resultado do uso da distribuigao de eficiéncia linear é apresentado na

Figura
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Figura 17 — Anélise da variacdo de I'(i1) para Cp/C}, constante e distribuido de forma linear
ao longo da pa.

A analise realizada por [Klesa; (2014)) foi repetida para verificar as informagoes fornecidas
por |Weick (1930), que sugeriu o uso de uma distribui¢ao de passo linear, cujo passo nominal

seria o passo médio, para aumentar o empuxo nas hélices instaladas:
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If the pitch of a propeller operating on a body is smaller near the hub than at
the tip, a somewhat higher propulsive efficiency is obtained than if the pitch is
uniform over the entire blade. The maximum difference is of the order of three

or four percent with average metal propellers (WEICK] 1930, p. 254).

A percepgao de Weick é consistente com o que foi encontrado. O deslocamento da curva
para a ponta da pa implica em maior empuxo a ser produzido na regiao externa, sem inter-
feréncia do corpo a jusante. Embora nao haja necessariamente um ganho de eficiéncia, ha
um aumento do empuxo instalado. A Figura [17| mostra a variagao da distribuicao de I'(u),
w € [0,1], com a eficiencia do aerof6lio. Como esperado, a solu¢ao proposta se aproxima a
distribuigao de Goldstein & medida em que a eficiéncia do aerofélio aumenta. Chama-se a
atencao para o fato de que a regiao mais penalizada é a porg¢ao raiz. A diminuicao da circu-
lagao e a ineficiéncia na geracao de empuxo nao devem ser entendidas como uma parte inttil
ou irrelevante da pa. Em [Hartman e Bierman| (1938)) é apresentada uma analise da presenga

de corpos a jusante, bem como o uso de spinners de diferentes geometrias. E mostrado que:

A propeller with airfoil sections extending into the hub was more efficient than
one having round blade shanks, when tested in front of both the radial and liquid-
cooled engine nacelles (HARTMAN; BIERMAN| |1938, p. 615).

Os autores relataram que a eficiéncia geral pode ser aumentada em até 6% com a sele¢ao

adequada do spinner, o que torna um erro negligenciar a regiao central.

4.2.3 Awvaliacao do desempenho de hélices

A avaliacao direta de uma hélice dada foi realizada utilizando-se os dados de [Hartman €
Bierman! (1939)), para o modelo 5868-R6, composto por 2 péas de 10 pés de didmetro e se¢oes
transversais RAF6. O rotor foi testado em um tanel de vento aberto, com segao de testes de
20 pés e velocidades de até 110mph.

Como o NACA Technical Report 460 usa coeficientes adimensionais diferentes deste ar-

tigo, de tal forma que ¢ necessario reescrevé-los, tal como nas Equacoes [4.25] [4.26] e [4.27]

T wJ?

CT64O = ,OTL2D4 = E (4.25)
P wJ3
C’P&m - pn3D5 = 8Cp (426)
T,
Noao = J o (4.27)
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Os resultados obtidos pelo processo de otimizacao foram entao comparados com a hélice
original. Como validacao, as curvas originais de previsao de poténcia, empuxo e eficiéncia

foram calculadas usando o presente método e plotadas junto com os dados experimentais,
Figura
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Figura 18 — Parametros de desempenho da hélice modelo 5868-R6 presentes em [Hartman e
Bierman (1939)

O método apresentou boa concordancia com os dados experimentais, subestimando a
eficiéncia em baixas razoes de avancgo e superestimando para valores maiores de J. Este é
um comportamento esperado, uma vez que a porcao estolada aumenta em baixa razao de
avanco, vindo da raiz para a ponta. A influéncia da viscosidade pode ser inferida devido ao
maior erro na previsao do coeficiente de poténcia. Observando as Equagoes e[2.44] bem
como o triangulo de velocidades da Figura[l], esse parametro é majoritariamente influenciado
pelo arrasto, cuja parcela viscosa é estimada por modelos semi-empiricos no software XFOIL.
Por outro lado, o empuxo é menos dependente do arrasto, o que reduz o erro de previsao. O
método superestima a eficiéncia maxima em 1,89%, um desvio toleravel para aplicacoes de
engenharia.

Nota-se o desempenho superior do método de vortice helicoidal, ganho atribuido a uma
melhor representagao da mutualidade dos efeitos aerodinamicos ao longo da pa. Este efeito
¢é desconsiderado no método de elemento de pés, onde aplica-se o fator de correcao de ponta
posteriormente. O desenvolvimento das equagbes apresentado no Capitulo [3] possibilita o
calculo de tal efeito de maneira intrinseca, tal que a varidvel solucionada no método é a

propria circulacao.
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4.3 Avaliacao do efeito do fator de ponta

Para avaliar a hipotese acerca da modelagem do fator de ponta, os resultados do MVH
serao apresentados na forma dos coeficientes de interferéncia a e a’, bem como do fator
de corre¢ao de ponta F. O impacto na previsao de desempenho foi avaliado através dos
valores integral e local de Cp e C7p, apresentados na Figura [18, bem como a distribui¢ao
dos coeficientes de sustentacao e arrasto, distribuicao dos efeitos de ponta e coeficientes
de interferéncia axial e tangencial. Ressalta-se que estes trés tltimos nao fazem parte dos
resultados do MVH, porém, para que fosse possivel a comparacao com métodos tradicionais

estes foram calculados.

4.3.1 Awaliagcao do método no desempenho de hélices

Os valores de referéncia para a avaliagdo do método foram obtidos em Reid| (1949), onde
7 modelos de hélices submetidos a uma série de condigdes operacionais foram avaliadas. Os
valores dos coeficientes de tracao e forga tangencial foram utilizados para a estimativa dos
valores dos fatores de interferéncia, angulos e valores dos coeficientes de sustentacao e arrasto.
Tendo em vista a grande quantidade de experimentos praticados naquela referéncia, somente
os modelos de pa 1, 3 e 5 (Figura foram avaliados.

Figura 19 — Modelos de pa selecionadas para analise.
Fonte: Adaptado de Reid| (1949)
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As trés pas, conforme apresentado no item [£.3.1.1] apresentam caracteristicas interes-
santes para a avaliacgdo do método: A diferenca na raiz e o impacto da simplificacao de
vortice semi-infinito e a diferenga na ponta, onde a pa 3, com planiforme aproximadamente
retangular provoca um problema de convergéncia no método BEM.

O experimento realizou mais de 700 testes para levantamento de curva de eficiéncia,
tragao, torque e poténcia. Destes, 420 testes tiveram os valores de distribui¢ao de coeficientes
de tracao e torque apresentados. Na Tabela [I| apresentam-se os casos selecionados para este
trabalho.

Modelo Velocidade RPM J Angulo de pa
12,171 2100 0,407 12
1 37,810 1740 1,526 37
34,104 744 3,219 60
11,942 2100 0,482 12
3 37,464 1740 1,512 37
33,055 744 3,120 60
12,021 2100 0,402 12
5 22,968 1740 1,591 37
34,602 744 3,226 60

Tabela 1 — Casos selecionados para a avaliacao de hélices

4.8.1.1 Geometria das pds

Os rotores analisados na referéncia eram todos compostos por 3 pés, configuracao tractor,
com didmetro igual a 0,85344m (2,8 pés). Cada pa utiliza o perfil NACA série 7 com Cp, de
projeto igual a 0,7 e curva de espessura relativa tal como apresentado na Figura [20]

A distribuigao de cordas foi obtida pela distor¢ao de um quadrante de elipse, seguindo as

Equagoes e [4.29, bem como a Tabela [2]

c(p)/D = T(sin™ (O(n))cos™ (O(n)), pel0,1] (4.28)
O(n) = arccos(u), pe€|0,1] (4.29)
Modelo 1 2 3 4 5
Uy 5/4 3/4 1/4 5/4 5/4
vy 0 0 0 1/4 1/2

Tabela 2 — Valores dos expoentes para as curvas base das cordas para os modelos de pa

Onde T é uma constante necesséria para que o fator de atividade seja igual a AF = 92,4,

mantendo equivalente a poténcia absorvida entre as pas.
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Figura 20 — Distribuigao de torcao e espessura do perfil.

4.3.2 Awaliacao do método no desempenho de turbinas edlicas

Da mesma forma, o experimento NREL Phase VI (HAND et al., 2001)) foi utilizado para
a avaliagdo do método para aerogeradores (Figura .

Figura 21 — Turbina edlica posicionada no experimento NREL Phase VI.
Fonte: Adaptado de (HAND et al., [2001)

O experimento testou uma gama de rotores com diferentes angulos de pa e condigoes

de operacao. Também, os diferentes modelos de rotor possuiam pontas diferentes, o que
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possibilita a avaliacao do método em geometrias de ponta diferentes. Dentro de uma matriz
de 30 casos experimentais, foram escolhidos os casos S, I e J para comparacao, os mesmos
utilizados em |Langer-Moller, Lowe e Kessler| (2017)) para avaliar o solver THETA CFD, aqui

apresentado para comparacao. As informagoes sobre os casos S, I e J sao apresentadas na
Tabela [3]

Caso V |m/s| RPM A Angulo de pa
S 30
T 7: 15: 25 71.63 5.38: 2,51; 1,51 0°
J 60

Tabela 3 — Casos do experimento NREL PHASE VI escolhidos para avaliacao.

Para todos os casos, a densidade do ar p = 1,225kg/m? e a viscosidade cinemética do ar
v=1,82x107°m?/s.

4.3.2.1  Geometria da pd

O rotor experimentado era um modelo upwind, 2 pas, 10,058m de didmetro e 12,192m de
altura do cubo, com velocidade de corte de entrada de 6m/s, regulagem de estol e poténcia
nominal de 19,8kW. As pas foram afiladas linearmente, usando aerofélio S809 como segao
transversal de p = 0,243 até a ponta e fazendo a transigdo para uma segao circular até o

cubo. As caracteristicas geométricas do rotor sao apresentadas na Figura

Ponto de acoplamento da pd

= 0.737m a 25% da envergadura

2 10,1% dz enverzadura
G atria especificada (exclusivaments 3809)
™ i
- - - - - - - 0,356m a 100%
da envergadura
Eixo d= raferéneia para 2 Aroplamento das
torgio a 30% da corda 0.483m 2 75% pontas 2 58 2% da
da envergadura snvergadura
Svperficie dz spegio Pontas
Azrofolio inicia a 23% da envergadura
5.02%9 m

10 20 30 40 50 G0 70 80 90 100

Figura 22 — Distribuigao de cordas e detalhes da geometria da pa.
Fonte: Adaptado de|Hand et al.| (2001)
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4.8.2.2  Casos CFD

Duas referéncias foram selecionadas para comparacao. O primeiro foi o CFD THETA
Solver do DLR (LANGER-MoLLER; LoWE; KESSLER, 2017), aplicado para os casos S, I e
J apresentados em |[Hand et al.| (2001). A referéncia fornece distribuicao de coeficientes normal
e tangencial nas pas para velocidade de fluxo livre de 7m/s, 15m/s e 25m/s. Os métodos sao
comparados diretamente com os dados experimentais. A segunda foi uma configuragao Vestas
CFX, apresentada em Yelmule e Vsj| (2013]), onde apenas o caso S foi investigado. Uma curva
de poténcia foi apresentada e utilizada como referéncia. Os métodos CFD foram nomeados
juntamente com o nimero de referéncia para facilitar a compreensao. Ambos os métodos sao
modelos £ — w SST padrao (CFX) ou variagoes (THETA Solver). Mais informagoes podem
ser encontradas nos respectivos documentos.

A avaliacao do fator de ponta isoladamente foi realizada com base na solug¢ao algébrica
de Goldstein tal como presente em [Tibery e Wrench Jr. (1964). Essa abordagem ¢é util na

avaliagao tanto de hélices quanto turbinas edlicas.
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5 RESULTADOS

Os resultados obtidos para os casos de hélices e turbinas edlicas sao apresentados nas
proximas Sec¢oes. O Fator de Ponta é analisado separadamente tendo em vista que sua
formulacao nao faz distincao sobre o tipo de dispositivo que gera a esteira, mas somente a
esteira e seus efeitos sobre a pa. Por fim, foi realizada uma anéalise geral do método e seu

desempenho.

5.1 Avaliacao do experimento NACA TN-1834

Dos 7 modelos experimentados no NACA TN-1834 escolheram-se os modelos 1, 3 e 5,
que diferem significativamente no formato de ponta e raiz. O experimento mantém o Fator
de Atividade igual para todos os rotores, bem como a mesma distribuicao de torcao. Devido
a quantidade de tabelas e para facilitar a leitura, os valores dos erros relativos podem ser

apreciados no Apéndice [B]

5.1.1 Andlise do Modelo 1

Para o modelo 1 foram selecionadas as razoes de avanco proximas do pico de eficiéncia
registrada naquele mesmo relatério, neste caso, J = 0,41 para Barsy = 12°, J = 1,53
para farsyn = 37° e J = 3,22 para Sarsy = 60°. Conforme apresentado na Figura [23]
o desempenho dos métodos é satisfatério, no entanto, nota-se maior concordancia entre o
MVH e os resultados experimentais em todos os regimes de operagao. O método apresenta
comportamento distinto para cada forga, sendo mais preciso no coeficiente de tragao e menos
preciso em relagao ao torque. Esse comportamento é esperado tendo em vista que a forca
tangencial tem maior contribui¢ao do arrasto. Os métodos baseados no BEM tém esta mesma
tendéncia, no entanto, se afastam mais dos resultados experimentais. A Figura apresenta
o desmembramento dos coeficientes de forga e torque em Cp (1), Cp(u) e ¢(u), p € [0, 1].

O comportamento dos métodos na previsao dos coeficientes de arrasto e sustentagao para
cada regime de operagao € similar, com erros maiores na porc¢ao mais a raiz. Os erros relativos
ao coeficiente de arrasto sao maiores, o que se atribui a contribuigao viscosa. Na Figura
apresenta-se a previsao de angulo da esteira e, consequentemente, do angulo de ataque para
melhor compreensao do erro relativo aos coeficientes aerodinamicos.

No que tange ao angulo de esteira, percebe-se que ha dispersao entre as previsoes. Vé-se,
no entanto, que o MVH produz menores angulos de esteira em baixas razoes de avanco e
menores em J mais alto, em relacao aos demais métodos. Isso se reflete na mudanca do

angulo de ataque previsto, repercutindo nos coeficientes de sustentacao e arrasto. Para os
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Figura 23 — Previsao de Cr(u), Co(p) para o modelo 1

valores previstos, os perfis encontram-se na zona de pos estol, regiao de dificil previsao em

funcao do comportamento nao-linear. Nesta, uma pequena diferenca em « pode provocar
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Figura 24 — Previsao de Cr(u), Cp(p) e ¢(p) para o modelo 1

uma severa alteragao dos coeficientes. Além disso, o pos estol é a por¢ao da curva onde os

dados usados foram extrapolados, o que compromete a qualidade da previsao.
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Figura 25 — Previsao de ¢(u) e a(u) para o modelo 1

O desempenho dos métodos é destacadamente diferente na previsao do fator de indugao
axial, Figura [26]
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Figura 26 — Previsao dos valores de a(u), a’(u) para o modelo 1

Particularmente, o MVH prevé maiores fatores de inducao a baixas razoes de avanco e

menores, em grandes valores de J. Ressalta-se que o fator de inducao apresentado é feito de
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maneira indireta, tendo em vista que o MVH nao usa tal conceito.

O método de [Zhong et al| (2020) se posiciona entre a formulagao original de Prandtl e
a andlise isenta de fatores de correcao na porgao mais a ponta, mas se equivale as duas na
porcao mais & raiz. Isso se deve ao fato de que o método apenas mimetiza uma solugao
da linha sustentadora, o que faz com que o ganho obtido com o modelo na ponta nao seja
propagado para toda a pa. Os métodos BEM tém comportamento semelhante no calculo do
fator de indugao tangencial. O MVH produz um valor de a’ que se aproxima dos valores do
BEM com o aumento de J. No entanto, esse distanciamento tem pouco impacto na previsao
de desempenho, pois, como citado em (Glauert| (1935)), o fator de indugdo tangencial tem
pouca influéncia na definicao da geometria da esteira, podendo ser inclusive desconsiderado

em uma anélise preliminar sem grandes prejuizos.

5.1.2 Andlise do Modelo 3

O modelo 3 representa a inconsisténcia mais marcante do método BEM, citado por diver-
sos autores como |Adkins e Liebeck| (1994)), Viterna e Janetzke (1982)), [Wilson et al.| (1974))
e [Shen et al.| (2005): pas com solidez finita na ponta. A Figura [27] apresenta a previsao de
distribuicao de coeficientes de tracao e torque.

Tendo em vista que os coeficientes sao o resultado final do célculo, o método BEM mantém
o seu desempenho, sendo que para alguns casos o método conseguiu prever os resultados com
desempenho até melhor que o MVH, como é possivel observar os valores para J = 0,48. De
maneira geral, o BEM se mostra mais consistente. Ressalta-se que o modelo sem correcao de
ponta apresentou um comportamento adverso na regiao da ponta para J = 3.12. O método
prevé um pico e tragao na ponta, que nao condiz com a realidade. A Figura [28] apresenta os
resultados para os coeficientes de sustentagao, arrasto e para o angulo de esteira.

A previsao de Cr(n) e Cp(p), p € [0,1] no modelo 3 manteve-se com comportamento
semelhante ao modelo 1, com os métodos aproximando-se suficientemente bem entre si. No-
vamente, percebe-se um distanciamento com o aumento da razao de avanco. Na Figura
apresenta-se a previsao de angulo da esteira e, consequentemente, do dngulo de ataque para
melhor compreensao do erro relativo aos coeficientes aerodinamicos.

Para o angulo da esteira, o distanciamento préximo a ponta é maior que para o caso do
modelo 1. Repete-se, no entanto, o deslocamento da curva prevista pelo MVH e os demais
métodos baseados em BEM.

Para o modelo 3 a convergéncia dos fatores de indugao na ponta da pa foi mais dificil, che-
gando a ser até impossivel para alguns regimes de operagao. A solidez finita na ponta aparece
como um complicador, levando & necessidade de omissao o célculo da ponta, calculando-se

a pa até a estacao 0,975, como sugerido em |Glauert| (1935) e Wilson et al.| (1974). Essa
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Figura 27 — Previsao dos coeficientes Cr (1), Cq(p) para o modelo 3

é uma abordagem fisicamente mais aceitavel que a sugerida por Adkins e Liebeck| (1994) e

Viterna e Janetzke| (1982)) que atribuem valores arbitrarios para a na ponta. Observando-se
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Figura 28 — Previsao de Cr(u), Cp(p) e ¢(p) para o modelo 3

as Figuras [28 e [30] percebe-se o papel do fator de ponta. Enquanto os valores dos fatores de

inducao levam a um carregamento finito na ponta, a aplicacao da funcao de corregao forga
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Figura 29 — Previsao de ¢(u) e a(p) para o modelo 3

valores de tracao e torque nulos, sumariamente. O modelo de Zhong et al.| (2020) tem como

intuito resolver a inconsisténcia na ponta e consegue fazé-lo com certo éxito, pois melhora
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Figura 30 — Previsao dos valores de a(u), a’(u) para o modelo 3

o desempenho do BEM nas circunstancias de solidez finita na ponta. O MVH manteve o

desempenho acompanhando todas as tendéncias dos valores experimentais.



89

5.1.3 Andlise do Modelo 5

O modelo 5 representa uma pé intermediaria, possuindo uma razao de largura média
(FALK] 1943]). A previsao de distribui¢ao dos coeficientes de tragao e torque ao longo da pa
é apresentada na Figura [31]

O erro de previsao do método é o menor encontrado para os trés modelos analisados. A
geometria do modelo é mais equilibrada, mantendo a raiz e a ponta com dimensoes aproxima-
das. Da mesma forma, a suavidade da ponta minimiza o problema do BEM, possibilitando
a solucao com poucas iteragoes.

Os valores de Cp(p) e Cp(u), i € [0,1] permanecem com mesma qualidade de previsao,
com o erro dos valores de ¢(u), u € [0, 1] aumentando com a razao de avango. Na Figura
apresenta-se a previsao de angulo da esteira e angulo de ataque.

Novamente o MVH prevé uma curva deslocada das demais previsoes com base em BEM.
Esse deslocamento produz maiores angulos de esteira em baixa razao de avanco e menores, no
regime de operagao avaliado. No valor intermediario os valores sao equivalentes para todos
os métodos.

Ainda que a tendéncia de superestimar os valores do coeficiente de indugao axial na ponta
da pa permaneca, no presente caso o BEM comportou-se melhor, aproximando mais os valores

da distribuicao. O MVH permanece identificando as tendéncias e os valores experimentais.

5.1.4 Andlise global do caso NACA TN-183

O MVH se mostrou competitivo para todas as previsoes apresentadas. Em alguns casos,
ambos MVH e BEM (em todas as suas abordagens) compartilharam dificuldades relativas
as limitagoes impostas pela qualidade dos dados aerodinamicos, no entanto, em todas as
previsoes o MVH conseguiu prever com mais precisao a derivada das distribuicoes, ou seja,
tendéncias, pontos de maximo e minimo, com mais qualidade que o BEM.

Com base nos resultados expostos, somente a e ¢, como consequéncia, apresentam desvios
significativos. Estes desvios impactam pouco na previsao de desempenho devido & agao do
fator de ponta que forca a corre¢ao dos valores de desempenho, garantindo que o BEM possa
ser utilizado sem grandes prejuizos em boa parte das aplicagoes de engenharia. O MVH
nao sofre de tal problema tendo em vista que nao calcula F. Na verdade, o MVH resolve o
problema de Goldstein, considerando a esteira como uma sequéncia de vortices concentrados,

entregando o valor de circulagao em cada posicao da pa.
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Figura 31 — Previsao dos valores de Cr(p), Co(p) para o modelo 5
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Figura 32 — Previsao dos valores de CL (1), Cp(u) e ¢(u) para o modelo 5
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Figura 34 — Previsao dos valores de a(u), a/(¢) para o modelo 5
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5.2 Avaliagao do experimento NREL Phase VI

A distribuicao de carga ao longo do raio da pé é apresentada na Figura 35| para o caso de

7m/s. Coeficientes normais e tangenciais, Cr e Cp, respectivamente, foram comparados com

resultados experimentais e CED apresentados em Lénger-Moller, Lowe e Kessler| (2017)).
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Figura 35 — Coeficientes normais e tangenciais. Vo, = 7m/s, Agp = 5, 38.

O presente método superestima os valores dos coeficientes locais na raiz, enquanto subes-
tima quando vai para a ponta. Este é um comportamento comum para métodos de vortice
aplicados a rotores devido a limitagoes no condicionamento de vortice central. O método
utiliza um filamento de vortice linear na posicao central do rotor, desprezando a esteira tran-
siente instavel devido ao cubo e a torre, erro que se propaga ao longo do raio da pa. Nessa
velocidade, o angulo de ataque local é menor que a posicao de estol, condi¢ao na qual os
métodos, seja MVH ou CFD, tendem a ter melhor desempenho. Os métodos BEM tém a
tendéncia de superestimar o carregamento denotando uma previsao de angulo de esteira me-

nor que o MVH e o CFD. O método de Zhong diverge do método de Prandtl, pois ainda
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que ambos sejam baseados em BEM, a relagao entre os coeficientes de influéncia e o fator
de ponta é diferente. O erro local absoluto para os métodos em relacao aos valores expe-
rimentais nao difere significativamente da raiz para a ponta da pa, exceto para a previsao
sem correcao de ponta. Nesta versao, ha uma forte sobrestimativa na ponta. Aumentando a
velocidade do vento livre para 15m/s, conforme apresentado na Figura , é possivel notar

um comportamento diferente.

— MVH ---- Langer-Maller et al. (2017) ——- Zhong  --——-- Prandtl —— Sem Correcao = Experimental
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Figura 36 — Coeficientes normais e tangenciais. V,, = 15m/s, Ag = 2.51.

Para todos os casos, o MVH prevé o coeficiente normal com boa concordancia. O MVH
método pode prever os valores e a curvatura, sendo que mesmo nao pode ser dito sobre os
resultados do CFD, pois a curva fornecida pelo autor nao é suficientemente suave. Para o
coeficiente tangencial o erro aumenta, mas o método ainda prevé as mudancas na direcao
da curva e os valores com erro dentro da mesma ordem de grandeza das previsoes CFD.
Os métodos baseados em BEM tém maiores dificuldades em prever a distribuicao nesta

condicao tendo em vista a dispersao dos pontos ao longo da pa. Ainda que os métodos errem
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significativamente a derivada da distribuicao, o afastamento dos valores absolutos nao é tao
grande. Isso implica em uma suficientemente boa previsao de poténcia mas compromete o
calculo dos carregamentos, prevendo momentos e esforcos cortantes irreais. Para os casos I e
J, o MVH apresentou perda de precisao na previsao dos gradientes, por exemplo, no grafico
de C7, referente ao caso S15, para u = 0,8, o método prevé um gradiente negativo onde uma
inflexao era esperada. Além disso, os valores obtidos por MVH e CFD concordam entre si,
mas ambos tém dificuldades para prever o coeficiente tangencial local.

Também é importante notar que o angulo de ataque aumenta e as nao linearidades devido
aos efeitos de estol sao estimadas com base em dados experimentais para MVH. Dada a torcao,
os casos S e J atingem o angulo de estol mais cedo do que o caso I, aumentando o erro para
essas duas pas para ambos os métodos. Para o caso padrao (I) esse comportamento também
ocorre, porém menos intenso, pois tem a menor extensao travada desses 3 casos. Para 25m/s,

esse efeito tende a ser mais acentuado, conforme apresentado na Figura [37]

— MVH ---. Langer-Moller et al. (2017) ——. Zhong  ----- Prandt! —— Sem Correcao s Experimental
3.0 4 0.04 - 125
2.5 0.02 +

- 2.0; 0.00
L57 -0.02
0 ~0.04 $——— T :

03 04 05 06 07 08 09
25
3.0 4 =1z
2.5 -0.02
2.04

5 ] -0.04 1+

© 1.5 4 1
1.0

] —0.06 +
0.5 ] 1
2_55 0.00-__
2.0 -0.02 +

~ 1.5 1

0 -0.04 +
1.0 1 1
05 1 —0.06 -
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Todos os casos estao possuem uma porc¢ao significativa da pa ja na regiao de pos estol, mas
as previsoes de MVH e CFD continuam a concordar parcialmente. Observe que, para algumas
partes da pé, os métodos previram gradientes opostos, mas os valores sao proximos. Isso se
deve aos erros envolvidos nas aproximagoes da estimativa dos efeitos de viscosidade turbulenta
utilizadas nos métodos. Enquanto o CFD tenta modelar a viscosidade e calcular os efeitos
no dominio, o MVH usa os polares experimentais, estendidos e corrigidos de sustentacao e

arrasto para encontrar o efeito correto na superficie da pa.

5.2.1 Previsao da curva de poténcia

Para avaliar o desempenho geral, os resultados de Yelmule e Vsj (2013)) foram usados.
Reforga-se que para esta secao, os dados experimentais sao os mesmos da se¢ao anterior,
provenientes de Hand et al. (2001). No entanto, os resultados de CFD sao uma aplicacao

diferente do modelo x — w SST, tal como apresentado na Figura [38

12

10

P [kw]

S MVH
Y - Yelmule e Anjuri (2013)
. ——- Zhong i
{— sem Corregao .
Prandtl
Experimental

| |

} }
5.0 75 10.0 125 15.0 17.5 20.0 225 25.0
V [m/s]

Figura 38 — Avaliacdo da previsao da curva de poténcia.

O presente método mostrou uma concordancia satisfatéria com os dados experimentais.
Esperava-se que a geragdo méaxima de energia fosse prevista aproximadamente a 11m/s tanto
para MVH quanto para CFD, suficientemente préximo dos dados experimentais para aplica-
¢oOes praticas, o que e fato aconteceu. O presente método superestima a geracao de energia
para velocidades da corrente livre inferiores a 15m/s, onde o método cruza os valores expe-
rimentais. Os métodos voltam a superestimar a poténcia apos 21m/s. Os métodos baseados
em BEM compartilham erro no ponto de maximo, estimando a velocidade de pico em cerca de

12,5m/s. Os métodos se mostram mais otimistas, com poténcia maxima gerada entre 0, 5kW
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e 1kW acima da estimativa do MVH. A Tabela [4] apresenta os erros para os resultados de
MVH e CFD de Yelmule e Vsj| (2013).

Erro Erro Sem

V EXP Erro CFD  Erro MVH Zhong Prandtl Correcio
m/s [kW] K K K K K
5 2,157 2,0 5,0 3,6 6,6 15,8
7 6,048 0,8 0,9 7,6 5,0 17,9
10 10,088 19,8 14,8 8,3 44,0 18,2
13 9,925 2,0 9,9 20,0 26,1 30,1
15 8,857 7.3 4,9 4,0 13,1 15,3
20 8,346 9,0 3,0 3,6 10,8 17,9
25 11,225 1,5 1,0 10,4 13,1 10,4

Tabela 4 — Resultados de previsao de poténcia e erro absoluto para CFD e MVH

O MVH aproxima bem o comportamento da curva de poténcia, superando o desempenho
dos métodos baseados em BEM em toda a faixa de velocidades analisada. Em relagao ao
CFD, o método acerta mais nos pontos onde as se¢oes estao operando na parte linear do
CL X a, respeitando os limites do MVH. Na maxima eficiéncia, o MVH consegue prever com
mais precisao nao somente o valor, mas também o ponto em que ocorre. Nesta condicao as
pas estao trabalhando na relagado L/D méaxima, o que significa que a magnitude relativa de

Cp é menor do que qualquer outra condi¢ao, reduzindo o erro devido as acoes viscosas.

5.2.2 Andlise do fator de ponta isolado

Para ambos os casos analisados o fator de ponta aparece como um possivel elemento de
separacao entre a qualidade nas previsoes do BEM e do MVH. Para analisar a solugao de
cada método, os valores previstos por|Glauert, (1935) foram calculados, conforme apresentado
na Figura 39|

A proximidade dos valores de F' previstos pelo MVH e experimental é marcante. Isso
nao é uma surpresa, visto que a solucao de Kawada e de Goldstein compartilham a mesma
modelagem, diferindo na solucéo do somatério das series infinitas de Bessel modificadas. E
bem verdade que Kawada e Goldstein tinham o mesmo propoésito, porém, metas diferen-
tes. Enquanto Kawada buscou resolver o problema da hélice completamente a cada calculo,
Goldstein optou por resolver o problema uma vez, criando tabelas de solucao, tal que a cada
necessidade o calculista deveria consultar os valores para a correcao de ponta.

Para um valor de baixa razao de avango, os valores de previsao para MVH e BEM se
aproximam. Com o aumento de J, a distancia entre as previsoes aumenta. A tendéncia de
crescimento na raiz da pa é um efeito impossivel de ser detectado pelo método de fatores

de ponta, independente da forma e metodologia. Faz parte do modelo inicial a premissa
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Figura 39 — Fatores de ponta

que modela a esteira como uma série de vortices semi-infinitos, desprezando os efeitos na
raiz. Também ¢é curioso observar o modelo de correcao de raiz apresentado em Burton

(2001) que simplesmente espelha o fator de ponta, forcando um decaimento da circulagao
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na estacoes mais centrais. Em turbinas edlicas essa consideracao tem certa coeréncia, tendo
em vista que a distancia entre o fim da pa e o hub é grande o suficiente. Em hélices essa
estratégia leva a valores totalmente equivocados do escoamento na raiz. O modelo de Zhong
et al. (2020) apresenta uma distribuigao diferente que aparenta ser menos sensivel a razao de
avang¢o, mantendo valores bem préximos nas diversas razoes de avanco testadas, o que foge
da realidade. A forma da distribuigao se distancia muito da solugao de Goldstein, refor¢ando
a ideia de que as fungoes de correcao de ponta forcam bons resultados em detrimento da

consisténcia fisica.
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6 CONCLUSAO

O presente trabalho apresentou uma investigacao sobre o MVH para avaliar a viabilidade
do método ser utilizado para previsao de desempenho de hélices e turbinas edlicas com foco
no ganho de consisténcia fisica e eliminacao de desvios devido ao uso de fatores de corregao
de ponta. Para isso, uma analise dos modelos tradicionais baseados em BEM foi realizada,
discutindo-se a diferenga entre a aproximacao de uma esteira rigida proposta por Betz no
texto original e na literatura atual. Mostrou-se que a perda de informacao resultou em
afirmagoes equivocadas e modelos sem fundamentacao apropriada.

Reforgou-se que a esteira de Betz é a mais econémica termodinamicamente e, combinando-
se este modelo as afirmacoes de Goldstein, Theodorsen e Wald, a ocorréncia da esteira ri-
gida é uma fase do ciclo de vida da esteira. Contribuiu-se com o modelo de esteira rigida
adicionando-se a conjectura acerca da presenca desta condicao em qualquer regime de opera-
¢ao, sendo a sua posicao a jusante, bem como o seu diametro, proporcionais ao carregamento
do disco, e consequentemente, a eficiéncia.

O MVH foi comparado a métodos baseados em BEM, assim como resultados de CFD,
utilizando dois modelos de turbuléncia kK — w SST RANS. O presente método estimou com
grande precisao os efeitos da pressao, em sua maioria relacionados a sustentacao. Foram
calculados os efeitos da circulacao na superficie das pas, enquanto os efeitos de arrasto foram
obtidos pelo angulo de ataque correspondente & sustentacao. Enquanto o presente método
visa os efeitos de superficie, os métodos CFD visam os efeitos de dominio usando solugoes e
aproximagoes de Navier-Stokes. Métodos diferentes para finalidades diferentes. Os métodos
BEM tem como grande vantagem a simplicidade de implementacao, baixa necessidade de
especializacao, entregando resultados préaticos com boa precisao. Estes métodos falham na
consisténcia fisica e carecem de ferramentas para avaliacao da esteira, o que limita o aco-
plamento do método em rotinas de analise mais aprofundadas. Neste trabalho, os dados
experimentais foram usados para validar o MVH, enquanto o CFD foi apresentado para mos-
trar que para alguns casos, dependendo do escopo da investigacao, ele pode ser substituido
pelo presente método, mais rapido e de menor custo.

Foram apresentados 27 casos referentes a 3 modelos de hélices do NACA TN-1834 com
distribuicao de cordas diferentes. Os modelos testados apresentavam raiz larga e ponta com
corda nula; geometria retangular e ponta finita; e um modelo intermediario, com transicao
suave entre ponta e raiz. Os modelos MVH e BEM, nas abordagens de Prandtl (1923,
Wilson et al.| (1974) e Zhong et al.| (2020) foram usados como referéncia de formas de calculo
do fator de ponta.

Em todos os casos o MVH mostrou desempenho equivalente ou melhor que os demais
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métodos, com o ganho em praticidade na execucao, a despeito da complexidade matemé-
tica. O método é rapido e preciso, mostrando boa concordancia entre os valores previstos
e os experimentais. Os resultados obtidos se mostraram consistentes independente da razao
de velocidades, comportamento propicio para a aplicacao do método. Os métodos BEM,
concorrentes diretos do método, se mostraram mais precisos em baixos carregamentos, com
perda progressiva de precisao em relacao ao aumento de velocidade.

No que tange a analise de turbinas edlicas, dados de tuinel de vento do experimento
NREL Phase VI, bem como os resultados numéricos foram usados para comparar diferentes
métodos para obter a previsao de geracao de energia. Esta comparacao considerou os critérios
de precisao e tempo total de processamento para investigar o modelo de voértice helicoidal
como uma alternativa para o projeto e anéalise da HAWT. O modelo de vortice helicoidal de
Kawada-Hardin (MVH) e dois modelos de turbuléncia £ —w SST RANS foram aplicados e
cada resultado foi comparado. Os resultados de CFD de duas referéncias foram usados.

Para o caso de poténcia de pico, o MVH foi o melhor método avaliado, prevendo a
poténcia com 14,9% de desvio, inferior aos 19,84% previstos pelo CFD (YELMULE; VSJ|
2013). Na previsao da curva de poténcia, MVH apresentou um bom ajuste com erro na
mesma magnitude das estimativas de CFD.

A distribui¢ao de carga da péa foi comparada com o CFD apresentado em [Langer-Moller,
Lowe e Kessler (2017)). O presente método pode prever ndo apenas os valores, mas os gra-
dientes da curva com boa concordancia. Os resultados do CFD estao na mesma ordem de
grandeza do MVH. Esses resultados indicam a adequacao do MVH para projeto e analise de
turbinas edlicas. O presente método teve um desempenho tao bom quanto outros métodos
testados para este caso, com a vantagem de baixo custo computacional e rdpida implementa-
¢ao. No entanto, recomenda-se para trabalhos futuros a aplicagao do método para diferentes
turbinas edlicas e condi¢oes operacionais para entender seu comportamento em diferentes
situacoes.

Também é importante salientar que o método costuma errar mais na previsao de turbinas
eblicas. Chama-se atengao para a avaliagao do NACA TN-1834, onde os dados aerodinamicos
dos perfis foram estimados utilizando o software XFOIL, enquanto para o caso das turbinas
eblicas foram utilizadas curvas experimentais com grande extensao de angulo de ataque de um
mesmo tinel de vento para varios valores de nimero Reynolds, sendo estas curvas fornecidas
no proprio documento (HAND et al., 2001). Esta é uma condi¢ao bem proxima da ideal para
previsoes utilizando métodos de aerodinamica classica.

O MVH necessitou de menor quantidade de se¢oes na sua discretizacao para a obtencao
dos resultados. Ao contrario do BEM, o MVH pode se tornar instavel & medida em que o
numero de se¢oes aumenta. O método se mostrou uma excelente alternativa para o calculo de

desempenho de hélices, o que nao desqualifica o BEM em suas diversas formas. No entanto, o
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MVH tem grande vantagem na sua aplicacao em modelos de esteira e calculo de desempenhos
associados a métodos de otimizacao. Por isso, é importante abordar o problema nas seguintes

frentes:

1. A combinacgao entre o método e a abordagem de Theodorsen. Um modelo de previsao
de diametro da esteira final com base na anélise de Theodorsen e Kawada renderia um
modelo de esteira de baixo custo computacional. Essa linha de estudos teria grande
aplicacao em energia edlica, especificamente no projeto de parques edlicos, bem como

no estudo do propwash.;

2. Uma nova validagao do método com dados experimentais recentes seria importante.
No presente trabalho, os dados experimentais de Reid| (1949)) tém um claro objetivo
tecnologico e nao académico, sendo totalmente desprovidos de valores de incerteza e

niveis de precisao;

3. Avaliar um caso de hélices para o qual haja dados experimentais dos perfis aerodi-
namicos envolvidos. O uso do software XFOIL compromete a precisao e aumenta a
incerteza. Neste mesmo topico, a avaliacao de softwares de maior fidelidade como o

MISES, por exemplo, também sao uma op¢ao;

4. Estudar a diferenca entre o ciclo de vida de uma esteira de uma hélice e uma turbina
eolica para melhor compreender a limitagoes entre os métodos. Wald (2006]) fala sobre o
baixo rendimento dos métodos de vortice na previsao de desempenho de turbinas edlicas,
incluindo-se os métodos de tradicionais de (Glauert| (1935) e o método de [Theodorsen
(1954). Neste ponto o MVH teve um desempenho acima do esperado, donde surgem
os questionamentos sobre como se dé o ciclo da esteira de uma turbina eélica e em que

ponto o MVH modela melhor tal ciclo.
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APENDICE A — ANALISE DE TURBINAS EOLICAS

Turbinas edlicas sao rotores que funcionam convertendo a poténcia aerodinamica do vento
em poténcia de eixo. Possuem grandes dimensoes e sao instaladas no alto de torres com o
intuito de buscar ventos de maior qualidad{] e reduzir a influéncia da orografia, rugosidade
(cobertura do solo) e obstaculos. A relagao de eficiéncia de uma turbina eélica ¢ a capacidade
de converter energia cinética disponivel no vento na érea do rotor em poténcia de eixo. De
forma geral, a eficiéncia de uma turbina edlica é chamada de coeficiente de poténcia, Cp,

como mostrado na Equacao [A.1]

CP _ PConUertida _ WQ (Al)
PDisponivel 1/2/0‘/35
Onde S é a area do rotor. A anélise da curva do coeficiente de poténcia de um aerogerador
¢ uma das informagoes mais relevantes no projeto de parques edlicos e estimativas de produ-
¢ao. Esta curva mostra como o aerogerador converte energia de acordo com a velocidade do

vento.

A.1 Relagoes angulares ao longo da pa

A Figura 40| apresenta a relacao entre os tridngulo de entrada e saida ao longo da pa de

uma turbina edlica.

$1

6

"l

Figura 40 — Triangulos de velocidade em turbinas edlicas. Composicao das velocidades em
uma se¢ao. Em laranja, o tridngulo de velocidades de entrada (a montante). Em
preto, a representacao do triangulo de velocidades de saida (& jusante).

I Termo utilizado para designar ventos de maior e mais constante intensidade, bem como direcio mais

estéavel.
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Wi(pw) = Va2 +Va(n)?, wel01] (A.2)
V;z(ﬂ) = Ve — uz(:u)v ne [07 1] (A3)
V() = wpR+ugln), pe 01 (A4)

Para uma dada posigao p € [0, 1], os angulos da esteira ¢o(p) e ¢1(p), p € [0,1], em
relagdo aos angulos de ataque a(u), p € [0, 1], e de torgao geométrica da pa B(u), p € [0, 1],

sao compostos como apresentado na Equagao |[A.5}

go(n) = Bp) +alw), wel01] (A.5)
a(p) = ae(p) +ai(p), pel0,1] (A.6)

onde a(p), p € [0,1], e (), p € [0,1] sdo os angulos de ataque efetivo e induzido respec-
tivamente e ¢o(u), 1 € [0, 1], caracteriza o tridngulo de entrada da esteira e a geometria do
caso. Nele representa-se a relagao entre o regime de operacao e o angulo de construcao da
pa. O triangulo de saida, sendo ¢;(u), p € [0, 1], o passo da esteira final, ¢ apresentado na
Equagao [A.7}

¢1(p) = B(p) + ac(p), pe(0,1] (A.7)

tal que:
onlp) = aretan (=) e 0.1 (A)

1+ pAgug(p)
pAR — ug(it)/ Voo

¢1(p) = arctan ( ) . pE0,1] (A.9)

A.2 Calculos de desempenho

A forca dQ(u)/pm, p € [0, 1], representa a forga local na diregao tangencial, respectiva-
mente. () é uma quantidade integral e o termo local é usado aqui para destacar que dQ(u)/ s,

u € [0, 1], é definido para uma dada posigao radial adimensional, como na Equagao [A.10]

dQ}EM) = dL(p)sin ¢y () —dD(p) cos (), p € [0,1] (A.10)

A forga axial T tem pouca fungao no calculo de desempenho, sendo utilizada para célculos
estruturais e calculos dinamicos de cargas, bem como na construcao da dinamica de controle.
No entanto, para ambas, o diagrama de forcas numa dada posicao radial pode ser montado,
tal como apresentado na Figura [{I} Tais grandezas podem ser obtidas pela integracao da

distribuicao das variaveis dT" e dQ).
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dD

dL

b1

Figura 41 — Forcas aerodindmicas em uma turbina eélica. Decomposicao da for¢a aerodina-
mica em cada se¢ao da pa. Em laranja vé-se a decomposicao tangencial e axial,

em preto, a sustentacao (dL) e o arrasto (dD), o angulo ¢; sendo o passo da
esteira final.

Utilizando a poténcia local definida na Equagao [2.35}

p= B/L wiR (sin b1 — ‘;IL)((Z)) cos¢1) dL (A.11)
0

Combinando as Equacoes [2.33] [2.35] 2.38] e [A.1T] Cp ¢ tal como apresentado na Equacgao
A 12

Cp =8)g /0 1f(M) {1 — PART (1) — gf((z)) (/MR + ﬂe(ﬂ))] pucpe (A.12)

As variaveis, T'(i) e (), p € [0, 1], podem ser obtidas de maneira similar ao calculo de
hélices.



B.1 Valores de erro relativo para o Modelo 1

APENDICE B — TABELAS DE ERROS

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,35 0,35 0,30 0,45 0.25
0,48 0,30 0,20 0,20 0.20
0,60 0,20 0,13 0,05 0.10
0,71 0,20 -0,10 -0,02 0.08
0,81 0,25 -0,15 -0,15 -0.05
0,89 0,30 -0,25 -0,15 -0.10
0,95 0,35 -0,35 -0,25 -0.20
1,00 -2,40 -0,40 -0,35 -0.25

Tabela 5 — Tabela de erros dos valores de C'r para o modelo 5, J = 0, 407

X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,40 0,40 0,60 0,30
0,35 0,35 0,30 0,45 0,25
0,48 0,30 0,20 0,20 0,20
0,60 0,20 0,17 0,05 0,10
0,71 0,20 -0,05 -0,05 0,05
0,81 0,25 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,30 -0,15 -0,15 -0,10
0,95 0,35 -0,20 -0,30 -0,20
1,00 -2,40 -0,45 -0,35 -0,25

Tabela 6 — Tabela de erros dos valores de C7 para o modelo 5, J = 1,526

X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,40 0,40 0,60 0,30
0,35 0,35 0,30 0,45 0,25
0,48 0,30 0,20 0,20 0,20
0,60 0,20 0,09 0,05 0,10
0,71 0,20 -0,07 -0,07 0,03
0,81 0,25 -0,12 -0,12 -0,02
0,89 0,30 -0,22 -0,12 -0,10
0,95 0,35 -0,25 -0,25 -0,20
1,00 -2,40 -0,50 -0,40 -0,30

Tabela 7 — Tabela de erros dos valores de C'r para o modelo 5, J = 3,219
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X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,25 0,40 0,60 0,30
0,35 0,20 0,30 0,45 0,25
0,48 0,15 0,20 0,20 0,20
0,60 0,10 0,13 0,05 0,10
0,71 0,05 -0,10 -0,02 0,08
0,81 0,10 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,15 -0,25 -0,15 -0,10
0,95 0,20 -0,35 -0,25 -0,20
1,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Tabela 8 — Tabela de erros dos valores de Cg para o modelo 5, J = 0,407

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,25 0,40 0,60 0,30
0,35 0,20 0,30 0,45 0,25
0,48 0,15 0,20 0,20 0,20
0,60 0,10 0,17 0,05 0,10
0,71 0,05 -0,05 -0,05 0,05
0,81 0,10 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,15 -0,15 -0,15 -0,10
0,95 0,20 -0,20 -0,30 -0,20
1,00 0,25 -0,30 -0,35 -0,25

Tabela 9 — Tabela de erros dos valores de Cg para o modelo 5, J = 1,526

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,25 0,40 0,60 0,30
0,35 0,20 0,30 0,45 0,25
0,48 0,15 0,20 0,20 0,20
0,60 0,10 0,09 0,05 0,10
0,71 0,05 -0,07 -0,07 0,03
0,81 0,10 -0,12 -0,12 -0,02
0,89 0,15 -0,22 -0,12 -0,10
0,95 0,20 -0,25 -0,25 -0,20
1,00 0,25 -0,35 -0,40 -0,30

Tabela 10 — Tabela de erros dos valores de C para o modelo 5, J = 3,219
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X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,39 0,49 0,59 16,90
0,35 0,33 0,33 0,45 6,88
0,48 0,28 0,23 0,23 3,93
0,60 0,19 0,16 0,13 2,56
0,71 0,19 -0,04 0,14 1,80
0,81 0,24 -0,04 0,15 1,26
0,89 0,29 -0,05 0,45 0,78
0,95 0,35 0,06 0,90 0,25
1,00 -2,39 nan nan -0,59

Tabela 11 — Tabela de erros dos valores de a para o modelo 5, J = 0,407

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,39 0,68 0,60 3,89
0,35 0,33 0,58 0,45 2,01
0,48 0,28 0,50 0,23 1,20
0,60 0,19 0,53 0,13 0,70
0,71 0,19 0,35 0,11 0,33
0,81 0,24 0,37 0,14 0,02
0,89 0,29 0,67 0,44 -0,24
0,95 0,34 1,20 0,75 -0,49
1,00 -2,39 nan nan -0,84

Tabela 12 — Tabela de erros dos valores de a para o modelo 5, J = 1,526

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,40 0,74 0,62 0,44
0,35 0,32 0,63 0,43 -0,04
0,48 0,27 0,59 0,22 -0,26
0,60 0,18 0,57 0,12 -0,40
0,71 0,18 0,50 0,08 -0,51
0,81 0,23 0,66 0,18 -0,61
0,89 0,28 0,85 0,48 -0,71
0,95 0,33 1,53 0,85 -0,80
1,00 -2,39 n n -0,94

Y

)

Tabela 13 — Tabela de erros dos valores de a para o modelo 5, J = 3,219



X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 -0,11 0,13 -0,98 -0,94
0,35 -0,11 0,10 -0,25 -0,86
0,48 -0,12 -0,00 -0,72 -0,80
0,60 -0,08 -0,07 -0,37 -0,75
0,71 -0,12 0,08 -0,31 -0,63
0,81 -0,12 0,00 -0,18 -0,60
0,89 -0,11 0,13 -0,13 -0,49
0,95 -0,11 0,15 0,10 -0,43
1,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Tabela 14 — Tabela de erros dos valores de a’ para o modelo 5, J = 0,407

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 -0,11 0,13 -0,00 -0,80
0,35 -0,11 0,09 -0,01 -0,70
0,48 -0,12 -0,01 -0,00 -0,65
0,60 -0,08 -0,11 -0,00 -0,61
0,71 -0,13 -0,01 -0,00 -0,48
0,81 -0,12 -0,01 -0,00 -0,41
0,89 -0,12 -0,01 -0,01 -0,35
0,95 -0,11 -0,14 -0,01 -0,39
1,00 -1,88 nan nan nan

Tabela 15 — Tabela de erros dos valores de a' para o modelo 5, J = 1,526

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 -0,10 0,15 0,00 -0,35
0,35 -0,12 0,07 -0,02 -0,12
0,48 -0,12 -0,03 -0,01 -0,05
0,60 -0,09 -0,06 -0,00 0,04
0,71 -0,13 -0,02 -0,00 0,20
0,81 -0,12 -0,02 -0,00 0,29
0,89 -0,12 0,09 -0,01 0,53
0,95 -0,11 -0,03 -0,02 0,40
1,00 -1,88 nan nan nan

Tabela 16 — Tabela de erros dos valores de a' para o modelo 5, J = 3,219
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B.2 Valores de erro relativo para o Modelo 3

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,40 0,40 0,60 0,30
0,35 0,35 0,30 0,45 0,25
0,48 0,30 0,20 0,20 0,20
0,60 0,20 0,13 0,05 0,10
0,71 0,20 -0,10 -0,02 0,08
0,81 0,25 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,30 -0,25 -0,15 -0,10
0,95 0,35 -0,35 -0,25 -0,20
1,00 -15,00 -0,40 -0,35 -0,25

Tabela 17 — Tabela de erros dos valores de Cr para o modelo 5, J = 0,402

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,40 0,40 0,60 0,30
0,35 0,35 0,30 0,45 0,25
0,48 0,30 0,20 0,20 0,20
0,60 0,20 0,17 0,05 0,10
0,71 0,20 -0,05 -0,05 0,05
0,81 0,25 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,30 -0,15 -0,15 -0,10
0,95 0,35 -0,20 -0,30 -0,20
1,00 -15,00 -0,45 -0,35 -0,25

Tabela 18 — Tabela de erros dos valores de Cr para o modelo 5, J = 1,591

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,40 0,40 0,60 0,30
0,35 0,35 0,30 0,45 0,25
0,48 0,30 0,20 0,20 0,20
0,60 0,20 0,09 0,05 0,10
0,71 0,20 -0,07 -0,07 0,03
0,81 0,25 -0,12 -0,12 -0,02
0,89 0,30 -0,22 -0,12 -0,10
0,95 0,35 -0,25 -0,25 -0,20
1,00 -15,00 -0,50 -0,40 -0,30

Tabela 19 — Tabela de erros dos valores de Cr para o modelo 5, J = 3,12
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X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,25 0,40 0,60 0,30
0,35 0,20 0,30 0,45 0,25
0,48 0,15 0,20 0,20 0,20
0,60 0,10 0,13 0,05 0,10
0,71 0,05 -0,10 -0,02 0,08
0,81 0,10 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,15 -0,25 -0,15 -0,10
0,95 0,20 -0,35 -0,25 -0,20
1,00 0,25 -0,25 -0,35 -0,25

Tabela 20 — Tabela de erros dos valores de Cy para o modelo 5, J = 0,482

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,25 0,40 0,60 0,30
0,35 0,20 0,30 0,45 0,25
0,48 0,15 0,20 0,20 0,20
0,60 0,10 0,17 0,05 0,10
0,71 0,05 -0,05 -0,05 0,05
0,81 0,10 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,15 -0,15 -0,15 -0,10
0,95 0,20 -0,20 -0,30 -0,20
1,00 0,25 -0,30 -0,35 -0,25

Tabela 21 — Tabela de erros dos valores de Cy para o modelo 5, J = 1,512

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,25 0,40 0,60 0,30
0,35 0,20 0,30 0,45 0,25
0,48 0,15 0,20 0,20 0,20
0,60 0,10 0,09 0,05 0,10
0,71 0,05 -0,07 -0,07 0,03
0,81 0,10 -0,12 -0,12 -0,02
0,89 0,15 -0,22 -0,12 -0,10
0,95 0,20 -0,25 -0,25 -0,20
1,00 0,25 -0,35 -0,40 -0,30

Tabela 22 — Tabela de erros dos valores de C para o modelo 5, J = 3,12
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X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,39 0,52 0,59 15,14
0,35 0,34 0,36 0,46 6,48
0,48 0,29 0,25 0,24 3,76
0,60 0,19 0,19 0,13 2,46
0,71 0,19 -0,02 0,14 1,71
0,81 0,24 -0,01 0,15 1,16
0,89 0,29 -0,00 0,45 0,67
0,95 0,34 0,13 0,90 0,15
1,00 -14,97 nan nan -0,63

Tabela 23 — Tabela de erros dos valores de a para o modelo 5, J = 0,482

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,39 0,69 0,60 3,95
0,35 0,34 0,59 0,46 2,04
0,48 0,28 0,50 0,23 1,22
0,60 0,19 0,53 0,13 0,71
0,71 0,19 0,35 0,11 0,34
0,81 0,23 0,37 0,14 0,03
0,89 0,28 0,66 0,43 -0,23
0,95 0,33 1,18 0,74 -0,49
1,00 -14,64 nan nan -0,84

Tabela 24 — Tabela de erros dos valores de a para o modelo 5, J = 1,512

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,39 0,70 0,59 0,52
0,35 0,32 0,64 0,44 0,00
0,48 0,28 0,61 0,23 -0,22
0,60 0,18 0,57 0,13 -0,37
0,71 0,18 0,50 0,08 -0,48
0,81 0,23 0,66 0,18 -0,59
0,89 0,28 0,83 0,47 -0,69
0,95 0,33 1,48 0,84 -0,79
1,00 -13,94 nan nan -0,93

Tabela 25 — Tabela de erros dos valores de a para o modelo 5, J = 3,12



X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 -0,11 0,13 -0,67 -0,93
0,35 -0,11 0,10 -0,87 -0,86
0,48 -0,12 -0,00 -0,51 -0,80
0,60 -0,08 -0,07 -0,26 -0,74
0,71 -0,12 0,08 -0,21 -0,63
0,81 -0,12 0,00 -0,15 -0,60
0,89 -0,11 0,13 -0,26 -0,49
0,95 -0,11 0,15 -0,11 -0,43
1,00 -1,08 nan nan nan

Tabela 26 — Tabela de erros dos valores de a’ para o modelo 5, J = 0, 482

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 -0,10 0,14 -0,00 -0,81
0,35 -0,11 0,10 -0,00 -0,70
0,48 -0,12 -0,01 -0,00 -0,65
0,60 -0,08 -0,11 -0,00 -0,61
0,71 -0,13 -0,01 -0,00 -0,49
0,81 -0,12 -0,01 -0,00 -0,41
0,89 -0,12 -0,01 -0,01 -0,35
0,95 -0,11 -0,14 -0,01 -0,40
1,00 -1,08 nan nan nan

Tabela 27 — Tabela de erros dos valores de a’ para o modelo 5, J = 1,512

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 -0,11 0,12 -0,00 -0,40
0,35 -0,12 0,08 -0,01 -0,16
0,48 -0,12 -0,02 -0,01 -0,09
0,60 -0,09 -0,06 -0,00 0,00
0,71 -0,13 -0,02 -0,00 0,15
0,81 -0,12 -0,02 -0,00 0,23
0,89 -0,12 0,09 -0,01 0,47
0,95 -0,12 -0,04 -0,02 0,33
1,00 -1,08 nan nan nan

Tabela 28 — Tabela de erros dos valores de a’ para o modelo 5, J = 3,12
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B.3 Valores de erro relativo para o Modelo 5

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,40 0,40 0,60 0,30
0,35 0,35 0,30 0,45 0,25
0,48 0,30 0,20 0,20 0,20
0,60 0,20 0,13 0,05 0,10
0,71 0,20 -0,10 -0,02 0,08
0,81 0,25 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,30 -0,25 -0,15 -0,10
0,95 0,35 -0,35 -0,25 -0,20
1,00 -2,40 -0,40 -0,35 -0,25

Tabela 29 — Tabela de erros dos valores de Cr para o modelo 5, J = 0,402

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,40 0,40 0,60 0,30
0,35 0,35 0,30 0,45 0,25
0,48 0,30 0,20 0,20 0,20
0,60 0,20 0,17 0,05 0,10
0,71 0,20 -0,05 -0,05 0,05
0,81 0,25 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,30 -0,15 -0,15 -0,10
0,95 0,35 -0,20 -0,30 -0,20
1,00 -2,40 -0,45 -0,35 -0,25

Tabela 30 — Tabela de erros dos valores de Cr para o modelo 5, J = 1,591

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,40 0,40 0,60 0,30
0,35 0,35 0,30 0,45 0,25
0,48 0,30 0,20 0,20 0,20
0,60 0,20 0,09 0,05 0,10
0,71 0,20 -0,07 -0,07 0,03
0,81 0,25 -0,12 -0,12 -0,02
0,89 0,30 -0,22 -0,12 -0,10
0,95 0,35 -0,25 -0,25 -0,20
1,00 -2,40 -0,50 -0,40 -0,30

Tabela 31 — Tabela de erros dos valores de Cr para o modelo 5, J = 3,226



X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,25 0,40 0,60 0,30
0,35 0,20 0,30 0,45 0,25
0,48 0,15 0,20 0,20 0,20
0,60 0,10 0,13 0,05 0,10
0,71 0,05 -0,10 -0,02 0,08
0,81 0,10 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,15 -0,25 -0,15 -0,10
0,95 0,20 -0,35 -0,25 -0,20
1,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Tabela 32 — Tabela de erros dos valores de Cg para o modelo 5, J = 0,402

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,25 0,40 0,60 0,30
0,35 0,20 0,30 0,45 0,25
0,48 0,15 0,20 0,20 0,20
0,60 0,10 0,17 0,05 0,10
0,71 0,05 -0,05 -0,05 0,05
0,81 0,10 -0,15 -0,15 -0,05
0,89 0,15 -0,15 -0,15 -0,10
0,95 0,20 -0,20 -0,30 -0,20
1,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Tabela 33 — Tabela de erros dos valores de Cy para o modelo 5, J = 1,591

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,25 0,40 0,60 0,30
0,35 0,20 0,30 0,45 0,25
0,48 0,15 0,20 0,20 0,20
0,60 0,10 0,09 0,05 0,10
0,71 0,05 -0,07 -0,07 0,03
0,81 0,10 -0,12 -0,12 -0,02
0,89 0,15 -0,22 -0,12 -0,10
0,95 0,20 -0,25 -0,25 -0,20
1,00 0,25 -0,35 -0,40 -0,30

Tabela 34 — Tabela de erros dos valores de C para o modelo 5, J = 3,226
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X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,39 0,49 0,59 17,02
0,35 0,33 0,33 0,45 6,91
0,48 0,28 0,22 0,23 3,94
0,60 0,19 0,16 0,13 2,57
0,71 0,19 -0,04 0,14 1,81
0,81 0,24 -0,05 0,15 1,27
0,89 0,29 -0,05 0,45 0,79
0,95 0,34 0,05 0,90 0,26
1,00 -2,39 nan nan -0,59

Tabela 35 — Tabela de erros dos valores de a para o modelo 5, J = 0,402

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,40 0,70 0,61 3,60
0,35 0,34 0,60 0,46 1,85
0,48 0,28 0,52 0,23 1,09
0,60 0,19 0,54 0,13 0,62
0,71 0,19 0,36 0,11 0,27
0,81 0,24 0,39 0,14 -0,01
0,89 0,29 0,70 0,44 -0,27
0,95 0,34 1,25 0,76 -0,51
1,00 -2,39 nan nan -0,85

Tabela 36 — Tabela de erros dos valores de a para o modelo 5, J = 1,591

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 0,39 0,71 0,60 0,44
0,35 0,32 0,63 0,44 -0,05
0,48 0,27 0,60 0,23 -0,26
0,60 0,18 0,57 0,13 -0,40
0,71 0,18 0,51 0,08 -0,51
0,81 0,23 0,67 0,18 -0,61
0,89 0,28 0,86 0,48 -0,71
0,95 0,33 1,55 0,86 -0,80
1,00 -2.37 nan nan -0,94

Tabela 37 — Tabela de erros dos valores de a para o modelo 5, J = 3,226



X Sem Corregao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 -0,10 0,14 0,40 -0,79
0,35 -0,11 0,10 -0,64 -0,68
0,48 -0,12 -0,01 -0,62 -0,63
0,60 -0,08 -0,11 -0,41 -0,59
0,71 -0,13 -0,01 -0,33 -0,46
0,81 -0,12 -0,01 -0,40 -0,39
0,89 -0,12 -0,01 -0,91 -0,33
0,95 -0,11 -0,13 -0,92 -0,37
1,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Tabela 38 — Tabela de erros dos valores de a’ para o modelo 5, J = 0,402

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 -0,10 0,14 0,40 -0,79
0,35 -0,11 0,10 -0,64 -0,68
0,48 -0,12 -0,01 -0,62 -0,63
0,60 -0,08 -0,11 -0,41 -0,59
0,71 -0,13 -0,01 -0,33 -0,46
0,81 -0,12 -0,01 -0,40 -0,39
0,89 -0,12 -0,01 -0,91 -0,33
0,95 -0,11 -0,13 -0,92 -0,37
1,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Tabela 39 — Tabela de erros dos valores de a’ para o modelo 5, J = 1,591

X Sem Correcao Prandtl Zhong et al. MVH
0,20 -0,10 0,13 -0,00 -0,36
0,35 -0,12 0,08 -0,02 -0,12
0,48 -0,12 -0,03 -0,01 -0,04
0,60 -0,09 -0,06 -0,00 0,04
0,71 -0,13 -0,02 -0,00 0,20
0,81 -0,12 -0,02 -0,00 0,29
0,89 -0,12 0,09 -0,01 0,54
0,95 -0,11 -0,03 -0,01 0,41
1,00 -1,87 nan nan nan

Tabela 40 — Tabela de erros dos valores de a' para o modelo 5, J = 3,226
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