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Resumo

Este trabalho contribuiu com uma implementacao Bayesiana do modelo de regressao
Bessel para dados limitados com estrutura de correlacao espaco-temporal e apresentou
comparagoes abrangentes entre diferentes modelos. Introduzimos trés modelos - My, Ms,
e Mj - que diferem principalmente na inclusao de covariaveis e efeitos temporais. O M,
pode ser considerado uma simplificacao do M, na qual sumarizamos as covariaveis com
medigoes ao longo do tempo (M, usa todas as medi¢oes de tempos distintos). Ambos
M; e M, incorporam os efeitos aleatérios (espacial e temporal) de forma aditiva no
preditor linear explicando a média. Por outro lado, em M3, apenas o efeito espacial é
aditivo e o efeito temporal é introduzido por meio de coeficientes variando no tempo.
Realizamos simulagoes em varios cenarios de méa-especificacao dos efeitos e comparamos
os Vicios Relativos (VRs) das estimativas dos principais parametros. Em casos onde
nao ha informacao sobre a estrutura dos dados, My se mostrou o mais indicado, pois
apresentou ajustes com menores VRs em situagoes de mé-especificacao. No entanto,
quando o analista conhece a forma do modelo gerador dos dados, a utilizacao do modelo
bem-especificado é sempre a melhor opcao, pois obtemos estimativas mais confidveis,
com VRs mais préoximos de zero. Na aplicacao real, utilizamos um indice de democracia
eleitoral como variavel resposta e cinco indices socioeconomicos, ambientais e geograficos
como covariaveis que explicam a média do modelo Bessel. Aplicamos os trés modelos e
analisamos as estimativas a posteriori. Entre as trés propostas, o My com trés covariaveis
apresentou os resultados mais interessantes. As variaveis selecionadas neste ajuste foram
“Indice de Poluentes do Ar por Ano”, “Indice de Tratamento de Residuos” e “Prevaléncia
do Sexo Feminino”. A primeira apresentou uma relacao negativa com a variavel resposta,
enquanto as duas ultimas apresentaram uma relagao positiva, o que esta de acordo com
o esperado. Além disso, observamos um padrao de decrescimento nos valores do efeito
temporal a partir de 2013, o que pode estar relacionado a instabilidades geopoliticas

ocorridas nesse periodo.

Palavras-chave: Modelos Lineares Generalizados. Regressao Bessel. Indice de Demo-

cracia. Modelo Espago-Temporal.



Abstract

This work contributed to a Bayesian implementation of the Bessel regression model for
limited data with a spatiotemporal correlation structure and provided comprehensive
comparisons among different models. We introduced three models - M7, Ms, and Mj -
primarily differing in the inclusion of covariates and temporal effects. M; can be con-
sidered a simplification of My, where we summarize covariates with measurements over
time (Ms uses all measurements from distinct time points). Both M; and M incorporate
random effects (spatial and temporal) additively in the linear predictor explaining the
mean. On the other hand, in Mj3, only the spatial effect is additive, and the temporal
effect is introduced through time-varying coefficients. We conducted simulations in va-
rious misspecification scenarios of the effects and compared the Relative Biases (RBs)
of the estimates of the main parameters. In cases where there is no information about
the data structure, M, proved to be the most suitable as it showed adjustments with
smaller RBs in misspecification situations. However, when the analyst knows the form
of the data-generating model, using the well-specified model is always the best option, as
we obtain more reliable estimates with RBs closer to zero. In the real-world application,
we used an electoral democracy index as the response variable and five socioeconomic,
environmental, and geographical indices as covariates explaining the mean of the Bessel
model. We applied all three models and analyzed the posterior estimates. Among the
three proposals, M, with three covariates yielded the most interesting results. The vari-
ables selected in this adjustment were “Annual Air Pollution Index”, “Waste Treatment
Index” and “Female Prevalence”. The first exhibited a negative relationship with the
response variable, while the latter two showed a positive relationship, which aligns with
expectations. Additionally, we observed a decreasing pattern in the values of the tem-
poral effect from 2013 onwards, which may be related to geopolitical instabilities that

occurred during that period.

Keywords: Generalized Linear Models. Bessel Regression. Democracy Index. Spatial-

Temporal Model.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo de regressao beta, introduzido em Ferrari e Cribari-Neto (2004), é o modelo
dominante para analisar dados limitados. Sua predominancia é reforcada pela facilidade
de reparametrizacao do modelo em funcao da média e da dispersao e pela estimacao
via algoritmo de maximizacdo de expectativa (EM) (Barreto-Souza e Simas, 2017). O
trabalho de Simas et al. (2010) traz uma possibilidade interessante de inserir varidveis
explicativas para avaliar o impacto sobre a média e também sobre a dispersao.

Desde a introducgao da extensao multivariada da distribuicao beta por Ferguson
(1973) - também conhecida como distribuigao de Dirichlet -, foram propostos diversas al-
ternativas para a regressao beta, como a regressao Kumaraswamy (Kumaraswamy, 1980)
e o modelo simplex (Barndorff-Nielsen e Jgrgensen, 1991), contudo, essas opgoes per-
dem caracteristicas importantes quando comparados ao beta, como uma representacao
estocdstica simples, parametrizacao média-dispersao e estimacao de parametros via al-
goritmo EM.

Mais recentemente, diversas propostas para regressao de resposta limitada foram
introduzidas na literatura. Alguns exemplos que modelam a média incluem a distri-
buigao log-Lindley introduzida em Gdémez-Déniz et al. (2014), a distribuicao Lindley-
unitaria, utilizada para modelagem de proporgoes em Mazucheli et al. (2019), a dis-
tribuigao inversa-Gaussiana-unitaria de Ghitany et al. (2019) e a distribuigao log-Bilal
apresentada em Altun et al. (2021). A distribuicao beta retangular apresentada em Bayes
et al. (2012) introduz covaridveis tanto para a média quanto para a precisao, enquanto a
nova classe de distribui¢oes Johnson SB generalizadas (GJS) apresentada em Lemonte e
Bazén (2016) e a distribui¢ao power logit de Queiroz e Ferrari (2023) modelam a mediana
e a dispersao. Além dessas, aplicacoes da distribuicao Birnbaum-Saunders-unitaria, que
modela os quantis, sdo expostas em Mazucheli et al. (2018).

Esta dissertacao ¢ focada na regressao Bessel, que foi introduzida em Barreto-
Souza et al. (2021) como mais uma alternativa ao modelo beta no tratamento de varidveis

limitadas. Segundo os autores, essa é uma distribuicao particularmente atraente na
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modelagem desse tipo de dado, devido a facilidade de reparametrizacao para média-
dispersao e representacao estocastica simples, além disso demonstra maior robustez sob
ma especificacao, quando comparada a beta. O objetivo dessa dissertacao é fazer uma
extensao do modelo Bessel, aproveitando todas as suas caracteristicas e vantagens para
modelar uma variavel limitada.

A distribuicao Bessel tem em seu nucleo uma fungao Bessel do segundo tipo de
ordem 1, o que foi um elemento determinante para a escolha do nome dessa distri-
buigao. Similarmente, a fungao beta esta definida na construgao da distribuicao beta.
A construcao da distribuicao Bessel é definida a partir de uma representacao estocastica
envolvendo duas variaveis aleatorias com distribuicao inversa-Gaussiana. Se Y7 tem dis-
tribuicao inversa-Gaussiana com parametro de escala 1 e de forma o > 0 e Y5 tem
distribuicao inversa-Gaussiana com parametro de escala 1 e de forma 8 > 0, podemos

escrever
a N

Vi + Y,

em que 7 serda uma variavel aleatéria com distribuicao Bessel, tendo parametros a e

A (1.1)

(. Essa representacao estocastica simples é andloga a obtida para a distribuicao beta.
No caso da beta, a distribuicao de Y; e Y5 seriam gamas com escala 1 e forma a e (.
Assim, a regressao Bessel retém todas as principais propriedades da regressao beta que
sao determinadas pela construcao estocastica. Além disso, a distribuicao Bessel se mostra
mais robusta que a beta em termos de ma especificacao do modelo e em aplicagoes reais
(Barreto-Souza et al., 2021). Esses pontos tornam a Bessel uma alternativa atraente para
o tratamento de dados limitados.

Este trabalho tem como objetivo mostrar o desempenho do modelo de regressao
Bessel em problemas com respostas e covariaveis correlacionadas no espaco e no tempo.
Este tipo de analise envolvendo estrutura espaco-temporal ainda nao foi explorado na
literatura sobre regressdo Bessel. Os autores em Barreto-Souza et al. (2021) focaram
no tratamento classico da regressao Bessel com a implementacao de estimacao por algo-
ritmo EM. A literatura de Modelos Lineares Generalizados indica que é analiticamente
e computacionalmente dificil tratar, sob o ponto de vista frequentista, a estimacao de
parametros em uma abordagem espaco-temporal. Problemas de natureza espacial fo-
ram abordados em Kalhori e Mohhamadzadeh (2017) utilizando o modelo de regressao
beta, porém assumindo o paradigma Bayesiano para estimar. Aqui, utilizaremos mode-
los Bayesianos com distribui¢oes a priori pouco informativas ajustados via RStan, que
utiliza um método Monte-Carlo Hamiltoniano (HMC) chamado de NUTS (No-U-Turn

Sampling, Hoffman et al. (2014)) para realizar a amostragem da distribui¢ao a posteriori.
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O HMC é uma instancia do algoritmo Metrépolis-Hastings (MH) com uma evolugao
do processo segundo a dinamica Hamiltoniana (Carpenter et al., 2017). A simulacao usa
um integrador reversivel e que preserva o volume, chamado de integrador leapfrog, para
propor a mudanca para um novo espaco de estados. Essa forma mais complexa de amos-
tragem tem uma grande vantagem em relagao ao MH convencional, ja que os saltos no
espago paramétrico podem ser distantes do valor atual da cadeia, ao contrario do MH,
tornando o HMC mais eficiente que as alternativas. O algoritmo ira funcionar com uma
especificacao do tamanho e do niimero de saltos, porém esta escolha pode trazer proble-
mas se for feita de forma inadequada. Basicamente, o tamanho e o niimero de saltos nao
podem ser grandes, pois isso acarretaria ao amostrador que retornasse ao ponto gerado
na iteragao anterior. A solucao deste problema veio por meio do NUTS que impede esse
“retorno a origem”de acontecer.

Os métodos Bayesianos, que formam o arcabouco tedrico deste trabalho, utilizam
o teorema de Bayes - em formato simples P(#|Dados) < P(Dados|f) P(0) - para calcular
a probabilidade de um evento condicionado aos dados e utilizando informacgoes que ex-
pressam o conhecimento prévio ou incerteza do analista sobre o parametro alvo na forma
de uma distribuicao a priori P(6) (McElreath, 2020).

Dentro do paradigma Bayesiano serao utilizadas técnicas de estatistica espacial
para analisar dados com correlagao geogréfica e ao longo do tempo. O modelo condicional
autoregressivo (CAR) foi introduzido por Besag (1974) para o tratamento de dados de
area com correlagao espacial. No contexto de séries temporais (processo de uma tnica
dimensao), o CAR pode ser escrito como uma representacao do modelo AR(1), ou seja,
autoregressivo de ordem 1. Esse fato sera ttil, ja que utilizaremos a mesma especificagao
para o efeito aleatorio espacial e para o temporal, mudando apenas a forma da matriz de
covariancias em cada caso (espacial e temporal).

O foco de uma regressao Bessel ou beta é explicar uma variavel resposta limitada.
Dados limitados sao encontrados na forma de dados composicionais, indices, proporcoes,
taxas, entre outros. Indices, em particular, tem a propriedade de resumir informacoes
de diversas variaveis em um tunico numero e sao muito importantes para quantificar
informacgoes qualitativas, principalmente quando tratamos de dados socio-econdmicos
(Hauser e Warren, 1997) ou nao mensuraveis, como ocorrem em pesquisas da area de
psicologia (Liu, 1974).

O trabalho desenvolvido nesta dissertacao de mestrado tem como motivagao uma
aplicagao real relacionada ao banco de dados do projeto Varieties of Democracy (V-Dem)
(Coppedge et al., 2022) (Hegediis, 2020). Este projeto desenvolve uma nova metodologia

para medir a qualidade da democracia e seus aspectos associados em mais de 200 paises.
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Os dados se estendem desde os anos 1900, com base em informacgoes histéricas, até a
atualidade. Os indices de democracia calculados pelo projeto se mostram um excelente
objeto de estudo para a aplicagao do modelo de regressao Bessel espago-temporal. Esta
conclusao foi tirada a partir de um teste avaliativo do pacote bbreg (Barreto-Souza et al.,
2021) que compara as regressoes Bessel e beta. Os detalhes sobre os elementos deste teste
serao dados mais adiante.

O banco de dados V-Dem é composto por mais de 470 indicadores, 82 indices
intermediarios e 5 indices chamados de “alto-nivel” (que sdo variaveis limitadas). Neste
trabalho, utilizaremos o indice de alto-nivel Democracia Eleitoral como a variavel res-
posta das modelagens a serem exploradas. Em termos de covaridveis, serao utilizadas
aquelas relacionadas a dados socioeconomicos e geograficos de cada pais e em cada ano
disponivel. Alguns exemplos destes tipos de informacoes sao: a populacao, area, indice
de desenvolvimento humano, produto interno bruto, emissoes de carbono, taxas de na-
talidade e mortalidade, taxas de desemprego, indice de escolaridade, indice de desen-
volvimento industrial, entre outros. Inspirados pela configuracao e pela magnitude das
variaveis disponiveis neste banco de dados motivador, o procedimento de geragao de da-
dos artificiais (para estudos simulados) sera especificado; detalhes serao dados adiante
no texto.

As contribuigoes do presente trabalho para a area de estatistica sao as seguintes:

e Anadlise inédita do modelo de regressao Bessel com estrutura espago-temporal e

baseada na inferéncia Bayesiana.

e Avaliacao de diferentes formas de inserir a estrutura temporal, que podera ser por
meio de efeito aleatério aditivo ou com estrutura de correlagao nos coeficientes do

modelo.

e Andlise de robustez do modelo quanto a presenca ou a auséncia de efeito espaco-

temporal.

e Desenvolvimento de uma aplicagao real com os dados V-Dem nunca explorada via

regressao Bessel.

Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacao de mestrado esta organizada como segue. No Capitulo 2 trata-
remos dos principais conceitos metodolégicos utilizados. Dando foco a defini¢ao tedrica
da distribuicao Bessel e especificacao do modelo de regressao Bessel, assim como des-
crito em Barreto-Souza et al. (2021), especificacdo do modelo espacial autorregressivo
(CAR) e dos modelos de regressao espago-temporais estudados, com a apresentagao das

distribuicoes a priori.
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No Capitulo 3 apresentamos os resultados dos estudos de simulacao. Especificamos
os esquemas de simulagao de dados utilizados, as especificagoes a priori utilizadas na
estimacao dos parametros, descrevemos em detalhes os modelos geradores de dados e as
respectivas estimativas obtidas. Além disso, utilizamos graficos de intervalos HPD e o
Vicio Relativo para avaliar a adequagao do ajuste obtido.

A aplicagdo do modelo em dados reais é feita no Capitulo 4. Ajustamos os mo-
delos apresentados anteriormente a dados extraidos de dois bancos, V-Dem e EPI, que
fornecem, respectivamente, a variavel resposta, Indice de Democracia Eleitoral, e 5 co-
variaveis ambientais e socioeconomicas utilizadas para explicar a média do modelo Bessel.
A selecao do modelo mais apropriado para estes dados foi feita a partir da andlise dos
intervalos HPD e da coeréncia das estimativas obtidas.

No tltimo capitulo, Capitulo 5, expomos as conclusoes obtidas e fazemos um re-
sumo dos principais pontos do trabalho, assim como uma breve perspectiva sobre possiveis

trabalhos futuros a serem desenvolvidos.
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Capitulo 2

Metodologia

O proposito deste capitulo é apresentar alguns conceitos béasicos que serao necessarios
para entender os modelos de regressao e a inferéncia relacionada a eles no contexto
desta dissertacao. E importante salientar que o paradigma Bayesiano sera usado para
estimacao, sendo assim, a funcao de verossimilhanca do modelo proposto e as distribuigoes
a priort dos parametros envolvidos deverao ser especificadas. Na construcao deste texto,
iniciaremos com a apresentacao da distribuicao Bessel, que é elemento chave para definir
posteriormente a regressao. Em seguida, discutiremos alguns aspectos relevantes da
modelagem condicional autoregressiva (CAR) para dados de drea, que ird especificar a
estrutura de dependéncia espago-temporal presente nos dados deste estudo. Finalmente,

iremos escrever a especificagao completa da regressao Bessel espaco-temporal Bayesiana.

2.1 Distribuicao Bessel

A representagao da equagao (1.1) foi utilizada em Barreto-Souza et al. (2021) para
a construcao da distribuicao Bessel a partir de duas distribuicoes inversas-Gaussianas
com parametros de escala 1 e parametros de forma maiores que zero. A definigao for-
mal da distribuicao Inversa-Gaussiana, necessaria para entender sua parametrizagao, ¢é

apresentada a seguir.

Defini¢ao 1. Seja Y uma varidvel aleatoria (v.a.) que seque a distribui¢ao inversa-
Gaussiana, denotamosY ~ IG(«). Sua fungdo densidade de probabilidade é dada por:
« 1 [a?
h(y) = —y > ?ex {—— (—+ )—l—a}, ara > 0.
() Nori Pi s\ Y para y
Na representacgao (1.1), sejam Y7 e Y5 v.a.’s independentes, cada uma com distri-

buicao inversa-Gaussiana tendo parametros de escala 1 e parametros de forma o > 0 e
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B > 0, respectivamente. Como consequéncia desta suposicao, a variavel Z tera distri-

buicao Bessel univariada. A definicao formal desta distribuicao é dada a seguir.
Definicao 2. Se Z tem distribuicdo Bessel, sua densidade € dada por:

Oéﬁea+/8
mz(1 — 2)

f(z) =

1—2z2 z

(2 + (1 —2)5%)" V2K, ( o + ﬁ—2> ., 2€(0,1),

em que K1(-) € a fungdo Bessel modificada do terceiro tipo e de ordem 1. Nesta parame-

trizagao, escrevemos Z ~ Bessel(a, [3).

A presenga da fungao Ki(-) motivou os autores em Barreto-Souza et al. (2021) a
adotarem o nome “Bessel” para esta distribuicao. Outro nome relacionado a este modelo
¢ inversa-Gaussiana normalizada (N-IG) univariada. Em termos de média e variancia,
temos as seguintes expressoes: E(Z) = pu = af(a+ p) e Var(Z) = pu(1 — p)(1 — ¢ +
»?e?E;(¢))/2. Note que E;(¢) é a funcao exponencial integral - definida em Erdélyi (1953)
e Abramowitz e Stegun (1968) - avaliada em ¢ e ¢ dada por E;(¢) = [~ u™le *"du. Essa
fungao ja estd implementada no R pelo pacote expint (Goulet, 2016).

Uma das grandes qualidades da distribuicao beta é a facilidade de reparame-
trizagao da fungao de densidade em termos da média e da dispersao, muito 1til na cons-
trucao de uma regressao pela facilidade de interpretacao dos parametros. Assim como a
beta, a funcao Bessel também é facilmente reparametrizavel considerando explicitamente
a média e a dispersdo. Neste caso, escrevemos Z ~ Bessel(u, ¢) e a densidade associada

é

e w1 — p)ge? Ki(¢Cu(2))
f( ) - 7r(z(1 _ z))3/2 Cu(z)

(2 — )’
z2(1—2)

, 2€(0,1), (2.1)

sendo (,(z) = /1 + , para z € (0,1).
Até o momento nés apenas definimos a distribuicao Bessel e suas parametrizagoes.
Na sequéncia, iremos explicar como a estrutura de regressao ¢ incorporada neste tipo de

modelo linear parametrizado por u e ¢.

Regressao Bessel

A construgao desta modelagem ¢é similar ao que é feito em Modelos Lineares Ge-
neralizados (Ravishanker et al., 2021). Definimos o modelo de regressao Bessel utilizando
a fungao de ligagao para a média (logit). O objetivo da funcdo de ligagao é estabelecer a

conexao entre as covariaveis de interesse e o parametro alvo.
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Definicao 3. Seja Zy, Zs, ..., Z, uma amostra aleatdria tal que Z; ~ Bessel(u;, ¢). Neste
caso, adote que:

logit p; = log(%) =X/k, (2.2)
— Hi

sendo kK = (K1,...,k,) € RP wvetor de coeficientes desconhecidos. Ainda em termos de
notagdo, assuma que X; = (i1, T2, ..., Tip) | 8d0 observagoes de p covaridveis conhecidas.

Finalmente, adote que X representa uma matriz n X p cujo (i,j)-ésimo elemento € x;;.
A log-verossimilhanga do modelo, em fungao de pu; e ¢, é apresentada a seguir.

Definigao 4. Seja 0 = (k',¢) o vetor de parametros. A log-verossimilhanca do modelo

Bessel ¢ dada por

1(6) o< > {log i + log(1 — ;) +1og ¢ + ¢ — log ¢, (i) + log K1(6¢, (21))},

i=1

em que z; € o valor observado de Z;, parai=1,...,n.

Note que na expressao da log-verossimilhanca, os coeficientes de regressao estao
embutidos nos termos p; por meio da funcdo de ligacdo em (2.2). Além disso, veja
que o modelo apresentado até aqui é uma abordagem com efeitos fixos. A modelagem
principal apresentada neste trabalho envolvera uma estrutura espaco-temporal que sera
estabelecida pelo modelo CAR, que é muito aplicado em Estatistica Espacial para dados

de area. A seguir, iremos apresentar alguns detalhes sobre a modelagem CAR.

2.2 Modelo CAR

O modelo autorregressivo condicional - CAR (Besag, 1974; Banerjee et al., 2003;
Cressie, 2015) - é uma extensao do modelo autorregressivo (AR). O AR é comumente
utilizado para explorar dados de séries temporais, enquanto o CAR proporciona uma es-
trutura que serve para estudar dados coletados em um espago com divisao nao homogénea
e fixa de vizinhanga com possibilidade de diferentes quantidades de vizinhos por area.

Considere uma regiao particionada em n sub-regices indexadas por 1,2, ..., n. Essa
colecao de sitios possui um sistema de vizinhanca, {J; : i = 1,...,n}, em que 0; é a colegao

de sub-regices que sao ditas vizinhas da regiao i. O sistema de vizinhancas satisfaz:

Vi, j=1,..,n, temos que j€0;, <= i€0;ei¢ 0.
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Podemos escrever o modelo CAR em termos de uma matriz binaria de vizinhanga
W, em que W;; = 1, se as regioes i e j sao vizinhas e W;; = 0, caso contrario. Escrevemos a
matriz de covariancias como 3 = (Dy, — pW) ™!, em que Dy, = diag{w;,, way, -+, Wny}
¢ uma matriz diagonal contendo o niimero de vizinhos de cada regiao (w;; é o nimero
de vizinhos da regiao 7). Finalmente, p é um escalar incluido para garantir que X seja
inversivel.

A estrutura do CAR é usualmente definida pela distribuicao Normal Multivari-
ada. Importante ressaltar que o caso Gaussiano nao ¢ o tnico tipo de aplicagao, sendo
que a abordagem também pode ser definida para outras distribuicoes da familia expo-
nencial (Banerjee et al., 2003). Neste trabalho, iremos assumir o modelo CAR na versao
Gaussiana apenas. Desta forma, considere que & = (£1,&, -+ ,&.)" é um vetor contendo
variaveis aleatérias coletadas em diferentes regioes de um espago. O modelo CAR Gaus-
siano é estabelecido assumindo que & ~ Np(u, 7¥), sendo p = (pu1, pio, - -+ , piz) " 0 vetor
de médias, ¥ a matriz L x L de covariancias, conforme definida anteriormente nesta
secao, e 7 ¢ um parametro que controla a magnitude da variabilidade.

Ressalta-se, ainda, que o modelo CAR também pode ser definido com p = 1, porém
esta especificacao gera uma versao em que a distribuicao conjunta nao esta bem definida,
visto que a matriz ¥ nao teria inversa e isso nao permite concluir que havera uma Normal
Multivariada para £. Adote que £_; é o vetor £ sem a variavel ;. O modelo sempre fornece
as distribuigbes condicionais de &;|¢_;, porém a versao com p = 1 determinaria apenas o
nicleo da conjunta, sem a constante normalizadora que estabelece uma distribuicao de
probabilidade propria. Nao ha prejuizo em assumir a versao impropria, porém a opcao
prépria (com p # 1) permite uma implementagao da conjunta no programa Stan, o que
¢é atrativo do ponto de vista computacional para este trabalho.

O parametro p deve ser escolhido em um intervalo que envolve o menor e o maior
autovalor de uma matriz diretamente relacionada a 3. O limite inferior deste intervalo é
negativo e o limite superior é positivo. Entretanto, sob o ponto de vista pratico, valores
negativos de p, apesar de possiveis, nao proporcionam uma interpretacao razoavel para o
problema espacial. Temos que &§|€—; ~ N(pd Tcy §i/wit, T/wiy), em que wiy = . wi;.
Perceba que a média da distribuicao condicional é a média dos vizinhos multiplicada
por p. Se p < 0, estariamos dizendo que a observacao na unidade ¢ é negativamente
proporcional a média dos seus vizinhos. Esta ideia nao faz sentido em muitos problemas
praticos, incluindo aqueles investigados nesta dissertacao. Esta linha de pensamento
nos leva a escolher p > 0 e diferente de 1. A escolha de p € (0,1) é bastante usada
na literatura e serd adotada aqui. Existem trabalhos Bayesianos (Areal et al., 2012;

Krisztin e Piribauer, 2021) que estimam p especificando uma distribuicao a priori (e.g.
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a distribui¢do beta). Importante ressaltar que o parametro p nao é facil de estimar. A
inferéncia neste caso pode estar relacionada com uma grande incerteza no intervalo (0, 1).
Além disso, valores de p pouco acima de 0.5 podem ser obtidos no caso de dados sem
dependéncia espacial. O modelo CAR ¢ bastante sensivel ao valor de p. Valores baixos
determinam uma modelagem em que a parte espacial importa pouco. O ideal é assumir
p proximo de 1 para garantir forca da estrutura espacial, principalmente na situagao em
que o pesquisador deseja impor o efeito espacial no modelo. Neste trabalho, nao iremos
colocar incerteza sobre p. Este parametro sera fixado (perto de 1) para impor a presenga
do efeito espacial. Dessa forma, estamos supondo um contexto em que o pesquisador tem

certeza sobre a presenca da dependeéncia espacial.

2.3 Modelo de Regressao Bessel Espaco-Temporal

A modelagem de regressao, a ser estudada aqui, assume que a varidavel resposta,
Z, varia no tempo. As covariaveis em X podem ser observadas para um tnico instante de
tempo ou podem ser registradas em tempos diferentes. Além disso, as unidades amostrais
sao coletadas em um espaco com estrutura de vizinhanca conhecida. A possibilidade de
termos uma aplicagao com covariaveis variando ou nao no tempo motiva a construcao de
dois tipos de modelos considerando a estrutura temporal.

Nesta secao iremos apresentar duas versoes de uma modelagem espago-temporal
para a regressao Bessel. A primeira versao é considerada principal em nosso estudo. Ela
estabelece a estrutura espacial e temporal por meio de dois efeitos aleatorios independen-
tes. A segunda versao também possui um efeito aleatério espacial, porém ela estabelece
a dependéncia temporal nos coeficientes de regressao que variam no tempo; esta opcao s
podera ser usada na situacao em que as covariaveis sao observadas em tempos diferentes.
Iniciamos a secao com a apresentacao da estrutura dos dados e seguimos para a definicao

dos modelos.

Estrutura dos Dados

Os dados serao compostos por uma variavel resposta, Z, e p covariaveis explica-
tivas para a média. Z é medida para cada ponto no espago e em cada tempo, assim,
denotamos uma medida dessa varidvel no sitio [ e tempo t por Z;;. Assuma, também,

que o banco de dados possua p; covariaveis observadas para cada local e tempo, que
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serao usadas para explicar py;. Adote que XJ, = (X5, X5, -+, X2 ,,) T é o vetor dessas

p1lt
covariaveis para o local [ e tempo t. Admita que a base de dados possua p, covariaveis
que sao medidas para cada local [, mas nao variam no tempo. Neste sentido escreva que

Xo = (X, Xopy - - ,XM)T é o vetor de covariaveis nao-temporais para o local [.

Modelo Espago-Temporal Principal

Dentro do contexto Bayesiano, a introducao de efeitos aleatorios em modelos de re-

gressao é feita de forma trivial por meio da funcao de ligacdo. Sejam v = (y1,72, -+ , 7)) "
e d = (01,09, ,07)" dois vetores de efeitos aleatdrios espacial e temporal, respectiva-
mente.

A partir da Defini¢do (3), assuma:
Zy ~ Bessel(py,¢) para le{l,---,L} e te{l,--- T} (2.3)
O parametro de dispersao, ¢, terd distribuicao a priori da forma:

gb ~ Ga(a¢, bqg), (24)

enquanto as covariaveis e os efeitos aleatérios explicam a média como segue:

logit pyy = ko + X.*Jnft + X.Tln. + v + 9, (2.5)
e que K’ft = ("{{m liztv T 7/€;1t>7—7 Ke = ("ilu Ko, -+ 7"ip2>—r' Assuma que k = (K/:ta K'o)'

O modelo Bayesiano hierarquico tera a seguinte distribuicdo a priori para os
coeficientes de regressao:
K ~ Nymy,v.Ip), (2.6)

sendo k = (Ko, Kk, Ke) um vetor de tamanho p, I, a matriz identidade de tamanho p x p
e p=1+p; t+ps um escalar. Note que estamos assumindo independéncia a prior: entre
os coeficientes, incluindo aqueles que sao referentes a tempos distintos, ou seja, K}’s.

Destacamos que o modelo nao esta inserindo uma estrutura de dependéncia tem-
poral “duplicada” pela presenca de uma associacao entre os efeitos d;’s e a presenca de
uma associacao entre os coeficientes que variam no tempo. Consideramos que assumir
para cada regressor variante no tempo um tnico coeficiente para todo t determinaria um
modelo pouco flexivel que assume um impacto constante desse tipo de regressor ao longo
tempo. Perceba que estamos dando liberdade ao modelo para estimar impactos distintos,
porém a associacao temporal sera feita por meio da distribuicao dos d;’s.

Conforme estabelecido na Segao 2.2, vamos utilizar a modelagem CAR para o

efeito espacial v e o AR para o efeito temporal §. No contexto temporal, iremos escrever
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o AR em uma versao estabelecida pelo CAR, sendo que a matriz W apresenta w;; = 1 para
li — j| =1 e w;; = 0, caso contrario. Esta relacdo entre o AR e o CAR ¢é também usada
em outros trabalhos como em Mayrink e Gamerman (2009). Tal opgao de apresentagao
da parte temporal do modelo visa manter a consisténcia notacional em relacao ao que é
feito para ~.

Levando em conta a estrutura do CAR Gaussiano, os efeitos aleatérios espacial e

temporal serao assumidos com a seguinte configuragao a priori:

v ~ N[0, 7 (Dw, — pW,) 7], (2.7)
5 ~ NT[OT,Tg(Dwé—pW5)_1].

Assuma que 0y, é um vetor de zeros de tamanho L. Finalmente, a construcao do modelo
hierarquico é concluida com a especificacao das distribuicoes a priori dos parametros de

variabilidade a seguir:

7, ~ Ga(ay,b,), (2.8)
TS 0~ Ga(a(g,b(;).

A apresentacao completa da modelagem espaco-temporal principal esta finalizada
neste ponto. Destacamos que poderemos explorar versoes deste modelo em que v e/ou &
sao excluidos. Nestes casos de exclusao, simplesmente ignore as distribuicoes a priori in-
dicadas aqui. A seguir, iremos apresentar a segunda versao do modelo na qual assumimos

coeficientes com associacao temporal.

Modelo Espaco-Temporal com Efeito Aleatdrio nos Coeficientes da Regressao

A diferenca fundamental deste modelo para o principal é a auséncia dos efeitos
aleatérios temporais aditivos na equacao que relaciona a média com as covariaveis. Nessa
versao, temos que Z; ~ Bessel(uy, ¢), como anteriormente, mas agora as covariaveis

e os efeitos aleatdrios explicam a média através de uma nova relacao. Sendo assim,

escrevemos:
: * 1 % T

logit = ko + X Kuy + X Ke + i, (2.9)

* * * * T _ T ﬁ

novamente escrevemos Ky, = (Kip, Ky, 5 Ky p) , Ke = (K1, Ko, , Kp,) , para os coefi-

cientes da média. Perceba que o efeito aleatério d; foi removido nesta representacdo em
comparagao com o modelo principal descrito anteriormente.

A inclusao da dependéncia temporal sera realizada pela especificacao a priori
baseada na normal multivariada. Os coeficientes das covariaveis coletadas ao longo do

tempo tém a estrutura temporal dada pelo modelo CAR como segue:

Kie = (Kjp, Kig, i)~ Np[Op, 7o (Dw, — pW,) ™Y, para j=1,2,--- p;. (2.10)

Jje J
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Os demais coeficientes, aqueles que nao variam no tempo, sao modelados por especi-
ficagbes a priori independentes. Assuma que k; ~ N|m,, v,] para j = 1,2, po.

As distribuicoes a priori para o efeito aleatério espacial é idéntica aquela apresen-
tada na Equacao (2.7). Por fim, novamente completamos a construgao do modelo com
as distribuicoes a priori dos parametros de variabilidade que aparecem em (2.7) e (2.10).

Considere:

Ty ™~ Ga’(a%b’y)a (211)

Concluimos aqui a apresentacao do modelo com estrutura temporal para os coefi-
cientes de regressao. Podemos perceber que este modelo admite mais de uma covariavel
com medidas para diferentes tempos. No entanto, no proximo capitulo, vamos explorar
apenas o caso mais simples com X = X7}, ou seja, apenas uma covariavel tem carater
temporal. O estudo mostrado na sequéncia deste trabalho é baseado em dados artificiais,
portanto, vamos definir o esquema de simulacao dos dados e apresentar os resultados

comparativos dos ajustes dos modelos descritos aqui.
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Capitulo 3

Resultados dos Estudos de

Simulacao

O proposito deste capitulo é apresentar um estudo de avaliagao dos modelos descritos
no capitulo anterior levando em conta dados artificiais. Trabalhar com dados artificiais
¢ importante para uma avaliacao de desempenho da modelagem, pois simular dados
permite a vantagem de sabermos os valores reais dos parametros e, consequentemente,
calcular o vicio das estimativas. As segoes deste capitulo irao explicar em um primeiro
momento a maneira com que os dados sao gerados. As analises de desempenho serao

feitas em seguida para diferentes cendrios de geracao.

3.1 Esquema de Simulacao de Dados

Para estudar as propriedades do modelo Bessel espaco-temporal fizemos estudos
de simulagao utilizando as distribuicoes a priori descritas anteriormente. O primeiro
passo foi gerar as covaridveis. Iremos trabalhar com trés tipos de covariaveis explicando
- Seja X3 = (Xiy1, Xi59, -+, X5yp) | um vetor contendo as repeticoes para cada
tempo do valor do primeiro tipo de covariavel, para o local [ = 1,2,--- | L. Cada entrada
deste vetor é gerada da U(—1,1), para todo [, de forma independente. O segundo tipo
de covaridvel Xy é também obtido independentemente da U(—1,1), para cada local [,
porém sem medigoes para diferentes tempos. Finalmente, o terceiro tipo de covariavel
X3, é bindrio, sendo gerado independentemente da Bernoulli(0.5), para cada [ e sem
medicoes para diferentes tempos. Neste estudo, iremos fixar T' = 20 e L = 200.

A geracao dos dados sintéticos levara em conta trés modelos geradores diferentes,

os quais serao denominados My, My e M3. Os modelos geradores M; e M, seguem a es-
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pecificagao espaco-temporal principal, enquanto que o modelo M3 considera a estrutura
espago-temporal com efeito temporal nos coeficientes de regressao. Em M; optamos por
utilizar um modelo simplificado considerando o segundo tipo de covaridvel em substi-
tuicao do primeiro tipo, ou seja, nao ha medidas ao longo do tempo. Sendo assim, foram
geradas 2 covariaveis U(—1, 1). Perceba que em uma situagao prética, o modelo M; seria
usado perante uma sumarizacao das covariaveis do primeiro tipo. Os demais tipos de
covariaveis permanecem sem alteracao. Por outro lado, o M, leva em conta os dados
completos, ou seja, nao aplicamos a sumarizagao de X7;,.

Foram gerados nove conjuntos de dados simulados a partir dos modelos geradores
(Tabela 3.1). Os modelos completos sao denotados como My, My e MY, incluindo os
efeitos aleatorios espacial e temporal na estrutura dos dados gerados. Por outro lado,
os geradores Mfe e Mge produzem dados apenas com o efeito aleatério espacial ~.
Similarmente, os geradores M;<, MJ® e MJ° geram dados com foco exclusivamente nos
efeitos temporais, ou seja, sao modelos sem o efeito espacial introduzido por v para M,

My e M. Ainda temos o modelo M{ 44

, no qual nao hé estrutura de correlacao CAR na
matriz de variancias e covariancias associada aos coeficientes do modelo, estes sao gerados
a partir de distribui¢coes normais independentes e identicamente distribuidas com média
0 e variancia 10. Essa abordagem permite uma andlise abrangente dos efeitos individuais
e combinados dos componentes espaciais e temporais. E possivel explorar o ajuste de
um modelo com um efeito para dados gerados sem esse efeito e vice-versa. A intencao
desta estratégia é examinar as propriedades do modelo principal sob mé& especificacao

dos efeitos aleatorios de tempo e espaco.

Tabela 3.1: Cenarios de geracao de dados com e sem efeitos aleatérios.

Geragao de dados com vy sem
com § MP, MP | M]©, M)°
sem § M?P® | M3® -

com CAR M MJ°
sem CAR MSARS -

Para gerar as matrizes de vizinhangas (W), utilizamos a funcao band do pacote
Matrix (Bates et al., 2022) do R (R Core Team, 2023). Com esta func¢ao é possivel criar
matrizes bindrias banda diagonais necessarias para estabelecer a estrutura de vizinhanga
do modelo CAR. Para esclarecer o que é chamado de matriz banda diagonal neste traba-

lho, considere os exemplos simplificados mostrados na Figura 3.1. A cor vermelha indica
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as entradas da matriz sinalizadas com 1 (ou seja, presenga de vizinhanga). A cor branca
indica as entradas sinalizadas com 0 (auséncia de vizinhanga). A estrutura de vizinhanca
temporal estd representada no Painel (b), correspondendo ao que é estabelecido no pro-
cesso AR(1). O Painel (a) indica que estamos adotando uma estrutura de vizinhanga em

que a maioria das regioes possui 4 vizinhos.

(a) (b)

- - W -
- - - -
< - - < - -
[ORToR - 0 10- -
N ©- - igco— -
M- - ™~- -
00 - - 0 - -
- - o - -
=4 i o L
123456780910 12345678910

Site Time

Figura 3.1: Exemplo de matrizes de vizinhanca de tamanho 10 com 4 (a) e 1 (b) vizinhos.
O painel (b) representa o modelo equivalente ao processo AR(1).

Os efeitos aleatérios v e § serao gerados de suas respectivas distribuigoes a priori,
estabelecidas no capitulo anterior, com a estrutura de modelagem CAR e parametros

T, =75 = T, = 2 ¢ p = 0.9. Neste estudo, iremos considerar a presenga do efeito

Y
aleatério espacial e temporal (geradores M; e M) apenas na estrutura explicativa da
média py;. A possibilidade de estudo considerando o caso em que covariaveis explicativas
estao associadas a dispersao dada por ¢, assim como o impacto de efeitos aleatorios em
o, € indicado ao fim desta dissertacao como um possivel caminho futuro.

Para gerar a variavel resposta Z, utilizamos a Equacao (2.5), com os parametros
de regressao kg = 2, o termo X J,k}, é nulo e Kk, = (1.2, —1.5, —1) para o modelo gerador
M. A primeira covariavel de M, é tinica, sem considerar medigoes para diferentes tempos,
e gerada da uniforme conforme dito anteriormente. Para M, fazemos ko = 2, k), = (3.0,
—-2.1, —-1.2, =3.0, —2.7, 1.8, —1.2, 2.4, 1.5, —2.7, 2.4, —2.4, —3.0, —1.8, —1.8, 2.7, —1.5,
1.5,2.7, —1.2) e ke = (—1.5,—1).

No gerador M3 o efeito aleatério v é obtido exatamente como foi descrito para

My e M,. Lembre que neste gerador nao existe o efeito . A estrutura de dependéncia
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temporal serd estabelecida em M3 pela associagao dos coeficientes de regressao. Adote a

Equagao (2.10) para gerar k3,. Os demais coeficientes sdo kg = 2, k1 = —1.5, kg = —1.

3.2 Especificacoes a priori

Em termos de especificagoes a priori para descrever nossa incerteza inicial sobre
os parametros de cada modelo, considere as escolhas estabelecidas aqui. Em geral, iremos
adotar distribuigoes com variabilidade mais alta e que determinam baixo grau de certeza
do pesquisador.

Nos modelos M; e My, assuma que a,; = a,, = 0.1 ¢ b; = b, = 0.1 determinando
E(r5') = E(1!') = 1 e Var(rs) = Var(r,) = 10 na distribuicdo gama indicada na Equagao
(2.8). Note que esta escolha tem variancia 10, sugerindo um nivel alto de variabilidade,
o que configura uma distribuicao vaga e de incerteza mais alta. Nas especificacoes da
Equagao (2.7) todos os componentes definidos nas distribui¢ées normais multivariadas
sao fixos de acordo com a estrutura espaco-temporal. Conforme discutido anteriormente
na Secao 2.2, iremos adotar p = 0.9 fixado em todos os modelos investigados. A incerteza
a priort sobre os coeficientes de regressao serd descrita pela especificagoes Gaussianas na
Equagao (2.6). Neste caso, faca m, = 0, ¢ v, = 10. Novamente, perceba que a alta
variabilidade ¢é indicada aqui para induzir uma especificacao vaga e de maior incerteza a
PTLOTY.

No modelo M3, considere a,, = 0.1 e b,, = 0.1, ou seja, novamente média 1 e
variancia 10 (priori vaga) na informacao inicial para 7. Assuma também que m, = 0,,
e v, = 10 nas distribuicoes a priori dos coeficientes nao-variantes no tempo; veja o
pardgrafo logo abaixo da expressao (2.10). Todas as demais especificagdes a priori de
parametros existentes em M, M, e Ms, serao exatamente as mesmas conforme descrito

no paragrafo anterior.
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3.3 Ajuste dos Modelos

Para cada banco de dados gerado foram ajustados o modelo completo - com a
presenga de efeito aleatério espacial () e efeito aleatério temporal (6 no caso de M; e
M, e k para Mj) - e modelos sem cada um dos efeitos aleatérios. No segundo cendrio,
ora era ajustado o modelo com efeito temporal e sem efeito espacial, ora o contrario.

Estes modelos de regressao foram ajustados no programa Stan (Carpenter et al.,
2017) pela interface com o R - RStan (Stan Development Team, 2023). Em termo de
configuragao do MCMC (Markov Chain Monte Carlo), devido a dificuldades computa-
cionais para executar o método considerando amostras grandes, realizamos apenas 50
replicagoes dos dados. Cada réplica foi gerada sob as mesmas condigdes - mesmas co-
variaveis e valores reais dos parametros - para cada cendrio. Em cada réplica foram feitas
5 mil iteragoes totais do amostrador NUTS, descartando as 2500 primeiras iteracoes ob-
tidas na fase de adaptacao do algoritmo. A andlise de convergéncia do método MCMC
¢ feita pela inspegao visual da trajetéria das cadeias (Apéndice C!).

Uma medida avaliativa que serda empregada neste estudo para verificacao de de-
sempenho dos modelos é o Vicio Relativo (VR) de cada parametro. No caso genérico,
dizemos que VR(&) = 100 (é — &real)/|&real|] € 0 VR do parametro £, sendo &ea 0 valor
verdadeiro, escolhido na geracao, e é é a estimativa a posteriori. A multiplicacao por
100 ¢é feita para expressar o resultado em termos de porcentagem. Em outras palavras,
o VR indica o quanto a amplitude da diferenca entre o valor real e o estimado repre-
senta em relagao a magnitude absoluta do valor real. Note que o ideal é obter um VR
proximo de zero. Valores positivos sugerem que o parametro £ esta sendo sobrestimado.
Naturalmente, valores negativos indicam que £ esta sendo subestimado.

A seguir iremos iniciar as andlises de cada modelo, comecando pelo modelo Mo,
que é tido como o modelo principal do estudo. Em seguida tratamos do modelo M3, uma
alternativa para evitar o confundimento do efeito temporal com o intercepto do modelo.
Por tltimo ajustamos o modelo M, que é uma versao simplificada do M>, com o intuito

de reduzir o nimero de parametros a serem estimados.

1Serao apresentados apenas os graficos das cadeias para My, os demais cendrios apresentaram padroes
de convergéncia similares.
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Modelo Gerador M: Ajuste com 6 e

Iniciaremos pela analise do modelo espaco-temporal completo e igual ao modelo
gerador dos dados. Nesse contexto, ajustamos o Ms considerando tanto o efeito aleatorio
espacial quanto o temporal em conjuntos de dados gerados a partir do M .

Na Figura 3.2(a) temos os bozplots dos VRs do efeito aleatério temporal para
a unidade de tempo definida nos dados. Nao ha grandes diferencas entre os VRs dos
tempos sob avaliacao. Todos os boxplots estao centrados em zero e apresentam o segundo
e terceiro quartis entre -200% e 200%. Obtivemos um resultado semelhante para o efeito
aleatério espacial, Painel (¢). Contudo, no caso de =y, houveram alguns sitios cujos vicios
relativos alcancaram valores da ordem de 10%, mas, por se tratarem de outliers, nao estao
representados na Figura 3.2.

O Painel (b) mostra os bozplots dos coeficientes . Neste caso, coeficientes as-
sociados a varidvel medida no tempo sao representados pelos Segmentos V; ao Vo9, O
coeficiente da varidvel uniforme com medida unica é representado pelo Segmento V.
Finalmente, o coeficiente da variavel binaria é indicado pelo Segmento Va5 € o intercepto
(ko) ¢ relacionado a Va3. Aqui notamos VRs muito menores em rela¢do aos VRs dos
efeitos aleatérios, entre -20% e 20% para todos os coeficientes (exceto kg entre -40% e
40%). Notavelmente, kg possui uma dificuldade intrinseca para ser estimado devido a
natureza aditiva dos efeitos aleatorios, o que pode acarretar confundimento entre estes e
o intercepto do modelo. A variavel bindria também apresentou VR ligeiramente superior
as demais, o que é esperado devido a sua natureza discreta assumindo apenas dois tipos
de valores.

A existencia de confundimento entre o intercepto e um efeito aleatorio é comum
em modelos mistos de regressao, como o proposto nesta dissertacao. Este confundimento
é expresso por uma sobrestimacgao do intercepto e a consequente subestimacao do efeito
aleatorio. Alguns autores trabalhando nesta area preferem um ajuste sem intercepto,
considerando que esse elemento sera incorporado pelo efeito aleatorio; ver, por exemplo,
Neuhaus e McCulloch (2006), Schielzeth (2010), Neuhaus e McCulloch (2011) e Barr
et al. (2013). Na presente dissertagao, iremos incluir o intercepto e recomendar ao leitor
que tenha cuidado com a possibilidade de haver maior vicio na sua estimagao. Este vicio
nao prejudica a estimagao dos demais coeficientes atrelados a covaridveis (principalmente

se forem continuas). Estes aspectos serao confirmados em nosso estudo simulado.
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Figura 3.2: Boaplots dos VRs das estimativas para o gerador My e ajuste com § e 7.
Painel (a): boxplots dos VRs das medianas a posteriori do efeito aleatério temporal.
Segmentos V1 — V20 correspondem aos tempos. Painel (b): bozplots dos coeficientes,
sendo que V1 — V20 correspondem aos VRs dos 20 coeficientes associados as medidas
no tempo, V21 a variavel uniforme de medida tnica, V22 a variavel binaria e V23 ao
intercepto. Painel (¢): bozplots do efeito espacial, V'1 — V200 representa os 200 sitios.

Os VRs das medianas a posteriori dos parametros de variancia da estrutura CAR
para os efeitos aleatérios, 75 e 7., bem como para o parametro de dispersao, ¢, sao exibidos
na Figura 3.3, Painéis (a),(b) e (¢), respectivamente. Observa-se que o VR de 75 apresenta
um histograma assimétrico que varia de -50% a 100%, com maior nimero de medidas
negativas. Isso sugere uma tendéncia a subestimacao desse parametro, o que pode ser
resultado, mais uma vez, dos desafios encontrados na estimacao do intercepto do modelo.
Em contrapartida, o VR de 7, varia entre -20% e 20%, com distribuicao simétrica em
torno de zero. No Painel (¢), o VR de ¢ flutua entre -10% e 5%, com moda préxima
a zero, mas maior numero de medidas positivas, demonstrando uma leve sobrestimacao

do parametro. Contudo, com um VR absoluto inferior a 10%, é possivel dizer que na
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comparagao com outros parametros da modelagem, temos maior aproximagao para o

valor real de ¢.
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Figura 3.3: Histogramas dos VRs das medianas a posteriori dos parametros de variancia
do CAR para os efeitos aleatérios temporal, Painel (a), e espacial, Painel (b). O
parametro de dispersao da regressao Bessel, ¢, também é explorada no Painel (c¢). Gera-
dor My e ajuste com 6 e 7.

Esse ajuste completo apresentou VRs absolutos elevados para vy e §, acima de 500%
algumas vezes, mas, no geral, o consideramos um ajuste adequado, ja que os parametros
de regressao mostram uma boa aproximacao ao valor real. Perceba que os VRs absolutos
sao menores que 10% para a grande maioria dos x’s. Temos, também, VRs abaixo de 40%
para os parametros que sao notoriamente mais dificeis de serem estimados, o intercepto
do modelo e a variavel bindria, Segmentos V53 e Voo, respectivamente. Nas préximas
secoes vamos analisar situacoes de modelos mal-especificados e comparar os resultados
com o ajuste obtido aqui para a modelagem bem-especificada. Essa estratégia é essencial
para entendermos a importancia de estimar os efeitos aleatérios no modelo de regressao

Bessel e justificar sua introducao na modelagem.

Modelo Gerador M;S@: Ajuste com ¢ e v
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Nessa secao faremos a andlise de um modelo que leva em conta ambos os efeitos
aleatérios ajustado a dados gerados por M®. A Figura 3.4(a) mostra as medianas a
posteriori do efeito temporal, d, ja que nao é possivel calcular o VR para esse parametro
dado que os valores reais sao zero. Observando as medianas a posterior: de ¢ notamos
valores absolutos de no méximo 2 x 107%, o que é claramente perto de 0. Podemos
dizer que o modelo consegue capturar bem a auséncia do efeito temporal nos dados.
Considerando agora o efeito aleatdrio espacial, v, temos resultados parecidos com o caso
da segao anterior, com VRs entre -500% e 500% e os segundo e terceiro quartis entre
—200% e 200%, como visto na Figura 3.4(b). E possivel concluir que o modelo M,
nao teve prejuizo quanto a estimagao de vy ao tentar ajustar dados com auséncia de
5. Em termos dos coeficientes , Painel (c¢), percebemos que neste ajuste o VR do
intercepto (Segmento Va3) foi consideravelmente menor do que aquele na Figura 3.2(b),
por volta do intervalo entre -20% e 20%. Este resultado é uma implicacado da remocao
da fonte de confundimento dada pela conexao existente entre kg e o efeito 9. Em outras
palavras, o M, é capaz de fornecer melhor aproximacao para o intercepto quando d nao
estd presente. Os demais coeficientes de regressao tiveram VRs muito semelhantes aos
exibidos na Figura 3.2(b), logo a auséncia do efeito 6 nos dados nao parece ter impacto

sobre coeficientes que multiplicam covariaveis.



3.3. Ajuste dos Modelos 37

(a) (b)
S |
g (=]
8 T : = — & T T
ég . ‘vﬁ@J”"TW’NQ :Z | 1 WWW
R R R = o i e E L
u s e i .
o
3 g
o - & " !
5 \)1 ‘ \}3 ‘ VIS ‘ VI'/' I VIQ‘ IV“IZ‘ ‘V%5‘ lVI18‘ ‘ V1 V22 V48 V70 V94 V120 V148 V176
& ¥
(c)
g =
& 1 TT
a5 _ _ i
£ o _}%%é%%%%é%%éf%%%%%%$aﬂﬂ
> ez
§ o
9.* i

Vi V4 V7 Vi0 VI3 Vie Vi9 Va2
K

Figura 3.4: Boaplots para o gerador MJ® e ajuste com & e ~. Painel (a): boxplots
dos VRs das medianas a posteriori do efeito aleatério temporal. Segmentos V1 — V20
correspondem aos tempos. Painel (b): bozplots do efeito espacial, V'1—V200 representam
os 200 sitios. Painel (c¢): bozplots dos coeficientes, sendo que V1 — V20 correspondem
aos VRs dos 20 coeficientes associados as medidas no tempo, V21 a variavel uniforme de
medida tunica, V22 a variavel binaria e V23 ao intercepto do modelo.

No que diz respeito aos parametros 7, e ¢, observamos na Figura 3.5 que ambos
tem VR menor que no modelo bem-especificado, sendo que o VR da mediana a posterior:
de 7,, Painel (a), varia entre -20% e 20% e o de ¢ entre -4% e 4%. Essa melhora nas
estimativas desses parametros de variancia esta relacionada a exclusao do efeito temporal
na geracao dos dados simulados. A auséncia do efeito d contribui para uma menor
“distor¢ao” em termos de variabilidade introduzida aos dados. O M, consegue detectar
bem a auséncia de ¢ e perante um banco simulado com menos fontes de variacao, esse
modelo mostra uma boa capacidade de adaptacao atingindo melhores estimativas para
7, e ¢. Por outro lado, o parametro de variancia 75 nao mostrou estimativas absolutas
superiores a 1.5 x 1074, o que era de se esperar, j4 que o modelo reconheceu corretamente

a auséncia de 4 nos dados.
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Figura 3.5: Histogramas dos VRs das medianas a posteriori dos parametros de variancia
do modelo CAR do efeito aleatério espacial, Painel (a), e do parametro de dispersao da
regressao Bessel, ¢, Painel (), para o gerador MZ® e ajuste com d e 7.

Esta andlise do ajuste My mal-especificado indica que nao ha perda em ajustar o
modelo completo, isto é, que estima v e 9. E possivel notar que se nao houver a presencga
do efeito aleatorio temporal, o modelo vai estimar este efeito préximo de zero, tendo ainda
a vantagem de conseguir atingir melhores estimativas para ¢. Além disso, nesse ajuste
mal-especificado obtivemos VRs absolutos menores do que no modelo bem-especificado,
o que pode ser devido a menor variancia presente nos dados do primeiro em relacao ao

segundo.

Modelo Gerador My: Ajuste sem J e com 7y

Nessa secao vamos ajustar o My apenas com efeito aleatério espacial, v, em dados
gerados a partir do gerador My’. Neste caso, o modelo para ajuste também é dito mal-
especificado, por nao levar em conta o efeito temporal presente nos dados.

Na Figura 3.6 temos os bozplots dos VRs do efeito aleatério espacial, Painel (a), e
dos coeficientes de regressao, Painel (b). Nao é possivel notar grandes diferengas nos VRs
de v em relagdo ao que foi exibido nas Figuras 3.2(c) e 3.4(b). Contudo fica claro que o
modelo tem dificuldades de estimar os coeficientes. A maioria dos boxplots do Painel (b)
nao abrange o zero e possui mediana préxima de -50% ou 50%, o que denota grande vicio
na estimacao. Em conclusao, este resultado mostra claramente que ha grande prejuizo em
ajustar o modelo sem o efeito § perante dados que apresentam estrutura de dependéncia
temporal. O leitor deve ficar, entao, atento ao fato de que o estudo desenvolvido aqui
sugere que o modelo M, completo (com § e v) deve ser a primeira op¢ao para a modelagem
de dados, pois héd grande risco de vicio elevado quando a versdo mais simples (sem ¢) é

aplicada.
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Figura 3.6: VRs das medianas a posteriori do gerador My e ajuste sem & e com 7.
Painel (a): bozplots do efeito espacial, V'1 — V200 representam os 200 sitios. Painel (b):
boxplots dos coeficientes de regressao, segmentos V' 1 — V20 correspondem aos VRs dos 20
coeficientes associados as medidas ao longo do tempo, V21 a varidvel uniforme de medida
Unica, V22 a variavel bindria e V23 ao intercepto do modelo. Histogramas dos VRs dos
parametros de variancia do modelo CAR do efeito aleatério espacial (7,), Painel (c), e
do parametro de dispersao da regressao Bessel, ¢, Painel (d).

Na Figura 3.6(c) os VRs do parametro 7, estao consistentemente negativos, vari-
ando entre -90% e -30%), enquanto na Figura 3.6(d), os VRs do parametro de dispersao,
¢, variam no intervalo de -100% a -95%. Em ambos os casos, observa-se uma consi-
deravel subestimacao desses parametros. Esses resultados eram previstos, uma vez que
esse ajuste nao leva em consideracao a importancia da correlagao temporal presente nos
dados. A conclusao é que ajustar o M, sem § para dados contendo o efeito temporal nao
¢é recomendado. Reiteramos que o analista estara mais seguro em termos de estimagao

quando trabalhar com o modelo completo contendo §.

Modelo Gerador M,°: Ajuste com J e y

Nessa secdo analisaremos o caso em que os dados sao gerados do M) sem efeito
espacial v, mas ajustamos o modelo completo, contendo efeito espacial e temporal. Assim

como no primeiro ajuste realizado para o My, Figura 3.2, os VRs de §, Figura 3.7(a),
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tém os quartis centrais na faixa entre -200% e 200%. Ja os VRs dos coeficientes k, Figura
3.7(b), apresentam VRs muito préximos de 0, inclusive aqueles associados as covaridveis
com apenas uma medida, Segmentos V5 e Vs, que possuiam VRs mais altos no caso
completo. Contudo, os VRs do coeficiente associado ao intercepto ficaram entre -60% e
50%, que é semelhante ao caso completo bem-especificado. Em termos de 75 e ¢, Figuras
3.7(c) e 3.7(d), também observamos uma redugao no intervalo dos VRs em relagao ao
modelo bem-especificado. Além disso, os parametros associados a variagao espacial, v e
7, tiveram estimativas muito préximas de 0, menores que 1073, Assim como no caso em
que ajustamos o modelo completo em dados gerados sem efeito temporal, observamos
uma reducao expressiva nos VRs de quase todos os parametros estimados. Isso pode ser
novamente atribuido ao fato de termos excluido uma forte fonte de variagao na geragao dos
dados. Portanto, o ajuste completo se mostrou competente em recuperar os parametros
do modelo mesmo na auséncia de um dos efeitos aleatérios na geracao dos dados. Neste
caso, foi estimada uma correlagao espacial como zero e os demais parametros com menor
incerteza em relacao ao caso gerado com ¢ e v, Figura 3.2. Em resumo, o My completo

tem bom comportamento perante dados sem o efeito espacial.
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Figura 3.7: VRs das medianas a posteriori do gerador M) e ajuste com § e v. Painel
(a): boxplots do efeito aleatdério temporal. Segmentos V1 — V20 correspondem aos tem-
pos. Painel (b): bozplots dos coeficientes, sendo que V1 — V20 correspondem aos VRs
dos 20 coeficientes de regressao associados as medidas ao longo do tempo, V21 a variavel
uniforme de medida tUnica, V22 a variavel binaria e 123 ao intercepto do modelo. Histo-
gramas dos VRs dos parametros de variancia do modelo CAR do efeito aleatério espacial
(75), Painel (c), e do parametro de dispersao da regressao Bessel, ¢, Painel (d).

Modelo Gerador My’: Ajuste com § e sem 7y

A Figura 3.8 mostra as estimativas do modelo mal-especificado em que ajustamos
M, sem a presenca do efeito espacial em dados gerados por My’. O efeito temporal estd
no modelo gerador e no modelo de ajuste. Nesse caso, obtivemos resultados praticamente
idénticos aos observados na situagao em que o M, nao estima a parte temporal §, Figura
3.6. Perceba a alta amplitude dos VRs no Painel (a) e os bozplots em patamares longe
de zero no Painel (b). Os parametros 75 e ¢ estdo claramente subestimados, conforme
indicam os VRs negativos nos Painéis (c¢) e (d). Ressaltamos, mais uma vez, que o
modelo sem a presenca de um dos efeitos aleatorios nao tem um ajuste satisfatério. Logo

¢é recomendada a utilizagao do modelo completo nas analises.



3.3. Ajuste dos Modelos 42

(a) (b)
gl lilriilile] T..7 . "l o e deeed @S
c:‘; i D H Q ;\‘? o = — 4> %
— O =g - - -
: HHFHEBBBQQEHHBHEE EE t=c @ |
g _+ e Pl 3 | ] o ] i
Vi V3 Vs V7 Ve vi2 Vis vig C w1 va vz Vio viz vie vie v2e
& K
(c) (d)
o
o o
: :
> > =2
2 =) a b
88 a N -
g _m n T
S &0 60 -40 20 0 975 970 965 960 955 -950
VR(%) T VR(%) ¢

Figura 3.8: VRs das medianas a posteriori do gerador My’ e ajuste com J e sem . Painel
(a): boxplots do efeito aleatério temporal. Segmentos V1 — 120 corresponde aos tempos.
Painel (b): bozplots dos coeficientes. Segmentos V1 — V20 correspondem aos VRs dos 20
coeficientes associados as medidas ao longo do tempo, V21 a variavel uniforme de medida
Unica, V22 a variavel bindria e V23 ao intercepto do modelo. Histogramas dos VRs dos
parametros de variancia do modelo CAR do efeito aleatdrio espacial (75), Painel (c), e
do parametro de dispersao da regressao Bessel, ¢, Painel (d).

Terminamos aqui a andlise dos cenérios envolvendo dados gerados por M, e ajus-
tados também por M,. A seguir trataremos dos ajustes de M3 a dados provenientes do

gerador Msj.

Modelo Gerador My’: Ajuste com v e Dependéncia Temporal em x

Nessa segao, trataremos da andlise do modelo ajustado em dados gerados por My .
Esse modelo nao possui o efeito aleatério temporal §, em contrapartida, introduzimos a
dependéncia no tempo a partir de uma estrutura de correlagao aplicada aos coeficientes
da regressao, k.

Observamos na Figura 3.9 os boxplots do efeito espacial, ~, e dos coeficientes
k, Painéis (a) e (b), respectivamente. Assim como no caso em que aplicamos o M,
completo em dados gerados por My, Figura 3.2, os dois quartis centrais dos VRs de

estao entre -200% e 200%, contudo, hd uma mudanca drastica nos VRs dos elementos
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de k. Os coeficientes associados a variavel medida ao longo do tempo, Segmentos V;
ao Vg, apresentam VRs entre -600% e 600% com os quartis centrais entre -200% e
200%, enquanto os coeficientes de varidveis com medidas tnicas, Segmentos Va1, Vao
e Va3, tiveram estimativas entre -20% e 20%, semelhante ao que ocorreu para Ms. E
importante frisar que este modelo nao apresenta as mesmas dificuldades na estimativa
do intercepto que Ms, ja que o efeito aleatorio temporal nao é introduzido de forma
aditiva, evitando que haja confundimento com o intercepto. O aumento dos VRs das
estimativas de k (comparando com M;) era esperado, ji que esses coeficientes agora

contemplam a estrutura de correlacao temporal do modelo.
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Figura 3.9: VRs do gerador M$ e ajuste com 7 e dependéncia temporal em x. Painel (a):
bozplots do efeito aleatdrio espacial, segmentos V1 — V200 representando os 200 sitios.
Painel (b): bozplots dos coeficientes, onde segmentos V1 — V20 correspondem aos VRs
dos 20 coeficientes associados as medidas ao longo do tempo, V21 a variavel uniforme de
medida tnica, V22 a variavel binaria e V23 ao intercepto do modelo.

Na Figura 3.10(a) os VRs do parametro 7, estao entre -60% e 60% com moda por
volta de -30%, valores semelhantes aqueles encontrados para 75 em M. Ja 7, Figura
3.10(b), apresenta os VRs entre -25% e 20%, que também é semelhante aos valores do
M, bem-especificado, Figura 3.3(b). J& na Figura 3.10(c), os VRs do parametro ¢ estao
centrados em 0 e dentro do intervalo entre -10% e 10%. Portanto, nao hé grandes
diferencas entre os modelos My e M3 bem-especificados no que diz respeito aos VRs dos

parametros de variancia dos efeitos aleatérios e do parametro de dispersao.
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Figura 3.10: Histogramas da distribuicao dos VRs para os parametros de variabilidade 7,
7, e ¢, Painéis (a), (b) e (c), respectivamente. Gerador My e ajuste com 7 e dependéncia
temporal em k.

Finalizamos aqui a andlise de desempenho do M3 bem-especificado. A préxima
secao deste estudo considera os resultados da modelagem M; com ma-especificagao ocor-

rendo no sentido de ignorar a dependéncia temporal existente nos dados.

Modelo Gerador M: Ajuste com v e sem Dependéncia Temporal em &

Nessa secio, examinaremos o cendrio em que os dados sdo gerados de M5, mas
o modelo estima os coeficientes xk assumindo que eles sao independentes. Os VRs desse
modelo mal-especificado sdo apresentados na Figura 3.11. No Painel (a), os VRs de ~
exibem uma ampla variacao, com o primeiro e o segundo quartil entre -500% e 500%.
Além disso, as medianas dos VRs apresentam valores absolutos acima de 200% em vérias
instancias. J4 no Painel (b), é notavel a sobrestimagao dos coeficientes de regressao, ,
com medianas dos VRs em torno de 200%, com excecao do intercepto, cuja mediana
estd em torno de -100%. A subestimacdo do intercepto ocorreu diante de um ajuste

assumindo independéncia no tempo para dados correlacionados no tempo.
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Figura 3.11: VRs do gerador M$ e ajuste com ~y e sem dependéncia temporal em . Painel
(a): bozplots do efeito aleatdrio espacial. Segmentos V'1—1200 representam os 200 sitios.
Painel (b): bozplots dos coeficientes, onde segmentos V1 — V20 correspondem aos VRs
dos 20 coeficientes associados as medidas ao longo do tempo, V21 a varidvel uniforme
de medida unica, V22 a varidvel bindria e V23 ao intercepto do modelo. Histogramas
dos VRs do parametro de variancia do efeito espacial (7,), Painel (¢), e do parametro de
dispersao do modelo Bessel (¢), Painel (d).

No que diz respeito ao parametro de variancia de 7, 77, observamos VRs centrados
em 100% variando entre cerca de 20% e 180% (ver Painel (c)). J& os VRs de ¢ sao
negativos e variam entre -100% e -80%, com moda em -95% (Painel (d)). Em ambos
os casos os VRs estao muito grandes, em valores absolutos, na comparacao com o que
observamos no modelo bem especificado, conforme a Figura 3.10 (b) e (c¢).

Mais uma vez, torna-se evidente que ocorrem perdas significativas na estimagao
quando nao consideramos a presenca da correlagao temporal do modelo, principalmente
no caso My. Nesse cendrio, a falta da informacao temporal acarretou em VRs muito
maiores do parametro k e até mesmo do efeito aleatério espacial, v, em relagao aos VRs

dos casos mal-especificados de M.

Modelo Gerador Mgc ARS: Ajuste com 7 e Dependéncia Temporal em «
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M?)C ARS " em que geramos dados sem qualquer cor-

Tratamos agora do cendrio
relacao temporal, mas ainda com ~ e ajustamos o modelo completo, que estima a cor-
relacao temporal via modelo CAR nos coeficientes x e a correlacao espacial por meio de
7. Nesse contexto podemos avaliar se o M3 com CAR (com dependéncia temporal entre
coeficientes) é robusto mesmo na auséncia de correlagdo temporal nas covariaveis.

Notamos, pela Figura 3.12, que os VRs de 7 e k, Painéis (a) e (b), respectivamente,
sao muito semelhantes aqueles do caso bem especificado, Figura 3.9. Isso demonstra que

o modelo estima corretamente os coeficientes mesmo que estes nao possuam correlacao

temporal.
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Figura 3.12: VRs para o gerador Mgc ARS 6 ajuste com v e dependéncia temporal em k.
Painel (a): bozplots do efeito aleatério espacial, onde segmentos V'1—1200 representam os
200 sitios. Painel (b): bozplots dos coeficientes, os segmentos de V1 — V20 correspondem
aos 20 coeficientes associados as medidas ao longo do tempo, V21 a variavel uniforme de
medida tnica, V22 a variavel binaria e V23 ao intercepto do modelo.

Assim como 7 e k, os demais parametros também obtiveram VRs muito similares
ao cendrio bem-especificado. O parametro 7, estimado aqui tem uma distribuicao entre
-25% e 20%, praticamente o mesmo histograma do caso bem-especificado. Contudo,
obtivemos uma dispersao maior dos VRs de 7, quando comparamos a Figura 3.10(a).
Além disso, os VRs de ¢ estao entre -6% e 7%, um intervalo ligeiramente inferior ao caso

bem-especificado.
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Figura 3.13: Histogramas dos VRs das medianas a posteriori dos parametros de variancia
do CAR para o efeito temporal, Painel (a), para o efeito espacial, Painel (b), e para o
parametro de dispersao da regressao Bessel, ¢, Painel (¢). Gerador Mf ARS 6 ajuste com
v e dependéncia temporal em k.

Uma vez que a variabilidade dos dados foi reduzida, poderiamos antecipar uma
diminuicao mais acentuada nos VRs desse cenario, de forma semelhante a reducao ob-
servada ao passar do caso bem-especificado para aqueles em que ajustamos My completo
em dados gerados de M2° ou M)®. Entretanto, nos cendrios envolvendo Ms, nao fixa-
mos os coeficientes k. Mesmo quando nao ha correlacao entre esses coeficientes, eles sao
gerados aleatoriamente a partir de distribui¢coes normais independentes. Esse fator repre-
senta uma fonte significativa de aleatoriedade quando comparado com os dados gerados
a partir de Ms, em que os elementos k sao fixos.

Para os casos sem a presenca do efeito aleatério espacial, obtivemos resultados
semelhantes aqueles dos cenarios ajustando M,. Os resultados desses ajustes estao no
Apéndice A. Na proxima secao, faremos uma avaliagdo de ma-especificagao entre M, e
M3, assumindo um deles como gerador e o outro para ajuste. Em outras palavras, iremos
gerar dados via My e ajustar o My completo e vice-versa. A expectativa é que essa

comparagao demonstre qual modelo de ajuste incorre em VRs mais elevados quando a
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modelagem geradora é desconhecida (sendo a abordagem oposta). Desta forma podemos

decidir qual modelo é o mais “seguro”ao ser aplicado de forma ingénua.

Estudo de Ma-especificacao com Gerador Diferente do Modelo de Ajuste

Como descrito anteriormente, esse estudo cruzado visa definir qual modelo, M,
ou M3, seria o mais recomendado para uma aplicagao ingénua, em que o analista nao
consegue ou nao sabe definir qual tipo de gerador melhor se aplica aos dados e comete
o erro de escolher o modelo errado para ajustar. Nessa situacao, consideramos que o
modelo cujos VRs tem distribuicao mais proxima de zero, em geral, seria o mais adequado.
Comparamos aqui apenas os parametros comuns a ambos os ajustes, isto ¢, K, ¢, v e 7.

A Figura 3.14 mostra o ajuste de M3 em dados gerados por My na Coluna 1
(Painéis a, ¢, e, g). Por simplificagdo de linguagem, iremos mencionar este caso como
M3G5. O caso de ajuste com M, para dados gerados via M§9 sera denominado M>G3, o
qual estd na Coluna 2 da Figura 3.14 (Painéis b, d, f, h).

No que diz respeito aos coeficientes k, o caso MyG3 apresenta VRs centrados em
zero, mas com variabilidade muito mais alta que M3G5, com intervalo 10 vezes maior.
Os VRs de M3G5, por sua vez, apesar de indicarem bozxplots com amplitudes menores
(comparando com o Painel b), possuem centro préximo a -40% ou 40% (linhas verdes nos
Painéis a e b). Em relacdo ao parametro de dispersao, ¢, M3Gs demonstra uma forte
subestimacao, com VRs entre -100% e -95%, se compararmos com aqueles obtidos em
M5G3, que estao centrados em zero e entre -4% e 4%. Os VRs para o parametro v foram
praticamente idénticos em ambos os modelos, contudo, aqueles obtidos para a variancia
de 7, 7, espelham o que foi descrito para ¢, com VRs negativos entre -90% e -30% no
caso M3Gy e com valores entre -30% e 30% (centro zero) no MsGs.

Os resultados da Figura 3.14 sugerem que o M, apresenta estimacao com viés
absoluto menor (em relacao ao M3) para os parametros de variancia. Além disso, apesar
de existir a possibilidade de VRs absolutos da ordem de 102 para s no M,, os dois quartis
centrais estao entre -150% e 150% com existéncia de VRs préoximos de zero para algumas
das réplicas no esquema MC. Ja no M3, apesar dos VRs absolutos de x nao ultrapassarem
60%, perceba que quase nao existe réplica MC associada a um ajuste com VR de k perto
de zero. Dessa forma, esta avaliacao permite concluir que o My parece ser o mais seguro
de ser aplicado na auséncia de informacoes sobre a forma da correlacao temporal do

gerador dos dados.
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Figura 3.14: VRs em situagdo de mé-especificacdo. Ajuste de Mz com gerador My
(Painéis a, c, e, g) e ajuste de My com gerador My (Painéis b, d, f, h). Linha 1: bozplots

dos coeficientes, k.

Segmentos V1 — V20 correspondem aos VRs dos 20 coeficientes

associados as medidas ao longo do tempo, V21 a variavel uniforme de medida tnica, V22
a variavel bindria e V23 ao intercepto. Linha 2: histogramas do parametro de dispersao
¢. Linha 3: boxplots do efeito espacial, v, em que V1 — V200 representam os 200 sitios.
Linha 4: histogramas do parametro de variancia do efeito espacial, 7.
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A seguir vamos avaliar o modelo simplificado M;. O M; é mais parcimonioso
no sentido de resumir a informacao das covariaveis observadas para diferentes tempos e
adotar um unico coeficiente para essa medida resumida. Diante desta maior simplificacao,
que de certa forma acarreta perda de informacao, optamos por analisar o M; por tiltimo

na sequéncia do estudo.

Modelo Gerador MP: Ajuste com § e v

Além dos geradores M, e M3 temos um terceiro modelo, M;. Ele pode ser visto
como uma simplificacao do My, em que nao consideramos todos os tempos medidos de
cada variavel, mas criamos uma variavel tinica que é a média das varidveis medidas em
diferentes tempos e para cada sitio. Dessa forma mantemos o modelo espago-temporal,
porém, com menos covariaveis. A ideia dessa se¢ao é avaliar o efeito da simplificagdo na
estimacao dos efeitos aleatorios.

Iremos tratar aqui do ajuste bem-especificado, isto é, o modelo completo com =
e 0 sendo ajustado em dados gerados de M;”. Na Figura 3.15 observamos os boxplots
e histogramas dos VRs dos parametros estimados. Quando comparamos com os VRs
obtidos no caso My bem-especificado, Figuras 3.2 e 3.3, nota-se que, a excecao de k, 0s
demais parametros (Painéis a, ¢, d, e, f) apresentam valores muito parecidos nos dois
ajustes, indicando que M; seja uma opgao razoavel (em relacao a Ms) para explorar esses
tipos de parametros (que nao sao coeficientes). Em relacao aos x’s, Figura 3.15(b), os
VRs das variaveis que nao variam no tempo, Segmentos V5 e V3, se mantiveram entre
-10% e 10%. J4 o intercepto do modelo, Segmento V;, agora varia entre -40% e 60% com
mediana centrada em 0. Esse fato pode ser considerado uma melhora na estimacao do
intercepto em relagao ao M,. O Segmento V; estd associado a varidvel que antes seria
medida no tempo, mas que sofreria uma transformacao de sumarizacao para adaptar ao
M. Nesse caso, ela é gerada de uma distribuicao uniforme entre -1 e 1. Portanto, os
coeficientes representados em Vi e V5 estao associados a variaveis idénticas e devem ter

os VRs semelhantes, o que é observado no Painel (b).
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Figura 3.15: VRs das medianas a posteriori para gerador M, e ajuste com § e . Painel
(a): bozxplots do efeito temporal. Segmentos V1 — V20 correspondem aos tempos. Painel
(b): boxplots dos coeficientes, em que os segmentos V1 — V20 correspondem aos VRs
dos 20 coeficientes associados as medidas ao longo do tempo, V21 a variavel uniforme de
medida tnica, V22 a varidvel binaria e V23 ao intercepto do modelo. Painel (¢): bozplots
do efeito espacial, segmentos V1 — V200 representam os 200 sitios. Histogramas dos
parametros de variancia do CAR para os efeitos temporal, Painel (d), e espacial, Painel
(e). O parametro de dispersao da regressao Bessel, ¢, é explorado no Painel (f).

Os demais casos em que ha ma-especificagao dos modelos aplicados a dados gera-
dos de M, M?® e M;® estdo no Apéndice B. A escolha de nio coloca-los no texto se deve
ao fato dos resultados obtidos serem muito parecidos com os casos equivalentes de My

avaliados anteriormente. Todos os parametros do modelo sao estimados com distribuicao
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de VRs muito semelhantes aqueles obtidos para M,. Além disso, em todos os casos de
M, hé uma melhora nos VRs do coeficiente associado ao intercepto (em rela¢ao ao Ms),
demonstrando que a simplificacao imposta no M; nao gera grandes perdas na estimagao
de diversos parametros comuns com M,. Intuitivamente, isso seria especialmente verdade

na situacao em que as correlagoes entre as covariaveis medidas no tempo nao sao fortes.

Conclusao do Capitulo

Neste capitulo, foram feitas simulagoes, com esquema MC, de diversos cenérios
para cada modelo. Esses cenarios incluiram ajustes bem-especificados e varias formas de
ma-especificacao na tentativa de observar a robustez dos modelos sugeridos. Nenhum dos
modelos é perfeito, enquanto M, apresenta um ajuste simples e eficaz, hé certa dificuldade
na estimacgao do intercepto, que interpretamos como proveniente de um confundimento
com os efeitos aleatérios. Na tentativa de melhorar esse efeito indesejado presente em
M, Mj tras uma estrutura de correlagao temporal entre os coeficientes da regressao,
que aumenta o nivel de complexidade da modelagem e dificulta a estimacao em casos de
ma-especificacao, mas ajuda a resolver o problema de identificacao do intercepto. O M,
foi introduzido como uma forma de simplificar o M5 e se mostrou capaz de fornecer boas
estimativas para os parametros comuns com M, mesmo diante de perda de informacao
a respeito das covariaveis. Vamos explorar os efeitos de cada um desses ajustes em dados
reais no capitulo seguinte, onde faremos a anélise dos dados de democracia que motivaram

esse estudo.
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Capitulo 4
Aplicacao Real

A democracia é descrita por Kriesi et al. (2013) como o sistema politico mais legitimo e
desejavel, que promove a igualdade, a liberdade e a participacao politica dos cidadaos.
Contudo, nas ultimas décadas, os regimes democraticos vém encarando diversos desafios
que enfraquecem sua legitimidade. Portanto, avaliar a qualidade da democracia permite
entender o grau em que esses ideais democraticos estao sendo alcancados ao redor do
mundo. Medir a qualidade da democracia ajuda a identificar dificuldades enfrentadas
pelos sistemas politicos, assim como possiveis areas de melhorias. Isso permite que go-
vernos, organizacoes da sociedade civil e pesquisadores identifiquem as lacunas existentes
e adotem medidas para fortalecer e aprimorar as instituigoes democraticas.

A qualidade da democracia esta intrinsecamente ligada a fatores socioeconomicos,
geograficos e ambientais que podem influenciar o funcionamento e a sustentabilidade
dos sistemas democraticos. Por exemplo, altos niveis de desigualdade econdmica po-
dem minar a inclusao politica e social, comprometendo a qualidade da democracia. Da
mesma forma, conflitos étnicos ou religiosos, instabilidade economica, acesso limitado a
educacao e recursos naturais escassos podem representar desafios para o desenvolvimento
e a manutencao de institui¢oes democraticas robustas.

A anélise desses fatores permite compreender como contextos especificos afetam a
qualidade da democracia e como diferentes paises podem enfrentar desafios distintos em
sua jornada democratica, sendo fundamental para entendermos os problemas e as opor-
tunidades que os sistemas democraticos enfrentam, auxiliando na busca por sociedades
mais justas, inclusivas e participativas. Com essa motivagao em mente, descrevemos nas
secoes subsequentes as variaveis selecionadas para a aplicacao do modelo de regressao

Bessel aos dados reais.
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4.1 O Banco de Dados V-Dem

O banco de dados V-Dem (Coppedge et al., 2022), abreviagao de Varieties of De-
mocracy, é¢ uma fonte de informagoes e indicadores sobre democracia ao redor do mundo.
Desenvolvido por um consorcio de pesquisadores de varias instituicoes académicas, o V-
Dem retine dados de mais de 200 paises, abrangendo varias décadas. Contudo, neste
trabalho selecionamos para analise apenas 17 anos, entre 2003 e 2019. Este é um periodo
com dados mais completos das covariaveis e que abrange mudangas geopoliticas no cenario
internacional que poderiam ser capturados na modelagem espaco-temporal.

O objetivo principal deste consorcio é medir e analisar diferentes aspectos da de-
mocracia, incluindo institui¢oes politicas, liberdades civis, participagao popular e direitos
humanos. O banco de dados, portanto, oferece uma ampla gama de medidas e variaveis
que permitem estudar as variacoes e os padroes da democracia ao longo do tempo e
entre diferentes nacoes, sendo amplamente utilizadas em estudos académicos, pesquisas
comparativas e andlises politicas.

Dentre os cinco principais indices de democracia disponiveis no banco de dados,
selecionamos o Indice de Democracia Eleitoral como nossa varidvel de interesse. Esta é
uma variavel agregada que captura a presenca e a qualidade dos elementos essenciais de
uma democracia representativa, combinando diversos indicadores que abrangem diferen-
tes dimensoes da democracia. Segundo Lindberg et al. (2014), uma democracia eleitoral,
ou poliarquia, é um sistema politico caracterizado por multiplos atores e instituicoes que
participam no processo de tomada de decisdes via processo eleitoral periédico. Dessa
forma, esse indice serve como um ponto de referéncia fundamental para a construcao
das outras variaveis, permitindo uma avaliacao mais precisa e abrangente da qualidade
da democracia em um determinado contexto. Ela ajuda a sintetizar e contextualizar os
demais indicadores, fornecendo uma visao geral da saide democratica de uma nacao e
facilitando analises comparativas entre diferentes paises ao longo do tempo.

A variavel resposta mencionada é construida a partir de uma combinacao de indi-
cadores que capturam diferentes dimensoes da democracia, como elei¢oes livres e justas,
pluralismo politico, liberdade de expressao, participacao popular e Estado de direito. Por
meio da analise desses indicadores, o V-Dem atribui um valor entre 0 e 1 para cada pais
e ano em que os dados estao disponiveis.

Valores mais altos indicam uma maior presenca e qualidade dos elementos de-
mocraticos. Por exemplo, um pais com uma pontuacao proxima de 1 em determinado

ano seria considerado uma democracia robusta, com elei¢oes livres, instituicoes politicas
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estaveis e respeito aos direitos e liberdades individuais. Por outro lado, um pais com
uma pontuacao mais proxima de 0 indicaria a presenca de restrigoes significativas a
participagao politica e a liberdade de expressao. Dessa forma, ela fornece uma medida
importante para avaliar o nivel de democratizacao e o grau de respeito as instituicoes
democraticas. No banco de dados a ser analisado, valores iguais a 0 ou 1 nao sao obser-

vados.

4.2 O Banco de Dados EPI

O Environmental Performance Index (EPI) (Wolf et al., 2022) é um banco de
dados construido com medicoes de desempenho ambiental dos paises ao redor do mundo.
Ele é uma ferramenta criada pelo Centro de Direito e Politica Ambiental da Universidade
de Yale (EUA) e pelo Centro de Informagoes sobre Ciéncia da Terra Internacional da
Universidade de Columbia (EUA) em parceria com o Férum Econémico Mundial.

O EPI avalia e compara o desempenho ambiental de cerca de 180 paises em uma
ampla gama de indicadores e métricas relacionadas a satide ambiental e ao bem-estar
humano. Os indicadores abrangem varias areas, como qualidade do ar, recursos hidricos,
biodiversidade, mudancas climéticas, recursos naturais, poluicao e satide ambiental. O
objetivo do EPI é fornecer uma avaliacao abrangente e comparativa do desempenho am-
biental dos paises, a fim de incentivar e informar agoes politicas e praticas que promovam
a sustentabilidade ambiental e o desenvolvimento sustentavel.

Neste trabalho nao utilizamos os indices finais calculados no EPI. Apenas foram
utilizadas algumas varidveis ambientais combinadas em um tnico indice via andlise de
componentes principais (PCA) exploratdria, selecionando a primeira componente como a
variavel de interesse. Dessa forma, desenvolvemos um indice préprio para este trabalho,
construido como uma combinacao linear de variaveis originais do conjunto de dados.

No caso das varidveis que estao relacionadas a qualidade do ar, essa selecao resul-
tou na utilizagdo apenas de poluentes atmosféricos: didxido de enxofre (SOs), éxidos de
nitrogénio (NOx), ozonio troposférico (O3) e monéxido de carbono (CO). Esses poluen-
tes sao medidos em partes-por-milhdo (ppm) ao longo de varios anos, criando, portanto,
um indice anual.

Além da qualidade do ar, também utilizamos variaveis relacionadas com o ge-

renciamento de residuos. As duas varidveis sao: residuos sélidos controlados e taxas de
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reciclagem. Elas foram medidas apenas uma vez no ciclo deste banco de dados, portanto,
foi criado (via PCA) um indice tnico que leva em consideragdo ambas as varidveis.
Além das varidveis descritas anteriormente, utilizamos o logaritmo da densidade
demografica de cada pais por ano - a transformacao “log” foi aplicada em funcao da
presenca de paises com valores muito altos de densidade demografica, enquanto outros
tém valores proximos de zero. Também estd na andlise o Produto Interno Bruto per
capita por hora (PIB per capita/hora), calculado com base no PIB de cada pais por ano.
Por fim, incluimos uma variavel binaria de medida tinica que indica prevaléncia do sexo
feminino nos paises durante o periodo avaliado, tomando 1 se a populacao feminina foi

maior que a masculina na maioria dos anos e 0 caso contrario.

4.3 Analise Exploratoria dos Dados

Agora, vamos explorar as variaveis selecionadas para integrar o modelo de re-
gressao, com o objetivo de compreender suas caracteristicas, distribuigoes e relagoes com
a variavel de resposta. Essa andlise nos permitira identificar padroes, tendéncias e pe-
culiaridades que podem influenciar o desempenho do modelo. Ao final deste capitulo
teremos uma visao abrangente das variaveis que farao parte da regressao, estabelecendo
uma base solida para a etapa de escolha e ajuste do modelo.

Os gréficos na Figura 4.1 sdo o histograma, Painel (a), e bozplot, Painel (b), da
variavel resposta, Indice de Democracia Eleitoral. No histograma podemos observar uma
leve bimodalidade na distribuicao desta varidavel, com maior concentragao de dados em
torno dos valores 0.25 e 0.9. Essa caracteristica sugere que a regressao beta nao seria o
modelo mais adequado para esses dados, sendo mais indicado o ajuste do modelo Bessel.
Para confirmar essa suposigao utilizamos a fung¢ao dbb do pacote bbreg que validou o
modelo Bessel como o mais adequado para o ajuste nesse conjunto de dados, quando
comparado ao modelo beta. Pela Figura 4.1(b), podemos observar que a varidvel em
questao nao possui valores iguais a 0 ou 1, o que permite a viabilidade e adequagao da

utilizagao do modelo Bessel.
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Figura 4.1: Histograma, Painel (a), e bozplot, Painel (b), da varidvel resposta, Indice de
Democracia Eleitoral.

Calculamos, também, a estatistica I de Moran para cada ano da variavel resposta.
A estatistica I de Moran (Moran, 1950) é uma medida utilizada em andlise de autocor-
relacao espacial para avaliar se existe padrao espacial em um conjunto de dados. A ideia
bésica é examinar se valores semelhantes estao proximos uns dos outros (autocorrelagao
espacial positiva) ou se valores diferentes estao préximos uns dos outros (autocorrelagao
espacial negativa).

Essa estatistica compara a covariancia ponderada dos valores entre locais com
a variancia total dos valores. Essencialmente, ela mede o grau de associacao entre os
valores em diferentes locais, levando em consideracao a estrutura espacial definida pelos

pesos w;;. A féormula geral para a estatistica I de Moran é:

no D wi(&— f)_(5j - &)

Zm‘ Wi Zz(fz —§)? 7

sendo que n é o nimero de sitios, w;; sao os elementos da matriz de pesos espaciais entre

os sftios i e 7, & e & sdo os valores observados nas localidades i e j e £ é a média.

O resultado da estatistica I de Moran é uma medida que varia entre -1 e 1. Se |
é préximo de 1, indica autocorrelagao espacial positiva (valores similares préximos uns
dos outros). Por outro lado, se é préximo de -1, indica autocorrelagao espacial negativa
(valores diferentes préximos uns dos outros). Se I é préximo de 0, sugere uma distribuigao
espacial aleatoria. No caso da variavel resposta, obtivemos valores de I entre 0.49 e 0.56,
com p-valores menores que 0.001, o que indica a presenca de correlagao espacial positiva
nos indices de democracia medidos no mundo. Tal correlacao sugere que paises com altos
(ou baixos) indices de democracia tendem a ser vizinhos de outros paises com padroes

semelhantes. Essa estrutura espacial nos dados é estatisticamente significativa, conforme
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indicado pelos baixos p-valores obtidos, e, portanto, ressalta a importancia de incorporar
a informacao espacial na modelagem para uma representagao mais precisa da dinamica
dos indices de democracia ao longo do tempo e espaco.

No que diz respeito a varidavel “Predominancia do Sexo Feminino”, constatamos
que aproximadamente 60% dos paises exibem uma maior proporcao de populacao femi-
nina no periodo entre os anos de 2003 e 2019.

Temos na Figura 4.2 os histogramas de duas covariaveis utilizadas no ajuste do
modelo de regressao para o ano de 2003. O Painel (a) apresenta a distribuigao do PIB
per capita/hora. Notamos que a grande maioria dos paises estd na faixa de 0 a 2 ddlares
americanos e que apenas uma pequena minoria estd acima de 6 délares. O Painel (b)
exibe o histograma da covaridvel “logaritmo da densidade populacional”. Observamos
valores entre -2 e 10, com maior concentracao entre 1 e 7 e moda em torno de 4. Os
dois graficos indicados na Figura 4.2 sugerem uma escala razoavel para utilizacao em um
modelo de regressao, permitindo estimacao de coeficientes sem a dificuldade de lidar com

escalas muito grandes ou pequenas.
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Figura 4.2: Histogramas das covariaveis PIB per capita/hora, Painel (a), e log(densidade
populacional), Painel (b), para o ano de 2003.

Iremos seguir com o ajuste do modelo de regressao Bessel aos dados reais relacio-

nados a aplicacao proposta neste capitulo.
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4.4 Definicao das Vizinhancas dos Paises

Selecionados

Para introduzir a correlacao espacial no modelo de regressao é preciso definir,
primeiramente, as relagoes de vizinhancga. Dentre todos os paises, apenas 168 possuiam
medidas de todas as covariaveis nos 17 anos entre 2003 e 2019. Com o intuito de definir
uma matriz de vizinhanga representativa das zonas de influéncia de cada pais, conside-
ramos a extensao territorial e a quantidade de vizinhos de cada um deles. A matriz de
vizinhanga foi construida levando em conta os 5 vizinhos mais proximos - utilizando a
distancia geodésica entre centroides - e a existéncia de fronteira entre dois territorios.
A escolha do nimero de vizinhos mais préximos (k) foi feita de maneira empirica. A
selecao de k = 5 gerou um grafo mais conexo, quando comparado com k < 5. Enquanto
nos casos em que k > 5 houve a ocorréncia de paises com vizinhancas muito distantes,
que, dado o contexto geografico, nao aparentavam ser relevantes. Entendemos que a
matriz de vizinhanca gerada a partir da combinacao dos critérios captura de maneira
mais satisfatoria a influéncia geografica de cada pais nos demais, mesmo com as grandes
variabilidades observadas em termos de extensao territorial e quantidade de vizinhos de
fronteira. Assim, obtivemos uma matriz de vizinhanga cujo o niimero de vizinhos de cada
pais estd entre 5 e 16, sendo a China o pais com mais relagoes de vizinhanca, seguido da
Russia com 15.

A Figura 4.3 apresenta o mapa com a divisao politica do mundo (Esri—HERE;,
2022). Os pontos correspondem aos centroides de cada pais, enquanto as linhas represen-
tam a relacao de vizinhanca criada a partir do esquema descrito anteriormente. O grafo
gerado é desconexo, com dois subgrafos, o menor contém os paises do continente ameri-
cano e o maior contém os demais. As cores sao representativas do Indice de Democracia
Eleitoral do ano 2003. Tonalidades mais escuras representam indices mais préximos de

1, ja aquelas mais claras denotam indices mais perto de 0.
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Figura 4.3: Mapa politico global destacando os centroides dos paises e suas relagoes de
vizinhanca. As cores refletem a varidvel resposta, Indice de Democracia Eleitoral, no
ano de 2003. Observa-se uma tendéncia visual de paises com tons mais escuros estarem
frequentemente proximos, assim como paises com tons mais claros, sugerindo uma relagao
espacial.

4.5 Ajuste do Modelo de Regressao Bessel

Nesta secao, apresentaremos os resultados obtidos a partir dos modelos de re-
gressao Bessel ajustados ao banco de dados mencionado anteriormente. Os trés mode-
los estudados nesta dissertacao sao identificados como M;, My e M3 e apresentados no
Capitulo 2. Optamos por analisar os resultados comecando pelo modelo mais complexo
até o mais simples, de modo que a apresentacao dos modelos M, e M3 serd realizada
conjuntamente, seguida pelo modelo M;.

A principal diferenca entre My e Mz é a forma como o efeito aleatdrio temporal
¢ introduzido na estrutura de regressao. No M,, esse efeito aleatério, representado por
0, é inserido de forma aditiva a estrutura de regressao. Por outro lado, o modelo Mj
incorpora uma estrutura de correlagao na matriz de covariancias dos coeficientes k.

As Figuras 4.4 e 4.5 apresentam as estimativas obtidas (modelos My e Mj) para
os parametros v e kK, respectivamente. Essas figuras fornecem uma visualizagao das
estimativas obtidas, permitindo uma analise comparativa das diferentes estruturas de

regressao utilizadas.
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A Figura 4.4 tem quatro painéis, sendo que (a) e (b) representam os modelos Mo
e Ms, respectivamente. Estes graficos indicam segmentos representando intervalos HPD
de 95% para o efeito aleatdrio espacial. Uma linha cinza identificando o patamar zero foi
incluida para orientagao na avaliacao. O circulo localizado dentro de cada intervalo é a
mediana a posteriori. Perceba que varios intervalos nao incluem o valor zero, sugerindo
significancia do parametro de efeito espacial de cada pais no estudo. Visando obter uma
analise comparativa entre estes resultados de M, e Ms, o Painel (c) apresenta a mesma in-
formagao exibida em (a) e (b), porém, os intervalos HPDs foram ordenados (decrescente)
em relacao a mediana a posterior: obtida para o M,. Intervalos azuis sao mostrados
para M, e vermelhos para Mj. A similaridade entre os tamanhos e posicionamento dos
segmentos sugere que ambos os modelos fornecem estimativas parecidas para o efeito
espacial. Finalmente, no Painel (d) temos o mapa mundi onde as cores representam a
distancia absoluta entre os valores de v estimados nos dois modelos, podemos notar que
uma fracao muito pequena dos pafses tem valores préximas de 1.4 (pafses com cores
claras). Esse mapa demonstra, novamente, que a diferenga na estimacao de - nos dois
modelos é pequena.

Ao analisar a Figura 4.5, notamos que ambos os modelos apresentam uma relagao
positiva entre a varidvel resposta, o indice de tratamento de residuos (intervalo 52) e
a predominancia do sexo feminino na populagao (intervalo 53). Os segmentos verme-
lhos representam Ms e os azuis indicam M;. O 1ultimo intervalo exibido na Figura 4.5
representa o intercepto, ko. Note que a incerteza a posteriori é relativamente grande
para este parametro em comparacao com os demais. Essa incerteza é ligeiramente menor
para Ms;. E importante lembrar que no estudo simulado do Capitulo 3 foi detectada
uma certa dificuldade para estimar o intercepto devido a uma maior comunicacao entre
este parametro e os efeitos aleatérios presentes na estrutura aditiva do preditor linear.
Destacamos que apesar da dificuldade para estimar kg, os demais coeficientes nao sofrem
do mesmo problema, portanto, o pesquisador precisa estar mais cauteloso apenas na in-
terpretacao do intercepto. No entanto, hé diferencas significativas nas estimativas dos
demais coeficientes k entre My e M3. Enquanto o M3 estima K1, - -+ , K5 muito préximos
de zero, com intervalos HPD (em azul) muito estreitos, o My mostra uma relagao negativa
entre a variavel resposta e os indices de poluentes do ar por ano (Segmentos 18 a 34) e
uma relagao positiva com a densidade demogréfica (Segmentos 35 a 51). Além disso, os
coeficientes relacionados ao PIB per capita/hora (Segmentos 1 a 17) s@o estimados muito

préximos de zero, com intervalos HPD ligeiramente maiores do que aqueles em Ms.

'Este é o maior valor de distancia obtido em todas as andlises. Fixamos o limite superior em 1.4 de
forma que todas as comparagoes fossem feitas na mesma escala.
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Figura 4.4: Medianas a posteriori (circulos) e intervalos HPDs (95%) do efeito aleatdrio
espacial, 7, para My, Painel (a), e Mz, Painel (b). Este é um ajuste completo com as 5
covariaveis selecionadas. No Painel (¢), todas as estimativas estao ordenadas pela ordem
decrescente da mediana a posteriori de Msy; vermelho = M, e azul = Mj. O Painel
(d) apresenta o mapa do mundo, as cores sao a distancia absoluta entre os valores de ~y
estimados nos dois ajustes, valores proximos de 0 estao com cor escura, valores proximos
de 1,4 estdo com cor clara/esverdeada.

Com base na observacao de que os coeficientes relacionados as covariaveis PIB
per capita/hora e densidade populacional no modelo M, nao sao significativos, ja que
abrangem o zero em todos os anos analisados, é adequado ajustar novamente o My
sem a presenca dessas covariaveis. Isso pode ajudar a simplificar o modelo e melhorar
sua interpretacao, concentrando-se nas covariaveis mais relevantes. Apods remover as
covariaveis nao significativas, o novo M, serd ajustado apenas com as variaveis restantes,
aquelas consideradas significativas no ajuste anterior. Isso resulta em um modelo mais
parcimonioso, de mais facil interpretacao e possivelmente mais adequado para a anélise
dos dados. Além disso, prosseguiremos com o ajuste do M3 utilizando as mesmas variaveis

selecionadas, permitindo uma comparacao direta entre os modelos.
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Figura 4.5: Medianas a posteriori e intervalos HPDs (95%) dos coeficientes de regressao,
k, para M,y e M3. Este ¢ um ajuste completo com as 5 covariaveis selecionadas. My =
vermelho e Mz = azul. “PIB per capita/hora” (Segmentos 1 a 17), “Indices de Poluentes
do Ar por Ano” (Segmentos 18 a 34), “Densidade Demografica” (Segmentos 35 a 51),
“Indice de Tratamento de Residuos” (Segmento 52), “Prevaléncia do Sexo Feminino”
(Segmento 53) e ko (Segmento 54).

Analisando a Figura 4.6, os ajustes feitos considerando apenas as trés covariaveis
significativas no modelo M, - “Indice de Qualidade do Ar por Ano”, “Indice de Tra-
tamento de Residuos Sélidos” e “Predominancia do Sexo Feminino” - resultaram em
estimativas similares aquelas do M3 com 3 covaridaveis para o efeito aleatorio espacial.
As mesmas interpretagoes que foram realizadas comparando M, e Mj na Figura 4.4(c)
podem ser feitas também para os Painéis (¢) e (d) da Figura 4.6. Em resumo, temos

grande similaridade nas magnitudes e posi¢ao dos intervalos HPDs.
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Figura 4.6: Medianas a posteriori (circulos) e intervalos HPDs (95%) do efeito aleatério
espacial, v, para Ms, Painel (a), e Ms, Painel (b). Este é um ajuste com as 3 covariaveis
selecionadas. No Painel (c), todas as estimativas estao ordenadas pela ordem decrescente
da mediana a posteriori de My; vermelho = M; e azul = Mjs. O Painel (d) apresenta o
mapa do mundo, as cores sao a distancia absoluta entre os valores de v estimados nos
dois ajustes, valores préximos de 0 estao com cor escura, valores proximos de 1,4 estao
com cor clara/esverdeada.

O mapa com os valores estimados de v no M, ajustado com 3 covaridveis é apre-
sentado na Figura 4.7. Como ja havia sido indicado pelo teste da estatistica I de Moran,
percebemos a presenca do efeito espacial no modelo. Paises com valores mais altos de
v, cores escuras, tendem a ser proximos. O mesmo vale para paises com valores de ~
relativamente pequenos (cores claras). Podemos perceber, principalmente, que os paises
do oeste europeu tém cores escuras, assim como a maior parte da América. Ha uma
divisao clara entre os paises do leste europeu e aqueles do oeste. O leste da Europa
apresenta tonalidades mais claras, parecidos com os paises do Oriente Médio, Africa e
Asia Central. Essas estimativas de v sao parecidas com o que temos para os valores da
variavel resposta para cada ano, com a vantagem de que esse é um valor que leva em
consideracao os dados para todo o periodo analisado. Portanto o 7 cumpre o seu papel

de capturar a estrutura espacial do modelo, conforme esperado.
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Figura 4.7: Mapa do mundo, as cores sao a distancia absoluta entre os valores de ~
estimados no ajuste M, com 3 covaridveis, valores préximos de 0 estao com cor clara,
valores mais altos estao com cor escura.

A Figura 4.8 exibe as estimativas dos coeficientes x resultantes do ajuste com trés
covariaveis. Os resultados confirmam que as covariaveis selecionadas sao estatisticamente
significativas no modelo Ms, porém, nao no modelo M3, como destacado na propria Figura
48. E importante observar que os intervalos HPD para o modelo M3 sao notavelmente
mais estreitos e tendem a se centralizar em torno do valor zero.

Além disso, nota-se que apesar da incerteza na estimativa de ko (Segmento 20)
ser mais acentuada, o modelo M, com trés covariaveis oferece um intervalo de confianga
menor do que aquele obtido no modelo My, com cinco covaridveis. E importante ressaltar
que a interpretagao das covaridveis “Indice de Tratamento de Residuos” (Segmento 18) e

“Predominancia do Sexo Feminino” (Segmento 19) nao sofreu alteragoes.
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Figura 4.8: Medianas a posteriori e intervalos HPDs (95%) dos coeficientes de regressao,
k, para My e Ms. Este é um ajuste com as 3 covariaveis selecionadas. M, = vermelho
e My = azul. “Indices de Poluentes do Ar por Ano” (Segmentos 1 a 17), “Indice de
Tratamento de Residuos” (Segmento 18), “Prevaléncia do Sexo Feminino” (Segmento
19) e ko (Segmento 20).

No modelo M, também consideramos o efeito aleatorio temporal, representado por
0. Os resultados desse efeito, tanto para o modelo completo quanto para aquele contendo
apenas as trés covariaveis significativas, sao apresentados na Figura 4.9. Observamos que
ambos os modelos exibem um padrao ascendente nos valores estimados, seguido por uma
queda. No entanto, ha uma diferenca significativa no ponto de apice desse padrao entre
os Painéis (a) e (b): no modelo completo, ocorre no 14° ano da série, enquanto que no
modelo com as covariaveis selecionadas, ocorre no 10° ano da série. Esse padrao pode
ser atribuido a fatores geopoliticos que nao foram considerados na analise. O periodo
apos o 10° ano da série abrange os anos de 2013 a 2019, em que crises internacionais
como os protestos no Oriente Médio em 2011 e guerras no leste europeu causaram um
volume grande de migragoes nos anos seguintes, além da intensificagao da crise econémica
mundial a partir de 2012. Nao podemos afirmar com total certeza, mas esses processos
poderiam ter uma relacao que ajudaria explicar a tendéncia de queda nos valores de

no periodo final da série.
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Além disso, é notavel que no modelo com trés covaridaveis, os intervalos HPD de
95% dos dois primeiros anos nao abrangem o zero, enquanto no modelo completo, todos
os intervalos contém o zero. Essa discrepancia é resultado do fato de que, no modelo
com menos covariaveis, os intervalos HPD sao consideravelmente menores. Esse aspecto
¢é relevante, pois indica uma menor incerteza nas estimativas com menos covariaveis,

tornando a modelagem mais decisiva na identificacao de padroes temporais.

(a) (b)
¢_1é'é'%'g11131517 o-1135'%':';5‘1115151'7

Figura 4.9: Segmentos representando intervalos HPD de 95% e medianas a posteriori
(pontos) para o efeito aleatério temporal, . Painel (a) refere-se ao My com 5 covaridveis.
Painel (b) indica M, com 3 covariaveis.

Em termos das estimativas de ¢, 75 (apenas para M), 7, (apenas para Ms) e
7y, a Tabela 4.1 apresenta os valores estimados de cada uma dessas varidveis em cada
modelo. Notamos estimativas muito semelhantes em todos os modelos. Os parametros de
variabilidade 75 e 7,, foram estimados com valores positivos pequenos e proximos de zero,
0 que sugere a auséncia do efeito temporal tanto em M, quanto em Mj3, independente
das covaridveis utilizadas. Por outro lado, a estimativa do parametro 7, ¢ positiva e
muito semelhante nos quatro ajustes, sendo maior no M, completo (4.88) e menor no M;
com trés covariaveis (4.55). No que diz respeito ao parametro de dispersao ¢, novamente
obtivemos resultados semelhantes em todos os modelos. Os ajustes realizados com o
M, sempre fornecem estimativas maiores do que aquelas obtidas via Ms. A diferenca
de magnitude é bastante leve, portanto, nao ha evidéncias de que um modelo esta se

comportamento de forma muito distinta na inferéncia destes parametros.
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Tabela 4.1: Mediana a posteriori dos parametros ¢, 75, 7, € 7, para My e Ms. As
estimativas de 75 e 7, sao valores pequenos, abaixo de 0.01.

) Ts T, Ty
Modelo M,y M, My M, My  M;
5 covariaveis 46.71 46.35 < 0.01 < 0.01 4.88 4.62
3 covaridaveis 46.97 4591 < 0.01 <0.01 4.85 4.55

Agora, avancaremos com a andlise do modelo simplificado M;. Como mencio-
nado anteriormente, o M; simplifica as covaridveis com medig¢oes ao longo do tempo
usando suas médias como representacao tnica no modelo de regressao. Dessa forma, as
varigveis “Indice de Contaminagao do Ar por Ano”, “PIB per capita/hora” e “Densidade
Populacional” serao representadas por um tnico valor para cada sitio neste modelo.

A Figura 4.10 demonstra que as estimativas de v obtidas via M; sao consistentes
com aquelas obtidas via My e M3 até o momento. Por outro lado, as estimativas de &,
Painel (b), sdo bastante similares aquelas obtidas para M, com cinco covaridveis, em que
apenas a covariavel “Tratamento de Residuos” (Segmento 4) é significativa. Também
notamos a mesma dificuldade na estimativa do intercepto do modelo (Segmento 6), que
apresenta um intervalo HPD de 95% mais amplo que os demais coeficientes. No entanto,
todos os coeficientes « indicam uma correlacao positiva entre as covaridveis e a resposta
“Indice de Democracia Eleitoral”. Isto ndo ocorre nos demais modelos, em que as co-
varidveis “PIB per capita/hora” (Segmento 1) e “Indice de Poluentes do Ar por Ano”
(Segmento 2) apresentavam medianas a posteriori com valores negativos, sugerindo uma
relacao negativa entre elas e a resposta. Diante destes resultados, podemos perceber que
ha uma modificagao na interpretacao do impacto existente entre covariaveis e a resposta
quando o M; é usado. Entretanto, perceba que as estimativas nao se mostraram signi-
ficativas indicando que o sinal nao tem forte importancia. Utilizamos o critério de que
uma covaridvel é significativa quando o intervalo HPD de 95% néao abrange o zero. Neste
caso, apenas a covariavel “Indice de Tratamento de Residuos” é dita significativa na mo-
delagem simplificada dada por M;. O mapa com apresentado no Painel (d) também é

consistente com os resultados que obtivemos nos demais modelos.
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Figura 4.10: Medianas a posteriori e intervalos HPDs (95%) para os parametros do
M, com 5 covariaveis. Painel (a): Efeito aleatério espacial, y. Painel (b): Coeficientes
de regressao, k, “PIB per capita/hora” (Segmento 1), “Indice de Poluentes do Ar por
Ano” (Segmento 2), “Densidade Demografica” (Segmento 3), “Indice de Tratamento de
Residuos” (Segmento 4), “Prevaléncia do Sexo Feminino” (Segmento 5) e ko (Segmento
6). Painel (c): Efeito aleatdrio temporal 6. O Painel (d) apresenta o mapa do mundo, as
cores sao os valores estimados de 7y para esse ajuste, cores claras representam 7’s menores
enquanto valores mais altos estao associados a cores escuras.

A Figura 4.11 apresenta o mapa com a distancia absoluta entre os valores de
estimados nos dois ajustes. Podemos notar que que os paises onde ha maior similaridade
na estimagao (cores escuras) predominam, assim como nas demais comparagoes feitas.
Contudo, nesse caso temos um maior niimero de tons claros, e paises com coloragao
verde/amarela, o que indica uma maior diferenca na estimacao do parametro. Podemos
concluir, portanto, que apesar de obtermos um ajuste aparentemente adequado com o
resumo das covariaveis feito no M;, ha diferencas significativas na estimativa do v associ-
ado a alguns paises, principalmente aqueles onde o indice de democracia é relativamente

baixo.
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Figura 4.11: Mapa do mundo, as cores sao a distancia absoluta entre os valores de ~
estimados nos dois ajustes, M, com 3 covaridaveis e My com 5 covariaveis, valores proximos
de 0 estao com cor escura, valores préximos de 1,4 estao com cor clara/esverdeada.

Os demais parametros também foram estimados com valores préximos aqueles
apontados na Tabela 4.1, com ¢ = 46.34, 75 < 0.01 e 7., = 4.45. Portanto, a estimativa
de 7, obtida via M; é a menor dentre todos os modelos ajustados. Isto implica que as
associacoes entre as observagoes de regides adjacentes tem sua forca mais reduzida no
M;. Lembre que o parametro 7, multiplica a matriz [D,, — p,W.]71, a qual contém a
informacao de covariancias (entre vizinhos) e variancias (de cada regiao) no espago.

Dessa forma, embora o modelo M; seja mais simples, o M, com trés variaveis
parece trazer um ajuste com informacoes mais interessantes e tendo menos coeficientes
“indecisos” no sentido de apresentarem HPD contendo o zero. De certa forma, podemos
falar mais sobre evidéncias de impactos na resposta “Indice de Democracia Eleitoral”
quando avaliamos o My com 3 covariaveis. O M3 nao parece ser o mais adequado para
esses dados, pois nao consegue capturar de forma decisiva em termos de incerteza (HPD
incluindo zero) a informagao temporal das covaridveis na estrutura de correlagao dos
coeficientes k. Em resumo, esta analise sugere usar o M, com trés covariaveis como
aquele que traz interpretacoes mais enfaticas sobre impactos.

Pela Equagao 3, podemos analisar o ajuste do My com trés covaridveis em termos
da razao de chances de o pais ser democracia baseando-nos na média. A maioria das

covariaveis do modelo toma valores entre -6 e 2, com valores predominantemente em
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torno de 0 entre -2 e 2. Sendo assim, avaliamos uma mudanca de 0.1 em cada covariavel
do modelo, exceto para a variavel “Prevaléncia do Sexo Feminino” onde a mudanca foi de
1, os resultados sao apresentados na Tabela 4.2. Podemos perceber que, individualmente,
cada um dos x’s associados com a varidvel “Indice de Poluentes do Ar por Ano”tem
influéncia entre 1% e 1.5% de redugao sobre a odds de democracia, fixadas as demais
variaveis. A influéncia da covaridvel bindria é de cerca de 41% de aumento sobre a odds,
quando passamos da categoria base, onde ha prevaléncia do sexo masculino na populagao,
para o caso onde o sexo feminino predomina. J& a varidvel uniforme de medida tunica

(k1s) apresenta um aumento de cerca de 3.3% sobre a odds.

Tabela 4.2: Porcentagem de aumento ou reducao sobre a Odds de democracia, fixando
as demais variaveis, aumentando a variavel correspondente em 0.1 unidade. No caso de
k19 0 valor representa a porcentagem de aumento quando mudamos da categoria base
para a categoria de interesse.

K K2 K3 Ky K5 Kg K7 Kg Ko K10
-1.1% -1.1% -11% -1.0% -1.0% -1.3% -1.5% -1.4% -14% -1.3%
K1 K12 K13 K4 K15 K16 K17 K18 K19 -

-1.1% -12% -1.1% -12% -12% -12% -1.1% 3.3% 41.1% -

Conclusao do Capitulo

Neste capitulo, foram apresentados os dois bancos de dados para os ajustes de M,
My e Ms. O M, (com 3 covaridveis) é aquele que mostrou resultados mais interessantes.
Esse ajuste nos fornece informacoes relevantes sobre a variacao da correlagao temporal
da resposta no periodo, além de identificar de forma coerente a relacao da resposta com
covariaveis ambientais e sociais. O ajuste My apresenta valores negativos dos coeficientes
associados & covaridvel “Indices de Poluentes do Ar por Ano”. Com a fungao de ligagao
logit temos uma relacao negativa entre esta variavel e a resposta, ou seja, quanto maior
o valor da covaridvel, mais préximo de zero sera a média da resposta. Os coeficientes
das varidveis “Indice de Tratamento de Residuos” e “Prevaléncia do Sexo Feminino”
sao positivos, implicando que quanto maior o valor dessas variaveis mais proximo de 1
serd a média da resposta. Para o coeficiente do intercepto obtivemos uma estimativa
muito proxima de zero, mas ligeiramente negativa. Em termos dos efeitos temporais,
observamos uma tendéncia crescente entre os anos de 2003 e 2012, seguido de um periodo
de decrescimento entre 2013 e 2019, o que pode estar relacionado com instabilidades
geopoliticas ocorridas no mundo a partir de 2012. Essa andlise indica coeréncia das

estimativas do efeito aleatorio temporal em M, com 3 covaridveis.
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho é focado na avaliacao do modelo de regressao Bessel para resposta continua,
limitada e observada para diferentes locais e tempo. A regressao Bessel é uma alternativa
ao modelo beta. Os autores em Barreto-Souza et al. (2021) argumentam que o modelo
Bessel é uma alternativa mais flexivel para este tipo de resposta. A grande diferenca entre
o que foi feito por esses autores e a proposta desta dissertacao é o desenvolvimento da
modelagem espaco-temporal sob o ponto de vista Bayesiano que apresentamos. Quando
lidamos com este tipo de modelagem, que inclui efeitos aleatorios correlacionando tempo e
espago, utilizar o paradigma Bayesiano para inferéncia é mais acessivel do que desenvolver
uma analise frequentista, baseada em maxima verossimilhanca.

O trabalho foi motivado por um banco de dados reais envolvendo o indice de
democracia eleitoral para diferentes paises do mundo. Ao longo deste trabalho descreve-
mos com detalhes os modelos propostos para avaliacao de dados dessa natureza. Uma
diferenca crucial entre esses modelos é a forma na qual o efeito temporal é introduzido,
que pode ser via efeito aleatorio d;, modelos M; e Ms, ou estabelecido por meio de uma
associacao entre coeficientes de regressao (k), modelo Ms. Tivemos o cuidado de nao
misturar estes dois formatos em uma mesma modelagem, pois isto implicaria na situagao
de inclusao de dependeéncia temporal duplicada por partes distintas do modelo.

Apos essa apresentacao, o texto explicou como é feita a geracao de dados artificiais
e estabeleceu cendrios de andlises considerando combinagoes de modelos geradores e de
ajuste. Resumidamente, o M; (com efeito aleatério espacial e efeito temporal) apresentou
maior robustez em termos de mé-especificacdo com Vicios Relativos (VRs) menores do
que o M3 (com efeito aleatério espacial e coeficientes correlacionados no tempo) para a
grande maioria dos parametros em casos nos quais o gerador e o modelo ajustado nao
eram iguais. Contudo, o My apresenta maior viés na estimacao do intercepto, chamado
aqui de kg. Ja My é uma boa alternativa para M,, por ser mais parcimonioso ao resumir
a informagao das covariaveis medidas ao longo do tempo. Esse resumo nao acarretou em

grandes perdas na estimativa dos demais parametros comuns em relacao ao M,. Pelo
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contréario, apresentou uma ligeira melhora no VR associado ao intercepto. Entretanto,
perceba que aplicar o M; implica em uma simplificacao que reduz o nivel de detalhes e
informacgao que o M é capaz de fornecer com seus coeficientes atrelados a cada covariavel
de tempos diferentes.

No que diz respeito a estimagao do modelo completo, quando o gerador nao contém
o efeito temporal ou o espacial, as trés abordagens se mostraram capazes de recuperar
os demais parametros sem dificuldade na estimacao, muitas vezes com VRs menores que
no caso bem-especificado. Em contrapartida, o caso reverso, em que o modelo ajustado
nao estima um dos efeitos mas o gerador é completo, hé grandes perdas. Temos aqui um
aumento dos VRs e até mesmo casos em que eles nao estao centrados em zero, como era
de se esperar. Dessa forma, sugerimos sempre ajustar o modelo completo, mesmo com a
possibilidade de que nao exista correlagao espacial ou temporal nos dados.

Apés o estudo das propriedades dos modelos por meio de simulacées com réplicas
MC, eles foram aplicados aos dados reais que motivaram este trabalho. As variaveis
foram obtidas de dois bancos de dados distintos, sendo a variavel resposta o “Indice de
Democracia Eleitoral” extraido do banco de dados V-Dem. As cinco variaveis explicativas
foram obtidas a partir da fonte de dados “Environmental Performance Index” (EPI). O
periodo selecionado para a analise abrangeu os anos de 2003 a 2019 e 168 paises.

Dentre os trés modelos, o M, mostrou resultados interessantes com maior quan-
tidade de coeficientes significativos (referentes a 3 das 5 varidveis explicativas) e iden-
tificacao de efeito temporal também significativo. O “Indice de Poluentes do Ar por
Ano” apresenta uma correlacao negativa com a variavel resposta, enquanto o “Indice de
Tratamento de Residuos” e a “Prevaléncia do Sexo Feminino” estao positivamente rela-
cionados com a resposta. Assim como na simulagao, observa-se novamente no caso real a
dificuldade do My em ajustar o intercepto, indicada pela grande amplitude do intervalo
HPD de 95%. Em relagao ao efeito §, o M, revela uma tendéncia crescente até o 10° ano
da série, em 2012, seguida por um declinio até o ultimo ano, em 2019. Essa tendéncia
parece ser coerente quando consideramos as diversas instabilidades politicas e economicas
que surgiram no mundo entre 2013 e 2019, como a intensificacao dos conflitos no Oriente
Médio que culminaram em uma onda migratoria de refugiados e os desdobramentos da
crise economica mundial a partir de 2012. No geral, o M, permite realizar inferéncias
coerentes (dentro do esperado) sobre a evolu¢ao da democracia nos paises entre 2003 e
2019.

Concluimos, portanto, que os trés modelos de regressao Bessel espaco-temporais
apresentados aqui tem aplicagoes tinicas, dependendo da intencao do analista. Contudo,

o M, aparenta ser o mais robusto (em termos de vicio) sob mé-especificagao dos efeitos
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aleatorios, o que o coloca como o modelo preferivel, enquanto M; e M3 sao alternativas
uteis quando ha apoio de informacgao a prior: sobre a estrutura dos dados.

A seguir, apresentamos algumas alternativas para trabalhos futuros que podem
representar um caminho viavel na continuacao dos estudos da regressao Bessel com efeito

espago-temporal.

Trabalhos Futuros

e Comparagao com a regressao beta em diferentes cenarios. Note que o modelo beta
Bayesiano também tera que ser implementado. Nao existe um pacote que faca este

ajuste na versao espago-temporal que estamos propondo aqui.

e Os modelos apresentados podem ser estendidos por meio da introducao de co-
variaveis explicativas também conectadas ao parametro ¢, de maneira semelhante

ao que foi apresentado para p.

e Determinacao de um tipo de residuo que seja apropriado para a regressao Bessel e

assim permita avaliagao de qualidade de ajuste dos modelos.

e Inclusao também de dependéncia espacial na estrutura de covariancia dos coefici-
entes do Ms.

e Avaliacao de robustez dos modelos em dados com mais e menos tempos e sitios.
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Apeéendice A

Graficos dos VRs para Casos de
Ma-especificacao de M;

Modelo Gerador My: Ajuste sem v e com Dependéncia Temporal em &.
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Figura A.1: Boxplot dos VRs dos coeficientes de regressao, x, Painel (a). Histogramas
dos VRs para os parametros de variabilidade 7, e ¢, Painéis (b) e (c), respectivamente.
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Modelo Gerador Mg@: Ajuste com v e Dependéncia Temporal em «.
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Figura A.2: Bozplot dos VRs dos coeficientes de regressao, x, Painel (a). Histogramas
dos VRs para os parametros de variabilidade 7, e ¢, Painéis (b) e (c), respectivamente..
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Apéendice B

Graficos dos VRs para Casos de
Ma-especificacao de M

Modelo Gerador M;”: Ajuste sem § e com 7.
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Figura B.1: Painel (a): bozplots dos VRs do efeito aleatdrio espacial, . Painel (b):
boxplots dos VRs dos coeficientes da regressao, k. Painel (¢) e (d): histograma dos VRs
de 7, e ¢, respectivamente.
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Modelo Gerador M;’: Ajuste com § e semy.
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Figura B.2: Painel (a): boxplots dos VRs do efeito aleatério temporal, 6. Painel (b):
bozplots dos VRs dos coeficientes da regressao, . Painel (¢) e (d): histograma dos VRs
de 75 e ¢, respectivamente.
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Modelo Gerador M?°: Ajuste com § e 7.
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Figura B.3: Bozxplots das medianas a posteriori do efeito aleatorio temporal, 9, Painel
(a), dos VRs das medianas a posteriori do efeito aleatério espacial, Painel (b), e dos
coeficientes de regressao, Painel (c).
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Figura B.4: Histogramas dos VRs das medianas a posteriori dos parametros de variancia
do modelo CAR do efeito aleatério espacial, 7., Painel (a), e do parametro de dispersao
da regressao Bessel, ¢, Painel (b).
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Modelo Gerador M;°: Ajuste com 0§ e 7.
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Figura B.5: Painel (a): boxplots dos VRs do efeito aleatério temporal, 6. Painel (b):
boxplots dos VRs dos coeficientes da regressao, . Painel (¢) e (d): histogramas dos VRs
de 75 e ¢, respectivamente.
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Graficos dos Caminhos das Cadeias

a posteriori (Geradas pelo Stan

Modelo Gerador M;: Ajuste com § e .
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Figura C.1: Grafico das cadeias amostradas pelo Stan para uma réplica da simulacao.
Para o modelo gerador M; com ajuste com § e 7. k; corresponde ao primeiro ano da
variavel medida ao longo do tempo. kal, k22 e K93 estao relacionados, respectivamente,
a covariavel uniforme com apenas uma medida, a covariavel bindria e ao intercepto do

modelo.
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Modelo Gerador My: Ajuste sem § e com 7.
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Figura C.2: Grafico das cadeias amostradas pelo Stan para uma réplica da simulacao.
Para o modelo gerador My’ com ajuste sem § e com . k; corresponde ao primeiro ano da
variavel medida ao longo do tempo. kol, k92 e K93 estao relacionados, respectivamente,
a covariavel uniforme com apenas uma medida, a covaridvel bindria e ao intercepto do

modelo.
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Modelo Gerador Mj°: Ajuste com § e 7.

kappa[1] Fﬁppa[zﬂ kappa[22]
074 -0.3

.g,.‘ﬁj“l.'l.fllﬂ-,ll,_i[if.“;;l!{-?!d.ﬁ 084 “1‘“ fijmy | bln ws _0; t'l “kM: H#Ila
201\ i"ﬂ':llm‘k-.l_':-.'|ﬁjﬁ"11!|H _?E'J«;mmi,wtt Fm :‘h 051 iy HWW" \

-0.81
¥l
500 800 700 800 800 1000 500 600 70O 800 900 1000 500 600 700 B0OO 900 1000

o

2.

kappa[23] phi ) tau_g chain
1.84 114 1. 4
1. | r |I I ;
]j Hﬁlr"ﬂﬂt wﬂ"qil *l'l‘ | 101 al‘hll ‘HI“I'I- Mﬂ‘ ' :}; ““]M‘“ 'lh H‘T —n
" 51’*““‘”'* (WM oo "-'?!1.‘!"""1"""J'““M"-*"."F‘]’ 0s "I*L.H AL .f-p'“r'h‘{ - j
e 500 600 700 800 800 1000 G'Eﬂafm 800 700 800 900 10D0 500 600 700 800 900 1000 5
gama[1]
oo il bl
A
40

500 600 700 800 S00 1000

Figura C.3: Grafico das cadeias amostradas pelo Stan para uma réplica da simulacao.
Para o modelo gerador Mge com ajuste com ¢ e . Ky corresponde ao primeiro ano da
variavel medida ao longo do tempo. kol, k92 e K93 estao relacionados, respectivamente,
a covariavel uniforme com apenas uma medida, a covariavel bindria e ao intercepto do
modelo.
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