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RESUMO

Um modelo de trinca discreta com redefinição de malha via duplicação nodal, baseado em
modelos de dano escalar é implementado e aplicado para análise não linear do concreto.
A implementação desse modelo tem como objetivo analisar o comportamento do material
na presença da fissuração e descrever a propagação das trincas. Os modelos de dano são
usados para descrição do processo de degradação do material e, após o material atingir
um critério de nucleação da trinca, uma descontinuidade geométrica é inserida na malha
de elementos finitos. A redefinição da malha é realizada através da duplicação nodal,
permitindo assim a adaptação da malha conforme a propagação das trincas. O modelo
foi implementado no sistema computacional INSANE (INteractive Structural Analysis
Environment), desenvolvido no departamento de Engenharia de Estruturas da UFMG.
Simulações numéricas foram realizadas para validar o modelo proposto.

Palavras-chave: trinca discreta; modelos de dano; duplicação nodal; método dos elementos
finitos.



ABSTRACT

A discrete crack model with re-meshing via nodal duplication, based on scalar damage
models,is implemented and applied for the nonlinear analysis of concrete. The imple-
mentation of this model aims to analyze the behavior of the material in the presence of
cracking and describe the propagation of cracks. The damage models are used to describe
the degradation process of the material, and after the material reaches a crack nucleation
criterion, a geometric discontinuity is inserted in the finite element mesh. The redefini-
tion of the mesh is performed through nodal duplication, thus allowing the adaptation
of the mesh according to the propagation of the cracks. The model was implemented
in the computational system INSANE (INteractive Structural Analysis Environment),
which was developed in the Department of Structural Engineering at UFMG. Numerical
simulations were performed to validate the proposed model.

Key-words: discrete crack; damage models; nodal duplication; finite element method.
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GIc Energia necessária para formar duas superf́ıcies de trinca
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Ẽ Módulo de elasticidade equivalente



SUMÁRIO
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

O concreto é um material parcialmente frágil e amplamente utilizado na construção civil.
Ele apresenta boa durabilidade, versatilidade e embora seja mais resistente à compressão
do que à tração, seu uso associado à barras de aço (concreto armado) supre essa limitação.
O concreto caracteriza-se por possuir caracteŕısticas complexas de comportamento e sofrer
influência da formação e propagação de fissuras. Dessa forma, a análise estrutural desse
material requer a utilização de modelos mais elaborados. Esses modelos devem ser capazes
de reproduzir o comportamento de softening, que consiste no aumento das deformações (ε)
com redução da tensão (σ) (Figura 1.1), muito caracteŕıtico dos materiais parcialmente
frágeis, além de descrever a nucleação e desenvolvimento das trincas (Shah et al., 1995,
van Mier, 1995).

σ

ε
Figura 1.1: Curva tensão-deformação de materiais parcialmente frágeis.

Diante da necessidade de modelos para descrição do comportamento do concreto,
estudos teóricos e modelos computacionais foram desenvolvidos ao longo dos anos. O
Método dos Elementos Finitos (MEF) é um método computacional numérico que viabi-
liza a criação de modelos para análise do desenvolvimento de trincas e pode ser adotado
com essa finalidade. Baseando-se no Método do Elementos Finitos, resumidamente, exis-
tem duas formas de tratar a trinca, são elas: abordagem discreta e distribúıda. Nos
modelos discretos, a trinca é retratada como uma descontinuidade geométrica na malha
de elementos finitos e esse processo requer uma alteração na configuração inicial da ma-
lha. Já nos modelos distribúıdos, a trinca não é explicitamente inserida na malha. O
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meio material é considerado cont́ınuo e são utilizadas estratégias para reproduzir o com-
portamento da trinca, como a inserção de zonas de degradação. Essas zonas tratam-se
de regiões nas quais o material vai perdendo sua integridade até a falha e podem ter seu
comportamento representado por modelos constitutivos em geral, dentre eles os mode-
los baseados na Mecânica do Dano Cont́ınuo, que consideram ou não a anisotropia do
material. Uma desvantagem na abordagem convencional de modelagem cont́ınua para
descrever o comportamento de enfraquecimento do concreto é a sensibilidade dos resulta-
dos numéricos à discretização dos elementos finitos (Jirásek, 2004). Essa sensibilidade, por
sua vez, está ligada a questões de localização de deformações numericamente induzidas.
Para tanto, existem modelos capazes de contornar esse problema, dentre eles pode-se citar
o modelo regularizado de formulação não local. Nessa formulação, os resultados numéricos
em um determinado ponto sofrem influência dos valores dos pontos da vizinhança. Dessa
forma, os resultados obtidos representam uma média ponderada dos valores dentro de um
domı́nio pré-determinado.

Existem ainda modelos de trinca que combinam a estratégia discreta e distribúıda,
permitindo uma abordagem combinada visando beneficiar-se das vantagens de ambas
abordagens. Nesses modelos, até que ocorra a abertura da trinca o meio é considerado
cont́ınuo e seu comportamento é regido via modelos constitutivos. Após um determinado
limite de resistência, há uma transição para os modelos discretos, a partir da inserção da
descontinúıdade causada pela trinca na malha de elementos finitos.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivos Gerais

O objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo de trinca discreta que seja capaz de
descrever a trajetória de propagação de uma trinca por meio da técnica de duplicação
nodal. A descrição do meio material será baseada em modelos de dano escalar, para
representar a evolução da degradação até formação de uma trinca expĺıcita. Problemas
de localização de deformação gerados numericamente na análise não linear de estruturas
de concreto.

1.1.2 Objetivos Espećıficos

Para atingir o objetivo geral, realizou-se o trabalho de acordo com os seguintes objetivos
espećıficos:

1. Estudo das formulações de Método de Elementos Finitos, Modelos de Fissuração,
Modelos de Dano e Modelos Não Locais;

2. Elaboração da estratégia de redefinição da malha de elementos finitos a partir da
duplicação nodal;
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3. Concepção de um modelo de trinca discreta baseado em modelos de dano escalar;
4. Implementação computacional do modelo proposto e do algoritmo de duplicação

nodal;
5. Realização de simulações numéricas para validação da implementação e avaliação

do modelo proposto na representação do processo de propagação de trincas.

1.2 Organização do texto

Esta dissertação está organizada em 5 caṕıtulos.
No Caṕıtulo 2, Revisão Teórica, é apresentada uma revisão dos principais conceitos

relacionados ao comportamento mecânico do concreto. São abordados temas como a
mecânica da fratura, o comportamento do concreto fissurado, modelos de fissuração, mo-
delos de dano, modelos não locais e o modelo de trinca discreta associado a modelos de
dano.

No Caṕıtulo 3, Implementação Computacional, é descrita a implementação prática
do modelo de trinca discreta com redefinição da malha via duplicação nodal baseado em
modelos de dano escalar.

No Caṕıtulo 4, Simulações Numéricas, são apresentados os resultados das simulações
numéricas realizadas com base no modelo implementado e descrito no Caṕıtulo 3 visando
a sua validação. Os resultados são analisados, discutidos e comparados a resultados
experimentais.

No Caṕıtulo 5, Considerações Finais, são apresentadas as conclusões finais do trabalho.
Neste caṕıtulo, destaca-se os principais resultados obtidos, as contribuições do estudo e
posśıveis direções para trabalhos futuros relacionados ao modelo proposto.
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CAPÍTULO 2

REVISÃO TEÓRICA

2.1 Comportamento mecânico do concreto

O concreto é um material heterogêneo composto por uma matriz ciment́ıcia de cimento
Portland e água combinada com agregados. A modelagem e análise desse tipo de material
pode-se tornar algo complexo devido às diferentes propriedades dos seus componentes.
Dessa forma, algumas simplificações são feitas para análise do concreto e de acordo com
a escala na qual trata-se este material, pode-se considerá-lo homogêneo.

Conforme descrito por van Mier (1995), o concreto pode ser observado e modelado de
acordo com três ńıveis de escala: micro, meso e macro. Uma ilustração representativa
dessas escalas está mostrada na Figura 2.1.

the same numerical technique can be applied - in conjunction with experimentation - to the devel­

opment of new structural composites. Some issues regarding materials engineering will be 

addressed in the last part of the paper. 

Three-level approach to concrete fracture 

The three-level approach, which is commonly used in materials science, was first introduced to 

fracture of concrete-like materials by Wittmann (1983). Three levels of observations and modelling 

are distinguished as shown schematically in Figure 1. The levels are the micro-, meso- and macro­

level. At each subsequent level more or Jess detail is recognised in the material structure of the con­

crete. The most global approach to modelling is the macro-level, where the material is considered as 

an equivalent isotropic continuum. No material structure is distinguished, and all non-linear 

behaviour is included in the constitutive Jaw. The advantage from a numerical point of view seems 

that the structure that is analyzed can be divided in a relatively small number of large finite cle­

ments. This tends to reduce the computational effort. Note however, that results from finite element 

analyses are generally mesh dependent, except when higher order continuum theories are used. 

Such models lead to new complications that will be mentioned furtheron in this paper. 

macro meso micro 

Fig. 1. C011crete material structure: macro-, meso- iJ1ld micro-level. 

The second level of observation is the meso-level. At this scale, 10-3 to 1O-2 m, individual aggregate 

particles in the concrete are distinguished. The particles are assumed to be embedded in a matrix of 

cement mortar, i.e. a mixture of cement and fine sand particles. The grading of the sand and aggre­

gates is generally selected such that a dense particle skeleton is obtained. The particles are bonded 

together through very thin layers of cement. At the macro-level, the response of the concrete under 

mechanical load can be explained and computed from interactions of the aggregate particles and 

the cement matrix at the meso-level. The interfacial transition zone plays a major role as it is gener­

ally weaker than both the matrix and the aggregate particles. In a meso-level model, the aggregate, 

matrix and bond zones are represented by a isotropic continuum. 

The behaviour of the cement-matrix and the interfacial zone between the aggregates and the 

cement-matrix can be explained by considering the material structure at the level of the individual 

Calcium-Silicate-Hydrates (CSH). These particles are rolled up plates of nanometre to micrometre 

149 

Figura 2.1: Nı́veis de observação da estrutura do concreto: macro, meso e micro (van Mier,
1995).

Na macroescala, considera-se o concreto como isotrópico e homogêneo. Portanto,
numericamente a estrutura dispensa a divisão em pequenos elementos finitos. Nessa
escala o comportamento não linear do material é tratado via modelo constitutivo. Na
mesoescala faz-se a distinção entre agregados e matriz ciment́ıcia do material. A zona de
transição interfacial desempenha um papel importante, pois, geralmente é mais fraca do
que a matriz e os agregados. Em um modelo de escala mesoscópica, o agregado, a matriz
e as zonas de ligação são representadas por um cont́ınuo isotrópico. Já na microescala, a
análise do concreto leva em consideração as ligações de cálcio-silicatos-hidratos, que são
ligadas por meio de forças de Van Der Walls. Nessa escala a homegeneidade é considerada
nas part́ıculas de cimento individuais (van Mier, 1995).

Outra caracteŕıstica do concreto é ser um material parcialmente frágil cujo desenvol-
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vimento de trincas influencia criticamente na resposta do material ao estado de tensão
(Shah, 1997). O processo de microfissuração surge antes mesmo da aplicação de cargas,
isso devido à retração durante o processo inicial de cura do material. Dessa forma, o
dimensionamento de estruturas em concreto deve também levar em consideração o com-
portamento do material na região que sofreu degradação, com o intuito de evitar falhas
catastróficas. Diante desse panorama, a mecânica da fratura torna-se uma ferramenta
muito importante no estudo das estruturas em concreto. Devido à complexidade do com-
portamento mecânico do concreto, a Mecânica da Fratura Linear não é suficiente para
uma representação precisa do material. Dessa forma, a Mecânica da Fratura Não Linear
descreve de forma mais adequada o material. Essa teoria permite uma caracterização
mais realista de materiais que sofrem influência do processo de fraturamento, visto que
com essa abordagem o comportamento de softening do material e os efeitos do surgimento
de uma trinca e sua propagação são levados em consideração.

2.1.1 Mecânica da Fratura

A mecânica da fratura é a parte da mecânica do cont́ınuo responsável pelo estudo do
material fissurado. Esses estudos objetivam quantificar sob quais condições um material
submetido a um carregamento irá colapsar, analisando os fenômenos f́ısicos que englobam
todo o processo de fissuração, da formação da fissura até a sua completa propagação.

A mecânica da fratura utiliza usualmente parâmetros relacionados à forma de soli-
citação como hipótese de abertura de trinca em um sólido, indicando as possibilidades de
sua propagação. Dessa forma, os modos de solicitação e consequente ruptura podem ser
classificados em modos I, II e III conforme mostrado na Figura 2.2 para uma chapa de
espessura t (Broek, 1986).

Figura 2.2: Modos de ruptura (Adaptado de Broek (1986)).

O modo I, denominado modo de abertura, é caracterizado por uma solicitação no
plano da chapa com direção normal ao plano das faces da trinca. No modo II, também
conhecido por modo de cisalhamento ou deslizamento, a solicitação é aplicada no plano
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da chapa na direção paralela às bordas da trinca, levando ao deslizamento das duas
superf́ıcies separadas pela trinca. Já no modo III ou modo de rasgamento, a solicitação
ocorre na direção perpendicular ao plano da chapa, causando o deslocamento fora do
plano na direção do carregamento aplicado.

A mecânica da fratura é baseada no fato de que todos os materiais possuem im-
perfeições iniciais, como vazios e fissuras, que podem afetar a capacidade de carga das
estruturas. Altas tensões prevalecem na região próxima aos defeitos preexistentes do ma-
terial, podendo resultar na perda de resistência. Além disso, o material utilizado nas
construções exerce influência também no comportamento mecânico das estruturas e de
acordo com sua resposta aos esforços de tração, esses materiais podem ser classificados
em frágeis, dúcteis ou parcialmente frágeis (Shah et al., 1995).

A Figura 2.3 representa graficamente a relação entre tensão e deformação para cada
um destes materiais.

8

na Figura 2.1b, pode-se perceber que o material dúctil apresenta um patamar de

escoamento na ruptura, onde a tensão permanece constante durante o incremento do

alongamento. Finalmente, o material parcialmente frágil caracteriza-se pelo decrés-

cimo gradual das tensões quando atinge a ruptura, apresentando um comportamento

intermediário entre o dútil e o frágil, como indicado na Figura 2.1c.

Figura 2.1: Diferentes tipos de respostas da tensão uniaxial × deformação dos materiais:

(a) material elástico-frágil, (b) material elasto-plástico e (c) material elástico-parcialmente-

frágil (Shah et al., 1995).

Uma forma mais detalhada para que se percebam as diferenças na resposta de

cada material pode ser vista na Figura 2.2. Lá estão representadas três chapas

de largura infinita com um furo eĺıptico no centro. A geometria do furo é um

dos fatores que caracteriza a fissura e influencia na distribuição das tensões em

sua proximidade. Além disso, quando submetem-se a tensões de tração as três

chapas feitas de materiais diferentes, mas com furos de mesmo tamanho e geometria,

percebe-se claramente que a distribuição de tensões apresenta diferenças junto às

extremidades do furo eĺıptico.

Por um lado, a influência da geometria do furo pode ser percebida pelo valor da

tensão σmax que existirá na proximidade das bordas. Tal tensão atinge valor maior

que o valor da tensão nominal aplicada σN . A relação entre σmax e σN pode ser

descrita como:

Figura 2.3: Diferentes tipos de respostas dos materiais: tensão uniaxial x deformação: a) mate-
rial elástico-frágil, b) material elasto-plástico e c) material elástico-parcialmente frágil (Adaptado
de Shah et al. (1995) por Wolff (2010)).

Observa-se na Figura 2.3-a que a tensão cai repentinamente para zero quando ocorre
a ruptura de um material frágil. Já para os materiais dúcteis, existe um patamar de
escoamento no qual a tensão permanece constante mesmo com acréscimo de alongamento
(Figura 2.3-b). Por fim, os materiais parcialmente frágeis apresentam comportamento
intermediário entre o frágil e o dúctil e são caracterizados pelo decréscimo gradual das
tensões quando o material atinge seu limite de tensão (Figura 2.3-c). Nota-se que os
materiais parcialmente frágeis apresentam um decĺınio gradual como resposta tensão-
deformação. Esse comportamento é chamado softening ou amolecimento e é causado
devido à existência de uma zona inelástica ao redor da ponta da trinca chamada zona de
processo de fratura.

Para estruturas constrúıdas com materiais parcialmente frágeis, a zona de processo de
fratura passa a ser um dos fatores que caracteriza a falha das seções cŕıticas.

Sendo o concreto um material parcialmente frágil, cuja resposta às tensões é influen-
ciada pelo desenvolvimento de trincas, a caracterização de sua ruptura requer a aplicação
de critérios de energia fundamentados nos prinćıpios da mecânica da fratura não linear.
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2.1.2 Comportamento do Concreto Fissurado

Em materiais compósitos como o concreto, a falha por tração envolve vários processos de
degradação interna, tal como a expansão progressiva de microfissuras que podem causar
descontinuidades (fissuras) no meio material (Rots e Blaauwendraad, 1989).

Como dito anteriormente, existe uma zona de comportamento inelástico, denominada
Zona de Processo de Fratura (ZPF), na ponta da fissura que exerce significativa influência
no comportamento de materiais parcialmente frágeis dependendo do seu tamanho em
comparação à dimensão da estrutura.

Nessa zona existem vários mecanismos, chamados de mecanismos de tenacidade à
fratura, que contribuem para o comportamento de amolecimento do concreto conforme
mostrado na Figura 2.4 (Shah, 1997).

São esses mecanismos:

1. microfissuras (Figura 2.4-a), que surgem em razão ao estado de tensões muito elevado
na região à frente da zona de processo de fratura e aparecem devido aos vazios
deixados pela água durante o processo de cura e/ou causados pela formação de
pequenas bolhas de ar que surgem no lançamento do concreto;

2. desvio da fissura (Figura 2.4-b) causada quando a fissura encontra uma part́ıcula
mais resistente em seu caminho;

3. costura da fissura pelos agregados (Figura 2.4-c), que ocorre quando a fissura avança
além de um agregado, mas mantém contato entre suas faces devido à coesão gerada
pela costura do grão;

4. fechamento da fissura induzido pela rugosidade da superf́ıcie fissurada (Figura 2.4-
d) gerada quando um agregado se solta devido à fricção que ocorre entre as faces
da fissura e do agregado, em consequência da rugosidade dessas interfaces;

5. ponta de fissura arredondada por vazios (Figura 2.4-e), que ocorre quando um agre-
gado encontra um vazio em seu caminho;

6. ramificação da fissura (Figura 2.4-f).

Os mecanismos de tenacidade à fratura dificultam a propagação da fissura na zona de
processo de fratura, pois, estes são responsáveis pela dissipação de energia nessa zona.
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Figura 2.4: Mecanismos de tenacidade: (a) microfissuras, (b) desvio da fissura, (c) costura
da fissura pelos agregados, (d) fechamento da fissura induzido pela rugosidade da superf́ıcie
fissurada, (e) ponta de fissura arredondada por vazios e (f) ramificação da fissura (Adaptado de
Shah et al. (1995) por Wolff (2010)).

Embora para muitos materiais a zona de processo de fratura possua tamanho insig-
nificante, para os materiais parcialmente frágeis, como o concreto, seu tamanho é grande
comparado ao tamanho da estrutura e não pode ser desprezado. Algumas exceções para
as quais os efeitos da zona de processo de fratura podem ser considerados despreźıveis di-
ante das dimensões das seções da estrutura são construções em concreto de grande porte,
como as barragens (Liaghat et al., 2019, Wolff, 2010).

A Figura 2.5 mostra o crescimento de uma trinca em materiais parcialmente frágeis.

classical plasticity. This work assumes the following hyper-

bolic expression [14]:

F ¼ t2 � 2ctanff ðft � sÞ � tan2ff ðs2 � f 2t Þ ð1Þ

where c is the cohesion, ff the friction angle, and ft the

tensile strength.

In accordance with the cohesive approach [22], the

cracking surface evolves with the opening of the crack,

following the softening curves of the tensile strength, ft, and

the cohesion, c.

The traction vector, t, is defined from the normal stress,

s, and the stress, t, tangential to the crack faces (Eq. (2)):

t ¼ s~nþ t~t ð2Þ

where ~n and ~t are the unit vectors in the normal and

tangential directions to the crack faces.

The incremental inelastic displacement vector between

the crack faces, u̇i, is defined. This vector is obtained from

Fig. 3. Cracking process in concrete and profiles of traction and tangential stresses.

Fig. 4. Softening curves: (a) traction strength, s; (b) cohesion, c.

J.C. Gálvez et al. / Cement and Concrete Research 32 (2002) 1567–15851570

Trinca verdadeira Zona de processo
de fratura

      Material     
 íntegro

Figura 2.5: Processo de fissuração em materiais parcialmente frágeis e perfil de tensão (Adaptado
de Gálvez et al. (2002)).

Observa-se na Figura 2.5 a existência de três zonas. A primeira corresponde à trinca
verdadeira, que é livre de tensões. Em seguida, encontramos a zona de processo de fratura,
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na qual o material foi carregado até a sua resistência e está parcialmente danificado, mas
ainda existem pontes de material não deterioradas que são capazes de transmitir tensões
através da interface (Gálvez et al., 2002). Por fim, a terceira zona é a região ı́ntegra do
material.

Na Figura 2.6 é apresentada a relação entre tensão e deformação para o concreto. Con-
forme a análise do diagrama tensão-deformação realizada por Azevedo (2019), o segmento
inicial linear crescente (trecho AB) reflete a resposta linear do material durante o pro-
cesso de carregamento, seguido por uma curva suave antes do pico de tensão, indicativo
do endurecimento do material.

Após atingir o limite de tensão, observa-se que a curva torna-se não linear. Durante o
descarregamento, especificamente no trecho BC da curva, denominado softening, ocorre
um enfraquecimento do material, acompanhado por um aumento nas deformações. A
medida de deformação, devido à localização das deformações após o ponto máximo, é agora
dividida em duas partes: a primeira refere-se às deformações elásticas, enquanto a segunda
é resultado da abertura da trinca, originada pela formação de múltiplas microtrincas em
todo o material.

O segmento CD da curva é atribúıdo às tensões entre agregados e aos efeitos de atrito
entre eles, enquanto os trechos AB e BC são ocasionados pelo processo de microfissuração.

Figura 2.6: Diagrama tensão deformação do concreto (Adaptado de Shah et al. (1995) por
Azevedo (2019)).

Como já mencionado anteriormente, a zona de processo de fratura é a responsável
pelo softening devido aos mecanismos de tenacidade à fratura. Após atingir o limite de
carregamento, na zona de processo de fratura as superf́ıcies da fissura ainda permanecem
em contato, sendo assim capazes de transmitir tensões. Conforme as superf́ıcies vão
perdendo contato, as tensões diminuem, levando a um decréscimo gradual da carga. O
ramo anterior ao pico de tensão (trecho AB da Figura 2.6), exerce pouca influência na
dissipação de energia em termos de energia de fratura. A maior influência ocorre no ramo
de softening, que reduz o fluxo de energia consumida na ponta da trinca, à medida que
a superf́ıcie de fratura aumenta e, consequentemente, a dissipação de energia. Porém, o
estudo do comportamento após o pico de tensão não é simples e muitos autores recorrem
a funções aproximadas com parâmetros ajustados experimentalmente.



27

Muitas funções para representação de softening foram desenvolvidas para modelar o
comportamento das trincas em concreto sob tração. Pode-se observar algumas dessas
curvas na Figura 2.7, como a linear, a exponencial, a bilinear, dentre outras. Segundo
Gálvez et al. (2002), embora não exista um consenso sobre a localização exata do ponto
de inflexão, as curvas bilineares são consideradas aproximações razoáveis da curva de
amolecimento do concreto.

Two properties of the softening curve are most important:

the tensile strength, ft0, and the cohesive fracture energy, GF.

The tensile strength is the stress at which the crack is created

and starts to open ( f(0) = ft0). The cohesive fracture energy,

GF, also called specific fracture energy, is the external

energy required to create and fully break a unit surface area

of a cohesive crack and coincides with the area under the

softening function. The tensile strength and the specific

fracture energy are material properties and may be experi-

mentally measured in accordance with American Society for

Testing and Materials (ASTM) C 496 [39] and Réunion

Internationale des Laboratoires d’Essais et de Recherches

sur les Matériaux et les Constructions (RILEM) 50-FMC

[40], respectively.

Many softening curves have been developed to model the

experimental fracture behaviour of concrete in tension [3].

The bilinear curves are accepted as reasonable approxima-

tions of the softening curve for concrete (Fig. 2), although

there is no agreement about the precise location of the kink

point. Smoother curves have also been proposed: exponen-

tial [41–43] and power law [44], among others.

3. The cohesive crack model in mixed mode

The numerical simulation of the mixed mode (I/II)

fracture process of concrete is based on the incorporation

of the cohesive crack model into a finite element code. The

two main stages of the process are the calculation of the

crack path and the incorporation of the cohesive crack

model into the crack path; these stages are two different

computational steps.

3.1. Numerical prediction of the crack path

Linear elastic fracture mechanics (LEFM) has proven its

worth to predict the crack path, even for complex trajectories

[30,31]. In this work, numerical computations use the max-

imum tangential stress (MTS) criterion [45], which postu-

lates that the crack grows in the direction perpendicular to

that of the greatest tension. Detailed information about the

MTS criterion can be found in Ref. [46], for example. The

LEFM finite element code FRANC2D [47] was used to

calculate the crack paths.

The assumption of this criterion in mixed mode fracture

implies that the crack grows in a stable manner in local Mode

I under global mixed mode loading. There is an important

local mixed mode when the crack starts from the notch. This

is shown by a kink between the notch and the crack. A finite

element calculation of KI and KII at the tip of the notch shows

this local mixed mode. When the crack is growing in a stable

manner under mixed loading, a local Mode I crack growth

may be assumed, as is shown by finite element calculations:

KII is very small in comparison with KI. This was shown as

valid in stable tests with brittle materials [48,49] and

extended to quasi-brittle materials [30,31]. Further testing is

needed before it can be used for unstable crack growth.

3.2. Cracking surface for mixed mode fracture

Quasibrittle materials such as rock and concrete do not

exhaust the traction strength after a stress equal to the

traction strength. Fig. 3 shows a crack growing in these

materials. From left to right, we distinguish three zones: (1)

the true crack, with no stress transmission through the

interface, (2) the fracture process zone, where the material

has been loaded up to the strength and is partially broken,

but with unbroken material bridges, and is able to transmit

stresses through the interface and (3) the intact material,

where the material has not been loaded up to the strength.

The cohesive crack model for Mode I reproduces this

behaviour by the softening curve for the normal strength

crack, s, as shown Fig. 1.

In mixed mode (I and II) fracture, the interaction between

normal stress, s, and tangential stress, t, should be taken

into account. It is assumed that the crack grows when the

combination of normal stress, s, and the tangential stress, t,
reaches a cracking surface F(s,t) = 0, like a yield surface in

Fig. 2. Softening curves for concrete.
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Figura 2.7: Curvas de softening para o concreto (Adaptado de Gálvez et al. (2002)).

Diante do cenário apresentado do comportamento do concreto fissurado e influência das
trincas na resposta do material, nota-se que a correta modelagem do material é essencial
ao processo de análise estrutural. Na seção 2.2 estão apresentados alguns modelos para
representação da fissuração do concreto.

2.2 Modelos de fissuração

Devido ao concreto ser um material com diversas caracteŕısticas particulares, modelos
matemáticos adequados são necessários para correta representação de suas caracteŕısticas
(Bazant e Oh, 1983, Rots e Blaauwendraad, 1989, Pitangueira, 1998). Dessa forma, o
comportamento do meio material deve ser descrito por modelos constitutivos formulados
a partir de hipóteses e leis representativas do material. Inicialmente, o processo de análise
do concreto considera um comportamento linear e elástico e no decorrer do processo
de carregamento, o limite elástico do material é atingido devido à perda de integridade
causada pela degradação. A partir deste ponto, o comportamento do material passa a ser
não linear e inelástico.

Como mencionado anteriormente, o concreto é um material parcialmente frágil, e
seu comportamento estrutural está diretamente ligado ao surgimento e à propagação de
trincas. Assim, descrever adequadamente o fenômeno de fissuração é indispensável para
a análise deste material, pois é responsável por conduzir a propagação da degradação e a
perda de rigidez do mesmo.
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Uma estratégia para analisar trincas é utilizando o método dos elementos finitos que,
segundo ACI-Committee-446 (1997), foi usado pela primeira vez para fissuração de estru-
turas de concreto nos trabalhos de Clough (1962), Ngo e Scordelis (1967), Nilson (1967,
1968). Usando o método dos elementos finitos, as trincas podem ser modeladas a partir
de dois conceitos principais: discreto, o qual considera a trinca como uma descontinuidade
geométrica, e distribúıda, onde o sólido fissurado é tratado como um meio cont́ınuo (Rots
e Blaauwendraad, 1989). A descrição da trinca abordada como distribúıda encontra-se
no tópico 2.3 desse trabalho e discreta em 2.4. Existem ainda modelos que combinam a
abordagem discreta e distribúıda. Este será apresentado na seção 2.5. Na Figura 2.8 está
apresentada uma ilustração para esses três modelos citados.

numerical description of the process. In particular, the duc-
tile fracture process which governs the creation of new
material surface must be described accurately and reliably.

Ductile fracture is triggered by nucleation, growth and
coalescence of microscopic voids [1]. Nucleation takes
place at second phase particles and inclusions in the mate-
rial matrix, either by interface decohesion or particle crack-
ing. Existing voids will grow and new voids nucleate with
increasing hydrostatic stress. When the distance between
the voids is sufficiently small, the ligaments joining them
will start to neck and larger voids are formed by coales-
cence. Eventually, voids link up with the main crack. For
the modelling of fracture, three different approaches can
be distinguished, depending on whether the crack geometry
and the microscopic processes from which it originates are
taken into account, i.e. discontinuous, continuous and
combined, see Fig. 1.

1.1. Discontinuous approach

In a discontinuous approach, the crack geometry is
explicitly modelled. It is tacitly assumed that the fracture
process zone (FPZ) is so small that its effect on the overall
behaviour is either negligible or can be concentrated in a
planar area, as in cohesive zone models. This is mostly
the case for ductile materials in which the size of the FPZ
is much smaller than the product geometry. Thus, the
mechanical behaviour of the surrounding material remains
elasto-plastic and the cumulative effect of the growing
crack is modelled by an adequate update of the geometry.
Additional criteria must be formulated regarding crack ini-
tiation, propagation and crack growth direction. A draw-
back of this type of approach is that, in general, cracks
only can initiate from a stress concentrator.

Commonly used crack growth criteria are: the J-integral
[2,3], the CTOD (crack tip opening displacement) [4] and
the CTOA (crack tip opening angle) [5]. In most cases,
these criteria are not based on the micromechanics that
drives ductile fracture. Cohesive zone models (CZM) [6,7]
constitute a tool for gradually developing cracks, by lump-

ing the FPZ into a zero-width band, the behaviour of
which is represented by a traction-displacement type con-
stitutive equation.

Computationally, the discontinuous approach entails
modelling strong discontinuities, i.e. displacement disconti-
nuities. This particular difficulty constituted a main chal-
lenge for many researchers who proposed a solution
strategy within the context of the finite element method.
Among them, one may identify smeared crack [8] and
embedded crack models [9,10]. Their kinematics, however,
do not allow them to model strong discontinuities. Element
erosion [11] is known to cause mass loss and results in mesh
dependent crack shapes. The latter problem is also com-
mon in inter-element crack models [12]. Solutions based
on the partition of unity, such as the extended finite ele-
ment method (XFEM) [13,14], are promising new tech-
niques whose full capabilities are being further explored.
Remeshing techniques of various types [15,16] have been
designed for the modelling of crack propagation. Most of
the techniques listed above work well for small or moderate
displacements, for which element distortion is not too
severe. In metal forming processes, however, deformations
tend to be extremely large and extreme element distortions
would thus result if no remeshing is used. Remeshing strat-
egies towards crack growth modelling allow to simulta-
neously guarantee well shaped finite elements—something
which seems difficult to achieve with the other techniques
listed above.

Besides the finite element method, other numerical tools
have also been employed. The boundary element method
(BEM) [17,18] possesses appealing features for the model-
ling of crack propagation. Yet, its application to nonlinear
constitutive models is still limited. Meshless methods or
element-free methods are versatile [19,20]. Yet, besides
being computationally expensive, boundary conditions
(e.g. contact) are difficult to impose.

1.2. Continuous approach

In contrast with discontinuous approaches, continuous
approaches fully model the FPZ. The fracture process is
described by a continuous multi-dimensional model for
the material degradation. Cracks are represented by
continuum regions which have lost their load-carrying
capacity. This approach is sometimes referred to as local
approach to fracture.

Continuous softening models can be grouped into two
categories: microscopically based models and phenomeno-
logical continuum damage mechanics models. To the first
category belong the works of Rice and Tracey [21],
McClintock [22], Gurson [23], Tvergaard and Needleman
[24,25], who derived the macroscopic material response
from the behaviour of microscopic voids. Continuum dam-
age mechanics [26,27] uses a homogenised representation of
microcracks, voids and other small flaws in a macroscopic
format. One or more damage variables represent the state

Discontinuous CombinedContinuous

Fig. 1. Crack and microstructure (above); approaches to fracture (below).
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   Descontínua      Contínua      Combinada  

Figura 2.8: Trinca e microestrutura do material seguida das abordagens de fratura para mode-
lagem de fissuras (Adaptado de Mediavilla et al. (2006)).

2.3 Modelos Cont́ınuos

2.3.1 Modelos de Fissuração Distribúıda

O modelo de fissuração distribúıda, segundo Bazant e Planas (1998), representa a trinca de
maneira distribúıda. São consideradas que infinitas trincas paralelas de abertura infinita-
mente pequena estão, teoricamente, distribúıdas ao longo do elemento finito e, como dito
anteriormente, um sólido trincado é considerado como cont́ınuo. Nesse modelo, as trin-
cas são modeladas alterando-se as relações constitutivas (tensão-deformação) do cont́ınuo
sólido na vizinhança da fissura. Dessa forma, a fissura é abordada como uma caracteŕıstica
intŕınseca do material.

De acordo com Rots e Blaauwendraad (1989), o conceito de trinca distribúıda pode ser
classificado em: trinca distribúıda fixa e rotativa. Sendo tratada como fixa, a orientação
da trinca é fixada durante todo o processo computacional, em contrapartida, sendo tra-
tada como rotativa, a orientação da trinca pode ser alterada girando em conjunto com os
eixos de deformação principal. Esse modelo preserva a topologia da malha de elementos
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finitos original e, além disso, não impõe restrições quanto à orientação dos planos de fis-
sura, ou seja, dos eixos ortotrópicos. No entanto, para que o concreto seja modelado como
um meio cont́ınuo, deve-se levar em consideração o tamanho da estrutura heterogênea do
material, uma vez que quando modelado com essa abordagem, zonas de dano tendem a
se localizar em uma escala de observação que é da ordem do tamanho do agregado (ACI-
Committee-446, 1997). Dessa maneira, o tamanho máximo dos elementos finitos usados
na modelagem do comportamento de suavização de deformação deve ser relacionado ao
tamanho do agregado. Para construções de pequena escala isso não apresenta nenhum
obstáculo particular ao modelo, porém, para grandes construções comparadas com o ta-
manho da estrutura interna, isso se torna um problema. Algumas estratégias para tratar
das limitações de instabilidade de localização e sensibilidade da malha de elementos finitos
do modelo de trinca distribúıda são: complementação do modelo material com alguma
condição matemática, modelos de cont́ınuo não local, modelos de gradiente e o cont́ınuo
micropolar (Gálvez et al., 2002). Esses procedimentos são adequados para problemas
espećıficos, mas nenhum fornece uma solução geral.

Os modelos convencionais de fissuração distribúıda para o concreto consideram que
o material é inicialmente isotrópico e homogêneo e à medida que o ńıvel de tensão no
material aumenta, seu comportamento é modificado pela formação das fissuras, que se
propagam por todo o meio no decorrer da análise. Após o ińıcio do processo de fissuração,
considera-se o concreto ortotrópico e de acordo com a direção das fissuras define-se os eixos
de ortotropia.

A relação tensão-deformação para os modelos distribúıdos é escrita em função dos
eixos n, s e t de ortotropia conforme a equação:

{σl} = [sl D] {εl} , (2.1)

onde: {σl} é o vetor de tensões no sistema local, [sl D] é a matriz secante constitutiva
local e {εl} o vetor de deformação no sistema local. Dessa forma, para um problema
tridimensional a relação tensão-deformação será:



σnn

σss

σtt

σns

σst

σnt


=



Enn Ens Ent 0 0 0
Esn Ess Est 0 0 0
Etn Ets Ett 0 0 0
0 0 0 Gns 0 0
0 0 0 0 Gst 0
0 0 0 0 0 Gnt





εnn

εss

εtt

γns

γst

γnt


(2.2)

Os ı́ndices n, s e t na Eq. 2.2 correspondem aos eixos da trinca conforme mostrado
na Figura 2.9. Sendo n o a direção normal à trinca, e s e t direções tangenciais.
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Os modelos de fissuração distribúıda podem ser classificados em duas categorias:

modelo de direção de fissuração fixa ou variável. O modelo com direção fixa con-

sidera que, uma vez iniciada, a fissura tem orientação fixa durante todo o processo

de propagação. Já o modelo com direção variável admite que as fissuras podem

rotacionar de acordo com a orientação das deformações principais.

Nos modelos de fissuração distribúıda, tradicionalmente, leis tensão deformação

são escritas relativamente aos eixos principais n, s, t de ortotropia, na forma

{σ`} = [s`D]{ε`} , (2.4)

onde {σ`} é o vetor de tensões no sistema local, [s`D] é a matriz constitutiva secante

local e {ε`} é o vetor de deformações no sistema local. Portanto, para o caso tridi-

mensional, são necessárias nove componentes de rigidez para caracterização do meio

fissurado 

σnn

σss

σtt

σns

σst

σnt


=



Enn Ens Ent 0 0 0

Ens Ess Est 0 0 0

Ent Est Ett 0 0 0

0 0 0 Gns 0 0

0 0 0 0 Gst 0

0 0 0 0 0 Gnt





εnn

εss

εtt

γns

γst

γnt


. (2.5)

Na equação 2.5, n é a direção normal à fissura e s, t são direções tangenciais à fissura,

como ilustrado na figura 2.8.

Figura 2.8: Sistema de coordenadas da trinca.Figura 2.9: Sistemas de coordenadas da trinca (Penna, 2011).

Modelos iniciais de fissuração distribúıda, como o de Rashid (1968), consideravam as
direções normais às trincas com rigidez nula, dessa forma: as componentes Enn, Ens,
Ent, Gns, Gnt da matriz secante constitutiva local [sl D] são iguais a zero (Penna, 2011).
Consequentemente, a Eq. 2.2 com essa simplicação e para caso bidimensional se resume
a:


σnn

σss

σns

 =


0 0 0
0 E 0
0 0 0




εnn

εss

γns

 , (2.3)

onde E é o módulo de elasticidade do material.
Após uma fissura, peças estruturais ainda são capazes de transmitir esforços, no en-

tanto, essas primeiras aproximações não representam essa realidade. Foram identificados
diversos problemas de instabilidade numérica em modelos fundamentados nessa teoria,
resultantes das fortes descontinuidades ocasionadas pela transformação do meio material,
que inicialmente era elástico, linear e isotrópico, para um meio ortotrópico com rigidez
nula.

Modelos posteriores, como o de Suidan e Schnobrich (1973), mantiveram o módulo de
elasticidade transversal G, mas reduzido por um fator de retenção ao cisalhamento βr que
varia de 0 a 1. O parâmetro βr é uma constante fixa, escolhida no intervalo de 0 a 1. Valo-
res próximos a 1 resultam em um endurecimento da resposta, enquanto valores próximos
a zero conduzem a uma instabilidade numérica do modelo Rots e Blaauwendraad (1989).
Valores t́ıpicos situam-se entre 0, 05 e 0, 01. Desse modo, para o cenário bidimensional, a
matriz [sl D] é expressa por:

[sl D] =


0 0 0
0 E 0
0 0 βrG

 . (2.4)

Os modelos de fissuração distribúıda evolúıram para incluir também um fator de
redução do módulo de elasticidade na direção normal à fissura, como tentativa de promover
a redução do módulo de elasticidade de forma gradual e evitar problemas de instabilidade
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numérica causadas por reduções bruscas da elasticidade. Dessa forma, reescrevendo a Eq.
2.4 para incluir o fator de redução αr tem-se:

[sl D] =


αrE 0 0

0 E 0
0 0 βrG

 (2.5)

com αr variando de 0 a 1. Este parâmetro é uma constante fixa predefinida, cuja resposta
é semelhante à βr.

Modelos como o de Bazant e Oh (1983), usando os mesmos prinćıpios, inclúıram
à formulação módulos de rigidez fora da diagonal principal e consideraram o efeito de
Poisson, além de manterem a redução do módulo de rigidez normal à trinca. A formulação
leva em consideração apenas degradação por tração e é baseada na inversão de uma
relação de flexibilidade. Modelos que consideravam tanto a degração na direção normal à
fissura quanto na direção tangente ao plano de fissuração foram desenvolvidos baseados
nos trabalhos de Bazant e Oh (1983) e Rots et al. (1985). Para esse modelo, a matriz
constitutiva secante local [sl D] é dada por:

[sl D] = 1
(1 − ν2αr)


αrE ναrE 0
ναrE E 0

0 0 (1 − ν2αr) βrE
2(1+ν)

 , (2.6)

onde ν é o coeficiente de Poisson.
Os modelos de fissuração distribúıda evolúıram para buscar soluções matemáticas que

levassem a uma redução gradual na rigidez. Essa evolução levou à teoria do dano, que
generaliza os modelos constitutivos que em vez de uma redução abrupta da rigidez no
momento da formação da fissura, permite uma redução gradativa (Souza, 2016). Modelos
baseados em dano incluem à análise do material um conjunto de variáveis de dano res-
ponsáveis pela quantificação do processo de degradação. Uma descrição mais detalhada
desses modelos encontra-se na seção 2.3.2 deste trabalho.

2.3.2 Modelos de Dano

O processo de fissuração pode ter influência no comportamento dos materiais em geral,
sejam eles dúcteis, frágeis ou parcialemnte frágeis, implicando na necessidade de utilização
de modelos adequados para descrever a formação e propagação de fissuras. A mecânica do
dano cont́ınuo é um modelo que pode ser utilizado com essa finalidade. Essa formulação
descreve a perda gradativa da integridade do material causada pela propagação de mi-
crofissuras, microvazios e defeitos semelhantes presentes no meio (Jirásek, 2004). Essas
alterações que ocorrem na microestrutura do material resultam na degradação de sua ri-
gidez e esse processo evolui até a falha. Em escala microscópica, o dano pode ser tratado
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como descontinuidade do material e em escalas maiores pode-se considerar o material de
forma cont́ınua (Penna, 2011).

A mecânica do dano cont́ınuo estuda o comportamento macroscópico de um material
com base na definição do “Elemento Volumétrico Representativo” (EVR). A dimesão do
EVR é determirnada baseado no fato de que o material pode ser considerado homogêneo
dentro dos seus limites.

De acordo com Jirásek (2004), nos modelos de dano existem certas variáveis internas
que caracterizam a densidade e a orientação dos microdefeitos. Por exemplo, na versão
mais simples do modelo de dano isotrópico, o tensor de rigidez danificado é um múltiplo
escalar do tensor de rigidez elástica inicial, desta forma, o dano é descrito por um único
parâmetro escalar. Para estruturas submetidas a condições extremas de carregamento,
a distribuição inicial de deformação que é suave pode se tornar fortemente localizada.
Fato esse que pode ser causado por efeitos geométricos ou por instabilidade do material.
Devido ao problema de localização, os modelos de danos locais padrão não são capazes
de descrever o comportamento do material de forma adequada e como solução para este
problema, tem-se a reformulação do modelo constitutivo de forma não local. Mais além,
nessa reformulação a tensão em um ponto do material será dependente da deformação
histórica da sua vizinhança. Uma descrição do modelo não local está apresentada na
seção 2.3.3.

A seguir serão apresentados modelos constitutivos de dano que podem ser utilizados
para descrição do comportamento dos materiais.

2.3.2.1 Conceitos Fundamentais da Mecânica do Dano

Os primeiros modelos de danos cont́ınuos desenvolvidos consideravam a redução da área
de uma seção tranversal devido ao aparecimento de microfissuras como a variável interna
que caracteriza o dano. Esses modelos eram basedados em modelos uniaxiais e serão
descritos a seguir com base no trabalho de Jirásek (2004).

Para formulação uniaxial do dano, assume-se um feixe de fibras de um determinado
material paralelo à direção da carga aplicada, como mostrado na Figura 2.10-a. Como
pode-se observar na Figura 2.10-b, inicialmete todas as fibras respondem elasticamente e
a tensão é suportada por todas as fibras. Neste estágio do carregamento o comprimento
inicial é acrescido de ε1.

À medida que incrementa-se o carregamento, as fibras começam a se romper, conforme
observa-se na Figura 2.10-c. Neste estágio, nota-se que a tensão efetiva σ aumenta, a área
efetiva A diminui e o comprimento também aumenta devido à deformação ε2. A tensão
nominal σ é a força por unidade de área inicial da seção transversal e a tensão efetiva σ

é a força por unidade de área efetiva.
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Figura 2.10: Hipótese de um modelo de dano uniaxial composto por um feixe de fibras elásticas
paralelas rompendo em diferentes ńıveis de deformação (Jirásek, 2004).

Sendo σA = σA, pode-se obter a seguinte equação:

σ = A

A
σ. (2.7)

A relação entre a área efetiva e total β = A
A

é definido como um parâmetro escalar
que caracteriza a integridade do material. Usualmente, na mecânica do dano costuma-se
trabalhar com o parâmetro de dano (ω) que pode ser calculado de acordo com a seguinte
expressão:

ω = 1 − β. (2.8)

Analisando a Eq. 2.8, conclui-se que para um material totalmente ı́ntegro, ou seja,
A = A, o valor do dano ω é zero. Já para um material totalmente danificado (A = 0), o
valor do dano é máximo e igual a um. No modelo simplificado assume-se a hipótese de
que cada fibra do material permanece linear elástica até o valor de deformação que causa
o rompimento da fibra. Desta forma, para o caso uniaxial, a tensão efetiva é dada pela
Lei de Hooke descrita por:

σ = Eε, (2.9)

onde E é o módulo de elasticidade e ε é a deformação.
Fazendo a combinação das Eqs. 2.7, 2.8 e 2.9, obtém-se a seguinte relação:

σ = (1 − ω)Eε. (2.10)

Considerando cada fibra perfeitamente frágil, a tensão na fibra decai para zero de
forma gradual quando é atingido um ńıvel cŕıtico de deformação.

Os modelos de dano podem ser divididos em dois grupos: modelos micromecânicos
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e fenomenológicos. As variáveis de dano nos modelos micromecânicos representam a
média dos defeitos microscópicos do material. Devido à complexidade na identificação
experimental das leis de evolução de dano dos modelos micromecânicos, a modelagem de
problemas de engenharia com esses modelos torna-se um processo mais dif́ıcil. Por sua
vez, os modelos fenomenológicos abrangem variáveis mais simples de serem determinadas
do que densidade de microfissuras que surgem no material. As variáveis dos modelos
fenomenológicos constituem a base da degradação interna e representam o comportamento
macroscópico do material (Penna, 2011).

Tratando-se de modelos fenomenológicos, a variável interna de dano é representada
pela degradação das propriedades elásticas ou rigidez do material em regime de pequenas
deformações. Como estes modelos representam a degradação progressiva do material após
o regime linear, ou seja, com deformações maiores que àquelas associadas ao seu limite
de resistência, pode-se escrever a seguinte relação:

ω = 1 − Eω

E0 , (2.11)

onde E0 é o módulo de elasticidade do material ı́ntegro e Eω o módulo de elasticidade do
material degradado.

A seguir serão apresentados alguns modelos de dano.

2.3.2.2 Modelos de Dano Padrão

A estrutura dos modelos contitutivos baseados na mecânica do dano serão apresentadas a
seguir conforme de Borst e Gutiérrez (1999). Tem-se a seguinte relação tensão-deformação:

σij = Ds
ijkl(qm, ωmn, Ωmnop, ...)εkl, (2.12)

onde σij é o tensor de tensões, εkl é o tensor de deformações e Ds
ijkl é o tensor de rigidez

secante que pode ser dependente de variáveis internas escalares (w), vetoriais (qm) ou
tensoriais (ωmn, Ωmnop).

A Eq. 2.12 se diferencia da elasticidade não linear clássica pela dependência histórica,
que é introduzida por meio de uma função de carga-descarga (f) que desaparece com o
carregamento e é negativa caso contrário (de Borst e Gutiérrez, 1999).

O valor de f deve permanecer zero por um peŕıodo infinitesimal para que ocorra o
crescimento do dano, de modo que temos o requisito adicional de que ḟ = 0. A com-
pletude da teoria é obtida a partir da especificação das equações de evolução adequadas
(dependentes do material) para as variáveis internas, conforme será apresentado a seguir.

a) Modelo de Dano Isotrópico
Para o caso da evolução de dano isotrópico, segundo Ladevèze (1983), a Eq. 2.12
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simplificada resulta em:

σij = [(1 − ω1)G(δikδjl + δilδjk − 2/3δikδjl) + (1 − ω2)Kδijδkl]εkl, (2.13)

onde G é o módulo de cisalhamento e K o módulo volumétrico (Bulk modulus), que são
degradados respectivamente pelas variáveis de dano escalar ω1 e ω2. Considerando que o
módulo transversal e módulo volumétrico degradam da mesma forma, a Eq. 2.13 poder
ser simplificada para a seguinte forma:

σij = (1 − ω)De
ijklεkl, (2.14)

com ω sendo a variável de dano que cresce de zero a um, sendo 1 perda total da integridade
do material, e De

ijkl o tensor de rigidez elástico de quarta ordem. Para complementar a
relação apresentada na Eq. 2.14, tem-se a função de carregamento f(ε̃, σ̃, κ), sendo ε̃ e σ̃

funções de valor escalar dos tensores de tensão e deformação e κ é uma variável histórica
escalar. A função de carregamento f e a taxa da variável histórica, κ̇, devem satisfazer
as condições de carga e descarga de Kuhn-Tucker conforme:

f ≤ 0, κ̇ ≥ 0, f κ̇ = 0. (2.15)

Considerando o caso em que a função de carregamento seja apenas em função de ε̃,
tem-se:

f(ε̃, κ) = ε̃ − κ. (2.16)

Diversas medidas para definir a deformação equivalente ε̃ foram propostas em diversos
trabalhos, como Lemaitre e Chaboche (1990), Mazars (1984) e de Vree et al. (1995) que
serão apresentadas a seguir.

A escolha de ε̃ de Lemaitre e Chaboche (1990) é geralemente utilizada para metais e
é dada por:

ε̃ = 1
2εijD

e
ijklεkl. (2.17)

A Eq. 2.17 apresenta um sentido de energia de deformação e pode ser redefinida para
uma deformação equivalente conforme:

ε̃ =
√

1
E

εijDe
ijklεkl. (2.18)

A definição apresentada na Eq. 2.18 para ε̃, considera pesos iguais aos componentes de
deformação de tração e compressão, o que é inadequado para descrever o comportamento
mecânico de materiais parcialmente frágeis como rochas e concreto (de Borst e Gutiérrez,
1999). Para contornar esta deficiência, Mazars (1984) sugeriu a definição a seguir:
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ε̃ =

√√√√ 3∑
i=1

(⟨εi⟩)2, (2.19)

onde εi são as deformações principais e (⟨εi⟩) = εi se εi > 0 e (⟨εi⟩) = 0 caso contrário.
Uma outra definição para a deformação equivalente foi proposta por de Vree et al.

(1995) e é dada por:

ε̃ = k − 1
2k (1 − ν)Iε

1 + 1
2k

√√√√ (k − 1)2

(1 − 2ν)2 Iε
1

2 + 12k

(1 + ν)2 Jε
2 , (2.20)

onde I1 é o primeiro invariante do tensor de deformação e J2 o segundo invariante do tensor
de deformação desviadora. O parâmetro k governa a sensibilidade às componentes de
deformação compressiva em relação às componentes de deformação de tração. Portanto,
é definido como a razão entre a resistência uniaxial compressiva e a resistência uniaxial
de tração. O parâmetro de histórico κ começa em um ńıvel de limiar de dano κi e é
atualizado pela exigência de que durante o crescimento do dano f = 0. Segundo de Borst
e Gutiérrez (1999), o crescimento do dano ocorre de acordo com uma lei de evolução tal
que ω = ω(κi), que pode ser determinada a partir de um teste uniaxial.

Além dos modelos isótropicos, existem modelos que levam em consideração que o dano
não evolui da mesma maneira em todas direções. Como exemplo desses modelos tem-se
o modelo ortotrópico de de Borst e Gutiérrez (1999) que será apresentado a seguir.

b) Modelo de Dano Ortotrópico
Nos modelos de dano isotrópico, considera-se que a propagação do dano ocorre de

forma igualitária em todas as direções. Já os modelos ortotrópicos diferenciam os com-
portamentos nas direções de ortotropia do material. Assim, de Borst e Gutiérrez (1999)
propuseram um modelo que considera o dano apenas na direção principal de tração. Para
esse modelo, a relação de rigidez secante é dada por:

{σns} = [Ds
ns] {εns} , (2.21)

onde σns = [σnn, σss, σns]T , εns = [εnn, εss, εns]T e o tensor de rigidez secante local Ds
ns é

definido como:

Ds
ns =


(1−ω1)E

1−(1−ω1)ν2
(1−ω1)νE

1−(1−ω1)ν2 0
(1−ω1)νE

1−(1−ω1)ν2
E

1−(1−ω1)ν2 0
0 0 (1 − ω2)G

 (2.22)

onde ω1 representa a variável de dano na direção de tração e compressão e 1 − ω2 a
degradação da rigidez ao cisalhamento.

Introduzindo o ângulo θ como o ângulo entre o eixo x e o eixo n mostrado na Figura
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2.11, pode-se relacionar as componentes de tensão σns e deformação εns no sistema local
com as suas correspondentes no sistema global à partir das matrizes de transformação
[T σ] e [T ε] conforme as seguintes expressões:

{σns} = [T σ(θ)]{σxy} (2.23)

e

{εns} = [T ε(θ)]{εxy}. (2.24)

Figura 2.11: Sistema de coordenadas global (X − Y ) e local (n − s) (Penna, 2011).

Substituindo as Eqs. 2.23 e 2.24 na Eq. 2.21, obtém-se a seguinte relação tensão-
deformação secante orientada no sistema global de coordenadas:

{σxy} = [T σ(θ)]−1[Ds
ns][T ε(θ)]{εxy}. (2.25)

A Eq. 2.25 pode ser utilizada tanto para direção rotativa do dano, quanto fixa. Para a
direção fixa, a relação tensão-deformação tangente pode ser calculada a partir da derivada
da Eq. 2.25 (Penna, 2011). Essa expressão é dada por:

{σ̇xy} = [T σ(θ0)]−1([Ds
ns] − [∆Ds

ns])[T ε(θ0)]{ε̇xy} (2.26)

e é uma relação indispensável aos processos incrementais interativos que utilizam o método
de Newton-Raphson. Na Eq. 2.26, θ0 é o ângulo fixado da direção do dano e [∆Ds

ns] é
dado por:

[∆Ds
ns] =


d11 0 0
νd11 0 0
d31 0 0

 , (2.27)

onde:
d11 = ∂ω1

∂κ

∂κ

∂εnm

E(εnm + νεss)
(1 − (1 − ω1)ν2)2 (2.28)

e
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d31 = ∂ω2

∂κ

∂κ

∂εnm

Gγns , (2.29)

sendo ∂κ
∂εnm

= 1 sob carregamento e 0 caso contrário. Por fim, percebe-se que para esta
formulação, que a rigidez tangente é não simétrica.

2.3.2.3 Equações de Evolução do Dano

As equações que descrevem a evolução do dano podem ter diferentes formas de variação e,
embora as formas mais comuns sejam exponenciais, também é posśıvel utilizar equações
polinomiais e lineares para representar o processo de degradação (Penna, 2011). A seguir
serão apresentadas uma função de dano exponencial e uma de dano polinomial que podem
ser utilizadas para descrever a evolução do dano.

A forma mais tradicional da função exponencial é dada por:

D(ε̃) = 1 − κ0

ε̃

[
1 − α + αe−β(ε̃−κ0)

]
∂D

∂ε̃
= κ0

ε̃2

[
1 − α + αe−β(ε̃−κ0)

]
+ κ0

ε̃

[
αβe−β(ε̃−κ0)

]
,

(2.30)

onde a variável ε̃ representa a deformação equivalente, κ0 corresponde ao limiar de de-
formação equivalente a partir do qual o processo de dano se inicia. O parâmetro α indica
o valor máximo de dano permitido para o material e β é a intensidade de evolução do
dano.

Antes de apresentar a função polinomial de dano, tem-se a seguir a relação tensão-
deformação usando uma função polinomial apresentada por Carreira e Chu (1985, 1986):

σi = fi

k
(

ε
εi

)
k − 1 +

(
ε
εi

)k onde k = 1
1 −

(
fi

εiE0

) , sendo i = t, c. (2.31)

A variável i = t representa tração e i = c, compressão. Dessa forma, σi trata-se
da tensão equivalente, fi é a tensão relativa ao limite de resistência e εi é a deformação
equivalente relativa ao limite de elástico de tração ou compressão de acordo com o valor
de i. O módulo de elasticidade equivalente no domı́nio elástico é dado por E0. Partindo
da Eq. 2.31, pode-se escrever a seguinte equação polinomial para descrição do dano:

D (ε̃) = 1 − 1
Ẽε̃

fekε̃
κ0

k − 1 +
(

ε̃
κ0

)k

∂D

∂ε̃
=

fek
2
(

ε̃
κ0

)k−1

Ẽκ2
0

[
k − 1 +

(
ε̃

κ0

)k
] ,

(2.32)

onde fe representa a tensão equivalente relativa ao limite de resistência do material e Ẽ

é o módulo de elasticidade equivalente.
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Segundo Penna (2011), esta equação apresenta uma evolução cont́ınua, em que κ0

marca o limite elástico, mas não necessariamente de forma linear. Além disso, é impor-
tante destacar que:

κ0 >
fe

Ẽ
, pois k = 1

1 −
(

fe

κ0Ẽ

) . (2.33)

2.3.3 Modelos Não Locais

Analisar uma estrutura de concreto baseando-se na teoria do dano requer um modelo
constitutivo capaz de retratar a degradação do material, conforme apresentado na seção
2.3.2. Este modelo deve ser capaz de definir as zonas de degradação do meio e também a
evolução do dano ao longos destas zonas. No entanto, ao utilizar a teoria cont́ınua padrão
para representar o comportamento de softening do concreto, os resultados númericos
obtidos sofrem sensibilidade à discretização dos elementos finitos (Jirásek, 2004). Para
contornar este problema, de acordo com Jirásek (2004), pode-se utilizar as seguintes
abordagens:

1. Modelo de trinca coesiva - admite a presença de uma forte descontinuidade e descreve
o softening a partir de uma lei que associa a tração transmitida pela trinca com a
sua abertura.

2. Modelo de trinca em banda (crack band model) - representa a zona de processo e a
trinca por uma banda de deformação altamente localizada e separada do material
por duas descontinuidades fracas, que são superf́ıcies através das quais o campo de
deformação possui um salto. Como neste modelo a largura da banda numericamente
resolvida é controlada pelo tamanho dos elementos finitos, o softening da lei tensão-
deformação deve ser ajustado de acordo com o tamanho do elemento.

3. Modelos regularizados - baseados em teorias cont́ınuas generalizadas que incorporam
um comprimento caracteŕıstico e evitam a localização da deformação em um volume
arbitrariamente pequeno. Uma vez que os enriquecimentos impõem uma certa lar-
gura mı́nima da zona de processo resolvida numericamente, eles são chamados de
limitadores de localização. Como exemplos destes modelos tem-se formulações não
locais e teorias de gradiente de ordem superior.

Neste trabalho será utilizado o modelo regularizado de formulação não local. Esta
formulação considera que os resultados numéricos obtidos em um ponto são influenciados
pela sua vizinhança, ou seja, os resultados obtidos são a média ponderada dos valores
dentro de um domı́nio pré-estabelecido.

A formulação do modelo não local descrita a seguir foi baseada no trabalho de Jirásek
(2004). Sendo f(x) um campo “local” em um determinado domı́nio V , o campo não local
correspondente é definido como:
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f(x) =
∫

V
α(x, ξ)f(ξ)dξ, (2.34)

onde α(x, ξ) é a função de peso não local. Em um corpo infinito, a função peso depende
somente da distâcia entre o ponto “fonte” (ξ) e o ponto “alvo” (x). Essa função, também
conhecida como função de ponderação, define o peso das variáveis do domı́nio no cálculo
da variável não local. Para que o operador local não altere um campo uniforme, nas
regiões próximas ao limite do domı́nio, a função peso é redimensionada, como mostrado
na equação a seguir:

α(x, ξ) = α0(∥x − ξ∥)∫
V α0(∥x − ζ∥)dζ

, (2.35)

onde α0(r) é uma função decrescente não negativa da distância r =∥ x − ξ ∥. Para o caso
unidimensional x e ξ são escalares e o domı́nio de integração é dado pelo intervalo [0, L].

Uma representação ilustrativa do domı́nio não local está apresentada na Figura 2.12.
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análise. O dano é uma variável que possui valores sempre nulos dentro do regime de

deformações elásticas e, depois de atingida a deformação elástica limite, seu valor

varia de forma crescente até 1, sendo, portanto, uma variável adequada à formulação.

Diferentemente do dano, a deformação é uma variável que deve ser tratada como

local, pois seus valores, ao longo da história de carregamento, não necessariamente se

comportam de maneira crescente em todos os pontos. Outra escolha adequada para

a abordagem não local é a variável histórica do modelo constitutivo, que representa

o valor máximo já obtido por determinada grandeza do modelo, durante o processo

de solução, sendo portanto, uma variável crescente. Escolhida a variável não local,

seu valor é calculado por:

ε̃nl =
1

Vr(x)

∫
V

α(s-x)ε̃(s)dV =

∫
V

α′(x,s)ε̃(s)dV (2.30)

sendo, ε̃ a variável local, ε̃nl a variável não local, Vr(xxx) =
∫
V
α(sss− xxx)dV , ou seja, o

volume do sólido de revolução gerado pela distribuição estat́ıstica adotada, α′(xxx,sss) =

α(sss−xxx)
Vr(xxx)

, xxx é o vetor de coordenadas do ponto avaliado e sss é o vetor de coordenadas

dos pontos na região de influência do ponto, conforme pode ser observado na Figura

2.12(a).

Figura 2.12: (a) Domı́nio não Local, (b)Função de Ponderação

A função de ponderação, (α), também denominada de função de distribuição,

x

ξ

ξ-x

Figura 2.12: Domı́nio não local (Adaptado de Souza (2016)).

Várias são as funções que podem ser utilizadas como funções peso. Como exemplo,
tem-se a função de Gauss que é frequentemente usada e é dada por:

α0(r) = exp

(
−k

r2

l2

)
, (2.36)

onde l é o chamado comprimento interno da distribuição e k é responsável pelo formato
da curva, tornando os pontos mais distantes do domı́nio mais ou menos influentes. Outra
função peso que pode ser utilizada é a função de distribuição sino, que é válida somente
para pontos internos ao domı́nio e é dada por:

α0(r) =
(

1 − r2

(kl)2

)2

(2.37)

Graficamente as funções de Gauss e a função sino quártica truncada estão representa-
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das na Figura 2.13.
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ou função peso, será aquela que irá determinar o peso que cada variável do domı́nio

terá na obtenção da variável não local (Figura 2.12(b)). São diversas as funções pos-

śıveis de serem utilizadas. A primeira função apresentada é a função de ponderação

baseada na distribuição normal ou Gaussiana, que é uma das funções de ponderação

mais utilizadas na formulação não local e é dada por:

α(x) = exp

(
−kx

2

`2

)
(2.31)

Na Equação 2.31, destaca-se que a variável “`” é chamada de comprimento in-

terno da distribuição ou ainda do domı́nio da distribuição e a variável “k” é respon-

sável pelo formato da curva, tornando os pontos mais distantes do domı́nio mais ou

menos influentes.

O formato da curva gerada por esta distribuição é apresentado na Figura 2.13

Figura 2.13: Função de Distribuição de Gauss

Outra possibilidade para a função de ponderação é a distribuição Sino (“Bell

Shaped”), apresentada pela Equação 2.32 e Figura 2.14:

α(x) =

(
1− x2

(k`)2

)2

(2.32)

Para a distribuição Sino, L e k possuem o mesmo sentido que as variáveis da

função de distribuição de Gauss. Destaca-se ainda que, esta função só é válida para

(a)
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pontos internos ao domı́nio de modo que, para os pontos contidos fora deste domı́nio,

a contribuição é desprezada.

Figura 2.14: Função de Distribuição Sino

A função de distribuição linear, Figura 2.15, ou triangular, é descrita na Equação

2.33:

α(x) =
(

1− x

`

)
(2.33)

O domı́nio da função linear é descrito por duas retas que possuem valores unitá-

rios para x=0 e valores nulos para x = ±1.

Figura 2.15: Função de Distribuição Linear

A função de distribuição constante, Figura 2.16, é apresentada pela Equação 2.34

(b)

Figura 2.13: Funções de Distribuição: (a) Gauss e (b) Sino (Souza, 2016).

Segundo Jirásek (2004), a escolha da variável a ser calculada só pode ser arbitrária
desde que atenda alguns requisitos básicos. São esses requisitos:

1. O modelo enriquecido deve estar de acordo com o cont́ınuo elástico local padrão
desde que o comportamento material permaneça na faixa elástica. Desta forma, não
se pode somente substituir a deformação local por deformação não local e aplicar a
lei constitutiva usual. Isto ocorre porque a deformação não local não é igual à local,
o que alteraria o comportamento do modelo já na faixa elástica.

2. O modelo deve ser também capaz de fornecer resultados realistas em situações de
carregamento simples, como no caso da tensão uniaxial. É relevante que a média
do parâmetro de dano não produza efeitos de bloqueio incoerentes em estágios pos-
teriores de enfraquecimento, conforme estudado em Jirásek (1998).

Uma formulação não local do modelo de dano isotrópico que satisfaz os requisitos
descritos acima pode ser obtida ao se calcular o dano com base no parâmentro histórico
da deformação equivalente não local. Dessa forma, tem-se a seguinte equação para o
cálculo da deformação efetiva ε calculada com base na substituição da deformação local
pela sua média não local:

ε(x) =
∫ L

V
α(x, ξ)ε(ξ)dξ, (2.38)

A variável histórica interna κ passa a representar o maior valor previamente alcançado
de deformação não local. Ressalta-se que o dano na Eq. 2.10 é avaliado a partir da de-
formação não local, mas a deformação ε que aparece explicitamente nessa mesma equação
é mantida local. No ramo elástico, o dano permanece igual a zero e a relação tensão de-
formação é local.

2.4 Modelos Discretos

No modelo discreto, a trinca é tratada como uma entidade geométrica e é geralmente
escolhido na presença de apenas uma trinca ou um conjunto finito de trincas (ACI-
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Committee-446, 1997, Gálvez et al., 2002). Esses modelos representam de forma mais
realista o processo de fratura em estados mais avançados, em que se tem uma trinca
expĺıcita viśıvel na macroescala da estrutura.

Na década de 60, Ngo e Scordelis (1967) realizaram uma análise via elementos fini-
tos com o objetivo de modelar o fraturamento do concreto e utilizaram um modelo de
fissuração discreto. Nesse trabalho, a configuração das trincas era definida previamente
e coincidia com as fronteiras dos elementos, além disso a análise foi linear elástica e ele-
mentos de interpolação linear foram utilizados (Einsfeld, 1997). Ainda na década de 60,
Nilson (1968) genelarizou o processo de forma que a fissura poderia ocorrer em qualquer
ponto da estrutura, mas ainda limitada às faces de encontro dos elementos finitos. Nesse
modelo havia a duplicação de todos os nós da malha para que a trinca pudesse ser inserida
na malha de elementos finitos no local que foi solicitado pela análise. Devido à memória
reduzida dos computadores da época, esse processo era limitado. Modelos subsequentes
onde a duplicação nodal só era necessária para inserção da fissura foram desenvolvidos e
posteriormente Hilleborg et al. (1976) aplicaram o conceito de balanço enérgico ao decres-
cer gradativamente a relação tensão deformação entre as faces da trinca (Einsfeld, 1997).
Com o avanço dos computadores, a limitação de memória para redefinição das malhas
deixou de ser um problema para os modelos de trinca discreta.

Um problema encontrado nos primeiros trabalhos que abordavam as trincas com o
modelo discreto foi que as trincas em estruturas de concreto de escala de tamanho t́ıpica
se desenvolvem gradualmente e não de forma repentina. Isso ocorria, pois, após a abertura
da trinca discreta na malha de elementos finitos a tensão reduzia bruscamente e não de
forma gradativa, caracterizando assim uma trinca frágil. Como forma de contornar esse
problema deve-se adotar um modelo capaz de reproduzir o comportamento de softening do
concreto. O trabalho de Hilleborg et al. (1976) propõe um modelo de trinca coesiva capaz
de contornar esse problema e está descrito na seção 2.4.1. Outra estratégia para solucionar
o comportamento frágil da trinca, sem a necessidade de incorporação de modelos coesivos,
é acoplar ao modelo discreto um modelo distribúıdo capaz de representar o comportamento
do material via modelos constitutivos antes da abertura da trinca. Essa foi a estratégia
adotada no presente trabalho.

Segundo Yang e Chen (2004), uma análise bem sucedida da propagação de trinca
feita através do método dos elementos finitos com base no modelo de trinca discreta deve
utilizar modelos apropriados para descrever comportamento de softening no concreto e,
além disso, possuir mais quatro chaves adicionais: um critério adequado de propagação de
trincas, um procedimento de redefinição de malha eficiente, uma técnica de mapeamento
de malha precisa para transferir as variáveis da malha antiga para uma nova e uma
eficiente técnica de solução numérica para resolver sistemas de equações não lineares, por
exemplo o método de Newton-Raphson associado a um método de controle adequado ao
problema, como apresentado por Fuina (2004).
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O estabelecimento de um critério adequado de propagação de trinca é necessário para
determinar quando e em qual direção a trinca irá propagar. De acordo com Chen et al.
(2018), um critério constantemente usado para propagação de trincas é o de resistência à
tração, que admite que quando a tensão principal máxima na ponta da trinca fict́ıcia é
igual à resistência máxima à tração do concreto, ocorrerá propagação da trinca. Podem
ser adotados ainda outros critérios de resistência, critérios baseados em energia, dano ou
deformações equivalentes.

Como forma de ilustrar essa abordagem de trincas, tem-se a Figura 2.14 que mostra
o processo de propagação de uma trinca discreta em uma viga. Nota-se nessa ilustração
o comportamento linear da curva carga (P) × deslocamento (d) antes da abertura da
trinca.

A modelagem de trincas discretas utilizando o método de elementos finitos é feita
geralmente alterando-se a malha para acomodar a propagação das trincas, exceto para
casos no qual o caminho da trinca é conhecido previamente (ACI-Committee-446, 1997).
Dessa forma, deve-se adotar estratégias adequadas para inserção da trinca na malha de
elementos. Algumas formas para redefinição de malha estão apresentadas na seção 2.4.2.18

Figura 2.7: Propagação da trinca em modelos discretos.

2.3.1 Bases dos Modelos de Fissuração Distribúıda

Os modelos de fissuração distribúıda baseiam-se na idealização de um meio con-

t́ınuo durante todo o processo de análise. Partindo deste meio cont́ınuo, relações

entre tensões e deformações são adotadas para acompanhar o processo de fissuração,

sendo os limites de resistência do concreto e parâmetros da mecânica da fratura as

bases da formulação.

Os modelos tradicionais de fissuração para o concreto tratam o meio material

como inicialmente isotrópico e homogêneo e, a medida que o estado de solicitação no

material aumenta, seu comportamento é alterado devido ao surgimento de fissuras,

que no decorrer da análise se propagam por todo o meio. A partir do ińıcio da

fissuração, o material passa a ser tratado como ortotrópico e os eixos de ortotropia

determinados de acordo com a direção das fissuras.

Figura 2.14: Propagação da trinca em modelos discreto (Penna, 2011).

2.4.1 Modelo de Trinca Discreta Coesiva

O modelo de trinca coesiva ou fict́ıcia é um modelo capaz de descrever o processo de
dissipação de energia em materiais parcialmente frágeis durante o processo de fissuração
(Yang e Chen, 2005). Neste modelo, assume-se a existência de uma zona de processo de
fratura que é responsável pela transferência de tensão até que a abertura da trinca atinja
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um valor cŕıtico. Outra consideração feita é que a região não fissurada do concreto possui
comportamento elástico, desta forma não há dissipação de energia na região sem fissuras.

O trabalho de Yang e Chen (2005) apresenta um modelo de elementos finitos para a
propagação de fissuras em vigas de concreto armado, utilizando trincas discretas coesivas.
Nesse modelo, as trincas discretas são representadas pelo conceito de trincas coesivas,
utilizando elementos de interface não lineares com uma lei constitutiva de amolecimento
bilinear à tração. Além disso, o modelo incorpora critérios de propagação de trincas
baseados em energia, procedimentos de redefinição de malha, métodos de mapeamento de
variáveis e algoritmos para resolver equações considerando o amolecimento do material.

Já em Chen et al. (2018), é abordado o Método de Descontinuidade de Deslocamento
(Displacement Discontinuity Method) para propagação de trincas coesivas em materi-
ais parcialmente frágeis como o concreto. Neste artiigo, o Método de Descontinuidade
de Deslocamento é estendido para levar em consideração a zona de processo de fratura
em materiais parcialemente frágeis, incorporando um algoritmo iterativo que considera a
relação entre a tensão coesiva e a abertura da trinca.

Outra aplicação do modelo de trinca coesiva é apresentado no trabalho de Garćıa-
Álvarez et al. (2012). O estudo propõe um modelo de mecânica de fratura não linear para
analisar trincas em materiais quase-frágeis, como o concreto, com foco nos modos de fra-
tura I (tração) e II (cisalhamento). A fratura é simulada por meio de uma trinca discreta
representada pela interface, associada a um modelo coesivo. A relação de separação de
tensões da fissura é baseada em um critério de fratura, juntamente com uma regra de
fluxo e uma lei de amolecimento.

Segundo o modelo original de trinca coesiva, a propagação da trinca ocorre quando a
tensão na ponta da trinca assume um valor maior que a resistência à tração do material.
Quando ocorre a abertura da fissura, a tensão não zera imediatamente, esse valor decai de
acordo com o aumento da extensão da trinca (Hilleborg et al., 1976). Dessa forma, essa
resistência residual é representada por tensões coesivas cuja tendência é de fechamento da
trinca.

De acordo com Wolff (2010), para definir o comportamento do concreto na região
fissurada, o Modelo de Trinca coesiva simula o modo I de abertura de trinca em uma
linha, restringindo a zona de processo de fratura a uma superf́ıcie simples e bem definida.

A definição dos critérios de dissipação de energia que serão usados no domı́nio fissurado
é um aspecto indispensável. Quando um carregamento é submetido a uma estrutura de
concreto na qual existe uma trinca parcialmente frágil, a energia de carga aplicada resulta
em uma taxa de energia Gq. Essa taxa de energia é dissipada na ponta da fissura e pode
ser dividida em duas parcelas como mostrado na equação:

Gq = GIc + Gσ, (2.39)
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onde GIc é parcela de energia necessária para formar duas superf́ıcies separadas de trinca
e Gσ a parcela de energia necessária para separar as duas superf́ıcies da trinca já formada.

O modelo de trinca coesiva utiliza apenas a parcela Gσ, uma vez que a energia para
formar duas superf́ıcies é despreźıvel em comparação a energia necessária para separá-las.
Na parcela Gσ, o σ refere-se às tensões coesivas atuantes na direção normal às superf́ıcies
da fissura no modo I de ruptura. A tensão coesiva σ decresce gradativamente em função
da abertura da trinca representada por w como observado na Figura 2.15.

Real crack Fracture Process Zone 

σn 

ft 

σn(w) 

 

wc w 

Zona de processo de fratura Trinca real 

w 

Figura 2.15: Zona de processo de fratura em concreto (Adaptado de Chen et al. (2018)).

A parcela de energia Gσ pode ainda ser explicada como o trabalho realizado pela
tensão coesiva σ sobre uma unidade de comprimento de uma trinca (∆a) de espessura
unitária e pode ser calculada pela Eq. 2.40:

Gσ = 1
∆a

∫ ∆a

0

∫ w

0
σ(w)dxdw

Gσ = 1
∆a

∫ ∆a

0
dx
∫ w

0
σ(w)dw =

∫ wt

0
σ(w)dw (2.40)

onde σ(w) é a tensão coesiva normal e wt é o deslocamento da separação da fissura na
ponta da trinca inicial.

A energia Gσ pode também ser dada pela área sob a curva do gráfico da Figura 2.15.
Essa área pode ser associada à energia necessária para se separar uma trinca coesiva de
área unitária (GF ), denominada energia da fratura e é considerada como um parâmetro
que é dependente exclusivamente do material. Dessa forma, a Eq. 2.40 pode ser reescrita
como mostrado na Eq. 2.41.

Gq = Gσ = GF =
∫ wt

0
σ(w)dw (2.41)

Para completude do modelo de trinca coesiva, resta somente a definição do mecanismo
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de ińıcio e propagação da trinca coesiva. Para ilustrar esse mecanismo tem-se a Figura
2.16.

O comportamento de um ponto localizado em um material isotrópico é, em geral,
assumido como elástico até que seja alcançada a resistência à tração do material (ft).
Nesse instante ocorre a abertura da trinca coesiva com transferência de tensão. Tomando
como referência um ponto localizado na ponta da trinca inicial, tem-se o valor da abertura
w igual a wt e σ(w) maior que zero (Figura 2.16-a). No decorrer do incremento de carga,
σ(w) começa a diminuir e a abertura da trinca w começa a aumentar. Quando a abertura
w do ponto localizado na ponta da fissura alcançar um valor cŕıtico (wc) correspondente
a tensão coesiva nula (σ(w) = 0), a trinca está totalmente separada.

26

Logo, a Equação 2.2 pode ser reescrita da seguinte forma, considerando-se GIc

nulo:

Gq = Gσ = GF =

∫ wt

0

σ(w)dw . (2.4)

Figura 2.12: Modelo de fissura parcialmente frágil: (a) uma fissura coesiva com as

superf́ıcies fissuradas em contato e (b) uma fissura coesiva com as superf́ıcies fissuradas

parcialmente separadas (Shah et al., 1995).

Figura 2.16: Modelo de fissura coesiva parcialmente frágil com as superf́ıcies fissuradas: (a) em
contato e (b) parcialmente separadas (Adaptado de Shah et al. (1995) por Wolff (2010)).

Sendo a energia de fratura dependente somente do material, o comportamento da
região fissurada do concreto fica totalmente definido pela descrição da curva σ(w), que
depende do valor da resistência à tração do material ft, da energia de fratura do material



47

GF e do formato da curva de tensões coesivas determinada experimentalmente. Para com-
pleta definição do modelo de trinca coesiva basta apenas a descrição do comportamento
do concreto na região não fissurada que pode ser feito pela definição dos parâmetros E

(módulo de elasticidade do material) e ν (coeficiente de Poisson).
Quando dado o formato da curva σ(w), a propriedade de fratura do material é deter-

minada pelos valores de ft e GF , que combinados formam o comprimento caracteŕıstico
lch dado por:

lch = EGF

f 2
t

. (2.42)

Esse comprimento caracteŕıstico é proporcional ao comprimento da zona de processo
de fratura baseada no modelo de trinca coesiva e é uma propriedade somente do material.
Para o concreto, lch varia de 100 mm a 400 mm e o comprimento da zona de processo de
fratura na completa separação da trinca inicial é da ordem de 0, 3lch a 0, 5lch de acordo
com o modelo de trinca coesiva Shah et al. (1995).

2.4.2 Estratégias para Redefinição de Malha em Modelos Discre-
tos

Como dito anteriormente, o modelo de trinca discreta é empregado na análise de estruturas
para descrever o comportamento de trincas no material. Nessa abordagem, a trinca é
inserida como uma descontinuidade geométrica na malha de elementos finitos. Dessa
forma, essa técnica é capaz de representar descontinuidades de deformação na estrutura,
no entanto, isso acarreta na mudança da topologia da estrutura (Tudjono et al., 2016).

Existem alguns casos onde toda a malha é redefinida após a propagação da trinca,
como demonstrado no estudo de Araújo (1999). Nesse trabalho, apresenta-se um modelo
de análise elastoplástica adaptativa de estruturas com trincas. Toda vez que uma trinca
propaga ou é iniciada, a geometria do modelo é alterada e a malha global é atualizada.

Em contrapartida a esses modelos complexos de redefinição total da malha, uma
técnica simples de duplicação nodal pode ser adotada com essa finalidade. Essa metodo-
logia foi adotada por Ngo e Scordelis (1967) para analisar trincas em concreto armado.
Nesse procedimento, quando atingido o critério de resistência adotado no nó entre dois
elementos adjacentes, uma trinca é definida entre esses dois elementos ao longo de sua
aresta comum. Esse processo é realizado pela duplicação do nó entre os elementos no qual
houve ruptura. Uma ilustração dessa estratégia de redefinição de malha está apresentada
na Figura 2.17, onde pode-se observar que o nó 2 foi duplicado, dando origem ao nó 10 e
a trinca foi inserida entre as arestas que ligam os nós 2 e 10 à ponta da trinca (nó 5).
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Figura 2.17: Exemplo de redefinição da malha de elementos finitos via duplicação nodal: a)
malha original e b) malha redefinida a partir da duplicação nodal.

Em Tudjono et al. (2016), é apresentado um modelo que inclui a influência da fis-
suração do concreto e do deslizamento de aderência em estruturas de concreto armado
por meio da abordagem de fissuração discreta. Nesse trabalho, quando o critério de tensão
definido para propagação da trinca é atingido em um nó, uma trinca discreta é inserida
na malha de elemetos finitos. Essa inserção da trinca é feita a partir da duplicação nodal.
São apresentadas três diferentes casos de propagação de trincas. O primeiro caso refere-se
a iniciação de uma trinca discreta nas fibras extremas do concreto, o segundo caso foi
o da propagação da trinca interceptando a armadura de aço e o último caso represen-
tou a propagação de trincas diagonais na estrutura. Embora exista três estratégias para
propagação da trinca, ambas utilizam a duplicação dos nós para inserção da trinca.

No trabalho de Chen et al. (2019) é apresentado um modelo coesivo/contato extŕınseco
baseado em nós para análise de descolamento interfacial em estruturas de materiais
compósitos. Este modelo adota a técnica de duplicação nodal para redefinir dinami-
camente a malha de elementos finitos. Os nós são duplicados de maneira adaptativa,
ocorrendo quando e onde necessário, acompanhando o avanço do processo de descola-
mento. Esse método, além de ser eficaz na análise, destaca-se por sua capacidade de
otimizar os custos computacionais associados ao problema.

Outro exemplo de redefinição de malha é o desenvolvido por Xie em seu programa
AUTOFRAP denominado como “insert-separate” (Xie e Gerstle (1995), Xie (1995)) e
citado por Yang e Chen (2004). Nessa estratégia uma nova aresta do antigo nó da ponta da
trinca é primeiro inserida na malha local na direção de propagação. O ponto de interseção
desta aresta com a malha original é o novo nó da ponta da fissura e a nova fenda é então
formada pela separação desses nós ao longo da linha através dos novos e antigos nós da
ponta da trinca. A seguir adiciona-se uma roseta para refinar a malha do nó da ponta. Esse
algoritmo utiliza também elementos de interface no caminho da trinca. Uma vantagem
desse algoritmo é que a malha é redefinida apenas na região de propagação da trinca,
o que afeta menos elementos e consequentemente torna o procedimento mais simples e
computacionalmente menos oneroso. O trabalho de Yang e Chen (2004) apresenta um
modelo de elementos finitos para simulação totalmente automática de propagação de
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múltiplas trincas em vigas de concreto. Nesse estudo, trincas discretas foram modeladas
utilizando-se elementos de interface não-lineares e o comportamento de tração do concreto
foi representado pelo modelo de trinca coesiva. Como técnica de redefinição de malha foi
usado um programa interno, que incorpora uma versão modificada do AUTOFRAP de
Xie.

2.5 Modelos Combinados

A abordagem discreta é uma alternativa de modelo capaz de descrever a propagação de
trincas, no entanto, não reproduz adequadamente o mecanismos para sua formação. Já
a abordagem distribúıda é mais apropriada para descrição desses mecanismos, mas não
pode modelar a geometria da trinca. Diante dessas observações, a utilização de um modelo
que combina a arbodagem distribúıda e discreta é uma boa alternativa para solução das
limitações de cada um dos modelos.

O modelo apresentado em Einsfeld (1997) para o fraturamento em estruturas de con-
creto combina os processos discreto e distribúıdo. Em Einsfeld (1997), a transição do
processo de fissuração distribúıda para o processo discreto ocorre à medida em que as
deformações se localizam em uma certa região da estrutura. O modelo proposto nesse
trabalho é um modelo combinado de trinca distribúıda combinado ao modelo discreto.
Dessa forma, a análise ocorre segundo o modelo de fissuração distribúıda e permite a
inserção das fissuras discretas à medida que o critério pré-definido para nucleação ou
propagação da trinca é atingido.

Existem ainda modelos combinados cont́ınuos e descont́ınuos, que incorporam coesão
ao processo após a nucleação da trinca. Como exemplo, Roth et al. (2015) apresenta um
modelo que combina a mecânica do dano com a propagação de fissuras no concreto e para
transferir a dissipação de energia da abordagem cont́ınua para o modelo descont́ınuo é
utilizado uma formulação coesiva.

De maneira similar, Cuvilliez et al. (2012) propõe uma abordagem integrada entre
um modelo cont́ınuo e descont́ınuo, acoplando um modelo de dano gradiente e uma zona
coesiva, para simular a propagação de trincas em materiais parcialmente frágeis.

Na seção 2.5.1 serão apresentados alguns trabalhos que utilizam a abordagem combi-
nada de modelos de trinca discreta associados a modelos de dano.

2.5.1 Modelo de Trinca Discreta Associado a Modelos de Dano

Na implementação de modelos de trinca que combinam a modelos discretos e cont́ınuos,
a transição entre uma abordagem e outra é crucial após o ińıcio do comportamento de
softening (Negi e Kuma, 2022). Dessa forma, o modelo deve incluir um critério para o
qual haverá inserção da trinca. Para modelos baseados em dano, um limite de dano cŕıtico
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pode ser adotado como critério, ou seja, haverá nucleação ou propagação da trinca caso
seja atingido um valor pré-definido de dano.

Em Bouchard (2005), um modelo baseado no dano e trinca discreta com redefinição
automática da malha é apresentado. A iniciação da trinca baseia-se tanto na tensão cŕıtica
quanto no dano cŕıtico. Em seu modelo, Bouchard (2005) propôs que uma vez que uma
trinca é iniciada, a direção de propagação pode ser calculada utilizando um dos seguintes
critérios: critério de tensão circunferencial máxima, critério de densidade de energia de
deformação mı́nima ou critério de taxa máxima de liberação de energia de deformação e
após definida a direção de propagação, uma nova linha representando o avanço da trinca
é adicionada à linha anterior da peça. Em sequênica inicia-se a etapa de redefinição da
malha que é baseada na triangulação de Delaunay.

No trabalho de Simone et al. (2003) é apresentado um modelo para descrição de falha
que combina o modelo cont́ınuo e descont́ınuo. O modelo cont́ınuo é o de dano não
local e é regularizado pela introdução de termos de gradiente nas equações constitutivas.
As descontinuidades são introduzidas quando o material atinge um estado totalmente
danificado e ao inserir uma descontinuidade, as interações não locais através da fissura
cessam e a deformação ilimitada na superf́ıcie não tem influência no campo não local. Esse
modelo foi implementado com elementos quadriláteros lineares e quadráticos. Segundo
Simone et al. (2003), em um cont́ınuo danificado, uma situação cŕıtica pode ser definida
como aquela na qual os valores de dano são próximos ou iguais a 1 no elemento próximo
à ponta de uma descontinuidade. Dessa forma, nos exemplos mostrados em Simone et al.
(2003), são utilizados valores de dano cŕıticos bem próximos de 1, como 0, 99; 0, 999;
dentre outros. Como orientação da descontinuidade, foi adotada a direção de acúmulo
máximo da deformação equivalente não local em uma janela em formato de “V” à frente
da ponta da descontinuidade. Essa região “V” está ilustrada na 2.18 e as variáveis i, r, di

e θ correspondem respectivamente ao ponto integração, ao raio da região “V”, ao vetor
na direção do ponto de integração i e ao ângulo de um quarto de ćırculo.

repeated in the elements ahead of this element with the extended discontinuity until the initiation criterion is

no longer satisfied. In the applications in Sections 7.1 and 7.2, a traction-free discontinuity is inserted into an

element when the damage at all its integration points is larger than a critical value xcrit. The insertion of a
discontinuity with damage larger than xcrit at one integration point is considered in Section 7.3. Simulations

performed with both criteria (one integration point versus all integration points larger thanxcrit) on the same

test gave identical results upon mesh refinement.

To reproduce a crack tip, the displacement jump at the discontinuity tip is set to zero. This is achieved by

considering only standard a and p dofs for the nodes on an element boundary touched by a discontinuity

(see Ref. [32]). When the discontinuity is extended in the next element, nodes behind the discontinuity tip

are enhanced.

6.2. Orienting a discontinuity

In a regularised continuum, the direction of a discontinuity cannot be analytically derived from a bi-

furcation analysis and phenomenologically based criteria must be used. In this context, since criteria based

on the stress tensor cannot be reliably used [32], the direction of maximum accumulation of the non-local

equivalent strain in a V-shaped window ahead of a discontinuity tip is used (the V-shaped window spans a

circular sector of 90�, see Fig. 5). This criterion can be justified by the observation of numerically computed

non-local equivalent strain profiles. The vector in the direction of the discontinuity propagation is com-
puted as [33]:
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Fig. 4. From continuous to discontinuous displacement/strain profiles as a consequence of strain localisation.
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Fig. 5. Determination of the propagation direction.
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Ponta da descontinuidade

Figura 2.18: Determinação da direção de propagação (Adaptado de Simone et al. (2003)).

Outro modelo onde há transição de um meio cont́ınuo para descont́ınuo é apresen-
tado em Negi e Kuma (2022). Esse modelo acopla uma abordagem numérica cont́ınua e
descont́ınua para melhor caracterização de um processo completo de falha parcialmente
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frágil através de uma cinemática aprimorada da aproximação de elementos finitos. O
meio cont́ınuo é modelado com um modelo de dano de gradiente de localização baseada
em tensão micromórfica. Já o meio descont́ınuo é desenvolvido aprimorando os campos
de deslocamentos do problema, com a utilização de interpolações descont́ınuas nas regiões
criticamente danificadas, explorando a partição local da unidade por meio do Método
de Elementos Finitos Estendido, do inglês Extended Finite Element Method - XFEM. O
critério de identificação de trinca adotado é baseado na avaliação do dano dentro da malha
de elementos finitos. Dessa forma, após o final de cada etapa incremental de carga, todos
os pontos de quadratura em cada elemento finito na fronteira do domı́nio do problema
são verificados quanto aos valores cŕıticos de dano e no caso de vários elementos atingirem
dano maior que o cŕıtico seleciona-se o elemento que possui o maior dano geral. A direção
da trinca é governada pela direção em que ocorre a máxima de deformação micromórfica
equivalente e os valores de dano cŕıtico utilizados nas simulações numéricas são aproxi-
madamente iguais a 1 (0, 993; 0, 9995; dentre outros). Destaca-se que apesar de utilizar
uma abordagem diferente da usada na presente dissertação para modelagem da trinca,
em Negi e Kuma (2022) uma descontinuidade também é inserida à malha de elementos.

Diante da discussão acima acerca dos critérios de abertura de trinca, adotou-se nesse
presente trabalho dano cŕıtico igual a 0, 95 para as simulações númericas realizadas e
apresentadas no Caṕıtulo 4, entretanto, pode-se adotar qualquer valor. Destaca-se que a
definição desse valor baseou-se no fato de que para abertura da trinca, a zona de processo
da fratura modelada a partir de modelos constitutivos, já não exerce mais influência, ou
seja, não há mais transferência de tensão entre as faces da trinca. Outro fator determinante
para adoção dessa hipótese de dano cŕıtico igual a 0, 95 foi a discussão apresentada acima
sobre o valor do dano cŕıtico estar próximo de 1.



52

CAPÍTULO 3

PROPOSTA DE MODELO DE TRINCA DISCRETA ASSOCI-
ADO A MODELOS DE DANO ESCALAR

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo será apresentada a proposta de modelo discreto associado ao modelo de
dano escalar. Além disso, forneceremos uma descrição do algoritmo que viabiliza a si-
mulação da propagação de trincas discretas, considerando diferentes critérios de abertura
da trinca e direções de propagação.

No modelo proposto, o meio é inicialmente tratado como cont́ınuo até a nucleação
da trinca. Seu comportamento é então regido por modelos constitutivos de dano escalar,
podendo-se adotar medidas de deformação equivalentes tanto do modelo de dano proposto
por de Borst e Gutiérrez (1999) quanto o de de Vree et al. (1995). Destaca-se que uma
abordagem não local é incorporada ao modelo para resolver questões de localização de
deformação que surgem numericamente durante a análise não linear.

A análise não linear do problema é conduzida por meio do método de Newton-Raphson,
associado a um método de controle adaptado à natureza espećıfica do problema, conforme
apresentado por Fuina (2004).

3.2 Parâmetros da Propagação

A escolha do critério de nucleação desempenha um papel crucial na análise de trincas
dentro do modelo implementado. Este modelo oferece flexibilidade ao permitir a seleção
entre os critérios: dano, tensão máxima ou deformação máxima. No caso do critério
de dano, a próxima frente de trinca, conforme as limitações de direção de propagação
apresentadas na seção 3.3.1, será determinada pelo nó com o maior valor de dano. Por
outro lado, os critérios de tensão ou deformação máximas indicam que o próximo nó na
frente de trinca será escolhido com base no valor mais elevado de tensão ou deformação,
respectivamente.

A orientação da trinca pode ser determinada pela direção calculada pelo modelo cons-
titutivo, ou, alternativamente, pelo nó associado ao maior valor de dano, maior tensão ou
maior deformação.
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Além disso, um parâmetro crucial envolve a definição dos nós iniciais para a abertura
da trinca. Em outras palavras, no ińıcio do processo de análise dos problemas, é necessário
especificar quais nós serão o ponto de nucleação da trinca. Para cada frente de trinca, é
necessário definir um nó espećıfico. Em outras palavras, para uma única frente de trinca,
apenas um nó é pré-definido; para duas frentes, dois nós são estabelecidos, e assim por
diante.

O algoritmo também proporciona a possibilidade de incorporar ao processo a erosão
de elementos deteriorados, seguindo um critério previamente estabelecido, o qual pode se
basear em dano ou deformação máxima.

3.3 Sistema Computacional

As implementações propostas neste trabalho foram desenvolvidas no sistema computacio-
nal INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), criado no Departamento de
Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais, utilizando a lingua-
gem JAVA.

Com base na implementação do método dos elementos finitos no INSANE, os cálculos
de tensão, deformação e outros são realizados nos pontos de integração de cada elemento.
Dessa forma, um procedimento para calcular as variáveis mencionadas também para os
pontos nodais em cada elemento finito foi desenvolvido e incorporado ao INSANE. Para
isso, foi criado em cada elemento um conjunto de pontos internos, associados aos nós,
permitindo assim que as variáveis, como o dano, sejam avaliadas nos nós. Essa abordagem
elimina a necessidade de interpolação dos valores obtidos nos pontos internos de integração
do elemento, obtendo diretamente esses valores nos nós.

Uma descrição detalhada do núcleo numérico do INSANE e modelos constitutivos
dispońıveis podem ser encontrados, respectivamente, nos trabalhos de da Fonseca (2008)
e Penna (2011).

3.3.1 Algoritmo Implementado

O funcionamento do algoritmo implementado será descrito a seguir.
Conforme mencionado anteriormente, o modelo é inicialmente tratado como um meio

cont́ınuo antes da nucleação das trincas. Assim, no ińıcio do processo de análise não linear
do problema, o comportamento do meio é governado pelo modelo constitutivo de dano
escalar.

Na fase de atualização de variáveis de um passo incremental da análise não linear
para o seguinte, verifica-se se os nós inicialmente designados como pontos de nucleação
da trinca atenderam ao critério pré-estabelecido. A partir desse ponto, o nó que satisfez
o critério adotado é duplicado, transferindo as variáveis de estado para o novo nó. No
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passo da análise não linear em que o nó na ponta da trinca alcança o critério adotado, o
próximo nó na ponta da trinca é redefinido. Ressalta-se aqui que as váriaveis avaliadas
como critérios de nucleação das trincas são calculadas diretamente nos nós, via modelo
constitutivo. As etapas do algoritmo estão ilustradas na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Esquema de propagação da trinca.

Como observa-se na Figura 3.1-b, o nó da ponta da trinca é o nó 10 e será ele o nó a
ser duplicado. A partir desse nó, busca-se qual nó ligado a ele por uma aresta de elemento
está mais próximo da direção local da trinca, ilustrada na Figura 3.1-b pelos eixos x′ e
y′. Os posśıveis canditados a serem a nova ponta da trinca devem estar limitados à 90◦

nos sentidos horário e anti-horário a partir do eixo local x′. De acordo com os critérios
citados, para o exemplo mostrado na Figura 3.1-b, os posśıveis nós de ponta da trinca são
o 2, 7 e 11. Nota-se que o nó cuja direção mais se aproxima da direção local da trinca é o
11. Desta forma, este é o próximo nó de ponta da trinca, como mostrado na Figura 3.1-c.

O processo de definição da próxima ponta de trinca foi exemplificado por uma direção
qualquer, caso a direção definida para o problema seja de dano máximo, o processo é
simplificado. Para este caso, o próximo nó da ponta da trinca é aquele que, dentre os



55

critérios de estar conectado a ponta de trinca atual e limitado à 90◦ nos sentidos horário e
anti-horário a partir do eixo local x′, possua maior valor de dano. Para direção da trinca
segundo o nó de maior deformação ou tensão, o mesmo processo de dano máximo é válido.
Altera-se apenas a váriável a ser avaliada (deformação máxima ou tensão máxima).

Definida a próxima ponta da trinca, redefine-se a incidência dos elementos em função
da orientação da trinca e com esta redefinição uma descontinuidade é inserida na malha
de elementos finitos representando a trinca, como aprentado na Figura 3.1-d. Redefinido
o nó da ponta da trinca, será este o nó verificado a cada passo incremental da análise não
linear e caso este atinja o critério de abertura de trinca adotado, o processo de duplicação
nodal e refinição da nova ponta de trinca se repete. O processo foi descrito para uma
frente de trinca, caso o problema envolva mais uma frente, esse processo é aplicado a cada
uma delas. Destaca-se que no processo de redefinição da incidência do elemento, leva-se
em consideração tanto a direção da aresta da trinca anterior quanto a aresta que liga o
nó duplicado a nova ponta da trinca, obtendo assim uma correta inserção da trinca na
malha.

O processo da erosão funciona da seguinte maneira: quando verificado que um nó será
duplicado, os elementos de sua incidência são armazenados em uma lista e a cada passo
incremental verifica-se se todos os nós daquele elemento atingiram dano superior a um
valor limite. Caso isso ocorra, o elemento é removido da malha de elementos finitos.

Embora tenha sido implementada a opção de diferentes critérios de abertura e direção
de propagação da trinca, as simulações numéricas realizadas e apresentadas no Caṕıtulo 4
se limitam ao critério de propagação de dano máximo e as direções validadas são: direção
da trinca via modelo constitutivo e direção do nó de dano máximo.



56

CAPÍTULO 4

SIMULAÇÕES NUMÉRICAS

Neste caṕıtulo serão apresentadas simulações númericas de forma a validar o algoritmo
implementado que simula a propagação de uma trinca discreta com redefinição da malha
a partir da duplicação nodal associado a modelos de dano escalar.

Para todos os exemplos, os parâmetros dos modelos de dano foram ajustados com base
nos dados do material. Esse procedimento incluiu a aplicação de uma carga unitária a um
elemento de dimensões unitárias, no qual a resposta do material foi observada, levando
à obtenção da curva de tensão em relação à deformação para um modelo distribúıdo.
Em seguida, os parâmetros da lei de dano foram ajustados de acordo com o modelo
constitutivo escolhido, a fim de alinhar-se com a curva de referência. Esse processo de
ajuste de parâmetros garantiu uma representação precisa do comportamento do material.

4.1 Tração Direta com Entalhe Simétrico - Hordijk (1991)

A tração direta será simulada conforme o ensaio apresentado por Hordijk (1991), no qual
uma chapa retangular com dois entalhes simétricos e espessura de 50 mm é submetida
a um carregamento uniformemente distribúıdo na parte superior. A geometria adotada
para esta simulação está apresentada na Figura 4.1-a. O concreto utilizado no ensaio
de Hordijk (1991) possúıa as seguintes propriedades: módulo de elasticidade E = 18000
N/mm2; coefiente de Poisson ν = 0, 2; resistência à tração de ft = 3, 4 N/mm2 e energia
de fratura Gf = 0, 0593 N/mm. O ensaio é controlado pelo deslocamento vertical dos nós
da face onde o carregamento foi aplicado e as deformações são medidas por extensômetros
localizados a 35 mm de distância um do outro.
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Figura 4.1: Chapa Tracionada: (a) Geometria com dimensões em mm e condições de apoio e
(b) Malha de elementos finitos.

A simulação numérica do ensaio foi realizada utilizando-se um malha de elementos
finitos de três nós conforme mostrado na Figura 4.1-b. O modelo constitutivo utilizado
foi o modelo de Vree et al. (1995) e os parâmetros não locais, do material e da lei de
dano utilizados estão listados na Tabela 4.1. O critério para abertura da trinca adotado
foi dano de 0, 95 e a direção de propagação adotada foi a direção do nó de máximo dano
à frente da ponta de trinca. Os dois nós pré-definidos para a nucleação da trinca estão
localizados nos entalhes, conforme apresentado na Figura 4.1-a.

No controle do processo incremental-iterativo da análise não linear, adotou-se um
incremento de 2, 5 × 10−4 mm para a simulação denominada Tração Direta - Simulação
1 e 5, 0 × 10−4 mm para a Tração Direta - Simulação 2, controlando simultaneamente o
deslocamento de todos os nós da face superior da chapa. Um resumo dos parâmentros que
diferenciam as simulações está apresentado na Tabela 4.2. A tolerância para convergência
foi de 1 × 10−4.

Tabela 4.1: Parâmetros adotados na simulação numérica da chapa tracionada

Parâmetros
Não Locais

Parâmetros do
Material

Parâmetros da Lei
de Dano Polinomial

(Eq. 2.32)
l 36 mm E 18000 N/mm2 fe 3, 4
k 8, 0 ν 0, 2 κ0 0, 0004

Ẽ 18000 N/mm2
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Tabela 4.2: Simulações - Tração Direta

Tração Direta Incremento
Simulação 1 2, 5 × 10−4

Simulação 2 5, 0 × 10−4

A Figura 4.2 mostra a relação tensão x enlogação obtida a partir das simulações
numéricas descritas e o resultado experimental de Hordijk (1991). A enlogação foi calcu-
lada pela diferença entre os deslocamentos verticais dos pontos distanciados igualmente
do centro, correspondente ao extensômetro usado no ensaio, conforme mostrado na Figura
4.1-a.

Analisando as trajetórias mostradas na Figura 4.2, nota-se que o modelo de trinca
discreta desenvolvido foi capaz de representar o comportamento da chapa tracionada.
Ambas as simulações realizadas para este exemplo forneceram trajetórias de equiĺıbrio
próximas à curva experimental. Pode-se concluir também que o valor do incremento
utilizado no processo incremental iterativo tem alterações que exercem pouca influência
no resultado da curva obtida. A curva da Tração Direta - Simulação 1, cujo incremento era
de 2, 5×10−4mm, apresentou uma queda levemente mais acentuada do ramo descendente
da curva em relação à Tração Direta - Simulação 2. Pode-se observar que para ambas
simulações, após a tensão limite ser alcançada, ocorreu um alongamento repentino da
chapa ocasionando redução brusca da tensão. Este comportamento é decorrente do estado
de tração uniforme de tensão nos casos de tração direta e é representado como um salto
nas curvas obtidas à partir das simulações realizadas.
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Figura 4.2: Trajetórias de Equiĺıbrio Tensão × Enlogação obtidas nas simulações numéricas da
tração direta.

A configuração deformada para as duas simulações estão apresentadas na Figura 4.3,
onde pode-se observar a trinca formada na malha de elementos finitos representada pela
descontinuidade gerada a partir do processo de duplicação nodal implementado. Observa-
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se também que, embora, a relação tensão deformação tenha se alterado para diferentes
incrementos no processo incremental-iterativo da análise não linear, o padrão da trinca
formada foi o mesmo.

Na Figura 4.4 está apresentada a evolução do dano e propagação da trinca ao longo
dos passos da análise não linear da chapa para Tração Direta - Simulação 2.

 
 

(a) 

 
 

(b) 
 

Figura 4.3: Configuração deformada da malha de elementos finitos para as simulações numéricas
de tração direta: (a) Simulação 1 e (b) Simulação 2.

Figura 4.4: Evolução do dano e propagação da trinca ao longo dos passos da análise não linear
da chapa tracionada.
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4.2 Flexão em Três Pontos - Garćıa-Álvarez et al. (2012)

Nesta simulação apresenta-se um ensaio de flexão em três pontos realizado por Garćıa-
Álvarez et al. (2012). A simulação consiste em uma viga de concreto com uma trica inicial
submetida a uma carga no meio vão. A geometria do modelo, conforme apresentado em
Garćıa-Álvarez et al. (2012), está ilustrada na Figura 4.5.

Mixed mode fracture in concrete 195

3. Verification of the model using tests of notched concrete beams of different sizes

3.1 Background

A simple geometry for studying non-planar fracture in concrete is the eccentrically notched
beam under 3PB. This type of specimen has been used previously by other researchers to study
mixed-mode fracture (Jenq & Shah 1988). In the present work, the model is applied to tests of
normal strength concrete under this configuration. In addition, comparisons are made with the
results from the analysis of centre-notched beams of normal strength concrete and a more brittle
high strength concrete.

3.2 Experimental details

The experimental study was performed on a high-strength concrete (HSC) with 50 MPa charac-
teristic cylinder compressive strength and a normal-strength concrete (NSC) with 20 MPa char-
acteristic strength. The NSC had the proportions of cement:sand:gravel:water as 1:2.5:3.75:0.65
with CEM I 42.5R cement, limestone gravel (5–12 mm) and siliceous sand (0–5 mm). The HSC
had the proportions of cement:sand:gravel:microsilica:water as 1:1.25:1.8:0.2:0.3 with CEM I
52.5R cement, densified silica fume, crushed basalt gravel (5–12 mm), siliceous sand (0–5 mm)
and a melamine-based superplasticizer.

Three batches of NSC (denoted A, B and C) and four of HSC were fabricated, and in each of
them, nine beams were cast with the geometry shown in figure 4, three in each size, with d =
80, 160 and 320 mm, and thickness (b) of 50 mm. Notches of length l = 0.25dfor NSC and l =
0.275d for HSC were cut with a diamond disc saw, with the eccentricities (e) of 0.625d(0.25s)
for series A and 0.3125d (0.125s) for series B, respectively, and at mid-span (e = 0) for series
C. In the HSC, the notches were cut only at mid-span (e = 0). The tests of the NSC beams were
performed at the age of 730 days, and those of the HSC beams at the age of 31 days. All the
specimens were maintained in a fog room until testing.

All the tests were conducted in a 1 MN INSTRON servohydraulic machine under closed-
loop control and constant crack mouth displacement (CMD) rates that led to peak loads at about
3 minutes. The load-CMD curves obtained are shown later with the fits of the cohesive crack
model.

 a

 3.125 d

d

 P
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Figure 4. Three-point bending specimen.

Figura 4.5: Geometria da viga submetida à flexão em três pontos (Garćıa-Álvarez et al., 2012).

No presente trabalho adotou-se a dimensão d igual a 80 mm e excentricidades e de
0 e 50 mm. Os resultados para e = 0 estão apresentados na seção 4.2.1 e para e igual
a 50 mm os resultados estão na seção 4.2.2. A trinca inicial para ambos os casos possui
altura a = 20 mm e largura de 2 mm. O material possui módulo de elasticidade de
33800 N/mm2 e coeficiete de Poisson de 0, 2. Outros dados do material são resistência à
compressão fc = 35, 0 N/mm2, resistência à tração ft = 3, 5 N/mm2 e energia de fratura
Gf = 0, 070 N/mm2.

O modelo constitutivo adotado para esta simulação foi o proposto por de Borst e
Gutiérrez (1999), a direção de propagação foi a do modelo constitutivo, o critério de
propagação foi dano máximo de 0, 95 e os parâmetros não locais e de dano utilizados na
modelagem estão mostrados na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Parâmetros adotados na simulação numérica da flexão em três pontos

Parâmetros
Não Locais

Parâmetros do
Material

Parâmetros da Lei
de Dano Polinomial

(Eq. 2.32)
l 36 mm E 33800 N/mm2 fe 3, 5
k 8, 0 ν 0, 2 κ0 2.071 × 10−4

Ẽ 33800 N/mm2

4.2.1 Flexão em 3 pontos - e = 0

Para simulação da viga com a trinca localizada no meio do vão adotou-se duas malhas
distintas mostradas na Figura 4.6 para posterior comparação dos resultados.
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(a)

(b)

Figura 4.6: Malhas de elementos finitos para a viga submetida à flexão em três pontos.

Para a malha da Figura 4.6-a foram realizadas três simulações utilizando-se o método
de controle de deslocamentos, com incremento do deslocamento vertical do nó de aplicação
da carga iguais a 0, 0025 mm (Flexão em 3 pontos - Simulação 1), 0, 0035 (Flexão em 3
pontos - Simulação 2) e 0, 005 (Flexão em 3 pontos - Simulação 3). A Tabela 4.4 resume
os parâmetros que diferenciam as simulações realizadas. A tolerância de convergência
da análise não linear foi de 1 × 10−4 para deslocamentos. Para ambas simulações foram
adotados os parâmetros da Tabela 4.3.

Tabela 4.4: Simulações - Flexão em 3 Pontos - e = 0

Flexão em 3 Pontos Malha Incremento Erosão
Simulação 1 (a) 0.0025 -
Simulação 2 (a) 0.0035 -
Simulação 3 (a) 0.005 -
Simulação 4 (b) 0.005 -

As trajetórias de equiĺıbrio de Carga x CMOD (Crack Mouth Opening Displacement)
para as simulações estão apresentadas no gráfico da Figura 4.7. O CMOD corresponde
ao deslocamento da abertura da boca da trinca e foi obtido a partir da diferença do
deslocamento horizontal dos dois nós na extremidade das faces opostas do entalhe inicial.
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Figura 4.7: Trajetórias de Equiĺıbrio Carga × CMOD obtidas nas simulações numéricas da
flexão em três pontos.

Pode-se observar uma concordância entre os resultados obtidos nas três simulações
com o resultado experimental. A Flexão em 3 pontos - Simulação 1 apresentou um desvio
do ramo descendente da curva em relação ao resultado expermental. Para a Flexão em
3 pontos - Simulação 2, esse desvio foi mais suave e a curva permaneceu bem próxima
do espectro experimental. Já para a Flexão em 3 pontos - Simulação 3, a trajetória teve
uma melhor coincidência com o resultado experimental. Dessa forma, como essas três
simulações utilizaram a mesma malha (Figura 4.6-a), pode-se perceber uma dependência
do modelo em relação ao valor do incremento da análise não linear. Isso ocorre pois o
valor do incremento influencia a velocidade na qual a trinca se propaga. Incrementos
maiores levam à propagação mais rápida e com incrementos menores a propagação é mais
lenta.

A partir da análise das trajetórias apresentanas na Figura 4.7, pode-se concluir que
a Flexão em 3 pontos - Simulação 3 representou melhor o exemplo. Embora a trajetória
tenha se diferenciado, a propagação da trinca para as três simulações apresentou o mesmo
padrão de trinca que está mostrado na Figura 4.8. Observa-se que a trinca propagou-se
indo em direção ao ponto de aplicação do carregamento.

Figura 4.8: Configuração deformada da viga submetida à flexão em três pontos para as si-
mulações: Flexão em 3 pontos - Simulação 1, 2 e 3.
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A evolução do dano ao longo da propagação da trinca para a Flexão em 3 pontos -
Simulação 3 está apresentado na Figura 4.9.

Figura 4.9: Evolução do dano e propagação da trinca ao longo dos passos da análise não linear
da Flexão em 3 pontos - Simulação 3.

Utilizando os mesmos parâmetros da tabela 4.3, uma quarta simulação (Flexão em
3 pontos - Simulação 4) adotando a malha da Figura 4.6-b foi realizada. Para esta
simulação também foi adotado o método de controle de deslocamentos. O incremento do
deslocamento vertical do nó de aplicação da carga igual foi de 0, 005 mm e a tolerância
para convergência permaneceu 1 × 10−4. A trajetória de equiĺıbrio para a Flexão em 3
pontos - Simulação 4 está mostrada no gráfico da Figura 4.10.
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Figura 4.10: Trajetórias de Equiĺıbrio Carga × CMOD obitdas nas simulações 3 e 4 da flexão
em três pontos.
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A curva da trajetória de equiĺıbrio para a Flexão em 3 pontos - Simulação 4 (Figura
4.10) também produziu resultado coerente com os resultados experimentais. As simulações
Flexão em 3 pontos - Simulação 3 e 4 diferenciam-se apenas pela malha adotada, utilizam
os mesmos parâmetros do material e incremento da análise não linear. Observa-se que
essas duas simulações forneceram curvas bem próximas, mas não coincidentes. Dessa
forma, pode-se concluir que, nesta simulação, a malha teve pouca influência no resultado
obtido. A configuração final da trinca após sua propagação ao longo da viga para a Flexão
em 3 pontos - Simulação 4 encontra-se ilustrada na Figura 4.11. Nota-se que há um leve
desvio na direção da trinca próximo à extremidade superior da viga, resultado de uma
região de compressão localizada nessa área.

Figura 4.11: Configuração deformada da viga (Flexão em 3 pontos - Simulação 4).

4.2.2 Flexão em 3 pontos - e = 50 mm

Para simulação da viga com a trinca localizada com excentricidade e = 50 mm adotou-se
a malha mostrada na Figura 4.12.

Figura 4.12: Malha de elementos finitos adotada na flexão em três pontos para e = 50 mm.

Para análise dessa viga, foi realizada uma simulação denominada Flexão em 3 pontos
- Simulação 5. Foram adotados os parâmetros da tabela 4.3 e método de controle de
deslocamentos. O incremento do deslocamento vertical do nó de aplicação da carga igual
foi de 0, 0015 e a tolerância para convergência de 1 × 10−4.

A trajetória de equiĺıbrio para a Flexão em 3 pontos - Simulação 5 está mostrada no
gráfico da Figura 4.13.
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Figura 4.13: Trajetória de Equiĺıbrio Tensão × CMOD obtida na flexão em três pontos com
trinca assimétrica (e = 50 mm).

Ao analisar a Figura 4.13 é posśıvel observar que a curva da trajetória de equiĺıbrio,
obtida na simulação de Flexão em 3 pontos - Simulação 5, demonstra uma notável proxi-
midade com os resultados experimentais. Contudo, é importante ressaltar que apresentou
apenas um pico mais elevado em comparação com o registrado no experimento.

A configuração deformada correspondente a essa simulação está apresentada na Figura
4.14, onde se destaca a trajetória da trinca convergindo em direção ao ponto de aplicação
da carga.

Figura 4.14: Configuração deformada da malha de elementos finitos (Flexão em 3 pontos -
Simulação 5).

Outro ponto que pode ser observado nessa simulação é a evolução do dano ao longo
de propagação da trinca. Esse processo está ilustrado na na Figura 4.15 para a Flexão
em 3 pontos - Simulação 5.
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Figura 4.15: Evolução do dano e propagação da trinca ao longo dos passos da análise não linear
da Flexão em 3 pontos - Simulação 5.

4.2.3 Flexão em 3 pontos - erosão por dano

Continuando com a análise da viga sob flexão em 3 pontos, nesta seção serão apresenta-
das simulações nas quais, além da abertura da trinca, também se habilitou a erosão de
elementos cujo valor de dano em todos os pontos internos associados aos nós do elemento
finito fosse superior a 0, 99. A Flexão em 3 pontos - Simulação 6 e 7 são similares à
Flexão em 3 pontos - Simulação 3 e 4, diferenciando-se apenas pela inclusão da erosão de
elementos. A Tabela 4.5 resume os parâmetros que diferenciam as simulações citadas.

Tabela 4.5: Comparação entre as simulações com erosão habilitada e desabilitada - Flexão em
3 Pontos - e = 0

Flexão em 3 Pontos Malha Incremento Erosão
Simulação 3 (a) 0.005 -
Simulação 4 (b) 0.005 -
Simulação 6 (a) 0.005 Dano(0,99)
Simulação 7 (b) 0.005 Dano(0,99)

Como forma de verificar a inflûencia da erosão, será analisado a Figura 4.16 onde
estão apresentadas as trajetórias de equiĺıbrio da Flexão em 3 pontos - Simulação 3 e 6 e
a Figura 4.16 que mostra as trajetórias de equiĺıbrio da Flexão em 3 pontos - Simulação
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4 e 7. Pode-se perceber que a erosão causou pouca influência nos resultados da análise da
flexão em três pontos, pois as trajetórias para as simulações com mesmos parâmetros e
malha ficaram bem próximas. Para a Flexão em 3 pontos - Simulação 4 e 7 a proximidade
entre as curvas da trajetória foi ainda maior do que para as simulações Flexão em 3 pontos
- Simulação 3 e 6.
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Figura 4.16: Trajetórias de Equiĺıbrio Carga × CMOD obtidas nas simulações numéricas 3 e 6
da flexão em três pontos.
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Figura 4.17: Trajetórias de Equiĺıbrio Carga × CMOD obtidas nas simulações numéricas 4 e 7
da flexão em três pontos.

A configuração final da malha de elementos finitos para a Flexão em 3 pontos - Si-
mulação 6 está apresetada na Figura 4.18-a e a configuração deformada na Figura 4.18-b.
Pode-se observar que ao longo do caminho da trinca que alguns elementos foram erodidos.
Ressalta-se que quanto mais refinada a malha o processo de erosão de elemento é mais
eficiente na descrição do caminho da trinca. Para a presente simulação não observou-se
diferenças relevantes nos resultados.
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(a)

(b)

Figura 4.18: Configuração final da malha de elementos finitos na Flexão em 3 pontos - Simulação
6.

4.3 Painel em L - Winkler et al. (2004)

Nesta seção será apresentada a simulação numérica do painel em L baseado no experi-
mento apresentado em Winkler et al. (2004). Além dos ensaios experimentais, em Winkler
et al. (2004) simulações numéricas com o modelo constitutivo de fissuração distribúıda
desenvolvido pelos autores são também realizadas. A geometria deste modelo está mos-
trada na Figura 4.19 e as propriedades do concreto obtidas a partir do experimentos de
Winkler et al. (2004) foram: ft = 2, 7N/mm2; fc = 31, 0 N/mm2, E0 = 25850 N/mm2,
Gf = 0, 065 N/mm2 e assumiu-se ν = 0, 18. Sendo o comprimento caracteŕıtico aproxima-
damente de três a cinco vezes o diâmetro do máximo do agregado e sendo esse diâmetro
máximo igual a 8 mm considerou-se o comprimento caracteŕıtico igual a 28 mm.
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Figura 4.19: Geometria do Painel em L.

Nas simulações realizadas para o painel em L, utilizou-se as malhas mostradas na
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Figura 4.20 com diferentes graus de refinamento.
Foram realizadas 3 simulações numéricas que se diferenciam pela malha adotada em

cada uma. Essas simulações foram denominadas: Painel em L - Simulação 1, Painel
em L - Simulação 2 e Painel em L - Simulação 3 e adotaram, respectivamente as malhas
mostradas na Figura 4.19-a, 4.19-b e 4.19-c. Um resumo dos parâmentros que diferenciam
as simulações está apresentado na Tabela 4.6.
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Figura 4.20: Malhas de elementos finitos do Painel em L.

Tabela 4.6: Simulações - Painel em L

Painel em L Malha
Simulação 1 (a)
Simulação 2 (b)
Simulação 3 (c)

Nas simulações, adotou-se o modelo constitutivo de de Vree et al. (1995) e os parâmetros
não locais, do material e da lei de dano utilizados encontram-se na Tabela 4.7. Para aber-
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tura da trinca foi usado critério de dano igual a 0, 95 e a direção de propagação adotada
foi a direção do nó de máximo dano.

Tabela 4.7: Parâmetros adotados na simulação numérica do Painel em L

Parâmetros
Não Locais

Parâmetros do
Material

Parâmetros da Lei
de Dano Exponencial

(Eq. 2.30)
l 28 mm E 25850 N/mm2 α 0, 999
k 2, 0 ν 0, 18 β 950

κ0 1, 35 × 10−4

Foi adotado no controle do processo incremental-iterativo da análise não linear do
problema um incremento do fator de carga de 0, 01 com o método de controle de desloca-
mentos do nó da extremidade superior esquerda do painel e tolerância para convergência
de 1 × 10−4.

As trajetórias de equiĺıbrio do ponto de deslocamento vertical máximo (nó da extre-
midade superior esquerda do painel) em relação à carga aplicada ao problema para as três
simulações realizadas encontram-se na Figura 4.21. Os resultados experimentais obtidos
por Winkler et al. (2004) também estão mostrados na Figura 4.21.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0

2

4

6

8

Deslocamento vertical y (mm)

C
ar

ga
(k

N
)

Experimental - Winkler et al. (2004)
Simulação 1
Simulação 2
Simulação 3

Figura 4.21: Trajetórias de Equiĺıbrio Carga × Deslocamento vertical obtidas nas simulações
numéricas do Painel em L.

A análise das três curvas provenientes das simulações numéricas revela que a variação
da malha influencia diretamente nos resultados obtidos. Nota-se que todas as simulações
exibiram trajetórias com padrões de curva semelhantes aos resultados experimentais. No
entanto, destaca-se que a simulação Painel em L - Simulação 3 apresentou a trajetória
que mais se aproximou do resultado experimental. Essa simulação empregou a malha
representada na Figura 4.19-c, que era a mais refinada na região de propagação da trinca
dentre as três adotadas.
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Por outro lado, a curva da trajetória da simulação Painel em L - Simulação 1 também
exibiu resultados consistentes com o experimento. No entanto, a trajetória da simulação
Painel em L - Simulação 2 mostrou uma maior discrepância em relação ao resultado
experimental. Essa disparidade com o experimento e os demais resultados está relacionada
à regularidade da malha, que influenciou a direção da propagação da trinca.

Dessa forma, é essencial avaliar com cautela o uso de malhas com maior grau de
regularidade, a fim de evitar viés na propagação que possa afetar a resposta do modelo.

Além disso, para uma compreensão mais abrangente dos resultados, as configurações
deformadas do Painel em L para cada uma das simulações realizadas estão apresentadas
na Figura 4.22. É percept́ıvel que as diferenças observadas nas trajetórias das simulações
influenciam o padrão de trinca resultante.
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Figura 4.22: Trincas resultantes das simualções numéricas (a) Painel em L - Simulação 1, (b)
Painel em L - Simulação 2 e (c) Painel em L - Simulação 3.



72

Como forma de avaliar o caminho da trinca obtido nas simulações em comparação com
o padrão experimental, a Figura 4.23 apresenta as trincas formadas nas três simulações
mencionadas. Nota-se que as trincas das simulações Painel em L -Simulação 2 e 3 ficaram
bem próximas do resultado experimental. A simulação Painel em L - Simulação 1 teve
pouco desvio da direção horizontal, que se deve mais uma vez ao padrão da malha gerada.
Nesta simulação, observa-se uma malha mais refinada com elementos distribúıdos em uma
faixa de menor abrangência que nas demais. Portanto, a definição da região refinada
também é um fator que deve ser considerado na discretização do modelo.

Mais além, observa-se que para as três simulações ocorreu um leve desvio, para baixo
ou para cima, no final da trinca. Isso ocorreu devido a região de compressão localizada
naquela área, forçando assim o desvio na direção da trinca. 70
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Figura 4.24: Padrão da trinca

Figura 4.23: Caminhos das trincas obtidos nas simulações numéricas do Painel em L.

Na Figura 4.24 está apresentada a evolução do dano e propagação da trinca ao longo
dos passos da análise não linear do Painel em L obtido no Painel em L - Simulação 3.

Figura 4.24: Evolução do dano e propagação da trinca ao longo dos passos da análise não linear
do Painel em L.
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Por fim, uma quarta simulação (Painel em L - Simulação 4) foi realizada com os mesmo
parâmetros da Painel em L - Simulação 3, habilitando-se a erosão de elementos cujo dano
em todos os nós era superior a 0, 99. O resultado para essa simulação está apresentado
na Figura 4.25.
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Figura 4.25: Trajetórias de Equiĺıbrio Tensão × Deslocamento vertical para as simulações 3 e 4
do Painel em L.

Assim como observado para a flexão em três pontos com erosão (seção 4.2.3), para
o painel em L a erosão também exerceu pouca influência sobre o resultado. Nota-se na
Figura 4.25 que as trajetórias das simulações Painel em L - Simulação 3 e 4 foram quase
coincidentes.

4.4 Cisalhamento em 4 pontos - Arrea e Ingraffea (1982)

Neste exemplo, as simulações númericas referentes ao ensaio de cisalhamento em 4 pontos
foram baseadas no o experimento de Arrea e Ingraffea (1982) e citado por Fang et al.
(2008).

Neste ensaio, Arrea e Ingraffea (1982) apresentam os resultados em função do CMSD
(“Crack Mouth Sliding Displacement”), que corresponde ao deslocamento vertical relativo
das extremidades da trinca.

A geometria do ensaio e a representação do CMSD estão mostrados na Figura 4.26.
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Figura 4.26: Geometria - Cisalhamento em 4 pontos (dimensões em mm).

Para realização das simulações, duas malhas de elementos finitos triangulares de três
nós foram utilizadas (Figura 4.27). A malha da Figura 4.27-a diferencia-se da malha da
Figura 4.27-b pelo grau de refinamento na região de propagação da trinca, sendo a malha
(b) a mais refinada.
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Figura 4.27: Malhas de elementos finitos - Cisalhamento em 4 pontos.

O concreto utilizado possúıa as seguintes propriedades: módulo de elasticidade E =
24800 N/mm2 e coefiente de Poisson ν = 0, 2. A energia de fratura do concreto variou
de 100, 0 N/m a 140, 0 N/m e a resistêcia à tração variou de 2, 8 N/mm2 a 4, 0 N/mm2.
As informações referentes ao material foram extráıdas do estudo de Fang et al. (2008).

O modelo constitutivo utilizado foi o modelo de de Vree et al. (1995) e os parâmetros
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não locais, do material e da lei de dano utilizados encontram-se na tabela 4.8. O critério
para abertura da trinca adotado foi dano superior à 0, 95 e a direção de propagação
adotada foi a direção do nó de máximo dano. O nó pré-definido para a nucleação da
trinca está localizado na ponta do entalhe inicial.

Tabela 4.8: Parâmetros adotados na simulação numérica do cisalhamento em 4 pontos

Parâmetros
Não Locais

Parâmetros do
Material

Parâmetros da Lei
de Dano Exponencial

(Eq. 2.30)
l 36 mm E 24800 N/mm2 α 0, 999
k 8, 0 ν 0, 2 β 950

κ0 1.71 × 10−4

No controle do processo incremental-iterativo da análise não linear, adotou-se um
incremento de 5 × 10−3mm, controlando o deslocamento do nó destacado na Figura 4.26.
A tolerância para convergência foi de 1 × 10−4.

A Figura 4.28 mostra a relação carga versus CMSD obtida a partir do ensaio de Arrea
e Ingraffea (1982) e das simulações numéricas: Cisalhamento em 4 pontos - Simulação 1
e Cisalhamento em 4 pontos - Simulação 2. Essas duas simulações diferenciam-se pela
malha adotada, a simulação Cisalhamento em 4 pontos - Simulação 2 utiliza a malha da
Figura 4.27-a e a Simulação 2 a malha da Figura 4.27-b. Um resumo dos parâmentros
que diferenciam as simulações realizadas está apresentado na Tabela 4.9.
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Figura 4.28: Trajetórias de Equiĺıbrio Carga × CMSD obtidas nas simulações numéricas do
cisalhamento em quatro pontos.
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Tabela 4.9: Simulações - Cisalhamento em 4 Pontos

Cisalhamento em 4 Pontos Malha
Simulação 1 (a)
Simulação 2 (b)

Analisando as curvas da Figura 4.28 é posśıvel concluir que o modelo proposto conse-
guiu representar os resultados experimentais de forma adequada, descrevendo de maneira
precisa a evolução do deslocamento vertical relativo à ponta da trinca. A curva do Cisa-
lhamento em 4 pontos - Simulação 1, nota-se dois saltos entre os pontos no ramo descen-
dente da curva. Esse comportamento é causado devido ao grau de refinamento da malha
de elementos finitos, pois, elementos finitos maiores levam à propagação mais rápida da
trinca.

A configuração deformada para as duas simulações estão apresentadas na Figura 4.29.
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 Figura 4.29: Propagação da trinca nas simulações numéricas do cisalhamento em quatro pontos:
(a) Simulação 1 e (b) Simulação 2.

Um ponto importante a ser destacado na análise é da trajetória de equiĺıbrio observada
no nó onde a carga central é aplicada em relação ao deslocamento vertical. Embora
o experimento realizado por Arrea e Ingraffea (1982) não tenha apresentado resultados
espećıficos para o ponto de aplicação da carga, simulações numéricas desse ensaio presentes
na literatura, exibem um significativo fenômeno de snap-back ao longo dessa trajetória.

Na Figura 4.30 estão apresentadas as trajetórias de equiĺıbrio para esse nó do Cisa-
lhamento em 4 Pontos - Simulação 1 e 2 e o resultado numérico obtido por Fang et al.
(2008). Observa-se que as trajetórias de equiĺıbrio do nó central de aplicação da carga
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das simulações Cisalhamento em 4 pontos - Simulação 1 e 2 não ficaram tão próximas
do resultado numérico apresentado por Fang et al. (2008). Nota-se um pico da curva
abaixo em relação à carga e com um maior valor de deslocamento vertical nas simulações
Cisalhamento em 4 pontos - Simulação 1 e 2.
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Figura 4.30: Comportamento de snap-back simulado numericamente dos experimentos.

Por fim, na Figura 4.31 está apresentada a evolução do dano e propagação da trinca
ao longo dos passos da análise não linear do Cisalhamento em 4 pontos - Simulação 2.

Figura 4.31: Evolução do dano e propagação da trinca ao longo dos passos da análise não linear
do Cisalhamento em 4 pontos - Simulação 1.
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CAPÍTULO 5

CONSIDERAÇÕES FINAIS

Nesta dissertação um modelo de trinca discreta com redefinição da malha via duplicação
nodal baseado em modelos de dano escalar foi apresentado. O modelo foi implementado
no sistema computacional de acesso livre e código aberto chamado INSANE (INteractive
Structural ANalysis Environment). Esse sistema é desenvolvido no Departamento de
Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais, em linguagem de
programação Java, seguindo o paradigma de Programação Orientada a Objetos (POO).

Para validação do modelo várias simulações numéricas foram realizadas e comparadas
com resultados experimentais dispońıves na literatura.

Para o exemplo da tração direta com entalhe simétrico, observou-se um resultado
satisfatório e uma concordâcia entre as trajetórias de equiĺıbrio numéricas e o resultado
experimental, mostrando assim que o modelo é capaz de descrever esse tipo de problema.
A partir desse exemplo, notou-se também a influência do incremento de carga na resposta
do problema. Observou-se que o algortimo implementado foi capaz de inserir a trinca na
malha de elementos finitos em um modelo submetido a um estado de tração uniforme,
que caracteŕısitco deste ensaio.

Os resultados da análise do exemplo de flexão 3 em três pontos com excentricidade da
trinca igual a zero também foram satisfatórios e condizentes com o resultado experimental.
Mais uma vez, observou-se que o incremento influência na resposta do problema e notou-se
que o maior incremento adotado apresentou uma trajetória de equiĺıbrio que reproduzia
melhor o resultado do experimento. Outro fato observado a partir da análise da flexão em
três pontos com excentricidade da trinca igual a zero é que as malhas diferentes exerceram
pequena influência para esse exemplo. Para a flexão em três pontos com excentricidade da
trinca igual a 50 mm, o resultado obtido aproximou-se do resultado experimental, porém
o pico da trajetória de equiĺıbrio ficou mais elevado do que o pico do experimento.

Para a simulação numérica do painel em L, observou-se que a diferenciação da malha
exerceu grande influência no resultado final. A malha cujo grau de refinamento era maior,
ou seja, tinha elementos menores na região de propagação da trinca, apresentou resultado
mais condizente com o experimetal. A malha que era mais regular, cuja propagação da
trinca era praticamente horizontal, foi o resultado que mais se afastou do experimental.
Obsevou-se também que o caminho da trinca produzido pelas simulações Painel em L -
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Simulação 2 e 3 se aproximaram do padrão da trinca experimental. No caso do Painel
L - Simulação 1, a malha pouco refindada embora tenha apresentado uma propagação
adequada à solicitação, influenciou na trajetória da trinca fazendo com que a configuração
final fosse um pouco diferente do observado experimentalmente. Ainda assim, o algoritmo
para inserção da trinca na malha de elementos finitos apresenta resultados satisfatórios.

Por fim, o modelo também apresentou resultados satisfatórios para a simulação numérica
do cisalhamento em quatro pontos. Para essa simulação foram adotadas duas malhas cujo
grau de refinamento na região de propagação da trinca eram diferentes e, como observado
para o painel em L, a malha cujo grau de refinamento era mais elevado forneceu resultados
mais apropriados.

Foram apresentados também resultados de simulações numéricas onde a erosão de
elementos estava habilitada. No entanto, observou-se que a erosão apresentou pouca
influência sobre os resultados obtidos.

Como vantagem do modelo implementado pode-se citar: o processo simples e eficaz
de redefinição de malha que é a duplicação nodal, a possibilidade de utilizar diferentes
critérios para abertura de trinca e definição da direção de propagação. Embora neste
trabalho estejam apresentados resultados apenas o critério de dano cŕıtico para abertura
de trinca e as direções do nó de dano máximo e direção da trinca via modelo constitutivo
como direções da fissuração, fica como sugestão para trabalhos futuros a validação de
outros critérios implementados. Uma limitação do modelo proposto é a definição de qual
será o nó inicial de nucleação da trinca.

Diante dos resultados numéricos obtido neste trabalho pode-se concluir que o modelo
implementado produz resultados similares aos experimentais, validando assim a proposta
deste trabalho.

5.1 Contribuições deste Trabalho

Este trabalho trouxe contribuições significativas para o aprimoramento do núcleo numérico
do sistema computacional, através da incorporação de um arcabouço para simulação de
trincas discretas com redefinição da malha via duplicação nodal baseado em modelos de
dano escalar.

5.2 Sugestões para Trabalhos Futuros

Diante do modelo apresentado e das discussões feitas neste trabalho, os seguintes temas
que podem dar continuidade à modelagem implementada são sugeridos:

1. Validação e implementação de outros critérios de abertura e direção da trinca;
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2. Estudo e implementação da nucleação automática da trinca, sem a necessidade da
escolha do nó de ińıcio da trinca.

3. Estudo da influência da erosão no processo de propagação da trinca.
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de resultados na análise fisicamente não linear, Master’s thesis, Universidade Federal
de Minas Gerais.

Suidan, M. e Schnobrich, W. C. (1973), ‘Finite element analysis of reinforced concrete’,
Journal of the structural division, ASCE pp. 2109–2121.

Tudjono, S., Han, A. L. e As’ad, S. (2016), ‘Reinforced concrete finite element modeling
based on the discrete crack approach’, Civil Engineering Dimension vol. 18(2).

van Mier, J. G. M. (1995), ‘Fracture mechanics of concrete: will applications start to
emerge?’, Heron vol. 40, 147–162.

Winkler, B., Hofstetter, G. e Lehar, H. (2004), ‘Application of a constitutive model for
concrete to the analysis of a precast segmental tunnel lining’, International Journal for
Numerical and Analytical Methods in Geomechanics vol. 28, 797–819.

Wolff, K. P. (2010), Implementação computacional de um modelo de fissuração para o
concreto baseado no método dos elementos finitos estendido (xfem), Master’s thesis,
Universidade Federal de Minas Gerais.



85

Xie, M. (1995), Finite element modelling of discrete crack propagation, PhD thesis, Uni-
versity of New Mexico, USA.

Xie, M. e Gerstle, W. H. (1995), ‘Energy-based cohesive crack propagation modelling’,
Journal of Engineering Mechanics pp. 1349–1458.

Yang, Z. e Chen, J. (2004), ‘Fully automatic modelling of cohesive discrete crack propaga-
tion in concrete beams using local arc-length methods’, International Journal of Solids
and Structures vol. 41, 245–261.

Yang, Z. e Chen, J. (2005), ‘Finite element modelling of multiple cohesive discrete
crack propagation in reinforced concrete beams’, Engineering Fracture Mechanics vol.
72, 2280–2297.


	INTRODUÇÃO
	Objetivos
	Objetivos Gerais
	Objetivos Específicos

	Organização do texto

	REVISÃO TEÓRICA
	Comportamento mecânico do concreto
	Mecânica da Fratura
	Comportamento do Concreto Fissurado

	Modelos de fissuração
	Modelos Contínuos
	Modelos de Fissuração Distribuída
	Modelos de Dano
	Modelos Não Locais

	Modelos Discretos
	Modelo de Trinca Discreta Coesiva
	Estratégias para Redefinição de Malha em Modelos Discretos

	Modelos Combinados
	Modelo de Trinca Discreta Associado a Modelos de Dano


	PROPOSTA DE MODELO DE TRINCA DISCRETA ASSOCIADO A MODELOS DE DANO ESCALAR
	Introdução
	Parâmetros da Propagação
	Sistema Computacional
	Algoritmo Implementado


	SIMULAÇÕES NUMÉRICAS
	Tração Direta com Entalhe Simétrico - Hordijk1991
	Flexão em Três Pontos - Carol2012
	Flexão em 3 pontos - e=0
	Flexão em 3 pontos - e = 50 mm
	Flexão em 3 pontos - erosão por dano

	Painel em L - Winkler2004
	Cisalhamento em 4 pontos - Arrea1982

	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	Contribuições deste Trabalho
	Sugestões para Trabalhos Futuros

	REFERÊNCIAS

