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Resumo

A percolacgdo foi introduzida na literatura matemética em (BROADBENT; HAMMERSLEY,
1957) por meio da formulacdo de um simples modelo estocéstico para compreender o fendmeno
de transporte de um fluido através de um meio poroso. O principal objetivo dessa dissertacao
¢ compreender o modelo de percolacdo de Bernoulli de arestas em lajes, que sdo grafos da
forma Z? x {0,...,k}. Precisamente, fazemos uma exposi¢io do resultado central contido
em (DUMINIL; SIDORAVICIUS; TASSION, 2016), que demonstra a auséncia quase certa de
um aglomerado infinito no ponto critico para o modelo de percolacdo de Bernoulli de arestas em
lajes. Expomos também as ferramentas cldssicas e necessdrias para o estudo da percolagdo de
Bernoulli nesses grafos, tais como a Desigualdade FKG, teoremas de existéncia do aglomerado

infinito na fase supercritica, bem como sua unicidade.

Palavras-chave: Percolagdo em grafos, ponto critico, auséncia de aglomerado infinito, Desigual-
dade FKG.



Abstract

Percolation was introduced in mathematical literature in (BROADBENT; HAMMERSLEY, 1957)
through the formulation of a simple stochastic model to understand the phenomenon of fluid
transport through a porous medium. The main objective of this dissertation is to understand the
Bernoulli percolation model of edges on slabs, which are graphs of the form Z* x {0, ..., k}.
Precisely, we present the central result contained in (DUMINIL; SIDORAVICIUS; TASSION,
2016), which demonstrates the almost sure absence of an infinite cluster at the critical point for
the Bernoulli percolation model of edges on slabs. We also present the classical and necessary
tools for the study of Bernoulli percolation on these graphs, such as the FKG Inequality, theorems

on the existence of the infinite cluster in the supercritical phase, as well as its uniqueness.

Keywords: Graph percolation, critical point, absence of infinite cluster, FKG Inequality..
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1 Introducao

A percolacdo foi introduzida na literatura matematica em (BROADBENT; HAMMERS-
LEY, 1957) por meio da formulagdo de um simples modelo estocastico para compreender o
fendmeno de transporte de um fluido através de um meio poroso. Procuravase calcular, por
exemplo, a probabilidade de estar molhado o centro de uma grande pedra porosa, se mergulhada
em agua, supondo que essa matéria possui canais de condugdo dispostos aproximadamente como
em Z?3, ou outros grafos localmente finitos, que podem estar abertos ou bloqueados (fechados)

independentemente com probabilidade p e 1 — p, respectivamente.

Fonte inesgotéavel de problemas e detentora de conjecturas com simples enunciagao,
desde os anos 50 a percolacdo é um dos principais objetos de estudo dos probabilistas. Um
dos modelos mais importantes a ser considerado € a percolacdo de arestas de Bernoulli na
rede hiperctibica Z¢ : definido o espago de medida adequado, em que cada aresta é aberta com
probabilidade p. Qual é a probabilidade 6,4(p) da origem estar conectada a um caminho aberto
infinito em Z?? A fungio 2. é continua em p? Muito progresso tem sido feito desde entdo com
o intento de responder a tltima pergunta. Nesse estudo, é fundamental a existéncia de um valor
critico p,. (Zd) tal que
=0, sep < P, (Zd)

O24(p) >0, sep > p. (Zd)

O parametro p, (Zd) € conhecido como ponto critico e definido formalmente por

pe (29) = sup {p : Oz4(p) = 0}

O caso em que d = 1 ndo hd interesse: se p < 1, por Borel-Cantelli existirdo infinitas arestas
fechadas a esquerda e a direita da origem quase certamente, e entdo p.(1) = 1. Para d >
2, a existéncia de um fendmeno critico nao-trivial, isto €, 0 < p. (Zd) < 1, foi mostrada
em (BROADBENT; HAMMERSLEY, 1957) e, posteriormente, em (RUSSO, 1978) provou-se
que a funcdo 7. € infinitamente diferencidvel no intervalo (p., 1] para todo d > 2. Assim,
basta provar a continuidade de 6z« no ponto critico; e € exatamente esse o problema em aberto
mais famoso na percolacdo. O resultado em (KESTEN et al., 1980), construido com base nos
argumentos presentes em (HARRIS, 1960), (SEYMOUR; WELSH, 1978) e (RUSSO, 1978),
culminaram na continuidade de 6, para d = 2 e, somente em (HARA; SLADE, 1990) provou-
se que Hza € continua em p, (Zd) para d suficientemente grande. Melhorando algumas cotas
presentes em (HARA; SLADE, 1990), mostrou-se em (HARA; SLADE, 1994) a continuidade
de 674 em p,. (Zd) para d > 19, restando os casos em que 2 < d < 19.

Utilizando técnicas de renormalizacdo em blocos, foi caracterizado por (GRIMMETT;

MARSTRAND, 1990) o ponto critico de Z¢ como um limite dos pontos criticos das lajes
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S¢ =Z7%x{0,...,k}%2,isto é, provou-se que p, (Zd> = limy_y 00 Pe (Sg). Mostrou-se em (DU-
MINIL; SIDORAVICIUS; TASSION, 2016) que para o modelo de percolacdo em arestas no
grafo Z? x {0,...,k}(k > 0), ndo hd aglomerado infinito no ponto critico quase certamente.
Com ligeiras modificagdes, a prova funciona igualmente bem para as lajes S¢, com d > 3. O
fato de Z? x {0, ..., k}¢~2 ser aproximadamente Z¢ quando  tende a infinito sugere que a ine-
xisténcia de percolacio no ponto critico aliada ao resultado em (GRIMMETT; MARSTRAND,

1990) seja uma nova luz em direcdo a prova da continuidade da fungfo 6 para todo d > 3.

O objetivo principal desta dissertacdo € expor o resultado central contido em (DUMINIL;
SIDORAVICIUS; TASSION, 2016). No primeiro capitulo, forneceremos as ferramentas neces-
sérias para o estudo da percolagdo no ponto critico dos grafos da forma Z? x {0,. .., k}, como a
Desigualdade FKG, a existéncia de aglomerado infinito quase certamente na fase supercritica,
bem como sua unicidade. No segundo capitulo, iniciamos com um estudo local nas lajes que
serd necessdrio para o passo de renormalizacdo da rede, método que consiste em uma espécie
de visualizacdo do grafo sobre outra perspectiva, de acordo com a ocorréncia de certos eventos
bons que dependem de um nimero finito de arestas. Depois, expomos brevemente o argumento
de renormalizacgdo e por tltimo provamos o Lema da Colagem, o resultado mais importante

apresentado neste trabalho.
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2 Preliminares

2.1 Conceitos basicos e o0 modelo de percolacao

Nesta secdo, introduziremos o modelo de percolacdo a ser estudado e estabeleceremos

defini¢des bésicas e notagdes adotadas em toda extensao deste texto.

Comecaremos com alguns conceitos elementares na teoria dos grafos. Seguimos as
defini¢des de (BONDY; MURTY, 2008) e (GRIMMETT, 1999).

Definicao 1. Um grafo, ou rede, G é um par ordenado (V(G), E(G)) que consiste de um
conjunto V (G) de vértices e um conjunto E(G) de arestas, disjunto de V (G), juntamente com
uma fungdo de incidéncia 1q que associa a cada aresta de G' um par ndo-ordenado de vértices
distintos de G. Se e é uma aresta e u e v sdo vértices tais que g (e) = {u, v}, entdo dizemos

que e liga u a v, e tais vértices sdo chamados de extremos da aresta e.

Ao longo deste trabalho, quando ndo houver ambiguidades, diremos que um vértice v e

uma aresta e pertencema G se v € V(G) ee € E(G).

Os grafos sdo nomeados dessa forma porque podem ser representados graficamente, o
que auxilia a visualizacdo e compreensdo das suas propriedades. Cada vértice € indicado por um

ponto e cada aresta por uma linha que une os pontos que simbolizam seus extremos.

Nao ha uma maneira correta de desenhar um grafo: as posi¢des relativas dos pontos
que correspondem aos vértices e a forma das linhas que representam as arestas € insignificante.
Frequentemente, bem como nesta dissertacdo, esbocamos um diagrama do grafo e tratamos esse
como sendo o grafo propriamente dito; no mesmo espirito, chamamos os pontos de vértices
e as linhas de arestas. Muitas defini¢des e conceitos na teoria dos grafos baseiam-se nessa
representacdo grafica. Por exemplo, os extremos de uma aresta e sao ditos incidentes a, € vice-
versa; dois vértices sdo ditos adjacentes, ou vizinhos, se sdo extremos de uma mesma aresta;
analogamente, duas arestas sdo adjacentes se possuem um extremo em comum. O grau de um

vértice v € (G, denotado por dg(v), é o nimero de arestas de GG incidentes a v.

Um grafo F' é declarado subgrafo de um grafo G se V(F) C V(G) e E(F) C E(G).
Dois subgrafos indispensaveis no estudo da percolacdo sdo os caminhos e ciclos. Um caminho é
um grafo cujos vértices podem ser arranjados em uma sequéncia linear de modo que dois vértices
sdo adjacentes se, e somente se, eles sdo consecutivos nessa sequéncia. Analogamente, um ciclo
¢ um grafo cujos vértices podem ser dispostos em uma sequéncia ciclica de tal maneira que dois
vértices sdo adjacentes se, € somente se, eles sdo consecutivos nessa sequéncia. O tamanho de
um caminho, ou ciclo, € o nimero de arestas contidas nessa estrutura. Além disso, se © € v Sao

dois vértices de (G, o tamanho do menor caminho que liga u a v € a distincia entre esses vértices.
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E importante notar que para todo grafo G existe uma particdo P do seu conjunto de
vértices tal que, para quaisquer X,Y € P, X # Y, ndo existe aresta {u, v} comu € X,v € Y.
Dizemos que G € conexo se |P| = le, aos subgrafos G’ de G com V (G') € Pe E(G') =

{e € E(G) : e = {u,v},u,v € V(G')}, damos o nome de componentes conexas.

Os grafos que serdo alvo do nosso estudo nas proximas péaginas sao as lajes. Escrevemos
Z=1{...,—1,0,1,...} para o conjunto dos inteiros e Z> x {0, ..., k} para o conjunto de todos

os pontos da forma (z1, x2, x3), com zy, x5 € Ze xz € {0,...,k}.

Definicao 2. Uma laje Sy de tamanho k(k > 0) é um grafo cujo conjunto de vértices é
V (Sk) =Z*x{0,...,k} easarestas E (S) = {{z,y};z,y € V(Sy), ||x — y|| = 1}, em que

|| - || denota a distdncia euclidiana usual.

Na laje Sy, a distancia d(x, y) entre dois vértices = = (x1, 2, 23) e y = (Y1, Y2, Y3) € Sk
pode ser dada explicitamente por

3

6(z,y) = Z |z — yil -

i=1

Uma dose de probabilidade também é necesséria. Seja p € [0, 1]; cada aresta do grafo
Sy estd aberta ou fechada de modo independente, com probabilidade p e 1 — p, respectiva-
mente. Formalmente, considere a tripla (€2, 7, P,), em que o espaco amostral é dado por
Q = [leen(s,)10, 1}, com seus elementos representados por w = (w(e) : e € £ (Sy)) e cha-
mados de configuragdes - o valor w(e) = 0 corresponde a “e estd fechada” e w(e) = 1 equivale
a “e estd aberta” para todo e € Si; F denota a ¢ dlgebra dos subconjuntos de €2 gerados pelos

cilindros, caracterizados pela definicao abaixo.

Definicao 3. Um cilindro é um subconjunto de €} determinado por um niimero finito de arestas.
Precisamente, para todo cilindro C' C ), existem um conjunto de arestas E = {e1, ... e, } e

um vetor de estados (o1, . .., 0,) correspondente tais que

C={we:w(e) =0,1<i<n}.

E primordial o fato de que todos os eventos analisados neste trabalho estio contidos

nessa o-algebra.

Finalmente, P, denota a medida produto [].cgs, ) tte> €m que j. € a medida de Bernoulli
em {0, 1} paratodo e € E (Si), dada por

pe(w(e) =0) =1—p, pe(w(e)=1)=p.

Note que obtemos um modelo de percolagao de arestas independentes no grafo S;, uma
vez que, pela medida adotada, o estado de uma aresta ndo € afetado por quaisquer outras. Além

disso, perceba que ha uma dependéncia em £ na tripla (€2, F, P,), que optamos por omitir a fim
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de evitar notagdes carregadas. De maneira andloga, pode-se definir o espaco de probabilidade

utilizado no estudo da percolagdo em grafos conexos e infinitos.

A visualiza¢do do modelo de percolacdo sobre a perspectiva do acoplamento também
¢ bastante ttil. Suponha que (X (e) : e € E (Si)) € uma familia de varidveis aleatdrias inde-
pendentes com distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1], indexadas pelo conjunto de arestas
E(Sk), e Q=Tl.c B(spl0; 1] 0 espago amostral correspondente as possiveis configuragdes obti-
das por (X(e) : e € E(S)). De maneira analoga, definimos a o-dlgebra F de () gerada pelos
cilindros, que nesse caso sdo subconjuntos de ) da forma {w ceQ:w (e;) € B;,1 <1< n} em
que E = {ey,...,e,} é um conjunto finito qualquer de arestas em Sy, como anteriormente, e
B; C [0, 1] é um boreliano para todo ¢ € {1,...,n}. Ao espago mensuravel (Q, F), associamos
a medida produto P = [[.cpes,)  fle, €m que fi. € a medida de Lebesgue no intervalo [0, 1].
Tendo o espaco de probabilidade (Q, F, P) em maos, podemos acoplar todos os processos de
percolagdo em Sj, para qualquer p € [0, 1] da seguinte maneira: para todo p € [0, 1], defina
my: E(Sy) — {0, 1} por

1, se X(e) <p
ole) = { 0, se XEG; > p.
Uma aresta e é dita p-aberta se 7,(e¢) = 1. As componetes do vetor aleatério 77, sdo

independentes e sua distribui¢do marginal é dada por

P(ny(e)=0)=1—p, P(ne)=1)=p.

Note que podemos interpretar 7, como sendo o vetor aleatério gerado pelo processo de
percolacdo em (€2, F, P,). Claramente, 7,, < 7,, se p1 < D2, 0 que nos permite acoplar os dois
processos de percolacido com medidas P, e P,,, de modo que o conjunto de arestas abertas no

primeiro processo € um subconjunto do conjunto de arestas abertas no segundo.

Dizemos que um caminho estd aberto se todas as suas arestas estdo abertas. Dois vértices
x, 1y do grafo estdo conectados, denota-se “r <— y”, se existe um caminho aberto cujos vértices

final e inicial sdo = e y.

Considere o subgrafo dado por uma configuragao aleatdria w € {2 que contém apenas
V' (Sk) e as arestas abertas em w. As componentes conexas desse grafo sdo conhecidas como
aglomerados abertos, ou apenas aglomerados. Denotamos por C'(x) o aglomerado aberto que

contém o vértice x, isto é, C(x) = {y € V (Sg) : © +— y}.

Se A e B sdo conjuntos de vértices em Sy, escrevemos “A <> B” se existe um caminho
aberto que liga algum vértice em A a qualquer vértice em B; se AN B # &, entdo A <+ B
trivialmente. Analogamente, denotamos {A <+ B} = {A < B}“.

Se A é um conjunto de vértices na rede, simbolizamos por JA a fronteira de A, isto é, o
subconjunto de vértices em A que sao adjacentes a algum vértice ndo pertencente a A, ou seja,
0A={ve A:Jue A%(u,v) =1}

Uma caixa é um subconjunto de S da forma
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ap <1 < by
B: x:(l'l,[EQ,I:;) Esk‘ G2<x2<b2 )
O<I3<k‘

em que (ag,by), (az, by) € Z2.

O nosso principal interesse consiste no estudo da probabilidade de percolagdo 6, (p) da

origem pertencer a um aglomerado aberto infinito em S, isto &,

01(p) = Py (|C(0)] = o0).

Alternativamente,

@@zl—iaﬂawzw.

Para facilitar a notagdo, omitimos o indice k£ da fun¢do 6, ao longo do texto quando
ndo houver ambiguidades. E imediato que |C'(0)| = oo se, e somente se, existe uma sequéncia

infinita de vértices (z;) com z; # x; se ¢ # j, tal que zp = 0, z; € adjacente a =, € a aresta

ieN>
{x;, x;11} estd aberta para todo i € N.

Por fim, observe que, dado um grafo GG conexo e infinito com um vértice O previamente
fixado como origem, podemos definir de maneira andloga a probabilidade de percola¢ao no

pardmetro p por O (p) = P,(|C(O)] = o0).

1.2 Alguns resultados classicos

Nesta secdo provaremos alguns resultados cldssicos da percolacdo, que podem ser
encontrados em (GRIMMETT, 1999). Posto que o alvo do nosso estudo sdo as lajes, optamos
direcionar todos esses resultados para essas redes, cujas demonstracdes sdo essencialmente as

mesmas para uma classe ampla de grafos, incluindo Z¢.

Naturalmente, o espago amostral {2 ¢ munido de uma ordem parcial “<”. Dizemos que
duas configura¢des w, w’ sdo comparaveis nessa ordenacdo se w(e) < w'(e), Ve € E (Sy), ou
W'(e) < w(e),Ve € E (Sg), denotando-se w < w’ e w’ < w, respectivamente. Mencionado isso,
analisemos as configuragdes pertencentes ao evento {|C(0)| = oco}. Note que {|C(0)| = oo}
¢ crescente, no sentido de que, se w € {|C(0)| = oo}, entdo w’ € {|C(0)| = oo} sempre que

w < w'. Esse exemplo nos motiva a estabelecer a seguinte definicéo.

Definicio 4. O evento A € F é dito crescente se 1 s(w) < 14 (w') sempre que w < W', em que 14
€ a funcdo indicadora de A. Analogamente, A é decrescente se A° é crescente. Mais geralmente,
uma varidvel aleatoria X no espago mensurdvel (S, F) é crescente se X (w) < X (w') sempre
que w < W', e é decrescente se —X ¢é crescente. Assim, em termos de varidveis aleatdrias, um

evento A é crescente se, e somente se sua fungdo indicadora é crescente.
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Ha boas razdes para que trabalhemos com eventos crescentes e decrescentes sempre que
possivel. Frequentemente, é conveniente estimar, por exemplo, a probabilidade P,[{A N B}| da
interse¢do de dois eventos A e B apenas em fung¢io das probabilidades P,(A) e P,(B). Observe
que se A e B sdo eventos crescentes, é razodvel nos inclinarmos a pensar que P, (A | B) > P,(A),
uma vez que a natureza crescente do evento B contribuird para que o evento A tenha maior chance
de ocorréncia. E exatamente isso que nos diz a desigualdade abaixo, atribuida aos matematicos
Fortuin, Kasteleyn e Ginibre (1971), cuja demonstracdo pode ser encontrada em (GRIMMETT,
1999):

Lema 5 (Desigualdade FKG). Sejam A e Ay eventos crescentes. Entdo,
P,[A1N Ay > P, [A1] - P[Ay].
A mesma desigualdade é vilida se ambos eventos A e A, sdo decrescentes.

Corolario 6 (Truque da raiz). Sejam Ay, ..., A,, eventos crescentes. Entdo,

max P,[A]>1—(1—-P,[4U---UA,)"™.

1=1,....m

Demonstragdo. Pela Desigualdade FKG,

P, (ﬂ A;) > [P, (A9 > (1 _ max P, [Ai]) N
=1 =1

i=1,....m

= (1=P,[AU---UA D™ >1— max P,[A,].

=1,....m

]

Agora temos todo o arsenal necessdrio para o estudo da funcdo 6, que sera feito a seguir.

Proposicdo 7. Para todo evento crescente A € F, a fungcdo 4 : [0,1] — [0, 1] dada por

wa(p) = P,(A) é ndo-decrescente em p. Em particular, 0 é ndo-decrescente.

Demonstragdo. Essa proposi¢do € intuitivamente dbvia, uma vez que, a0 aumetarmos o parame-
tro p, cresce o nimero de arestas abertas no processo, contribuicao positiva para a probabilidade
de ocorréncia do evento A. Para prova-la, basta utilizar o acoplamento introduzido na se¢ao
anterior. Com efeito, se p; < po, entdo 1, < 1, € 14 (n,,) < 14 (1,,). Tomando a esperanga

em ambos lados da dltima desigualdade, segue que P, (A4) < P,,(A). O
Obviamente, 0;(0) = 0 e (1) = 1,Vk € N. Entdo, pela proposi¢ao anterior podemos

inferir a existéncia de um ponto critico p, (Sy,) € [0, 1] tal que

=0, sep <p.(S
Qk(p) p<p ( k)
>0, sep > p.(Sg) -
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No caso geral, se G € um grafo conexo infinito com origem O, o ponto critico é dado por

pe(G) = sup{p : 0a(p) = 0},
em que 0 : [0,1] — [0, 1] é determinada por 0 (p) = P,[|C(O)| = o], como usual.

Além disso, dizemos que estamos na fase subcritica se p < p,, critica se p = p. €

supercritica se p > pe.

Para todo k € N, a laje S, pode ser vista naturalmente como um subgrafo de Sy, € de Z3.
Se, para um dado p € [0, 1], a probabilidade de a origem pertencer a um aglomerado infinito em
$1 é positiva, essa correspondéncia garante que o mesmo ocorre na laje Sy € na rede hipercibica
Z3. Logo, 0;(p) é ndo-decrescente em k, o que implica em p. (Z3) < p. (Sk11) < pe (Sk) e,
consequentemente, na existéncia do limite p. = limg_, pe (Sg) = p. (Z3). Mais ainda, temos o
seguinte teorema, cuja demonstragcao pode ser encontrada em (GRIMMETT; MARSTRAND,
1990):

Teorema 8. Seja d > 2 e F um subconjunto conexo infinito de Z¢, com p.(F) < 1. Para cada
n > 0, existe k € N tal que

pe(2kF + B(k)) < pe (Z%) + 1. 2.1)
Sed > 3,
Jim pe () = (27). (2.2)

Note que (2.1) implica em (2.2). Com efeito, suponha que d > 3. Escolhendo F' =
Z% x {0}972, temos

2kF + B(k) = {w € 2": —k < a; <k, para 3 < j < d},

que € isomorfo 2 laje Sg,. Assim, a correspondéncia natural de S, em Z¢ aliada a Desigual-

dade (2.1) implica que
pe (St) = pe(2kF + B(k)) — p. (2%)
quando k£ — oo.

A proposicdo seguinte determina a presenca de um fendmeno critico ndo trivial nas lajes.

Proposicao 9. Para todo k € N,0 < p.(Sg) < 1.

Demonstragdo. Seja I'* o conjunto cujos elementos sdo os caminhos autoevitantes em Sy, que
saem da origem e t€m tamanho n. Claramente Ffl‘ < 57, pois temos no maximo 5 possibilidades

para a primeira aresta que compde o caminho, bem como as subsequentes. Logo,

O0r(p) <P, | | {Nestdaberto }| < Y P,{\estdaberto } <5"-p"
AeTk i Aerk
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para todo n € N. Assim, se p < %, temos

0r(p) = lim Ox(p) < lim (5p)" = 0.

n—oo n—oo

E como consequéncia p. (Si) > %, Vk € N. Agora, nos resta provar a desigualdade estrita
Pe (Sk) < 1. Para isso, basta mostrar que existe p < 1 tal que a origem tem probabilidade

positiva de percolar no subgrafo gerado por Z? x {0} com a medida P,,.

O conceito de dualidade e o argumento de Peierls fazem-se necessarios neste momento.
O grafo dual Z? de Z? é tal que

V(@) ={o+ (55)me?) o B@)={lehnyev (@) eyl =1},

em que || - || denota a distancia euclidiana usual. Note que existe uma bijecao natural entre
as arestas de Z* e Z2, uma vez que cada aresta de Z? cruza com uma tnica aresta no dual.
Dado que estamos trabalhando com o processo de percolacdo na rede Z2, facamos a seguinte
correspondéncia natural no grafo Z2 : uma aresta e no dual est4 aberta se, e somente se, a aresta
¢/ € E(Z?%) que cruza com e estd aberta em Z%. A observagio crucial € que o aglomerado
da origem C'(0) em Z? é finito se, e somente se, existe no dual um ciclo formado por arestas
fechadas que a cercam; esse fato € altamente nio trivial e sua demonstra¢io pode ser encontrada
em (KESTEN, 1982). Denotando por 7,, o conjunto formado por todos os ciclos de tamanho n

que cercam a origem em Z2, temos

P, {|C’(O)| < 00 em ZQ} =P, G |J {cestd fechado } | < i |Ta| - (1 —p)".
n=4ceT, n=4

Mas, todo ciclo de tamanho n que cerca a origem no dual passa por uma aresta da
forma {(a + 3, —%) , (a + 3, %) }, coma € {0,...,n}. Visto que todo ciclo em 7, contém um
caminho autoevitante de tamanho n — 1 que comeg¢a em algum vértice da forma (a + %, %) ,0<
a < n, temos que a cardinalidade de 7,, ndo excede n - 4 - 3"~ 2, pois ha no mdximo n escolhas
para a e, fixado esse, 4 - 3”2 escolhas para o caminho autoevitante de tamanho n — 1 que define

o ciclo e comeca em a. Logo, se p > %, temos

P, {IC(0)] < coemZ2} < Y- an - {3(1 - p)}" <4-{ 31— p) }

[1-3(1—-p)P

em que na dltima desigualdade utilizamos a identidade > ;> jn - 2" = ﬁ, para |z| < 1, que
pode ser obtida derivando-se ambos lados da igualdade ﬁ =3 2" 3(1 —p).

Repare que £(p) = % — 0 quando p tende a 1 . Em particular, existe 7 € (0, 1)
)

tal que £(m) < 1. Dessa forma, P, {|C(0)| = oo em Z?} > 0 e concluimos que p. (S;) <
p. (Z?) < m < 1, como desejado. =

Na fase subcritica, isto é, quando p < p. ($), ndo existe aglomerado aberto infinito em

Sk quase certamente, uma vez que P,{|C(z)| = co} = 0,Vz € S;. Com efeito, suponha por
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absurdo que exista um vértice x € Sy, com P,{|C(x)| = co} > 0. Como os eventos {0 <> z} e

{|C(x)] = oo} sdo crescentes, pela Desigualdade FKG temos
Po{IC(0)] = 00} = Pp[{0 < 2} N {|C(2)] = o0}] = P,[{0 ¢ 2}] - P,[{|C(x)[ = 00}] > 0,
uma vez que, obviamente, P,[{0 <» z}] > 0, Vx € S;. Uma contradicao.
Para p > p, (Sy), temos a seguinte proposi¢ao:
Proposicao 10. Na fase supercritica existe aglomerado aberto infinito em S;, quase certamente.
Demonstragdo. Note que o evento A = {3 aglomerado aberto infinito em S;} ndo depende

do estado de qualquer colegdo finita de arestas. Dado que P,(A) > 6(p) > 0, pela Lei 0-1 de
Kolmogorov, segue que P,(A) = 1. O

Teorema 11 (Unicidade do aglomerado infinito). Na fase supercritica, o aglomerado aberto

infinito em Sy, € tinico quase certamente.

Ideia de demonstragdo. Seja N a varidvel aleatdria que conta o nimero de aglomerados infinitos
disjuntos em Sy, € p > p.(S;.). Pela invaridncia de Sy, por translagdes em Z* x {0} e por
ergodicidade, mostra-se que para todo m € NU{oo} vale P,(N = m) € {0, 1}. Deve-se analisar
caso a caso; suponha por absurdo que para algum m € N\{0, 1} tenhamos P,(N = m) = 1.

Denotando por B,, a caixa de lado n centrada na origem, considere o evento

EY = {El ()i

x; € 0By ex; <> 00,Vi € {l,...,m}

Note que P,({N =m}) = P, (U2, £]'), uma vez que o evento { N = m} ocorre quase
certamente. Logo, para algum [ € N, vale P, (E£]*) > 0. Visto que o evento £;" ndo depende do

estado das arestas situadas em 5, segue que
P,(N=1)>P,(E")-P,{w:w(e) =1,VYe € B;}) > 0.

uma contradi¢do com a hipétese P, (N = m) = 1.

Pela Proposi¢do 10, existe aglomerado infinito quase certamente na fase supercritica.
Assim, obtemos que
P,(N € {l,00}) = 1.

Agora, daremos um esboco da prova que nos permite inferir a igualdade P,(N = oco) = 0.
Suponha por absurdo que P,(/N = oo) = 1. Dizemos que x é um ponto de trifurca¢do se sdo

satisfeitas as seguintes condicoes:

1. x pertence a um aglomerado aberto infinito;

2. z é extremo de exatamente 3 arestas abertas;
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3. O grafo gerado por C'(z)\{z} possui 3 aglomerados abertos infinitos e disjuntos.

Dada uma configura¢do w € (2, denota-se por T'(w) o conjunto dos pontos de trifurca¢do

em w.

Note que @ = P,({w : 0 € T(w)}) > 0. De fato, tomemos n € N tal que P, (E3) > O e
fagamos uma modifica¢do local em B,, para toda configuragdo w € E3, de modo que a origem
seja um ponto de trifurcacdo. Observe que para algumas configuracdes isso ndo € possivel devido
a proximidade, em determinadas partes da caixa, dos vértices responsdveis pela realizacio
do evento E3, mas que sdo, de certa forma, “controldveis”. Como essas modificagdes geram

configuragdes locais que tém probabilidade positiva e P, (E2) > 0, pode-se concluir que o > 0.

Pelo Teorema Ergédico, temos que, para todo w € E2, o nimero de pontos de trifurca¢io
na caixa B, |T(w) N B,|, é daordem de - |V (B,,)| ~ a - ¢ - n% ¢ > 0 constante. No entanto,
para cada ponto de trifurcagdo z; em B, existird y; € JB, tal que z; <> y; por um caminho
autoevitante ¢; e £; N {; = &, Vi # j. Assim, para toda configuragio w € E?, existe uma injegdo
entre o conjunto 7'(w) e os vértices de 0B,,. Portanto, temos |7'(w) N B,| < |V (0B,)| ~
c - mn,d > 0 constante, uma contradicdo com o comportamento assintético obtido pela via

ergddica. 0

Outro importante fato é a continuidade da fungéo 6 no intervalo (p., 1], que serd provada

no Teorema 1.14. Antes disso, necessitamos de alguns resultados basicos de Andlise na Reta.

Definicao 12. Uma fungdo real f é dita semi-continua superiormente se, para todo x do dominio
e todo € > 0, existir 0 > 0 tal que f(y) < f(x) + € sempre que |x — y| < 6. Dizemos que f é
semi-continua inferiormente se — [ é semi-continua superiormente (Note que f é continua se, e

somente se, for semi-continua superior e inferiormente).

Proposicao 13. Seja (f,),en > fn : I C R = R, uma sequéncia de funcéoes continuas tal que,
para todon € N, f,(x) = for1(x), Vo € I, e suponha que f, — [ pontualmente. Entdo, f é

semi-continua superiormente.

Demonstragdo. Dado x € I ee > 0,seja N € Ntal que |f(x) — fx(x)| < £/2. Como fy é
continua, existe 0 > 0 tal que | fx(y) — fn(z)| < e/2,Vy € (x — ,x + 0) N I. Logo,

In(y) — fn(z) e —¢g/2< flz) — fn(z) + e

Por fn(y) = f(y), segue que f(y) — fn(z) < f(z) — fn(x) + £, ou seja, existe 0 > 0 tal que
fly) < flw) +eselr —y| <. O

Proposicao 14. Se f ¢ funcdo semi-continua superiormente (inferiormente) e monotona ndo-

decrescente (ndo-crescente), entdo f é continua a direita.
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Demonstracdo. Uma vez que f é semi-continua superiormente, para todo x do dominio e todo
e > 0, existe d > 0 tal que f(y) — f(z) < e sempre que y € [z,z + J). Como f é monStona
nao-decrescente, 0 < f(y) — f(z) <¢e,Vy € [z, 4+ 0) = f é continua a direita. O

Agora, estamos prontos para mostrar o seguinte teorema.

Teorema 15. A funcdo 6 é continua em (p,, 1].

Demonstracdo. Basta provar que 6 é funcéo continua a direita e a esquerda no intervalo (p,, 1].
E exatamente nesses casos que dividiremos essa demonstragdo. Como a prova nado faz uso do
parametro k de Sy, esse sera omitido, pois ndo prejudica a compreensao dos argumentos aqui

apresentados.
* 0 ¢ continua a direita em (p,, 1];

Com efeito, seja (6,),,.\ a sequéncia de fungdes dadas por 0,,(p) = P, (0 <+ 05,,). Claramente,
0.(p) = 0,:1(p) e 0,,(p) — O(p), esse dltimo pela continuidade da probabilidade. Como essas
fungdes sdo continuas, mais ainda, polindmios em p, segue pelas Proposicdes 7, 13 e 14 que 6 é

continua a direita.
* 0 é continua a esquerda em (p,, 1].

Vamos utilizar a técnica de acoplamento. Seja C,(0) o aglomerado p-aberto da origem. Note que

se p’ < p, entdo C,y C C,,. Queremos mostrar que 6(p) = lim,, », 6 (p'). Assim, veja que

0(p) — lim 0 (p') = P (|C,(0)] = 00) — lim P (|C, 1 (0)| = o0) .

v /'p n—00 "
E, pela continuidade da probabilidade,

P (6-40] =) =P | U {6,-20] -}

n
n>1/p

9<p>—hme<p'>=P({|cp<o>|=oo}m N {\0p¢<o>\<oo}).

/
' /'p n>1/p

Uma vez que (51, {’C’p_%(())‘ < oo} = Np<p 1|Cp (0)| < 00}, segue que
O(p) = lim 6 (5') = P ({IC,(0)] = 00} N{|Cy (0)] < 00, ¥p" <p})
= P{ICp(0)] = 00} N{|Cp(0)] < 00,¥p" € (pe, p)}) -

Seja p € (p.,p) e tome uma configuragdo w qualquer no conjunto A = {|C,(0)| =
0o} N{|C(0)] < o0, Vp' € (pe,p)} € F. Denote por I¥ 0 aglomerado infinito p-aberto em w

w . ~ .
e C}’ o aglomerado p-aberto da origem nessa mesma configurag@o. Dado que w € A, veja que
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‘C;j‘ = 00 e que existe um caminho p-aberto, digamos, A, que liga a origem a [, uma vez que o
aglomerado infinito p-aberto € inico quase certamente. Note que deve existir uma aresta e € A
tal que X (e) = p. Com efeito, X (e) < p, Ve € A, pela defini¢do de p-aberto. Entdo, suponha
por absurdo que X (¢) < p,Ve € A. Logo, p,, = max{X(e) : ¢ € A\} < p, 0 que implica em

A ser também um caminho p,,- aberto. Tomando p” = max {p,,, p}, segue que ’C’I‘;’,, = o0,
contradicdo com a escolha de w € A. Portanto, para toda configuragdo w € A, existe uma aresta

e € S tal que X (e) = p. Assim,

P(A) <P(Je€S,:X(e)=p) < DY P(X(e)=p) =0.

e€Sy

E concluimos que 6(p) — limy », 0 (p") = 0, como querfamos. O

Nesse momento, estamos prontos para iniciar o estudo da percolagdo critica em lajes, a

ser feita no capitulo seguinte.
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3 Percolacao no ponto critico em lajes

Este capitulo € a parte principal desta dissertacdo e baseia-se essencialmente nos re-
sultados contidos no artigo Absence of infinite cluster for critical Bernoulli percolation on
slabs (DUMINIL; SIDORAVICIUS; TASSION, 2016). Daqui em diante fixaremos p e k e
assumiremos que P,{0 <> oo} > 0. O objetivo deste capitulo consiste em deduzir que, perante
essa hipédtese, p > p. (Si). Conclui-se, mediante a continuidade da funcéo 6 nas fases subcritica

e supercritica vista no capitulo anterior, que ¢ é continua no intervalo [0, 1].

3.1 O estudo local

Esta secdo consiste em mostrar que a probabilidade de haver certos caminhos contidos na
caixa B, que partem de uma regido conveniente e se conectam a fronteira 0B, € tdo alta quanto
se queira, conforme r tende a infinito. Juntamente com o Lema da Colagem, esse estudo local é

essencial para o passo de renormalizacdo da rede.

Por simplicidade, introduzimos a seguinte notacao.

Notacdo 16. Para um conjunto E C V (Zy), seja E C V (S;) o conjunto de vértices cujas duas
primeiras coordenadas estdo em E. Dadon € N, B € V (Zy) e X,Y C B, definimos os eventos

B . 5 o o
X «— Y = { existe um aglomerado em B conectando XaY }

" . L. — - =
X <— Y = { existe um iinico aglomerado em B conectando X aY }
Por comodidade, escreveremos X <> Y ao invés de X «<—— Y e fixaremos a nota¢do

B, = [-n,n]? e B, = B,\B,_1.

Proposicio 17. Existe uma sequéncia de inteiros positivos (uy),, com u, < n/3, tal que

lim P, [B LBty 834 —

n—o0

Demonstracdo. Pela Proposicao 10, existe aglomerado infinito em S; quase certamente. Para
todon € N, seja E,, = {B,, <> oo}. Note que

[U E 1 = P, [{3 aglomerado infinito em S;}] = 1.

Como a sequéncia de eventos (E,,) -, é crescente, pela continuidade da probabilidade,
lim P, [E,] = 1. Isso implica na existéncia de uma sequéncia de inteiros positivos (k,), .\ tal

que

1
P, [By, <> oo| > 1—; (3.1
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Além disso, para todos m,n € N, considere o evento F},, = {Bkn LB 8Bm} N

{By, > oo}. Observe que para todo n € N, a sequéncia de eventos (£}, ,,) "

. também é
m=kn,

crescente. Logo,

U Fm,n

m=kn,

Tim Py, [Finn] =Py =P, [{By, « o0}, (3.2)

em que a ultima igualdade deve-se a unicidade do aglomerado infinito em S;. Entdo, por (3.1)

e (3.2) infere-se a existéncia de uma sequéncia de inteiros positivos (1,),,.y tal que

Py [Frpn] =1 — o (3.3)

Note que podemos supor sem perda de generalidade que m,, > 3k, pois vale a inclusdo

Frn C Frim, Vi > ky. (3.4)
Assim, considere a sequéncia (uy,), . dada por
I, sen <m
u, =4 b (3.5)
k’j, se m,; <n< IS

Segue de (3.3), (3.4) e (3.5) que

!
P, [{Bu" JLEAN 8Bn} N{B, oo}] >1— = Yn>m
n

= lim P, HBM 1By 8Bn} N{B., + oo}} =1

n—oo

Em particular,
lim P, [{Bun & 8BnH — 1

n—oo

como queriamos. [

Por simplicidade, daqui em diante escreveremos S,, = B,, e, para) < o < § < n,

definiremos o seguinte evento

Enler, B) = {Sn < {n} x [0, B} .

Os dois lemas a seguir, embora um pouco técnicos, sao fundamentais na conclusdo da
alta probabilidade de existéncia de uma estrutura local, que serd uma importante aliada ao Lema

da Colagem e ao passo de renormalizacdo, em uma caixa de tamanho suficientemente grande.
Lema 18. Existem duas sequéncias (y,) e (o) com valores em [0, nl, tais que

lim P, [&, (an,n)] =1,

n—oo

nh—golo PP [871 (yn - CYn/4> Yn + an/4)] =1
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Figura 1 - &, (o, n) Figura 2 — &, (yn — an/4, yn + vy /4)

Bn Bn

Elaborado pela autora, 2015

Acima, o evento &, (a,, n) é representado na Figura 1 e o evento &, (y,, — /4, yn + @, /4) é
representado na Figura 2.

Demonstragcdo. Aplicando o Truque da raiz aos seguintes eventos
Aij ={Sn 5 {(=1) - nf x [0,(=1)7 - n]} 1<, 5 < 2
Bij= {8y <= [0,(=1)" - n| x {(-1/ -n}} 1 <i <2

obtemos )
1/8
Py [€0(0,n)] 21— (1 =P, [S, <™ 0B,]) .
Pela Proposicdo 17, segue que lim,,_,. P, [£,(0,n)] = 1. Ainda, note que o evento

£,(0,0) estd contido no evento H = { existe pelo menos uma aresta horizontal aberta que

possui um vértice na haste (n,0)}, em que por horizontal entende-se as arestas da forma
{(z,y, 2), (u,v,2)}. Assim, P, (£,(0,0)) < 1 —P,(H®) = 1 — (1 — p)**+Y = ¢, pois a

probabilidade de todas as arestas horizontais que possuem um vértice na haste (n,0) estarem

fechadas é (1 — p)**+1). Como &,(1,n) e £,(0,0) sdo eventos crescentes, dado £ > 0, para n

suficientemente grande, temos

1— e <P, [E(1,n) U&0,0)]
= P, [E0(1,n)] + Py [E4(0,0)] — P, [Ex(L, ) N £,(0,0)]
< Pp[€:(0,0)] - (1 = Py [Ea(1,n)]) + Py [Ea(L,n)],

em que a dltima desigualdade € devido a Desigualdade FKG. Logo,

1— £

<Pl (Ln).

Dessa forma, podemos escolher n suficientemente grande de modo que valha a desigual-
dade
P, [£.(0,0)] < P,[E.(1,n)].
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Analogamente, para n suficientemente grande, temos
P, [£.(0,n —1)] > P, [E,(n,n)].

As duas desigualdades acima garantem que existe e € ndo-trivial o nimero «,, definido por

a, =max{a <n—1:P,[&(0,a—1)] <P,[E(a,n)]}. (3.6)
Obviamente,
Pp [Sn (Oa Qn — 1)] < Pp [gn (Oéna n) (3.7)
e
Py [&n (0, )] > P, [E, (o, +1,1)]. (3.8)

Aplicando o Truque da raiz sobre os eventos que compdem as Desigualdades (3.7) e (3.8),

obtemos
min {P, [£, (0, @,))], P, [En (an,n)]} = 1 — (1 — P, [£,(0,n)])"2. (3.9)

Uma vez que nlgngo P, [£.(0,n)] = 1, a primeira parte do lema segue da desigualdade acima. Para

a segunda parte, necessitamos da decomposi¢do do evento
En(0,0,) =&, (0,0, /2) UE, ()2, cry)
Novamente pelo Truque da raiz,

max {P, [, (0, /2)] , Py [En ()2, a0)]} =1 — (1 — P, [E, (0, )], (3.10)

e tomando y,, = ¢ ouy, = ?’?‘T” de modo que

max {P;, [, (0, o /2)], Py [En (/2 an)]} = P {5" (y" N %’ Un T OZ‘)}

segue pelas Desigualdades (3.9) e (3.10) que

. Qp Qp o
nlgglo Pp {gn (yn - Z?yn + 4)] - 17

como queriamos. [

Lema 19. Seja (o), oy a sequéncia dada pela Equagdo (3.6). Se € = {n € N : as, < 4a,},

entdo |&€| = oo.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que |€| < oo, isto é, existe Ny € N tal que Vn > 3™
tem-se o, > 4a,. Entdo, para todo N > Ny, vale agny > 4V N0 . o n . Uma vez que a, < n,
segue que 3V > 4V "N .y, VN > Ny, contradigio. O
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Fi Bsn, ;B - r B +
igura 3 — O evento {Sgn — Zn} N {Sn —= Y, }ﬂ {Sn —= Y, }
BR::
B,
S,Zin
’.
0
~ -
Elaborado pela autora, 2015
Agora, definamos os seguintes subconjuntos de Z; :
B, = (2n,y) + By,
S;z = (Qn,y) + Sna
Y.\ ={3n} x [y +an,y +n]
Y7 ={3n} x[y—ny— )l
Zn={3n} X [y — an,y + ).
Quando n € €&, temos
Pp |:S3n & Zn] 2 Pp |:g3n <y3n - %7 Ysn + Oiim)] .
Logo, pelos Lemas 18 e 19, obtemos
limsup P, [Sgn Bomy Zn} ~1. G.11)

Fazendo uso da invariancia da medida por reflexdo e da Desigualdade FKG,

P, [Ss, & 7,5 Loy s o Ynﬂ >P, {Sgn Bon, Zn] P, (€. (0, )]
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Pela Equacdo 3.11 e o Lema 18, conclui-se que

. Bsy, B,
limsup P, | Ss, <% Z,, S), RN Y~ S Eny Y| =1. (3.12)
n—oo
Por um instante, vamos assumir que temos o seguinte lema a nossa disposicao, que sera
provado na Sec¢do 3.3. Enfatizamos que esse € o resultado mais importante desta dissertacao
e, pela geometria da laje, contorna a dificuldade apresentada pela renormalizacdo em trés

dimensoes.

Lema 20 (Lema da Colagem). Para todo € > 0, existe 6 = (g, k) > 0 tal que para qualquer
n €N,

P, [sgn YN = N Vg e Yﬂ 16
implica

BgnUB

P, [SM "s’]>1—g.

Intuitivamente, uma vez que a probabilidade de ocorréncia simultanea dos eventos
B n B’/ﬂ — B’{‘L z 12 13 b3
{Sgn & 7, } : { S Y, } e {S,’1 — Yj} ¢ alta, a probabilidade de se “colarem” os

caminhos que realizam tais eventos € suficientemente alta.

O lema anterior e a Equacgdo (3.12) nos dao

limsup P,
n—oo

S, &, S’] . (3.13)

Além disso, note que (veja a figura abaixo):

(2n,0 +B6n
(

P [sgn in 0)+53n}

>Pp {Sgn B4n Sl} {S/ 4n0+B4n (4n’0)+53n}]+|3p{$/ B// GB/}

> P, [ Sy, & S’} +P, [s; &, aB,g] -

2 Pp {Ssn Buan, S/ } {S/ 47’l,0 +B4n (4n’ O) + Sgn} m {S;,l ﬂ aB/ }:|

O ultimo passo segue da Desigualdade FKG e da reflexdo da rede através do eixo {2n} x R.

Logo, pela Proposicdo 17 e a Igualdade (3.13),

limsupP, l:Sgn (2, 0)+ Bon

n—o0

(4n,0) + Ss, | = 1. (3.14)

Nesse momento, temos quase todas as ferramentas necessdrias para provarmos a continui-
dade da fungdo 6 no ponto critico. O dltimo passo serd o uso de um argumento de renormalizacio

da nossa rede, a ser dado na secdo seguinte.
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BJH ' [ 1”()) + th

/1
B /

Biin

San (4n, 0) 4+ San

Elaborado pela autora, 2015

3.2 O passo de renormalizacao

Uma das ferramentas centrais no estudo da percolacao na fase supercritica, a renorma-
lizagdo ja era utilizada pelo matemdtico Harry Kesten em 1981. Nessa secdo, faremos uso do
argumento de renormalizagdo estética, isto €, que ndo depende de um processo iterativo, tal como
€ apresentado, por exemplo, no trabalho (GRIMMETT; MARSTRAND, 1990).

A 1ideia substacial por trds dessa técnica consiste particionar a rede estudada em blocos
de tamanho fixo r e definir eventos locais associados a esses blocos de modo que algumas
condicdes simples sdo satisfeitas: (a) gostariamos que esses eventos tivessem probabilidade tao
alta quanto se queira, para uma escolha de r suficientemente grande; (b) deseja-se que esses
eventos sejam independentes, ou pelo menos “ndo tdo dependentes’; e (c) espera-se que um
aglomerado infinito de blocos bons, isto €, aqueles cujos eventos associados de fato ocorrem,

corresponda a existéncia de um aglomerado infinito na rede original.

Antes de aplicarmos esse método, vamos introduzir algumas defini¢des.

Definicao 21. Seja G um grafo qualquer e considere duas arestas e, e’ € G juntamente com o

menor caminho .. € G que as conecta, cujas extremidades sdo formadas por e, €'. A distdncia
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Figura 5 — Os eventos correspondentes as condicdes 1 e 2.

Bhn

:" =F Sfﬁn

Z-T Bj;n z 1 Bi‘n

Elaborado pela autora, 2015

d(e,€') entre e e € € definida por
d(e,e') = [Yee| — L.

Definicao 22. A familia de varidveis aleatorias de Bernoulli X = {X. : e € E(Sy)} é dita
k-dependente se quaisquer duas sub-familias {X, : e € A} e {X,. : e € B} sdo independentes
sempre que d (e, e') > k, paratodoe € Aee € B.

Fixe n € N, a ser escolhido posteriormente. Dizemos que uma aresta {z, 2’} de 4nZ? é

boa se as duas condi¢des abaixo sdo satisfeitas:

1. 2+ 55, Ly oy Ssp, com R, = ZJ;'Z' + Bgn:

2. 2 + Sgn !Zﬂl! zZ+ aBgn e + S3n !Z;ﬂn! Z + 8Bgn.

Com uma espécie de correspondéncia entre Sy, e 4nZ?, uma aresta {z, 2’} € aberta no

grafo 4nZ? se, e somente se, ela é boa, isto €, os eventos indicados em 1 e 2 , e ilustrados na figura



Capitulo 3. Percolagdo no ponto critico em lajes 29

Figura 6 — Interse¢do das caixas 2322 4 By, e #5254 By, Se e = {vy,v2}, f = {v3, 04} sdo
arestas de 4nZ?, as caixas %% + B, e % 4 By, ndo possuem interse¢do em Sy,
se, e somente se, d(e, f) > 4.

+
N

oy
ol
o

-2 + Bgn

9

Elaborado pela autora, 2015

acima, ocorrem em S;. Note que a ocorréncia de percolagio de arestas boas em 4nZ? traduz-se
na existéncia de aglomerado aberto infinito em S;, uma vez que, denotando por (z,),,., Uma
sequéncia de vértices adjacentes em 4nZ? que compdem um caminho infinito, as conexdes entre
2j + Ss, € 241 + Sz, €m Bg,,, juntamente com a unicidade do aglomerado aberto que conecta
2j + S, a2z + 0Bs, em z; + B3y, € 241 + Ssp, @ 2j41 + 0Bs, em 241 + B3, Vj € N, garantem
a existéncia de um aglomerado infinito em S;, que conecta as caixas da forma z; + Ss,,.

Dado qualquer n € (0,1), a Proposi¢do 17 e a Equagdo (3.14) nos garantem, pela
invariancia de Z? por translacdo, a existéncia de um n € N tal que a probabilidade de uma
aresta e € 4nZ? ser boa excede 1 — 7. No entanto, note que o modelo de percolacdo em 4nZ? é

4-dependente. [lustramos abaixo esse fato:
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Pelo resultado cldssico presente em (BALISTER; BOLLOBAS:; WALTERS, 2005)
e (LIGGETT; SCHONMANN; STACEY, 1997), em que compara-se a percolacdo k-dependente
a percolacao de Bernoulli, assegura-se a existéncia de p > 0 tal que, se a probabilidade de uma
aresta estar aberta em 4nZ? é maior que 1 — p, entdo ha percolagio nessa rede. Assim, tomemos

n € N tal que vale
P, {z + Sa, LIV San, 2 + S Bl 0Bs,,, 2’ + Ssp Bt 8B3n} >1—p

com {z,2'} € 4nZ?.

Visto que o evento {e € 4nZ? estd aberto } depende unicamente do estado das arestas
em uma caixa finita de lado 12n e, consequentemente, sua probabilidade € expressa como um

polindmio no parametro p, existe ¢ < p tal que

P, {z T S 0y 2 4 San 2+ o EES 2 4 OBy, 2 + San B 2 aBgn} S 1—p.

Assim, o conjunto de arestas boas também percola ao considerarmos o parametro ¢
na medida de probabilidade em S;. Posto que fixamos p € [0, 1] tal que P,{0 <> co} > O e
encontramos ¢ < p, com P {0 <> oo} > 0, deduzimos que p > ¢ > p. (Sj), isto &, para todo
pardmetro p € [0, 1] que respeita a condi¢do P,{0 <> oo} > 0, temos p > p. (Sy). Portanto,
concluimos que P, s,){0 <> oo} = 0 dado que temos o Lema da Colagem em maos, a ser

demonstrado a seguir.

3.3 A Prova do Lema da Colagem

Note que o Lema da Colagem vale trivialmente para k£ = 0, caso em que basta tomar
0 = ¢. Portanto, podemos assumir a partir de agora que £ > 0. Também necessitamos do seguinte
lema, que serd utilizado na prova das proposi¢des que antecedem a demonstragdo do Lema da

Colagem.

Lema 23. Sejam s,t > 0. Considere dois eventos A e B que dependem de um conjunto finito C
de arestas e uma fungdo ¢ : A — P(B), em que P(B) denota o conjunto dos subeventos de B.

Assuma que

L |¢p(w)] = t,Vw € A,

2. Para todo w' € B, existe um conjunto S de arestas, |S| < s, tal que {w : W' € ¢(w)} C

{w fWpe = wgc}

Entdo, . )
Pp[.A] < (2/ mln‘&;l _p}) P[B]
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Esse lema nos dd uma boa cota superior da probabilidade de A quando s é pequeno e t é

grande.

Demonstragcdo. Posto que A e B dependem de um nimero finito de arestas, sem perda de
generalidade, podemos supor por um momento que estamos trabalhando com o espaco amostral
Q) = {0,1}I°l, a o-dlgebra das partes F = 2% e a medida produto P, = [],cc pte,com A, B € F
e S C C,em que p,. ~ Ber(p),Ve € C.

Note que P, (w') = P,(w) - (min{p, 1 — p})*, V' € ¢(w). Com efeito,

A (CHRICH)
p({w wis = 1) P (o v, = w,})

Como P, ({w W = w"s}> > (min{p, 1 — p})*® e, pelo item 2 acima, P,({w : wge = wh.}) =
P, {w:w' € ¢(w)}), temos

p({w: W’ € ¢w)}) - (min{p, 1 —p})*

P
Pp(w) - (min{p, 1 — p})*.

Uma vez que |¢(w)| = t,Vw € A, segue que

SRyl ! S P, [6(w)].

= S t(min{p, 1 — p})* =4

Trocando a ordem do somatorio, temos

S P ! S [{w: ' € 6(w)}] Py ]

weA t min{p’ p} w'eB

23 ,
) Z Py [w

t(min{p,1—p})* =

em que a dltima desigualdade segue de [{w : W' € p(w)}| < Hw wpe = wgc} = 25, O

Daqui em diante, fixemos uma ordem < arbitraria nas arestas emanando de cada vértice
de S;, que € invariante sobre translacdes de Z2, e também uma ordem arbitrdria < nos vértices
de S;.. Assim, defina uma ordem total dos caminhos autoevitantes de S5, para Zs, tomando a
ordem lexicogréfica - para dois caminhos v = (7;),., € ¥ = (7});<,» temos v < 7' se uma das

seguintes condicoes € satisfeita:

Lor<rey=(7)
2. 7 < 70

3. 3k e Nk < min{r,r'},1q9; =5 5e j < ke (w 1) < (Voo Verr):
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Definicao 24. Considere uma configuracdo w com pelo menos um caminho aberto de Ss, para
Zspn. Defina yin(w) como sendo o caminho aberto autoevitante minimal que conecta Ss,, a Zs,

(pela ordem definida acima). Seja U(w) o conjunto dos pontos z € B!, com

1. @m'}/min(w) 7é a;

2. z + Bj estd conectado a S', na caixa Bs,, por um caminho aberto 7 e a distdncia entre as

projecdes canonicas de 7 e Y, Sobre Z% é exatamente 1.

Seja X = {S3n Loy 708! Ly Y., S Ly Yj} N {Sgn Byn S/ ¢ . Observe que
provar o Lema da Colagem corresponde a mostrar que a probabilidade do evento X tende a zero
conforme a probabilidade de { S5, <2 Z,, S’ N Y-, S &S Y,f} aproxima-se de 1. N6s

procederemos analisando duas situa¢des que dependem da cardinalidade de U (w).

Proposicao 25. Fixe ¢ > 0 et > 0. Existe 6 > 0 tal que
P, {s; Sy <B—4‘>Yn} S1—6

implica em
P,lX N{|U] <t}] <e.

Demonstragcdo. Sejaw € X tal que |U(w)| < t e ' a configuragdo obtida de w fechando, para
qualquer z € U(w), todas as arestas {u,v} em que u € {z} e v estd conectado a S’ por um

caminho aberto.

Observe que w’ ndo contém dois caminhos abertos 7;, 7, em B! que conectam S/, a
Y, ~ea Y’ respectivamente. Com efeito, se houvessem tais caminhos abertos simultanemente

em w’, as proje¢Oes candnicas de Yy, (w), 71 € 72 em Z? se intersectariam, uma vez que w €

/

Bs,UB., ¢ , . . ..
{Sgn Piliane S;L} e nenhuma aresta de 7y, (w) é fechada nesse processo. Mas, isso implicaria

na existéncia de um vértice 2 € U(w) e uma aresta {u, v}, com u € {z} e v conectado a S/, por

um caminho aberto em «’, contradi¢do. Logo, podemos construir a seguinte funcéo
- T - T
p: XN{U| <t} — 1S, Y, S, =Y,

que mapeia uma configuracdo w para w'.

Como visto acima, temos

“Ymin (w/) = 7min(w) (315)

para todo w € ¢! (w'), uma vez que nenhuma aresta de Y, (w) é fechada. Isso implica
em U (') C U(w). Também obtemos a inclusdo contraria notando que, se z € U(w), pela

Identidade (3.15), {2} N Yuin (') # @ €, como o conjunto de arestas fechadas para a obtengao

da configuragdo w’ estd contido em U.¢,,.. () {e; e€z+ B\0(z+ Bl)}, o caminho aberto
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T € w que conecta z + By a S/, e satisfaz a Condigdo 2 da Defini¢fio 24 nfo terd nenhuma aresta

fechada nesse processo.

Assim, estamos sobre as hipdteses do Lema 23 tomando A = X N {|U]| < t}, B =
{S; & Y., S &y Y,j} ,t = 1e s = 6kt. Portanto,

P N U] < 1}] < 2/ min{p, 1 - ph™ P, ({5, & v, 5, s v ]
e a proposi¢ao segue imediatamente. [

Proposiciao 26. Fixe € > 0. Parat € N suficientemente grande,
B3nUBy,
P NIU| > 1] < =P, [S0n 25 5.

Demonstracdo. Fixe R > 2 de modo que, para qualquer vértice z € S e para quaisquer
trés vizinhos distintos u, v, w de z e trés vértices distintos u’, v', w’ na fronteira de Br(z) =
(21, 22) + Br, existem trés caminhos disjuntos autoevitantes em Br(z)\{z} conectando v a v/, v
av’ e w aw'. Note que tal R existe, uma vez que estamos lidando com o modelo de percolacido

em arestas e £ > 0.

Paraw € X tal que |U(w)| > te z € U(w), construa a configuragio w'* como segue:

1. Escolha u, v, w de modo que (z,u), (z,v) e (z, w) sejam trés arestas distintas, com (z,v) <
(z,w). Defina u’ e v’ para serem, respectivamente, o primeiro e o dltimo vértice de Ypin (w),
indo de S3, aY," UY,", que estdo em Bg(z) (esses vértices existem pela Propriedade 1
da Definigdio 24). Em seguida, escolha w’ na fronteira de Br(z) de forma que exista um
caminho aberto autoevitante 7 de w’ a S/, em Bj,, cujas arestas ndo pertencam a Bg(2).
Note que a Propriedade 2 da Defini¢do 24 assegura a existéncia de w’ e 7. Além disso,
comow € X C {Sgn BM% S;l}c, temos w' # u',v'.

2. Feche todas as arestas de w em By, (z), com excegdo das arestas de v, (w) € 7 perten-
centes a Br1(2)\Bgr(z).

3. Abra as arestas (z,u), (z,v) e (z, w) juntamente com trés caminhos autoevitantes 7y, 7y, €

Yw €m Br(2)\{z} que conectam u a u’,vav' e waw'.
- (z) B: nUB;l ’ . ~
Por construgdo, w*) € { S;, “&— S ¢ e podemos definir a fun¢do

b XU =0 —>fp<sgn By s;)

w— {w(z),z € U(w)}.

Gostarfamos de aplicar o Lema 23 e, para isso, faz-se util a observagdo abaixo.
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Note que a ordem lexicogréfica definida faz com que Vy,in (w(z)) € Ymin(w) coincidam em
u’ e em todos os vértices anteriores. Uma vez que u' possui exatamente duas arestas adjacentes
abertas em w®e(z,v) < (z,w), pelos passos 2 e 3 acima temos que Y., Yy C Vmin (w(z)).
Visto que v’ foi escolhido como sendo o dltimo vértice de Vi (w) que pertence a Bg(z), a
minimalidade de ~,,;,(w) implica na sobreposi¢ao de vy (w(z)) € Ymin(w) em v e nos vértices
posteriores.

Além disso, na configuracdo w, nenhum vértice de me(w) estd conectado a S/, na
caixa Bz, simplesmente porque w € X C {Sgn By g } Logo, z é o unico vértice em
Ymin (w(z)) que se conecta a S’ na caixa Bs,, sem usar nenhuma aresta pertencente a Yyin (w(z)).
Isso nos permite concluir que w® = w*) < z = 2’. De fato, ou Yin (w(z)) £ Ymin (w(3/>) e,
nessa situacio, obviamente w® # w®), ou Vi (w(z)) = Ymin (w“”), o que implicaem z = 2/

pela observacgdo feita acima.

Dessa forma, Vw € X N{|U| > t}, H 2 € U(w)}‘ > t e, como as configuragdes w e

w(®) diferem apenas nas arestas de By (), segue que para todo w’ € B, ou {w: ' € Y(w)} =

@, ou existe z € Sy, tal que {w : W € YP(w)} C {w ; w|{m(z)}c = wf{ Ve Portanto,

Bpr+1(2)

, 0 que nos da

podemos aplicar o Lema 23 tomando s > He; e € E(Sg),e€ BRH(z)}

Pp[)( N{|U| > t}] < (2/ mln{lza 1 —p}) P, |:Sgn BSHUBn S’]

e basta tomar ¢ > w. .

A demonstracdo do Lema da Colagem segue imediatamente das duas proposi¢des acima:

Demonstracdo do Lema da Colagem. Fixado € > 0, escolha ¢t € N suficientemente grande de
modo que P,[X N {|U| t}] < £. Pela Equagdo (3.10), dado § > 0, existe n € N tal que

P, | S5, < PEN Zny S, H Y-, S H Y*] > 1 — min {5 } Escolhendo § > 0 de modo que,
pela Proposicdo 25, tenha-se P,[X N {|U| < t}] < §, segue que

PpX] = PplX N{[U] < t}] + P[X N {|U] > 1}] <

DO ™

Logo,

P, {X " {S; Doy g Py Y,j} ] +P, {XC " {s; Soyy- g Py Y+} } <e.
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