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RESUMO

Este trabalho de concluséo de curso (TCC) explora a teoria e aplicagcdo das Equagdes
Diferenciais Ordinarias (EDOSs), concentrando-se nos métodos de solucédo e nas diversas
areas em que essas equacles sdo aplicadas. As EDOs sdo ferramentas matemaéticas
essenciais na modelagem de fendbmenos dindmicos presentes em diversos campos
cientificos.

Iniciamos com uma analise das propriedades fundamentais das EDOs, incluindo
conceitos como ordem, grau e condic@es iniciais. Em seguida, sdo apresentados métodos
analiticos de resolucdo, destacando-se a separacdo de variaveis, substituicdo e
linearizagdo, com exemplos elucidativos para melhor compreenséo.

Além dos métodos analiticos, o trabalho aborda os métodos numéricos utilizados na
resolugdo de EDOs, como o Método de Euler, Método de Runge-Kutta e Método de
Adams-Bashforth, enfatizando a importancia de escolher a abordagem mais adequada
conforme o contexto.

Aaplicacdo préatica das EDOs é explorada em diversos campos, tais como fisica, biologia,
engenharia e economia. Exemplos concretos demonstram como as EDOs sdo empregadas
na modelagem de fenbmenos naturais, sistemas dindmicos e processos econdmicos,
evidenciando sua relevancia em cenarios do mundo real.

No decorrer do trabalho, sdo discutidas as limitac6es e desafios encontrados na resolucéo
de EDOs, proporcionando uma visao critica sobre as abordagens utilizadas. Ao final, séo
apresentadas conclusdes que ressaltam a importancia continua do estudo das EDOs, ndo
apenas como ferramentas matematicas, mas como instrumentos essenciais na
compreensdo e solucdo de problemas complexos em diversas areas do conhecimento. Este
TCC visa contribuir para uma compreensdo aprofundada das EDOs e promover sua
aplicacdo efetiva em contextos académicos e praticos.

Palavra-chave: Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs), concentrando-se nos métodos
de solugéo



SUMMARY

This course completion work (TCC) explores the theory and application of Ordinary
Differential Equations (ODEs), focusing on solution methods and the various areas in which
these equations are applied. ODEs are essential mathematical tools for modeling dynamic
phenomena present in various scientific fields.

We begin with an analysis of the fundamental properties of ODEs, including concepts such as
order, degree and initial conditions. Next, analytical resolution methods are presented,
highlighting the separation of variables, substitution and linearization, with clarifying examples
for better understanding.

In addition to analytical methods, the work addresses numerical methods used to solve ODEs,
such as the Euler Method, Runge-Kutta Method and Adams-Bashforth Method, emphasizing
the importance of choosing the most appropriate approach depending on the context.

The practical application of ODEs is explored in various fields, such as physics, biology,
engineering and economics. Concrete examples demonstrate how ODEs are used in modeling
natural phenomena, dynamic systems and economic processes, highlighting their relevance in
real-world scenarios.

During the work, the limitations and challenges encountered in resolving ODEs are discussed,
providing a critical view of the approaches used. At the end, conclusions are presented that
highlight the continued importance of studying ODEs, not only as mathematical tools, but as
essential instruments in understanding and solving complex problems in various areas of
knowledge. This TCC aims to contribute to an in-depth understanding of ODEs and promote
their effective application in academic and practical contexts.

Keyword: Ordinary Differential Equations (ODEs), focusing on solution methods
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0.1 Introducao

As equacoes diferenciais possuem grande importancia como conteudo dos
curriculos dos cursos de graduacao da area de ciéncias exatas devido ao fato
de serem uma aplicacao direta das disciplinas de cédlculo e também por serem
utilizados nas mais diversas areas de conhecimento humano. As equacgoes
diferenciais podem ser utilizadas para resolver problemas relativamente
simples e cujo tema é comum a maioria das pessoas, como por exemplo juros
compostos e crescimento populacional e podem, também, serem utilizadas
como uma poderosa ferramenta na solucao de problemas complexos e
elaborados. Para solucao de problemas mais complexos, geralmente se utiliza
uma variedade de ferramentas analiticas e numéricas, bem como resultados
graficos produzidos por computador com objetivo de facilitar as conclusoes
sobre o problema em relacao a variaveis e parametros especificos. Atualmente
a utilizagao das equagoes diferenciais estd fortemente apoiada em programas
computacionais e este fato da ao estudante interessado em EDO a opcao de
escolher se aprofundar em duas areas distintas: a resolucao analitica baseada
na analise matematica ou o desenvolvimento de programas em linguagem
computacional. As Equacoes Diferenciais tiveram origem no século XVII
através dos matemaéticos Izaac Newton (1642 - 1727) e Gettfried Wilhelm
Lebniz (1646 - 1716) com a descoberta de técnicas de derivagao e integragao.
A partir dessas descobertas muitos matematicos contribuiram para o
desenvolvimento dos conceitos das Equacoes Diferenciais, dos quais podemos
destacar Leonhard Euler(1707 - 1783). Segundo boyer, Euler foi, sem
duvida,o maior responsavel pelos método de resolucao usados hoje nos cursos
introdutoérios sobre equacgoes diferenciais. Neste trabalho apresentamos uma
abordagem introdutoria e objetiva das Equacoes Diferenciais, de forma
acessivel a leitores iniciantes no tema e também para aqueles que ja possuem
certo conhecimento. Para estudos mais aprofundados sugerimos a leitura
de [3]. Dividimos o texto em trés capitulos onde no primeiro abordamos
as definigoes preliminares. No segundo capitulo trabalhamos as Equacoes
Diferencias Lineares de Primeira Ordem por meio de definicoes e exemplos
e também abordamos alguns métodos de resolugao de Equagoes Diferenciais
Nao Lineares de Primeira Ordem. No ltimo capitulo exploramos algumas
aplicacoes que tratam de problemas de Crescimento e Decrescimento, de
Epidemias, de Trajetorias Ortogonais, de Temperatura, de Misturas, de
Circuitos Elétricos e de Dinamica Populacional.



0.2 Definicoes Preliminares

Definicao 0.1. Equacoes Diferenciais: Uma Equacdo Diferencial ¢ uma
equagao que envolve uma funcdo e ao menos uma das suas derivadas.

Exemplo 0.2. Se y = f(x) ouy = f(t) é a fungdo de uma tunica
varidvel independente entao as equacoes abaixo sao erxemplos de Equacgoes
Diferenciais Ordindrias (EDO).

d*y dy
Slas5(L) +6y=0
(a)dx2+ (dx) oy

(b)y/// + 3y// + 3y/ + y _ 0
dy 2y 2
AT/

(G 7

Exemplo 0.3. Se w = f(x,y,z) é uma fun¢do das varidveis z, y e z da

varidvel tempo t entdo temos como exemplos equacgoes diferenciais parciais
(EDP).

o (52) + (5) (5 -
0(5)+ (5e) + (2) - &

Definigao 0.4. A ordem de uma equacdo € a ordem da deriwvada de maior
grau que aparece na equagao..

Definicao 0.5. Fquac¢ao Linear: E uma equacao diferencial de ordem n da
forma

F(r,y,9,y s y™) =0

s 7 . . / "
que € linear nas variavéis Y,y ,y ,...,y".

Exemplo 0.6. A Equacdo cos(v)y” + 7y + (2> + 1)y = 0 € linear.

Defina L[z] = cos(z)y” + 7y + (22 + 1)y = 0. Assim,

o Ly + y2] = cos(x)(y1 + 12)" + 71 +y2) + (2> + 1) (g1 + 1) =
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= cos(z)(yy +ys) + Ty + ya) + (2% + 1) (g1 + 32) =
= cos(x)y’ll + cos(x)yg + 7y’1 + 7y’2 + (22 + D)y + 1) =
= (cos(z)yy + Ty, + (x> + Dyy) + (cos(x)yy + Ty + (22 + Dyn) = Liyy + 1]

o Liky] = cos(z)(ky)” + 7(ky) + (z* +1)(ky) = cos(x)(ky") + 7(ky') + (2® +
1) (ky) =

= k(cos(x)y") + kTy + k(2® + 1)y = k[cos(x)y") + Ty + (2* + 1)y] = kL[y]

2

d d
(b) A equacgao d—z - 5d—y + 6y = 0 ¢ linear.
x x

(c) A equagdo vy +y + 2y* = 0 ndo é linear.

(d) A equacdo yy = sen(z) nao é linear.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais de
Primeira Ordem

1.1 Equacoes Diferenciais Lineares

Neste capitulo introduziremos os conceitos basicos das equac?es diferenciais,
tais como, classifica¢?o, ordem, linearidade, etc, essa teoria elementar é
importante para fundamentar as bases do que sera trabalhado nos capitulos
seguintes.

Definigao 1.1. A forma geral de uma Equac¢ao Diferencial Ordindria Linear
de Primeira Ordem é

y +p(z)y = q(z) (L.1)

onde p e q, sao funngoes continuas em um intervalo aberto I.

Definicao 1.2. Quando q(z) = 0 para todo x € I a equagao € dita Equagdo
Homogeénea.

Agora vamos ensinar como se resolve uma determinada equacao homogénea.

Método de Resolucao
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vamos buscar u(z) tal que,

u(z)y + u(@)p(r)y = — (u(z)y) (1.2)

De 1.2 Sendo y # 0, temos que

w@)y +u(@)pla)y = u(z)y +u (2)y = u(z)p(z) = u'(z)

logo ,
Zggzmm
Note que, /
%(lnu(x)) - Z((:f))
Dai ]
(I u()) = p(z)
entao

Inu(z) = /p(:v)dx +c,
podemos escolher ¢ = 0. Portanto,
w(z) = el P@d (1.3)
A fungao 2.3 é denominada de fator integrante Encontrando a solugao de y

De 1.2 e 1.3 obtemos,

e finalmente obtemos,

portanto
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ou ainda,

Y= e_fp("”)dw[/ el P@d g (1) da + ] (1.4)

A expressao 1.4 é a solucao geral da equacao linear 1.1.

e As expressoes (2.4) sdo chamadas de solugao geral de (2.1).
e u(x) é fator integrante.

Exemplo 1.3. Resolva a Equacgao

ty + 2y = sen(t),com t > 0.

Determine como se comporta a solugao y(t) quando t — oo

Solugao: Temos que
ty + 2y = sen(t)

entao 5 (t)
/ y  sen
vty T

Neste caso p(t) = 2

, entao
u(t) = ol Fdt _ 2t _ 42

Assim o fator integrante é u(t) = ¢*. Desde modo temos,

, 2y sen(t)

YT T
entao

t*y + 2ty = tsen(t)

isto é

d (t*y) = tsen(t)

at VT
Portanto

try = /tsen(t)dt +C
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Entao
t*y = sen(t) — tcos(t) + C.
Logo
sen(t) — tcos(t) + C
12

y(t) =

Observe que y(t) — 0, quando t — oo.

1.2 Problema de Valor Inicial

Definicao 1.4. Uma equacao diferencial

dy

%Zf(ajay)

Juntamente com a condi¢do inicial y(zo) = Yo, constituem o que chamamos
de Problema de Valor Inicial (PVI), a qual geralmente é denotada por

{ % = f(x,y)
y(

o) = Yo
Exemplo 1.5. Resolva o sequinte PVI

{ ty +2y = sen(t),set >0,
y(3) = 1

Solugao vimos no exemplo 0.2 que

y(t) = sen(t) — tcos(t) + ¢

t2
Queremos agora que, y(5) = 1, isto é,

_ sen(t) —tcos(t) +c
12

2

segue que, C'= (%) — L.

Logo a solugao do PVT é

sen(t) —tcos(t) + (&~ — 1)
12

y(t) =



Teorema 1.6 (Fundamental). Se as func¢oes p(x) e q(x) sao continuas em
um intervalo aberto I = («, B) contendo o ponto © = xo entdo eziste uma
unica fungao y = ¢(x) defiida no intervalo que satisfaz 0 PVI,

{y/+p(fﬂ)y = q(x),Ve el
y(ﬂﬂo) = Yo

1.3 Equacao de Bernoulli

Definicao 1.7. Uma equacao diferencial da forma,

y +p(z)y = qlz)y" (1.5)

¢ chamada de Equagao de Bernoulli (EB)

Note que se n = 0 ou n = 1 a equacao de Bernoulli torna-se linear e nao
linear para os demais valores de n

Agora vamos ensinar como se resolve a Equagao de Bernoulli através do
método de resolucao.

Método de Resolucao

Considere n # 0 ou n # 1. Deste modo, vamos procurar uma solucao
y =1y(x) ey # 0. Tal que,

w=y'"" (1.6)
dai,
’ dw /
=~ =(1= -n 1.7
w == (1-n)y™"y (1.7)

Multipliquemos entao 1.5 por (1 —n)y~™. Deste modo temos,
(L=n)y™y + (1 =n)y "p(x)y = (1 —n)y "q(z)y"

(1—n)y ™y + (1 —n)y' "p(x) = (1 —n)q(z) (18)

15
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Aplicando 1.6 e 1.7 em 1.8 obtemos

w + (1= n)p(x)w = (1 - n)q(x),

que é uma equagao linear.

a qual é uma Equacao Diferencial. Linear de 1° ordem em w, a qual sabemos
resolver. Pela relagao em 2.6 encontramos a solucao da Equacao de Bernoulli.

Exemplo 1.8. Resolva a equacao diferencial
y/ + 227y = 2%, 32 > 0
Solucao: Temos uma EB com n = 3. Assim seja w = y~2, dai, w' = —2yy 3.

Segue entao que,
y +22 'y =%

Portanto
(=27 + (=2y )22y = (=29 )"
Entao
—2y*3y, —drlyT = —220
ou seja,
—2y_3y/ — 4y =220
entao
;4 ]
w —(—)w=—2z
onde w' — (4)w = —22% é uma EDL de 1° ordem.
e Fator Integrante
= 1
(Hu(z) =€ T dr=e tn® = e
J (5 (~2X%)dz +
— ) (— €T cC ) 7
(x)w(z) = X i portanto w(x) = ;
(=)

x4



Portanto, a solucao da EB em estudo é dado por

1
1 2

Py
y(t) (§x7+cx4)

0 7Alguns métodos para algumas classes de equacbes nao lineares” Aqui
estudaremos métodos de resolucao da equacao diferencial

Yo = f(z,y)

onde f é uma funcao nao linear em relagao a y.

1.3.1 Equacao de Ricatti

Definicao 1.9. A equacao de Ricatti ER € uma equacao diferencial da forma

dy
dv

onde q1(x), g2(x) e qs(x) sao fungoes definidas em um intervalo I.

() + qa(2)y + g3(2)y? (1.9)

Método de Resolucao

Suponha que y;(x) é uma solucao da equagao ER. Considere,
1
= - Ov(x).
y= i+ o) £ 0V(a)

temos entao que
@ _dy

dr  dr  [u(z))?

Substituindo Z—g e y em ER encontramos,

!

%_M:%_;U’@):%_;dﬁ
de  [v(z)]? dx  [u(x)]? de  [v(z))?dx

entao

iy Lo
ir s - AW el + oes el + oes]

17



portanto

dyp 1 dv_ T . ¢(x) 22 2g3(x)yr | qs(w)
dr  [v(z)]?dz a1(v) + @)y + v(x) a5y + v(z) [v(z)]?
logo
dy 1 dv_ . o, @) 2@y | @(@)
dr (P e~ MO RO TG

Sendo y; solucao de ER, segue que

1 d_U:q2(x) 2¢3(x)y1 . qs3(w)
L@Pde  o@) T o@ | @)

_Z_Z = @2(x)v(z) + 2g3(x)y1v(x) + g5(2)

d_v
dx

Logo, obtemos em 1.10 uma EDL de 1* ordem em v.

+ [q2(x) + 2g3(x) 1 ]v(z) + g3(x) =0 (1.10)

Portanto, a solucao de uma ER ¢é dada pela relagao

1
?/—?JH-m

Exemplo 1.10. Determine a solu¢do da sequinte equacio de Ricatti y =
1422 =22y +y? , onde yi(z) =z

Solucgao: Neste caso temos,

G =1+2"¢=-2

e
g3 =1
Dai p
d_i =—(—2z+21x)v(xr)—1
Entao
&y _
dr

18



Portanto

dv = —dzx
Entao
v=—I+c
logo,
1
Yy=x+ ——
c—x

1.3.2 Equacgoes Exatas

Antes de tratamos a definicao de Equacoes Exatas vamos trabalhar com um
pequeno exemplo, serd importante neste tépico.

Exemplo 1.11. Seja w = f(u,v) onde u = g(z) =z e v = h(x) =y com
u= f(x). Note que

w = f(u,v) = f(x,y) = f(z, f(x))

Assim,

dw B ow Jdu Ow OJv Ow du Ow dv

dr ou 9r v or 0w dr ov dr
Portanto
dw Ow Ow

dx ou T Y

Exemplo 1.12. Vamos resolver a equacao abaixo

2 4+ y? + 2xyy = 0,

Solucgao: Note que temos
(22 + y?)dz + (2zy)dy = 0 (1.11)
Além disso a funcio, w = f(z,y) = x* + xy? verifica,

ow ow
— =2 2e— =2
7 x+yeay Ty

19
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Logo a equacao 1.11 pode ser escirta como,

ow Ow . _,
ou  Ov Y
dw
=
dx
w=c

ou seja,
2+ a:yQ =c

Definigcao 1.13. Uma equagdo diferencidvel da forma

M (z,y)dz + N(z,y)dy =0

é denominada exata se existe uma funcao f = f(x,y) tal que

L) o) e LD~ )

Neste caso a solucao é dada implicitamente pela funcaof(z,y) = ¢

Teorema 1.14. Se as fung¢oes M(z,y), N(z,y), My(x,y) e Ny(x,y), forem
continuas em um retangulo R, entdo a equagao,

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
é exata se, e somente se,
oM  ON
dy  Ox
Exemplo 1.15. Resolva a equag¢ao

e’dr + (ze¥ 4+ 2y)dy = 0

Solugao: Temos uma equacao da forma

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
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onde M(z,y) =e¥ e N(x,y) = (xe¥ 4+ 2y). Além disso,
oM, oN
oy Oz

Logo a equacao eVdx + (ze¥ 4+ 2y)dy = 0 é exata. Deste modo existe uma
fungao f(x,y) tal que,

of
=YL = 4
5~ ¢ eay (ze¥ 4 2y)

Encontrando a funcao f(x,y). Temos que,
of
Iy
or  ©
Entao
flay) = [ etda = et 4 h(y) + D,
com D constante. Para obter a solugao implicita na forma f(z,y) = C,
obtemos,
0
8_£ = ze¥ + 1/ (y)

que comparando
ze¥ + h'(y) = xe¥ + 2y

Portanto

Entao

Portanto, concluimos que a Derivada da fun¢ao com relagao a x

ze! +y° = f(x,y)

el +y? =C



22

1.3.3 Fator Integrante

Se a equagao
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0
nao é exata, encontraremos uma funcao p(z,y) tal que a equagao
p(a,y)[M(2,y) + N(z,y)y" = 0]
se torne exata. A funcao pu(z,y) é chamada de fator integrante.

Exemplo 1.16. Mostre que sey = f(x) é solu¢ao de M (x,y)+N(z,y)y =0,
entdo ele também € solugao de p(x,y)M(z,y) + N(z,y)y’ = 0.

Determinando o fator integrante u(x,y). Seja,

pul, y)M (z,y)de + p(e, y)N(x, y)dy = 0,
a qual, para ser exata é necessario,

O(uM) _ O(uN)

oy — 9X

ou seja,
(uM)y = (uN)z,

Observagao 1.17. A equacgdo (uM)y = (uN)z, € uma equacao diferencial
parcial.

Assim temos,
pyM + pMy = o N + pN,

Suponha agora que p(z,y) = u(z), ou seja, que p dependa somente de x.
Entao,
dp p(My — Ny)

_dn
N dv N

IUMZ/ dl’

N + uNg, (py = 0) =
Segue que,

Exemplo 1.18. Determine a solucao das equagoes abaixo:
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Cif - (MyN =)
Entao Mo_N
ln,u:/( yN “)dzx
Portanto,
p(z) = o] ) gy (1.12)

Observacao 1.19. (a) Se considerarmos pu(x,y) = u(y), obtemos entao,

I Ng—My

ulx) =el 73 dx (1.13)

(b) Se a equacio é exata, entio temos ¢® = 1, como sendo o fator integrante.

Exemplo 1.20. Determine a solucio das equagao ydx + (x%y — z)dy = 0

Solugao: Sendo a equagao ydx + (x*y — x)dy = 0. Observe que M (z,y) =y
M
e N(z,y) = (z*y — x). Portanto " =1le e 2xy — 1. Logo a equacao

nao ¢ exata. Sendo assim vamos calcular o fator integrante p. Assim,

My,—N, 1-Q2vy—1) 2-2zy —2(xy—1)

N w2y —r  22y—x  w(zy—1)
Entao, ,
w(x) = el ~Fde = 72"
Pontanto
1
plx) = 22
) . , 1 : .
Dai, o fator integrante é u(z) = — . Vamos agora determinar a solugao.
x
Sabendo agora que a equacao,
y 2ty —
x x

Entao
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é exata. Deste modo, observe que, oM (z,y) = % entao M, = —
x x

1 1

eN(z,y) = (y — =) entdo N, = — Assim, existe uma fungao f(z,y) tal
x x

que,

fol,y) = %6 =f=- i)
Entao,
fz,y) = / %dﬂf
portanto y
-t h(y)

Logo, derivando f(x,y) com relacao a y, e comparando a expressao com ha
dada, temos,

v =y =L+ 1)

portanto
W(y) =y
entao )
Y
h(y) = =.
(y) =3

Portanto,

2
) Y
= — — — =

|

8 <
I
Q

1.3.4 Equacao Separavel

Definicao 1.21. Uma equacao diferencidvel € separdvel se pode ser escrita

na forma
dy  f(x)
y @ ou g(y)dy = f(x)dx (1.14)

d
Exemplo 1.22. Determine a solucao da sequinte equacao -

dz
(1+ 2y?) cosx
Yy

24



Solucao:
Observe que,

d 1+ 2y — =
y _ ( ) cosx. Portanto, ( Y )dy cos xdx f( d )
dx Y L+2y2 L2y

1
[ cosxdr = (Z)ln\l + 2y%| = senz + ¢

Da condicgao inicial obtemos

1 1
Zln\l+2y(0)2| = sen(0) + ¢ = (Z)ln|1| =04+c=c=0.
Portanto,

In ‘1 + 2y2‘ = 4senx
entao

64senx -1
=+
Y 2

1.3.5 Equacao Redutivel a forma Separavel Equacao
Homogénea

Defini¢ao 1.23. (Fungio Homogénea) Uma fungao f(x,y) € homogénea de
grau n se
[tz ty) =t"f(x,y),t €R

Exemplo 1.24. f(z,y) = 2° + xy

Observe que,
[tz ty) = (tx)* + (taty) = t*2* + oy = *(2* + zy) =  f(x,y)
logof(x,y) é homogénea de grau 2.

Exemplo 1.25. f(z,y) = sen(¥)

F(tz,ty) = sen (%) — sen(¥)

8
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logof(z,y) é homogénea de grau 0. Equacao Homogénea 1

Definicao 1.26. A equacao diferencidvel

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (1.15)
é homogeénea se as fungoes M e N sao homogéneas de mesmo grau n. A

equacao 1.15 pode ser escrita da forma,

dy

- = flz.y), f(a,y) = —M(z,y)

N(z,y)
Observe que f(x,y) é homogénea de grau zero. De fato,

—M(tx,ty) —t"M(z,y) —M(z,y)

fltz, ty) = N(tx,ty) - t"N(x,y) - N(z,y) = f(@y)

(1.16)

Importante: Se f(z,y) é homogénea de grau zero, f(z,y) = f(tx,ty), com
t € R. Para t = < temos,f(z,y) = f(1,%) = F = (¥£) Equacdo Homogénea 2

Definicao 1.27. A equacao diferencidvel

Y faw) (1.17)

¢ homogeénea se a fungao depende unicamente da razao 2 f

)

Método de Resolugao

Se a equagao 1.17 é homogénea entao,

dy
—=F 1.18
I (1.18)
Seja v = £ entao y = vx. Dali,
dy dv
v~ Tar "
Da fungao 1.13 obtemos
d d F(v) — d d
x_v+v:F(U)</‘:>_y:M<:>_x: v

dx dx x r F)—v
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Observacao 1.28. Resolvida a equacao separdvel, a solu¢do da equacdo
homogénea € dada por v = %

Exemplo 1.29. Resolva a equagao

Y = rT+y
x
Solugao: Observe que,
T+
x x
Sendo v = ¥ = y = vx,entao,
, dv n
=r— +0
4 dx
Deste modo temos que,
, THy dv dv 1 dx
y = —r—tv=14+v=—= —=—<— —=dv
x dx de «x x
logo,
v=1In|z|+ C,
Portanto,

y=uzln|z|+ Cx.
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Capitulo 2

Aplicacoes

2.0.1 Crescimento e Decrescimento

A equacao diferencial

dy
2k
at Y
com as condicoes iniciais
y(t0) = y0

ocorre em muitas teorias envolvendo crescimento e decrescimento.

Exemplo 14 O einsteinio 235 decai a taxa proporcional a quantidade de
nuclideos presentes. Determinar a meia-vida T se o material perder um
terco de sua massa em 11, 7 dias.

Solugao: Queremos determinar a meia-vida t do material(ty =7; Q(ty) =

%). Deste modo sendo a equacao diferencial
dQ
— = —kQ,k >0,
dt ¢
vamos separar as variaveis,
dQ

= = _kdt
Q

28
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Dai,
In|Q| = —kt +CO

Q (t) — e*]ﬂH‘CO

Portanto

Q(t) = Ce ™.

Vamos supor que a quantidade inicial é Q(0) = Q0. Entao obtemos, C' = QO.
De onde segue que,

Q(t) = Qoe ™.

2
Lembrando que apds 11, 7 dias a quantidade presente é de %,ou seja,

2
Qain =22
Assim,
20 11,7k 2 —11,7k 2 —1 2
— = ’ - = ’ —11,7k=In( = k=——1In|{= k=— 4
3 Qoe = g=e = -1LTk=h{ )= anlz) = 0, 0346
Assim,

Q(t) — Q0€_0’0346t.

Observe que Q(t) — 0,quando t — oco. Vamos agora determinar o tempo
para que a substancia decaia a metade da quantidade inicial, ou seja, vamos

Qo

determinar ¢ty de modo que Q(ty) = - Nesta condicoes temos,

Qo —0,0346t0

1 —1 1
7 = Qoe — = @_0’0346t - —O, 0346t0 = In (§> — to=———1In (—) — 0 ="

1
2 —0, 0346 2

2.0.2 Epidemia

Exemplo 2.1. Em uma cidade vamos dividir a populacao em duas partes;
o v: Individuos sadios, mas que podem ser infectados.

e y: Individuos infectados. Determine o numero de dias para que toda a

cidade seja infectada, sendo, d_?i = kxy
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Solugao: Temos que x +y = l,entao x = 1 — y.Deste modo a equacao
torna-se,

d d d d d
—y:k(1—y)y:>—y:kdt=>/—y:/kdt:>e/—y+/ Y
dt y(1—vy) Y

y(l—y) (1-y)
Assim,
) g 1= Ot = y = CeM — Celly = (1 + Cet')y = CeM.
logo,
C«ekt
)= ——
Considerando que a quantidade inicial de infectados seja dada por,
y(0) = y0
E aplicando esta a expressao , obtemos,
c- -9
1 —90
Dai,
y0 ot
__1=90
y(t) = 40
(141 —y0ekt)
y0
ot e
Multiplicand —_1=u0 € ob
ultiplicando y(t) = 0 por ——, © temos,
(141 — yOekt)
y0
_ 1 -0
y(t) = 40
(e=* 4+ 1 —y0)
ou 3
Y
y(t)

Y0+ e R = y0)
Observe que,y(t) — lquando t — oo

:/kdt:,



2.0.3 Trajetérias Ortogonais

Uma familia de curvas é definida, em geral, por uma equagao da forma
F(z,y,c) =0

, onde z ¢é a variavel independente e y é a variavel dependente, para cada
¢ € IR fixo. Por exemplo, a familia de curvas

y=cx’c>0

, esté representada pela funcao F(z,y, ¢) = 2%+ (y—c)*—c2, F(x,y,c) = 0,que
consiste num conjunto de circulos com centro (0, ¢) e raio ¢. Dada uma familia
de curvas é possivel determinar a equacao diferencial que gera esta familia
de curvas. vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.2. Encontre a equacao diferencial que tem como solucdo a

familia de curvas y = cx®.

Solugao: Derivando a familia de curvas em relacao a x, obtemos
y = 3ca?

. A equacao acima ja é uma equacao diferencial, mas possui como solucao

um conjunto que contém estritamente a familia de curvas y = ca®. Para

evitar isto, eliminamos ¢ que é dado por ¢ = % | obtendo v’ = 3%, que ¢é a
X X

equacao diferencial que gera a familia de curvas y = ca®.

Definicao 2.3. Duas curvas sao ortogonais num ponto Py se as retas
tangentes as curvas no ponto Py sao ortogonais. Sabemos que duas retas
Yy = mox + boey = myx + by sao ortogonais se o produto de suas inclinagoes
¢ —1, isto é, mg.my = —1. Na equacao diferencial

y = f(z,y),

o valor da funcgao f(x,y) nos dd o valor das inclinagoes das retas tangentes
a curva y = y(x) solu¢ao da equagdao. Portanto, para determinar a familia
de curvas ortogonais a y basta resolver a equacdo
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Exemplo 2.4. Encontre a familia de curvas ortogonais a familia de curvas
dada por y = ce®.

Solugao: Primeiro vamos determinar a equacgao diferencial que tem como
solucao a familia de curvas acima. Derivando em relacao a y, obtemos
y' = ce®. Notando que ¢ = ye™*, segue que a equagao diferencial que gera a
familia de exponenciais é dada por

Yy =y

Logo, para encontrar a familia de curvas ortogonais a familia de
exponenciais, devemos resolver a equacao diferencial

y =--
Y

. Esta equacao possui solugao dada por
yP=—2x+c

. Portanto, a familia de pardbolas y?> = —2x + c¢. é ortogonal & familia de
exponenciais y = ce”.

2.0.4 Problemas de Temperatura e a Lei de
Resfriamento e Aquecimento de Newton

O problema consiste em determinar uma funcao 6 que define a temperatura
de um corpo em cada instante de tempo. Para isto, usaremos um principio
fisico conhecido como a Lei de Esfriamento ou Aquecimento de Newton.
Vejamos esta lei. Lei de Esfriamento e Aquecimento de Newton: A taxa de
variacao da temperatura da superficie de um objeto é proporcional a diferenca
de temperatura do objeto com a temperatura do meio ambiente. Se 0(t) é a
temperatura de um objeto no instante de tempo t e T é a temperatura do
meio ambiente, entdo a Lei de Esfriamento e Aquecimento de Newton nos
diz que

o

dt
onde k£ > 0 é a constante de proporcionalidade que depende do material de
que ¢ feito o objeto.

—k(0—T), (2.1)
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Observagao 2.5. : (a) O sinal negativo que aparece no sequndo membro da
Eq. (2.38) é devido ao fato de que o calor sempre flui da parte quente para
a parte fria. Isto €, se o objeto tem temperatura maior que o meio ambiente,
0—T > 0 e a temperatura 6 diminui até chegar ao ponto de equilibrio térmico,
isto €, a temperatura € uma func¢ao decrescente em relacao ao tempo t. Com

do

isso, % < 0 e o sinal negativo é necessdrio. Analogamente, se 0 —T < 0,

entdo a temperatura 0 deve aumentar, tornando assim uma func¢ao crescente

do
em relagcao ao tempo t. Com 1isso, o > 0 e o sinal negativo novamente é

necessdrio. (b) A Eq. (2.38) é uma equagao diferencial de primeira ordem
que pode ser resolvida utilizando o método de varidveis separdveis. F fdcil
ver que a solucao € dada por

Ot =T + Ce ™ (2.2)

Exemplo 2.6. Suponha que uma zicara de chd esta a uma temperatura
micial de 95°C' e um manuto depois a temperatura baizou para T70°Cnum
quarto onde a temperatura € de 25°C'. Determine a funcdo que representa a
temperatura em cada instante de tempo e o tempo que demorard a wicara de
chd para atingir a temperatura de 30°C'.

Solucgao: Das condigoes do problema sabemos que o cha esta inicialmente
a temperatura de 95°C), isto é, (0) = 95°C. A temperatura do quarto é de
25°C', isto é, T = 25°C'. E um minuto depois a temperatura baixou para
70°C, entao, A(1) = 70°C. Neste caso a funcao que define 6 em funcao de t
¢é dada por

Ot = 254 Ce ™

. Usando que 6(0) = 95°C, encontramos C' = 70°C'. Portanto, teremos
Ot = 25+ 70e "

. Usando que 6(1) = 70°C, teremos

45 9
= 2 —k —k = — = — et l B
70 D+ 70" =e 0 14:>k noy
. Logo, a funcao que define # em funcao de t é dada por
14

—In(—
o(t) = 25+ 70¢ 9t
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Vamos agora determinar um tempo t; no qual a xicara atingird 30°C'
Temos

14 14 5 1
30 =25 + 70e” ™90 = om0 = = = — = ¢ =
e T C T T U T T

. Logo, a xicara atingira 30°C' depois de aproximadamente 6 minutos.

2.0.5 Misturas

Exemplo 2.7. Num tanque hda 100 litros de salmoura contendo 30 gramas
de sal em solucao. Agua (sem sal) entra no tanque a razao de 6 litros por
minuto e a mistura se escoa a razao de /4 litros por minuto, conservando-se a
concentracao uniforme por agitacao. Vamos determinar qual a concentragao
no tanque ao fim de 50 minutos, sabendo que o problema € modelado da

dQ Q@
44— 00) =
forma, I 100—1—275@( ) =30
. dQ) Q dQ dt dQ
lugiio: Ob = L . 4
Solugao: Observe que, dt—i— 100 + 2 0= 0 100+2t:>f 0
dt
Entao, a quantidade de sal é dada por,
C
)= — —
@) (100 + 2t)?
Sendo Q(0) = 30, entao,
C C
0)=————==30=—-=C=30-10"=3-10°
QO = Gooraz 7= Gooe 7
Assim,
3-10°
= —
@) (100 + 2t)?

Sabendo que, a concentragao c¢(t) é o quociente da quantidade de sal pelo
volume que é igual a V'(t) = 100 + 2¢, ou seja,

Qt 3-105 (100 + 2t) 3-10°
=—=001) = =0t)= —=

Vt ®) (100 + 2t)? 1 ®) (100 + 2t)3

o(t)



Logo, quando ¢t = 50, obtemos

3-10° 3.10° 3.10°
( ) (100 —+ 2. 50)3 ( ) (200)3 (8 . 10)6 y gT(lmCLS/ 1itro

2.0.6 Equacoes Autonomas e Dinamica Populacional

Uma classe importante de equagoes de primeira ordem consiste naquelas nas
quais a variavel independente nao aparece explicitamente. Tais equagoes sao
ditas autonomas e tem a forma

dy
ar f() (2.3)
Discutimos essas equacoes no contexto de crescimento ou declinio
populacional de uma espécie dada, um assunto, importante em campos
que vao da medicina a ecologia, passando pela economia global. A
Equacao(2.26) é separavel e pode ser resolvida facilmente. Nosso objetivo
aqui é obter informagoes qualitativas sobre a equacgao diferencial. Os
conceitos de estabilidade e instabilidade de solugoes destas equagoes tem
grande importancia nesse contexto. Crescimento Exponencial Se y = ¢(t) é
a quantidade de uma populagao dada no instante ¢, a hipotese mais simples
sobre a variacao da populacao é que a taxa de variagao de y é proporcional
ao valor atual de y, isto é,

dy

i
onde a constante de proporcionalidade k£ é chamada taxa de declinio se k < 0
e taxa de crescimento se £k > 0. Vamos supor aqui que k£ > 0, ou seja, que
a populacdo estd sempre crescendo. Resolvendo a Equagao (2.27) sujeita a
condicao inicial

ky (2.4)

y(t0)) = y(0), (2.5)
obtemos
y(t) = y0)e. (2.6)

Logo o modelo matemético que consiste no problema de valor inicial (2.27)-
(2.28) com k > 0, prevé que a populagao crescerd exponencialmente sempre
para diversos valores de y0. Sob condicoes ideais, observou-se que a Equagao
(2.29) é razoavelmente precisa para muitas populagoes, pelo menos, por um
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periodo limitado de tempo. No entanto, é claro que tais condigoes ideais nao
podem perdurar indefinidamente, alguma hora as limitacoes sobre o espaco,
o suprimento de comida ou outros recursos reduzira a taxa de crescimento e
acabard inibindo o crescimento exponencial.

Exemplo 2.8. A taxa de crescimento da populacao de uma cidade €
proporcional ao niumero de habitantes. Se a populacao em 1950 era de 50.000
e em 1980 era de 75.000, qual a populacdo esperada em 20107

Solugao: Seja p(t) a fungdo que representa a populagao em cada instante de
tempo t. Neste caso, p(0) = 50.000 e p(t) = 50.000¢**. Como p(30) = 75.000,

In()
0

segue que K = .Logo

3

ln(é)

t
p(t) = 50.000e 30

. Em 2010, t = 60, logo p(60) = 112.500 é a populagdo em 2010. Crescimento
Limitado Suponhamos agora que uma quantidade cresca segundo uma taxa
proporcional a diferenca entre um nimero A > 0 fixo e seu tamanho. Se
y = ¢(t) é a quantidade presente em cada instante de tempo t, entao

L kA (2.7
dy - y ’ .
onde k > 0 é a constante de proporcionalidade e y < A, para todo ¢t > 0. A
Equagao (2.30) é separdvel e tem solucao

y(t) = A — Be ™™, (2.8)
onde A, B e k sao constantes positivas.

Observagao 2.9. :Notemos que lim;_, o, y(t) = A, isto é, y = A € assintota
horizontal para o grdfico de y = p(t). O grifico da fungdio y(t) = A — Be™*
¢ denominado curva de aprendizagem. O nome € apropriado quando y(t)
representa a competéncia sequndo a qual uma pessoa realiza uma tarefa. Ao
mactar uma atividade, a competéncia de um individuo aumenta rapidamente
e depois mais vagarosamente, jd que uma experiéncia adicional tem pouco
efeito na habilidade de realizar a tarefa.
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Exemplo 2.10. Um operdrio recém-contratado realiza uma tarefa com mais
eficiéncia a cada dia que passa. Se y unidades forem produzidas por dia, apds
t dias no trabalho, entao

dy
L ag— _

onde k >0 ey < 80, para todot > 0. O empregado produz 20 unidades no
promeiro dia de trabalho e 50 unidades por dia apés 10 dias de trabalho. a)
Quantas unidades por dia ele estard produzindo apds 30 dias de trabalho? b)
Mostre que apés 60 dias ele estard produzindo apenas 1 unidade a menos do
que seu potencial completo.

Solucgao: Resolvendo a equagao diferencial encontramos

y(t) = 80 — Be ™.

Sendo y(0) = 20, tem-se que B = 60. Por outro lado, sendo y(10) = 50,

tem-se que k = 1?—02. Desta forma, teremos

In 2

y(t) = 80 — 60e 10",

a) y(30) = 72, 5.
b) y(60) = 79, 0625.

O empregado estara produzindo 79 unidades por dia que é uma unidade a
menos do potencial maximo que é 80. De fato,

lim y(t) = lim (80 — 60e 10 ) = 80.

t——+o0 t——4o00

Crescimento Logistico Considere agora a Equacao (2.26) na forma

d

& f)y. (2.9)

Note que estamos substituindo k na Equacdo (2.27) pela funcao h(y).
Queremos escolher h(y) de modo que h(y) ~ k > 0 quando y for pequeno,
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h(y) decresca quando ycrescer e h(y) < 0 quando yfor suficientemente grande.
A funco mais simples que tem essas propriedades é h(y) = r — ay, onde a
é, também, uma constante positiva. Logo escrevemos (2.32) na forma

4 _ (r —ay)y. (2.10)

dy
A Equacao (2.33) é conhecida como a equacdo de Verhuest ou equagao
logistica. Muitas vezes é conveniente escrever a Equacdo (2.33) na forma
equivalente

A %)y. (2.11)

r /7 . . Va .
onde K = —. A constante r é chamada taxa de crescimento intrinseco, isto
a

é, a taxa de cescimento na auséncia de qualquer fator limitador.

Observagao 2.11. : (a) Na busca de solugoes para a Equagao (2.34),
primeiro procuramos solugoes do tipo mais simples possivel, isto €, fungoes
constantes. Para tais solugoes,y’ = 0. Logo qualquer solugdo constante da
Equacao (2.34) deve satisfazer

(1—%)1/:0

Logo, as solugoes constantes sao y = @l(t) = 0 ey = p2(t) = K. FEssas
solugdes sao chamadas de solugoes de equilibrio da Equagao (2.34). O nome
¢ devido ao fato que nao hd variacao no valor de y quando t cresce. De modo
andlogo, as solugdes de equilibrio da equag¢ao autonoma mais geral (2.26) sao
determinadas fazendo f(y) = 0. Os zeros de f(y) também sao chamados de
pontos criticos.

(b) Para visualisar outras solu¢oes da Equagao (2.34) e esbogar seus grdficos,
vamos primeiro desenhar o grifico de f(y) em func¢ao de y. No caso da
Equagao (2.34), f(y) = r(1 — %)y, de modo que o grdfico é uma pardbola
com vértice no ponto (K/2,rK/4) e cujos pontos criticos sao (0,0) e (K,0)
que sao os pontos de interseccao com os eixos dosy. Se 0 < y < K, entdo
% > 0, isto €, y € crescente em t nesse intervalo. Se y > K, entdao 2—?1{ <0
e, neste caso, y € uma func¢ao decrescente de t nesse intervalo.
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(c) O eizo dos y é muitas vezes chamado de reta de fase e é representado
por uma reta vertical. Os pontos em y = 0 e y = K sao os pontos criticos
ou solucoes de equilibrio. Quando y estd prorimo de 0 ou de K, entao o
coeficiente angular f(y) fica prézimo de zero, de modo que as curvas solugées
sao quase horizontais. Flas se tornam mais inclinadas quando o valor de y
se afasta de 0 ou de K.

(d) Para esbocar os grdficos das solugoes da Eq (2.34) mo plano ty,
comecamos com as solugoes de equilibrio y = 0 ey = K. Depois desenhamos
outras curvas crescentes quando 0 < y < Ke decrescente quando y > K e
que se aprorimam de uma curva horizontal quando y se aprorima de um
dos valores 0 ou K. Deuvido ao teorema de existéncia e unicidade, apenas
uma solucdo pode conter um ponto dado no plano ty. Assim, embora outras
solugoes possam ser assintoticas a solugcao de equilibrio quando t — 400,
elas nao podem interseptd-las em um instante finito.

(e) Derivando a Equagao (2.26) em relagdo a t, obtemos

= L) = ) = FW)- S

Logo, o grifico de y € convexo quando y" > 0, isto €, quando f' e f tem
o mesmo sinal. Analogamente, o grdfico de y € concavo quando y” < 0,
isto €, quando [ e f tem sinais contrdrios. Os pontos de inflexdo ocorre
quando f'(y) = 0. No caso da Equagdo (2.34), as solugées sao converas para
0<y< g, onde f € positiva e crescente, de modo que ambas as funcoes f
e f' sao positivas. As solugcoes também sao convexras para y > K, onde f
¢ negativa e decrescente e f e f' sao ambas negativas. Para % <y < K,
as solugoes sao concavas, jd que f € positiva e decrescente, de modo que f é
positiva e [’ € negativa. Existe um ponto de inflexao sempre que o grdfico de

y em fungdo de t cruza a reta y = K/2.

(f) Finalmente, note que K € uma cota superior que € aproximada, mas nunca
atingida, para populacoes crescentes comecando abairo desse valor. E natural
se referir a K como sendo o nivel de saturacdo ou a capacidade ambiental de
sustentacao, para a espécie dada.

(9) As solugoes da equagdo nao-linear (2.34) sao surprendentemente
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diferentes das da equacdao linear, pelo menos para valores grandes de t.
Independentemente do wvalor de K, isto €, nao interessa quao grande seja
a parcela nao-linear da Equac¢ao (2.34), as solugdoes tendem a um wvalor
finito quando t — o0, enquanto que as solucoes do problema linear
cresce exponencialmente sem limite quando t — oo. Assim, mesmo uma
minuscula parcela nao-linear na equacao diferencial tem um efeito decisivo
na solucao para valores grandes de t

(h) Em muitas situagdes € suficiente ter informacoes qualitativas sobre a
solugdo y = p(t) da Fquagao (2.34). Essa informagao foi obtida a partir do
grdfico de f(y) e mfun¢ao de y e sem resolver a equagao. Mas se quisermos
ter uma descricao mais detalhada sobre o crescimento logistico, por exemplo,
se quisermos saber o valor da populagcao em algum instante particular, entao
precisamos resolver a Equagdo (2.34) sujeita a condi¢do inicial

y(0) = y0. (2.12)

Para isto, consideremos y # 0 e y # K. Separando as varidveis, temos

1

————dy = rdt
(1-=%)y Y

Integrando, obtemos que

ln]y\—ln)l—%‘:ﬁ—l—c, (2.13)

onde ¢ é uma constante arbitraria a ser determinada pela condi¢do inicial
(2.35). Se 0 < yy < K, entao teremos também 0 < y < K e escrevemos
(2.38) na forma

onde C' = e°. Usando a condi¢ao inicial seque que C' = (l;y—(%o) Logo a
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solucao é dada por

implicitamente. Resolvendo para y, encontramos

_ Yok
Yo + (K —yo)e

Y (2.14)

Se yo > K, entio a abordagem da Equagdo (2.38) é um pouco diferente
mas a solu¢ao é também dada por (2.39). Notemos que a Equacao (2.39)
também contém as solugoes de equilibrio y = @1(t) =0 ey = p2(t) = K,
correspondente as condig¢oes iniciais yo = 0 e yo = K, respectivamente.

(i) Se yo = 0 tem-se da Equagdo (2.39) que y(t) = K para todo t > 0. Se
Yo > 0, entao

lim f(t) = yob _ k.

Portanto a solu¢ao tende a solugao de equilibrio y = @2(t) =
K assintoticamente quando t — o0.  Neste caso, dizemos que a
solugdo constante p2(t) = K € uma solugdo assintoticamente estavel da

Equacao(2.34), ou que o ponto y = K é um ponto de equilibrio, ou critico,
assintoticamente estavel. Apds um longo tempo, a populacdo fica prorima
ao nivel de saturacao K, independente do tamanho inicial da populacado,
desde que seja positivo. Qutras solugoes tendem a solugao de equilibrio mais
rapidamente quando r aumenta. Por outro lado, a situacao para a solucao
de equilibrio y = @1(t) = 0 é bem diferente. Mesmo solugdes que comegcam
bem proximas de zero crescem quando t cresce e, como vimos, tendem a K
quando t — 00. Dizemos que p1(t) = 0 € uma solugao de equilibrio instdvel
ou que y = 0 € um ponto de equilibrio, ou critico, instdvel. Isso significa que
a unica maneira de garantir que a solucdo permaneca nula € certificar-se de

s

que seu valor inicial € exatamente iqual a zero. Concluimos que y = K €
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um ponto de equilibrio, ou critico, assintoticamente estdvel. Isto quer dizer
que apos um longo tempo, a populacdo fica proxima ao nivel de saturagao
K independente do tamanho da populacao inicial, desde que seja positivo.
Outras solugoes tendem a solucao de equilibrio mais rapidamente quando
aumenta.

Um Limiar Critico

Considere agora a Equagao (2.26) na forma

d y
—=—-r(l-= 2.15
com Y (0) = yo, obtemos um crescimento para a solu¢do y(t) com um

limiar critico T, onde abaixo do limiar critico T nao existe crescimento e
acima desse limiar a solucao cresce indefinidamente. Isto significa que uma
determinada populagao que se encontra abaixo do limiar critico tende a se
desaparecer, enquanto que um populagao que se encontra acima desse limiar,
tende a crescer indefinidamente sem limitacao. As populagoes de algumas
espécies exibem o fenomeno de limiar. Se estd presente uma quantidade
muito pequena, a espécie nao se propaga com sucesso e a populagao torna-se
extinta. No entanto, se for possivel juntar uma populacao maior do que o
limiar critico, entao ocorre um crescimento ainda maior. Como é claro que
uma populagdo nao pode se tornar ilimitadamente, a Equacao (2.38) deve
ser modificada, finalmente, para se levar isso em consideracao.

Crescimento Logistico com um Limiar

O modelo de limiar (2.38) precisa ser modificado de modo que nao ocorra o
crescimento ilimitado quando a solucao estd acima do limiar T. A maneira
mais simples de fazer isso é introduzir um outro fator que tem o efeito de
tornar dy/dt negativo quando y for grande. Assim, consideramos

d Vi Y
o= == (2.16)

onder > 0e 0 < T < K. Estudando a equagao do problema (2.39) sobre
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a condicdo inicial Y (0) = yo, obtemos que se y comega abaixo do limiar T,
entao y decresce até chegar a extincao. Por outro lado, se y comeca acima
do limiar T, entao y acaba se aproximando da capacidade de sustentacao
K. Um modelo desse tipo geral descreve, aparentemente, a populagao de
pombos selvagens que existia nos Estados Unidos em nimeros imensos até
o final do século XIX. Foi muito cacado para comida e por esporte e, em
consequéncia, seus numeros estavam drasticamente reduzidos na década
de 1880. Infelismente, esses pombos selvagens s6 podiam se reproduzir
com sucesso quando presentes em grandes concentracoes, correspondendo
a um limiar relativamente grande T. Embora ainda existisse um nimero
relativamente grande de péssaros individuais ao final da década de 1880, nao
havia um nimero suficiente concentrado em nenhum lugar que permitisse
reproducao com suceso e a populagao diminuiu rapidamente até a extingao.
O 1ultimo sobrevivente morreu em 1914. O declinio desenfreado na populacao
de pombos selvagens de niimeros imensos até a extingao em pouco mais de
trés décadas foi um dos primeiros fatores na preocupacgao sobre conservacao
naquele pais.
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