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Resumo

O anel polinomial B, := Qley, ..., e,;] em r indeterminadas é uma representagio da
dlgebra de Lie de todos os endomorfismos de Q[X] anulando-se em todo X7, exceto para
um numero finito de valores de j. Determinamos a série de poténcias estrutural formal da
B, -representagao de gl (Q). Esta é uma série de poténcias formal em r + 2 indeterminadas
codificando as imagens de todos os elementos basicos de B, sob a agdo da fungdo geradora
dos endomorfismos elementares de Q[X]. A expresséo obtida implica (e melhora) uma fér-
mula por Gatto & Salehyan, que apenas computa as fungdes geradoras para as imagens de
elementos béasicos especificos. Por uma questdao de completude, construimos a série de po-
téncias estrutural formal da B = B-representagdo de gl (Q). Consiste na avaliagdo de um
operador de vértice bosbnico contra a funcdo geradora da base padrao de Schur de B. Ela
fornece uma descricao alternativa da representacdo bosonica de gl , devida a Date, Jimbo,
Kashiwara e Miwa, que nao envolve explicitamente exponenciais de operadores diferenciais.
Por dltimo, fornecemos uma B,-representagiao da superédlgebra de Lie gl(A Q[X]).

Palavras Chaves: derivacoes de Hasse-Schmidt; derivagoes de Schubert; operadores de
vértice; representacdo da dlgebra de Lie de matrizes; representacoes bosonica e fermionica
por Date-Jimbo—Kashiwara—Miwa; fungoes simétricas.



Abstract

The polynomial ring B, := Q|ey,...,e,] in r indeterminates is a representation of
the Lie algebra of all the endomorphism of Q[X] vanishing at X7 for all but finitely many j.
We determine the structural formal power series of the B,-representation of gl (Q). This is
a formal power series in r + 2 indeterminates encoding the images of all the basis elements
of B, under the action of the generating function of elementary endomorphisms of Q[X].
The obtained expression implies (and improves) a formula by Gatto & Salehyan, which
only computes the generating functions for the images of specified basis elements. For sake
of completeness, in the last section we construct the structural formal power series of the
B = B-representation of gl _(Q). It consists in the evaluation of a bosonic vertex operator
against the generating function of the standard Schur basis of B. It provides an alternative
description of the bosonic representation of gl__, due to Date, Jimbo, Kashiwara and Miwa,
which does not explicitly involve exponentials of differential operators. Lastly, we provide a
B,-representation of the Lie superalgebra gl(A Q[X]).

Key-words: Hasse-Schmidt derivations; Schubert derivations; vertex operators; represen-
tation of Lie algebras of matrices; bosonic and fermionic representations by Date—Jimbo—
Kashiwara—Miwa; symmetric functions.
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1 Introducao

O principal objetivo desta tese é fornecer novas representacoes para a algebra de Lie das

matrizes de tamanho infinito com entradas em Q, de um modo explicito, estamos falando sobre

g8l (Q) == {(asj)ijez | quase todos a;; € Q sdo nulos},

cujos elementos podem ser pensados como matrizes quadradas de tamanho finito mergulhadas

em um conjunto infinito de zeros.

O espaco da representacao serd sempre uma algebra polinomial em um nimero finito
ou infinito de indeterminadas, a depender do tipo de representagdo com que estamos lidando.
Assim, grosso modo, o que fazemos é determinar o produto de uma matriz por um polinémio,

de uma tal maneira que este produto seja compativel com o comutador de matrizes, i.e.:
M(NP)—- N(MP)=[M,N|P
para todo par de matrizes (M, N) e todo polinémio P.

A descricao do produto citado acima apareceu pela primeira vez na literatura matemaética
em um célebre artigo de 1981 por Date, Jimbo, Kashiwara e Miwa (DJKM) [6], da escola japonesa
do renomado matematico M. Sato no contexto da Andlise Algébrica e Teoria de Representacao.
Nesse artigo eles determinaram uma representacao por operadores de vértice da funcao geradora
das matrizes elementares agindo no anel B = By, := Q[z1, 2, x3, . ..] de polindmios em infinitas

indeterminadas (o espaco bosénico de Fock).

No referido artigo considera-se o espaco vetorial dos polinémios de Laurent na indeter-
minada X a coeficientes em Q, ou seja, V := Q[X, X !]. Por conseguinte, a &lgebra de Lie
gl(V) (que neste contexto consiste dos endomorfismos ¢ tais que ¢(X7) = 0 para quase todos
Jj € Z e com colchete de Lie dado pelo comutador classico) pode ser facilmente identificado com
gl (Q). Entao considerando-se a base canonica de gl (Q) formada pelas matrizes elementares

E;; definidas por E;; X k— 0 X ¢ e a funcio geradora com relacio a esta base, a saber
E(z,w™t) = Z Eijziw_j : B — B[z,w],
1,JEL

Date, Jimbo, Kashiwara e Miwa chegaram a seguinte expressao para a agao de gl(V) em B

E(z,w™h) =T(z,w) = exp sz(z’ —w') | exp [ — Z 1(z_’ - w_i)aii . (1.1)

i>1 i>1

Desde entao esta féormula tem sido referida como a representagio DJKM de gl(V). Em
termos praticos a Equacdo (1.1) nos diz que o produto de uma matriz elementar E;; por um
polindmio arbitrério P € B = Q[z1,x2,...] é Eij- P = [z'w ] (2, w™1), isto é, o coeficiente do

mondmio 2w~/ na expansio de £(z,w !)P.
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Importantes resultados tém sido obtidos no sentido de obter representagoes de gl (Q)
por meio de algebras de polindmios os quais fornecem generalizacbes e melhoramentos a repre-
sentagao DJKM.

As técnicas utilizadas no presente trabalho seguem uma abordagem cuja principal fer-
ramenta consiste das derivagoes de Schubert. Derivagoes de Schubert sdo um tipo especial de
derivacoes de Hasse-Schmidt em uma algebra exterior, ambos os conceitos foram definidos pela
primeira vez por L. Gatto em 2005 no artigo [9]. Sua principal inspiracao foi o estudo da coho-
mologia de Grassmannianas, o cilculo de Schubert e a derivacdo de Wronskianos. Utilizando-se
desta nova perspectiva, Gatto fornece uma reinterpretacdo e simplificacdo para o célculo de

Schubert. O resultado obtido nos diz que:

“O anel de cohomologia da grassmanniana G,(C™) pode ser realizado (por uma determinada
derivagao de Schubert) como um anel de operadores sobre a dlgebra exterior de um mddulo

livre de posto n”

A partir de entdo, o estudo das derivagoes de Schubert tem se desenvolvido considera-
velmente, o que é evidenciado pelas suas iniimeras aplicacbes em diferentes areas da matema-
tica, fornecendo interessantes e profundos resultados. A titulo de exemplo, podemos citar os
trabalhos por Gatto & Santiago em [17], estendendo o cdlculo de Schubert para élgebras de
Grassmann e, posteriormente em [18], obtendo valiosas contribui¢des ao célculo de Schubert
equivariante. Podemos mencionar ainda os resultados sobre o anel de cohomologia da Gras-
smanniana G,(C") [9,15], uma generalizagdo do Teorema de Cayley-Hamilton por Gatto &
Scherbak [20], a correspondéncia béson-férmion e EDOs lineares [10, 12, 19] e uma dedugao

alternativa da hierarquia KP como em [14].

Todos esses assuntos foram abordados de forma abrangente e bastante detalhada no livro
Hasse-Schmidt derivations on Grassmann algebras. With Applications to Vertex Operators por

Gatto e Salehyan [13], uma referéncia que recorremos muitas vezes no texto.

Mais recentemente as derivagoes de Schubert tém sido aplicadas na teoria de represen-
tagao de gl (Q) como e.g. em [3,4,15,16] e [1,2]. Aqui é conveniente dizer que em [1,2] estdo
as contribuicoes desta tese e que as mesmas sao fortemente influenciadas pelas referéncias ante-

riores.

O restante desta introdugao é dedicado a descrever de forma sucinta os trabalhos men-

cionados no paragrafo anterior. Para isso introduzimos algumas notagdes e terminologias.
(1) Representagoes de tipo finito.

Neste contexto, os principais objetos sdo:

i) O espago vetorial V := Q[X] de polinémios na indeterminada X, com base X := (X%);>¢

e base dual @ := (97) >0, ao qual associamos sua algebra exterior AV = Dr>0 NV

it) O anel polinomial B, = Q[ey,...,e,| nas r indeterminadas (eq,...,e;).
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Para os nossos propésitos a algebra de Lie linear geral associada a V' é muito grande,
de modo que em todo este trabalho gl(V') denotara a subdlgebra de Lie cujo espago subjacente
consiste dos endomorfismos ¢ € End(V) tais que ¢(X7) = 0 para quase todos valores de j
(a mesma notagao serd fixada para as poténcias exteriores de V). Sabemos que, neste caso,

gl(V) =V ® V* e identifica-se naturalmente com &lgebra de Lie de matrizes

8lo(Q) := {(aij)ijen | quase todos a;; € Q sado nulos}.

Consequentemente, temos bases candnicas para essas algebras, a saber

4,520 1,520

Cada parte graduada A"V da algebra exterior tem como base (X"(\))ep,, onde

X'(A) = XTI A X AL A XM e AV (1.2)

e P, denota o conjunto das partigdes de comprimento no maximo r. Assim, por exemplo,

tomando-se a partigdo nula 0 := (0,0,...) temos
X"(0)= X"t A A XA XO
De modo inteiramente andlogo definimos os elementos da base de /\k %
() = OF 1T A QR AL A I (1.3)

cada um dos quais induz um homomorfismo 8*(p)s: A"V — A”*V de grau —k denominado
operador de contragio por 8%(u). Em particular, temos que 8*(p) . X*(v) = 6,,., 0 que nos
permite a identificacio A\¥ V* = (/\k V)* e, por conseguinte, uma descri¢do explicita de bases

para gl(A* V) para cada k > 0, a saber

k k k

gAV)=AVeAV'= @ Q-&,,

w,VEP
onde Sl’j,, = XF(p) @ 8% (v).

Fixado r > 1 e considerando-se o polinémio genérico
E.(2):=1—e1z+ -+ (—1)"e2" € B, [7],

temos as sequéncias H, := (h;);jcz € X = (x;)icz definidas por meio das seguintes igualdades em
B, [z]:

1 .
Z hp2" == —— =exp Zmiz’ . (1.4)
nez E(2) i>1
Em particular h; = 0 se j < 0 e hg = 1. Definimos Sj(x1,...,x;) := [z']exp (2121 xizi), ou
seja, o coeficiente de z° na expansdao da exponencial. Assim, em termos das indeterminadas

(e1,...,er), temos h; = S; para todo i.
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Além disso, temos bases para B, dadas pelos determinantes de Schur Ay (H,.) := det(hy, ;1)
e Sx(x) = det(Sx;—j1i(x)) (Cf. [8, p. 41]):

B, = @ QA)\(HT’) = @ QS)\(X)

AEP, AEP;

A correspondéncia béson-férmion se exprime por meio do isomorfismo de Q-espacos vetoriais

¢r:Br— \V

que leva Ax(H,) = Sx(x) em X"(\), este isomorfismo é melhor compreendido por meio da
férmula de Giambelli para a derivagdo de Schubert o (z), como consequéncia da mesma conclui-

se que A"V é um B,-médulo gerado por X"(0), veja Proposigao 2.7.2.

Ent&o, uma representacao de tipo finito significa que temos definido em B, uma estrutura
de moédulo sobre a algebra de Lie gl(/\k V) ou gl(AV).

(2) B = By-representagées de gl(V)

Neste caso, consideramos B = By, = Q[x1, 22, ...] 0 espago bosbénico de Fock é o espago
vetorial V := Q[X !, X] dos polinémios de Laurent em X. Como explicado anteriormente gl())
denota a subalgebra de Lie formada por aqueles endomorfismos que se anulam em quase todos

elementos da base de V. Com isso, temos a identificagdo com a algebra de Lie de matrizes
gl(V) = gl (Q) = {(aij)ijez | quase todos a;; € Q sao nulos}.

Uma base para B é formada pelos mesmos polindmios Sy (x) referidos acima, a saber,
B = @ Q : SA(X)a
AeP
onde P denota o conjunto de todas as partigoes. Considera-se entdo uma cépia de V denotada
[V] com base ([X%]);ez. Para quaisquer A € P e m € Z definimos

[X]m+)\ — Xm+)\1 A XWL71+A2 A A mer+1+/\r A [X]mfr’

onde r é qualquer inteiro positivo tal que £(A) < 7.

O espaco fermidnico de Fock associado a V é por definicao

F=FV) =P Fn.

mEZ

onde F, := @ Q - [X]m+)‘ é o espago fermibnico de Fock de carga m. A correspondéncia

AeP
béson-férmion se dd em cada Fy,, ou seja, Fp, = B = Q[x] via a extensdo Q-linear da aplicagao

Sx(x) = [X]™. Em seguida, definimos as derivacdes de Schubert em cada F;,, como em [4,16].

Neste contexto, uma B-representacao significa que definimos em B uma estrutura de
médulo sobre a dlgebra de Lie gl(A® V) ou gl(A V).
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1.1 Pesquisas anteriores

1.1.1 Gatto & Salehyan

Estudando-se o anel de cohomologia singular da Grassmanniana [15] por meio do forma-
lismo das derivagoes de Schubert, Gatto & Salehyan obtiveram, como uma consequéncia direta,
alguns fatos interessantes sore a representagao de gl (Q). Primeiramente, eles determinaram a
agao da série geradora da base de gl (Q) em um elemento Ay(H,) de B,, chegando-se a seguinte
expressao [15, Teorema 4.3]

PR |

Fmﬁ_(z)A)\(w_)‘,Hr), (1.5)

Er(z,w) =

e em seguida a uma férmula equivalente [15, Teorema 5.7] dada por

E(Z,w_l) = <1 — Z> B <1 - Z:Fr(zaw)) )

onde 5
I (z,w) := E:((Z}))U_ (z2)o_(w)

e 0_(z), o_(w) sdo derivagdes de Schubert. Por um resultado anterior dos mesmos autores
em [14, Teorema 7.7], no caso limite quando r = oo as derivagoes de Schubert 7_(z) e o_(w)

podem ser escritas como

o_(z) = exp (—Z ! 8) e o_(w)=exp (_Zulu’@?nl)

i>1 i Ox; i>1
Consequentemente,
Ex(w) _ : - 1, _. .. 0
T = _ _ — i T _ a0 _ = T 7 ’
co(z,w) Fol2) g_(z)o_(w) = exp (;x (z' —w )) exp ( ; ; (z w )3331)

reobtendo assim, por uma abordagem inteiramente distinta, a classica expressdo do operador de

vértice I'(z,w) que aparece na representagdo bosénica DJKM de gl (Q).

1.1.2 Behzad & Gatto

Neste trabalho os autores fornecem uma extensao final da férmula DJKM no que con-
cerne as representacoes fermidnica e bosdnica da superalgebra de Lie gl(AV) = AV ® AV*.

Consideram-se os seguintes objetos
+ a dlgebra polinomial B(£) = B ®g Q[¢,£7!] (o espago bosonico de Fock), onde B = Q[x]
e £ é uma indeterminada sobre Q;

0 espago fermionico de Fock F = F(V) := @,,cz Fm que, como B(§), possui uma base

parametrizada por Z x P.

F é um B(¢)-médulo de posto 1 gerado por [X]? := XOA X1 A X2 A ... via a seguinte
igualdade

fmS)\(X) [X]O — [X]m-i-)\ _ Xm—i—)\l A Xm—1+>\2 A A Xm—r—&-l—&-)\r A [X]m—r (1.6)
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que neste contexto é interpretada como a correspondéncia béson-férmion.

A base de gl(AV) = Dy >0 AV @ AP V* considerada é constituida pelos elementos da

forma
X*(u) ® 0" (v 6/\V®/\V*

onde X*(p) e 8%(v) sdo como em 1.2 e 1.3, exceto que neste caso estes elementos sio para-
metrizados pelo conjunto P das particoes bilaterais, i.e., sequéncias finitas ndo-decrescentes de

numeros inteiros.

Com isso, a funcao geradora da base de A¥V @ AP V* ¢

Enwi) = D XN ® 0" () sulze)su(wy ), (1.7)
u,uekafg
onde zj, := (21,...,2;) e w, " = (wi',...,w; ") sdo multivaridveis formais e s,(z;) e s, (W, ')

sdo extensoOes naturais dos polinémios de Schur classicos que ocorrem na teoria das funcdes
simétricas (Veja Secao 2.2 ou [7,8] para uma exposicao mais detalhada), tais extensoes consistem
de fungées racionais simétricas e coincidem com os polindmios de Schur usuais para parti¢des
em P, =PNN".

Entao a férmula que Gatto e Behzad obtém para a B(&)-estrutura de gl(AV) é dada
pelo seguinte teorema que generaliza e, portanto, inclui como um caso particular a representacao
DJKM de gl(V).

Teorema 1.1.1. [4, Teorema 3.6] A acdo (DJKM bosonica) de &(zx, w, ) em B(€) é dada por

E(zp,wi ') =exp | > pulzy pa(we) | T(zk, W), (1.8)
n>1
onde
(i) o mapa T(zy, wy) : B(€) — B(€)[z, wE'] € o operador de vértice

_ n Zil — Pn Wil 9
R(zy, w; ') exp Z Zn(Pn(2k) = Pn(We)) | exp | — Z Palz ) np e Dy |
= n>1 "

(ii) o mapa R(zg,w; ") : B(&)[zr, w, '] = B(&)[zx, w, '] € a tinica extensio Blzy, w, ']-linear

de /+1
-
m mik—t [ A1 2k
H -
e i it (A

(iii) as expressoes pn(z,fl) e pn(wZ 1Y denotam os polinémios soma de poténcias de Newton,

mais explicitamente:

Dn (zfl) fzf"+~--+z,:€t” e pn(wzﬂ) —wf”—i—---—l—wzt”
O significado da férmula (1.8) é que se P(x,£) € B(&) é qualquer polinémio, entdo a
“multiplicagio” de P(x,&) por X¥(pu) ® 8°(v) é o coeficiente de s, (zx)s, (W, ') na expansio de
(2, wi ) P(x, ).
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No caso particular em que k =1 = 1, temos s;(z) = 2 e sj(w™!) = w™J para todo par

de inteiros i, 5 € Z. Além disso,
1 w™ 1 _ zm
exp (Z ) = — e RwhHem= & —.

n —
=in 1—w/z w

Deste modo, a igualdade (1.8) resulta em

_ 2™ 1, _, iy O
E(z,w 1)|Bﬁm:wm1 w/zexp(an —w" )exp(—zn(z —w )83:)

n>1 n>1
que é precisamente a férmula original da representacdo bosénica DJKM de gl(V) como em [21,

Proposi¢ao 5.2].

1.1.3 Behzad, Contiero, Gatto & Vidal Martins

Nesse artigo os autores descrevem a algebra polinomial B, como uma representacao de

gl(A* V) via operadores de vértice para todo k > 0.

Neste caso, a gl(A* V) estrutura de B, é dada pelo produto * : gl(A*V) x B, — B,

definido nos elementos da base por

(Ek, * AN(H,) ) X7(0) = XF(p) A (88 (1) X (V).

A série geradora da base de gl( AFV) é dada por

—1
E(zg, wit) Z - sulzi)su(wit) : By — Bylzg, wy ', (1.9)
wVEPY
onde s,,(z1) e s,(wy') sdo os polinomios de Schur nas indeterminadas zj, = (21,...,2;) e
w,;l (wy L. wk_l) com relacdo as partigdes p, v € Py, respectivamente. Além disso, a série

&(zy, w; ') age sobre um elemento arbitrario Ax(H,) da base de B, de acordo com a seguinte

igualdade
(£ Wi H)ANH)) X7(0) = 3" suzi)su(wi DXE (i) A (85 ()X (V) -

ll‘?VEPk

Entéao o resultado principal do artigo, que fornece uma elegante forma para representacao

de gl( NP V) em termos de operadores de vértice é dada pelo seguinte:

Teorema 1.1.2. [3, Teorema 8.5] A sequinte igualdade vale para todo par de inteiros k,r > 0
e todo A € P,

k r—k
— r Zj * r
(&2, wiHAN(H,)) X7 (0) = T <wf> T (z)T* (Wi ) X7 (A) (1.10)
j=1 \ Wi
onde os operadores de vértice I'(zg), ' (z) : \V — /\V[[zk,z,gl] sobre a dlgebra exterior NV sdo
dados por:
P(20)X7(A) = 04 (20)7_ (2 X" (V)

e

I (20) X" (A) = (774 (21) Ax (o (2) Hy ) ) X 7H(0).
Além disso, eles sao mapas Q[zk,zlzl]—lineares de graus 1 e —1 com respeito a graduacio da

algebra exterior.
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1.2 Descricao dos capitulos e resultados da tese

De modo a tornar a exposi¢do o mais autocontida possivel, destinamos o Capitulo 2
para as definicoes e resultados acerca dos objetos e técnicas que utilizamos. Em particular, as
derivagoes de Hasse-Schmidt e de Schurbert em dlgebras exteriores, polindmios e determinantes

de Schur e a correspondéncia béson-férmion.

No Capitulo 3 concentramos nossa atengdo no estudo da gl(V) estrutura do anel B,.
Na Secao 3.1, revisitamos a férmula 1.5 por Gatto & Salehyan, obtendo uma expressdo mais

explicita e elegante para a acdo da série geradora £(z,w™!) sobre B,, a saber

w™M TRt =

Zr—l

E(z,w HX"(A) = ——04(2)o-(2) . (1.11)
w Xr—i—)\l Xr—l-‘,—)\z o X1+/\T XO

A partir da Secao 3.2 desenvolvemos todos os resultados preliminares necessérios para a prova do
teorema principal do capitulo. Este teorema consiste em determinar uma expressio para a série

de poténcia formal &.(z, w1, t,) € B,[z, w1, t,] resultante da avaliacio da fun¢io geradora

E(z,w™h) = Z X'@d- 2w

1,520

sobre a série geradora da base (Ax(H;))xep, de B;.

Teorema A (Teorema 3.2.1). Seja

E(z,w ) = Z [Xi ® O * AA(HT)} 2w sy (t,)
(7). N ENZ X Py

a fungdo geradora da constante de estrutura de B, como uma representagao de gl(V'). Entdo:

1 1 t
—1 ©Xp Z Epn (1;> + Znpn(2,tr) | det(M).
n>1

8,«(2’, w—l) tr) = w"

A prova do Teorema A é baseada no formalismo das derivagdes de Schubert, no mesmo
sentido de [3,4]. A matriz M que aparece no enunciado do Teorema A é o caso particular quando

consideramos k = [ = 1 da matriz definida em (1.13) que aparece no Teorema C a seguir.

No Capitulo 4 aplicamos o mesmo procedimento descrito acima para reformular a descri-

¢do DJKM da estrutura gl (Q) de B = Bo. Neste caso, identificamos B com o anel polinomial

Q[x1,xs,...], onde as indeterminadas x,; estdo relacionadas com as e; por meio da igualdade
J
. 1
ex r;2") = =(1—eiz+ez®>+---)"t e B[Z].
(Y a) = gy = (1 - easbeas +o0) ! € L

Para ser mais consistente com a notagao padrao no caso de By, a base formada por determinan-
tes de Schur serd denotada por Sx(x) = det(Sx;—;j+i(x)) em vez de A\(Hx). A fungao geradora
dos elementos base de B é entdo > ycp Sa(x)sa(t), onde t := t e P é o conjunto de todas as

particoes. Entao nosso segundo resultado principal é:
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Teorema B (Teorema 4.2.1). Seja

E(z,w™ht,) = Z (X' ® &) % Sx(x)z'w s\ (t) € B[z, w, t,, 271, w™],
(4,5,A\)EZXLZXP

onde t := (t1,to,...) é uma sequéncia de infinitas indeterminadas. Entdo

S(Z,wil,tr) = exp (Z l (1;): N pn(tr) + pn(tr)> 2, (Zn — " +pn(tr))) 7 (1.12)

n n
n>1 n z w

s

i.e., a imagem de Sx(x) € B através da multiplicacdo pelo endomorfismo elementar X' ® &7 ¢
o coeficiente de 2w Isy(t,) de (1.12).

Os teoremas descritos acima estao publicados no prestigiado periédico Journal of Algebra
sob o titulo On the vertex operator representation of Lie algebras of matrices [1], um trabalho

do autor desta tese em colaboragdo com O. Behzad e A. Contiero.

Aqui vale ressaltar que o Teorema B segue a mesma linha dos resultados por Gatto &
Salehyan e Gatto & Behzad generalizando a representagao DJKM, ou seja, consiste de uma B-
representagao de gl(V). O fato inovador na férmula obtida é que ela nao envolve a exponencial de
um operador diferencial como o fazem as representagoes mencionadas acima. Este fato carrega
um grande potencial para estender os principais resultados desta tese a situagoes tropicais como

indicado e.g. em [11].

No Capitulo 5 abordamos o problema mais geral de fornecer uma férmula explicita e

bastante manuseavel para a série geradora da gl(A V') estrutura de B,.

A estratégia para alcancarmos a solucdo é descrever a estrutura de AV-moédulo sobre
cada subespago Hom(@(/\'C V. \ V)= APV @ NP V* para todo par de inteiros k, £ > 1, i.e., uma

representagao de endomorfismos de A V' com um dado (qualquer) grau.

Para descrever a representagao bosonica de gl(A V') de grau k—¢ < r definimos um mapa

bilinear * : gl(A V') X B, — B,_y1, que nos elementos das bases de gl(AV) e B, é dado por
(chin > Ax(H)) X7 (0) = X* () A (8°(m) X" (V)
A funcao geradora da representagao bosonica de gl(A V) de grau k — ¢ é o mapa
E(zg, w, ' tr) 1 By — Br_pyizr, w, ', t7]

definido por

E(zp, wy ', 1,)X7(0) = > [6% * A)\(Hr)} su(zr)sy(wy )sa(t,)X"(0)
(1,1, N)EPY X Py X Py
= S sul@)XE ) A (sy(wy ) (m) X (N)salty))

(1,1, N)EPi X Py X Py

Considerando-se as derivagoes de Schubert 74 (t,) e 74(2zk, Wy), compomos a matriz quadrada

M i= ((Altr, 2, We) Egriele) ) (1.13)
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onde A(t,,zx, wy) é a seguinte matriz (r + k) x (r +k — ¥)

o) XF L T (6) X T (e W) X T (2, W) XO
A(tra Z, WK) =

e Eqyr)xe(e) é a matriz (r + k) x £ definida como

Eripyxe(e) = ((—1) =0 e )

cujas entradas sdo os operadores e; em B, s, com 0 < i <7+ k — £ e assumimos que e; = 0

sempre que j < Qouj>r+k—£.

Sendo assim, o principal resultado do Capitulo 5 pode ser enunciado como segue.

Teorema C (Teorema 5.3.1). A fungao geradora da representagdo bosénica de B, como um

gl(AV)-médulo é dada por

4

n t'f’ n P n
E(zp,w, 't t,) = wa_rexp Z Pa(tr) (P (‘:’f ) + nan) + zppn(z) | det(M).
j=1 n>1

Observamos que este teorema generaliza o Teorema 1.1.2, que trata do caso particular
da representacao polinomial de gl(/\k V). De fato, esta representacao consiste do caso k =1 do

nosso Teorema C. Além disso, o Teorema C fornece uma representacido para a algebra de Lie

gl(AV).
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2 Preliminares

Seja V := @50 Q- X" 0 espago vetorial com base X := (X");>0. O dual restrito de V ¢
Vi=@0 Q- &7, em que &7 (X?) = §;; (o delta de Kronecker).

A notagado para os elementos da base dual deve-se a relacdo entre estes elementos e a

derivada parcial, a saber: '
1o
J1OXI | o

J

A dlgebra exterior de V é NV = @,>¢ AV, a soma direta das poténcias exteriores
A'V,onde \°V =Q e A'V = V. A estrutura de algebra é dada pela extensdo Q-linear da

justaposicao.

Usamos o termo dual restrito para o espaco V* definido acima pelo fato de ele nao
consistir de todos os funcionais lineares de V' em Q (o espago dual de V), mas apenas dos
funcionais com suporte finito. E evidente que em dimensio finita o dual restrito coincide com o
dual.

Denotamos por X(z) e 8(w™!) as séries geradoras dos elementos base de V e de V*,

respectivamente, a saber:

X(z) = ZXizi e A(w™) = Z@jw*j. (2.1)

i>0 §>0
Definigao 2.0.1. Uma parti¢do é uma sequéncia mondétona ndao-crescente X := (Ag > Ag > -+ +)
de inteiros ndao-negativos para a qual apenas uma quantidade finita de A;, denominadas suas

partes, € diferente de zero.

Seja P o conjunto de todas as particdes. O comprimento de A € P é o nimero:
(A) =i = 1] A # 0}

O peso de A é

A=)

1>0

Cada parti¢do A pode ser representada de modo tnico por uma sequéncia A = (i ... %),
com i1 > -+ > iy, > 0 e n; € Z>o. Em outras palavras, A é a particdo com ¢; partes iguais a n;

para j = 1,...,m. Denotamos a particio nula por 0 := (0,0,0,...).

Além disso, indicaremos por A a particdo obtida de X pela supressdo de sua i-ésima
parte, a saber
AD = (A1 > >N > N > ).
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Denotamos por P, o conjunto de todas as particbes de comprimento no maximo r e a

cada particdo A € P, associamos o elemento
T
X'(A) = X" A X A A X e AV

Vamos verificar que esses elementos formam uma base para A" V. Para isso é suficiente
mostrar que a aplicagdo de P, em {(i1,...,4,) € N" | iy > -+ > 4.} que leva (A1,...,\;) em
(Jiy---,7r), onde j; = A\j + 7 — i, ¢ uma bijegdo. Observamos que tal aplicagao estd bem definida,
pois de \; > A\;y1 segue-se que \; > A;11 — 1 e, por conseguinte, j; > j;+1. Além disso, ela tem

uma inversa dada por j; — A; 1= j; — (r — ).

Observagio 2.0.1. Dada uma particio A € Py, denotaremos por X"t1(X) o elemento da base
de N"T'V para o qual a particio considerada é X = (\1,...,\,0,...,0) € Py

2.1 O anel B,
Para cada r > 0, seja B, o anel de polindmios Qleq,...,e,] nas r indeterminadas
(é1,...,€) (por convencdo By = Q).

Dado o polinémio genérico E,(z) :=1—ejz+---+ (—1)"e 2" € B,[z], consideramos as

sequéncias H, := (hj)jcz € x = (2;);cz definidas por meio das seguintes igualdades em B, [z]:

Z hp2" = ETl(z) = exp inzi . (2.2)

nez i>1
Em particular h; = 0se j < 0 e hg = 1. Além disso, para j > 0, h; ¢ um polinémio isobarico de

grau j em (eq,...,e,), uma vez que atribuimos peso i a e;.

Observagao 2.1.1. Para cada j > 0 denotamos por S;(x) o coeficiente de 2J na expansio de
exp(d;>1 12, isto ¢,

D Si(x)27 =exp(d_ wiz').

>0 i>1
Cada Sj(x) € um polinémio isobdrico de grau j nas indeterminadas x; := (z1,...,2;), uma vez

que nos atribuimos peso i a x;.

Os exemplos a seguir ilustram como podemos calcular todos esses polindmios que apare-

cem na Equacdo 2.2 na pratica.

Exemplo 2.1.1. Consideremos o caso r = 1, assim, By = Q[e1] e F1(z) = 1—e12, 0 que implica

Hy= (1, e1, €2, €}, e}, ...) (desprezando-se os termos nulos da sequéncia). Observe também
que
. , 1 ,
exp(z x;2') = H exp(z;z') = H Z —'(:El-z’)”
i>1 i>1 i>1 \n>0""

Vamos nos restringir ao calculo dos trés primeiros coeficientes dessa série. Para isto é

suficiente olhar para o produto dos seguintes fatores

1 1
(1"'9512"‘2(5012)2+6($1Z)3+"‘)(1+37222+"‘)(1+$323+~')7
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o que nos da

’ 1 1
exp(z xiz') =1+ T2z 4+ T2 + T1222° + 533%22 + 2325 + éx‘;’z?’
i>1

+ termos de deg > 3 em z

2 6
+ termos de deg > 3 em z.

1 1
=14+z1z+ (3:2 + :):%) 22+ (mwz + x3 + xi{’) 23

Assim, comparando com os termos da sequéncia Hy, obtemos

1 2 1 3
r1 = e1, T9 = 561 e xr3 = 561.

Exemplo 2.1.2. Para r = 2, temos By = Qle1, ez] e Fa(2) = 1 — e12 + eg2?.

= Z(l — Ey(2))' = Z(elz — ep2?)"
Ea(2) 55 i>0
=1+4e12—ey2®+ 6%22 — 2e1e92° + 6?23 + termos de deg > 3 em z
=14 e12+4 (62 —ex)2? + (e} — 2e1e9)2® + termos de deg > 3 em z,
com isso Hy = (1, e1, € —e2, €3 —2ejes, ...) e comparando com os polinémios S; obtidos no

exemplo anterior, temos

1 2 1 3
Ir1 = e, To = 561 — €2 (§] Ir3 = 561 — e169.

2.2 Determinantes e polin6mios de Schur

Considerando-se a sequéncia H, e uma particdo A € P,, temos o determinante de Schur

h)\l h)\z—l s h)\r—r—l-l
P41 hx coe hog e
Ax(Hy) := det(hy,—jti)1<ij<r = 1 :2 . R (2.3)
h)\l-H”—]. h)\2+r—2 .. h)\r

E um fato conhecido que (Ax(H,))aep, constitui uma Q-base de B, parametrizada pelas parti-

¢oes de comprimento no maximo 7, ou seja:
B.:= P Q- Ax(H,). (2.4)
AP,

Para uma demonstracdo deste fato veja [8, p. 41]. Com isso temos um isomorfismo de Q-espagos

vetoriais .
¢r: B, — \V (2.5)
definido como a extensao Q-linear do mapa de conjuntos Ax(H,) — X"(X).

Temos uma outra base para B, em termos de polindmios nas indeterminadas x = (x;)cz,

a saber

B, = @ Q- S)\(X)v (26)

AEP,
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onde

Sa(x) 1= det(Sy,—j1i(x))-

Quando r = oo, definimos
B = BOO = Q[x17x27 .. ']7

a algebra de polinémios em infinitas indeterminadas. Neste caso, os polinémios Sy (x) formam

uma Q-base de B quando A varia no conjunto de todas as parti¢oes.

Para cada partigdo A € Pj, e qualquer conjunto de k indeterminadas x := (z1,...,2x),
definimos \ \ \
k k k
1'1 1‘2 PR :L'k
Ao i—1 1+Ak—1 1+ — 1+
AA(X]C) = det(l‘jk +1+Z ) = 1’1 $2 ! M l’k .
k=141 k—1+4X E—1+A;
:L'l $2 PR :L'k
Os polinémios Ajy(xy) sdo anti-simétricos nas indeterminadas (z1,...,xy) sendo, portanto, di-

visiveis pelo determinante de Vandermonde:

1 1 1
Ao(xp) == 21 Ty o T | = H(mj — T;).
. . . . i<j
xlffl zgfl :1:’,271

O polinomio de Schur associado a xj e a particdo A é definido pela igualdade

Ax(xx) = sa(xx) - Ao(xx),

frequentemente referida como formula de Jacobi-Trudi.

Observamos que a série de poténcias formal a coeficientes em A* V
X(.%'k) VANRIERAN X(I’l)

se anula sempre que x; = xj, para todo 1 <14 < j < k. Portanto, ela é divisivel pelo determinante

de Vandermonde Ag(xy) e satisfaz a seguinte igualdade:

> XE(p)su(xk)Ao(xk) = X(zp) A+ A X(21), (2.7)
HEPy

que tomaremos como uma definicio alternativa para os polindbmios de Schur, uma vez que a

mesma ¢é equivalente a definicdo dada anteriormente.

2.3 Algebras de Lie e representacdes

Definicao 2.3.1. Uma algebra de Lie consiste de um espaco vetorial g munido de uma aplicagdo

bilinear [-,] : g x g — g (o colchete de Lie) que satisfaz as sequintes condigoes:
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1) (Alternancia do colchete) [x,z] = 0 para todo x € g;
2) (Identidade de Jacobi) [z, |y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0 para quaisquer x,y,z € g.

Exemplo 2.3.1. No espaco vetorial R? podemos definir uma estrutura de dlgebra de Lie com o

colchete sendo dado pelo produto vetorial, ou seja, [v,w] = v X w.

A proposicao a seguir nos diz que toda dlgebra associativa A d4 origem a uma algebra de

Lie, cujo colchete é dado pelo comutador em A, isto é, dados z,y € A definimos [z, y| = vy —yx.

Proposicao 2.3.1. Dada uma dlgebra associativa A, o comutador define no espaco vetorial

subjacente a A uma estrutura de dlgebra de Lie.

Demonstragao. E facil ver que o comutador é bilinear e alternado. Agora, precisamos verificar

que o mesmo satisfaz a identidade de Jacobi. Dados z,y, z € A, temos que

[z, [y, 2] + [y, [z, 2] = 2(yz — 2y) — (yz — 2y)2 +y(2a — 22) — (22 — 22)y
= XYz — TZY — YT + ZYTr + Yyzxr — Yrz — 2xYy + T2Y
= xYz + 2Yyr — yrz — ZTY
= (zy —yx)z — 2(zy — yx)
=~z [z, yl].

Exemplo 2.3.2. Seja W um espago vetorial qualquer (de dimensao finita ou infinita) sobre um

corpo K. Considere o K-espago vetorial Endy (W) dos endomorfismos lineares de W
Endg(W):={T:W — W | T é K—linear}.

com as operagoes de adi¢ao e multiplica¢ao usuais. Nestas condigoes (End g (W), o) é uma algebra
associativa que, pela proposicao anterior da origem a uma algebra de Lie cujo colchete é dado
por

[Ty, To) :=T1To —ThTo =T 0Ty — Th o T}.

Esta algebra de Lie serd denotada por gl(W) e denominada dlgebra de Lie linear geral de W.

Definicao 2.3.2. Dizemos que uma aplicacio ¢ : g — b entre duas dlgebras de Lie é um

morfismo de algebras de Lie se ela satisfaz

U([z,y]) = (), ¥(y)],  Vr,yeg.

Um isomorfismo é um morfismo bijetivo. Se existe um isomorfismo entre as dlgebras g e b

dizemos que as mesmas sdo isomorfas e escrevemos g = .

Denotamos por gl,, (K) a algebra de Lie das matrizes quadradas de ordem n com entradas

em K, onde o colchete é dado pelo comutador de matrizes.

Seja W um espago vetorial sobre um corpo K de dimensao n. Fixada uma base de

W, temos um isomorfismo de dlgebras associativas ¢ : Endg (W) — gl,(K) que associa cada
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endomorfismo a sua matriz na base considerada. Como essa aplicacdo preserva o colchete, vemos
que ¢ : gl(W) — gl (K) é um isomorfismo de lgebras de Lie. Torna-se entao natural, quando
W = K", a identificacao gl,, (K) = gl(K™).

Exemplo 2.3.3. No caso do Q-espaco vetorial V com base enumeravel X = (X% X! ...) em
que estamos trabalhando, cada endomorfismo T € gl(V) é tal que T'(X7) # 0 apenas para um

numero finito de valores de j € N.

Assim, a matriz de T' com relacdo a base X é uma matriz de tamanho infinito com um

nimero finito de entradas nao-nulas, i.e., um elemento de
8lo(Q) := {A = (aij)ijen | quase todos a;; € Q sdo nulos}.
Com isso, temos uma identificacao natural gl (Q) = gl(V).

Observagao 2.3.1. Temos um isomorfismo de espagos vetoriais gl(V) 2 V @ V*, onde V é
nosso Q-espago vetorial com base X = (X%);>0. Para construir um tal isomorfismo consideramos
as bases {¢;; € Endg(V) | ;;(X*) =6, X'} de gl(V) e {X'® 7 | i,j € N} de V ® V*. Agora
observamos que existe uma bijecdo natural entre estas bases que leva o elemento X’ ® 0/ em
pi; e definimos o isomorfismo como a extensao Q-linear desta bijecao. Além disso, a matriz do
endomorfismo ¢;; com respeito a base X ¢ a matriz elementar Fj;; tal que E;; - X k— kX ¢ para
todo k > 0.

Definicao 2.3.3. Uma representac¢ao de uma dlgebra de Lie g é um par (W, p), em que W € um
espago vetorial e p : g — gl(W) é um morfismo de dlgebras de Lie. Neste caso, dizemos também

que W € um g-mddulo.

Observagao 2.3.2. Uma representacao de g € equivalente a um espaco vetorial W junto com

uma mapa bilinear - : g x W — W tal que
[u,v] w=u-(v-w)—v-(u-w), Yu,veg, YweW.

De fato, a relagao explicita com a defini¢io anterior é obtida definindo-se u-w = p(u)(w).

2.4 Derivacdes em algebras

Seja (A, -) uma R-dlgebra, onde R é um anel comutativo com unidade. Uma R-derivagao

de A é um R-endomorfismo D de A satisfazendo a regra de Leibniz:
D(a-b) =Da-b+ a-Db.

Proposicao 2.4.1. Seja A uma dlgebra comutativa associativa sobre uma Q-dlgebra R e z uma
indeterminada. Seja D = (D1, Do, . ..) uma sequéncia de R-derivagoes de A e considere a fungio
geradora D(z) = 37,54 D;27. Nessas condigdes
D(z)"
exp(D(z)) := Z Tk A — AlZ]

n>0

€ um homomorfismo de R-dlgebras.
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Demonstragdo. Dados a,b € A temos
D(z)(ab) =D(z)a-b+ a-D(z)b,

simplesmente aplicando a regra de Leibniz a cada D;. Portanto,

n
=0
que segue diretamente por um argumento de inducio em n. Consequentemente

exp(D Z D =y = Z() a-D"'(2)b

n>0 n>0

SIS L OB e
n>04i+j= n '
—y Py D(f!)]b — exp(D(2)a) - exp(D(2)b),

i>0 >0

como desejado.

O seguinte resultado nos da uma reciproca da proposicao acima.

Proposicao 2.4.2. Dado um homomorfismo de R-dlgebras

P(z) =1+ ijzj A — Alz],

720

existe uma unica sequéncia D := (D1, Da,...) de R-derivagoes de A tal que ¥ (z) = exp(D(z)).

Demonstragdo. Defina

=Y Dzl =log(1+ (P(2) = 1)) == = (Zzp )

ji>1 n>1 >0

Entéao (D1, Ds,...) é uma sequéncia de R-derivacoes de A e pela prépria forma como a definimos,

temos que 9 (z) = exp(D(z)).

Tendo em vista a graduacao natural da algebra exterior A\ V por elementos de N, defini-

mos a seguir derivagdoes em AV levando em conta essa tal graduacao.

Definigao 2.4.1. Uma Q-derivacio graduada de grau p € Z de NV é um Q-endomorfismo D

de NV que mapeia NV em N1PV e satisfaz a regra de Leibniz graduada:

q
DuAv)=DuAv+ (=1)PuNDv, VYuce /\V.

Dizemos que D € uma derivagdo par, respectivamente impar, se p =0 (mod 2), respectivamente

p=1 (mod 2).

Lema 2.4.1. Cada Q-derivagdo (graduada) D da dlgebra exterior \V é unicamente determinada

pela sua acio em Q e sobre os elementos da base X CV = /\1 V.
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Demonstragdo. Por defini¢do, uma derivacio é trivial em Q, o anel de constantes, e satisfaz a

regra de Leibniz (graduada). Assim, dado (o, u) € Q x X, temos que
D(au) = Da A u+ aDu.

Além disso, cada u € AV pode ser escrito como uma combinagao Q-linear finita de elementos
homogéneos (de graus variados em geral) com todos os fatores exteriores em X. Desde que D é
uma aplicacdo Q-linear, é suficiente supor u = X* A--- A X € A" V. Deste modo, a regra de
Leibniz e a definicio de D em X determinam a imagem D(X® A --- A X¥). A afirmacdo sobre

a unicidade é facilmente verificada. n

A proposicao a seguir é uma das pecas-chaves para a obtencao das representagoes a que

procuramos, dado que ela nos permite definir a estrutura de gl(V)-médulo do anel B,.

Proposicao 2.4.3. Existe uma representagao natural 6 : gl(V) — End(AV) fazendo qualquer
¢ € gl(V) em uma derivagao par 6(¢) de \V. Em outras palavras, §(¢) é o inico Q-endomorfismo
de NV tal que

1) 6(¢)(u) = p(u), YueV=A'V
2) §(d)(vAw)=0dd)vAw+vAd(P)w, Yv,we AV.
Demonstragio. Dado ¢ € gl(V), temos que §(¢) é uma univocamente determinada Q-derivacao

de AV, pelo Lema 2.4.1. Agora, observamos que §(¢) é uma derivacdo de grau zero, assim,

5(o) (/\]€ V) C A¥ V. Por um argumento de inducdo no grau k > 1 podemos verificar que

k
[0(¢1),6(d2)]v = 0([d1, ¢2])v, Vve AV.

Portanto, a aplicacdo ¢ — 5(¢)]/\k - nos d& um morfismo gl(V) — gl(A* V) de algebras de Lie.
Ou seja, A\*V é uma representacio de gl(V). .

Lema 2.4.2. Dado ¢ € gl(V), temos que

D¢(z) = exp (Z 15((]51)27’) ,

i>1

é o unico Q-homomorfismo D? : NV — AV [z] tal que D?(2)|y = 3250 O

Demonstragio. Pela Proposicao 2.4.3, (¢,0(¢?),8(¢?),...) é uma sequéncia de Q-derivacoes de
A V. Segue da Proposicao 2.4.1 que D? é um Q-homomorfismo. Além disso, para todo u € V,

temos que

D?(2)u = exp (Z 15(4#)2’1) u = exp (Z %5(¢i)u . z’)

i>1 i>1

=u+o(u)z + ¢*(u)2? + - = > ¢ (u)2.

>0
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Para a unicidade, suponha que exista um outro homomorfismo D tal que D(z)|y = >_;>¢ dr2t.

Dado um X" () arbitrario, temos

D(2)X"(A) = D(z) (X" 1M A X722 AL X

)
)

= D(2)X" 1M A A D(2) X
=D?(2) X" ITM AL ADP(2) X
=D?(2)X"(N)

2.5 Contracdes e dualidade

Segue do Lema 2.4.1 que para cada 5 € V* existe uma Unica Q-derivacao de AV de grau
—1, que denotaremos por 3., identicamente nula em Q e tal que fou = f(u) para todo u € V.
Denominamos 5. de operador contracao por 5. Como uma consequéncia direta desta definicao,

temos que
r r—1
n(Bou) = (BAN)(w),  V(un) e AV V. (2.8)

Pela definicdo de B, segue, por inducdo em 7, que para um dado elemento homogéneo
u=u A---ANu. € \"V,

T

Bou = Z(—l)”lﬁ(ui) Up A AU A A Uy (2.9)
=1

onde 1; significa o elemento de A\""! V obtido pela supresséo do fator u; de u. Por razoes de

clareza e simplicidade vamos representar a Equagdo (2.9) por meio do seguinte diagrama:
Bouy Boug oo Boue| |Blur) Blu2) - Blur)
= i (2.10)
Ul (%) N Uy ui u9 N Uy

De um modo mais geral, podemos pensar sobre uma sucessao de k < r contragoes

k
(/\ ﬁi)_lu = ﬁl_lﬁz_l < '_I,Bk_lu.
i=1
A forma explicita para esta contracdo é dada pelo seguinte lema, cuja demonstracdo segue

facilmente por um argumento de indugao em k, tendo como base a férmula (2.9).

Lema 2.5.1. Dados elementos homogéneos B = BiABaA---AB € NN V* eu=wu A---Au, €

NV, comk <r, temos que

Bou= Z (—1)atl. o (—p)itl. By, ip, - Ay - us,), (2.11)
11 <t <--<ip
onde G(u;,, ..., u; ) denota o elemento de N FV obtido de u removendo-se seus fatores exte-
riores iy, . .., Ui, € [B(W)]i,.. i, significa o menor k x k obtido da matriz

Br(ur) Bi(uz) -+ Br(ur)
B(w)] :== : : :
Br(ur) Brluz) -+ Br(ur)
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escolhendo-se as colunas i1, ..., .

Por questoes de praticidade, convencionamos representar a férmula (2.11) por meio do

seguinte diagrama

Bi(ur) Pi(uz) -+ Pi(ur)

Bu—| L] (2.12)
Br(ur) Br(uz) --- Br(ur)

(5] u9 . Uy

Segue do Lema 2.5.1, considerando-se k = r e olhando para os elementos das bases de V'
e V*, que
(ail A A 8ir>(Xj1 A A Xjr) — 5i1,j1 - 5”’]»“

o que estabelece uma identificagdo natural entre os espagos duais restritos AV* e (AV)*.

Podemos estender os resultados acima a fim de incluir a contracdo de um elemento
arbitrario u € AV pela série geradora @(w1!). E suficiente descrever essa acdo em um elemento
da base X"(A). Lembrando que 87 4 X* = 8(X?) = §;;, temos

A(wLXt = Z@j(Xi)w_j =w’,

Jj=0
Consequentemente,
wo T 2= Ae L A
A(w )X"(A) = . (2.13)
P D G D &

De um modo mais geral, podemos fazer a contragdo pelo produto exterior de um nimero finito

de séries geradoras, isto é,
B(w,zl) A A B(wl_l)JXr()\) = 8(’[1)];1)_1 o ~J8(w1_1)_|X’"()\).

Neste caso, a contragdao pode ser representada pelo seguinte diagrama

wk_T""l_)\l w];T+2_)\2 wl;A'r
8(1[)];1) A A 8(11}1_1)JXT(>\) — wl—r—i-l—)\l wl—r+2—)\2 . wl_/\T , (2_14)
XT*1+)\1 XT72+)\2 . X/\T

que interpretamos da mesma forma como fizemos com (2.12).

Exemplo 2.5.1. Vamos calcular d(wy ') A 8wy 1)1X3(0). Primeiro, sem utilizar o diagrama,

temos que

A(wy 1)uX3(0) = (wy20” +wy o' + 0°).X3(0)
=w (XA X)) —w N (XA XY 4 (X2 A XY
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Agora, observamos que

A(wy M) ow A(XA X)) = wi A (wy ' X0 — X
Awy Mo —wi (X2 A XY = —w Hwy 2 X0 — X?)

Awy H(XEA XY = (w2 X! —wy ' X?)

Somando-se as trés equacoes acima e agrupando os termos de acordo com os elementos da base
de V', obtemos

A(wy ") A A(wi1)XP(0) = —(wy *wi ™t — wy wi X0+ (wy? —wi )X

= (wy ' —wy ) X?,

que € a mesma expressio obtida utilizando-se o diagrama (2.14), a saber

-2 -1
w2 w2 ! w2 wyt wy? 1
’11}1_2 wl—l 1 :(_1)1+1(_1)2+1 2_2 2_1 X0+(—1)1+1(—1)3+1 2_2 Xl
wy” wy wy” 1
Xz xt Xx°

2.6 Derivacdes de Hasse-Schmidt em algebras exteriores

Denotemos por AV[z] o anel de séries de poténcias formais na indeterminada z com
coeficientes na &lgebra exterior A V. Para um conjunto arbitrario S de indeterminadas sobre
Q, vamos denotar por Q[S] a correspondente &dlgebra de séries de poténcias formais. A seguir

temos uma reformulacao estendida da principal defini¢do da referéncia [9] (ver também [13]).

Definigao 2.6.1. Por uma derivacido de Hasse-Schmidt em AV entenderemos qualquer extensdo

Q[S]-linear de um mapa Q-linear D(z) : NV — NV [z] tal que
D(z)(u Av) = D(2)u A D(2)v, Yu,v € /\V, (2.15)
que, por abuso de notacao, denotaremos pelo mesmo simbolo
D(2) : QlS] ®¢ \V = Q[S] @ AV,
no lugar do mais preciso lgis) ®q D(2).

No que segue vamos denotar por HS(A V') o conjunto de todas as HS-derivagoes (deri-
vagoes de Hasse-Schmidt) em A V.

Se D; € Endg(AV) séo tais que Y;50 D;z" := D(z), entdo (2.15) é equivalente ao sistema
de relagoes

%
Di(uNv) = ZD]'U/\DZ'_J'U, (1 >0).
=0
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Proposigao 2.6.1. [13, Proposigdes 4.1.7 e 4.1.9] Se Dy € invertivel em Endg(AV), entdo

1. D(z) € invertivel como uma série de poténcias a coeficientes em Endg(A V') e sua inversa,

D(z) é uma HS-derivagdo.
2. As férmulas de integragdo por partes sequem para todos u,v € AV :

D(2)(D(z)uAv) = uAD()v, (2.16)

D(2)(D(z)uAv) = uAD(z)v. (2.17)

As férmulas (2.16) e (2.17) estdo implicitamente assumindo a Q[z]-linearidade de D(z)
da Definigdo 2.6.1. A extensdo da linearidade das HS-derivagoes sobre algebras de séries de

poténcias serd assumida no que segue sem qualquer menc¢ao em explicito.

Definicao 2.6.2. A transposta de D(z) € HS(A\'V) é o inico homomorfismo

D(2)T AV = AV,
satisfazendo

(D(z)"mu=n(D(z)u),  V(nu)e AV x AV. (2.18)
Por [14, Proposicio 3.6] D(z)7 é uma derivacdo de Hasse-Schmidt em A V*.
Observagao 2.6.1. Se escrevermos

D(2) = Do+ D1z + Daz* + - Di:/\V—>/\V

D) =Dy + DIz 4+ DI2 ... DI N = NV,

entio dadosn € N\V* eu € NV, temos

(D(2) n)u = (D on)(u) + (DY on)(u)z + (D3 on)(w)z* + - -- € Q[]

1(D(2)u) := n(Do(w)) +n(D1(u))z +n(Da(u))2® + - - € Q[].

Com isso, a condigio em (2.18) equivale as igualdades de nimeros racionais
(D] o n)u = n(Di(u), Vi>0.
2.7 Derivacdes de Schubert
Tendo em vista a Proposi¢ao 2.4.3 e o Lema 2.4.2 construiremos a seguir alguns tipos

especiais de HS-derivacdes considerando os seguintes endomorfismos: oy : V — V tal que 01 X7 =
Xt e o 1V =V tal que 0_1 X7 = X7~1, onde por convencio X* =0 se k < 0.
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Definigao 2.7.1. As derivagdes de Schubert em AV sao as HS-derivagoes o4 (z) : NV — AV[Z]
eo_(2): NV — NV[z71] definidas por

oi(z) = Zaizi = exp (Z ié(ai)zi) , (2.19)

i>0 i>1

o_(z) = Za_iz_i = exp (Z ié(ail)z_i) , (2.20)

i>0 i>1

e suas inversas em Endg(AV)[z] e Endg(AV)[z7Y] respectivamente:

oi(z) = Z(—l)iﬁizi = exp (— Z 15(0%)%) , (2.21)

i>0 i>1

_(z) = Y (-1ig_iz7 ==exp (—215(011)211') , (2.22)

i>0 i>1

Pelo Lema 2.4.2 vemos facilmente que 04 (2) e o4 (2) sdo as tnicas HS-derivagoes em AV

tais que
oy (2)X7 = ZXszi, Ty(2) X7 = X7 — Xty (2.23)
i>0
e . . - 1
A Xt . X
_(») X7 = . T () X! =X — . 2.24
o (X7 =35, 7 (2) . (224)

i>0

Como uma consequéncia direta dessas defini¢oes, temos os seguintes resultados sobre a

acao das derivagoes de Schubert em elementos da forma X" (0).

Proposicao 2.7.1. As derivagoes de Schubert _(z) e o_(z) fixam elementos da forma X" (0).

Demonstragio. Para @_(z) podemos ver facilmente que 7_(2)X? = X°. Agora, supondo por
indugdo que 7_(2)X"~1(0) = X"~1(0) para algum r — 1 > 0, temos
7 (2)X7(0) =7 (2)(X" ' AX"7H(0))

— 5 ()X AT (2)X"L(0)

— (Xrl o 1X’F2) A erl(o)
z

1
— Xr—l A XT—I(O) _ *XT_2 A Xr—l(o)
z

= X"(0).

Que o_(2)X"(0) = X"(0) segue do fato de o_(z) e _(z) serem inversas. .
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Lema 2.7.1. Para todo r > 1 e toda particio X € P,., temos que
T, X"(A) =X"(A+(17)).

Demonstragio. De fato, por definicdo, 7+, X"(\) é o coeficiente do monémio z*"

de

na expansao

74(2)X"A) =74 (2) (X" A A XA,
Como 74 (z) é uma HS-derivacio, temos que

Fe(2)(XTTHM A LA X)) =L () XTI AL AT (2) X

— (X’r’—l-i-)\l _ XT—1+/\1:t1z:|:1) A A (X/\T _ X)\rzl:lzﬂ:l)

e com isso vemos que o coeficiente de z*" é X" (X £ (17)), como queriamos. .

Teorema 2.7.1. [13, Teorema 5.2.2] Vale a férmula de Pieri para a derivag¢io de Schubert
o4 (z):

oX'(A) = > X'(w),

BEPr(3,A)
onde Pr(i,A) :={pePr| |p|=|A+ieu > 1 >>pu >N}
A estrutura de B,-mdédulo de A" V. Para todo u € A"V, defina
e;u =o;u ou, equivalentemente, h;u = o;u. (2.25)

Em particular:

u,  Vue AV (2.26)

Veremos na proposi¢do a seguir que esta estrutura de produto é compativel com o isomorfismo
de espagos vetoriais ¢, : B, — A"V definido em (2.5).

Proposicao 2.7.2. Vale a férmula de Giambelli para a deriva¢io de Schubert o1 (z), a saber:
X" (A) = Ax(04(2))X7(0) = det(on;—j+i)1<ij<rX"(0). (2.27)

Portanto \"V € um B,-mddulo livre de posto 1 gerado por X" (0).

Demonstragio. Para uma prova da férmula (2.27) referimos [13, Corolario 5.8.2]. Agora notamos

que pela defini¢ao h;u = o;u de (2.25), temos
Ax(H;)XT(0) = Ax(04(2))X"(0) = X"(A),
0 que prova a segunda parte da afirmacao. "

Usando-se a estrutura de B,-médulo de A" V', podemos definir o_(z) e _(z) como mapas

B, — B,[z7!] por meio das seguintes igualdades:

(0-(2)Ax(Hy)) X7(0) = 0 (2)X"(A) e (T-(2)Ax(H)) X"(0) =7 (2)X"(A).
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Proposicao 2.7.3. Para cadar >0 e XA € P,

B j

o_(2)hy, = Z”: (2.28)
=0

Demonstragio. Observe que para A = (0) € P, temos P.(n,A) = {p = (n,0,...,0) € P,}.

Assim, pela férmula de Pieri
0, X" (0) = X" () = X" 1 A XTH0).
Com isso, temos que
(6_(2)hp) X" (0) = o0_(2)(h,X"(0)) (Definicao de o_(z)hy,)
= o (XTI A X))

= o ()X Ao (2)X"H0) (0_(2) € HS(N\V))

r—14n
— Z Xr—l—i—n—j A Xr—l(o)z—j
7=0

= (z": hnjz_j) X"1(0).
=0

A prova da segunda igualdade segue de modo analogo:
(T_(2)hy) X"(0) = T_(2)(h,X"(0)) (Definicao de _(z)hy,)
= 7_(2)(XT A XTLH0))
= T ()X AT_(2)X"H0) (T_(2) €e HS(\V))
= (X7l xrolan—l=ly A XT1()
= (hp— hp_127H) X"1(0).

Proposigao 2.7.4. [14, Teorema 5.7] Para cada r > 0 e XA € P, os operadores oc_(z),5_(z) :

B, — By[z7Y] comutam com determinantes de Schur:

o (2)ANH,) = Ax(o_(2)H,) e  7_(2)A\(H,) = Ax(@_(2)H,). (2.29)
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Observagao 2.7.1. A condi¢cio A € P, € de fato necessdria na Proposicao 2.7.4, ou seja, se
(X)) > r, entdo as igualdades em (2.29) ndo valem em geral. Por exemplo, considere r =1 e

A= (1,1) € P\ P1. No Ezemplo 2.1.1 vimos que para v = 1, temos h; = ei. Com isso,

hi h
Ay (Hr) = hl ho =ere; —e] = 0.
2 N1
Por outro lado,
7 5_(2’)}11 o_ (Z)ho hy — 271 1
Ay (@-—(2)Hy) = |_ _ = 1 1
g_(2)hy T_(2) hy — hyz hi — 27,
= —hyz ' 4272

2.8 Algumas regras de comutacao para derivacdes de Schubert

Para cada k > 1 denotaremos por z; a k-upla ordenada (z1,...,z;) de indeterminadas

1

formais. Similarmente, z,;l denota a k-upla das inversas formais (z; ,...,z,;l). Definimos os

mapas 04 (zg),0+(z;) : \V — /\V[[zk,z,zl], respectivamente, por

O‘i(Zk) = O':t(Zl) cee ai(zk) e Ei(zk) = Ei(zl) .- -Ei(zk). (2.30)

Os mapas ocorrendo nas férmulas em (2.30) sdo HS-derivagoes multivariadas em AV, no sentido
de que, por exemplo, 04 (z)(u A v) = o4 (zg)u A 04 (2)v, como é facil verificar adotando-se a
extensao linear das derivacGes de Schubert a coeficientes polinomiais de acordo com a Definicao

2.6.1. O mesmo vale para o_(zy) e o+ (zx). Vale a pena ressaltar que as HS-derivagoes em (2.30)

sao simétricas nas indeterminadas z; e z; L

Proposicao 2.8.1. Sejam z,w varidveis formais arbitrarias. As igualdades

oi(z)oL(w) = Tx(w)oL(z), (2.31)

or(z)or(w) = ox(w)os(z), (2.32)

valem em Endg(AV)[z*!, w*1].

Na verdade, nds observamos que a comutatividade do produto das derivagoes de Schubert
é garantida apenas se elas sdo do mesmo tipo (ambos subscritos “+” ou ambos subscritos “—").
Em geral, para i,j > 0, 0; e 0_; ndo comutam, visto que o_; ¢ localmente nilpotente. O exemplo
mais simples é: 0_101 X% = X0 £ 0 = 0y0_1X". O padrao geral é que a comutatividade sempre

se mantém a menos de multiplicacdo por uma funcio racional.

Proposicao 2.8.2.

i) Se A€ Pr\Pr_1 (ie. £(X) =r), entdo _(w) comuta com ambos o4 (z) e 54(z), ou seja,

o (w)oy(2) = 01(2)7 - (w), (2.33)

T_(w)o4(z) =74 (2)o-(w). (2.34)
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i) Se X € Py_q, isto é, X"(A) = X" YA+ (1" 1)) A XO, entdo

7 (W)os ()X"(A) = (1 - ;) o4 (2)7 (W)X (N). (2.35)
Demonstragido. Observamos que 7 (w)oy(2)X* = 0, (2)7_(2) X se A > 0. De fato,
7_(w)o ()X =7_(w) (Z X)‘sz) (Definicio de oy (2)X™)
Jj=0
=> <X>‘+j - W) 2 (Defini¢ao de 7_(w))
j>0 v

oy (2)T_(w) X,

Similarmente,
()71 ()X = 74 (2)7_(w) X,

como um célculo direto nos mostra. Portanto, sob a hipétese £(A) = r, temos:

7 (w)oy (2)X"(A) = 7 (w)or () XM A AT (w)oy (2) X
= o, (2)a_(w) XM AL Aoy (2)T (w) XM

— o (2)7- (W)X (A),

e o mesmo pode ser argumentado para a comutagdo de 74 (z) com 7_(w).

Para provar a igualdade (2.35), observe que

7 (w)oy ()X = 7_(w) 250 X2 (Definigao de o4 (2)X?)
. o XxI-l : .
= X0+ Z X7 — P2 (Definicao de o_(w)X7)
; w
gzl

_ X0+Zijj—EZijj

i>1 720
_ (1 - Z) o4 (2)X0
_ (1 _ Z) o4 (2)7 (w) X", (2.36)

porque o (w) age em X"(0) como a identidade (Cf. Proposigao 2.7.1). Agora, se £(A) < r, isto

é, A\, = 0, podemos escrever
X"A) =Xt A+ (1)) A X0
e, usando o fato de que _(w)o4(z) é uma HS-derivagdo, temos

7 (W) ()X (N) =7 (w)oy (2) (XA + (1771) A X°)
=5_(w)o () XTI A+ (1" ) AT (w)or(2)X°
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Finalmente, aplicando a regra de comutacao da féormula (2.36), a tltima expressao acima resulta

o4 ()7 (W)X LA+ (1" 1)) A (1 - 5)) o1 (2)7 () X°
= (1 - Z)) o4 (2)7_ (w) AX"(N).
Lema 2.8.1. Para todo u € \"V temos a sequinte igualdade
A(w ™) u=5_(w)(010_(w)u). (2.37)
Demonstracao. Comegamos observando que
(w1 =o_(w)Td° (2.38)
De fato, escrevendo o_(w)” = Y50 0L,w™", temos para cada i > 0:
(67,0%)(X7) = 8°(0_; X7) = 3% X7™T) = 5.
Agora, para todo n € A"V, temos
n@wHou) = (Bwt)An)(u) (Pela Equagao 2.8)

= (o_(w)Td" Am)(u) (Pela Equacao 2.38)

= o_(w)T (O AF_(w)Tn)(u) (Integracdo por partes)

= ONT_(w) (o (w)u) (Definigao de transposta)
= 7_(w)Tn(0°20_(w)u) (Pela Equagao 2.8)
= n(e_(w)(0°s0_(w)u)) (Definigao de transposta).

A dltima igualdade prova (2.37), pelo fato de n € A" 1 V* 2 (A""1V)* ter sido escolhido

arbitrariamente. n

Corolario 2.8.1. Para cada v > 1, tem-se
A(w™) 04 (2,)X(0) = 7 (w)(8" 10— (w)o 4 (2,)X"(0)).
Lema 2.8.2. A fungio geradora da base (X" (X))acp, de N'V é:

> sa(z)X"(A) = 0. (2,)X7(0). (2.39)
AEP,
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Demonstracio. Explorando a estrutura de B,-mdédulo de A"V, temos

Y (@)X (N) = Y salz)AN(H)X(0)

AEP, AEP,

AEPr

= ( > SA(ZT)A)\(HT)) X' (0)

= H (1 + hlzj + h22]2' + .- ~)XT(O>
j=1

Corolario 2.8.2. Para cada v > 1 vale a sequinte igualdade:
Ao(z,)0 4 (2,)X7(0) = 04 (21) XA -+~ Aoy (2) X0

Demonstragio. Segue diretamente do Lema 2.8.2, multiplicando-se a Equacao (2.39) por Ay(z,)
e olhando para a Equacdo (2.7), desde que X(z;) = o4 (2;)X". ]

Lema 2.8.3. Para cada X € Py, vale a sequinte iqualdade:
XONT,(2)X"(A) =2"7_(2)X"(A+ (1") A X° (2.40)

Demonstragdo. Vamos argumentar por indugdo em r > 1. Para r = 1, temos que:

XONT, ()X = XO A (XA — XMLy
— _XO A Z(X)\-i-l _ X)\Z—l)
— Z(X/\-i-l _X)\z—l) /\XO

=zo_(2) X1 A X0,
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Agora vamos assumir que a Equacao (2.40) seja valida para r — 1 > 1. Deste modo,

XOATL(2)X"(A) = XO ATy (2)(XM =LA XA
= XOA7,(2) XM AT, (o)X HAW)
=25 (2) XM A X0 AT ()X (DY)
_ ZE_(Z)X)\1+r71+1 A1 E_(z)X’“*I()\(l) + (1%1)) A XO

=2"7_(2)(X"(A+ (1") A X0).

Proposicao 2.8.3. Para todou € \"V, temos:
o ()X ANu=2"0(2)7_(2)(T,u A X°).

Demonstragao. Pelo fato de @, ser um operador Q-linear, podemos supor u = X" (). Com isso,

temos que

o (DXOANX"A) = o0, (2)(XONTL(2)X"(N)) (Integragao por partes)
= o (2)(Z"7_(2)(X"(A 4 (1) A X0) (Pelo Lema 2.8.3)

= 2o (2)7_(2)(@X"(A) A X0).
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3 Agl(V) estrutura da algebra polinomial B

O objetivo deste capitulo é obter uma descricdo explicita da algebra polinomial B, =

Qlei, ..., er] como uma representacao da dlgebra de Lie gl(V) = gl (Q).

Para isso vamos mostrar que B, é um gl(V)-moédulo e em seguida calcular a funcdo

geradora da acdo dos elementos da base de gl(V') sobre B,.
Proposigdo 3.0.1. Dados X'® 07 € gl(V) =V @ V* euec \V. Temos que
S(X'® 07 (u) = X' A (8 u), (3.1)
onde & € o mapa introduzido na Proposi¢io 2.4.5.
Demonstragio. Comou € AV é combinacio linear finita de elementos homogéneos e §( X*®d7) é

um homomorfismo, podemos supor, sem perda de generalidade, que u € A" V. Agora procedemos

por indugdo em r. Para r = 1, ou seja, u € V, temos que
S(X @0 (u) =0 (u) X' = X0 ).

Suponha que (3.1) seja valida para cada u € AV, com 1 <i<r—1. Note que todo elemento
v € A"V é uma soma finita de elementos da forma u Aw com u € V e w € A" 1V, assim, é

suficiente considerar v = u A w. Deste modo,
S(X' @) (uAw) = (WX Aw+uA (XA w)
= X"A (& (w)w —u A& w)
= XA (0 5(uAw)).

A Proposigao 3.0.1 nos permite definir em A V uma estrutura de gl(V)-médulo por meio

do produto * : gl(V) x AV — AV que, nos elementos da base de gl(V'), é dado por

(X' @) %u=06X"®0)(u) = X" A (0 u).

O exemplo a seguir ilustra a referida estrutura nos casos em que r =1er = 2.

Exemplo 3.0.1. Considerando-se r = 1, temos B; = Q|e;] e Ej(z) = 1 — ejz. Assim, de

1 1 .
Ei(z) 1l—ez P (Z iz )

i>1
i
concluimos que z; = 2. Claramente V' é um gl(V)-mdédulo pelo produto ¢ - v := ¢(v). Agora

tornamos V em um Bj-médulo livre de posto 1 definindo

671 ,Xj — Xi+j7
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em particular, e} - X? = X?. Assim, a acdo de um elemento E;; = X' ® &7 da base de gl(V) é

determinada como segue:
(Eij*eD) X0 = (X' @)(ef X°) = (X' @ &) X" = 6. X
Agora consideramos a série geradora da base de gl(V)
E(z,w™) = Z Eijz'w™.
1,j20
Com isso, temos que

(8(2,11)71) *elf) X0 = Z (X' @ &) 2w (el XO
i,j>0

= Z (X' @) (XP) 2w

4,520

=w " Z Xz

>0

=w Fo, (2)X°.

Neste exemplo podemos ver como a deriva¢ao de Schubert o (z) aparece de uma maneira

bastante natural a partir da defini¢do do produto x que fornece a gl(V')-estrutura de Bj.

3.1 A gl(V) estrutura de B, revisitada

Nesta segdo nés revisitamos [15, Teorema 4.3], obtendo uma expressao mais explicita e

elegante para realizar a gl(V) := V ® V* estrutura do anel B,.

Na Secao 2.5 do Capitulo 2 aprendemos a expressar o endomorfismo usual de contragao

B_::/\V—>/\V, pev:
via o seguinte diagrama

ﬁ(XT—l—l—)\l) B(Xr—2+)\2) .. ,B(XAT)
BX(A) = , (3.2)
Xr—l—l—)q Xr—2+)\2 . XAT

que significa que o escalar (—1)"+1B(X"~tA) é o coeficiente do elemento de A"'V obtido
removendo-se o i-ésimo fator exterior do produto wedge dos elementos da segunda linha, a saber
Xr=HAM AL A XA = X"(N). Por exemplo, segue da definicio (3.2) que

§0X"(0) = (~1) X (17 ).

Usando a definigdo da derivagdo de Schubert o (z) como na Equagao (2.23), a funcao

geradora &(z,w™!) da base (X' ® 8’); j>0 de gl(V) pode ser escrita como

E(z, wil) =X(2)® B(wfl) = 0'+(Z)X0 ® B(wil)
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e age sobre A\ V como:
E(z,w ™ HX"(A) = 04 (2) X A (B(w™H) X" (N)). (3.3)

A seguinte proposigao reformula de um modo mais elegante e transparente a descri¢ao da gl(V)

estrutura de A"V proposta em [15, Teorema 4.3].

Proposicao 3.1.1. A seguinte igualdade vale:

wM wretl =

E(z,w HX"(A) = ——0 1 (2)7_(2) L (34)

w'
Xr+)\1 Xr—1+)\2 o XH_)\" X()

Demonstragio. Aplicando-se a equagdo (3.3) e o diagrama (3.2), obtemos

E(z,w HX"(A) = o, (2) XA (B(w HIX"(N))

A(w HXT1HM 9w XM
= 0'+(Z)X0/\
Xr—1+M XAr
w AL A
= U+(Z)XO/\
Xr-l+a 0 XA

Usando a integragdo por partes (2.16) para a derivagao de Schubert o4 (z), temos:

wTHAL A
E(z,w™HX"A) = 04(2) | XOATL(2)
Xrotth X
w= M cee W
= o (2) | (=) AX[.  (35)
Gi(2)XT A T ()X

Por (2.23) e (2.24) temos que 4 (2) X’ = —27_(2) X7 T, Portanto (3.5) pode ser reescrita como

w™TH M . w
o+ (2) | (1) A X°
—25_(2)X™M L T () X
w*?”i»l*)\l w*/\r 0
=0, (2) | 21
G_(2)XTM L To(2) XA X0
w—)xl w—>\2+1 wr—l—)\,« 0
o

XT+)\1 Xr—1+)\2 o X1+>‘T XO
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que é a expressao desejada. "

Exemplo 3.1.1. Vamos calcular
(X2 0*)X%(2,1). (3.6)

Usaremos a sequinte notagio: se f(z,w) é uma série de Laurent formal, vamos denotar por

[2"w"]| f(z,w) o coeficiente do monémio z™w™. Primeiro calculamos (3.6) diretamente:

1 0
(X220)X2(2,1) = X2APAX3AXYH = X2 A = XA X1
X3 Xt
Agora, usamos a formula (3.4). Assim, (X? ® 03)X%(2,1) € o coeficiente de z?w ™ na expansdo
de E(z,w 1) X?(2,1):

22w )€ (2, w HX2(2,1) = [zgw_?’}%mr(z)ﬁ_(z)

= [z2w_3}%a+(z) (w_2 <X2 — X:) AXO— <X4 — )f) /\X0>

1
= [Pw o (2) (X2 AXO— ZXTA X°>
w z
_ o2, o3 L 2 0yl 0
= w504 (2) (2 XTAXT - X AX
w
2
= [P 5 (PAX X AX - X AXT - XA X - X3 A X0)
w
= X2AX1,
que coincide com o resultado que obtivemos por cdlculo direto.

Observagao 3.1.1. Apesar de a férmula exibida na Proposicao 3.1.1 ser bastante manuseavel e
explicita, existe ainda uma dependéncia sobre A que desejamos remover. A ideia para fazer isso
¢é somar todas as expressdes acima para A variando sobre todas as particdes. Melhor dizendo,
iremos aplicar £(z,w) para a série geradora Y ycp X"(A)sA(tr).

1
E, (tj )

Pelo Lema 2.8.2 e usando uma notacdo exponencial para cada vemos que essa

série é
exp (Z ﬂﬂipi(tr)) X7(0),
i>1

onde p;(t,) =14 + -+t

3.2 Uma nova expressdo para a gl(V') estrutura de B,

Lembremos que a estrutura de B,.-médulo de A"V, estabelecida na Proposigdo 2.7.2,
mapeia séries de poténcias formais a coeficientes em B, a séries de poténcias formais a coeficientes
em A"V via o mapa ¢ — ¢ - X"(0).
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Além disso, definimos em B, uma estrutura de gl(V)-médulo via o x-produto, dado por
(X ® 7))« Ax(H,)]X"(0) := X' A (7 2X"(N)).

Definicdo 3.2.1. Denotamos por E.(z,w™ 1 t,) a tnica série de poténcias formal nas indeter-

minadas (z, w1 t,) a coeficientes em B, tal que

& (z,wt,6,)X7(0) = S [XT @0 Ax(H)] Fw s (4:)X7(0)
((4,5),A) ENZ2 X P,

= Y X(2) A (B(w )X (N)sa(t)- (3.7)
AEP,

Claramente £(z,w™',t,) € B,[z,w™!,t,], e o propésito desta secdo é determinar uma

expressao do tipo exponencial para

E(z,w ) = Z [Xi ® &’ *AA(HT)} 2w Isy(t,) € B[z, w L, t,].
(7). ) ENZX Py

Agora algumas preliminares e resultados técnicos sdo necesséarios, iniciando-se com:

Lema 3.2.1. Seja t uma varidvel formal sobre Q. A segquinte igualdade vale para todo r > 2:
o ()X"(0) = oy ()X AXTH0).
Demonstragdo. Primeiro notamos que
o ()X = X"+ toy ()X, (3.8)
A prova do lema segue por indugdo em r. Para r = 2 temos que
o (OX'AX) =0, ()X Aoy ()X =0 (XA (X0 +to, ()XY = (o0 ()X A XO.
Agora suponha que a propriedade seja valida para r — 1 > 2, entao:
L (OX(0) = oL (XTLAGL(OXTI0)  (04(t) € HS(AV))

= o (XA (0 ()X 2AX"72(0)) (hipétese de indugdo)

= o (X" IA (L)X 2AXT3A- A XY)

= o (OXTIANX" 2+t (OXTTHAXT3A-AXY (Eq. (3.8))

= o (XTI AXTL(0)

como desejamos. "



Capitulo 3. A gl(V) estrutura da dlgebra polinomial B, 43

Proposicao 3.2.1. As derivacoes de Schubert multivaridveis satisfazem as sequintes igualdades:

7. (t,) XY = X0+i(—1)iei(tr)Xi (3.9)
o (t) XY = X4 hi(tr) X7, (3.10)
i>1

onde e;(t,) e hi(t,) sdo, respectivamente, os polinémios simétrico elementar e simétrico completo

de grau i nas indeterminadas ty, ..., t,.

Demonstragao. Vamos provar a Equacao (3.9) por indugdo em r. O caso em que 7 = 1 é muito

simples de verificar. Agora assuma que para 7 — 1 > 1 tenhamos

r—1
Gi(ty) o (tr—1) X0 =D (1) ei(tr—1) X"
=0
Portanto,
7,_1 . . .
T (6)X0 = 74 (67 (6, 1) X0 = ST (=) (X — £, X )es(t, )
= 0
r—1
= (-1)ei(t,_1)X° +Z ) e(t,_1) X
=0
r—1 '
= ( )ez 'rlX"‘Z trezl rl)XZ
=0

X0 S 1 @lbr) + e (&) X (1t (61X
=1

r

(—1)e;(t,) X"

s
Il
=)

A igualdade no item (3.10) é uma consequéncia de (3.9), uma vez que oy (t,) e T4 (t,) sao

inversas uma da outra em Endg(AV)[t,]. .

Lema 3.2.2. No anel de séries de poténcias formais Qu] a sequinte igualdade vale:

ul
1—u=exp —Z—. .
i>1 ¢

Demonstragdo. Isso é bem conhecido. Apenas escreva

1—u:exp(log(1—u)):exp<— du) = exp(—/(l—i—u—FuQ—i-'-‘)du)

1—u
ui
= exp —ZT .
i>1



Capitulo 3. A gl(V) estrutura da dlgebra polinomial B, 44

Proposicao 3.2.2. As sequintes igualdades valem:

o_(w)oy(t,)X"(0) = exp (Z %pn (Z’)) oy (t,)X"(0), (3.11)

n>1

n>1 n

& ()4 (6) X7 (0) = exp (— S Lo (fﬂ)) o (£)X7(0). (3.12)

Demonstragao. Vamos provar a Equacao (3.11). Primeiros notamos que para uma tnica variavel

formal ¢ temos:

o (w)os () X° = exp (Z ;) oy () X"

i>1

De fato, pela definigdo de o4 (t):

o (wo, ()X’ = o_(w) (ZXiti) =X"+o (w) (Z Xi+1ti+1)

>0 1>0
Yy xol o[y ) e
>0 7=0 w’ i>0 w
=l X e [T L) e
= t 0'+ = exp ‘ wi O'+
11— — i>1
w

onde na ultima igualdade nés usamos o Lema 3.2.2. Para r > 1, considerando o determinante

de Vandermonde

Ao(ty) = [ (& —t), (3.13)

1<i<j<r

temos que

Ao(tr)o_(w)oy (£,)X7(0) = o (w)(or(t)X A Aoy (t,)X?) (Pelo Lema 2.8.2)

= o (W)os (t)XON - Ao (w)os (t,)X0  (o_(w) € HS(AV))

Agora, em virtude do Lema 3.2.2, a tltima expressdo acima pode ser reescrita como

= Ao(t,) exp (Z i (fu)) 0+ (6:)X7(0),

n>1

da qual segue (3.11), uma vez que Ag(t,) nao é um divisor de zero em Q[t,]. A prova de (3.12)

¢é similar e nds iremos omiti-la. n
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Lema 3.2.3. Sejam ¢ um inteiro nao-negativo e (¢") a particio com r partes iguais a £. Para

cada v > 1 temos as sequintes identidades:

1 7 ()X () = X (0) + Sy (—1)7 XI(0 4+ 1)) e

2. X (0") =7 X"(0") = X"((£+ 1)), para 0 < i < 7.

Demonstragao. O segundo item é uma consequéncia direta do primeiro. Assumindo r = 1, o

item (1) pode ser visto como segue
74 ()X (0) =74 (2)XF = XP — 2X = XA(0) — XL (0 +1).
Assumindo que a afirmagao seja valida para algum r > 1, a prova segue por inducdo em r.

E+(Z)XT+1 <£r+1)

— 7 () (X AXT())
= (X XY A (2)XT () (74(2) € HS(/\ V) e Equagio (2.23))

= (XU X A (x () + 3 (—1)2 X7 (0 + 1)%"—2')) (Hipétese de indugio)
=1

— X£+r A XT(ET) o ZX€+T+1 AXT(ET‘) + Z(_l)iJrlZiJrl . XZ+7'+1 AXT((£+ 1)167“7@)
i=1

r+1

— Xr+1(£r+1) o ZXT+1((€ + 1)€r) + Z(_l)zzl . XZ+T+1 A XT((E + 1)1'7167"7(1?1))
1=2
_ XT+1(£T‘+1) _ ZXT+1((€ + 1)€T) 4 Z(_l)zzz . Xr+1((£+ l)zngrlfz)
1=2
— Xr—i—l(gr—&-l) + Z(_l)zzz . XT'H((E + 1)z€r+1—z)_ .
=1

Lema 3.2.4. As seguintes regras de comutacdo valem:
1. %o ()X"(A) = 04 (1) (0°2X"(N));
2. V17 (H)X"(A) = 74 (1) (0°2X"(N)).

Demonstragdo. Se o comprimento da particdo é exatamente r, ou seja, A\, # 0, entdo ambos os

lados de (1) sdo iguais a zero. Por outro lado, se £/(A) < r, entdo podemos escrever
X"(A) = X"+ (1) A XO.
Desse modo, o lado esquerdo de (1) é

8° 04 ()XY (A + (1) A XO) = 8°L(0 ()X L (A + (17)) A oy (£) X0)
= (=)o (HXTH A+ (17)

= 0. (1)(D°X(A)).
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A prova do item (2) é completamente andloga. ]

Para o préximo lema vamos precisar dos dois seguintes polinémios:

E(w)=1-ew+---+ (=1)"e,w" € B,[w]

r

E, <tr, i}) =l—e(tr)w™ + 4+ (=) 'e(tr)w = [[(1 - t;u™") € Qlt,, w].
j=1

Lema 3.2.5. Vale a sequinte identidade:
1
4 ()T 1 X (0) AT (£) X0 = (Er(w) + (1) e’ B, <tr, >) X7(0).
w

Demonstragio. Primeiro notamos que 7,1 X" 1(0) = X" 1(1"1) e, em virtude do item (1) do

Lema 3.2.3, temos

r—1
T4 (W) X 0) = XA 4 ) (=) XTI,
i=1

A Proposigao 3.2.1 nos diz que

com isso,

XA Y AT (6,) X0 = XTI A X0 4 (= 1) e (6,) X1 A X7
= X"(0) + (=1)"(=1)" e (t,)e, X" (0)
- (eo n (—l)rer(—l)r_ler(t,.)) X" (0).

Agora, para cada 1 < i < r — 1 podemos escrever

Xr—l(zilr—l—i) — X" A /\Xr-‘,-l—i /\Xr—l—i /\Xr—Z—i N /\Xl,

e com isso
erl(zilrflfi) A XO — Xr(llorfz)
Portanto,
(_1)zwz Xr71(2i1r717i) ANT4 (tT)XO

— (_1)zwz Xr71(2i1r717i) A (XO 4 (_1)r7ier_i(tr)Xr7i)

= (—1)iwi Xr(li()’"*i) + (—1)i(—1)7"71'(—1)T7"71wier_i(tr)X’" Ao A XD

= ((=Dieiw’ + (=1)e, - (=1 Leri(t)w’) X7(0),
Adicionando-se todas as parcelas acima, obtemos o resultado desejado. "

Lema 3.2.6. Para cada n > 1, temos que
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() 74 (yn)XT = 3 (—1Yiex(ya) X7
=0

(i) 74 (y)X"(0) = > (=1)Pex(yn)X"(N).
AEP;

Demonstragao. Vamos provar o item (i) por indu¢do em n. Para n = 1, temos
T () X7 = X7 — y XTI = e X7 — e (y) X7

Supondo que a equagio vale paran — 1 > 1, temos que

n—1
E-‘r(yn)Xj = E-i—(yn) (Z(_l)iei(Yn—l)Xj—H)

=0

|
—

n

(—1)ei(yn—1) (X7 — g XITH)

N
Il
~ O

3

n
(—1)eilyn—1) X7+ (1) 'yn €1 (yn-1) X7
i=1

n—1
D CARE Z(_l)z [ei(Yn—1) + Ynei1(yn-1)] X7 4+ (=1)" en(yn) X7T"
=1

ﬁ
Il
o

(=1)le;(yn) X7 T

I

=0
Para o item (ii) escrevemos os vetores o (y,) X" %, ..., 54 (yn) X" com relagio & base ordenada
(X0, ..., X" =1) conforme a igualdade no item (i). O resultado segue da relacio entre o produto

exterior o4 (y,) X" L A+~ AT 4 (yn)X? e os menores de ordem 7 da matriz cujas colunas sdo os

coeficientes de 74 (y,) X", ..., 74 (yn)XC. .

Agora vamos trabalhar a Definicio 3.2.1 de £(z,w™!,t,). Temos que:

E(z,w ™ 6)X7(0) = D X(2) A (@(w )X (A)sa(ty))
AEP
= X(2) A (@(w™ )0y () X7(0)) (Eq. (2.39))

= 0. (x)X° AT (w) (0°0_(w)oy (6,)X7(0)) . (Coroldrio 2.8.1)
Pela Equagao (3.11) da Proposicao 3.2.2,
04 (2)X" AT (w) (000 (w)oy (£,)X7(0))

pode ser reescrita como

exp (Z %pn (Z)) o ()X NT_(w) (aﬂ_.aJr(tT)XT(O))

n>1
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Pelo Lema 3.2.4 essa ultima expressao resulta em

exp (Z %pn (Z)) o (2) X AT (w)oy(t,)(0°2X"(0))
nt (3.14)

= (_1)7"71 exp (Z %pn <t7~>) 0’+(Z)X0 /\5_(11))0+(tT)X7’*1(1T71).

n>1 w

Segue do item (1) da Proposi¢do 2.8.2 que o4 (t,) comuta com o_(w) quando aplicado em

X1(17=1). Além disso, um célculo simples usando a igualdade 7, (w)X/ = —wa_(w)X/T!
nos mostra que
-1 r—1
7 (w)Xtar ) = (w) 7 (w)X"1(0). (3.15)

Com isso,

(_1)7"71 B

7 (W) (6)X 1) = =L () oy (£)X7(0) (3.16)

Substituindo a expressdo acima na Equacdo (3.14), obtemos

e (Z o (fﬂ)) 7+ ()X (7 (0)o4 (6)X70). (3.17)
n>1

Utilizando integragao por partes e a segunda relagdo de (2.26), obtemos

o (2) XA (5+(w)0+(tr)xr_l(0)) - F 1(z) ﬁ E tt)
T\ =1 T

(E+(t7«)X° AT (2, w>xr—1(0)) .

Neste ponto introduzimos novas varidveis formais (z,)n>1 por meio da igualdade

n) 1
exp (Z Tnz ) =50

n>1

de modo que

E() Et) B 7 (Z xnpn(z’tr)) :

n>1

Por conseguinte, nossa expressao (3.17) resulta em

w}_l exp (Z %pn <t> + xnpn(z,tr)) (04 (6) X0 A4 (2, 0) X (0)) (3.18)
n>1

w

No que segue, apresentamos alguns exemplos que motivaram a deducao de uma féormula
determinantal para 7 (t,)X° A7y (2, w)X"71(0).

Exemplo 3.2.1. Vamos considerar o caso 7 = 2 e calcular 4 (t2) X° A7, (2, w) X°. Utilizando-se

a Equagao (3.9) e o Lema 3.2.6(i), temos

5+(t2)X0 =Xx0_ el(tg)Xl + 62(132)X2

Fo(z,w) X% = X0 —e1(z,w) X! + ex(z, w) X2
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Com isso,

T4 (t2) XONTL (2, 0) X0 = (e1(z,w) — e1(£2)) X A X1 — (ea(z,w) — ea(t2)) X2 A X

+ (ea(z, w)e1(ta) — ea(ta)er(z, w)) X2 A X1

_ | —61(1132) —e1(z,w) XA X0 4 62(’;2) ea(z,w) X2 A X0
t
‘ e2(t2)  ea(z,w) X2 A X1
—ei(te) —ei(z,w)

A dltima expressao pode ser construida como a soma dos menores 2 X 2 da matriz

X2A ea(t2) ez, w)
XA —e1(te) —ei(z,w) |,
XN 1 1

cujas colunas sio os coeficientes dos vetores 74 (t2) X% e 74 (2, w)X?, respectivamente, com
respeito a base (X2, X!, X?) e cada menor é o coeficiente do correspondente X* A X/ sempre
que a k-ésima linha é suprimida. Agora, observamos que
XA X% =X2(0)
X2 A X0 =e;X?(0)
X2 A XY = e;X2(0)
Com isso, podemos escrever
€2 (tQ) 62(27 U)) 1
T (t3) XONT (2, w) XA X0 = |—ei(t) —er(z,w) —ep | XZ(0)
1 1 €9

Exemplo 3.2.2. Neste exemplo assumimos r = 3 e procedemos do mesmo modo como no

exemplo anterior. Pelo Lema 3.2.6 podemos escrever

E+(t3)X0 =X0_ el (tg)Xl + 62(t3)X2 — 63(t3)X3

Fi(z,w) XA X0 = €(2,2 )X AXE— e, 1)X3 AXE 4+ e X3 A X0+
ean X AX —ea X2 A XY+ XA XD
Deste modo,
T(t3) XONT (2, w) XA X0 =
ey (z,w) — e1(z, w)er(t3) + ez(t3) ) X* A XA XO
+ (e2(z, w)ei(ts) — e,1) (2, w) —es(tz) ) X3 A X1 A XO
(6(2 2)(2,w) + e3(tz)e1(z, w) — ea(z, w)ea(ts) X3AX2ZAX0
+ ( e(2,1) (2, w)ea(ts) — ea2) (2, w)e1(ts) — e 1) (2, wes t3)> X3AX2AXT
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Agora, lembrando que e3(z,w) =0, eg(z,w) =1 e que

( ) ei(Z,UJ) ejfl(zaw)
e N2, W) = )
(i.9) eir1(z,w)  ej(z,w)

concluimos que a expressao acima é dada pela soma dos menores 3 X 3 da matriz

X3\ [ —e3(t3)  ea(z,w) 0

X2A ea(ts) —ei(z,w ea(z,w)
XIN | —ei(ts) 1 —e1(z,w) |’
XN 1 0 1

cujas colunas sio formadas pelos vetores 74 (t3) X%, 71 (z,w) X' e 7, (z,w) X", respectivamente,
com respeito a base (X3, X2 X!, X0) e o coeficiente de X* A X3 A X é dado pelo menor obtido

considerando-se apenas as linhas i,j e k.

Indo um pouco mais adiante com os célculos, utilizando-se para isto o Lema 3.2.3, temos
X3AXTA X0 =e;X3(0)
X3AX2AX0 = eX3(0)
X3AXEA XY = eX3(0).

Consequentemente,
—e3(ts) ez, w) 0 -1
t —
5 (b)XO AT (2 w)XIA X0 = det | 28 Talmw) o emw) e )y
—eq(ts) 1 —ei(z,w) —eg
1 0 1 es

Com base nos exemplos acima, introduzimos a matriz A(t,,z,w) que é uma matriz

(r 4+ 1) x r cuja primeira coluna é formada pelas coordenadas do vetor 7 (t,) X" e as proximas

r — 1 colunas sdo formadas pelas coordenadas dos vetores o4 (z,w) X" '=* parai=1,...,r — 1,
com relacio & base ordenada (X" T+~1 ... X0). A saber,
Aty z,w) = |74 (t,) To(z,w)X™2 ... To(z,w)X°

Em seguida, consideramos a matriz coluna E¢, 1 1yx1(e) := ((—1)”2*(”j)ei+j_2) e formamos a
matriz M = (A(tr, Z,w) E(T_H)M(e)).

Com isso, os exemplos construidos acima sdo casos particulares do seguinte resultado

geral:

Lema 3.2.7. Para cada r > 1, temos

T4 (t) X A T4 (2, w)X"71(0) = det(M)X"(0).



Capitulo 3. A gl(V) estrutura da dlgebra polinomial B, 51

Substituindo a igualdade dada pelo lema anterior na expressao (3.18), obtemos o resul-

tado principal deste capitulo.

Teorema 3.2.1. Seja

E(z,w™ht,) = Z [Xi ® &’ *AA(HT)} 2w sy ()
((4,5),A\)EN2 X Py

a fungdo geradora da constante de estrutura de B, como uma representagao de gl(V'). Entdo:

1

wil exp (Z - Pn (Z) + :cnpn(z,tT)) det(M).

n>1

Er(z,w,t,) =
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4 A representacao DJKM

Neste capitulo trabalhamos sobre o espaco vetorial V := Q[X !, X] dos polinémios de
Laurent na indeterminada X. Assim, uma base para V é naturalmente X := (X%);cz. O dual

restrito de V é

V* ::@(@‘éﬁ,

JET

onde & € Homg(V, Q) é definido por 7 (X?) = §;;.

4.1 O espaco fermionico de Fock

Nesta secao introduzimos a construgdo do espago fermidnico de Fock como em [16]. O
objetivo é dar formalizagao rigorosa para a ideia de um produto exterior infinito. Propomos aqui

uma construcio algébrica elementar, suficiente para os nossos propésitos.

Seja [V] uma cépia de V. Denotamos por [X]™ os elementos da base de [V] para distingui-
los dos elementos da base de V. Assim, [V] é um Q-espago vetorial com base ([X]™),ez. Iden-

tificamos [V] com um subespago do produto tensorial AV ®g [V] via o mapa
[X]™ =1 [X]™.
Seja W o A V-subespaco vetorial de AV ®q [V] gerado pelo subconjunto
{X™ @ X" = [X]", X" @ [X]" bnnez-

Definigao 4.1.1. O espaco fermionico de Fock é o AV -maddulo

_AV@ [V

F=F(V): 7

(4.1)

Seja AV ®q [V] = F a projegao canodnica. A classe de u® [X]|™ em F serd denotada por
u A [X]™. Assim, as igualdades X™ A[X]™ =0 e X™A[X]™"! = [X]™ valem em F. Além disso,
para todo m € Z e A € P, definimos

[X]m+)\ — X7r"n+)\ A [X]mfr _ Xm+/\1 A Xm71+)\2 A A mer+1+)\r A qufr7

onde r é qualquer inteiro positivo tal que ¢(A) < r, o que define implicitamente X;”Jr)‘ como

um elemento de A" V>y,—r41, onde V> 1= @Q - X*. Com isso, temos que F é um /\ V-médulo
(2]

F = @fm,

meZ

graduado:

onde

Fop 1= @ Q[X]m—i-)\ _ @ @ XTm—i-)\ A [X]m—r

AeP r>0 XeP,
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é o espaco fermionico de Fock de carga m. Com isso, temos

Fo=P Q- X,

AeP

o espago fermidnico de Fock de carga 0. Em particular,
X =XAXIA = XOANX] T =XAXTIAX] 2=
e para cada A = (A1, \2,..., \) € P, tem-se
X} = XM A X2 AL A XTI A X

Definigao 4.1.2. As derivagdes de Schubert estendem-se a Fo como seque. Primeiro declaramos

que

(X" = op ()X A[X]™,

FL (X" = [X]™ — 2X]™H 4 22X g

c()XP = ou(z) (XM AXTTR A A XTI Aoy (2)[X]
TL(H)XP = Ta(e) (XM AX TR A A XTI AT ()X

As defini¢oes acima sdo o caso m = 0 em [16] onde se define a agdo das derivagoes de

Schubert em F definindo-se suas acées em JF,, para cada m € Z.

Lema 4.1.1. Temos a sequinte igualdade:
o () X0 Ao Ao (1) XO A K] = Ao(tr)o (£)[X]°.
Demonstragdo. Iniciando pelo lado esquerdo, temos

o (t)XON - Aoy (t) XO A [X]T

= ( Z XilA---AXiT-til---tf,T)A[X}7"

150080 20

= ( > X/\l/\~--/\X_T+l+/\T8)\(tf,~)A0(tr)) AX]T"
()\1,...,)\7«)6737‘

= Ao(ty) - op(tr,. . ) (XOAX A AXTTTHAX]TT

= Ao(t)or () (XOAX TN AXTTY A X]TT

= AO(tT)‘ﬂ—(tT)[X}Oa

como desejado. "
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Lema 4.1.2. A seguinte igualdade é vdlida:

> XPsalt) A X = 0 () [X]
AEPy

Demonstragao. Por [16, Proposition 5.12] o produto o4 (t1) - - - 04+ (t,) de r derivages de Schubert

age apenas nos r primeiros fatores exteriores de [X]°, a saber

oo (6)[X]0 = oy () (XO A A XY A X .

Lema 4.1.3. Temos a seguinte regra de comutacdo:

1t 1t

o () ()[X]° = exp (Z ) o4 (D)o (2)[X]° = exp (Z ) o (DIX]'.

. n n
SN 1A

Demonstracdo. Pela definicdo das derivagoes de Schubert em Fy, temos
o (2) (04 (X)) = o (2) (o+ ()X A[X] )
= 0 (o WX ANX] =0_(2) (Z Xiti) A X!
i>0
X—l X—2 XO X—l
<X0++2+---> + <X1++2+--.>t
z z z z
xt X
+<X2—|—+2+-~->t
z z

= [(X0+X1t+X2t2+---)+

2_|_...

/N

X0+X1t+X2t2+-~-)

t2

t
z
o (X0 X X224 ) A X
z

t 2
= o.(2)XY <1+Z+z2+---> A[X] 1

= exp (Z ;Z) o (2) XA [X]H

n>1
1"

= exp (Z nz") o (2)[X]°.

n>1

Lema 4.1.4. A seguinte regra de comutacio vale:

1t

- (2)o4 (DX’ = exp (— > ) o1 (17 (2)[X]° = exp (— > ) o (DX,

n
S

Demonstragdo. Primeiro nds escrevemos:

o (OX]" =7 (2)o-(2)a4 (1)[X]".
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Agora usamos o Lema 4.1.3 para comutar o_(z) e o4 (t), obtendo assim

1
nz"

) 7 (=)o ()X’

Corolario 4.1.1. Para todo r > 1,
0_ L pn(tr 0
o ()0 (6) X = exp [ S0 P20 ) o ()X

Demonstragdo. Temos que

Ao(tr)o_(2)ow (6:)[X° = o_(2) (o4 (E) X0 A~ Aoy (8)X°) A (X] 77

= Aoft,) exp (Z it) (Z it> o (6)[X]°
n>1 n>1

— Aofty)ex (z jbp"zﬁf”) ()X
n>1

Agora, concluimos a prova cancelando-se o fator Ag(t,) no primeiro e no dltimo membro do

desenvolvimento acima. n

Corolario 4.1.2. Para todo r > 1,

n 22"
n>1

7 (2)0s (t)[X]0 = exp (— 5 ”)"(t”) o (6)[X]".

Demonstracdo. E uma consequéncia direta do Corolario 4.1.1, trabalhando-se com as inversas

das derivacoes de Schubert. "

4.2 A representacao DJKM revisitada

A correspondéncia béson-férmion implica que B = Q[z1, 2, . . . ] é naturalmente isomorfo

a JFo via a extensao Q-linear do mapa de conjuntos

Sx(x) — [X]*.
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Gatto & Salehyan em [16] mostraram que
(exp (Z(z” — w")) S)‘(X)) (X]° = o4 ()74 (w)[X],

n>1
e que

171 1 0

B T (T R S X]° =7_(2)o_ (w)[X]*.
(exp ( > (- 27) axn) A<x>> X° =7 ()0 ()X

Como no caso para r finito, gl(V) =V ® V* age em B como segue:

[(XT@07) Sx(0)] [X]° = X7 A LX)
Definindo, como usual

E(z,w™h) = Z (Xi A 8j_|) 2w,
1,JEZ
O resultado por DJKM [6] (veja também [21, Theorem 5.1]) afirma que:
1
E(Zaw_l) = 1721) 'F(Z7w)a (42)
z
onde
n " 171 1 0
I'(z,w) = exp (nz;l(z —w )) exp (—;n (z” - wn) axn) .

Teorema 4.2.1. Seja

E(z,w L) = Z ['(z,w)Sx(x)sx(t,) € B[z, w,t,, 2", w1
AEP,

a série de poténcia estrutural formal da B-representagio de gl(V). Entdo

ZTL ZTL wn

5(z,w_1,tr) — exp (Z % (wn _ Pu(tr) + pn(tr)> + oz (2" — w" +pn(tr))) .

n>1

Demonstragdo. Primeiro utilizamos a expressdo exponencial da série geométrica

—1 n
w 1w
1—— = _—
< z> P (nz>1 n z”) ’

para substituir em (4.2). Agora observamos que

(Zr(zaw)SA(X)SA(tr)) X = 0u(2)7s (w)F_()o—(w) 3 [X]Psa(t,)

AEP;

Aplicando Lema 4.1.3 e Lema 4.1.4:

n w"
n>1

= exp (Z ”’”“’“)) 0 ()7 (W)T_ ()0 (6)[X]°
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~ oo (Z 1p"“’”)> exp (— > ip”(t”) oo ()7 (Wlos ()X (43)

n n
1w 1t

Lembrando que [X]° é autovalor de o (2),7, (w) e o4 (t,), obtemos

o (2)7 4 (w)oy (t,)[X]° = exp (Z a:nz”) exp (— Z xnw”) exp (Z xnpn(tr)) [X]°.

n>1 n>1 n>1

Substituindo a equagdo anterior em (4.3) e simplificando, podemos concluir que

5(Z7w_17tr) = Z F(sz)SA(X)S)\(tr)
AEP,
= e (Z anltn) (5= g ) F (7 = +pn<tr>>) ,
n>1

como afirmado. -
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5 Representacao polinomial da algebra de Lie
gl(r V)

O objetivo deste capitulo é fornecer uma férmula explicita e bastante manuseavel para a

série geradora da gl(A V) estrutura de B,.

Para este propdsito, descrevemos a estrutura de AV-moddulo sobre cada espago vetorial
Hom@(/\kV,/\g V) = ANV @ N V* para todo par de inteiros k,¢ > 1, o que fornece uma

representagdo de endomorfismos de A V' com um dado (qualquer) grau.

Para descrever a representagao bosonica de gl(A V') de grau k — ¢ consideramos o mapa
bilinear x : gl(A V) X B, — B,_s1 que age nos elementos das bases de gl(AV) e B, do seguinte

modo
(e AN(H) ) X7 (0) = XF(p) A (8(m) X" (V)

onde e% denota o elemento

k l
e =X () @0 (m) e A\Ve \V*

e &' (n)_X"(A) € N YV é a contracio de X"(A) € A"V por 8‘(n) € A*V*, determinada
pelo diagrama (2.12). A fim de evitar trivialidades, assumiremos que ¢ < r, caso contrario, a

contracio 8%(n)1X"(\) é apenas o elemento nulo.

Nestas condigoes, a funcao geradora da representacao bosonica de gl(A V) de grau k — ¢
é o mapa

5(Zk,W€_1,t7~) : B, — BT_Z_HC[[Zk,WZl,tT]]

definido por

E(zp, wit,t,)X7(0) = > [eﬁﬁ * AA(HT)] su(2k)sn(Wy )sa(t,) X" (0)
(s, N)EPi X Py X Py
= S su(m)X ) A (sn(w; HO ()X (A)sa(tr))

(1,0, \)EP X Py X P
5.1 Resultados anteriores
Assumindo-se k = ¢, o mapa bilinear x : gl( /\k V) x B, — B, tal que
(chin * AA(H)) X7(0) = XE () A (95 (m)X"(N))

define a representacio bosonica de gl(A® V), isto é, a estrutura de gl(A” V)-médulo de B,. O
principal resultado obtido em [3] foi uma férmula compacta para esta representagdo em termos

de um certo produto de operadores de vértice que resumimos a seguir.
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Teorema 5.1.1. [3, Teorema 8.5] A sequinte igualdade vale para todo par de inteiros k,r > 0
e todo A € Py.:

k ' r—k
(5(zk7w,;1)AA(Hr)) x"0) =] <§j> T (z) T (W) X" (N), (5.1)
=1 \ Wi

onde os operadores de vértice I'(zx), T (zx) : NV — NV [zk, 2}, '] sobre a dlgebra exterior NV sdo
dados por:

D@)X"(A) = o4 (z)7-(2)X ),

["(zx)X"(A) = (5+ (zk) Ax(o- (Zk)Hrfk)> X"M(0).

Além disso, eles sdo mapas Q[zk,zgl]—lineares de graus 1 e —1 com respeito a graduacdo da

dlgebra exterior.

No caso em que r > {¢(A), os operadores de vértice na férmula em (5.1) podem ser

expressos como

D) o= ] 5 e (—Zﬁawi_l)pi(z,;l))

j=1 T‘(Z]) i>1

i>1

k
I (wy) == [ Br(wy) exp (z 16<ai1>pi<w;1>> .
j=1

O Teorema 5.1.1 garante que a imagem de Ax(H,) por €k, , ¢ o coeficiente de s, (z1) 50 (Wy, 1)

no segundo membro da Equacao (5.1). Isso pode parecer complicado de avaliar, mas coincide

com o coeficiente de

k—1 k1 -
2 +pr o, Mk'w1k+1 128 Vg

.zk ..wl

do segundo membro da Equagao (5.1) multiplicado pelos determinantes de Vandermonde de z,

-1
€W, .

5.2 Lemas preliminares
Lema 5.2.1. Para cada k > 0 e toda particio A € P, temos

(o7 (wx)8*(0)) X" (A) =7 (w) (8*(0)s0— (Wi)X"(N))
Demonstragdo. Primeiro notamos que para todo ¢ € /\T_k V* a definicdo de contracao implica
que ¢ o 8%(0)1 = 8*(0) A1, onde 8%(0) A9 é o emparelhamento introduzido em (2.8). Agora,
seja p € N"FV* e X"(A) € A" V. Com isso,

¥ (oL (wi)8* (0)X" (X)) = (o7 (wi)8*(0) A ) X7(N).
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Integrando por partes o lado direito da igualdade acima, e usando a definicdo de transposta,

ambas aplicadas a O'T(Wk), podemos escrever

(o (wi)8*(0) A ) X7(A) = (o7 (wi) (9*(0) A 0T (wi)w) ) X7 (N)

= (8*(0) AT (Wi)¥) o (we) X" (A).
Usando novamente o emparelhamento, temos que 8%(0) A7~ (wy, )1 = o~ (W) (8%(0)2). Deste

modo,
(8%(0) ATT(wi)¥) o (wi)X"(A) = & (wi ) (8*(0)— (W) X" (X))

Portanto, usando novamente a definicio da transposta no lado esquerdo da equagdo acima,

obtemos
¥ (L (wi)0H (0)X7(N)) = ¢ (7 (wi) (8" (0)o— (W) X" (V) ),

0 que conclui a prova. "

Lema 5.2.2. As sequintes expressoes sdo vdlidas

n>1

(i) o (wg)oy (6,)X"(0) = exp (Z %pn(W;Zl)pn (tr)) o1 (t,)X7(0);

(ii) o—(Wg)o4+(t,)X"(0) = exp (— Z %pn(wlzl)pn (tr)) o4 (t-)X"(0).

n>1

Demonstragao. Vamos provar o item (i) por indu¢do em k. O caso k = 1 consiste da Equagao
(3.11) da Proposigao 3.2.2. Suponha que o resultado seja vélido para k —1 > 1. Com isso, temos

que

o (Wi)ot(t,)X"(0) = o (wp)o—(Wi-1)o(t,)X"(0)

— o (wn) exp (Z ;pn<wki1>pn<tr>) 7+ (t)X7(0)

n>1

=exp | X ,ﬁpn<w;il>pn<tr>) 7 ()4 (£)X7(0)

n>1
= exp Z :Lpn(w,;_ll)pn(tr)) exp (Z iwk—npn(tr)) o4 (t,)X"(0)
n>1 nzl

= exp Z lepn(wlzl)pn(tr)> U—i—(tT)Xr(O)'

n>1
A prova do item (ii) segue de modo inteiramente andlogo utilizando-se a Equacao (3.12) da
mesma proposicao. n
Lema 5.2.3. Dados inteiros positivos k e r com k < r, valem as sequintes identidades.

_ k(k+1)

(i) 8(0)X"(0) = (~1)™ 2 X"R(kTE);
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(i) 0%(0)1 (04 (6)X7(0)) = o4 (8) (9*(0)2X"(0)).

Demonstragao. Para o item (i), olhamos para a matriz

LX) L gRL(XRT) L 9R1(X0)
X)Xy . 99(X0)
cujo tnico menor k X k nao-nulo é
PFL(XE-T) L. gh-l(X0)
: : =1.
O(XE1) ... 9(XD)

Assim, pelo Lema 2.5.1, temos que

A*(0)1XT(0) = (—1)r=R=D)+1(qyrHlxr=l AL A xF

k(k

(k+1)
_ (_1)rkaXr7k(krfk).
Agora vamos provar o item (ii) por indugdo em k. Para k = 1, temos

0+ (6)X7(0)) = 8% (04 ()X (1771 Ao (6)X°)
= 8" (o4 (6,) X717 1) A (X + termos de grau > 1 em X))
= 0" (o4 (6)X 7 (1) A XO)
— (1) oy (t)X (1)
= 0. (6,) ("X (0))-

Suponha que a afirmacao seja valida para algum &, com 1 < k < r. Assim,

0% 20" (0) (01 (£,)X7(0)) = " 101 (£,)(8"(0)2X"(0))

— (1) S g (6)X R (R

_ (_1)rk_ k(kZJrl)ak_l (a+(tT)(Xr—1 A-ee A Xk:-i—l) A (7+(t7«)Xk>

_ (_l)rk_ k(lc;rl)akJ (a—k(tr)(Xril A A Xk+1) A Xk)

k(k+1)
k—=%—

— o (t) (-1

ou seja, @ L(0) (0 (6,)X7(0)) = o (t,)(8¥1(0)1X"0).

(—1) DX AL /\Xk:—i-l) 7
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Lema 5.2.4. Para todo par de inteiros positivos v > k, temos
(_1)k(r—k)

r—k

o (Wi)or (6) XK =

T4 (Wie) o4 (£,)X75(0).

Demonstragdo. Observe que

T (W)X "FETR) =7 (wi) (XTI A A X

=7 (W) X" LA AT (wy) XP

_ ( ) Ty (Wk)erlfk A-ee A ( ) O'+(Wk)X0
wl .. wk w]_ . 'wk
—1)k(r=k) B
= WU+(WI¢)XT *(0).

Agora, aplicando o4 (t,) a ambos os membros da equagio acima e usando as regras de comutagao,

obtemos o resultado desejado.

5.3 Uma descricdo para a gl(A V) estrutura de B,

Pela definicdo do operador £ (zk,wgl,tr) e também da transposta o (wy), temos as

seguintes identidades

Emw; L 6)XT(0) = S su(z)XE() A (sn(w DA ()X (N)sa(t:))
(1,1, A) EPR X Py X Py

HEPy nePy AEP,

= (Z su<zk>xk<u>) A [(Z sn<w;1>af<n>)J (Z SA(tr)XT(A))]

= 0 (2)XH(0) A [ (T (We)8(0)) o4 (6:) X7 (0)]
Aplicando-se os lemas 5.2.1 e 5.2.2(i), sucessivamente, vemos que &(zx, w, ', t,)X"(0) é igual a

7 (2) X5(0) A (7 (we) (8(0) 0 (W) (4) X7 (0)))

= exp (z (w7 <tr>) 0 (22X (0) A (7 (we) (9 (0) 0+ (£)X7(0)))

n>1

Agora, usamos o Lema 5.2.3, obtendo:

n>1

exp (Z %pn(wg_l)pn (m)) 01 (21)XH(0) A (7 (wi) (04 (£,)8(0)2X" (0)) )

— (—1) G exp (Z %Pn(wf_l)Pn (tr)) o4 (z) X*(0) A (5— (We)a+(tr)Xr_€(€T‘z)) :

n>1
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Em virtude do Lema 5.2.4 a dltima expressao acima pode ser escrita como
1 -1
_ Pn(W, " )pp (t _ -

[T ! exp | 30 2OV (o)) g )x5(0) 1 (4 (wo)os () X7(0))

j=1 n>1 n
Agora vamos concentrar nossa atenc¢ao no produto

04 (2)X*(0) A (74 (o) (£,)X7(0) )
+\Zk +(We )04 (Lr :

Integrando-o duas vezes por partes, obtemos

04 (21) 0+ (62) (74 (6,)XE(0) A 74 (24, we) X 7(0) )
Como cada coeficiente da expressao entre paréntesis pertence a /\’"'H’C_e V e pelo fato de o4 (2)u =
E,ir—¢(2)"'a para todo u € A0V | podemos escrever a tltima expressio acima como
i 1 - 1
1 Br—e(zi) 525 Brre(t)

7. (t,)X*(0) ATy (21, we) X 4(0).

ou ainda
o (Z o (pn(tr) + pnm))) 74 (6)X5(0) A 74 (20, o) X" (0).
n>1

Com isso, concluimos que

14 -1
5(Zk,W21,tr)XT(O) — H wgfr exp (Z pn(tr)(pn(‘ZK )+ nxn) + l‘npn(zk)) %
j=1

n>1
74 (t:)X"(0) AT (21, we) XT(0).
Finalmente, queremos fornecer uma férmula bastante calculavel para
7+ (6,)X"(0) AT (21, we) X" (0),

que é um produto exterior de um numero finito de vetores. Assim, temos apenas que usar a
bem conhecida férmula determinantal para o produto exterior e o Lema 3.2.6(i) para obter o

seguinte lema:
Lema 5.3.1. Para inteiros positivos r, k, £ temos a sequinte igualdade
o4 (tT)Xk(O) No4 (Zk> WE)XT_E(O) = Z A(tr, Zr, WZ)(jl---jr+k—£)le VANKIERIWAY Xjr*e+k,
J1>>Fr—ttk

onde a soma é tomada sobre os (r+k—~£)-menores A(t,, z, Wg)( y da matriz A(t,, zg, we)

J1--Jr+k—t
que é uma matriz (r + k) x (r+k —¥¢) cujas k primeiras colunas sao as coordenadas dos vetores

Gy (t,)X " parai=1,... k, e as prozimas (r —£) colunas sio formadas pelas coordenadas dos
vetores 4 (zp, Wo) X" parai=1,...,r —{, com relagio a base ordenada (X" TF1 ..., X0),
o (t)XF T (6) X Ty (e W) X T (2, W) XO

A(tra Zg, WK) =
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Teorema 5.3.1. A fungdio geradora da representagao bosonica de B, como um gl(A\V)-mddulo

¢ dada por

n>1 n

l -1
E(zp,w,lt,) = H wf_r exp (Z Do) (pa(Wy ) + nn) + xnpn(zk)> det(M),

J=1

onde M := (A(tr, Zk, Wy) E(r+k)xg(e)>, sendo B, ypyxi(€) € a matriz (r +k) x £ definida como

E(r+k)xz(e) = ((—1)T+k7(i+jfl)€i+j—4—1>

cujas entradas sdo os operadores e; em Byy_p, com 0 < i <r 4k —{ e assumimos que e; = 0

sempre que j <0 ouj>r+k—~.

Exemplo 5.3.1. Assumindo que k=1, { =2 e r = 3, temos que

X3N [ —e3(ts) —es(z, wa)
B B X2A ea(ts)  ea(z,wa)
XOA 1 1

Além disso,

X3 A X0 = hyX2(0) = (eF — 2)X?(0)
X3 A X2 =X2(2,2) = e2X?(0)
X3AXE=X2%(2,1) = e1e2X3(0)
X2A XY =X2(1,1) = e,X2(0)

X2 A X0 =X2(1,0) = e;X3(0)

XA X0 = ¢pX?(0) = 1-X2(0).
Com base nos cdlculos acima, podemos concluir que

E(z, W2_1, tg)X3(0) =

(wyws) L exp (Z pn(t3)(pn(:’:§1)+nxn)+mnpn(z)> ea(ts) ea(z,wa) 1 —e X2(0).
n>1

5.4 Uma férmula residual para a gl(V') estrutura de Bs

No exemplo a seguir, obtemos uma expressao residual para a funcao geradora da estrutura
de gl(V)-médulo de Bs.
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Exemplo 5.4.1. Vamos assumir k£ = 1 e r = 2. Queremos encontrar uma elegante férmula para
o4 (2)X° A (0T ()0 04 (62)X2(0) ) - (5.2)
Pelo Lema 5.2.1, temos que

74 ()X A (L ()0 04 (£)X3(0)) = 04 () X" A (7 (w) (00— () (62)X2(0)))

. 1 1
Como X?(0) é um autovetor de o (t2) com autovalor (i) Fa(iz)» POdemos escrever
1

X2(0).

0 =00 gy ) -0 gl 0

Assim,

w’b

~

"o (w)o i (t2)X?(0) = exp (Z 1,pi(t,2)> 9" 104 (t2)X?(0)

A
st

= exp (Z 1pi(t,2)) o+ (tg)ao_lX2 (0)

= —exp (Z:lezq(utf)) U+(t2)X1.

i>1
Portanto, a expressao original (5.2) pode ser escrita como

7 (2)X0 A (7 (w)(0° 0 (w)o+ (£2)X3(0)))

= —exp (Z }pi(t?)) o () XOANT_(w)oy (tz) X!

7wt

X3
st

= éexp (Z 1pl(t)) o1 ()X ATy (w)og (t2) X

Agora, podemos escrever
04 ()X AT (W) (£2) X0 = 204 (2)7(2) (@4 (w)ors (62) X ) A X°)

Portanto, a expressdao que queremos calcular resulta em

—exp (Z 1.““2)) 7+ (2)7-(2) (T4 ()4 (82)X1) A X°) (53)

c—~ gt
1>1
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Vamos focar nossa atencio no termo (74 (w)o (t2)X') A X9, Primeiro lembramos que
oy (t2) X1 = X1 4 hy(t2) X2 + ho(ta) X3 4 -
onde hy,(t2) é o polindémio simétrico completo de grau n nas varidveis 1, ta. Deste modo,

7o (w)oy (t2) X = (X1 — X2w) + hi(ta)(X? — X3w) + ho(te) (X — Xtw) + ...
= X! + (hl(tz) — ’LU)AXV2 + (hQ(tg) — whl(tg))XS+

(hg(tz) - whg(tg))X4 + -
Com isso, vemos que (74 (w)oy (t2) X 1) A X0 é igual a

XPAXO + (ha(te) —w) X2 A XY + (ha(ta) — why(£2)) X2 A X0 + -+
= X' A X%+ (hi(t2) — w)ha (XE A XO) + (ha(ta) — whi (t2))ha (XA XO) + - -

=1+ [hl(tg) — ’who(tz)] hi + [hg(tg) — whl(tg)] ho + - -)Xl A X0

>0

= (Z (hi(t2) — hi—1(t2)w) hi) X'AXO,

onde assumimos que h;(tz) = 0 sempre que j < 0. Utilizando-se a acdo de 7_(z) : By — By em

h;, obtemos

i>0

7(2) (@4 (w)or (62)X1) A X°) = (Z (Ri(ta) — hi1(t2)w) (h; — hilz_l)) X2(0).  (5.4)

Agora, vamos considerar algumas fungdes geradoras. Considerando uma indeterminada

¢, valem as seguintes igualdades

1 —w(t
1— (t + )¢ + t1ta¢ 2

(i) = > (hi(ti,ta) = hi—1(t1, to)w) ¢,

1>0

(i) 1 —w¢ !t =exp (— Z 1102(_%)

i>1

i>1

1 1 ~
iii = ex —pi(t1,t2)C" | .
i) 3= (t1 +t2)Ct + t1ta( 2 P (Z Zpl( 1 t2)¢ )
Portanto,

D (hilt2) = hi1(t2)w) (7" = exp (Z % (Pz‘(t2> - wi) C_i)

>0
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Por outro lado, podemos ver que
Z(hi — hi_lzfl)Ci = <1 — <> exp Zl‘l(l
i>0 z i>1

Agora, observamos que a expressao em (5.4) é dada pelo residuo em ¢ de uma fungao adequada,

a saber, temos

7 (2) (4 (w)o (6)X1) A X0) =

Res (exp (221 (Pz’(tz) _ wi) sz‘ 4 xigi) (2 _ i)) X1 A XO (5.5)

i>1
Para ver a igualdade acima, basta tomar o termo constante de
¢ i 1 i\ i
1—=exp [ Y @' |exp > = (pi(t2) —w ) -
o i>1 i>1 "

Substituindo a forma residual de &_(z) (74 (w)o 4 (t2) X1) A X) obtida acima na Equacio (5.3),
concluimos que

0+ ()X A (oL ()00 4 (£2)X%(0))
é igual a

%eXp (Z 1%&2)) o1 (2)Res¢ (exp (21 (pi(tg) - wi) i xg) (é _ i)) X2(0).

i>1 i>1

Finalmente, usando que o4 (2)X?(0) = Fa(2) 'X?(0) e juntando as exponenciais, concluimos

que a fungao geradora da estrutura de gl(V')-médulo de By é dada por

i>1

E(z ! ) = ~ Resc (exp (21 (pit)pi(¢ " w™) = i) + aipi(C. z>) - >) .
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