UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
Instituto de Ciéncias Exatas — ICEx

Programa de P6s-Graduagao em Matematica (PGMAT)

Lucas Almeida Portela

O Método do Gradiente Conjugado de Hestenes e Stiefel
Modificado para Otimizacao Nao-Linear em Alta Dimensao

Belo Horizonte

2022



Lucas Almeida Portela

O Método do Gradiente Conjugado de Hestenes e Stiefel
Modificado para Otimizacao Nao-Linear em Alta Dimensao

Dissertagdao apresentada ao Programa de Poés-Graduagdo em
Matematica do Instituto de Ciéncias Exatas da Universidade Federal
de Minas Gerais, como requisito parcial para a obtenc¢ao do grau de

Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr Ricardo Hiroshi Caldeira Takahashi (ICEX-
UFMG)
Coorientador: Prof. Dr Luis Carlos de Castro Santos (IME-USP)

Belo Horizonte

2022



2022, Lucas Almeida Portela.
Todos os direitos reservados

Portela, Lucas Almeida.

P843m O Método do gradiente conjugado de Hestenes e Stiefel

modificado para otimizagdo nao-linear em alta dimensao

[recurso eletrénico] / Lucas Almeida Portela — 2022.
81 f. il

Orientador: Ricardo Hiroshi Caldeira Takahashi.
Coorientador: Luis Carlos de Castro Santos.
Dissertagcao (mestrado) - Universidade Federal de Minas

Gerais, Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento de
Matematica.

Referéncias: f.69-71.

1. Matematica — Teses. 2. Otimizacdo matematica — Teses.
3. Métodos do gradiente conjugado — Teses. |. Takahashi,
Ricardo Hiroshi Caldeira. Il. Santos, Luis Carlos de Castro.

lll. Universidade Federal de Minas Gerais, Instituto de Ciéncias
Exatas, Departamento de Matematica. IV. Titulo.

CDU 51(043)

Ficha catalografica elaborada pela bibliotecaria Irenquer Vismeg Lucas Cruz
CRB 6/819 - Universidade Federal de Minas Gerais — ICEx




Universidade Federal de Minas Gerais
Departamento de Matematica
Programa de Pés-Graduacao em Matematica

FOLHA DE APROVACAO

O Método do Gradiente Conjugado de Hestenes e Stiefel
Modificado para Otimizag¢do Ndo-Linear em Alta Dimensdo

LUCAS ALMEIDA PORTELA

Dissertagao defendida e aprovada pela banca examinadora constituida por:

/Z;, e

Prof. Ricardo Hiroshi Caldeira Takahashi

UFMG
P . P )
i “Q ,L — - ’7; —
Prof. Luis Carlos de Castro Saiitos
IME/USP e Embraer

Profa. Denise Bulgarelli Duczmal
UFMG

Prof. Nelson Mugayar Kuhl
IME/USP

Belo Horizonte, 28 de julho de 2022.

Av. Antonio Carlos, 6627 — Campus Pampulha - Caixa Postal: 702
CEP-31270-901 - Belo Horizonte — Minas Gerais - Fone (31) 3409-5963
e-mail: pgmat@mat.ufmg.br - home page: http://www.mat.ufmg.br/pgmat




Agradecimentos

Primeiramente, gostaria de agradecer a Deus, por essa nova conquista. Pois, é Ele a
minha fonte e sempre serd. Posteriormente, os agradecimentos sdo direcionados ao orientador,
professor Ricardo Hiroshi Caldeira Takahashi e ao coorientador, professor Luis Carlos de Castro

Santos. Tenho muita sorte e privilégio de té-los como mestres e referéncias.

Seguidamente, 2 minha mae, Sandra, a irma, Sarah e a namorada (noiva), Jordana, pelo
tempo cedido a mim. A Jordana, meus sinceros agradecimentos pelo tempo dispendido para

corre¢do ortogréfica desta dissertacao, longas conversas, companheirismo, etc.

Nao poderia me esquecer de todos os professores dos quais tive a honra de ser aluno:
prof. Bernardo Nunes Borges Lima (Probabilidade I); prof. Marcelo Hilario (Probabilidade 1I);
prof. Henrique Versieux (Equagdes Diferenciais Parciais I); prof. Bernardo Melo (Geometria
Diferéncial); prof. Arturo Pérez (Anélise no R"); prof. Marcelo Marchesin (Topologia); prof.
Silas Luiz de Carvalho (Equagdes Diferenciais Ordindrias I); prof. Karina Daniela Marin (Andlise

Funcional).

Por dltimo, mas ndo menos importante, gostaria de agradecer a todos os colegas que
fiz no programa de pds graduagdo em matematica da UFMG, em especial, ao Célio Terra e
ao Genilson Soares de Santana, que nunca deixaram de sanar as minhas dividas e me auxiliar
durante o mestrado. Gostaria que soubessem que vocés foram fundamentais nessa conquista.

Muito obrigado.



Resumo

Apresenta-se uma proposta de alteracdo no método do Gradiente Conjugado HS (Hestenes-
Stiefel), denominando-o de GC-HS*, com a finalidade de assegurar que o método esteja sempre
bem-definido, independentemente da condi¢do que a busca em linha deva satisfazer, a condi¢ao
suficiente de descida sempre seja atendida e se tenha, sob determinadas hipéteses, convergéncia
global. Resultados numéricos sugerem que o método proposto € promissor quando comparado
aos métodos HS (Hestenes-Stiefel), PR (Polak-Ribiere), DL (Dai-Liao) e GY (Gonglin Yuan).

Palavras-chave: otimizacao em alta dimensdo; gradiente conjugado; gradiente conjugado de

Hestenes-Stiefel modificado.



Abstract

In this dissertation, we propose modifications in the Conjugate Gradient HS (Hestenes-Stiefel)
method, naming it GC-HS*, for the purpose of making the method always well defined, regardless
of the search line conditions that is being used, ensure that the sufficient descent condition is
always attended and there is, under certain hypotheses, global convergence. Numerical results
indicate that the proposed method is promising when compared to the methods: HS (Hestenes-
Stiefel), PR (Polak-Ribiere), DL (Dai-Liao) and GY (Gonglin Yuan).

Keywords: large scale optimiztion; conjugate gradient; modified Hestenes-Stiefel conjugate

gradient.
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1 Introducao

A lei de Moore (ALENCAR, 2019), que indiretamente diz que o desempenho compu-
tacional duplica a cada dois anos, mantendo-se o custo operacional, ndo justifica inteiramente
a evolucdo da computacdo nas ultimas décadas. Segundo Viana (VIANA, 2022), na area da
otimizacgao, entre 1990 e 2014, os métodos matematicos ficaram 870 mil vezes mais rapidos,
segundo dados da revista Operations Research. Enquanto isso, o desempenho computacional,
ligado as questdes de hardware (lei de Moore), melhorou 6500 vezes. A consequéncia dessa
evolucao conjunta é de 5,6 bilhdes de vezes, significando que um calculo que levaria 180 anos
caiu para apenas um segundo. Nesse ponto, Philippe Toint, professor da universidade de Namur,
opina: "Preferiria ter os algoritmos matemdticos de hoje nos computadores de ontem, do que o

contrdrio".

Essa necessidade de evolugdo computacional, tanto de hardware quanto de métodos
matematicos, € justificada pela demanda de solu¢cdo de problemas aplicados a engenharia,
bioengenharia, medicina, manufatura, economia (YUAN; SHENG; LIU, 2016), dentre outras
areas, que almejam que essa solucao seja a melhor possivel dentre todas as possibilidades vidveis.
Desse modo, estamos lidando com problemas de otimizacdo, em que as respectivas solugdes

acarretardo o melhor desenvolvimento do meio em que estdo inseridas.

Entdo, busca-se, no presente trabalho, solucionar problemas de otimizacdo irrestrita,
formulados matematicamente por:
min f(x
s.t.z € R”

em que f : R” — R € denominada funcdo objetivo. Como possiveis métodos de otimizagao,

usados para solucionar numericamente o problema (1.1), cita-se:

gradiente descendente (RAO, 2019);
* métodos quasi-Newton (BROYDEN, 1967);
* gradiente conjugado (NOCEDAL; WRIGHT, 2006a);

* regido de confiangca (COLEMAN; LI, 1996).

Entretanto, ao aumentar a dimensdo n do espago de busca R", pode-se deparar com

obstaculos nos Ambitos:

* computacional, e.g. memoria fisica insuficiente;

* temporal, i.e. o tempo de processamento computacional necessario para solugdao do pro-

blema € impraticavel.
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Essas inconveniéncias, causadas pelo aumento da dimensao do problema de otimizacao (1.1),
originaram um novo ramo, denominado: otimiza¢do em alta dimensdo, que necessita de métodos
numéricos dedicados para encontrar a solu¢do de problemas que pertencam a essa classe de

otimizacao.

Dentre um conjunto de problemas de otimizacao em alta dimensao, serdo aqui tratados os
problemas de otimizagao suave e irrestrita, i.e. a fungao objetivo f, presente no problema (1.1), é
continuamente diferencidvel. Para essa classe de problemas de otimizac¢do escolhida, os métodos
de primeira ordem (NOCEDAL; WRIGHT, 2006a) sao preferiveis, pois utilizam informagdes
da func@o f e de seu gradiente (V f) apenas, ndo requerendo a constru¢do e armazenamento de
matrizes de elevada dimensiao. Como consequéncias destas caracteristicas, destacam-se como

vantagens dos métodos de primeira ordem:

* anecessidade de pouco espago de armazenamento no computador quando comparados a
outros métodos, por exemplo, os métodos de regido de confianca (COLEMAN; LI, 1996),

que necessitam da informagao da Hessiana da fungao f;

* o tempo de processamento computacional, em geral, ¢ menor que os métodos que exigem
manipulacdes e operacdes matriciais, principalmente, quando as matrizes sdo densas, pois
requerem menos operacdes aritméticas em ponto flutuante. Ademais, ndo ha necessidade de
utilizar técnicas especificas para lidar com essas matrizes em alta dimensao, e.g. técnicas
de pré-condicionamento de matrizes e técnicas de manipulacdo de matrizes esparsas,

quando estas estdo presentes.

Visto isso, este trabalho busca fazer uma breve revisao tedrica sobre os métodos de
primeira ordem (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b), em especial os métodos de gradiente conjugado,
desenvolvidos a priori para otimizagdo linear SHEWCHUK, 1994) e, posteriormente, adaptados
para a otimizagao ndo-linear (NOCEDAL; WRIGHT, 2006a). Dentre esses métodos de gradiente

conjugado, sdo abordados aqui:

gradiente conjugado Hestenes-Stiefel (GC-HS) (HESTENES; STIEFEL, 1952);
* gradiente conjugado Polak-Ribiere (GC-PR) (POLYAK, 1969);
* gradiente conjugado Dai-Liao (GC-DL) (DAI; LIAO, 2001);
* gradiente conjugado de Gonglin Yuan (GC-GY) (YUAN, 2009).
Para um relato histérico dos principais artigos desenvolvidos em otimizacao nao-linear envol-

vendo os métodos de gradiente conjugado entre os anos de 1946 a 1976, cita-se (GOLUB;
O’LEARY, 1989).
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Neste trabalho, € proposto um novo método de gradiente conjugado, baseado nos métodos
citados acima. Quando se utiliza uma busca em linha baseada nas condi¢des fortes de Wolfe-
Powell (NOCEDAL; WRIGHT, 2006a), assumindo ainda determinadas hipdteses sobre a fungao

objetivo, é aqui demonstrado que:

* a condicdo suficiente de descida (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b);
* a condi¢ao de Zoutendijk (ZOUTENDIJK, 1970);

* a convergéncia global (NOCEDAL; WRIGHT, 2006a);

sdo sempre atendidas. Além disso, os resultados dos experimentos numéricos, apresentados no
capitulo 4, sugerem que o método possui bom desempenho computacional quando comparado

aos métodos citados.

Contudo, destaca-se que essas exigéncias para andlise de convergéncia global, realizadas,
em geral, para os métodos de gradiente conjugado, limitam sua aplicabilidade a problemas
préticos, em que nao hd muita informacdo sobre a func¢do objetivo f, presente no problema (1.1),
i.e. se f € continuamente diferencidvel, se atende todas a hipdteses para a andlise de convergéncia.
Por outro lado, se a funcdo objetivo f satisfizer estas condic¢des, e.g. ser uma funcio estritamente
convexa, entdo esse tipo de problema de otimizagdo ird se beneficiar, convergindo certamente
para a solucao do problema (1.1). A titulo de curiosidade, os funcionais de energia em analise
estrutural irdo se beneficiar ao utilizarem o método do gradiente conjugado proposto neste
trabalho.

Estrutura do Trabalho

No capitulo 2 € realizada uma recapitulagao dos métodos de busca em linha (se¢ao 2.1):
exatos, subsecdo 2.1.1, e inexatos, subsecao 2.1.2. Nesta subsecdo, sdo tratadas as principais
condi¢des que a busca em linha deve satisfazer: condi¢do de Armijo (subsecao 2.1.2.1); condi¢@o
fraca de Wolfe-Powell (subsecdo 2.1.2.2); condicao forte de Wolfe-Powell (subsecao 2.1.2.3).
Posteriormente, na secdo 2.2, € realizada uma revisao biliografica sobre os métodos de gradiente
conjugado de Hestenes e Stiefel (secdo 2.2.1), Polak e Ribiere (se¢do 2.2.2) e Dai e Liao (se¢do

2.2.3), denominando-os de métodos classicos.

No capitulo 3, se¢do 3.1, destacam-se os principais resultados do artigo (YUAN, 2009),
utilizado como referéncia para a constru¢do do método do gradiente conjugado HS modificado
(GC-HS*) na secdo 3.2. As principais propriedades deste método sdo descritas na subse¢do 3.2.1,
tendo como dpice a propriedade (P8), que demonstra, sob determinadas hipéteses, a convergéncia

global do método proposto.
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Dispondo dos resultados tedricos, ha a necessidade de validar o desempenho computa-

cional do novo método em problemas de otimizagdo irrestrita em alta dimensdo. Essa tarefa é
realizada no capitulo 4.

Por ultimo, no capitulo 5, sdo apresentadas as conclusdes finais do trabalho, além das

propostas de continuidade futura com algumas sugestdes de como atacé-las.
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2 Métodos de Gradiente Conjugado
Nao-Lineares

Os métodos de gradiente conjugado foram desenvolvidos inicialmente para encontrar
a solucdo de sistemas lineares e, posteriormente, adaptados para solucionar problemas de
otimizacao ndo lineares (GOLUB; O’LEARY, 1989) formulados por:

min f(z)

; 2.1
s.t.z € R" @D

em que f : R™ — R é uma fungdo suave: continuamente diferencidvel. Esses métodos possuem

estrutura geral definida por:

Tpy1 = Tp + OpPy;
— Gk, sek =20 (2.2)
Pk = ;
—gk + Brpr—1, sek >1

em que:

* Tk, Trpr1 € R™ s@o os iterandos corrente e proximo, respectivamente;

ar € R, € o comprimento do passo, determinado conforme técnicas explanadas na se¢ao

2.1, na direcdo de busca py;

7z

gr € R™ é o gradiente da fung@o f no ponto xy, gx = V f(xk);

Br € R € o coeficiente de conjugacgdo, cuja a expressdo depende do método de gradiente

conjugado a ser escolhido.

Segundo (SHEWCHUK, 1994), os métodos de gradiente conjugado sdo caracterizados

por:

* serem métodos de primeira ordem, ou seja, utilizam informagdes da funcdo objetivo f e

do seu gradiente V f;

* possuirem convergéncia para a solucao do problema quadréatico (2.12) em, no maximo, n

iteracdes, em que n € a dimensdo do problema;

» serem indicados para a solucdo de problemas de otimizacdo em alta dimensao.

Essa tltima caracteristica decorre, principalmente, do fato de os métodos de gradiente

conjugado utilizarem regras de computo dos passos exigindo, relativamente, pouco espaco
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de armazenamento quando comparados a outros métodos, por exemplo aqueles baseados em
técnicas quasi-Newton (BROYDEN, 1967).

Contudo, antes de serem retratados os métodos cldssicos de gradiente conjugado utiliza-
dos como referéncia para a elaboracdo de uma nova proposta de algoritmo para essa classe de

métodos, € apresentada, na proxima se¢do, uma revisao sobre as técnicas de busca linear.

2.1 Métodos de Busca em Linha

E necessdrio, nos métodos de gradiente conjugado, estrutura apresentada em (2.2), utili-
zados para solucionar problemas de otimizacao nao-linear, encontrar o tamanho (comprimento)
do passo ay;, na dire¢do py, a fim de garantir f(zy, + aupr) < f(xx) a cada iteragdo. A andlise de
convergéncia dos métodos de otimizacdo em geral dependerd da estratégia adotada para definir o
valor de o, (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b). Por exemplo, em (YUAN, 2009) é mencionado
que a prova de convergéncia do método GC-PR para funcdes nao-lineares em geral, com a busca

linear atendendo as condi¢cdes de Wolfe-Powell continua em aberto.

Entretanto, é clara a conveniéncia de encontrar o, sem que haja a necessidade de se
avaliar a fung@o objetivo f e seu gradiente V f muitas vezes. Pois, caso isso ocorra, implicard no
aumento do tempo de convergéncia do método de otimizacao, tendo em vista que o problema
de otimizacdo é em alta dimensdo e, muitas vezes, o gradiente da funcdo f € aproximado pelo
método das diferencas finitas (ANDREI, 2009). Isto €, ndo é conhecida a expressao analitica do

gradiente da funcgdo f.

Dessa forma, existem dois métodos de busca em linha: exato e inexato. Porém, antes de
explanarmos estes métodos, € apresentada a seguir uma importante defini¢do que sera utilizada

nas proximas subsecoes.

Definicao 1. Seja f : R” — R uma funcdo continuamente diferencidvel. Dizemos que p € R" é

uma direcdo de descida de f no ponto x se:

Vf(z)p<0. (2.3)

2.1.1 Busca em Linha Exata

Na busca em linha exata, para todo iterando k£ > 0, o é a solu¢do do problema de

otimizacao unidimensional, em relagc@o a varidvel o e na direcao de descida py, definido por:
ap = argmin F(«); (2.4)

em que F(«a) = f(xr + apy)-

Dentre os métodos numéricos para encontrar a solu¢cao do problema unidimensional

(2.4), podem ser citados:
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» métodos diretos (utilizam apenas os valores de F'(a)) (RAO, 2019):

— se¢do durea;
- interpolacdo quadratica;
— interpolagdo cubica.
* métodos indiretos (utilizam os valores das derivadas de primeira e segunda ordem de
F(a)) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b):
— método de Newton;
— método quasi-Newton,;

— método da secante.

Apesar de serem métodos exatos, tais métodos possuem como principal desvantagem
o elevado ndmero de avalia¢des da func¢do objetivo f e/ou suas derivadas f’, tornando o seu
uso pratico em algoritmos computacionais questiondvel (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b). Prin-
cipalmente, quando se lida com otimiza¢do em alta dimensao e otimiza¢ao com elevado custo
computacional, ou seja, gasta-se um tempo elevado para avaliar a fungcdo objetivo no ponto

desejado.

Logo, a fim de sanar esse problema do excesso do niumero de avaliagdes, utiliza-se a

busca em linha inexata.

2.1.2 Busca em Linha Inexata

A busca em linha inexata € a mais indicada para encontrar o comprimento de passo que
alcance a redugdo da funcdo f adequadamente, sem despender um alto nimero de avaliacdes da
funcdo objetivo f (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b).

Em linhas gerais, esse tipo de busca inexata gera valores para « até que certas condi¢des
de F'(«) e F'(«) sejam satisfeitas, exigindo um nimero de avaliacdes da fungdo f menor que a

busca em linha exata.

Portanto, sdo abordadas nas subse¢des seguintes as principais condi¢des que a busca
em linha inexata deve satisfazer, bem como suas caracteristicas essenciais. Tais condicdes sao

utilizadas na proxima se¢do 2.2 e nos capitulos 3 e 4.

2.1.2.1 Condigéao de Armijo

A condi¢do de Armijo € encontrar « tal que:

F(a) = f(zr+ apr) < f(zr) + aaV fip, (2.5)
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com ¢; € (0,1) constante. (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b) cita que, na pritica (para fins de
implementagcdo computacional), ¢1, para os métodos de gradiente conjugado, pode ser igual a
1074

Contudo, a desigualdade (2.5) ndo € suficiente para assegurar uma boa evolucdo do
algoritmo de otimizag¢do, pois permite que o assuma valores excessivamente proximos a 0, sem

sequer investigar tamanhos maiores de passo.

Para implementacdo da condi¢cdo de Armijo e visando evitar que « seja um nimero

inicializado excessivamente proximo a zero, utiliza-se o algoritmo Backtracking Line Search 1.

Algorithm 1 Algoritmo Backtracking - Condi¢do Armijo
Entrada: z, € R", p, € R", @ € (0,00), p € (0,1) e c; € (0,1).

Saida: Qg
Faca o = a.
enquanto f(zy + apy) > f(zx) + c1aV f(zg)Tpy, faca > Xxrepeticdo
a = pa;
fim enquanto
o = Qo > final

Em (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b) menciona-se que ¢ comum & = 1 em métodos de
Newton e quasi-Newton. E superior a 1 para métodos como gradiente conjugado e maior dire¢@o
de descida (method of steepest descent) (RAO, 2019).

O seguinte lema assegura a existéncia de um intervalo no qual a condi¢do de Armijo é

satisfeita, desde que p; seja uma direcao de descida.

Lemal)Sec, € (0,1)e f: R” — R continuamente diferencidvel. Sejax € R” e p € R” uma

direcdo de descida de f neste ponto, entdo existe o* > 0 tal que:
flz+ap) < f(z)+caaVf(z)p Vael0,a’]. (2.6)

Demonstracdo: Lema 4.6, pagina 50 de (KRESSNER, 2015).

Uma consequéncia direta do Lema 1 € que o algoritmo 1 gera uma sequéncia finita de
valores de «, tendo seu tultimo elemento satisfazendo condi¢do de Armijo (2.5). A titulo de
ilustragdo, a figura 1 apresenta o intervalo de o no qual € satisfeita a condicdo de Armijo (2.5),

sendo vélidas as hipéteses do Lema 1.

2.1.2.2 Condicao Fraca de Wolfe-Powell

Visando garantir que oy ndo seja escolhido excessivamente préximo a zero, €, conse-
quentemente, possibilite aos métodos de otimiza¢ao um melhor progresso, por meio de menor
nimero de iteragdes para convergéncia, foi estabelecida a condic¢io de curvatura, exigindo que
oy, satisfaca:

V f(zr + cwpr) "ok > 2V f (21) Tk (2.7)
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Figura 1 — Intervalo admissivel para « satisfazendo a condi¢cdo de Armijo, equagao (2.5). Sendo

la) = f(zx) + c1aV f(2r) Dy

F(a)

Admissivel Admissiv

Fonte: figura do autor.

com ¢y € (¢q,1). As condigdes (2.5) e (2.7) sdo denominadas juntas condig¢do fraca de Wolfe-

Powell (Powell) ou condi¢do padrao de Wolfe-Powell (Powell).

No algoritmo 2 € adotado o método da bisse¢do como critério para gera¢ao do préximo

ponto a ser examinado, a fim de atender as condi¢des fracas de Wolfe-Powell, garantido, sob

determinadas hipéteses, pelo coroldrio 2.1.

Algorithm 2 Algoritmo da Bissecdo - Condi¢@o Fraca de Wolfe-Powell

Entrada: z;, € R", p, € R", ¢; € (0,1) e ¢ € (cq, 1).
Saida: o

Facaa=0,t=1e 3 = 4o0.

enquanto f(zy + tpr) > f(xk) + a1tV f(zi) pi faca

f=t ¢ t=_(a+p)

fim enquanto
enquanto V [ (zy + tpy)Tpr < oV f(xx)py, faca

2a, se =400
a=t e t= 1

2

fim enquanto
ap — t

—(a+ ), caso contrdrio |

> xrepeticdo

(2.8)

> xrepeticao

(2.9)

> final

Lema 2: Seja f : R® — R uma fungio continuamente diferencidvel, v € R" e p € R" uma
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direcdo de descida de f nesse ponto. Entdo, apenas uma das seguintes possibilidades para o

algoritmo da bissecdo 2 deve ser satisfeita.

i) O conjunto de valores, gerados pelo algoritmo 2, para ¢ € finito, sendo que o ultimo

valor de ¢ satisfaz as condicdes fracas de Wolfe-Powell.

ii) O algoritmo 2 gera uma sequéncia infinita de valores para ¢, o pardmetro [ nunca
possui um valor finito, o torna-se positivo na primeira iteracdo e dobra de valor a cada iteragao,

consequentemente, f(x + tp) — —o0.

Demonstracdo: Lema 6.4, pagina 80 de (BURKE, 2020).

Corolario 2.1: Sejam vélidas as hip6teses do Lema 2 com f limitada ao longo do caminho

retilineo {z + ap; @ > 0}. Entdo, é vélida a condi¢do (i) do Lema 2.

Figura 2 — Intervalo admissivel para « satisfazendo a condicao de curvatura, equacgao (2.7).

F(a)

s
—

e
iy
—

"
~ Inclinagéo
minima

. desejada

® —~ I 0 O I o -

Fonte: figura do autor.

Além disso, sendo validas as hip6teses do Lema 2, as figuras 2 e 3 apresentam, respec-
tivamente, os intervalos no qual o atende somente a condi¢ao de curvatura, equacao (2.7),e a
condicio fraca de Wolfe-Powell. E notério que o intervalo desta condi¢do de Wolfe-Powell esta

contido naquele intervalo.

Contudo, satisfazer as condic¢des fracas de Wolfe-Powell ndo implica necessariamente
que «y esteja perto de um minimizador ou ponto estaciondrio de f na dire¢cdo p (NOCEDAL,;
WRIGHT, 2006b). Entdo, visando sanar este problema, restringe-se a condi¢do de curvatura a

fim de forcar o, a pertencer a essa vizinhancga de interesse.
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Figura 3 — Intervalo admissivel para « satisfazendo a condi¢ao fraca de Wolfe-Powel. Sendo
l(a) = f(og) + c1aV f(ar) .

F(x)

Admissivel Wssivel «

Fonte: figura do autor.

2.1.2.3 Condicao Forte de Powell

Uma das possibilidades para restringir a condi¢@o de curvatura é impor que «, satisfaga:

\V f(zr + apr)Tpr| < ol Vf(xr) sl (2.10)
com ¢z € (cq,1).

A condic¢do forte de Wolfe-Powel € satisfeita quando o verifica (2.5) e (2.10). A tnica
diferenca entre (2.7) e (2.10) é que esta, limita superiormente F’(cy), ndo permitindo que assuma
valores positivos elevados quando se toma o produto interno com a dire¢do de descida py. O lema
a seguir afirma, sob certas hipéteses, a existéncia de um intervalo em que as condicdes fracas
e fortes de Wolfe-Powell sdo satisfeitas. Tal intervalo € importante para o desenvolvimento do
algoritmo de busca que atenda as estas condi¢des. Sob as hipéteses do Lema 3, a figura 4 ilustra

o intervalo da reta que atende a condi¢do forte de Wolfe-Powell.

Lema 3: Seja f : R® — R uma funcio continuamente diferencidvel. Considere-se ainda, para
xr € R", p € R”, uma direcdo de descida de f nesse ponto, com f inferiormente limitada ao
longo do caminho retilineo {x 4+ ap;a > 0}. Entdo, se 0 < ¢; < ¢y < 1, existe um intervalo

satisfazendo as condi¢des fracas e fortes de Wolfe-Powell.
Demonstragdo: Lema 3, pagina 35 de (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b).

Podem ser utilizados os algoritmos 3 e 4, transcritos das paginas 60 e 61 de (NOCEDAL;
WRIGHT, 2006b) a fim de encontrar «;, que atenda a condi¢ao forte de Wolfe-Powell. Percebe-

se que encontrar o comprimento de passo que atenda a esta condi¢do envolve duas etapas. A
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primeira, tem o objetivo de construir uma sequéncia de valores «; tal que f(zy + cipr); seja
mondtona, sendo finalizada quando o comprimento de passo encontrado satisfazer a condi¢ao
forte de Wolfe-Powell.

A segunda etapa do algoritmo 3, por sua vez, tem a finalidade de definir um intervalo que
contenha os comprimentos de passo «; desejaveis, sendo denominada de fun¢do zoom e descrita
no algoritmo 4. Esta fungdo, no decorrer das iteragdes, diminui o intervalo (pin, imax ), presente
como entrada no algoritmo 3, até que seja encontrado um comprimento de passo desejavel. Por
fim, sob as hipdteses do Lema 3, demonstrasse em (AL-BAALI; FLETCHER, 1986) que o

algoritmo 3 termina apds um nimero finito de iteragoes.

Algorithm 3 Algoritmo de Busca para a Condicao Forte de Wolfe-Powell
Entrada: =, € R", p, € R", ¢; € (0,1), ¢3 € (¢1,1), amin > 0, Qnax > Qmin-
Saida: oy

Escolha ag € (min, imax ) € faca i = 0.

enquanto nio parar faca > xrepeti¢do
se f(xp + aipr) > f(wr) + 1V f(ar)Tpr ou [f(n + qipr) > fop + qioipr) € >
0] entdo
Obtenha «y, pelo processo zoom(a;_1, ;) € pare;
fim se

se |V f(zg + aipr)Tpk| < —coV f(xy)Tpy, entdo
ap = «; € pare;
fim se
se V f(xy + a;pr)Tpr > 0 entdo
Obtenha «y, pelo processo zoom(a;, a;—1) e pare;

fim se
Escolha Oyl € (Oéi+1, amax)-
Facai =1+ 1.

fim enquanto

A medida que € alterado o algoritmo de busca com a finalidade de atender as condi¢des de
Armijo, fraca de Wolf-Powell e forte de Wolf-Powell sdo aumentadas as restricdes para a busca
de ay. Tal fato implica em intervalos vidveis mais restritos e, consequentemente, demandando
maior nimero de avaliacdes da fungdo objetivo f e de seu respectivo gradiente. Esse fato pode

ser visualizado ao analisar as figuras 1, 3 e 4.

Destaca-se que a condigdo forte de Wolfe-Powell foi utilizada no capitulo 3 para a prova
de convergéncia global. Por sua vez, para os experimentos numéricos apresentados no capitulo 4

foi utilizada a condicao fraca de Wolfe-Powell, implementada por meio do algoritmo da bisse¢do
2.
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Algorithm 4 Algoritmo ZOOM
Entrada: z;, € R, pp € R", ¢; € (0,1),¢5 € (¢1,1),0 <y <

Saida: «
Faca 7 = 0.
enquanto nio parar faca > xrepeti¢do

Escolha um passo a; € (a, o).
Calcule f(xy + o;pr).
se f(zr + a;pr) > f(ag) + aa;Vf(xg)Tpg ou f(ag + opr) > f(xr + cupy) entido
Qy = O
senao
Calcule V f (21, + ojpi) "pe.
se |Vf(fl)k + Oszk)Tpk| < —CQVf(ZIJk)Tpk entao
a = q; e pare;

fim se
se (V f(zx + a;pr)Tpe) (o — ay) > 0 entlio
Qy = Oy,
fim se
o) = Oy,
fim se
Facaj =75+ 1.

fim enquanto

2.2 0Os Métodos de Gradiente Conjugado Classicos

Nessa secdo sdo apresentadas a principais caracteristicas dos métodos de gradiente
conjugado clédssicos utilizados como referéncia para a constru¢do do método do gradiente

conjugado proposto nesse trabalho, o GC-HS*.

2.2.1 O Método do Gradiente Conjugado de Hestenes e Stiefel (GC-
HS)

Desenvolvido por Hestenes-Stiefel (HESTENES; STIEFEL, 1952), o método do gradi-

ente conjugado HS € um algoritmo que busca a solucdo de sistemas lineares:
Axr = b; (2.11)
em que:

o A € R™" simétrica (AT = A) e definida positiva (A > 0);

e r,be R™

Este método pode ser preferivel em relagdo aos métodos diretos, e.g. método de Eliminacdo de
Gauss-Jordan (SAFF; SNIDER, 2015) e método de Crout (SAFF; SNIDER, 2015), quando os
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Figura 4 — Intervalo admissivel para « satisfazendo a condicao forte de Wolfe-Powel.

F(a)

P Médulo

’ \nclln:aq.:ao JRY
Vs minima s N
desejada

~ Inclinagao
N minima
. Uesejada

® ~ -5 0o 3 o -

Fonte: figura do autor.

problemas sao em alta dimensao. Isto devido, por exemplo, a menor necessidade de armazena-

mento de matrizes de grandes dimensdes.

Solucionar (2.11) é equivalente a encontrar a solu¢io do problema de otimizacio quadra-
tica (SHEWCHUK, 1994):
min %xTAx — bz

2.12
s.t.z € R" ( )

Pois, A definida positiva assegura que f(x) = %xTAa: — b"x seja uma funcdo estritamente
convexa e, consequentemente, possua um tnico ponto de minimo local (ISMAILOV; SOLODOV,

2005). Ou seja, o problema (2.12) possui solucao tnica.
O método do gradiente conjugado HS possui estrutura definida em (2.2), com S, o

coeficiente de conjugacao, sendo fixado por:

.
9rYk—1

S = ke (2.13)
Pr_1Yk—1

em que: Yr = Gk — Gk—1-
Para os problemas quadraticos (2.12), oy, € calculado de forma exata, sendo definido por:
= pi(b— Axi) _ ppre
PLAD: peADL
em que: rp = b — Axy, é o residuo. A norma deste, ||7%||, indica a que distdncia Axj encontra-

(2.14)

se de b no subespaco imagem de A. Enfatiza-se o comportamento monoténico da sequéncia
(l7x || ken em sua aproximagdo a 0, realizada em no maximo n iteragdes. Porém, em problemas

de otimizagdo em alta dimensao, considerando a precisdo finita dos computadores, pode-se
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extrapolar o nimero de n iteragdes devido ao acumulo de erro numérico ao longo dessas

iteragoes.

Contudo, para problemas de otimizacdo em que a fun¢@o objetivo f, indicada na equagao
(2.1), ndo tem uma forma quadrética, tal como na expressdo (2.12), hd necessidade de ser
realizada uma busca em linha, apresentada na se¢do 2.1, a fim de permitir a localizagdao de um
bom valor de «y. Deve-se notar que o residuo 7, pode ser interpretado como 1, = —V f(zg),
quando a fun¢do f(x) é definida como a fung@o objetivo quadratica em (2.12). Desta forma, no
caso de problemas com fun¢do objetivo ndo-quadratica, € possivel aplicar este método fazendo

rt igual a menos o gradiente da funcao.

Destaca-se para o método GC-HS que:

* a condi¢do de conjugacao:
Pk = 0; (2.15)

€ valida para todo k£ > 0, independentemente de f, presente no problema de otimizagao
irrestrito (2.1), e da busca linear que estd sendo utilizada (ZHANG, 2009);

* ha necessidade que a busca linear satisfaca, no minimo, a condicdo fraca de Wolfe-Powell,

apresentada na subsecdo 2.1.2.2, para que 3/ esteja bem definido ou seja: plyx > 0;

* esse método possui bom desempenho computacional (YUAN, 2009), no sentido que o
ndmero de iteracdes e o tempo de processamento computacional até a solucao do problema
sdo menores quando comparados aos métodos: Fletcher e Reeves (FLETCHER; REEVES,
1964); CD (FLETCHER, 1987); DY (DAI; YUAN, 2000); LS (LIU; STOREY, 1991).

2.2.2 0O Método do Gradiente Conjugado Polak e Ribiere (GC-PR)

Proposto por Polak e Ribiere (POLAK; RIBIERE, 1969), o método do gradiente con-
jugado desenvolvido, o GC-PR, representa uma importante contribui¢do para a otimizacao
ndo-linear irrestrita (GOLUB; O’LEARY, 1989). Este método define o coeficiente de conjugacgdo

PR como:

)
PR IkUkol (2.16)
9r_19k—1

tendo como principais caracteristicas:

* para problemas de otimizag¢do quadraticas, quando se usa a busca em linha exata, subsecao
2.1.1, é provado a sua convergéncia global em (ZOUTENDIJK, 1970);

* para funcdes nao-lineares e utilizando a busca linear exata, subsec@o 2.1.1, ndo ha garantia
de convergéncia global. Powell (POWELL, 1984) apresentou um exemplo em R para o

qual o método PR ¢é infinitamente ciclico, ndo convergindo a um ponto estacionario de f;
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* para func¢des ndo-lineares e com busca em linha inexata, subsecdo 2.1.2, o método PR,
quando converge, apresenta bom desempenho computacional em relagdao aos métodos: Flet-
cher e Reeves; CD; DY; LS (YUAN, 2009). J4 em relacdo ao método GC-HS, (NOCEDAL,;
WRIGHT, 2006a) menciona que nio hd distin¢io evidente de desempenho computacional,
sendo esses dois métodos, GC-HS e GC-PR, preferiveis aos demais métodos (Fletcher e
Reeves; CD; DY; LS);

* quando o método PR € utilizado com a busca em linha satisfazendo a condi¢ao forte de
Wolfe-Powell, abordada na subsecdo 2.1.2.3, ndo hé garantia que a condi¢ao de descida
(g9rpr < 0) seja sempre satisfeita (NOCEDAL; WRIGHT, 2006a). Entéo, para evitar esse
problema € realizada uma pequena alterag@o no coeficiente de conjugacdo (2.16), proposta
em (GILBERT; NOCEDAL, 1992), definindo:

PR — max{p®, 0}. (2.17)

Assim, ao computar o coeficiente de conjugacdo como definido em (2.17) juntamente
com a busca linear, satisfazendo a condicao forte de Wolfe-Powell, tem-se a condi¢do de descida
sempre satisfeita. Também em (GILBERT; NOCEDAL, 1992) prova-se, sob um conjunto de

hipéteses e utilizando 3%, a convergéncia global.

2.2.3 0O Método do Gradiente Conjugado Dai e Liao (GC-DL)

O método proposto por Dai e Liao, em (DAI; LIAO, 2001), € indicado para problemas
de otimizacdo irrestrita em alta dimensdo. Além disso, possui estrutura definida em (2.2) com o

coeficiente de conjugacao sendo determinado por:

;
S
DL — gl — 9%y s 0 Wk > 0. (2.18)
PrYk
em que: Sy = Ty — L.

E conhecido que os métodos de gradiente conjugado produzem uma sequéncia de

direcdes de busca p; que satisfazem a condi¢ao:

pjQpi =0, i#j; (2.19)
denominada condi¢do de conjugacdo, em que () € a hessiana de uma fung¢io quadratica convexa.

Porém, para uma funcdo f ndo-linear no geral, utilizando a defini¢do de yx = gxr1 — Gk,

em que g, = V f(xy), e aplicando o teorema do valor médio, tem-se:

Proi¥k = arph V2 f (g, + Ocupr)pr, (2.20)

com 6 € (0,1). De (2.19) e (2.20) é razodvel considerar a condi¢do de conjugacéo para fungdes

nao-lineares no geral identicamente nula, ou seja:

Pryayk = 0. 2.21)
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Por outro lado, os métodos quasi-Newton (BROYDEN, 1967) realizam a construgdo

iterativa de uma matriz Hy,, possuindo as seguintes caracteristicas:

* Hj.1 é uma aproximagio de V2 f(z441);

* se a condi¢do de curvatura € satisfeita, sjy, > 0, entdo Hj 15 = yi, satisfazendo a

equacao secante;
* adirecdo de busca € definida nesses métodos como:
Pt = —Hy gt (2.22)
Da equacdo secante e (2.22), tem-se:
Pha¥k = Py (Hes18k) = —gf 115k (2.23)

Mantendo esta relagdo como ancora, Dai e Liao (DAI; LIAO, 2001) propuseram a

condic¢do de conjugacao sendo computada por:
Phi1¥k = —tgl 15k (2.24)

Em seguida, fazendo o produto interno de pxy 1 = —grr1 — Brxpr com yy e isolando [y,
obtém-se (2.18).

Esse método possui as seguintes particularidades de acordo com (DAI; LIAO, 2001):

* se adotado o método de busca linear exato, entdo 3P5 = S5

* ha necessidade que a busca linear satisfaca, no minimo, a condi¢do fraca de Wolfe-Powell,

apresentada na subsecdo 2.1.2.2, para que S5 esteja bem definido ou seja: pLy, > 0;

* se a direcdo gerada pelo método HS, abordado na se¢do 2.2.1, for de descida e a busca
linear fornecer uma relacéo pjy, > 0, que é verificada ao satisfazer a condigdo fraca de

Wolfe-Powell, entdo, o método de Dai-Liao gera direcdes que sao de descida;

* ha convergéncia global para fun¢des uniformemente convexas, ver defini¢do 10.5 da pigina
144 de (BAUSCHKE; COMBETTES et al., 2011), que incluem as fun¢des fortemente

convexas;

* assim como Gilbert e Nocedal (GILBERT; NOCEDAL, 1992) fizeram para o método PR,
definindo 3% (2.17) para a demonstragdo de convergéncia global, Dai e Liao definiram:
DL* HS 115k
PrYk
Com essa defini¢do, € possivel provar a convergéncia global (teorema 3.6 de (DAI; LIAO,
2001)) se: a busca linear satisfizer a condicao forte de Wolfe-Powell; a condicao suficiente

de descida for atendida, i.e. 3 ¢ > 0 tal que gipr < —cl|gx||* Vk > 0;



Capitulo 2. Métodos de Gradiente Conjugado Ndo-Lineares 32

* experimentos numéricos indicaram que ¢ = 0, 1 € uma boa escolha de valor de parametro

para problemas de otimizacao em alta dimens3o.
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3 O Método do Gradiente Conjugado
Nao-Linear com a Condicao de Des-
cida Suficiente

Sao apresentados, na secao seguinte, 3.1, os pontos principais do artigo modified nonli-
near conjugate gradient methods with sufficient descent property for large-scale optimization
problems (YUAN, 2009). O citado artigo foi utilizado como referéncia para o desenvolvimento
do método do gradiente conjugado HS modificado (GC-HS*), descrito na secdo 3.2. Na subsec¢do

3.2.1 sdo apresentados suas principais propriedades.

3.1 Gradiente Conjugado - Gonglin Yuan (YUAN, 2009)

A fim de solucionar:
min f(z)

; 3.1
s.t.z € R" o

em que f : R — R é uma funcdo suave, continuamente diferencidvel, e utilizando, como base,
o método GC-PR, secdo 2.2.2, Yuan prop0s o algoritmo 5.

Deve-se destacar que dada a sequéncia {dy}, {gx} € {ox}, gerada pelo algoritmo 5, tem-
se que a condi¢do suficiente de descida € atendida (Teorema 3.1 de (YUAN, 2009)). Portanto,

define-se:

Definicao 2. Dizemos que a condigdo suficiente de descida é atendida se existir uma constante

¢ > 0 tal que para cada diregdo py, tem-se:

gipe < —cllgrl* Yk >0. 32)

Além disso, pressupde-se como hipdteses:
H1) O conjunto 2 = {z € R™; f(x) < f(zo)} € limitado, ou seja:

lz|| < M, VaeQ, M>O0.

H2) No conjunto €2y C R", aberto e convexo, com {2 C €, tem-se:
H2.1) f € inferiormente limitado;
H2.2) f € diferenciavel,

H2.3) f’ € Lipschitz continua, ou seja, existe L > 0 tal que

1/ (@) = f' Wl < Lz =yl ¥,y €.



Capitulo 3. O Método do Gradiente Conjugado Ndo-Linear com a Condigdo de Descida Suficiente 34

Algorithm S Gradiente Conjugado de Gonglin Yuan (GC-GY) - (YUAN, 2009)

1
Entrada: zo € R", ¢ € (0,1),¢; € (O, 2), c2 € (c1,1) e > 0.

Saida: x (solucdo de (3.1)).
Facapy = —go = —Vf(xg) ek =0.
enquanto ||g;|| > ¢ faca > xrepeticdo

Y.1.2 Encontre oy tal que:

fzr + awpr) — fxr) < crargi

Condicao Fraca de Wolfe-Powell;
g(xk + arpr)Pr > C295 Pk } ¢

Y.1.3 Defina ;.1 = o + aipy.
Y.1.4 Calcule a nova dire¢cao de busca:

_ MPRP, .
Dk+1 = —Gk+1 + 5k+1 Pk;

tal que:

BMPRP _ pPR i, | pPR el yel? T
k+1 — Pk kE o> ”ng4 Ik+1Pk (>
com B{F = BPE em que B]’E ¢ definido conforme (2.16).
Y.1.5 Facak =k + 1.
fim enquanto
Facar = xy > final

Yuan demonstra que:

* acondi¢do de Zountendijk (ZOUTENDIJK, 1970) € satisfeita, ou seja:

[e’s) T 2
Z(g’“p’“l < o0; (3.3)
= el

* se existir um o > 0, tal que o, > « para todo £ > 0, entdo o algoritmo 5 possui

convergéncia global, equivalentemente:
klim gkl = 0; (3.4)
—00

Na secao 4 de (YUAN, 2009) € apresentada uma generalizacao do algoritmo proposto,
com base no método PR, para os demais métodos cldssicos: FR (FLETCHER; REEVES, 1964);
DY (DAI; YUAN, 1999); LS (LIU; STOREY, 1991); HS, descrito na se¢ao 2.2.1 do presente
trabalho. Para todos eles Yuan afirma que as propriedades apresentadas acima sao satisfeitas sob

as hipéteses citadas.
O tema central desta dissertacdo consiste em examinar algumas possibilidades de exten-

soes do artigo (YUAN, 2009). Sao investigadas aqui:

* qual seria a consequéncia de retirar a hipdtese de «;, ser inferiormente limitada por uma

constante positiva e supor que essa sequéncia seja positiva;
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* ao adotar GC-HS, apresentado na secdo 2.2.1, como método clédssico base ndo haveria

situagdes em que o valor de BMHS, definido por:

2
BMHS _ BHS — mi {BHS7 M”yk’H T } : (35)
k k k (Plyn)? Ik+1Pk

estaria numericamente mal dimensionado (condicionado), fazendo com que a norma de
Pr+1 apresente valores muito grandes e, assim, exija um nimero muito alto de iteragdes

para a busca em linha, secao 2.1.
Além disso,

* seria possivel utilizar a condi¢io de conjugacdo da fung¢do f nio identicamente nula, assim

como o Método do Gradiente conjugado ndo-linear de Dai-Liao (DL) (secdo 2.2.3);

* qual seria o impacto em se utilizar a condi¢do de curvatura, representada por meio da

equacao (2.7), para reiniciar o calculo das direcdes conjugadas.

Entdo, com o objetivo de atacar esses pontos, € apresentado na préxima se¢ao o Método
do Gradiente Conjugado HS Modificado.

3.2 O Método do Gradiente Conjugado HS Modificado

Nessa se¢do sdo apresentados os algoritmos 6 € 7 com suas principais propriedades
descritas na préxima subse¢do. Considera-se o problema de otimiza¢ao definido em (3.1), com f

continuamente diferenciavel.

Para fins da andlise de convergéncia global, realizada na propriedade (P8), sdo alteradas
as condi¢des de busca em linha, substituindo A.1.2 do algoritmo 6 pelo passo A.1.2* no algoritmo
7.

3.2.1 Propriedades do Método do Gradiente Conjugado HS Modificado

Sdo demonstradas as principais propriedades do método do gradiente conjugado HS
modificado (GC-HS*), provando-se, sob determinadas hipéteses, a convergéncia global desse

método.

Previamente, € relembrado a seguir uma importante defini¢do, apresentada na secao
2.1, para os métodos de otimizagdo, que buscam solucionar o problema (3.1), em que [ é

continuamente diferenciavel.

2

Definicao 3. Seja f : R® — R uma funcdo continuamente diferencidvel. Dizemos que p € R" é

uma direcdo de descida de f no ponto x se:

Vi(x)p<O0. (3.6)
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Algorithm 6 Algoritmo HS Modificado satisfazendo a condi¢do fraca de Wolfe-Powell

1 1
Entrada: zo € R", ¢ € (0,1),¢; € (0, 2), c2 € (c1,1),0 >0,t€[0,00)epne (2, 1).

Saida: x (solucdo de (3.1))
Facak =0epy = —V f(zo).
enquanto ||g;|| > ¢ faca > xrepeticdo

A.1.2 Encontre «; tal que:

fzg + awpr) — fxr) < crargtpr

(2 + pe) T > Caglpn } Condicao Fraca de Wolfe-Powell

A.1.3 Defina zy.1 = o + agpy.
A.1.4 Calcule a direcdo de busca:

Pk+1 = —Gkt1 + BrDrs

tal que:
.
s
0, s kka
G [l " y T
. P Yk Ik+15k SkYk ’
st—mm{ HS Sk k}— == se 5 >0
(PiYr) PiYk i
k1Y
em que: B{'* = pﬁyk ) Sk = Thi1 — Tp € Y = Grr1 — G-
k
A5 Facak=Fk+ 1.
fim enquanto
Facax = x;, > final .

Inicialmente, é provado que [, definido nos algoritmos 6 e 7, estd bem definido, impli-

cando em ||py41]| < 400 para todo k£ > 0. Entdo, formula-se a primeira propriedade:
P1) O valor de (3, estd bem definido sempre que a condi¢@o de descida for satisfeita.

Prova:
T
se Sk:yk:2 <
2%

BS — min { BES,

0

B =

ellyell® + } tgi15k  Siuk '
Gk+1Pk ¢ — , >0
(pLye)? ! PLU AR

Prova-se que pjyx # 0.

Primeiramente, observamos que ¢é satisfeita a condi¢do de descida (pjgr < 0), entdo,

temos que p, # 0 Vk.

>0 > 0= sfyr > 0 (ou seja, a condi¢do de curvatura para os métodos

quasi-Newton € satisfeita).

Tendo que s = X1 — ) = agpy € oy > 0, entdo aplyy > 0, resultando em ply; > 0,
pois oy, > 0. Logo, §i estd bem definida V £ > 0. [
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Algorithm 7 Algoritmo HS Modificado satisfazendo a condi¢do forte de Wolfe-Powell

1 1
Entrada: zo € R", ¢ € (0,1),¢; € (O, 2), c2 € (c1,1),0 >0,t€[0,00)epne (2, 1).
Saida: x (solucdo de (3.1))
Fagca k =0, go = V f(x0) € po = —go.
enquanto ||g;|| > ¢ faca > xrepeticdo

A.1.2* Encontre oy tal que:

fa, + aupr) — for) < crowgip

19(z + pr) TPl < Calglpil } Condicao Forte de Wolfe-Powell.

A.1.3 Defina zy.1 = o + agpy.
A.1.4 Calcule a direcdo de busca:

Pk+1 = —Gkt1 + BrDrs

tal que:
T
s
0, s kyk2
G [l " y T
. P Yk Ik+15k SkYk ’
st—mm{ HS Sk k}— == se 5 >0
(PiYr) PiYk i
k1Y
em que: B{'* = pﬁyk ) Sk = Thi1 — Tp € Y = Grr1 — G-
k
A5 Facak=Fk+ 1.
fim enquanto
Facax = x;, > final .

Repare que € possivel demonstrar a propriedade (P1) simplesmente utilizando a condi¢ao
fraca de Wolfe-Powell, subsecao 2.1.2.2. Entretanto, apresenta-se a demonstracdo acima para
enfatizar que o coeficiente de conjugacdo [3; estd bem definido, independente da condig¢do que a

busca em linha deve satisfazer.

Posteriormente, assim como provado para o método proposto em (YUAN, 2009), prova-
se que a direcdo de descida, determinada no passo A.1.4, atende a condi¢do suficiente de descida.
P2) Seja p; determinado no passo A.1.4 pelos algoritmos 6 e 7. Entdo, existe ¢ > 0 tal que

gioe < —cllgil® Vk >0, (3.7)

ou seja, a condigao suficiente de descida € sempre satisfeita.

Prova:
Se k = 0, entdo gido = —||go||?

satisfaz (3.7) V k > 0.

e (3.7) é satisfeita. Em seguida, prova-se que g; , Pk1
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1) Se B, = 0, entdo:

g;+1pk+1 = 911+1(—9k+1) = —g;+1gk+1 = —|’9k+1||2-
2)Se B, # 0e BI¥ < el entdo:
k k (Plyn)? 9k41Pk> :
—tgf. 15k
= k1t
PrYk
© T
tg;.. 15k
Ih1Phi1 = Gha (—gk+1 e pk) =
PrYk

tg;JrlSk ( T )

2
= 9k - i+1Pk
gkl iy ki
g |2 Teghape)”
= —ll9k+1 T )
PrYk
< — gl

AR

3)Se B, # 0e B > g7 1Pk, €NtAo:
k (p;yk)Z k+1

p; Yy

(911+13k>

(Sk = Oékpk)

(ak eR" e plyr > O)

| 6l -

T
Pr9k+1) =
p;yk (k +)

Q (912+1pk>>2 <

pLyk

glz+1pk+1 = —[|gk+1|” + BI?S - MHTkaZ (g;+1pk) - tM
(Piyr)?

— g + (9£+1y;£;ilgk+1) B éﬂ!ﬁyy’j; (g1 pe)? — 1

— lgenlP + (92+1y;£:(yzzigk+1) B églzzﬂz( T o) -

< lgral? + (gzl+1y;£(yz;£gk+1) B éﬂ‘f;i I; (Gl )

definindo:

\/PEYr V2
V2

[ =

e por (¥), tem-se:

4

N e L (piyllgr]?
1= g0l 4 o)+ (R g e

Gerr € 0= —=—=(Gj11Pk)Yk;
\/ PrYk

<

T
Jpr1Prr1 <
k+1VMk+ pzyk

1 )
— (1= — | pkwkllgrsa II?

P%Z/k

1 1
Jaque p € (2,1>,entﬁoc: (1 — 4,u> .
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1
Observacdo: Utiliza-se a desigualdade: §(Hu\|2 +lo||?) > uTo, ¥V (u,0) € R™ x R™.

Para as demais propriedades, sdo adotadas as seguintes hipdteses:

H1) O conjunto 2 = {z € R™; f(x) < f(zo)} € limitado, ou seja:

|lz|| <M VxeQe M>O0.

H2) No conjunto {2y C R"”, aberto e convexo, tal que {2 C (g, tem-se:
H2.1) f € inferiormente limitada;
H2.2) f é diferenciavel,

H2.3) f’ é Lipschitz continua, ou seja, existe L > 0 tal que:
1) = Wl < Lllz =yl Va,y € Q.

Denota-se C'O €2 o envelope convexo de €). E, dadas essas hipéteses, tem-se como

consequéncias imediatas:

C1) O fecho de C'O , denotado por CO 2, € fechado e limitado (Proposi¢do 3.2.14 na pdgina
79 de ISMAILOV; SOLODOV, 2005)), logo compacto.

C2) Se f satisfaz (H1) e f’ € localmente lipschtziana, entdo existe um conjunto 2y C R", aberto
e convexo, tal que €2 C €y, no qual a funcdo f atende a (H2.1), (H2.2) e (H2.3). Esta é uma

consequéncia direta de (C1), cuja demonstracio é encontrada no Apéndice A.

C3) Supondo (H1) e (H2) vélidas, entdo existe A > 0 tal que:
lg(z)| <A Ve

Sendo que ao anunciar (C3), importante para a prova de convergéncia global da propriedade
(P8), definimos g : R” — R" como g(x) = V f(x) para todo = € R".
Prova de (C3):

Se g ndo fosse limitada em (2, entdo para cada k > 0 existiria z;, € €2 tal que ||g(x)| > k.

Fixemos x € Q2 e definamos k = (3M L + ||g(z)]|). Logo, existird y € € satisfazendo:

lg@)ll = k = BML) + [|lg(=)]

ML < lg(w)ll = llg(=)]
< [(lg@)l = lg(=)ID
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< Lljz =yl
< L(lf= [l + Tyl
<2ML

= 3ML <2ML = 3 <2 (Absurdo!)

A propriedade (P3) afirma que, sob as hipéteses (H1) e (H2) a condi¢do de Zoutendijk
(ZOUTENDIJK, 1970) ¢ satisfeita, sendo importante para a demonstracdo de convergéncia global
do método proposto. Essa condi¢do relaciona o comprimento de passo com a direcao de busca,
pois € necessdrio que, além de comprimentos de passo bem computados, estejam disponiveis

boas direcdes de busca a fim de obter sucesso na convergéncia do método de otimizacao.

P3) Suponha-se que (H1) e (H2) sejam satisfeitas e que as sequéncias {gx }, {px} € {a} sejam
geradas pelo algoritmo 6 ou 7. Entdo, a condi¢@o de Zoutendijk € satisfeita

00 (T )2
3 (Qkpkl <
i=o [Pl
Prova:
Dos algoritmos propostos, tem-se que:
1
pror < —cllgull?, Yk >0, come= (1 — 4) .
i

Entdo, utilizando o passo (A.1.2.1), temos:

frr1 < fr + acupior < fr < frr1 + aqgp_1pi_1gk-1 < fr-1 < ... < fo.

Ou seja, { fr} C R € limitada uma vez que estamos supondo (H2.1) vilida.

Dos passos (A.1.2.2) ou (A.1.2%.2):

Gr1pr > C2glpr.

Subtraindo g} py dos dois lados:

—(1 = ) gk < (g1 — 96) Pk
< | grs1 — gell - l|e ]

< Loy ||pxl?

o> (1- 02)(92;12%)
Ll|p||
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Novamente, pelo passo (A.1.2.2)

frr1 — fio < crouglpr

(911%)2
A

c
fr — frr1 > —crongipr > fl(l — )

pois g pr, < 0.

De (H2.1), 3]l € Rtalque ! < f(z)Vz € Q, e tido que 3 € (¢q, 1), temos:

m—1 _ m—1 T 9
fo—lZfo—fnZka—kaZCl(l C2) (gkpkzi YmeN
k=0 L= el

- m—1 T 2
= fo—1> (Cl(lL &) (9:pr) ) VmeN

Fazendo m — oo, concluimos:

o) T 2
Z (gkpkl < 00
iz llpell

A seguir € apresentado um resultado analogo ao Teorema 3.2 presente em (YUAN, 2009),
certificando que, sob as hipéteses (H1), (H2) e a existéncia de ax > 0, tem-se x; convergindo

para um minimizador local de f.

P4) Suponha-se que (H1) e (H2) sejam satisfeitas e que as sequéncias {gx }, {px} € {c} sejam

geradas pelos algoritmos 6 ou 7. Se o, > ax > 0, entdo:

lim [|gx|| = 0.
k—o0

Prova:

2M
Defina # = —. Logo, temos que:
Qx

0 < [lewpell = llskll = llzrsr = 2l < el + lloell < 2M

e, sendo oy, > ax > 0, entdo:

2M
O<||pk||§—*:6<+oo Vk>0. (%
(0%

De (P2) (Condigao suficiente):

I

cllgrll® < —gipw
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temos que:
ol _ (ofm)
ez = Tl

Além disso,

Z 2 Ngwll* Z (gipr)” < 400, (*¥)

k>0 Ipell* — E>0 9 ||?

De (*) e (**), temos

B Z lgnll* < oo,
k>0
€, consequentemente,
Jim {[gx|]" = 0= lim [[gx[| = 0.

As propriedades (P5S) e (P6) mostradas a seguir sdo lemas técnicos, no sentindo que

serdo utilizados como alicerce principal para as demonstragdes das propriedades (P7) e (P8).

P5) Suponha-se que (H1) e (H2) sejam satisfeitas e que as sequéncias {gx }, {pr} € {cu} sejam
geradas pelos algoritmos 6 ou 7. Se ||gx|| > 6 > 0V k > 0, entdo 3K > 0 tal que:

x| = K6

Além disso, independente de ||gx|| ser limitada inferiormente por uma constante positiva, temos:

|Pesa |l
T el
Prova:
Pet1 = —Gk+1 + BkPk = Pkt + Gkr1 = PP
e

(Prt1 + Gree1)T(Prs1 + ge1) = Bellpl?

Pkl = =llgrsall? = 297 1 1prs1 + Billpwl®

Q)
> = llgrsall® + 2cllgrsal® + BEllpell®
> (2¢ = Dllgrall” + Bellpell”

1
> (2= 5 = Dllgenl + Al )

1
Em (1) utilizamos a condicao suficiente de descida. Como y € <2, 1):

1
2> (1o — 2> 1—— 52
Hkarl” = ( 2N> ”gk+1H = ( 201
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1\2
e definindo K = (1 — 2) implica em:
]

[P+l = Ko.
Por outro lado, por (*) temos:

==k
w12

e l* = Billpel> = B < P5.1.

]

P6) Suponha-se que (H1) e (H2) sejam satisfeitas e que as sequéncias {gx }, {px} € {c} sejam
geradas pelo algoritmo 7. Entdo, temos:

liminf ||gg|| = 0

ou - .
Sl
=0 llpxll?
Prova:
Suponhamos que:
lim inf [| g[| # O; (3.8)
e
loell” _ (3.9)
k>0 ||pk||2

De (3.8), existe 0 > 0 tal que
lgrl| >0 >0 VkeN

e, com base no passo (A.1.4), pxi1 = grr1 + Brpr assim,

lgk+11* = |PhiaPrst — Brphgr+]
< gt 1Pk | + | BlPegrs]
< ’92+1pk+1\ - C2’ﬁk‘p£gk

< ’9;+1pk+1| + 2| Br|pLgx

Da desigualdade (m + dn)? < (14 60)*(m* +n?) Va,b,d > 0, resulta:

Hgk+1H4 < (|gg+1pk+1’ + C2|5k||911+1pk‘)2
< (1+ C2)Q(|g;+1pk+1‘2 + |ﬁk|2|ggpk’2)

*

1Pk ]I
< (1+ 02)2 (‘g£+1pk+1|2 + ”p:HQ |g’lpk‘2

‘g; 1Pk+1’2 |91£pk|2> 2
< (1 + ¢p)? + - p :
(1+e) ( el ) 1Pl

—
<
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Em (*), presente na desigualdade acima, utilizamos a segunda afirmacdo da Propriedade (PS).

Assim,

HngHi < (1+ )2 <|gg+1pk+;|2 4 fgzlpkf)
Hpk+1\| | Pkt | ||p1<;H

e, tomando o somatdrio juntamente com a hipétese (3.9), obtemos:

4 T 2
ol _ p(y 4 oy lolpd

+00 = <
i=1 IPal? = sl

o que implica:

Z ’gkpk|

k>1 ||pk||2

o que contraria (P3).
O

A propriedade (P7) a seguir é simplesmente um corolério da propriedade (P6).

P7) Suponha-se que (H1) e (H2) sejam satisfeitas e que as sequéncias {gx }, {px} € {a} sejam
geradas pelo algoritmo 7. Se

)P

E>1 Hpk H2
entao,

lim inf || g || = 0.
k—o0

Prova: Se lign inf [|gx|| # O, entdo existe ¢ > 0 tal que ||gx|| > ¢, para todo £ > 0. Da
—00
Propriedade 6, resulta:

Hng

4
1 < i”ng

< vV k >0, pois —
lpell* = et llpel®

Logo, pela contra-positiva, provamos:

1

27:%—00.

k>0 ||pk||2

Por ultimo, a propriedade seguinte afirma que existird uma subsequéncia de g conver-

gindo para o vetor nulo.

P8) Suponha-se que (H1) e (H2) sejam satisfeitas e que as sequéncias {gx}, {pr} € {ax} sejam

geradas pelo algoritmo 7. Entao,

)P

i1 ||p/~c||2
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Por consequéncia, da Propriedade (P7):

lim inf ||gx|| = 0.
k—o0
Prova: Suponha 272 < 00, entao:
i1 Pkl
lim =0 = Jim |pell? = +
im —— = im ||prl|® = +o0
= PAE koo 1

—> lim ||px|| = +o0.
k—o0

ou seja, {px} é uma sequéncia ilimitada.
Utilizando, na passagem (*), o fato de ||g(x)|| ser limitado e de a, < ey < 00 VE > 0, devido
as hipéteses (H1) e (H2.1), no passo (**), segue:

0< |skyl _ |5k (g1 — 9r)
~ lpwl? Ip]®
sk llllgr1 — sl
k]I
2 2]
Al
200 ||
P
() 20ma A
< :
Il

e para ||py|| suficientemente grande, temos

SLyk 2O‘maxA
pell® = okl

<0 = Drt1 = —Git1

1Pkl = llgnsall < A

Portanto, elementos de {p;} com norma maior que A estariam sendo gerados por

Dk+1 = —Gk+1 + BrPrs

o el ;
. MYk Ik+15k
g " (pzyk)Q ki phk
€ T
SrYk S5
lpell> =

entretanto, satisfazer a desigualdade acima implica em:

20max A - QOémaxA‘

1%
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Assim sendo, de pry1 = grr1 + Brpi tem-se:

el < A+ [Belllpell- (3.10)
e B; (piyk)ngHpk’ a desigualdade acima e:
sk > 0||pell;
0 < c|lgrll < |lpxll;  (condigdo suficiente de descida (P3))
ap € (Oaamax);
obtemos:
arplyr > Ollpel” = ply >(5Hpk”2 — 1 —
kP Yk k k <
‘ * plye ~ Ol
e
t|s 9k taiA  ta? A
|6k;| |I<: +1| k < a

Stgra1] <
S Sl ko] <

|Piy| Sllpell = llpell
Substituindo em (3.10) e sabendo que ¢ < oo € uma constante positiva:
t 12nax tarznax

[l

Se BHS > u(p yk)2g,§+1pk, entdo:

|97+ 1Yk| K 2 LA||px 2LA
T L L P e 3 e
DYk 3wl S|lpxl| Olpxl]

e ja é sabido que:
|tgll+1 Sk ’ tOémaxA

< +00.
peye — Ollpkll
Por ultimo, tem-se:
1l y® ap 2 2 aul?M
319k pe] < pL2ai|lpull* Mprll = =55
(e P = G2y 02|
Portanto:
plynl® tgksr 5kl
Prll < A+ (BHS + Dk
[+ | By L 3|9k a0k] + Do) 2%
a2 LN ot pl*M  ta?, A
< A max max max <
S A+ 5 + 52 5 +o0,
isto é, | é sempre limitado, contradizendo o fato de {p;} ser ilimitado. Logo:
1
—— =00 = liminf||g;|| = 0.
2 TulP mxf |
O

Apresentadas as principais propriedades dos algoritmos 6 e 7 propostos, € realizada, na
proxima se¢do 3.3, uma comparagdo entre os métodos de gradiente conjugado abordados neste

trabalho, de forma a evidenciar as semelhancas e diferencas entre eles.
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Tabela 1 — Expressdes para o coeficiente de conjugagao [y.

Método Coeficiente de Conjugacio
IRYk-1

GC-HS IICLIS - T’fi—

Pr_1Yk—1

T
PR __ 9rYk—1

GC-PR
F 927191%1
T

GC-DL DL — ghis _p Jkho1
Pr_1Yk—1

2
GC-GY BEY _ lfR . min{ ;fR “Hyk—l”g;pk_l}

" N gr—|I*

T
0 Sp—1Yk—1 5

L tal o1
1} JrSk—1 se k_lyk—1>6

HS HS M”yk—lHQ T .
Pho1Yk—1 | pr—1]|?

k — min k

k—
(Plfﬂ/kfl)Q "

3.3 Discussao Tebrica

Lembrado que a estrutura geral dos métodos de gradiente conjugado é:

Tpy1 = T + QgPk;
— 9k sek=0 (3.11)

P = y
— 0k + Bepr—1, sek>1

para todo £ > 0, com o coeficiente de conjugacdo (35, sendo definido de acordo com a tabela 1.

De imediato, ao analisar a tabela 1, percebe-se que as férmulas dos coeficientes de conju-
gacdo sdo acrescidas com termos e expressdoes matemdticas que buscam agregar caracteristicas

especificas ao métodos bases, neste caso: GC-HS (secdo 2.2.1) e GC-PR (secao 2.2.2).

Deve-se pontuar que, para o otimizacao em alta dimensao, acrescentar expressoes ma-
temadticas € sindnimo de incremento consideravel no tempo de processamento computacional,
pois mais operacgdes aritméticas sdo necessdrias. Além disso, deve-se tomar cuidado com os
termos que estdo sendo adicionados as expressdes matematicas, uma vez que podem ocasionar

problemas de falta de espaco de memoria fisica do computador. Portanto, ha uma relacao de
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equilibrio que deve ser, a todo momento, levada em consideracdo na constru¢do de métodos

numéricos para otimizacdo em alta dimensao.

Seguidamente, € observado que os métodos GC-HS e GC-DL s6 estdo bem-definidos
(|Bk| < o0) quando a busca linear satisfizer, no minimo, as condi¢des fracas de Wolfe-Powell,
subsecdo 2.1.2.2. Entretanto, como visto na propriedade (P1), o método proposto, o0 método do
gradiente conjugado HS modificado, GC-HS*, est4d sempre bem definido, independentemente da
condicdo que a busca linear deva satisfazer. Por causa disso, utiliza-se no método desenvolvido,
assim como no método do GC-DL, um termo extra o qual considera que a condi¢ao de conjugagao

do método GC-HS nio € identicamente nula.

Outra importante vantagem do método do GC-HS*, em relacdo aos métodos GC-HS,
GC-DL e GC-PR, ¢é que o método proposto sempre ird satisfazer a condi¢do suficiente de descida,

propriedade (P2), assim como o método do GC-GY, descrito na secdo 3.1.

Por fim, como ponto principal deste trabalho, prova-se, sob as hipéteses (H1), (H2)
e utilizando a busca linear satisfazendo a condicdo forte de Wolfe-Powell (subsecao 2.1.2.3),
na propriedade (P8), a convergéncia global do método GC-HS*. E necessdrio enfatizar que a
convergéncia global demonstrada para o método apresentado no presente trabalho, GC-HS*,
¢ independente da condi¢do imposta por (YUAN, 2009) de inf{cy} > 0, necessdria para
convergéncia global do método GC-GY. Destaca-se ainda, que ndo h4, sob as hipdteses referidas,

prova de convergéncia global para os métodos GC-HS, GC-PR e GC-DL.

Portanto, buscou-se com o método do gradiente conjugado HS modificado, GC-HS*,
aperfeicoar o método base do GC-HS, adicionando as principais caracteristicas citadas acima,

oriundas dos outros métodos de gradiente conjugado estudados.

Interpretacdo Geométrica dos Métodos de Gradiente Conju-
gado

A fim de aferir uma interpretacdo geométrica do método do gradiente conjugado HS
modificado (CG-HS*) em relag¢do aos demais métodos: GC-HS, GC-PR, GC-DL e GC-GY; foi
criada uma fungao teste f, definida por:

f=(x—2"+ (z— 2% (3.12)

em que é pretendido encontrar o seu minimo local. As curvas de nivel desta fun¢do teste sao
apresentadas na figura 5, assim como o seu ponto de minimo (2, 1). Para fins de comparacao,
utilizou-se 0 mesmo ponto inicial (3, 3) para todos os métodos de gradiente conjugado, sendo
também destacado nessa figura 5, salientando que as configuracdes paramétricas dos métodos

sdo tratadas na secdo 4.3.
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Figura 5 — Curvas de nivel da fungdo teste f = (z — 2)* + (x — 2y)?, que possui 0 minimo
no ponto (2, 1), representado por meio do asterisco azul (*). Todos os métodos de
gradiente conjugado foram iniciados no mesmo ponto (3,3), representado por meio
do asterisco vermelho (¥).

Fungao Teste

4 Ml ‘_.--""--- k- .
— | &> Cuvade Nivel |
9.5 | . = f' —#— Ponto Inicial
. g ff' fas *  Ponto Otimo |\

os 1l
| ’”“H' |||l

0 0.5

Fonte: figura do autor.

Na figura 6a sdo ilustrados os passos (caminhos) gerados pelos métodos do gradiente

conjugado até o ponto de minimo (2, 1), acentuando que o nimero de iteragdes até este ponto é
de:

23 iteragdes, para o método GC-HS;

27 iteracdes, para o método GC-PR;

19 iteragdes, para o método GC-DL,;

18 iteracdes, para o método GC-GY;

18 iteragdes, para o método GC-HS™, proposto através do algoritmo 6.

Ja a figura 6b apresenta as iteragdes dos métodos citados na vizinhanca do ponto de minimo
local (2, 1) da func@o f, descrita conforme equagdo (3.12).
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Assim sendo, os caminhos gerados pelos métodos de gradiente conjugado, figura 6,
apresentam comportamentos distintos. Uma andlise mais detalhada € realizada no proximo

capitulo para problemas de otimizagao irrestrita e suave em alta dimensao.
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Figura 6 — Interpretacdo geométrica dos passos (caminhos) gerados pelos métodos do gradiente
conjugado HS Modificado, GY, DL, HS e PR, utilizados neste trabalho, tendo como

fungdo teste f = (z — 2)* + (z — 2y)?, representada por meio das curvas de nivel da
figura 5.

(a) Passos gerados pelos métodos de gradiente conjugado até o ponto de minimo local (2,1) da funcgéo
teste f, representado na figura 5.

Funcao Teste

0.5 L : 3.5

(b) Passos dos métodos de gradiente conjugado proximos ao ponto de minimo (2, 1) da fungao teste f,
representado na figura 5.

Funcao Teste

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 24 26 2.8
X

Fonte: figura do autor.
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4 Experimentos Numericos

Sdo apresentados nesse capitulo os resultados dos experimentos numéricos a fim de
validar o desempenho computacional do método proposto, o gradiente conjugado HS modificado
(GC-HS™), em relagdo a outros métodos para problemas de otimizacdo em alta dimensao.

Ressalta-se que, neste texto, o desempenho computacional é medido pelos seguintes indicadores:

* acapacidade de encontrar o minimo da fun¢do objetivo f, ou seja, solucionar o problema

(3.1), quantificado através da variavel robustez;
* o ndmero de iteracdes até a solu¢cdo do problema (3.1);

* o tempo de processamento computacional até a solu¢ao do problema (3.1).

Com a finalidade de quantificar essas informacdes para fins comparativos, utilizou-se a técnica
de anlise do performance profile (MORE; GARBOW; HILLSTROM, 1981).

Entdo, este capitulo estd organizado em quatro sec¢des, sendo a primeira, secdo 4.1,
dedicada a construgdo do conjunto de problemas &7, que possui o objetivo de representar a classe
de problemas de otimizagdo suave irrestrita em alta dimensao. A sec¢do 4.2 apresenta a técnica de
andlise do performance profile, que permitird tecer comparacoes entre os métodos de gradiente
conjugado escolhidos para comparagdo. Esta andlise € realizada na secdo 4.3. Na ultima secao,
secdo 4.4, é efetuado uma comparacdo do métodos de gradiente conjugado, incluindo o método
proposto, com o método de regido de confianga, presente na biblioteca de otimizagdo do software

M atlab, utilizando a técnica de analise do Performance Profile.

4.1 Problemas do Conjunto &

Os problemas de otimizacao irrestritos selecionados foram retirados do banco de pro-
blemas da CUTest (GOULD; ORBAN; TOINT, 2015), sendo as caracteristicas de alguns dos
seus problemas citadas ao final dessa se¢do. Assim, formou-se o conjunto desses problemas &,
listados na tabela 3, em que se altera a classificagdo do problema, tabela 2, com a sua dimensao.
Destaca-se que o objetivo central € avaliar o desempenho computacional do método proposto

(GC-HS*) em problemas de otimiza¢do em alta dimensao.

A seguir, sdo apresentados os problemas de otimizacdo suave irrestrita selecionados para
construgdo do conjunto &?. Destaca-se que todos os problemas escolhidos possuem a fungéo

objetivo f, definida como:

flx) = Z fi(x), (4.1)

=0
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Tabela 2 — Classificagcdo dos Problemas do conjunto &

Nomes dos problemas do conjunto &
ID do Problema | Nome do Problema
argtrig-pag. 54
bdarwhd
brownal
broyden3d
dqrtic

eg?2

integreq
nlminsurf
powellsg-pag. 55
powr
rosenbr-pag. 54
tquartic
tridia-pag. 54
vardim

arwhead
broydenbd
crglvy

dixon

genhumps

indef

helix

C|H P RO|T O Z Z|T|R =~ = Q) mmo a wm »

Tabela 3 — Enumeracéo dos problemas do conjunto &, tendo como referéncia de classificagdo
do problema a tabela 2.

Conjunto de Problemas &
Numero do Problema | ID do Problema Dimensao
lal4 Problemas A a N 400
15 Problema M 500
16 a 29 Problemas A a N 900
30 Problema M 1000
31a44 Problemas A a N 1600
45 Problema M 2000
46 a 66 Problemas A aU 2500
67 a 69 Problemas K, M, P | 5000
70a72 Problemas I, K, M | 15000
73 Problema M 30000
T4e75 ProblemasIe K 150000
76 a77 ProblemasIe K 300000
78 Problema I 1000000

em que n € a dimensdo do problema e f; : R"™ — R é estabelecida de acordo com o problema de

otimizagdo que estd sendo utilizado.
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Funcéo Trigonométrica

A funcdo trigonométrica, problema 26 de (MORE; GARBOW; HILLSTROM, 1981), é
definida por:

n

filz) =n =" cos(z;) + i(1 — cos(z;)) — sen(x;); 4.2)

=0
em que x = (1, ..., Tp).

O ponto inicial é definido como zy = (1/n,...,1/n) € R", sendo que f, conforme a

expressao (4.1), atinge o valor minimo em 0.

Funcao de Broyden

Também conhecida como fungio tridiagonal de Broyden, problema 30 de (MORE;
GARBOW:; HILLSTROM, 1981) € definida por:

em que rg = Tpy1 = 0.
Destaca-se que:
* o ponto inicial é o = (—1,...,—1) € R™;

* o valor minimo de f, definido conforme a expressao (4.1), é 0.

Funcéo de Rosenbrock

Utiliza-se a versao de Rosenbrock em alta dimensdo, denominada funcdo de Rosenbrock
Estendida, problema 21 de (MORE; GARBOW; HILLSTROM, 1981), definida por:

2
foimi(z) = 10(22; — 7_y),
Joi =1 — 29 1.
Pela prépria definicdo acima, a dimensdo do problema n deve ser um niimero par.

Ressalta-se:

e o ponto inicial é 7o = (20, ..., 2% | 2%) € R", com ), , =1,2e2Y, =1,

* 0 valor minimo de f, definido conforme a expressdo (4.1), ocorre na origem, sendo igual a
0.

A funcgdo de Rosenbrock possui uma peculiaridade interessante, para n = 2 a fungdo é

unimodal e para valores superiores a 2, multimodal.
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Funcao de Powell

Denominada em (MORE; GARBOW; HILLSTROM, 1981), problema 22, por funcao
Estendida de Powell, é definida por:

Jrims(x) = 453 + 10245,
Jai— (x) \/_($4z‘—1 - I4z’),
fric1(z) = (T4i—0 — 224i-1)%,

f4i = \/E(lei—?; - $4i)2-

para dimensao n multipla de 4.

Destaca-se:

s o ponto inicial é 7o = (29,..., 2% | 2%) e R", comzY,_;=3,2% ,=—-1,2%. ,=0¢€

0o _ 1.
Ty = 1;

* 0 valor minimo de f, definido conforme a expressao (4.1), € igual a 0 na origem.

4.2 Perfil de Performance (Performance Profile)

O Performance Profile ¢ uma técnica de andlise, proposta por Dolan e Moré (DOLAN;
MORE, 2002), que permite comparar o desempenho computacional de um conjunto de métodos
de otimizacdo (algoritmos), <7, sobre um conjunto de problemas, &, a fim de determinar o
melhor método (algoritmo) para aquela classe de problemas. Dessa forma, procura-se formar o
conjunto & com problemas de otimiza¢do que possuam certas caracteristicas em comum, a fim

de evidenciar o desempenho computacional dos métodos de otimizacao.

Assim sendo, ao surgir um novo problema de otimiza¢@o que ndo pertenga ao conjunto
&, mas que possua as mesmas caracteristicas dos problemas desse conjunto, € esperado que o
método (algoritmo) definido com respaldo do Performance Profile seja capaz de soluciona-lo
com bom desempenho computacional. Como figura de mérito para avaliar esse desempenho
computacional, pode-se escolher o niimero de iteragdes, nimero de avaliagdes da fungdo f ou o

tempo de processamento computacional para solucionar o problema de otimizacao.

Por exemplo, deseja-se comparar m métodos de otimizagdo, i.e. & = {Ay,..., A},
sobre um conjunto & com n problemas de otimizacéo, i.e. & = { P}, ..., P, }, definindo como
critério de desempenho o nimero de iteracdes. Primeiramente, obtém-se / AJ?', que € o ndmero de
iteragdes necessdrias para solucionar o problema P; utilizando o método A;. Se o método A,
nao soluciona P+, entdo Iﬁ]j‘: = I, que € nimero maximo de iteracdes permitido, utilizado

como critério de parada do método de otimizagdo. No exemplo, i € {1,...,m} ej € {1,...,n}.
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Em seguida, para cada problema P}, define-se /p como o menor nimero de iteragdes
dentre todos os métodos de <7 e dividem-se os elementos / I‘%i com i € {1,...,m} por este
valor, obtendo 7’; Logo, ao melhor método sempre € atribuido o valor 1 e aos demais, valores
proporcionais. Assim, procede-se para todos os problemas do conjunto &2, sendo possivel, ao

final do processo, determinar:

¢ aeficiéncia dos métodos;

¢ arobustez dos métodos.

A eficiéncia do método A; € o niimero de problemas do conjunto & no qual foi atribuido
valor 1, i.e. r§ = 1 paraj € {1,...,n}, dividido pela cardinalidade desse conjunto &. Por sua
vez, a robustez do método € o niimero méaximo problemas de & solucionados por esse, sendo

definida ao se tomar o extremo direito dos gréficos de performance profile.

Tais graficos sdo fung¢des cumulativas, definidas para cada método A; como:
1 i
PAi(T):@HPG Pirs < Th; 4.4)

em que |-| denota a cardinalidade de seu argumento. Desse modo, a fungdo p4, : R — [0, 1] estd
bem definida.

4.3 Resultados e Analises

Os métodos de gradiente conjugado nao linear utilizados para comparacio foram:

GC-HS, secdo 2.2.1;

GC-PR, secdo 2.2.2;

GC-DL, se¢do 2.2.3;

GC-QGY, sec¢ao 3.1;

GC-HS*, se¢do 3.2;
sendo os seus parametros configurados conforme tabela 4, em que:

* ¢; € (0,1), é a constante de Armijo, presente na condi¢do de Armijo da desigualdade
(2.5);

* ¢y € (¢1,1), é aconstante de curvatura, presente na condi¢do de curvatura da desigualdade
(2.7);
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t > 0, é a constante presente nos algoritmos GC-DL e GC-HS*, que considera a condi¢io
de conjugacdo (2.15) ndo identicamente nula, estando inserida na equacao (2.24) e no

computo do coeficiente de conjugacdo 579", passo A.1.4 do algoritmo 6;

1 . . . .
W e (2, 1), ¢ a constante para a condi¢do suficiente de descida, presente no cdlculo dos

coeficientes de conjugacio 315" e B¢Y, algoritmos 5 (passo Y.1.4) e 6 (passo A.1.4),

respectivamente;

0 > 0, € a constante utilizada para reiniciar o computo das dire¢des conjugadas do método

GC-HS*, presente no passo A.1.4 do algoritmo 6;

e > 0, é a precisdo de ||gx||, utilizado como critério de parada. Se ||gx|| < ¢, considera-se
que o algoritmo convergiu para um ponto suficientemente proximo do ponto estacionario

da fung@o objetivo f;

Max_iter_gc> 0, é o nlimero maximo de iteracdes, utilizado como critério de parada, para

os métodos de gradiente conjugado;

Max_iter_ls> 0, é o nimero maximo de iteracdes, utilizado como critério de parada,
para a busca linear satisfazendo a condi¢ao fraca de Wolfe-Powell, sendo implementada

computacionalmente conforme algoritmo 2.

Tabela 4 — Parametros dos Algoritmos GC

Parametros Valor

€ 1,00E79
c 1,00E~%
Co 1,00E701
t 4,00E+%
,u 5,609
0 5,00£793
Max_iter_gc 20000

Max_iter_Is | 5,00E7%2

Ressalta-se novamente que o método de busca linear utilizado procura atender a condicao

fraca de Wolfe-Powell, sendo implementado conforme o algoritmo 2. Porém, destaca-se que a

condicao forte de Wolfe-Powell, subsecdo 2.1.2.2, é fundamental para a andlise de convergéncia

global demonstrada na propriedade (P8). O que justificou essa troca de método de busca linear foi

o elevado tempo computacional requerido pelos métodos gradiente conjugado quando utilizados

em conjunto com a busca linear satisfazendo a condi¢ao forte de Wolfe-Powell, implementado

conforme algoritmo 3. Esse acréscimo de tempo substancial reduziria o nimero de problemas

do conjunto &, influenciando na qualidade da andlise de desempenho computacional, por

intermédio da técnica do performance profile.



Capitulo 4. Experimentos Numéricos 58

Ademais, menciona-se que todos os algoritmos abordados nesse trabalho foram im-
plementados no Matlab R2012b-64bits, sendo os experimentos numéricos executados em um
Notebook Dell Precision, com processador Intel(R) Core(TM) 17 de 2,60 GHz, 32,0 GB de

memoria e sistema operacional Windows 10 Pro.

Logo, dispondo do conjunto &, definido na secdo 4.1, os métodos de otimizagdo do
conjunto 7 e a técnica de comparagdo, o performance profile (secdo 4.2), definiu-se como
critério de desempenho computacional o nimero de iteragdes do método de otimizagdo e o
tempo de processamento computacional, visto que estas informagdes sdo complementares. Nao
¢ desejado um método com baixo ndmero de iteragdes e com alto tempo de processamento
computacional por iteracdo, pois, o agregado pode ser um tempo de processamento muito elevado
se comparado com os demais métodos. Portanto, tem-se todas as informacdes necessdrias para

iniciar as andlises qualitativas e quantitativas.

Tabela 5 — Performance Profile do conjunto de problemas &, listados na tabela 2. “iter” € o
acrénimo para numero de iteragdes.

Performance Profile
Método | Eficiéncia (Iter) % | Eficiéncia (tempo) % | Robustez %
CG_HS 12,82 6,41 55,13
CG_PR 5,13 1,28 58,97
CG_DL 17,95 14,10 75,64
CG_GY 32,05 28,21 82,05
CG_HS* 52,56 44,87 88,46

A tabela 5 e as figuras 7 e 8 apresentam os resultados para o conjunto & utilizando
a técnica de andlise do performance profile, secao 4.2. Os dados para esta andlise podem ser
consultados nas tabelas 7 e 8 do Apéndice B, em que € apresentado o nimero do problema de
otimizagdo, seguindo a mesma referéncia da tabela 3, juntamente a informac¢ao da dimensao do
problema de otimizag@o. Em seguida, para cada método de gradiente conjugado, € apresentado o
numero de iteracOes, na tabela 7, e tempo de processamento computacional, na tabela 8, para o
caso de convergéncia do método e, caso contrdrio, a sigla NC, que significa a ndo convergéncia

ao ponto minimizador do problema.

Destacam-se a eficiéncia, em relacdo ao tempo de 44, 87%, do método do gradiente
conjugado HS* e a sua robustez, de 88,46%. E notéria, com a andlise das figuras 7a e 8a, a
sua superioridade em solucionar problemas de otimizac¢do irrestrita em alta dimensdo, pois
ndo existe um intervalo de 7 no qual o grafico de p cg.us+(7), definido na expressdo (4.4), esta
abaixo do gréfico de p4,(7) dos demais métodos, com A; representando os métodos: GC-HS,
GC-PR, GC-DL e GC-GY. Essa observacgao ¢ valida para ambos os critérios de desempenho

computacional: tempo de processamento e nimero de iteragdes.

As figuras 7b e 8b possuem o objetivo de realcar o desempenho dos métodos para

T € [1,2] e, desta forma, destacar os valores de eficiéncia encontrados para ambos os critérios de
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desempenho. Além disso, ao analisar as figuras 7a e 8a é atestado que as alteracdes introduzidas
por (YUAN, 2009) ao método classico GC-PR, descrito na se¢do 2.2.2, originando o método
GC-GY, se¢do 3.1, melhoram o desempenho computacional deste para a classe de problemas do

conjunto .

Outra observagao ¢é a existéncia de problemas do conjunto & em que nenhum dos
métodos de otimizacdo utilizados para comparacao foi capaz de solucioné-los, podendo tal fato
ser aferido nas tabelas 7 e 8 do Apéndice B. Mais ainda, pela anélise dos valores de robustez,
presentes na tabela 5 e diferentes entre si, € possivel concluir que ha problemas de otimizacao,

no conjunto &, que foram solucionados apenas por alguns dos métodos de otimizagao.

Enfatiza-se que, entre as possiveis causas de ndo convergéncia de métodos de otimizagao,

a sequéncia gerada:

* entra em estado de “estagnacéo”, com comprimentos de passo, |[sx|| = ||zri1 — 2kl

suficientemente proximos a zero sem alcangar o ponto de minimo;

» ¢ prematuramente finalizada, pois o nimero de iteracdes excedeu o maximo permitido,
indicando que havia progresso, com comprimento de passos, ||sx|| = ||zx+1 — zk||, ndo

suficientemente proximos a zero, ndo tendo convergido devido ao critério de parada;

* tende a ser ilimitada, sendo truncada pelo critério de parada do nimero maximo de

iteracoes;

* converge para minimo local diferente do esperado.

No caso dos experimentos numéricos reportados neste trabalho, nao foi feita a distincao entre
possiveis causas de um algoritmo nao convergir, ficando registrada apenas a ocorréncia de ndao

convergencia.

Por fim, durante a execu¢@o dos testes computacionais, em especial ao executar os testes
com a func¢do trigonométrica (4.2), alterou-se a busca em linha a fim de atender as condi¢des
de Armijo (2.5), sendo a implementacdo computacional realizada conforme algoritmo 1. O
resultado foi que os métodos GC-HS e GC-DL, respectivamente secoes 2.2.1 e 2.2.3, ficam mal
definidos numericamente, ndo ocorrendo esse problema com o método gradiente conjugado HS
modificado, secio 3.2. Logo, surge a seguinte pergunta: Por qué o método proposto nao fica mal
definido numericamente, uma vez que, possuem o coeficiente de conjugagdo 3 com 0 mesmo

denominador: ply?

Primeiramente, entende-se por: "o método do gradiente conjugado estd numericamente
mal definido"; que em alguma iteracdo k£ > 1 o valor 3} se torna NaN (not a number) ou infinito,
indicando uma possivel divisdo por nimero muito préximo a zero, mas, que na precisao do

computador, torna-se uma divisdo por zero.
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Retomando a resposta para a pergunta, tem-se que para computar 3 nesses métodos,
GC-HS, GC-DL e GC-HS*, é necesséria, como jd mencionado, uma divisdo por pjy, com
Yk = gr+1 — gr. Como retira-se a condi¢ao de curvatura (2.7), ha valores para k, em que o, < 1,
implicando que, para problemas suaves, ||yx|| < 1 e, na precisdo numérica do computador,
tem-se g1 = gi. Portanto, uma divisdo de zero por zero, pois y; também estd presente no
numerador, resultando em um valor indefinido (NaN). No método HS modificado ha uma
protegio contra esse tipo de problema, pois, 5% s6 serd calculado se s]yx > d, caso contrério
BHS* = (. Dessa forma, garante-se que o método do gradiente conjugado HS modificado
esteja bem definido numericamente quando se utilizar a condi¢do de Armijo (2.5). Nota-se tal

caracteristica demonstrada na propriedade (P1).

4.4 Comparacao com o Método de Regiao de Confianca
do Software Matlab

Uma pergunta inerente ao processo de proposta de um novo algoritmo, é como este
comporta-se em relac@o a outros algoritmos de otimizagdo presentes em softwares comerciais,

e.g. Matlab com a biblioteca Optimization Toolbox.

Para responder essa pergunta, utiliza-se a andlise de performance profile, se¢do 4.2,
para os problemas de otimizagdo definidos de 1 a 14 na tabela 2, com dimensao igual a 400,
empregando, para fins de comparacgdo, os métodos de gradiente conjugado: GC-HS; GC-PR;
GC-DL; GC-GY; CG-HS*; e o método de regido de confiangca (COLEMAN; LI, 1996). Este
método estd disponivel por meio do comando fminunc, presente na biblioteca Optmization
do software Matlab. Como critérios de desempenho computacional, mantém-se o nimero de

iteragdes e o tempo de processamento computacional.

Esse nimero de dimensao para os problemas de otimizacdo é motivado, principalmente,
pelo baixo desempenho computacional, em relagdo ao tempo de processamento, do método de
regido de confianca, que utiliza a informacao da curvatura da fun¢do objetivo, matriz Hessiana,
para encontrar a nova solucao-tentativa. Entretanto, ao empregar esse método para otimizagao
em alta dimensdo, essa matriz torna-se extremamente grande (n? elementos), necessitando de
métodos computacionais especificos para lidar com a esparsidade ou a densidade dessa matriz a
fim de tornar o método de regido de confianca eficaz, em relagao ao tempo de processamento,

para essa classe de problemas de otimizagao.

Logo, tem-se todas as informagdes necessdrias para o inicio das andlises qualitativas e
quantitativas. A tabela 6 apresenta os resultados: eficiéncia e robustez; comparando o método
comercial, regido de confianga, aos métodos de gradiente conjugado, entre eles o método
gradiente conjugado HS modificado (GC-HS*), proposto neste trabalho. De acordo com essa
tabela 6, destacam-se a robustez de 57,14% e a baixa eficiéncia, em relacdo ao tempo de

processamento computacional, de 0, 00% do método de regido de confianga, o que o torna pouco



Capitulo 4. Experimentos Numéricos 61

Tabela 6 — Performance Profile comparando os métodos de Otimizacao do MatLLab com os
métodos de Gradiente Conjugado para os problemas de 1 a 14 da tabela 2, com
dimensao igual a 400. “iter” € o acronimo para numero de iteragdes.

Performance Profile
Método Eficiéncia (tempo) % | Eficiéncia (Iter) % | Robustez %
CG_HS 0,00 7,14 50,00
CG_PR 7,14 7,14 57,14
CG_DL 21,43 7,14 85,71
CG_GY 28,57 7,14 78,57
CG_HS* 42,86 50,00 92,86
Trust-Region 0,00 50,00 57,14

recomendavel para problemas de otimiza¢do em alta dimensdo, como ja esperado para este
critério de desempenho. Pois, hd uma comparacdo, quanto ao critério de tempo de processamento
computacional, entre um método de segunda ordem (regido de confianca), que como ja dito,
utiliza informacdes de segunda ordem da funcdo objetivo f a cada iterando, e métodos de
primeira ordem (gradiente conjugado). O tempo de processamento computacional por iteragdao
tende a ser menor nestes métodos em comparacao com aqueles. Por isso, salienta-se a importancia
de analisar o tempo e o nimero de iteragdes simultaneamente como critério de desempenho

computacional.

A figura 9 mostra os gréficos de py,(7), expressdo (4.4), para os métodos testados,
tendo o ndmero de iteracdes como critério de desempenho computacional. Para este critério,
o valor p4,(1) define a eficiéncia do método de otimizagdo. Contudo, ao se tomar o extremo
direito dos graficos de pa,(7), tem-se a robustez do método. Destaca-se que a robustez € a
mesma, independente do critério de desempenho que estd sendo adotado. Tal afirmacdo pode ser
visualizada no extremo direito do grafico da figura 10a, que possui como critério de desempenho

o tempo de processamento computacional.

Em seguida, ao inspecionar a figura 10, tem-se os resultados da andlise do performance
profile para o critério de desempenho: tempo de processamento computacional. Na figura 10b,
sdo apresentados os gréficos de py,(7) da figura 10a, reduzindo o intervalo de anélise para
7 € [1,1.7]. O objetivo da reducdo desse intervalo é possibilitar ao leitor a conferéncia dos

valores de eficiéncia, em relacdo a esse critério, presentes na tabela 6.

As tabelas 9 e 10 com os dados utilizados para a andlise do performance profile, e também
na construcdo da tabela 6 e figuras 9 e 10, podem ser encontradas no Apéndice B. Nessas tabelas,
s@o apresentados o nimero do problema de otimizacao, seguindo a mesma referéncia da tabela 3
e, para cada método de otimizag@o, o nimero de iteracdes, na tabela 9, e tempo de processamento
computacional, na tabela 10, para o caso de convergéncia do método. Caso contrario, € escrito a

sigla NC, que significa a ndo convergéncia ao ponto minimizador do problema.

Por fim, destaca-se o bom desempenho computacional do método proposto para os
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testes preliminares. O método do gradiente conjugado HS modificado (GC-HS*) apresentou
maior robustez, capacidade de encontrar a solu¢do do problema de otimizacao em alta-dimensao,
alinhada a eficiéncia computacional. Ou seja, esse novo método, dentre os analisados, € o que
apresenta maior capacidade de solucionar um problema de otimiza¢do no menor tempo de

processamento computacional.
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Figura 7 — Performance Profile do Tempo de Processamento do Conjunto &, apresentando os
graficos de pa,(7), definida na expressdo (4.4), em que A; representa os métodos
de otimizacdo: GC-HS; GC-PR; GC-DL; GC-GY; GC-HS*. O eixo das ordenas
representa a fracao de problemas solucionados pelo método A; até um determinado
valorde 7 > 1.

(a) Enfase na robustez, que é definida como o extremo direito dos graficos de p 4,(T).
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(b) Enfase na eficiéncia, que é definida como o valor de p 4,(1). Este gréfico é o mesmo da figura acima,
destacando 7 € [1,2].
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Fonte: figura do autor.
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Figura 8 — Performance Profile do Nimero de Iteragdes do Conjunto &, apresentando os gra-
ficos de pa,(7), definida na expressdo (4.4), em que A; representa os métodos de
otimizacdao: GC-HS; GC-PR; GC-DL; GC-GY; GC-HS*. O eixo das ordenas repre-
senta a fragdo de problemas solucionados pelo método A; até um determinado valor

deT > 1.

(a) Enfase na robustez, que é definida como o extremo direito dos graficos de p 4, (7).
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(b) Enfase na eficiéncia, que é definida como o valor de p 4,(1). Este gréfico é o mesmo da figura acima,

destacando 7 € [1,2].
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Figura 9 —

Fragdo de Problemas

Performance Profile do Numero de Iteracdes utilizando os métodos de otimizacao Ma-
tlab e GC. O valor p4,(1), com p4,(7) sendo definida na expressio (4.4), representa
a eficiéncia do método de otimizagdo. Ja, ao se tomar o extremo direito dos graficos
de pa,(7), tem-se a robustez do método.A; representa os métodos de otimizagao:
GC-HS; GC-PR; GC-DL; GC-GY; GC-HS*.

Performance Profile-lteragées

0.9 | ‘
0.8 1
HS
PR
DL
GY
Hs*
— — — - Matlab-TrustRegion
D Il 1 1 Il Il ]
0 20 40 60 80 100 120

tau

Fonte: figura do autor.



Capitulo 4. Experimentos Numéricos 66

Figura 10 — Performance Profile do Tempo de Processamento utilizando os métodos de otimiza-
¢do Matlab e GC, apresentando os graficos de p4,(7), definida na expressio (4.4),
em que A; representa os métodos de otimizagdo: GC-HS; GC-PR; GC-DL; GC-GY;
GC-HS". O eixo das ordenas representa a fracdo de problemas solucionados pelo
método A; até um determinado valor de 7 > 1. Os problemas deste conjunto sido os
definidos de 1 a 14 na tabela 2, com dimensao igual a 400.

(a) Enfase na robustez, que é definida como o extremo direito dos graficos de p A, (7).
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(b) Enfase na eficiéncia, que é definida como o valor de p 4,(1). Este grafico é o mesmo da figura acima,
destacando 7 € [1,1.7].
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5 Conclusoes e Consideracdes Finais

O presente trabalho € iniciado, no capitulo 1, relatando os possiveis problemas ocasiona-
dos pelo aumento da dimensao dos problemas de otimizagao, sendo possiveis destacar: memoria
fisica do computador insuficiente; tempo de processamento computacional elevado; métodos
numéricos ineficientes quando se eleva a dimensdo do problema. Em seguida, restringiu-se
o universo de problemas de otimizagao a classe dos problemas de otimizacdo suave irrestrita
em alta dimensao, selecionando, entre os métodos de primeira ordem, o gradiente conjugado
para propor uma nova abordagem para esta familia de métodos, definida nos algoritmos 6 e
7 e denominada Gradiente Conjugado HS Modificado (CG HS*-secao 3.2). Ressalta-se que
este método proposto tem como pilares os métodos de gradiente conjugado HS (secdo 2.2.1),
DL (se¢do 2.2.3) e GY (secdo 3.1), possuindo como objetivo apresentar melhor desempenho
computacional que os métodos base (CG-HS, CG-DL e CG-GY).

Sabida a necessidade de utilizacdo da busca em linha nessa classe de métodos de gradiente

conjugado para otimizacao nao-linear, utiliza-se aquela satisfazendo a:

* condi¢do forte de Wolfe-Powell 2.1.2.3 para a prova de convergéncia global;

* condi¢do fraca de Wolfe-Powell 2.1.2.2 para os experimentos numéricos.

Entretanto, observou-se através da propriedade (P1) que o coeficiente de conjugagao
Br do método HS modificado ficaria bem definido para qualquer das condi¢des de parada da
busca em linha (Armijo, Wolfe fraca, Wolfe forte). Tal observa¢do sugeriu que o método HS
modificado poderia ser executado satisfatoriamente utilizando apenas a condi¢ao mais simples,
que € a condi¢do de Armijo 2.1.2.1, implementada pelo algoritmo 1. Porém, esta conjugac¢do ndo
pode ser realizada com os métodos HS e DL. Esses elementos conduzem a seguinte questio, que

devera ser abordada em trabalhos futuros:

* ha como provar a convergéncia global, sob as hipéteses tratadas na secdo 3.2, utilizando a
busca em linha satisfazendo as condi¢des fraca de Wolfe-Powell ou apenas a condi¢do de

Armijo?

Na etapa de experimentos numéricos, capitulo 4, utilizando a técnica do performance
profile, secao 4.2, para comparar os métodos, teve-se o indicativo que o método proposto €
promissor, apresentando, em geral, menor tempo e nimero de iteragdes para a convergeéncia,
além de maior robustez, apontando superioridade na capacidade de solucionar problemas de
otimizagdo suave irrestrita em alta dimensdo em comparagdo aos demais métodos (CG-HS,
CG-PR, CG-DL e CG-GY), como pode ser aferido na tabela 5.
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Contudo, é notdria a necessidade de se aumentar o nimero de problemas teste e de
métodos de otimizacao desenvolvidos para a otimizacdo em alta dimensao para afirmacdes e
conclusdes mais solidas e robustas. A principio, foram encontrados bons indicativos de que o

método proposto possa se tornar uma boa escolha para essa classe de otimizagao.

Por fim, como proposta para trabalhos futuros, elenca-se:

* responder a pergunta tedrica realizada acima, destacando, como ponto de partida, a leitura
do artigo (DANIEL, 1967);

* aumentar o conjunto de métodos numéricos e problemas teste (problemas benchmark)
para otimizagdo em alta dimensdo com o intuito de analisar o performance profile e,
consequentemente, conferir maior confiabilidade na andlise de eficiéncia e robustez do
método proposto. Como sugestdo, poderia-se formar o conjunto de problemas como
sendo todos os problemas presentes na biblioteca CUTEst (GOULD; ORBAN; TOINT,
2015), utilizando Julia como linguagem de programacdo. Pois, hd a interface do banco
de problemas de otimizagdo da CUTest com o Julia, fato que ndo ocorre com o software
Matlab. Destaca-se também a necessidade de aumentarmos o conjunto de métodos de

otimizacdo, podendo ser acrescidos com os métodos presentes na biblioteca BIGDOT.

* realizar a andlise de sensibilidade da efici€ncia e robustez quanto ao aumento da dimensao
dos problemas de otimizacdo nos diferentes métodos. Sugere-se construir um conjunto
de problemas de otimizac¢do e aumentar gradativamente a dimensao dos problemas desse
conjunto, registrando os valores médios de: tempo de processamento computacional e
numero de iteracdes até a solu¢do dos problemas. Posteriormente, deve-se registrar esses
valores em um gréfico, eixo das abcissas € a dimensdo do problemas e o eixo das ordenadas
¢ a média da varidvel de interesse, e observar o seu comportamento, se ¢ monotdnico, se
hé cruzamento entre métodos, etc. Destaca-se que ndo € aconselhado utilizar a técnica
do performance profile, pois este faz uma ordenagao dos métodos por problema. Outra

sugestdo, seria a andlise por box-plot a fim de capturar a variancia das informacdes;

* desenvolver um método para aperfeicoar a escolha dos parametros ¢, i e J, presentes nos

algoritmos 6 e 7 propostos, e.g. utilizar a andlise do performance profile nesses parametros;

* ou, até mesmo, formular um método do gradiente conjugado HS modificado adaptativo,
no qual os parAmetros ¢, ;4 e ¢ s@o atualizados a cada iteragdo ou ciclos de iteragdo. O
intuito dessa proposta seria alterar dinamicamente os valores desses parametros com base
em informagdes locais da fungio objetivo, por exemplo: condi¢do de curvatura, nimero de
condicionamento da matriz que aproxima localmente a Hessiana da funcao objetivo, etc.
O objetivo final seria um novo método com desempenho computacional superior a todos

os métodos que mantém os parametros estaticos.
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APENDICE A — Demonstracdes

E apresentado a demonstracio para (C2).

(C2) Sejam f : R™ — R uma funcéo continuamente diferencidvel, xo € R" tal que 2 = {z €
R™ | f(z) < f(xo)} é limitado. Se f’ é localmente Lipschitz, entdo existe um conjunto 2

aberto e convexo, tal que {2 C €y e em ():

i) f é inferiormente limitada;
ii) f é diferenciavel;
iii) f’ é Lipschtz continua

Demonstracao:

Como (2 é limitado, entdo o envelope convexo de €2, denotada por C'O €) é um conjunto:

I;) convexo, pela prépria defini¢do de envelope convexo;

I5) limitado, pois o envelope convexo de um conjunto limitado € limitado (Proposi¢ao 3.2.14
na pagina 79 de (ISMAILOV; SOLODOV, 2005)).

De I e I, temos C'O €2 é um conjunto compacto.

Visto que f’ é localmente Lipschtiz, para cada x € CO ) existem ¢, e L, > 0 tal que

1f' () = F() < Lally — 2l Vy,z € B(w, ).

Logo,

coaccoac |J Blxe)
z€CO Q

sendo C'O 2 um conjunto compacto, existe uma subcobertura finita de C'O (2 tal que

QCCOQCCONC | Blzg, e)
k=1

Definindo C = CO Uj_, B(zy, €, ), temos

I3) C é um conjunto aberto, pois o envelope convexo de um conjunto aberto € aberto Proposi-
¢io A.1);

I4) convexo, por defini¢do;
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I;) C é um conjunto compacto e f é continuamente diferencidvel, portanto, continua. Pelo

Teorema de Weierstrass, existe a € R tal que
a< f(z) Yzel (¥
consequentemente, (*) é vdlida para todo x € C;

Is) f’ € Lipschtz continua em C.

Como C é um conjunto compacto, existe uma subcobertura finita de C, {U;}_; com
U; C R, f|y, lipschitz continua, L; a constante de Lipschitz e
o p

ccCclu.

i=1

Dados z,y € C, entdo [z,y] C C, pois C é convexo. Tome uma parti¢do de [z, y],

formada por caminhos retilineos [a;, b;], disjuntos entre si, tais que:
[aiybi] C Ujm[x7y] COmj € {17 7p}7

quando U; N [z, y] # 0. Logo, existe m € N tal que [z, y] = U, [a;, bi].

Defina L = max
E 17”. 7p

}{Li} e

SZLzHa’z _sz
i=1
SLZ lai — bi]
i=1
<Lz -yl

portanto, basta tomar 2, = C.
[
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O exercicio 3.2.17 de (ISMAILOV; SOLODOV, 2005) € tratado como proposi¢ao e sua

demonstracdo apresentada. Utilizou-se essa proposi¢do para provar (C2).
Proposicao A.1) Seja D C R™ um conjunto aberto, entdo C'O D € aberto.
Prova:

Primeiramente, enunciamos a seguinte proposicao:

Proposi¢do 3.2.13 (pagina 78, (ISMAILOV; SOLODQV, 2005)) : Seja D C R™ um conjunto

qualquer. o envelope convexo de D € o conjunto de todas as combinagdes convexas de pontos de
D.

Dado = € CO D, pela Proposi¢do 3.2.1 existe p € Ntal que x = >0, cyjwy, >0 oy =
Lez;e Doy eRiei=1,---,p.

Como z; € D e sendo D um conjunto aberto, existe §; > 0 tal que B(x;,d;) C D C
CO Dparai=1,---,p.

Definad = glin }{5,~},dal’B(mi, d) C Dparai = 1,---,p. Afirmamos que B(z,d) C
el p
CO D.

Com efeito, dado y € B(x,0), definindo w = y — z e ||w|| <  implica

p
y:Z&ixi—l—w

=1

Visto que z; = x; + w € B(x;,0) parai = 1,--- ;pentdoy = >0 | a;2;, com >0 oy = 1,
z€D,a;eRer=1,---,p.

Utilizando a Proposi¢ao 3.2.13, temos y € CO D.
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APENDICE B — Dados Utilizados na
Analise do Performance Profile

Nesta parte do apéndice € apresentado as tabelas para a constru¢@o dos graficos do perfil
de performance performance profile (MORE; GARBOW; HILLSTROM, 1981). O significado

de NC, presente nas tabelas a seguir, € ndo convergéncia.

Tabela 7 — Dados Performance Profile conjunto &?-Iteragées. A dimensao n do problema de

otimizagdo esta entre paréntese apos o numero do problema. NC € a sigla para Nao

Convergéncia.
Performance Profile (iteracdo) - Problemas Teste
Algoritmo
CG_HS | CG_PR | CG_DL | CG_GY | CG_HS*

Problema

1 (n = 400) 62 67 59 46 41
2 (n = 400) 42 103 61 54 45
3 (n = 400) 76 270 48 81 53
4 (n = 400) 73 289 87 61 64
5 (n = 400) 33805 | NC 33407 | 391 277
6 (n = 400) NC NC NC 416 333
7 (n = 400) NC NC NC 414 295
8 (n = 400) NC NC NC 859 307
9 (n = 400) 23 39 21 12 12
10 (n = 400) 23 39 21 12 12
11 (n = 400) 23 39 21 12 12
12 (n = 400) 209 664 134 186 77
13 (n = 400) 246 255 121 140 70
14 (n = 400) 184 362 262 174 92
15 (n = 500) 296 411 147 162 130
16 (n = 900) 116 131 67 57 44
17 (n = 900) NC 821 78 498 7
18 (n = 900) 557 NC 12 30 29
19 (n = 900) 126 188 122 104 107
20 (n = 900) 1 1 1 1 1
21 (n = 900) NC NC 100 54 NC
22 (n = 900) 91 93 88 74 74
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23 (n = 900) NC NC 1678 | NC 1646
24 (n = 900) 465 512 NC 188 463
25 (n = 900) NC NC 281 NC 272
26 (n = 900) NC NC 1115 | 642 512
27 (n = 900) NC NC 1471 | NC 1018
28 (n = 900) 45 71 38 39 51
29 (n = 900) NC 61 NC 34 31
30 (n = 1000) 68 87 65 43 59
31 (n = 1600) NC 327 81 332 8
32 (n = 1600) NC 84 14 NC NC
33 (n = 1600) NC NC 437 98 99
34 (n = 1600) 1 1 1 1 1
35 (n = 1600) NC NC 448 60 36
36 (n = 1600) 132 192 113 109 106
37 (n = 1600) NC NC NC NC NC
38 (n = 1600) 551 545 419 333 605
39 (n = 1600) NC NC 435 NC 400
40 (n = 1600) 415 NC 423 681 503
41 (n = 1600) NC NC 955 NC 339
42 (n = 1600) 48 71 37 38 39
43 (n = 1600) NC 229 NC 23 115
44 (n = 1600) NC 77 66 43 112
45 (n = 2000) NC 274 NC 270 8
46 (n = 2500) NC NC 26 NC 24
47 (n = 2500) NC 182 462 571 109
48 (n = 2500) 1 1 1 1 1
49 (n = 2500) NC NC 1732 | 49 NC
50 (n = 2500) 329 181 129 121 114
51 (n = 2500) NC NC NC NC NC
52 (n = 2500) NC NC NC 235 635
53 (n = 2500) NC NC 442 1412 300
54 (n = 2500) NC NC NC 332 459
55(n = 2500) NC NC 445 NC 613
56 (n = 2500) 49 55 40 40 37
57 (n = 2500) NC NC NC 44 NC
58 (n = 2500) 60 46 55 38 39
59 (n = 2500) 18 52 26 41 32
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60 (n = 2500) NC 11 NC 11 6
61 (n = 2500) NC 46 3 48 33
62 (n = 2500) 70 347 NC 321 71
63 (n = 2500) 1024 | NC NC 317 NC
64 (n = 2500) 154 NC 117 88 131
65 (n = 2500) 679 NC 879 721 514
66 (n = 2500) 1 1 1 1 1
67 (n = 5000) 44 NC 39 21 45
68 (n = 5000) 1808 | NC 1880 | NC 1954
69 (n = 5000) NC NC NC NC NC
70 (n = 15000) NC NC NC NC NC
71 (n = 15000) 119 145 84 94 86
72 (n = 15000) 1808 | NC 1880 | NC 1954
73 (n = 30000) 165 193 94 112 142
74 (n = 150000) 201 247 186 187 190
75 (n = 150000) NC 318 NC 362 208
76 (n = 300000) 543 281 97 284 49
77 (n = 300000) 27 31 25 19 18
78 (n = 1000000) NC 59 NC 39 29

Tabela 8 — Dados Performance Profile conjunto &-Tempo(s). A dimensdo n do problema de

otimizagdo estd entre paréntese apds o nimero do problema. NC € a sigla para Nao

Convergéncia.

Performance Profile (Tempo (s)) - Problemas Teste

Algoritmo

CG_HS | CG_PR | CG_DL | CG_GY | CG_HS*

Problema

1 (n = 400) 7,02 9,10 6,05 4,93 5,21
2 (n = 400) 14,92 | 57,32 17,74 | 15,05 14,02
3 (n = 400) 76,91 | 359,88 58,48 | 72,90 55,31
4 (n = 400) 684,13 | 2910,01 | 749,26 | 467,66 473,85
5 (n = 400) 39,19 | NC 36,99 | 0,41 0,32
6 (n = 400) NC NC NC 1,75 1,48
7 (n = 400) NC NC NC 16,49 12,11
8 (n = 400) NC NC NC 26,24 27,04
9 (n = 400) 39,80 | 65,86 35,77 | 18,90 19,77
10 (n = 400) 306,60 | 521,49 278,81 | 160,17 159,10
11 (n = 400) 1188,10 | 2009,23 | 1084,48 | 620,34 622,12
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12 (n = 400) 31,04 | 161,19 20,54 | 25,17 10,67
13 (n = 400) 3,80 | 7,13 1,93 2,07 1,08
14 (n = 400) 49,40 | 178,65 80,54 | 46,74 25,16
15 (n = 500) 269,10 | 634,77 131,40 | 143,30 116,00
16 (n = 900) 13,40 | 27,96 9,50 | 7,04 543
17 (n = 900) NC 33,52 4,63 18,36 0,76
18 (n = 900) 282,50 | NC 3,00 | 947 8,64
19 (n = 900) 12,37 | 36,21 11,18 | 10,71 10,77
20 (n = 900) 0,04 | 0,04 0,04 | 0,04 0,04
21 (n = 900) NC NC 11,52 | 4,21 NC
22 (n = 900) 12,18 | 22,04 12,49 | 10,37 10,37
23 (n = 900) NC NC 264,93 | NC 267,49
24 (n = 900) 201,75 | 462,16 NC 77,12 181,97
25 (n = 900) NC NC 0,40 | NC 0,36
26 (n = 900) NC NC 306,21 | 91,81 70,35
27 (n = 900) NC NC 270,16 | NC 187,52
28 (n = 900) 13,35 | 71,98 10,47 | 10,72 14,58
29 (n = 900) NC 134,59 NC 49,69 49,87
30 (n = 1000) 36,91 | 88,83 36,83 | 20,59 29,23
31 (n = 1600) NC 36,73 10,42 | 29,78 1,68
32 (n = 1600) NC 103,83 9,15 NC NC
33 (n = 1600) NC NC 91,81 | 21,70 21,19
34 (n = 1600) 0,09 | 0,09 0,09 | 0,09 0,09
35 (n = 1600) NC NC 122,75 | 9,83 7,96
36 (n = 1600) 68,40 | 178,01 53,04 | 50,62 52,14
37 (n = 1600) NC NC NC NC NC
38 (n = 1600) 533,81 | 1062,59 | 382,69 | 294,75 546,80
39 (n = 1600) NC NC 0,58 NC 0,58
40 (n = 1600) 134,53 | NC 133,61 | 208,86 159,75
41 (n = 1600) NC NC 468,95 | NC 156,02
42 (n = 1600) 29,22 | 166,61 21,61 | 21,88 23,51
43 (n = 1600) NC 943,24 NC 100,73 367,69
44 (n = 1600) NC 204,59 89,96 | 62,07 109,25
45 (n = 2000) NC 45,92 NC 41,14 3,18
46 (n = 2500) NC NC 40,64 | NC 42,45
47 (n = 2500) NC 126,21 170,84 | 208,71 41,58
48 (n = 2500) 0,17 10,16 0,16 | 0,16 0,16
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49 (n = 2500) NC NC 751,49 | 13,63 NC
50 (n = 2500) 392,03 | 316,06 144,93 | 133,55 127,65
51 (n = 2500) NC NC NC NC NC
52 (n = 2500) NC NC NC 355,87 945,86
53 (n = 2500) NC NC 0,77 1,40 0,64
54 (n = 2500) NC NC NC 458,58 233,31
55 (n = 2500) NC NC 320,39 | NC 410,41
56 (n = 2500) 52,93 | 177,83 46,49 | 42,17 39,28
57 (n = 2500) NC NC NC 305,28 NC
58 (n = 2500) 556,30 | 514,76 | 466,03 | 292,84 317,60
59 (n = 2500) 51,19 | 228,64 77,81 | 106,79 83,65
60 (n = 2500) NC 64,80 NC 22,17 13,91
61 (n = 2500) NC 598,18 15,31 | 458,77 326,33
62 (n = 2500) 112,24 | 962,86 NC 503,67 113,39
63 (n = 2500) 2617,68 | NC NC 809,35 NC
64 (n = 2500) 2831,86 | NC 1736,63 | 1531,20 | 1936,93
65 (n = 2500) 580,31 | NC 770,07 | 601,88 468,65
66 (n = 2500) 0,70 | 0,70 0,70 | 0,70 0,70
67 (n = 5000) 145,44 | NC 73,48 | 23,37 77,98
68 (n = 5000) 1343,39 | NC 1358,53 | NC 1392,85
69 (n = 5000) NC NC NC NC NC
70 (n = 15000) NC NC NC NC NC
71 (n = 15000) 862,76 | 1917,20 | 591,93 | 653,65 583,76
72 (n = 15000) 1343,39 | NC 1358,53 | NC 1392,85
73 (n = 30000) 1047,88 | 2452,59 | 553,77 | 658,85 830,13
74 (n = 150000) 1,63 3,27 1,57 1,54 1,64
75 (n = 150000) NC 1501,17 NC 822,95 473,71
76 (n = 300000) 1417,18 | 976,75 626,53 | 786,21 318,18
77 (n = 300000) 110,42 | 458,35 97,31 | 75,28 73,08
78 (n = 1000000) NC 2498,94 NC 1157,33 | 955,45
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Tabela 9 — Dados Performance Profile CG x MatLab-Iteracdo. A dimensdo n de todos os proble-
mas € igual a 400 (n = 400). NC € a sigla para Nao Convergéncia.

Performance Profile (iteracdo)

. Problema | -1, 1 3 14 |s|e |78 9 |10 | 11 |12 |13 14
Algoritmo
CG_HS 116 | NC | 557 | 126 | 1 | NC |91 | NC | 465 | NC | NC | NC |45 | NC
CG_PR 131 {821 | NC | 188 | 1 | NC |93 | NC |512|NC | NC |NC | 71|61
CG_DL 67 | 78 12 | 122 |1 | 100 | 88 | 1678 | NC | 281 | 1115 | 1471 | 38 | NC
CG_GY 57 498 | 30 | 104 | 1|54 |74 | NC 188 | NC | 642 | NC |39 34
CG_HS* 44 |17 29 | 107 |1 | NC | 74 | 1646 | 463 | 272 | 512 | 1018 | 51 | 31
Trust-Region NC | NC 1 |5 914 13 | NC 13 | NC | NC |28 5 | NC

Tabela 10 — Dados Performance Profile CG x MatLab-Tempo(s). A dimensao n de todos os
problemas € igual a 400 (n = 400). NC € a sigla para Nao Convergéncia.

Performance Profile (Tempo(s))

) Problema | -, 1, 3|4 5 |6 7 |8 9 |10 1|12 13 |14
Algoritmo
CG_HS 13,405 | NC 282,504 | 12,369 | 0,041 | NC 12,185 | NC 201,747 | NC NC NC 13,346 | NC
CG_PR 27,965 | 33,518 NC 36,208 | 0,040 | NC 22,037 | NC 462,158 | NC NC NC 71,977 | 134,593
CG_DL 9,504 | 4,630 3,003 | 11,181 | 0,040 | 11,520 | 12,489 | 264,930 NC 0,405 | 306,208 | 270,164 | 10,473 | NC
CG_GY 7,037 | 18,364 | 9471 10,708 | 0,041 | 4,213 10,374 | NC 77,117 | NC 91,806 | NC 10,718 | 49,685
CG_HS* 5,433 | 0,756 8,640 | 10,774 | 0,042 | NC 10,368 | 267,490 | 181,970 | 0,365 | 70,348 | 187,520 | 14,583 | 49,871
Trust-Region NC | NC 43,836 | 29,122 | 43,664 | 24,784 | 166,939 | NC 99,771 | NC NC 188,842 | 41,719 | NC
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