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Resumo

A matematica condensada é uma nova teoria desenvolvida por Dustin Clausen e Peter Scholze
que tem como proposito fornecer uma maneira mais conveniente de tratar objetos algébricos
equipados com uma topologia. Nesta dissertacao, visamos discorrer sobre os conceitos funda-
mentais da matematica condensada. Nosso objetivo é destacar as principais propriedades da
categoria de conjuntos condensados e demonstrar que a categoria de grupos abelianos con-
densados compartilha todas as boas caracteristicas da categoria de grupos abelianos. Com
esse proposito, abordaremos conceitos preliminares sobre topologia, teoria de categorias e
teoria de feixes.

Palavras-chave: categorias; categorias abelianas; feixes; conjuntos condensados; grupos
abelianos condensados; grupos abelianos localmente compactos.



Abstract

Condensed mathematics is a new theory developed by Dustin Clausen and Peter Scholze
that aims to provide a more convenient way of treating algebraic objects equipped with a
topology. In this dissertation, we aim to discuss the fundamental concepts of condensed
mathematics. Our goal is to highlight the main properties of the category of condensed sets
and demonstrate that the category of condensed abelian groups shares all the good properties
of the category of abelian groups. For this purpose, we will cover preliminary concepts about
topology, category theory and sheaf theory.

Keywords: categories; abelian categories; sheaves; condensed sets; condensed abelian groups;
locally compact abelian groups.
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Introducao

A Matemdtica Condensada é uma nova teoria, introduzida pelo mateméatico estadunidense
Dustin Clausen e pelo medalhista Fields alemao Peter Scholze na década passada. Essa
teoria visa unificar varios subcampos matematicos, incluindo topologia, geometria complexa
e geometria algébrica.

Em 2013, Scholze e o matematico indiano-estadunidense Bhargav Bhatt introduziram
uma nocao geral de site pro-étale associado a um esquema arbitrario. Em 2018, agora com a
colaboracao de Clausen, os pesquisadores concluiram que o site pro-étale de um inico ponto,
isomorfo ao site de conjuntos profinitos equipado com a topologia de Grothendieck dada por
colegbes finitas de mapas juntamente sobrejetivos, possui uma estrutura suficientemente rica
para realizar grandes classes de espacos topoldgicos como feixes sobre ele. Desenvolvimentos
subsequentes resultaram em uma teoria de conjuntos condensados e grupos abelianos solidos,
permitindo a incorporacao da geometria nao arquimediana na teoria.

Em 2020, Scholze apresentou uma prova que permitiria a integracao de analise funcional
e geometria complexa na teoria, utilizando a abordagem de espacos vetoriais liquidos. Dada
a complexidade do argumento, o autor solicitou a outros matematicos que fornecessem uma
prova formalizada e verificada para validar o resultado. Um grupo liderado por Johan Com-
melin levou seis meses para verificar a parte central da prova usando o assistente de prova
Lean, finalizando o processo em 14 de julho de 2022. Coincidentemente, em 2019, Barwick e
Haine introduziram uma teoria semelhante de objetos picnoticos, relacionada aos conjuntos
condensados, com diferencas tedricas de conjuntos

Todo este desenvolvimento tedrico teve como motivagao a necessidade de resolver proble-
mas fundamentais em &dlgebra quando as estruturas algébricas em questao estao equipadas
com uma topologia. Um dos principais desafios reside no fato de que a categoria dos grupos
abelianos topologicos AbgrpTop ndo é uma categoria abeliana. De fato, o exemplo a seguir
ilustra um caso de um homomorfismo de grupos continuo que é tanto monomorfismo quanto

epimorfismo, porém nao é isomorfismo:

Exemplo 1. Considere R com a topologia usual e R%* o grupo aditivo dos niimeros reais com

a topologia discreta, isto é, a topologia em que todo subconjunto é aberto. E interessante
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notar que embora R%* seja isomorfo a R como grupos, eles ndo sio homeomorfos como
espacos topolégicos. Isso ocorre porque R%* possui abertos na forma {z}, enquanto R nao
0s possui.

No entanto, mesmo que niao haja um homeomorfismo entre R% ¢ R, existe uma bijecao

continua entre eles. Por exemplo, o mapa:

O: R% 5 R
T = x

¢ um monomorfismo e epimorfismo, mas nao ¢ um isomorfismo, pois seu inverso nao é con-

tinuo. Portanto, o Teorema de Isomorfismo falha, como podemos ver pois:
R/ ker(©) = R % R = Im(0).

A ideia fundamental no desenvolvimento da teoria se da pela substituicao de espacos
topoldgicos por conjuntos condensados que sao feixes de um determinado site de conjuntos
profinitos. Similarmente, definimos grupos abelianos, anéis, médulos, ..., condensados. Com
isso, pode-se mostrar que a categoria dos conjuntos condensados incluem espagos topolégicos
do melhor tipo, os espacos compactamente gerados. Ademais, os grupos abelianos conden-
sados nao apenas formam uma categoria abeliana, como satisfazem os mesmos axiomas de
Grothendieck que a categoria {1bGrp de grupos abelianos.

Nesse contexto, esta dissertagdo tem como propoésito apresentar os conceitos iniciais de
matematica condensada. Para isso, serao utilizados como principais literaturas o texto Lec-
tures on Condensed Mathematics de Scholze (Referéncia [30]) e as notas dos semindrios de
Matemética Condensada da UFMG (Referéncia [I]). Ademais, faremos uma abordagem mais
detalhada e apresentaremos os conceitos preliminares essenciais para esta teoria.

Em vista disso, iniciamos o primeiro Capitulo abordando os fundamentos da teoria de
categorias, fornecendo os requisitos necessarios para enunciar resultados como o Teorema do
Funtor Adjunto. Para isso, usamos como principal referéncia o livro Handbook of Categorical
Algebra 1: Basic Category Theory de Francis Borceaux (Referéncia [3]).

Em seguida, abordamos no segundo Capitulo as nogoes bésicas de topologia importan-
tes para matemadtica condensada. Em particular, introduzimos as categorias ProfinSet de
conjuntos profinitos e EDSet de conjuntos profinitos extremamente desconexos. Finalmente,
discorremos sobre a compactificacio de Stone-Cech e algumas de suas propriedades aplicaveis
na resolucao de problemas da matematica condensada. Devido a diversidade de assuntos,
utilizamos multiplas referéncias.

No terceiro Capitulo, retomamos a discussao sobre a teoria de categorias, abordando as
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categorias abelianas e os Axiomas de Grothendieck. Este Capitulo é dedicado a contextuali-
zacao e apresentacao de exemplos, com o objetivo de proporcionar uma maior familiaridade
com as categorias abelianas e suas caracteristicas. Desta vez, utilizamos como referéncia
o livro Handbook of Categorical Algebra 2: Categories and Structures de Borceaux (Refe-
réncia [6]) e O Teorema 2.2 apresentado por Igor Martins Silva no Seminédrio Matemdtica
Condensada do departamento de Matematica da UFMG (Referéncia [1]).

Posteriormente, no quarto Capitulo, introduzimos a teoria de feixes, de extrema im-
portancia, uma vez que um objeto condensado é um feixe. Apresentamos os conceitos de
pré-topologia e topologia de Grothendieck, explorando suas relagoes e as caracterizagoes de
feixes em ambos contextos. Além disso, demonstramos um resultado de equivaléncia de ca-
tegorias de feixes, utilizando o conceito de base de um site. Por fim, abordamos brevemente
alguns resultados complementares da teoria de feixes, como a feixificacao de um pré-feixe.
Assim, usamos como principal referencial os apéndices A e B do texto Ultracategories de
Jacob Lurie (Referéncia [21]).

Por fim, no Capitulo 5, efetivamente introduzimos a matematica condensada. Abordamos
o conceito de conjuntos, grupos, anéis, ..., condensados e apresentamos uma abordagem
distinta para sua caracterizacao utilizando equivaléncia de feixes. Discutimos a adjuncao
entre conjuntos condensados e espagos topologicos compactamente gerados, apresentamos
as excelentes propriedades dos grupos abelianos condensados. Em particular, na Secao
estudamos a categoria 1Gfl, dos grupos abelianos localmente compactos e homomorfismos
continuos, e vemos que esta categoria interage extremamente bem com a categoria condensada
(Teorema . Para este fim, utilizamos como principal referéncia as notas de Scholze
e, como literatura complementar as dissertacoes de Catrin Mair (Referéncia [22]) e Dagur
Asgeirsson (Referéncia [3]), as notas de Frédéric Déglise (Referéncia [8]) sobre o workshop
ministrado por Scholze, e as notas do Seminario Matemdtica Condensada do departamento
de Matematica da UFMG (Referéncia [I]).

Adicionalmente, apresentamos dois Capitulos nos apéndices com resultados complemen-
tares sobre grupos abelianos e sobre compactificacio de Stone-Cech. Por fim, as demais
referéncias foram utilizadas como apoio, para contextualizacdo de conceitos especificos ou

resultados pontuais.
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Capitulo 1
Introducao a teoria das categorias

A teoria das categorias é uma teoria geral de estruturas matematicas e suas relagoes que foi
introduzida por Samuel Eilenberg e Saunders Mac Lane no artigo General theory of natural
equivalences publicado na revista Transactions of the American Mathematical Society [13] em
1945. Essa teoria é usada em quase todas as areas da matematica e desempenha um papel
essencial ao caracterizar objetos especiais, como o conjunto vazio ou a topologia produto.
O desafio reside em definir esses objetos sem fazer referéncia as suas estruturas internas,
e a solucao ¢ encontrada ao descrevé-los em termos de suas relagoes com outros objetos,
conforme indicado pelos morfismos dentro de suas categorias. O objetivo final é identificar
propriedades universais que permitam uma distingao exclusiva desses objetos de interesse.
Este capitulo introduzira os conceitos de limites e funtores adjuntos, apresentando uma
visao geral dos principios basicos mais importantes da teoria de categorias para matematica
condensada. Assim, presume-se que o leitor ja possua familiaridade com conceitos essenci-
ais, tais como categorias, funtores e transformacoes naturais. Por fim, para prosseguirmos,

enunciaremos um importante teorema:

Teorema 1.0.1 (Lema de Yoneda). [5, Teorema 1.3.3] Considere um funtor F : C — Set em
que C € uma uma categoria arbitrdria, um objeto C' € C e o funtor representdvel correspon-

dente Home(C, —) : C — Sel. Existe uma correspondéncia bijetiva:

prci Nat(HOIﬂc(C,—),F) — F(C)
« — ac(lc>

entre as transformagoes naturais de Home(C, —) para F e os elementos do conjunto F(C).
As bijecoes Op ¢ representam uma transformagdo natural na variavel C. Ademais, quando
C € uma categoria pequena, as bijecoes também constituem uma transformagdo natural na

varidvel F. O]
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Para mais detalhes o leitor pode consultar [5].

Observagao 1.0.2. A inversa da bijecao 0 ¢ é dada por:
Tcy: F(CO) — Nat(Home(C, —), F)
r = Ty(x): Home(C,—) = F

definida na componente D como:

7o)y () = F(=)(z) : Home(C,D) — F(D)
—
para todo x € F(C) e todo D € Obj(C).

1.1 Limites e colimites

A nocao de limite em teoria de categorias generaliza varios tipos de construgdes universais
que ocorrem em diversas areas da matematica. Tendo isto em vista, iniciaremos esta secao
com exemplos importantes de objetos limites e, em seguida, veremos a definicao formal de

limite e colimite.

Defini¢ao 1.1.1. [, Defini¢ao 2.1.1] Sejam C uma categoria e C, D € Obj(C). Definimos o
produto de C' e D como uma tripla (C' X D, w¢, mp) onde:

(1) C x D é um objeto de C;

(2) m¢:CxD—=Cenp:C xD— D sao morfismos;
e para toda tripla (@, ga, ¢p) onde:

(1) @ é um objeto de C;

(2) gq¢: Q — C e qp:Q — D sdo morfismos;

existe iinico morfismo ¢ : Q — C' x D tal que gqo = tcoqe gqp =7mpogq.

Q

|

|

ac | Fa
v

CxD

C D
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Também podemos definir o produto de uma familia de objetos. Considere / um conjunto

e {C;}ic; uma familia de objetos em uma categoria C. Um produto desta familia é um par

HI Cy, {mi tier | em que 'HI C; é um objeto da categoria e para cada i € I, m; : QCQ — C;
é ﬁm morfismo de C. Alélfn disso, para todo par (@, {qi}icr) em que @ é um obljeeto de C e
para todo ¢ € I, ¢; : @ — C; é um morfismo de C, existe inico morfismo ¢ : () — ][ C; tal
que para todo i, ¢; = m; 0q. !

Nas categorias Grp, 1IbGrp e Ring, por exemplo, o produto de uma familia de objetos é o
seu produto cartesiano equipado com operagdes por componentes. Ja na categoria FinSet, de
conjuntos finitos com a topologia discreta e mapas entre eles, nao é fechada para o produto,
pois o o produto de conjuntos finitos pode nao ser finito.

A nocao dual do produto de uma familia de objetos é o coproduto, em que o coproduto
de dois objetos C' e D é denotado por (C'[ID,tc,tp). Vejamos alguns exemplos. Em Set, o
coproduto de uma familia {C;};c; é a unido disjunta destes objetos. Quando temos conjuntos
C;’s que nao sao disjuntos, substituimos eles por conjuntos disjuntos isomorfos C! = C; x {i}

e realizamos a uniao destes novos conjuntos, ou seja,

i€l
Os mapas candnicos sao as inclusoes ¢; : C; — [I;c; C; tal que ¢;(x) = (z,4). Ja& em €bGrp, o

coproduto de uma familia de grupos abelianos {G};}ic; é a soma direta:

[IG:=DG:
iel iel
Quando consideramos uma familia vazia de objetos em uma categoria C, o seu produto
deve ser um par (*,{}icy) tal que para cada outro par (C,{},ces) existe Unico morfismo
) S ) S
C — x, satisfazendo uma condicdo vazia. Dualmente para um coproduto vazio. Assim,

temos as seguintes defini¢oes:

Definig¢ao 1.1.2. [9], Defini¢ao 2.3.1] Um objeto x de uma categoria é dito terminal, ou final,
quando todo objeto C' possui exatamente um morfismo C' — . Ja um objeto o de uma

categoria é dito inicial quando todo objeto C' possui exatamente um morfismo o — C.

Na categoria Set, o conjunto vazio é o objeto inicial e um conjunto de um elemento é um
objeto terminal. O mesmo vale na categoria Top. J& nas categorias Grp, AbGrp e k-Vec, o
objeto {0} é tanto terminal quanto inicial. Por fim, na categoria ‘Ring de anéis comutativos
com unidade, {0} é o objeto terminal e Z é o objeto inicial.

A nocao de produto define um objeto limite a partir de uma familia de objetos. Iremos
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agora, definir objetos limites a partir de objetos e morfismos.

Defini¢ao 1.1.3. [5, Definigao 2.4.1] Considere dois morfismos f,g : C — D em uma
categoria C. Um equalizador de f,g é um par (Eq(f,g), k) onde

(1) Eq(f,g) é um objeto de C,

(2) k:Eq(f,g9) = C é um morfismo de C tal que fok =gok,
e para todo par (M, m) onde

(1) M é um objeto de C,

(2) m: M — C é um morfismo de C tal que que fom = gom,
existe inico morfismo n : M — Eq(f, g) tal que m = k on.

f

Aln

M

Proposigao 1.1.4. [5, Proposicao 2.4.3] Seja C uma categoria e sejam f,g : C = D dois
morfismos de C que possuem um equalizador (Eq(f,g), k). Entao, o morfismo k : Eq(f, g) —

C € um monomorfismo.

Demonstragio. Considere u,v : M — Eq(f,g) tais que k ou = k ov. Vamos verificar que
k possui a propriedade de cancelamento a esquerda. Tomando w = k o u, temos o seguinte

diagrama comutativo:

Segue que fow = gow. Como k é um equalizador, existe tinico morfismo:
m: M — Eq(f, 9)

tal que w = k om. Logo, u =m = v e, portanto, k é monomorfismo. O
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Por dualidade, definimos o coequalizador (Coeq(f,g),q) de dois morfismos f,g: C' = D

e, quando existe, é um epimorfismo.

Defini¢ao 1.1.5. [5], Definigao 2.5.1] Considere dois morfismos f: C' — D e g: C" — D em
uma categoria C. Um pullback de (f,g) é uma tripla (C' xp C’, p1, p2) onde:

(1) C xp C" é um objeto de C;

(2) p1:CxpC"—= Cepy:C xpC — ' sdo morfismos de C tais que fop; =gops,
e para toda tripla (@, ¢1, g2) onde

(1) @ é um objeto de C;

(2) 1:Q—=Ceq:Q— C tais que fog = gog,

existe tinico morfismo ¢ : Q — C xp C’' tal que ¢ = proge g = pr 0q.

¢ ——f—— D

Observagio 1.1.6. Na categoria Set, o pullback C' x p C’ é um subconjunto do produto carte-

siano C' x C'.

Agora, introduziremos a defini¢do geral de limite de um funtor. Sejam C uma categoria
pequena, D uma categoria e F : C — D um funtor. Um cone em F consiste de um par

(D, {dc}ceovje)) em que D é um objeto de D e para cada C' € C d¢ é um morfismo
dC D — F(C)

em D, de modo que para cada morfismo f : C — C" em C, temos dor = F(f) o d¢, isto é,

todos os diagramas da seguinte forma comutam:

D
BN
F(C)

F(f)

F(C")
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Um cocone, por sua vez, consiste de um par (5, {bc}cecobjc)) em que B é um objeto de
D e para cada C' € C bg é um morfismo be : F(C) — B em D, de modo que para cada
morfismo f : C' — C" em C, temos bc = ber o F(f), isto é, todos os diagramas da seguinte

forma comutam:

)

F(f)

F(C) F(C’

Defini¢ao 1.1.7. [5], Definigoes 2.6.2 e 2.6.6] Sejam C uma categoria pequena, D uma cate-

B

goria e F : C — D um funtor. Um [limite de F é um cone (L, {ZC}CGObj(C)> em F tal que,
para todo cone (M, {mc}ceobje)) em F, existe inico morfismo ¢ : M — L tal que para todo

C € Obj(C), me = lc o ¢, ou seja, todos os diagramas da seguinte forma comutam.

M o2 o L

F(C)
O colimite é o conceito dual do limite.

Proposicao 1.1.8. [3, Proposicao 2.6.3] Se um funtor ¥ : C — D admite (co)limite. Entao,

este (co)limite € unico, a menos de isomorfismo.

Demonstragio. Seja F : C — D um funtor que admite limites e suponha que:

(L, {lc}ceonje)) e (M, {mc}ceonie))

sejam dois limites de F. Dado um mapa arbitrario f : C' — C’ em C, temos os seguintes

diagramas comutativos:

L M

V o V *
F(C) o F(C'

F(f) F(C)

F(C) )
Temos pela propriedade universal do limite L que existe tinico morfismo ¢y : M — L tal
que mg = ¢polc e mar = ¢ oler. Analogamente, segue da propriedade do limite M que

existe iinico morfismo ¢y, : L — M tal que lg = ¢pr o me € lor = ¢pr 0 mer. Assim, temos o
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seguinte diagrama comutativo:

Flor | 1 3oar

mer

M
L

2N

F(C) F(f)

F(C)

Agora, analisando (L, {lc }cecobjc)) como limite e como outro cone que comuta os diagramas,
temos que existe inico morfismo v : L — L tal que lc = lc o) e lov = v 0 9. E claro, que

Y = 1p, porém, as equacoes:

lc = mecooy = lcodrodu

l/C = m/COng = l’CogbLoqﬁM

indicam que ¥ = ¢ropy,. Assim, pela unicidade de 1, segue que ¢ro¢, = 1. Analogamente,

¢n oo = 1y

Por fim, devido a unicidade do limite, denotaremos o limite de F por o l(i)rg@(c) F(C). O
€Obj

Observagao 1.1.9. Pela proposigao anterior, concluimos que (co)produtos, (co)equalizadores
e pullbacks, caso existam, sdo tnicos a menos de isomorfismo, pois podem ser vistos como

limites.

Dizemos que uma categoria C é completa se todo funtor F : D — C, em que D é uma

categoria pequena, possui limite. Por dualidade, definimos uma categoria cocompleta.

Teorema 1.1.10. [5, Teorema 2.8.1] Seja C uma categoria. Se cada familia de objetos
em C possui produto e cada par de morfismos paralelos possui um equalizador. Entao, C €

completa. [

Exemplo 1.1.11. Considere a categoria Set. Temos que o produto nesta categoria é dado
pelo produto cartesiano de conjuntos e dadas duas fungoes f,g: X = Y, o equalizador de f

e g ¢ o subconjunto:
Ea(f,9) = {z € X | f(z) = g(x)} C X.

Portanto Set é completa (Teorema [1.1.10]). Outro exemplo de categoria completa é a cate-
goria Top de espagos topoldgicos e fungoes continuas. De fato, dada uma colegao de espagos

topolégicos { X }ies, definimos o produto como sendo o conjunto [T X; equipado com a topo-
iel
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logia produto. Ademais, o equalizador de duas fung¢des continuas f,g: X = Y é o conjunto

Eq(f,g9) ={x € X | f(z) = g(x)} equipado com a topologia subespago.

1.2 Funtores adjuntos

Na teoria das categorias, adjuncao é uma relacao que dois functores podem exibir, correspon-
dendo intuitivamente a uma forma fraca de equivaléncia entre duas categorias relacionadas.
Os dois funtores que participam dessa relagdo sao denominados funtores adjuntos, com um
sendo o adjunto a esquerda e o outro o adjunto a direita. Ademais, pares de funtores adjun-
tos sdo uma presenca comum na matematica, inclusive, o slogan do livro Categories for the
Working Mathematician [23] de Saunders Mac Lane é:

Adjoint functors arise everywhere.

Funtores adjuntos frequentemente surgem a partir de construgoes que visam encontrar so-
lugoes 6timas para determinados problemas. Isso inclui a construcao de objetos com pro-

priedades universais especificas como a formagao de um grupo abeliano livre a partir de um
conjunto na algebra (Apendice [A.1)).

Defini¢ao 1.2.1. [5, Definigao 3.3.1] Sejam F : C — D um funtor e D um objeto de D. A

reflexdo de D sobre F é um par (Lp,np) onde
(1) Lp é um objeto de C e np : D — F(Rp) é um morfismo de D,

(2) se C € Obj(C) ed : D — F(C) é um morfismo de D. Entdo, existe tinico morfismo
c¢:Lp— C tal que F(c)onp =d.

Lp D—" L F(Lp)
c d
h F(c)
C F(C)

Proposicao 1.2.2. [5 Proposigao 3.1.2] Sejam F : C — D um funtor e D um objeto de D.

Quando a reflexao de D sobre ¥ existe, ¢ unica a menos de isomorfismos.

Demonstragio. Considere duas reflexdes (Lp,np) e (L, 1) de D. Por defini¢do, existe

tnico morfismo ¢ : Lp — L', e tinico morfismo ¢ : L', — Lp tais que:

F(c)onp=mnp e F()onp=np.
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A partir disso, deduzimos que:

F(cod)onp =F(c)onp =np =F(ly,)onp
e, pela unicidade da fatorizacao, cocd =1 1, - Analogamente, temos que doc=1p,. O

Defini¢ao 1.2.3. [5, Defini¢ao 3.1.4] Um funtor L : D — C é um adjunto a esquerda do
funtor F : C — D quando existe uma transformagao natural n : 1p — F o LL tal que para
todo D € Obj(D), (L(D),np) ¢ uma reflexdo de D sobre F.

Observagio 1.2.4. Por consequéncia da Proposicao [1.2.2], tanto L quanto 7 da definigao [1.2.3]

sa0 Unicos a menos de isomorfismo.

Dualmente, definimos a co-reflexio de B € Obj(D) sobre F : C — D como um par
(Rp,eB), em que e : F(Rp) — B e para todo par (C,¢) com C € Obj(C) e a : F(A) — B,

existe tnico morfismo b : C' — Rp tal que eg o F(b) = c.

Rp F(Rg) —2— B
b F(b) e

C F(C)

De forma anéloga, R : D — C é adjunto a direita de F quando existe uma transformacgao
natural ¢ : F o R — 1p tal que para cada B € Obj(D), (R(B),ep) é uma co-reflexdo de B
sobre F.

Teorema 1.2.5. [5, Teorema 3.1.5] Sejam F : C — D ¢ G : D — C funtores. Enlao, as

sequintes condigcoes sao equivalentes:
(1) G € adjunto a esquerda de F;

(2) existem bijegoes:
TC,D . HOIIlc(G(D), O) = HOIIlD(D, F(O))

para todos objetos C' em C e D em D e, estas bijecoes sao naturais em C' e em D;
(3) F € adjunto d direita de G. O

Observagao 1.2.6. A naturalidade das bijegdes do Item (2) do Teorema [1.2.5] tem o seguinte
significado: Sejam C,C" € Obj(C), D,D’ € Obj(D), f : C — C" e g : D — D’ morfismos.
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Entao, os seguintes diagramas comutam:

T T

Home(C, G(D)) «+——=%— Homp(F(C), D) Hom¢(G(D),C) ——=2— Homp(D, F(C))
(C.G(9)) (F(C).9) (G(D).f) (D.E(f))
Hom¢(C, G(D")) Homp(F(C), D) Hom¢(G(D),C") Homp (D, F(C"))

TD’,C

em que (C,G(9))(=) = G(g) o (=), (F(C),9)(=) = go (=), (G(D),f) = fo(-)e
(D, F(f)(=) =F(f)o (=)

Defini¢ao 1.2.7. [20, Defini¢ao 2.1.1] Sejam F : C — D e G : D — C funtores tais que G é
adjunto a esquerda de F. Definimos uma adjuncao entre F e G como sendo uma escolha de
isomorfismos naturais Hom¢(G(D), C) = Homp(D, F(C)).

Podemos modificar a definicao de adjuncao, reformulando-a em termos de unidades e
counidades, a fim de torna-la mais 1util para fins teéricos. Suponha que G : D — C ¢é
um adjunto a esquerda do funtor F : C — D. Assim, as composi¢oes F o G e G o F sao
funtores de D — D e C — C, respectivamente. Seja C' um objeto em C. Entado, o morfismo
lpcy : F(C) = F(C) corresponde a um morfismo ne = Yo p(lp)) : C = G o F(C). Da
mesma forma, se D é um objeto em D. Entao, ep = Tpo(lgm)) : Fo G(D) — D. Estes

mapas, definem transformagoes naturais:
N:le >GoF ec:FoG — 1p,

chamadas de unidade e counidade da adjuncao, respectivamente.

Lema 1.2.8. [20, Lema 2.2.2] Seja G : D — C um adjunto d esquerda do funtor F :C — D

com unidade n e counidade €. Entao, os triangulos:

F— " L FoGoF G—" L GoFoG
o cF » Ge
F G
comutam. [

Observagao 1.2.9. Os diagramas acima sao chamados de identidades triangulares. Estes sao
diagramas comutativos nas categorias de funtores Fune(C, D) e Tunce(D, C), respectivamente.

Uma declaragao equivalente é que os triangulos:
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F(O) — ") poGoF(0) G(D) —? _, GoFoG(D)
1r(c) °F(O) L) G(ep)
F(C) G(D)

comutam para todo C' € Obj(C) e D € Obj(D).

Teorema 1.2.10. [20, Teorema 2.2.5] Sejam F : C — D ¢ G : D — C funtores. Entao,

existe uma correspondéncia bijetiva entre:
(1) adjungoes (Definicao[1.2.7) entre F e G, em que G ¢ adjunto d esquerda de F;

(2) pares (1¢ > GoF,F oG 3 1p) de transformagoes naturais satisfazendo as identidades

triangulares. [

Corolario 1.2.11. [20, Corolério 2.2.6] Sejam F : C — D e G : D — C funtores. Entao, G

¢ adjunto a esquerda de F se, e somente se, existem transformagoes naturais:
N:le—>GoF e ¢:FoG—1p

satisfazendo as identidades triangulares. [

Proposigao 1.2.12. [5, Proposicao 3.4.1] Sejam F : C — D e G : D — C funtores em que
G ¢ adjunto a esquerda de F. Considere n: 1l¢ - GoF ec: Fo G — 1p a unidade e a
counidade da adjuncao respectivamente. Entdo, F € plenamente fiel se, e somente se, € € um

isomorfismo. O

Exemplo 1.2.13. Funtores de esquecimento entre categorias algébricas geralmente possuem

adjuntos a esquerda. Por exemplo, considere um corpo k. Existe uma adjuncao:
U
k-Vec %’ Set

em que U é o funtor de esquecimento e G ¢é o funtor que mapeia um conjunto S no espago
vetorial G(S) com base S. A adjungao estabelece que dados um conjunto S e um espago
vetorial V', uma aplicagio linear G(S) — V é essencialmente a mesma coisa que uma fungao
S — U(V). Considere um conjunto S e um espago vetorial V. Dada uma transformagao

linear g : G(S) — V, podemos definir uma fungao, denotada por Tgy(g) : S — U(V), em
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que YT (g)(s) = g(s) para todo s € S. Isso resulta em uma funcao:

Homy vee(G(S), V) — Homga(S, U(V))
g — Tsv(g).

Por outro lado, dado um mapa f : S — U(V), podemos definir uma aplicagao linear:

Tvs(f): F(S) — 4
Y AS = 3 AS(S).
s€S seS
Isso nos da uma fungao:
Homgy (S, U(V)) — Homy aee(F(S5),V)
f —> Tvﬁ(f).

Afirmamos que as funcoes YTgy e Ty ¢ sao mutualmente inversas. De fato, para todo mapa
linear g : F(S) — V, temos:

Tuso Tav(o) () = DATar(o)6) = S hate) =o (S ns).
seS seS SES sES
para todo Y ,cqAss € G(S). Entdo, Tyso Ygy(g9) = ¢g. Ademais, para todo morfismo
f:S—=U(V) em Set, temos:

Tsy o Tys(f)(s) =Tvs(f)(s) = f(s)

para todo s € S. Entdo, YTsv(Yvs)(f) = f. Portanto, temos uma bije¢do canonica en-
tre Homy vee(F(S), V) e Homga(S, U(V)) para cada S € Obj(Set) ¢ V' € Obj(k-Vec), como

desejado.

Defini¢ao 1.2.14. |20 Defini¢ao 1.3.15] Uma equivaléncia entre categorias C e D consiste

de um par de funtores junto com isomorfismos naturais

a:le—>GoF, f:FoG — 1p.

Se existir uma equivaléncia entre C e D, dizemos que C e D sdo equivalentes, e escrevemos

C ~ D. Também dizemos que os funtores F e G sao equivalentes.

O Teorema afirma que uma adjuncdo pode ser expressa como uma quadrupla
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(F; G;n,¢e) de funtores e transformagdes naturais satisfazendo as identidades triangulares.
Uma equivaléncia (F; G;a, 3) de categorias ndo necessariamente é uma adjungdo. Temos
que F é um adjunto a esquerda de G, mas nado necessariamente « e [ sao a unidade e
a conunidade, pois ndo ha motivos para que satisfacam as identidades triangulares. No
entanto, uma equivaléncia de categorias pode ser expressa em termos de funtores adjuntos,

como afirma a proposi¢ao a seguir:

Proposigao 1.2.15. [5], Proposicao 3.4.3] Dado um funtor F : C — D, as sequintes condigoes

sao equivalentes:
(1) F € pleno e fiel e possui um adjunto a esquerda G pleno e fiel;

(2) F possui um adjunto a esquerda G e as duas transformagoes naturais candnicas da ad-

jungion:le = GoF ee:FoG — 1p sao isomorfismos;

(3) existem um funtor G : D — C e dois isomorfismos naturais arbitrdarios 1c = GoF e
FoG= 1D;

(4) F € pleno, fiel e essencialmente sobrejetivo, isto é, cada objeto D de D é isomorfo a um

objeto F(C) com C € Obj(C);
(5) o dual da condigio (1);
(6) o dual da condicio (2). O

Agora, veremos um importante resultado da teoria de categorias: O Teorema do Funtor
Adjunto. Para isso, precisamos da seguinte definigdo: um funtor F : C — D satisfaz a
condicao do conjunto de solugdes com respeito a um objeto D em D quando existe um
conjunto Xp C Obj(C) tal que:

VC € Obj(C) Vd: D = F(C) 3C" € Xp F¢:C'" = C 3d' : D = F(C') F(c)od =d.

Teorema 1.2.16 (Teorema do Funtor Adjunto). [5], Teorema 3.3.3] Considere uma categoria

completa C e um funtor F : C — D. As sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) F possui um funtor adjunto a esquerda.
(2) As seguintes condigoes sao satisfeitas

(a) F preserva limites pequenos;

(b) F satisfaz a condi¢io de conjunto solugao para todo objeto D em D. [
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Observagao 1.2.17. No Teorema do Funtor Adjunto, o item (2) subitem (b) é sempre satisfeito,
visto que estamos trabalhando apenas com categorias pequenas. De fato, basta tomarmos o
conjunto Sp = Obj(C), " =C, c=1c e d =d.

Lema 1.2.18. [31] Lema 4.24.5.] Seja G : C — D o funtor adjunto d esquerda de F : D — C.
Seja M : T — C um funtor tal que colim(M) € C exista. Entdo:

G(colim(M)) = colim(G o M),

ou seja, G comuta com colimites. [


https://stacks.math.columbia.edu/tag/0038

30

Capitulo 2
Preliminares Topoldgicas

A categoria de espagos Hausdorff compactos e mapas continuos CHToep, bem como suas subca-
tegorias de espagos totalmente desconexos, Stone (equivalente a categoria ProfinSet), e espagos
extremamente desconexos, EDSet, desempenham um papel importante na definicdo de conjun-
tos condensados. Este Capitulo tem como objetivo oferecer uma visao geral desses conceitos e
reunir todos os resultados topoldgicos necessarios para uma compreensao solida da defini¢ao

de conjuntos condensados.

2.1 Espacos Hausdorff compactos

Esta secao se inicia com a apresentagao de resultados bem conhecidos na area da topologia.
Em seguida, exploraremos resultados relevantes para o restante do texto e introduziremos os

conceitos de espagos localmente compactos e espagos compactamente gerados.
Teorema 2.1.1. |24, Teoremas 26.2, 26.3 e 26.5]

(1) Todo subespago fechado de um espago compacto é compacto,

(2) Todo subespago compacto de um espago Hausdorff é fechado;

(3) A imagem de um espago compacto sob um mapa continuo é compacta. [
Teorema 2.1.2. [24, Teorema 31.2]

(1) Um subespago de um espago Hausdorff é Hausdorff;

(2) Um produto de espagos Hausdorff é Hausdorff. ]

Defini¢ao 2.1.3. [24, p. 137] Sejam X e Y espagos topoldgicos e seja p : X — Y um
mapa sobrejetivo. Dizemos que p é um mapa quociente se satisfaz a seguinte condicdo: um

subconjunto U de Y é aberto em Y se e somente se p~!(U) é aberto em X.
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Outra forma de descrever um mapa quociente ¢ utilizando o conceito de subconjunto
saturado. Dizemos que um subconjunto C' de X é saturado, com respeito a sobrejecao
p: X =Y, se C contém todo conjunto p~'(y) que ele intercepta. Dizer que p é um mapa
quociente é equivalente a dizer que p é continuo e mapeia conjuntos saturados abertos de X
para conjuntos abertos de Y, ou conjuntos saturados fechados de X para conjuntos fechados
de Y.

Dois tipos especiais de mapa quociente sdo os mapas abertos e os mapas fechados. Um
mapa f : X — Y é dito aberto se para cada subconjunto aberto U de X, o conjunto f(U)
é aberto em Y. Por outro lado, f é dito fechado se para cada conjunto fechado A de X, o
conjunto f(A) é fechado em Y. Assim, segue da definigdo que se p : X — Y é um mapa

continuo sobrejetivo que é ou aberto ou fechado. Entao, p é um mapa quociente.

Proposicao 2.1.4. [22] Proposicao 1.1.1] Toda sobreje¢io de um espago Hausdorff compacto

é um mapa quociente.

Demonstragcao. Afirmamos que mapas de espacos compactos para espacos Hausdorff sao fe-
chados. De fato, todo subconjunto fechado de um espago compacto é compacto e sua imagem
sob um mapa continuo também é compacta. Visto que conjuntos compactos em espacos
Hausdorff sao fechados, a imagem é fechada. Como mapas sobrejetivos fechados sao auto-

maticamente mapas quocientes, segue o resultado. O
Um resultado importante, que serd utilizado na Subsecao [5.4.1] é o Lema do Tubo:

Lema 2.1.5 (Lema do tubo). [24, Lema 26.8] Considere o espago produto X XY, em que
Y € compacto. Se N é um conjunto aberto de X x'Y tal que {xo} x Y C N. Entdo, existe
um conjunto aberto W tal que xo € W e W xY C N. O conjunto W x'Y € frequentemente
chamado de tubo sobre {xo} x Y. O

Além disso, o Lema do Tubo é utilizado na demonstragao do resultado que afirma que o
produto finito de espacos compactos é compacto. No entanto, ha um resultado mais geral

sobre o produto de espacos compactos:

Teorema 2.1.6 (Teorema de Tychonoff). [24, Teorema 37.3] Um produto arbitrario de es-

pagos compactos é compacto na topologia produto. [

E importante observar que todo espaco Hausdorff compacto X é regular, isto é, para cada
par consistindo de um ponto x € X e um conjunto fechado B C X tal que x ¢ B, existem
conjuntos abertos disjuntos U e V' contendo z e B respectivamente. De fato, considere z e

B como os descritos acima. Para cada b € B, existem U, e V} vizinhancas abertas disjuntas
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de z e b respectivamente, pois X ¢ Hausdorff. Além disso, B C Uep Vi €, por compacidade,
existem by, ...,b, € B tais que
n
Bc W,
i=1
Sejam
n
U:ﬂUbi e V:UV},Z.,
i=1 i=1
entao U e V sao abertos disjuntos em X tal quex €e U e B C V.
Ademais, existem outras formas de caracterizar espagos regulares, dentre elas podemos

destacar o seguinte lema:

Lema 2.1.7. [24] Lema 31.1] Seja X um espaco topoldgico tal que conjuntos de um ponto
sao fechados. Entdo, X € reqular se, e somente se, dados v € X e U C X wvizinhanca aberta
de x, existe V. C X wvizinhanga aberta de X tal que Clx(V) C U.

Demonstragao. Suponha que X é regular e que x e U sao dados. Seja B = X —U. Entao, B
¢ um conjunto fechado. Por hipdtese, existem vizinhancgas abertas disjuntas V' e W contendo
x e B respectivamente. O conjunto Clx (V') é disjunto de B, visto que se b € B, o conjunto
W é uma vizinhanca de b disjunta de V. Portanto, Clx (V') C U, como desejado.

Por outro lado, suponha que o ponto z e o conjunto fechado B tal que x ¢ B sao dados.
Seja U = X — B. Por hipétese, existe uma vizinhanga V de z tal que Clx(V) C U. Os
conjuntos V' e X — Clx (V') sao abertos, disjuntos e contém x e B respectivamente. Portanto,

X é regular. O

Também ¢é de nosso interesse estudar a compacidade local de um espago topoldgico, visto
que na Secao [5.4] abordaremos grupos topolégicos localmente compactos e faremos uma ané-

lise do ponto de vista condensado.

Definicao 2.1.8. [30, p. 23] Um espago topolégico X é localmente compacto se cada ponto
x € X possui uma base de vizinhangas Hausdorff compactas, ou seja, para cada z € X, toda

vizinhanga aberta U, contém uma vizinhanca compacta K, C U,.

Lema 2.1.9. [24, Demonstracao do Teorema 46.10] Considere f : X — Y continua, em que
X € localmente compacto, e sejaVC 'Y um subconjunto aberto. Entdao, dado x € X podemos

escolher uma vizinhanga aberta U de x com fecho Clx(U) compacto tal que f(Clx(U)) C V.

Demonstragio. Pela continuidade de f, existe U’ vizinhanga aberta de = tal que f(U") C V.
Além disso, como X é localmente compacto, existe uma vizinhanca compacta K C U’ de =z,
ou seja, existe U aberto tal que x € U C K C U’ com K compacto. Temos que K é fechado,
pois é subespaco compacto de um espago Hausdorff, assim, Clx(U) C K. Logo, Clx(U) é
compacto e f(Clx(U)) C V. O



CAPITULO 2. PRELIMINARES TOPOLOGICAS 33

Definigao 2.1.10. [3| p. 74] Um espago topolégico X é compactamente gerado se as apli-
cagoes continuas X — Y, em que Y ¢é outro espaco topoldgico, sao precisamente aquelas
que fazem a composicdo S — X — Y continuo para todo espaco Hausdorff compacto S

mapeando continuamente para X.

Proposicao 2.1.11. [3, Proposicao 4.1.17] Seja X um espago Hausdorff localmente com-

pacto. Entao, X é compactamente gerado.

Demonstracdo. Sejam X um espaco Hausdorff localmente compacto e Y um espago topo-
légico qualquer. Suponha que f : X — Y é um mapa tal que para todo espago Hausdorff
compacto S com um mapa S — X, a composi¢do S — X — Y ¢é continua. Em particular,
dado x € X e uma vizinhanga compacta S de x, temos S — X — Y ¢ continua. Como X
¢ localmente compacto, todo elemento x possui uma vizinhanca compacta e, portanto, X é

compactamente gerado. L]

Por fim, considere CGTop como sendo a categoria dos espagos topolégicos compactamente

gerados e mapas continuos. Assim, temos o seguinte resultado:

Lema 2.1.12. [3, Lema 4.1.3] A inclusdo da categoria de espagos compactamente gerados na

categoria dos espagos topologicos admite um adjunto a direita

(=)9: Top — CGTop
X = X9

?

em que X% é o conjunto X com a topologia quociente para o mapa:

|] 5= X
S—X
em que a unido disjunta percorre todos os espacos Hausdorff compactos S mapeados continu-

amente para X . L]

2.2 Conexidade

Como mencionado anteriormente, as subcategorias de CHTop dos espagos Hausdorff compactos
totalmente desconexos e dos espacos Hausdorff compactos extremamente desconexos sao
fundamentais para o estudo da matematica condensada. Portanto, nesta se¢ao, exploraremos
os conceitos relacionados a conexidade e algumas de suas propriedades.

Seja X um espaco topoldgico. Uma separacio de X é um par U,V de subconjuntos
abertos nao vazios e disjuntos cuja uniao é X. O espago X é dito conezro se ndo admite uma

separagao além da trivial. Caso contrario, X é dito desconexo.
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Lema 2.2.1. [24] p. 148] Um espaco X € conezo se, e somente se, os unicos subconjuntos

de X que sao abertos e fechados em X sao o conjunto vazio & e o proprio X.

Demonstracio. Assuma que X é um espacgo conexo e suponha, por absurdo, que U # & é
um subconjunto proprio de X que é aberto e fechado. Entao, V = X — U também é aberto
e fechado e o par U,V forma uma separacao de X, uma contradi¢ao. Por outro lado, se U e

V' formam uma separacao de X, entdao @ # U # X e é aberto e fechado. O
Ademais, temos as seguintes defini¢oes referentes a conexidade de um espaco topologico:

Definigao 2.2.2. [22, Definigao 1.1.5] Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X é:

(1) totalmente desconexo se seus tnicos subespagos conexos sao os conjuntos de um ponto;

(2) extremamente desconezo se o fecho de todo conjunto aberto é aberto.

Com isso, definimos a categoria Stone como sendo a subcategoria de CHTop em que os

objetos sao espagos Hausdorff compactos totalmente desconexos.

Lema 2.2.3. [22, Observagao 1.1.6] Seja X um espaco Hausdorff extremamente desconezo.

Entao, X € totalmente desconexo.

Demonstragio. Sejam X um espaco extremamente desconexo e Y um subespaco conexo de X.
Suponha, por absurdo, que Y possui mais que um ponto. Assim, podemos tomar dois pontos
quaisquer y1,y> € Y e encontrar vizinhancas disjuntas U; e Us de y; e y, respectivamente.
Observe que y; ¢ X — Uy que é fechado e contém Us, logo, y; & Clx(Us). Similarmente,
y2 & Clx(Uy). Ademais, Cly(U;) e Clx(Us) sdo subconjuntos proprios abertos e fechados,
o que contradiz a conexidade de Y (Lema [2.2.1)). Portanto, Y ndo pode conter mais de um

ponto, ou seja, X ¢é totalmente desconexo. O

Agora, faremos uma caracterizacao dos espacos Hausdorff compactos extremamente des-

conexos e, para isso, apresentaremos alguns resultados preliminares:

Lema 2.2.4. [31, Lema 5.26.4] Seja f : X — Y wum mapa continuo entre espagos Haus-
dorff compactos. Se Y € extremamente desconezo, f é sobrejetiva, e f(Z) # Y para todo

subconjunto fechado proprio Z C X. Entdo, f é um homeomorfismo. O

Lema 2.2.5. [31, Lema 5.26.5] Seja f : X — Y wma sobrejecio continua entre espagos
Hausdorff compactos. Existe um subconjunto E C X compacto tal que f(E) =Y, mas
f(E"Y #Y para todo subconjunto fechado préprio E' C E. O

Por fim, o resultado a seguir apresenta formas equivalentes de representar um espaco

Hausdorff compacto extremamente desconexo:


https://stacks.math.columbia.edu/tag/08YL
https://stacks.math.columbia.edu/tag/08YM
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Proposicao 2.2.6. [31], Proposicao 5.26.6] Seja X um espago Hausdorff compacto. Entao,

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) X € extremamente desconexo;

(2) Para toda sobrejecao continua f Y — X existe g : X — Y continua tal que fog= 1x.

Nestas condigoes, dizemos que g € uma secao de f e f € uma retragao de g.

(3) Para qualquer mapa X — Z e sobrejecio Y — Z de espagos Hausdorff compactos, existe

um mapa continuo X — 'Y que comuta o diagrama abaizo:

]

Demonstragio. Assuma X extremamente desconexo e seja f : Y — X como em (2). Existe

Y%

E CY compacto tal que f(E) = X, mas f(E') # X para todo subconjunto fechado préprio
de E (Lema [2.2.5). Assim, obtemos que f|p : £ — X ¢é um homeomorfismo (Lema [2. e
seu inverso é a func¢do g tal que f o g = 1x. Portanto, (1)=(2).

Agora, assuma (2). Mostraremos que X ¢é extremamente desconexo. Entdo, considere

U C X aberto com complemento Z. Considere o conjunto:
YV =Clx(U)U Z ={(y:,i) | i € {0,1}, 90 € Clx(U), 51 € Z}

equipado com a topologia da uniao disjunta, ou seja, a topologia mais fina em Y tal que as
injegoes canonicas Clx(U) — Y e Z — Y sdo continuas. Temos que, nesta topologia Clx (U)

e Z formam uma separacao de Y. Ademais, considere a sobrejecao continua:

f: Yy — X
(y,1) = y.

Entao, existe g : X — Y tal que fog = 1x. Logo, como Cly(U) é aberto em Y e g é
continua, temos que Clx(U) = g~ }(Clx(U)) € X é aberto. Portanto, X é extremamente
desconexo e (2)=-(1).

Seja f : X — Z um mapa continuo e h : Y — Z uma sobrejecao. Iremos mostrar que

(2)=-(3). Considere o pullback X xz Y e suas projegoes:


https://stacks.math.columbia.edu/tag/08YN
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Xx,V — 2 X
Y f
Y - 7

Observe que px é uma sobrejecao. De fato, dado z € X podemos aplicar f e obter
f(x) € Z. Assim, pela sobrejetividade de h, existe y € Y tal que h(y) = f(z). Logo,
(x,y) € X xzY e x € Im(h). Com isso, temos pelo item (2) que existe p' : X — X xz Y tal

que px o p' = 1x. Tomando g = py o p/, obtemos o mapa pontilhado desejado que comuta o
diagrama a seguir:
X X,

7

Por fim, assuma (3). Mostraremos que (3):>(2). Considerando a sobrejecao f: Y — X

N,

e o mapa identidade 1y, obtemos g : X — Y tal que fog=1x:

Y
X—>X

Portanto, as trés afirmacoes sao equivalentes.

2.3 A categoria dos conjuntos profinitos

A categoria ProFinSet possui um papel central na matemadtica condensada. Em vista disso,
nesta se¢do iremos apresentar uma breve introdugao aos conjuntos profinitos e algumas de
suas propriedades.

Dado (P, <) um conjunto parcialmente ordenado, podemos considera-lo como uma cate-
goria P em que os objetos sao os elementos do poset e os morfismos sdo as relagoes <, ou
seja, a — b < a < b. Além disso, dizemos que (P, <) é um conjunto direcionado para cima
se para quaisquer a,b € P existe ¢ € P tal que a,b < c.

Sejam P um conjunto direcionado e C uma categoria, definimos um sistema inverso
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como um funtor contravariante F : P’ — C. Em outras palavras, um sistema inverso ¢é

um conjunto de objetos {F(p)}pconjp) em C e, para cada p < ¢ € Obj(P), um morfismo
©pq t F(q) — F(p) tal que:

(1) Ppp = 1F(p) para todo p € Obj(P);

(2) Sep <q<r. Entao, ¢,, = ©pq 0 @gr-

Caso exista, o limite de F ¢ chamado de limite inverso e é denotado por

Im  F(p).
peObj(P)

Observacao 2.3.1. E importante notar que o limite inverso é um caso especial de limite,
herdando as propriedades inerentes aos limites. Sua distin¢ao esta no fato de ser um limite
tomado em um sistema inverso F : P’ — C, isto é, F é um funtor contravariante e P é um

conjunto direcionado. Assim, teremos resultados particulares de limites inversos.

Agora, considere a categoria FinSet dos conjuntos finitos com a topologia discreta e fungoes
continuas. Temos que TinSet é uma subcategoria de HTop. Seja F : P — HTop um sistema
inverso tal que F(P) estd em TinSet. Chamamos de conjunto profinito o limite inverso de F.

Denotaremos por ProfinSet a categoria dos conjuntos profinitos e fungoes continuas.

Exemplo 2.3.2. Considere o seguinte subespacgo de R:

111
¢_{2,3,4,...}u{0}.

Observe que os pontos 1 sao isolados, ou seja, {1} é aberto para todo n. O ponto 0
por sua vez nao é isolado. 71(10 entanto, observe que 07; abertos que contém 0 sao da forma
{O, i, n—lf—l’ e }, logo sao cofinitos, isto é, possuem complemento finito. Assim, obtemos €
como o limite inverso da sequéncia de conjuntos finitos:

111 11 1
P3 P2 1
- {0’2’3’4} - {0’2’3} 7 {0’2}7

em 0 e os demais elementos neles mesmos. Assim, temos que € é um

em que p, leva

exemplo de conjunto profinito.

Proposigao 2.3.3. [22, Proposicao 1.2.12] A categoria Pro'finSet de conjuntos profinitos é

equivalente a categoria Stone de espagos Hausdorff compactos totalmente desconezos.
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Observagao 2.3.4. No texto Animated Condensed Sets and Their Homotopy Groups [22] a
autora cita que uma demonstracao da Proposigao baseada na Dualidade de Stone pode
ser encontrada no Capitulo VI 2.3. do livro Stone Spaces [1§] de Peter T. Johnstone.

A partir de agora, ao lidarmos com conjuntos profinitos, estaremos nos referindo a espacos
Hausdorff compactos e totalmente desconexos. Ademais, como todo espago Hausdorff com-
pacto extremamente desconexo ¢ profinito (Lema [2.2.3), iremos definir a subcategoria EDSet
de ProfinSet em que os objetos, chamados conjuntos extremamente desconezos, sao espagos

Hausdorff compactos extremamente desconexos e os morfismos sao mapas continuos.
Proposicao 2.3.5. [31), Lema 5.22.3] Um limite de conjuntos profinitos é profinito.

Demonstragio. Sejam C uma categoria pequena ¢ F : C — ProfinSet um funtor tal que
F(C) = X¢c. Temos que cada X é Hausdorff, compacto e totalmente desconexo (Proposicao

2.3.3). Além disso, o limite:

X = lim X¢
CEOb;(C)

existe (Exemplo e é compacto (veja [31, Lema 5.14.5]). Sejam x,z’ € X tais que
x # 2'. Entao, existe C' € Obj(C) tal que x e 2’ possuam imagens ¢ e &y, com T¢ # Ty, SOb
a projecao X — X¢. Logo, z¢ e xp possuem vizinhangas disjuntas U e V respectivamente.
Tomando a imagem inversa de U e V concluimos que X é Hausdorff. Similarmente, z¢
e Ty estdo em componentes conexas distintas de X de modo que necessariamente = e '
devem estar em componentes conexas distintas de X. Portanto X ¢é totalmente desconexo e,

consequentemente, profinito. n

2.4 Compactificacio de Stone-Cech

Sejam X e Y espagos topolégicos. Definimos um mergulho como uma aplicagao continua
f X — Y, tal que f é um homeomorfismo entre X e a imagem de f em Y. Agora,
considere X um espago Hausdorff. Uma compactificacio de X é um par (X,i) em que X é
um espac¢o Hausdorff compacto e ¢ : X — C é um mergulho, tal que Im(:) é denso em C.
Considere, por exemplo, X um conjunto limitado em R". Entéao, a inclusao de X em seu fecho
é uma compactificacdo de X. Nesta secdo, abordaremos a compactificacdo de Stone-Cech e

apresentaremos alguns resultados que serao relevantes para os Capitulos [ e

Definicao 2.4.1. [31], Secao 5.25] Seja X um espago Hausdorff. A compactificacio de Stone-
Cech de X é uma par (3X,b) em que $X é um espaco Hausdorff compacto, b : X — X
¢ um mergulho e para todo mapa continuo f : X — Y, com Y Hausdorff compacto, existe

tinica funcdo continua f: AX — Y tal que o diagrama a seguir comuta:


https://stacks.math.columbia.edu/tag/0ET8
https://stacks.math.columbia.edu/tag/08ZV
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0908
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X —t 88X

Y

Observagdo 2.4.2. Sejam X um espago topolégico e (X, f), (7/, 1) compactificagoes de X.
Dizemos que as duas compactificacoes sao equivalentes se existe g : X — X' homeomorfismo

tal que o diagrama a seguir comuta:

Assim, como a compactificacdo de Stone-Cech é definida por uma propriedade universal, essa

¢é nica a menos de equivaléncia.

Nosso interesse na compactificacio de Stone-Cech reside em explorar algumas proprieda-
des provenientes da compactificacio de Stone-Cech de um conjunto discreto, cuja existéncia

é demonstrada no Apéndice [B]

Proposigao 2.4.3. [30, Exemplo 2.5] Sejam Xo um espago topoldgico discreto e X = Xy a

compactificacio de Stone-Cech de X,. Entdo, X é extremamente desconexo.

Demonstragio. Temos que X é Hausdorff compacto (Definigao [2.4.1]). Seja f:Y — X uma
sobrejecao continua, com Y Hausdorff compacto, e considere o mergulho b : Xy — X. Como

f é sobrejetiva e X é discreto, existe g : Xg — Y que comuta o diagrama abaixo:

vy — 1 X =8X,

Xo

Considerando novamente o mapa da compactificacio de Stone-Cech b : Xy — X, obtemos
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o mapa induzido § que comuta o diagrama abaixo:

BXy =X d Y ! X =8X,

Xo

Observe que fogob = b, logo pela unicidade da propriedade universal da compactificagao
de Stone-Cech, f o § = 1x. Portanto, X é extremamente desconexo (Proposicdo [2.2.6). [

Proposicao 2.4.4. [30, Exemplo 2.5] Seja X um espago Hausdorff compacto. Entao, eziste

uma sobrejecao Y — X, em que Y é um conjunto extremamente desconezo.

Demonstragio. Seja X um espaco Hausdorff compacto e considere X% o conjunto X com
a topologia discreta. Temos que Y = X% é extremamente desconexo (Proposicio [2.4.3)).
Considere, o mapa f : X% — X tal que f(z) = x. Observe que f é continua e sobre-
jetiva. Além disso, como X é Hausdorff compacto, temos pela propriedade universal da

compactificacdo de Stone-Cech que existe f: Y — X que comuta o diagrama abaixo:

Xdis b Y = BXdis
/ !
X
Assim, como f o b é sobrejetiva, temos que f é uma sobrejecao. [

Corolario 2.4.5. (1) Seja X um espago Hausdorff compacto. Entao, existe uma sobrejecao
f:X = X, em que X € profinito.

(2) Seja X um conjunto profinito. Entao, existe uma sobrejecio f : X =5 X, em que X ¢

extremamente desconezo.

Demonstragcio. Como todo conjunto extremamente desconexo é profinito e todo conjunto

profinito é Hausdorff compacto, as afirmagoes seguem imediatamente da Proposi¢ao2.4.4. O

Teorema 2.4.6. |22, Teorema 1.1.11] Todo espag¢o Hausdorff compacto é um coequalizador

de conjuntos extremamente desconexos na categoria Top.

Demonstragdo. Seja K um espaco Hausdorff compacto. Entao, existe um mapa ¢ : S — K

sobrejetivo, em que S é um conjunto extremamente desconexo (Proposicao [2.4.4). Mos-
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traremos que o par (K, q) é o coequalizador de dois mapas cujo dominio é um conjunto
extremamente desconexo e o contradominio ¢é S.

Considere o pullback S x xS que é um espago Hausdorff compacto. Logo, S X S admite
uma sobrejecao f: 5" — S X S com S € Obj(EDSet).

P1

s’
X}
SXKSL
P2

ch
S

q

Afirmamos que o diagrama:

p1
q
S =525 K,
P2

em que os mapas p; e po sao definidos como as composigoes:
, f P1
S —— S xgS p:; S,
2
é um coequalizador. Segue da definicado de pullback que:
go(prof)=qo(pzof).
Agora, considere um espaco topoldgico X e um mapa continuo h : .S — X tal que:
ho(prof)=ho(pzof)

ou, equivalentemente,

hopy =hop,

visto que f é um epimorfismo. Iremos mostrar que existe tinico mapa continuo g : K — X
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tal que o diagrama a seguir comuta:

1
q
R — L B o
P2 !
|
|
=)
h 3 g
X

A fim de assegurar a comutatividade, devemos definir g(a) = h(a’) em que o’ € ¢ *(a).
No entanto, para construir um mapa bem definido, é preciso garantir que todos os elementos
de ¢~*(a) sdo mapeados para o mesmo elemento sob h. Isso pode ser verificado, uma vez que,
pela definicao de S X xS, para quaisquer elementos x,y € S com q(x) = ¢(y), temos a relacao
(x,y) € S xx S. Além disso, dado que h o p; = h o py, concluimos que h(z) = h(y). Dessa
forma, podemos estabelecer um mapeamento de K para X que garante a comutatividade do
diagrama. Ademais, observe que g é continuo, pois, toda sobrejecao de um espago Hausdorff
compacto é um mapa quociente (Proposigao . Logo, todo mapa K — X tal que a
composicao S — K — X é continuo, também é continuo.

Por fim, a unicidade de g é garantida pela sobrejetividade de ¢ : S — K.
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Capitulo 3
Categorias abelianas

Em 1955 Alexander Grothendieck escreveu um artigo revoluciondrio em Algebra Homol6-
gica, o qual foi publicado em 1957 no Téhoku Mathematical Journal intitulado Sur quelques
points d’algébre homologique (Referéncia [15]). Neste artigo, que atualmente é chamado de
Tohoku, Grothendieck observa que modulos sobre anéis e feixes de grupos abelianos tem um
comportamento similar e que podem desenvolver sua algebra homoldgica de maneira unifi-
cada; isto inclui a axiomética do que é chamado pela primeira vez de categorias abelianas.
Essencialmente, categorias abelianas foram definidas em um artigo anterior de Buchsbaum
como categorias exatas, com uma diferente motivacao. Além disso, Saunders MacLane tinha
rudimentos da definicdo de categoria abeliana, por volta de 1950, mas era uma nogao um
pouco diferente, menos invariante e com um nome diferente: bicategoria. Neste Capitulo,
iremos introduzir o conceito de categoria abeliana e os axiomas de Grothendieck, que serao

importantes para o estudo da categoria dos grupos abelianos condensados.

3.1 Categorias aditivas

Uma categoria abeliana é uma categoria que deve satisfazer diversas propriedades. Portanto,

vamos proceder & sua definicdo de forma gradual, seguindo uma hierarquia de conceitos:

Categoria Pré-aditiva

Categoria Aditiva

Categoria Pré-abeliana

Categoria Abeliana
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Nesta secao, iremos introduzir as categorias pré-aditivas e aditivas, além de apresentar

algumas de suas propriedades.

Definicao 3.1.1. [0, Defini¢do 1.1.1] Em uma categoria C, chamamos de objeto zero um
objeto que € inicial e final. Ademais, dada uma categoria C com um objeto zero 0, definimos

um morfismo zero como um morfismo f : A — B que se fatora pelo objeto zero.

Considere, por exemplo, a categoria {1bgrp de grupos e homomorfismos de grupos e sejam
G e H dois grupos. O homomorfismo f : G — H que leva todo elemento de G para o
elemento neutro de H é um morfismo zero, pois pode ser fatorado como f: G — {0} — H,
em que o grupo {0} é o objeto zero.

Seja C uma categoria com um objeto zero 0. Entao, existe exatamente um morfismo
zero de cada objeto A para cada objeto B. De fato, este morfismo é a composi¢ao entre o
unico morfismo A — 0 em que 0 é considerado um objeto terminal, e 0 — B, em que 0 é

considerado um objeto inicial. Denotaremos este morfismo por 04 5 : A — B.

Defini¢ao 3.1.2. [6 Definigdo 1.1.5] Seja C uma categoria com objeto zero 0. O nicleo
de um morfismo f : A — B, quando existe, é o equalizador de f e o morfismo zero 04 p.
O co-nicleo de f é definido dualmente. Ademais, denotamos o nicleo de f por ker(f) e o

co-ntcleo de f por coker(f).

Pela proposicao o niicleo de um morfismo é um monomorfismo e, por dualidade, o

co-ntucleo é um epimorfismo.

Defini¢ao 3.1.3. [0, Defini¢do 1.2.1] Dizemos que C é uma categoria pré-aditiva se para
todo par de objetos A, B em C, existe uma operacao bindria 4+ sobre Hom¢(A, B) tal que

(Home(A, B),+) é um grupo abeliano, de modo que as composigoes:

o : HOIH(;(B,C)XHOch(A,B) — HOIIlc(A,C)
(9, f) = gof

sao homomorfismos de grupo em cada variavel.

Exemplo 3.1.4. A categoria {Ibgrp é pré-aditiva. Sejam G e H dois grupos abelianos.

Considere dois homomorfismos quaisquer f,g: G — H e defina:

f+9g: G - H
= f(z)+9(x)

Dados x,y € G temos:

(f+9)(x+y) = flr+y) +gl@+y) = flx)+ fly)+g9@)+gy).
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Por outro lado,

(f+9) (@) + (f+9)y) = flz) +g(@)+ fly) +9(y)

Logo, (f + g)(x +y) = (f + 9)(x) + (f + 9)(y) para todo par x,y € G. Ademais, temos
que os axiomas de associatividade, elemento neutro, inverso e comutatividade sao imediatos.

Portanto, Abgrp é pré-aditiva.

Lema 3.1.5. [6, Proposicao 1.2.3] Sejam C uma categoria pré-aditiva. Entdo, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) C possui um objeto inicial;
(2) C possui um objeto final.
(3) C possui um objeto zero.

Demonstrag¢io. Temos que (3) implica (1), (2) e, por dualidade, é suficiente mostrar que (1)
implica (3). Seja 0 um objeto inicial. O conjunto Hom¢(0, 0) possui tnico elemento, logo, 1o
é o elemento zero do grupo Home(0,0). Dado C' € Obj(C), temos que Home(C, 0) possui pelo
menos um elemento, o elemento neutro. Mas se f : C' — 0 é qualquer morfismo, f = 1g o f
deve ser o elemento neutro de Home(C, 0), visto que 1o é o elemento zero de Hom¢ (0, 0).

Portanto, 0 também ¢é um objeto terminal. O]

Se C é uma categoria pré-aditiva e f € Home(C, A). Entao,
Oagof=1(0a5+04ap)of=0ap0f+0sp0f

Logo, 045 0 f = 0¢,p. Analogamente, se f € Home(B,C). Entao, fo0ap = 04c.

Teorema 3.1.6. [29, Teorema 1.0.5] Seja C uma categoria pré-aditiva. Entao, produtos

finitos e coprodutos finitos coincidem, ou seja:

(1) Se (ILier Ci, {miticr) € o produto de {C;}icr, com |I| < 0. Entao, existem:

L10@—>HC1

icl
em C, para cada i € I, tal que (ITicr Ci, {ti}icr) € o coproduto de {C;}icr.

(2) Se (I1;er Ci, {ti}ier) € o coproduto de {C;}icr, com |I| < co. Entdo, existem:

WZHCZ—)OZ

i€l

em C, para cada i € I, tal que (11;c; Cs, {mi}icr) € 0 produto de {C;}ic;.
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Demonstragio. Mostraremos a afirmagao (1), pois a afirmacgao (2) é andloga. A demonstragao
¢ por indugao sobre |I|. Suponha |I| = 2. Considere o objeto C, o morfismo identidade

l¢, e o morfismo zero O¢, ¢, (Lema [3.1.5). Temos, pela propriedade universal do produto
(Definigao [1.1.1)), que existe tnico:

L1201—>Cl><02

tal que m 01 = 1¢, e mp 04 = O¢y ¢, Novamente, pela propriedade universal do produto,

tomando, agora, o objeto Cy e os morfismos 1¢, e O¢, ¢,, temos que existe tinico morfismo:
Lo @ 02 — Cl X CQ

tal que m 01y =0,y € T2 0Ly = 1¢,.

Cl C’2
1 |
I |
lc, iH!Ll 0cy,cy 0cy,c4 ‘LE”LQ lc,
01 X OQ Cl X CQ
Cl C2 C’1 02

Dados A € Obj(C), g1 € Home(Ch, A) e g2 € Home(Cy, A), defina @y, g,y : C1 x Cy — A em
C, como sendo g, o m + g 0 . Assim, considerando o objeto C; x Cs e os morfismos 1 € 1o,

temos que
T O W(iyup) = F1 0L O + T 0Lg0my = 1, 0m + O¢y ¢y 0 T2 = 7.
Similarmente, 73 0 @(,, .,y = m2. Desta forma, o diagrama a seguir comuta.

Cl X 02
|
iw(LLLQ)

ClXCQ

Ch Cy

2

Como 1¢, ¢, também comuta este diagrama, temos por unicidade que

l1 0T + lg O Ty = w(bl,bg) = 1Cl><02
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Com isso, mostraremos que o coproduto de C; e Cy é o par (Cy x Co, {11, 2}).
Sejam A um objeto de C, f; € Home(Cy, A) e fo € Home(Cs, A). Considerando wyy, 1),

temos que

D) 0t1 = J1om o+ faomoun = fiole + fa00¢,c, = f1-

Analogamente, @y, 1,) © t2 = fo. Isso significa que o diagrama a seguir ¢ comutativo:

Suponha que g : C7 x Cy — A também seja um morfismo em C que comuta o diagrama.
Entao:

W(fi,f2) — 9 (w (fi.f2) — g9) o loixe,
= (T(f1,f2) = 9) © T )
= <w (fi.f2) — g)o(t1om +190ms)
= (@W(f, )0t —got)om + (Wi, ) Ola — gOLa) Oy
= (i=f)em+(fa—fo)om
= Ocyxcy,a-
Portanto, @, s,) = g € @(y,,f) ¢ 0 Unico morfismo que comuta o diagrama acima, isto é,
(C1 x Cy,11,12) é o coproduto de C; e Cs. Para |I| > 2, segue por indugao. O]

Definigao 3.1.7. [31], Definicao 12.3.8] Uma categoria C é aditiva se é pré-aditiva, possui

um objeto zero e existem produtos finitos.

Exemplo 3.1.8. O coproduto na categoria Grp é o produto livre, cuja construgdo pode ser
vista no livro Handbook of Categorical Algebra 1: Basic Category Theory [5], Exemplo 2.2.4.e.

Assim, temos que o coproduto nio é o produto cartesiano, logo Grp nao é aditiva.

Defini¢ao 3.1.9. [0, Defini¢do 1.3.1] Sejam C e D categorias pré-aditivas. Dizemos que um
funtor F : C — D é aditivo se para todo C,C" € Obj(C), o mapa:

FC,C’: HOch<C,C/> — HOHID(F(C),F(C/)
f — F(f)

¢ um homomorfismo de grupos.


https://stacks.math.columbia.edu/tag/0104
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3.2 Categorias abelianas

Na secao anterior, abordamos a definicao e algumas das propriedades de uma categoria
aditiva. Agora, iremos definir uma categoria pré-abeliana como sendo uma categoria aditiva

em que todos ntcleos e co-nucleos existem.

Lema 3.2.1. [4 p. 408] Sejam C uma categoria pré-abeliana e f € Home(A, B). Sejam

também:
(1) (ker(f),k) o nicleo de f; (3) (ker(q), k") o nicleo de q e
(2) (coker(f),q) o co-nicleo de f; (4) (coker(k),q’) o co-nicleo de k.

Entao, existe tinico f : coker(k) — ker(q) tal que f =k o foq'.

ker(f) b A ! B 1 coker(f)
7 K
coker (k) S S ker(q)

Demonstragio. Temos que g o f = 04 coker(f), POis 0 co-nicleo de f é o coequalizador de f e
04,5 (Defini¢ao[3.1.2)). Assim, segue da propriedade universal do nicleo de ¢ que existe tnico
f € Home(A, ker(q)) tal que:

Kof =T,
isto é, o diagrama a seguir comuta:
’ q

ker(q) ——— B ————1 coker(Jf)
A OB,coker(f)

3!

f | f

A

Como (ker(f),k) é o niicleo de f, temos f o k = Oxer(s),- Logo, podemos concluir que

Kofok=fok=0kmB =k Ok kel

E importante ressaltar que temos a seguinte cadeia de morfismos:

ker(f) b A ! ker(q) ———
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Como £’ ¢ monomorfismo, f' ok = Oker(f) ker(q)- Assim, segue da defini¢do de co-niicleo de k

que existe tnico f € Home(coker(k), ker(q)) tal que:

/ !/
foa =1,
ou seja, o diagrama a seguir comuta:

Oker(f),4

ker(f)

~_ k
Oker(f),coker(k)
™~

Oker(f),ker(q)

Com isso, obtemos:

]

Defini¢ao 3.2.2. [31], Definigao 12.5.1] Uma categoria C ¢ dita abeliana se C é pré-abeliana
e para todo morfismo f : A — B em C, o morfismo f, dado pela proposicao [3.2.1, é um

isomorfismo.

Observagdo 3.2.3. A Definicao [3.2.2] afirma que em uma categoria abeliana, para todo mor-
fismo f : A — B, o morfismo induzido f é um isomorfismo. Isso significa que o co-niicleo de
qualquer morfismo na categoria é isomorfo ao quociente do contradominio de f pela imagem

de f, o que espelha precisamente a afirmacao do primeiro teorema do isomorfismo.

Exemplo 3.2.4. Iremos verificar que a categoria {1bGrp é abeliana. Temos que AbGrp é pré-

aditiva (Exemplo e que o grupo trivial {0} é o objeto zero dessa categoria. Ademais,

como abordado na Secao , AbGrp possui produtos e coprodutos finitos, logo, é aditiva.
Agora, seja f € Homawgp(G, H), afirmamos que o par (ker(f), k) onde:

ker(f)={9€ G| fl9) =0} o k: ker(f) — G
g — g

é o nicleo de f, e o par (coker(f),q) onde:

coker(f) = H/Im(f) e ¢q: H — coker(f)
h — h+Im(f)


https://stacks.math.columbia.edu/tag/0109
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¢ o co-nicleo de f. Portanto, AbGrp é pré-abeliana.
Por fim, seja f : G — H um homomorfismo de grupos e sejam (ker(f), k) e (coker(f),q
o nicleo e o co-niicleo de f, respectivamente, (ker(q),%’) o nicleo de g e (coker(k),q’) o

co-ntucleo de k. Observe que:
ker(q) ={h € H | q(h) =0} ={h € H | h+Im(f) = 0},

logo, ker(q) C Im(f). Reciprocamente, se h € Im(f). Entao, h + Im(f) = 0, ou seja,
q(h) = 0. Assim, ker(q) = Im(f). Agora, observe que coker(k) = G/Im(k), mas, k ¢é
injetiva, logo, Im(k) = ker(f). Assim, coker(k) = G/ ker(f). Pelo Teorema do Isomorfismo,
o homomorfismo de grupos f : coker(k) = G/ ker(f) — Im(f) tal que g + ker(f) — f(g), é
um isomorfismo. Pela defini¢do de ntcleo e co-nicleo (Definigao , temos que:

kKo foq(g) =Ko flg+Im(k) =k(f(g) = fl9),

isto é, f = k' o f o ¢'. Portanto, fbGrp é abeliana.
Por fim, enunciaremos uma série de resultados a cerca de categorias abelianas:

Proposicao 3.2.5. [0, Proposicao 1.4.4] Sejam D uma categoria pequena e C uma categoria
abeliana. Entdo, a categoria Fune(D, C) é abeliana. O]

Proposicao 3.2.6. [6, Proposicao 1.5.1] Em uma categoria abeliana C, as sequintes condigoes

sao equivalentes:

(1) f € um isomorfismo;

(2) f é um monomorfismo e um epimorfismo.

Demonstrag¢io. Primeiro, mostraremos que (1)=-(2). Seja f : A — B um isomorfismo, entao
existe g : B — A tal que fog = 1. Como 1 é epimorfismo, segue que f também é. Além
disso, go f = 14 e como 14 é monomorfismo, f também é. Portanto, f é monomorfismo e
epimorfismo.

Por outro lado, suponha que f : A — B é monomorfismo e epimorfismo. Mostraremos
que (2)=>(1). Como C é abeliana, temos o seguinte diagrama comutativo em que f é um
isomorfismo (Definicao [3.2.2)):

ker(f) i A ! B 1 coker(f)
q K

coker(k) — ker(q)
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Temos que g o f = 04 coker(f) € 0B,coker(f) © f = 04 coker(f)- Como f é epimorfismo:

g0 [ = 0B coker(s) © [ = ¢ = 0B coker(f)-

Consequentemente, ker(q) = B e k' = 15. Visto que f também é monomorfismo, temos por

dualidade que coker(k) =2 A e ¢ = 14. Com isso, temos que:
f= k,ofoq/ =1p O?O 14.

Assim, concluimos que f é isomorfismo, pois é a composicao de trés isomorfismos. Portanto,
(2)=(1). m

Proposigao 3.2.7. [6, Proposigdo 1.5.3] Uma categoria abeliana é finitamente completa e

finitamente cocompleta. [

Definicao 3.2.8. [0, Defini¢do 1.11.1] Seja F : C — D um funtor aditivo entre duas categorias

abelianas. Dizemos que:

(1) F é exato d esquerda se preserva sequéncias exatas da forma:

0—A—B—C

(2) F é exato a direita se preserva sequéncias exatas da forma:

A—B—C—70

(3) F é exato se preserva sequéncias exatas da forma:

0—A—B—C—0

Observacao 3.2.9. Dizer que um funtor covariante F : C — D preserva sequéncias exatas a
esquerda, significa que se:

0O—A—B—C

for exata, com A, B,C' € Obj(C), a sequéncia:
0 — F(A) — F(B) — F(C)

sera exata. Por outro lado, afirmar que um funtor contravariante G : C — D preserva
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sequéncias exatas a esquerda, significa que se:
0—A—B—C
for exata, com A, B, C € Obj(C), a sequéncia:
0 — F(C) — F(B) — F(A)

sera exata.

Lema 3.2.10. [14, Exemplo 1.6.2] Seja X um objeto de uma categoria abeliana C. Entao,
o funtor contravariante Home(—, X) e o funtor covariante Home (X, —) de C para Abgrp sdo

exatos exatos a esquerda.

Demonstragdo. Iremos fazer a demonstracao para o funtor Home(—, X). Considere uma

sequéncia exata curta em C:

0—s AT B2, 010

Iremos mostrar que a sequéncia de grupos abelianos a seguir é exata:

Home (g,X) _Home(£,X)

0 —— Hom¢(C, X) Home(B, X) Home(A, X) .

Primeiro, mostraremos que Home(g, X) = (=) o g é injetiva. Seja ¢ € ker(Home(g, X)),
temos que:

Home(g, X)(c) =cog = Opx =0cxog,

como g é sobrejetiva, ¢ = 0, logo, Home(g, X) é injetiva. Em seguida, observe que:
Home(f, X') o Home(g, X) = Otiome (¢, ), Home (4,X)
visto que, para todo ¢: C' — X, temos:
(Home(f, X) o Home(g, X))(c) =cogo f=co04¢c =04x.
Por fim, verificaremos ker(Home(f, X)) = Im(Hom¢(g, X)). Sabemos que:
Im(Home(g, X)) C ker(Home(f, X)),

logo, basta mostrar o inverso. Seja b € ker(Home(f, X)). Como g é o co-nticleo de f, temos
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o seguinte diagrama:

que mostra que b = bo g € Im(Home(g, X)), como desejado. O

3.3 Axiomas de Grothendieck

Em Tohoku, Grothendieck define uma categoria abeliana C como uma categoria aditiva

satisfazendo dois axiomas a seguir:

(AB 1) Todo morfismo admite um nicleo e um co-ntcleo;

(AB 2) Seja v um morfismo em C. Entao, o morfismo canénico @ : Coim(u) — Im(u) é

um isomorfismo.

Observe que o axioma (AB 1) se refere ao que chamamos, no presente texto, de catego-
ria pré-abeliana, e a combinagio dos axiomas (AB 1) e (AB 2) resulta na Definicdo [3.2.2]
Ademais, Grothendieck lista alguns axiomas adicionais que uma categoria abeliana C pode

satisfazer:

(AB 3) Em C, existe o coproduto para qualquer familia (C;);c; de objetos em Obj(C),

com [ um conjunto de indices qualquer.

(AB 3*) Em C, existe o produto para qualquer familia (C;);c; de objetos em Obj(C), com

I um conjunto de indices qualquer.

(AB 4) C satisfaz (AB 3) e coprodutos sao exatos.

(AB 4%) C satisfaz (AB 3*) e produtos sao exatos.

(AB 5) C satisfaz (AB 3) e colimites filtrados sdo exatos.
(AB 5*) C satisfaz (AB 3*) e limites filtrados s@o exatos.

(AB 6) C satisfaz (AB 3) e o morfismo & : colim(F) — [[;c; colim(F;) é um isomorfismo.
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Nesta secao analisaremos alguns destes axiomas que serao importantes para o estudo da
categoria dos grupos abelianos condensados que veremos no se¢ao

Comegamos pelos axiomas (AB 3) e seu dual (AB 3*). Se C é uma categoria que possui
(co)produtos e (co)equalizadores arbitrarios. Entao, todo funtor F : D — C possui (co)limite
(Teorema [1.1.10)). Assim, os axiomas (AB 3) e (AB 3*) sdo equivalentes a dizer, respectiva-
mente, que C é cocompleta e completa.

Categorias que satisfazem o axioma (AB 4), por sua vez, possuem coprodutos exatos.

Isto significa que se I é um conjunto de indices e

¢ uma sequéncia exata curta, com i € I e A;, B;, C; € Obj(C). Entéo, a sequéncia

HiEI fi Hz‘el gi

0 —— ies Xi —— IliesYs —— ies Z4s —— 0

também é uma sequéncia exata curta. Dualmente, definimos produtos exatos.

Agora, para entender o axioma (AB 5) precisamos definir alguns conceitos:

Defini¢ao 3.3.1. [5, Defini¢do 2.13.1] Seja D uma categoria pequena, dizemos que esta

categoria ¢ filtrada se satisfaz as seguintes condigoes:

(1) Obj(D) # 2,

(2) para todo A, B € Obj(D), existe C' € Obj(D) tal que Homp (A, C) # @ # Homp(B, C),
(3) dados f,g: A — B, existem C' € Obj(D) e h: B — C,tal que ho f = hog.

Se C é uma categoria em que existem limites e colimites e F : D — C é um funtor, em
que D é uma categoria filtrada, o colimite de F é dito colimite filtrado.

Sejam D uma categoria pequena e C uma categoria abeliana. Entao Fune(D,C) também
¢ uma categoria abeliana (Proposi¢ao . Logo, podemos definir sequéncias exatas em
Fune(D,C). Sejam F,G,H : D — C funtores e a : F — G e § : G — H transformagoes
naturais. Dizemos que:

05FSGLHS0

¢ uma sequéncia exata curta se Im(a) = ker(f), a ¢ monomorfismo e /5 é epimorfismo.
Agora, considere, F,G : D — C como no paragrafo anterior e a : F — G uma trans-
formagao natural qualquer. Sejam (colim(F), {¢h}peonjm)) e (colim(G), {p$} peonjm)) 08

colimites de F e G respectivamente. Se Dy, Dy € Obj(D) e f : Dy — Dy é um morfismo.
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Entao, pela propriedade da transformagao natural «, temos que

G(f) ©&p, =«p, 0 F(f)

Além disso, pela propriedade universal do colimite de G, temos que gpgl = @%2 o G(f). Logo,

<'01();2OOKDQOF(JC):(‘OCD}2O(}(f)OOéD1 :SOS1OQD17

F(f) D)

F(D,

como pode ser visto no diagrama a seguir:
colim(

) F(

ap, i leolim(ax) ADy
(G)
)

G(f)
Logo, pela propriedade do colimite de F, existe inico morfismo de colim(F) para colim(G),

colim

G(D;

G(Dy)

o qual denotaremos por colim(«), tal que:
colim(a) o % = % o ap,

para todo D € Obj(D).
A partir do exposto, podemos compreender o axioma (AB 5). Este axioma diz que

colimites filtrados de sequéncias exatas sao exatos, ou seja, se
a B
0—-F—->G—>H-—0
¢ uma sequéncia exata curta, com F,G H : D — C, em que D é uma categoria filtrada.
Entao, a sequéncia:

colim(a . colim .
0 — colim(F) colimte), colim(G) colmiP), colim(H) — 0
também é uma sequéncia exata curta.
Em seguida, iremos estabelecer os pré-requisitos para o axioma (AB 6). Seja {D; };c; uma

familia de categorias. Definimos o produto de {D;};c;, denotado por [[;c; D;, como sendo a
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categoria cujos objetos sao [Tic; Di = {(D;)icr | Di € Obj(D;)} e os morfismos sao

[Lfi: 11D = 11 D;
iel i€l jel
tais que [Lie; fi = {(fi)ier | fi € Hom(D;)}.

Pode-se provar que se {D;}ic; é uma familia de categorias filtradas. Entao, [];c; D;
também é uma categoria filtrada (veja [25]). Agora, sejam (D;);c; uma familia de categorias
filtradas, C uma categoria em que existem colimites, ¥; : D; — C funtores indexados por
i € I, e (colim(f;),{¢'ipi}) o colimite de Fy. Se f*: D} — Di é um morfismo em D;. Entéo,
pela propriedade do colimite de Fj:

Uy =Yy © Fi(f):
Defina o funtor:
F: Ilie:Di — C
[Lier D' = Tlies Fi(DY)
[Lier I = Tlier Fi(f7)
Seja (colim(F), {er1. IDZ}H Dicobj( D_)) o colimite de F. Observe que, dado um
i€ iel i€l Tt
morfismo [[;c; f* : [Lier Dy — ILies Dy em I1,c; D;, temos que:
[T p; o ITFi(f) = [T o Filf")) = [ 1 ¥y
i€l iel i€l iel

o que significa que o diagrama abaixo é comutativo:

4 [Lc; FilF")
Hie[ Fz(Di) =
@HiezD’i\ /HMD%
colim(F)
Mo v E5
[Tics colim(F;)

Logo, pela propriedade do colimite de F, existe inico morfismo ¢ : colim(F) — [[,;c; colim(F;)
tal que:
§o I, D' = H@DDM

i€l

para todo [[;c; D' € Obj(IL;e; D;). Assim, o axioma (AB 6) afirma que uma categoria C
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satisfaz o axioma (AB 3) e o morfismo ¢ : colim(F) — [];c; colim(F;), descrito anteriormente,
¢ um isomorfismo.
Por fim, vejamos um exemplo de uma categoria abeliana que satisfaz os axiomas de

Grothendieck listados acima:

Exemplo 3.3.2. Iremos apresentar de forma concisa que a categoria Abgrp satisfaz os axio-
mas de Grothendieck (AB 3), (AB 3%), (AB 4), (AB 4%*), (AB5) e (AB 6). Primeiro, observe
que os axiomas (AB 3) e (AB 3*) sd@o bem conhecidos da Teoria de Grupos, visto que o pro-
duto e o coproduto de uma familia de grupos {G, };cr sdo, respectivamente, ([T;c; Gi, {pi}ier)

e (Bicr Gi, {ti}ier). Em seguida, veremos os demais axiomas:

(AB 4) Sejam {G; }icr, {H;}ier € {K;}ier familias de grupos abelianos e {f; : G; — H;}ier

e {r;: H; — K} familias de homomorfismos de grupos tais que:
é uma sequéncia exata curta. O coproduto de {f;}ic; é o homomorfismo:

Dicr fi: Dic1Gi — Dier H
(9i)ier = (fi(9:))ier

9

enquanto, o coproduto de de {r;};c; é o homomorfismo:

Diciri: Dier Hi — @Bier K
(hi)ier = (ri(hi))ier

Portanto, usando o fato de f; ser injetiva, r; ser sobrejetiva e Im(f;) = ker(r;) para todo

1 € I, pode-ser provar que:

0> Ppa —= Beei i, S @ H, 2 Beerm, SEPK, -0

el el el

também é uma sequéncia exata curta.
(AB 4*) Neste axioma, aplica-se o0 mesmo raciocinio empregado em (AB 4).

(AB 5) Este axioma ¢é enunciado como o Teorema 2.6.15 no livro An Introduction to

Homological Algebra [32] de Charles A. Weibel.

(AB 6) Este axioma decorre de um resultado que afirma que, na categoria f1bgrp, limites

finitos comutam com colimites filtrados (Veja [6, Corolario 2.13.6]).
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Capitulo 4
Sites e feixes

Historicamente, um pré-feixe foi definido como um funtor contravariante na categoria O(X)
de subconjuntos abertos de um espaco topolégico X com valores na categoria Set. Por exten-
sao, um pré-feixe é qualquer functor contravariante definido em uma categoria C com valores
em outra categoria D. Assim, podemos definir a categoria PSh(C, D) como sendo a categoria
TFunc(C°?, D). Neste contexto, a nogao de um site desempenha um papel crucial. Um site C
¢ uma categoria equipada com uma Topologia de Grothendieck. Essa topologia possibilita a
extensao da teoria de feixes para além dos espagos topolédgicos, abrangendo categorias mais
abstratas e versateis. O objetivo deste capitulo consiste em examinar feixes em sites, de-
monstrar equivaléncias entre feixes e destacar algumas outras propriedades relevantes para a

teoria da matematica condensada.

4.1 Topologia de Grothendieck

Nesta se¢ao, veremos uma introducgao a teoria de feixes associados as topologias de Grothen-
dieck. Existe uma definicdo muito comum de topologias de Grothendieck que se aplica apenas
a categorias com pullbacks. Neste texto as chamaremos de pré-topologias de Grothendieck.
Ademais, abordaremos a defini¢do original de uma topologia Grothendieck, que nao exige
a existéncia de pullbacks como os da Defini¢ao assim, poderemos definir conjuntos
condensados no préximo capitulo de maneira mais adequada. Por fim, mostraremos que as

duas defini¢oes de topologia de Grothendieck estao relacionadas.

Definicao 4.1.1. |22, Definicao 1.2.14] Seja C uma categoria com pullbacks. Uma pré-
topologia de Grothendieck Cov(C) sobre C consiste em um conjunto Cov(U) de familias de

morfismos {U; — U }ie; para cada objeto U € Obj(C), chamadas coberturas de U, tais que:

(PT1) Todo isomorfismo V' — U forma uma cobertura {V — U};



CAPITULO 4. SITES E FEIXES 59

(PT2) Se {U; — U}ier ¢ uma cobertura e f: V — U ¢é um morfismo qualquer em C.
Entao, {V xy U; = V},e; é uma cobertura de V.

(PT3) Se {U; — U}ier e, para cada i, {U;; — U;}jes, sdo coberturas. Entdo, a familia

de composigoes {U; ; — U; = U}ier, jey, também é uma cobertura.
Chamamos de site uma categoria com uma pré-topologia de Grothendieck.

A definicao de pré-topologia de Grothendieck nos permite definir uma nogao de feixes
para categorias com certos pullbacks que fornece uma boa extensao da nocao de feixes para

espagcos topologicos.

Definicao 4.1.2. [22, Definigdo 1.2.16] Sejam C um site e F : C? — Sel um pré-feixe.
Dizemos que F é um feize no site C se para todo objeto U de C e toda cobertura {U; — U }ier

o diagrama:
H ]:(pzlj)
igel
iel [T 7z igel
i,5€1

¢ um equalizador, em que p}j UixyU; — U e pfj : Uy xyU; — Uj sao as projecoes canonicas.

Exemplo 4.1.3. Considere a categoria CHTop e sejam U um espago Hausdorff compacto e
{fi : Ui = U}ie; uma familia finita de mapas juntamente sobrejetivos em CHTop, ou seja, o

mapa induzido:

iel el
é sobrejetivo. Afirmamos que essas familias definem uma pré-topologia de Grothendieck em
CHTop.

Primeiro, observe que todo isomorfismo é uma cobertura, pois é sobrejetivo. Ademais,
sejam {f; : U; = U};e; uma cobertura e f : V' — U um mapa qualquer, vamos mostrar que
{V xy U; = V}ier € uma cobertura. Seja x € V. Entao, f(z) € U. Logo, existe z; € | J;c; U;
tal que |ies fi(xi) = f(z). Em particular, z; € U; para algum i € I e fi(x;) = f(z). Assim,
temos que existe (z,z;) € V xy U; tal que p;, ((z,z;)) = x. Consequentemente, dado x € V,
existe (z,x;) € V xy U; tal que |Uicr pi, ((z,2;)) = z, isto é, o mapa | |;c; pi, ¢ sobrejetivo.
Por fim, é direto que se {f; : U; = Utier e, para cada i, {fi; : U;; — U;}jes, sd0 coberturas.

Entao, a familia de composicoes {U; ; — U; = U tier, jes, também é uma cobertura.

Similarmente, a categoria ProfinSet com coberturas dadas por familias finitas de mapas
juntamente sobrejetivos também é um site. No entanto, isso nao acontece para EDSet, pois

segundo Scholze (Referéncia [30], Warning 2.6) esta categoria nao é fechada para pullbacks.
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A vista disso, as definigdes a seguir estabelecem os fundamentos para uma nocao mais

geral de topologia de Grothendieck.

Defini¢ao 4.1.4. [22] Definicao 1.2.17] Sejam C uma categoria e X um objeto de C. A
categoria slice C/x de C sobre X é uma categoria associada cujos objetos sdo pares (A, ),
em que ™ : A — X é um morfismo em C, ou seja, os objetos sdo todos os morfismos cujo
codominio ¢ X. Os morfismos nesta categoria f : (A, 7) — (A’,7’) sdo dados por morfismos

f i A— A’ tal que o diagrama abaixo comuta:

A ! Al
X

Um crivo em X é uma subcategoria plena S¢(X) C C/x que consiste em pares (Y, f) com

[ Y — X tal que para todo morfismo g : (Y, f') — (Y, f) em C/x o par (Y’, f') pertence a
Sc(X) sempre que (Y, f) pertence a S¢(X). Quando nao houver ambiguidade, denotaremos

um crivo em X por S(X).

Exemplo 4.1.5. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Entao, podemos considera-
lo como uma categoria P, conforme discutido na Segao [2.3] Seja p um objeto qualquer da

categoria P. Entao, a categoria slice de P sobre p ¢é
Py =A{z € Obj(P) | = <p}.

Tal categoria é o crivo maximal em p. Ademais, podemos definir outros crivos em p. Consi-

dere, ¢ € Obj(P) tal que g < p. Entao definimos o crivo:

Sp(p) ={z | < q<p}.

A partir do exposto, podemos definir o pullback de um crivo S(X) ao longo de um
morfismo f : Y — X como o crivo em Y que consiste em pares (V,g : V — Y) tais que
a composicao (V, fog: V — X) pertence a S(X). Usaremos a notagdo f*S(X) para tal
pullback.

De fato, f*S(X) é um crivo. Sejam (V,g) um objeto de f*S(X) e m : (W,h) — (V,g)
um morfismo em Cy, temos que (V, f o g) é um objeto de S(X). Logo, temos o seguinte

diagrama:
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N,
|+

e pela propriedade do crivo S(X), (W, f o h) é objeto de S(X) e, consequentemente,
(W, h) € Obj(f*S(X)).

Agora, tendo uma nova nocao de pullbacks podemos definir uma topologia de Grothen-

dieck a partir de crivos:

Definigao 4.1.6. [22, Defini¢ao 1.2.19] Seja C uma categoria. Uma topologia de Grothendieck
J em C é uma cole¢ao de crivos para cada objeto X de C, chamada crivos de cobertura e

denotada por J(X), tal que

(T1) Para cada objeto X em C, o crivo maximal C;x é um crivo de cobertura em X;

(T2) Para cada morfismo f : Y — X em C e cada crivo de cobertura S(X) € J(X) em
X, o pullback f*S(X) é um crivo de cobertura em Y/

(T3) Seja S(X) € J(X) um crivo de cobertura em X e seja T'(X) outro crivo em X tal
que para cada morfismo f : Y — X em S(X) o pullback f*T'(X) é um crivo de cobertura

em Y. Entao, T(X) é um crivo de cobertura em X.
Uma categoria com uma topologia de Grothendieck também é chamada de site.

Defini¢ao 4.1.7. [22, Definigao 1.2.18] Seja C uma categoria. Considere um objeto X de C
e uma cole¢ao de morfismos {f; : X; = X }ic;. O menor crivo em X que contém todo par
(Xi, fi) é chamado de crivo gerado pelos morfismos f;, denotado por [{fi}ies]. Tal crivo é
uma subcategoria plena de C/x e é dado por pares (Y, f) tais que existe alguma fatoragao
Y — X; — X para algum i. Além disso, dizemos que um crivo S(X) é finitamente gerado

se é gerado por uma colecao finita de morfismos.

Se uma categoria C é equipada com uma topologia de Grothendieck. Entao, diremos que
uma colegao de morfismos {f; : C; — C} é uma cobertura de crivos se gera um crivo de
cobertura em C' € Obj(C).

Exemplo 4.1.8. Seja X um espaco topologico e seja O(X) o poset de todos os subconjuntos

abertos de X considerado como uma categoria em que um morfismo U — V ¢ a inclusao
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U C V. Entao, podemos equipar O(X) com uma topologia de Grothendieck em que uma

colecao de morfismos {U; C U};e; é uma cobertura de um objeto U se:

U=U.
iel
Primeiro, observe que O(X),y é um crivo de cobertura, pois a unido de todos os subcon-
juntos de U é igual a U, logo, (T1) é satisfeita. Em seguida, para verificar (T2), considere um
crivo de cobertura S(U) e um morfismo f : V < U, temos que o pullback f*S(U) é a cole¢ao
de subconjuntos de V' que pertencem a S(U). Assim, dado v € V, existe uma vizinhanga
U, C V de v e esta vizinhanga pertence a f*S(U). Como v foi escolhido arbitrariamente,
segue que:
V=1 V.

veV
Logo, (T2) é satisfeita. Por fim, seja S(U) um crivo de cobertura e T'(U) outro crivo tal que
para todo f; : U; < U em S(U), o pullback f/T'(U) é um crivo de cobertura em U;. Assim,

cada U; € S(U) pode ser expresso como:

Ui = U Ui,ju

jeJ

em que U;; € T(U). Mas, como S(U) é um crivo de cobertura, temos que:

v=Uut=U (U Um’) = Ul

il i€l \jeJ 1€l
jeJ

Portanto, (T3) ¢ satisfeita e O(X) é um site.

Exemplo 4.1.9. Temos que familias finitas de mapas juntamente sobrejetivos definem uma
topologia de Grothendieck em EDSet. Neste caso, os crivos de cobertura sao os crivos gerados
por cada familia de mapas juntamente sobrejetivos. De fato, seja X um conjunto extrema-
mente desconexo. Entao &DSet,x ¢ um crivo de cobertura, pois é gerado pela identidade 1x
que é sobrejetiva. Logo, (T1) é satisfeito.

Agora, considere um morfismo f : Y — X em &DSet e um crivo de cobertura S(X).
Vamos mostrar que o pullback f*S(X) é um crivo de cobertura. Observe que Y é Hausdorff
compacto, entao existe uma sobrejecao g : V. — Y tal que V é extremamente desconexo
(Proposicao . Além disso, dado um mapa h : Z — Y pertencente ao pullback, temos
que h se fatora pela sobrejeao g (Proposicao [2.2.6). Logo, o pullback f*S(X) é gerado por

g e ¢ um crivo de cobertura. Assim temos que (T2) ¢ satisfeito.
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Por fim, sejam S(X) um crivo de cobertura e 7'(X) um crivo tal que para cada f : Y — X
o pullback f*S(X) é um crivo de cobertura. Entdo, para cada f; do conjunto gerador de

S(X), o pullback f*S(X) é gerado por uma familia finita de morfismos f; ; tais que:

Ufij: | Y=Y
el jet;
¢ sobrejetivo. Além disso, pela definicao de T(X) cada um de seus morfismos pode ser
fatorado por algum f; ;. Assim, temos que T'(X) é gerado pela colecao finita de morfismos

formados pelas composigoes:

L Y — Y —X
ieljet; iel
Logo, (T3) é satisfeito e, portanto, EDSet é um site com a topologia de Grothendieck descrita.
Na verdade, veremos na proxima se¢do, mais especificamente na Proposicao [£.2.4] que

a topologia de mapas finitos juntamente sobrejetivos de €DSet é herdada da topologia de

ProFinSet.

Lema 4.1.10. [3I, Lema 7.47.7] Sejam C uma categoria equipada com uma topologia de
Grothendieck J e X € Obj(C). Se S'(X) € J(X) € um crivo de cobertura e S(X) é outro
crivo tal que S'(X) C S(X). Entao, S(X) € J(X). O

A proxima etapa é definir uma nova nogao de feixes. Considere C um site com uma
topologia de Grothendieck e sejam X € Obj(C), S(X) um crivo em X e F : C? — Set um
pré-feixe. Aplicando F nos mapas de S(X), obtemos um cone (F(X), {F(f)}.pescx)), ou

seja, para cada morfismo g : (Y1, f1) — (Y2, fo) em S(X), o diagrama a seguir comuta:

F(X

)~ )\ﬂm
F(Ys

F(Y1)

)

Sendo assim, pela propriedade universal de limites existe inico morfismo

F(g)

01 F(X) > Jim  F(Y)

tal que todos os diagramas da seguinte forma comutam:
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F(X)
F(h) 7 F(f)
lim F(Y)
YeS(X)or
/ k
F) - F(¥)

A partir disto, temos a seguinte defini¢ao:

Definig¢ao 4.1.11. [21] p. 127] Seja C uma categoria equipada com uma topologia de Grothen-
dieck. Dizemos que um pré-feixe F : C? — Set é um feixe se satisfaz a seguinte condicao:

Para cada objeto X em C e cada crivo de cobertura S(X), o mapa canonico

F(X)—= lim F(Y)
YeS(X)or

¢ uma bijecao.

Conhecendo as defini¢oes de pré-topologia e topologia de Grothendieck, podemos relaciona-

las como mostra o lema abaixo:

Lema 4.1.12. [31], Lema 7.48.1] Seja C um site equipado com uma pré-topologia de Grothen-
dieck com coberturas Cov(C). Para cada objeto U de C, denote por J(U) o conjunto de crivos
S(U) em U com a sequinte propriedade: "existe uma cobertura {f; : Uy — U}ier € Cov(C)
tal que o crivo [{ fi}icr] gerado por f; estd contido em S(U)". Entdo, J é uma topologia em

C e é chamada de topologia associada a C.

Demonstragio. Mostraremos que os axiomas (PT1), (PT2) e (PT3) da definigdo de pré-
topologia (Defini¢ao implicam diretamente os axiomas (T1), (T2) e (T3) da defini¢ao
de topologia (Defini¢ao [4.1.6)).

Seja U € Obj(C) e considere o crivo maximal C;;. Queremos mostrar que C;y € J(U).
Temos que o morfismo 1y : U — U é um isomorfismo, logo, temos pelo axioma (PT1),
{1y : U = U} € Cov(C). Seja [1y] o crivo gerado por 1y, temos pela maximalidade de C,y
que [1y] C Cy. Logo, Cy € J(U). Além disso, dado um par (V,g) € C;y podemos fatora-lo

da seguinte maneira:

VAN § R N 5.

Assim, C;y C [1y] e, portanto, C/y = [1y].
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Agora, considere um crivo S(U) € J(U). Existe {g; : U; — Utier € Cov(C) tal que
[{gi}icr] € S(U). Seja f : V — U um morfismo em C, queremos mostrar que f*S(U) € J(V).
Temos que C é uma categoria com pullbacks, assim para todo i € I, existe U; xy V e
pelo axioma (PT2), {p;, : U; xg V.= V}ier € Cov(C). Queremos mostrar que o crivo
[{pi, }ier] € f*S(U). Considere o diagrama comutativo a seguir:

YQ/
V
f

Piqy Uz Xy V
(2

KU

Temos que (U;, g;) € S(U), assim pela condicao de crivo (U; Xy V, g;op;,) € S(U). Como

U.

o diagrama comuta, (U; xy V, f o ps,) € S(U). Assim, (U; xy V,p;,) é um elemento de C/y
cuja composi¢ao com f estd em S(U), ou seja, (U; Xy V,py,) € f*S(U). Como todo elemento
de [{pi, }ier] se fatora por p;, para algum i temos que [{p;, }ier] C f*S(U).

Por fim, sejam S(U) € J(U) e T(U) outro crivo tal que para cada morfismo f : V — U
em S(U), f*T(U) € J(V). Queremos mostrar que T(U) € J(U). Como S(U) € J(U),
existe {f; : U; — Ulier tal que [{fi}ier] € S(U). Considere f; : U; — U para algum
i € 1. Por hipétese, fT(U) € J(U;), logo, existe {fi; : Ui; — U ticrjes, € Cov(C) tal que
{fij}ierjes) C fFT(U). Além disso, temos que o axioma (PT3) implica que:

{fiofij:Uj = Ui = Ulicr jes, € Cov(C).

Afirmamos que [{f; o fi;}ierjes,] CT(U). De fato, temos (Ui, fi;) € fiT(U) e ffT(U) é o
conjunto dos pares cuja composicao a esquerda por f; pertence a T'(U), logo, (U, ;, fi o fi;)

pertence a T(U). Portanto, J é uma topologia. ]

Uma observagao importante é que uma cobertura em uma pré-topologia de Grothendi-
eck também sera uma cobertura de crivos na topologia de Grothendieck associada. Dessa
forma, ao considerarmos as categorias CHTop ou ProfinSet equipadas com uma pré-topologia
de Grothendieck definida por colegoes finitas de mapas juntamente sobrejetivos, podemos
construir uma topologia de Grothendieck associada utilizando as mesmas coberturas.

Ademais, é possivel estabelecer uma relacao entre os feixes definidos na pré-topologia e

os feixes da topologia associada.

Lema 4.1.13. [31], Lema 7.48.1] Seja C um site equipado com uma pré-topologia de Grothen-
dieck e considere a topologia de Grothendieck J associada a C (Lema . Entao, um
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pré-feize F é um feixe para esta topologia se, e somente se, é um feixe para a pré-topologia.

Observagao 4.1.14. O lema em questao foi formulado com base no Lema 7.48.1, Item (2) da
referéncia [31]. No entanto, é importante ressaltar que a demonstracgao é de autoria prépria,

uma vez que os autores empregam uma defini¢cdo de crivos ligeiramente distinta.

Demonstragio. Considere C um site como o descrito no enunciado e seja F : C — Set um
pré-feixe. Suponha que F é um feixe para pré-topologia. Entao, dados U € Obj(C) e

{fi : U; = U}ie; uma cobertura, temos que o diagrama abaixo é um equalizador:

[17) igf (p};)
FU) ——— I FU) ———= I FU; xu U;) .
i€l 11 f(pfj) i,j€I
i,5€I

Agora, defina S(U) como sendo crivo de cobertura gerado por {f; : U; — U},cr. Em seguida,

considere o limite Ly = ; 151%11}) F(V) e, seja ¢ : F(U) — Ly o mapa candnico da Definicao
eS(U)or

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo:

_H F(fi)
]:(U) i€l H I(Uz)
i€l
| [lxrw
lnrw,)
Lr

Observe que:

[[F(f) =lrwyoo=[[F(fi) = (H F(fi)o lf(U)) o¢p = lrwyo¢=1ruw,

el iel iel

pois [I F(f;) é monomorfismo, visto que (]: (U), IT F( fz)> ¢ um equalizador. Com isso,
iel icl
precisamos mostrar que ¢ o [y = 1. Entretanto, o argumento para esta demonstracao

nao foi compreendido. O raciocinio proposto foi de, a partir da comutatividade do diagrama,

obter a equacao:

lurwy = [1 F(fi) o lrwy = lurw, = (lH]-'(Ui) o ¢) o lrw.

el

Assim, pretendiamos mostrar que lir(y,) ¢ monomorfismo e concluir que ¢ olzqy = 1r,.. No

entanto, nao conseguimos demonstrar este resultado.
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Por outro lado, suponha que F é um feixe para a topologia J. Sejam U € Obj(C) e S(U)
um crivo de cobertura. Entao, existe uma cobertura {f; : U; — U} € Cov(C) tal que o crivo

gerado por { f;}ier estd contido em S(U). Além disso, o mapa candnico ¢ é uma bije¢ao, ou

seja, F(U) = Lr. Seja <Eq ( 1 Flpy;), 11 .F(p%)) ,k) o equalizador do diagrama abaixo:
igel ijel

H f(p,}j)
i,J€I
Eq(H Floi), 11 f(p%-)) S NFU) ———= I FUixu Uj) .
i,j€Il i,jeIl iel 11 f(pfj) i,je€Il
i,j€1

Dado um morfismo h : (V,v) — (W,w) em S(U), temos que existem mapas:

ey : Eq (H -F(Pz'lj)a H }—(P?j)) — Veew:Eq (H }-(ng)a H F(P?j)) - W

ijel ijel ijel ijel

tais que o diagrama abaixo comuta:

Eq( I1 Flpi), 11 f(ﬂ%))
i,j€l

i,j€l

FW) F(h)

F(V)

De fato, como todo mapa em S(U) se fatora por algum U; com i € I, temos que existem

tnicos mapas v’ : V = U; xyU; e w' : W — U; Xy U; tais que os diagramas abaixo comutam:
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Assim, aplicando F obtemos:

H ]-'(p,}j)
1,5€l
Eq (H F(pij), 11 f(ﬂ%)) s NFU) ——= 11 F(U; xp U;) —— F(W)
i,j€I INISS el I ]-—(p?j) i,j€I
Ve \ W}—(h)

Em particular, temos o seguinte diagrama comutativo:

icl

Eq(,n Flph), 11 ;(;)gj)) — s TFW)
i,j€l i,jeI
g

Assim, com um argumento similar ao mostrado anteriormente, temos que F é um feixe para

pré-topologia. O

A partir de agora, iremos considerar a categoria Sh(C, Set) de feixes de C para Set e trans-

formagoes naturais. Observe que Sh(C, Set) é uma subcategoria plena de PSh(C, Seb).

4.2 Base de um site

Muitas vezes ¢ util descrever um feixe especificando seu valor apenas em uma classe restrita
de objetos. Sendo assim, nesta secao introduziremos o conceito de base de um site e, a partir

disto, apresentaremos resultados importantes para equivaléncia de feixes.

Defini¢ao 4.2.1. [21], Definigdo B.6.1] Seja C uma categoria equipada com a topologia de
Grothendieck. Dizemos que uma subcategoria plena D C C é uma base para C se para todo
objeto X de C, existe uma cobertura de crivos {f; : D; — X}, em que todo D; é objeto
de D.

Exemplo 4.2.2. Considere a categoria CHTop equipada com uma topologia de Grothendieck
cuja cobertura é formada por colegoes finitas de mapas juntamente sobrejetivos. Dado um
espaco Hausdorff compacto X existe uma sobrejecao f : ¥ — X em que Y é profinito
(Corolario 2.4.5)). Assim, para todo objeto X em CHTop, existe uma cobertura {f : ¥ — X}
composta por um mapa, em que Y é objeto de ProfinSet. Ademais, como ProfinSet ¢ uma
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subcategoria plena de CHTop, concluimos que a categoria dos conjuntos profinitos é uma base

para categoria dos espacos Hausdorff compactos. Similarmente, concluimos que EDSet ¢ uma

base para CHTop (Proposigao [2.4.4)) e para ProfinSet.

Exemplo 4.2.3. Dado um espago topolégico X, considere o site O(X) (Exemplo .
Temos que uma subcategoria plena Op(X) C O(X) é uma base no sentido da defini¢ao
se para todo U € X aberto, existe uma cobertura {f; : U; < U};c;, em que para
todo i € I, U; € Obj(Oy(X)). Segue definicao da topologia de Grothendieck de O(X) que
Uier Ui = U. Logo, todo subconjunto aberto de X pode ser expresso como uma uniao de
conjuntos abertos pertencentes a Oy(X), ou seja, Oy(X) é uma base no sentido usual da
topologia. Reciprocamente, dada uma base para a topologia de X, essa também sera uma

base para o site O(X).

Dada uma categoria C equipada com uma topologia de Grothendieck e uma base D C C,

é possivel herdar em D uma topologia proveniente de C.

Proposigao 4.2.4. [21, Proposicao B.6.3] Sejam C uma categoria equipada com uma topo-
logia de Grothendieck e D C C uma base. Entao, existe unica topologia de Grothendieck na
categoria D tal que a cole¢io de morfismos {D; — D}icr em D € uma cobertura se, e somente

se, € uma cobertura em C.

Demonstragio. Digamos que Sp(D) C D;p é um crivo de cobertura em D se contém uma
colecao de morfismos {f; : D; — D}ier os quais formam uma cobertura de crivos em C.
Iremos verificar que os axiomas (T1), (T2) e (T3) da definigao sao satisfeitos.

O axioma (T1) segue de imediato, visto que dado D € Obj(D) o morfismo {1p : D — D}
gera o crivo maximal C/p.

Para verificar o axioma (T2), considere Sp(D) um crivo de cobertura em D € Obj(D) e
[+ D" — D um morfismo em D. Queremos mostrar que o pullback [*Sp(D) C D/p é um
crivo de cobertura. Seja Sc(D) o crivo gerado por Sp(D). Entdo, o pullback f*S¢(D) é um
crivo de cobertura em C. Desta forma, existe uma cobertura de crivos {g; : C; — D'} em
C tal que cada composigao f o g; : C; — D pertence a S¢(D). Como S¢(D) é gerado pelos
morfismos de Sp(D), o mapa fog; : C; — D pode ser fatorado por algum (D;, g;) € Sp(D),

assim obtemos o diagrama comutativo a seguir:

9i g,



CAPITULO 4. SITES E FEIXES 70

Como D ¢ base de C, cada C; admite uma cobertura de crivos {g; ; : D;; — C;}jey, em
que cada D;; é objeto de D. Entao, as composicoes {g; o ¢;; : Dg’j — C; = D'}ierje,

formam uma cobertura de crivos de D’ por objetos do crivo f*Sp(D).

Dy —— C, D

Gi ‘g;
D

D’ —

N

Por fim, verificaremos o axioma (T3). Seja Sp(D) um crivo de cobertura. Entao, existe
uma cole¢gdo de morfismos {f; : D; — D}ie; que gera um crivo de cobertura em C. Seja
Tp(D) um crivo tal que para cada morfismo f em Sp(D) o pullback f*Sp(D) é um crivo
de cobertura. Logo, para cada f; o pullback f/Tp(D) é um crivo de cobertura e existe uma
colegdo {fi; : Di; — D;}jes, que gera um crivo de coberturas em C. Além disso, para
cada f; a composicdo f; o fi; : D;; — D estd em Tp(D). Portanto, temos uma colegio

{fio fi;: Dij — D}icrjes, em Tp(D) que gera um crivo de cobertura em C. O

Observagdo 4.2.5. A partir desta proposicao, concluimos que a categoria EDSet herda a topolo-

gia de Grothendieck de Pro‘finSet dada por colegoes finitas de mapas juntamente sobrejetivos.

Queremos demonstrar que, dado uma categoria C equipada com uma topologia de Grothen-
dieck definida por colecOes finitas de mapas juntamente sobrejetivos, e uma base D C C com
a topologia herdada de C, existe uma equivaléncia entre as categorias de feixes Sh(C) e Sh(D).

Para tanto, é necessario definir uma extensao de Kan a direita.

Definicao 4.2.6. [0, Defini¢do 3.7.1] Considere dois funtores F : B —-Ce G: B — D. A

extensdo de Kan a direita de G sobre F, se existir, ¢ um par (RangG, o) onde:
(1) RangG : C — D ¢é um funtor,

(2) a:RanpG o F — G é uma transformacao natural,

V\' Jj ‘\\\\RanFG
B G

N
\
\
\
~

satisfazendo a seguinte propriedade universal: se (M, 3) é outro par com M : C — D um
funtor e f : M o F — G uma transformacao natural. Entao, existe tinica transformacao

natural 0 : M — RangG tal que o diagrama a seguir comuta
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/ RangG o F ‘L\\\(SF

G 5 MoF

em que 0 € a transformacao natural com:
Or(B) = §(F(B)) : MoF(B) — RanpG o F(B)

para todo B € Obj(B).

Teorema 4.2.7. [5, Teorema 3.7.2] Sejam F : B — C ¢ G : B — D funtores em que B é
uma categoria pequena e D é uma categoria completa. Entdo, a extensao de Kan a direita de

G sobre F existe e pode ser calculada como:

RangG(C) = F(éi)reréop G(B).
/C

O

Proposicao 4.2.8. [21, Proposigao B.6.6] Sejam C uma categoria equipada com uma topo-
logia de Grothendieck dada por colegoes finitas de mapas juntamente sobrejetivos, D C C
uma base equipada com a topologia de Grothendieck herdada de C da proposigio [4.2.9 e
F : C? — Set um pré-feize. Entdao, F € um feize se, e somente se, as sequintes condi¢oes

sao satisfeitas:
(1) A restricio F|por : D? — Seb é um feize;
(2) O funtor F é uma extensao de Kan a direita da sua restri¢ao F|pos.

Demonstrag¢io. Suponha que F : C% — Set seja um feixe. Provaremos que as condigoes (1) e
(2) sao satisfeitas. Sejam Fy = F|per a restricao de F sobre D e (]—A" , (), com F = Ranz Fy,
a extensao de Kan a direita de Fy sobre o funtor de inclusao Z : D — C. Observe que F
existe, pois estamos trabalhando com categorias pequenas e Set ¢ uma categoria completa.

Além disso, afirmamos que F avaliado em um objeto C' de C, pode ser expresso pela férmula:

F(C)=  lim  Fo(D).

DE(DXcC/C)Op
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De fato, fixado um objeto C' € Obj(C), podemos considerar o pullback D x¢ C/¢:

D Xe C/C L C/C
pl‘ ‘U
D - C

em que U : C/c — C é um funtor de esquecimento. Dado (D, (Y, f)) € D x¢ C/¢, temos que
Uop(D, (Y, f))=ZopD, (Y, f)) = I(D)=U({Y,f) =Y =D.
Além disso, dado um morfismo (g, h) em D x¢ C/¢, temos
Uopi(g,h) =Zops(g,h) = Z(g9) =U(h) = g=h.

Assim, concluimos que D x¢ C/c € moralmente o conjunto dos mapas cujo dominio é um

objeto de D e o contradominio é o objeto C', logo:

F(C)= lim Fy(D)= lim  Fo(D).

I(D)EC?g DE(DXcC/C)Op

Agora, considere o funtor Z : D — C. Temos:

C
_F
7
“u
-
D % Set

Como F ¢é um funtor de C para Set que satisfaz Fo = FoZ e 3 : FoZl — Fy uma

transformacao natural definida em cada componente como o morfismo identidade:
Bp : FoI(D) = Fo(D) = Fo(D),

temos pela propriedade universal da extensdo de Kan (Defini¢ao |4.2.6), que existe tnica
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transformacdo natural ¢ : F — F satisfazendo a o o7 = 3.

Ademais, 0 é um isomorfismo quando restrita a D. De fato, dado D € Obj(D), temos que
Bp = 1z, Logo, apodz, = 1x. Por outro lado, como FoZ = F, temos que dz,0ap = 1]?([)).
Portanto, ap e dz, sdo inversas em Set para todo D € Obj(D) e, consequentemente, sao
isomorfismos.

Para provar (2), precisamos garantir que ¢ é um isomorfismo. Seja S¢(C') o crivo gerado
por D x¢ C/c. Como D é uma base para C, existe uma cobertura de crivos {f; : D; = C}ier
com D; € Obj(D), logo [{fi}icr] é crivo de cobertura e como [{ fi}ier] C Se(C), concluimos
que S¢(C) também é um crivo de cobertura (Lema [4.1.10).

Assim, o mapa d¢c se encaixa no diagrama comutativo a seguir:

F(C) o F(o)

@ @

C’Egzr?c)"p FE) —— C’e}gicr?C)"P ﬁ<C/)
em que &’ é a componente da transformacao natural nos limites. Observe que o mapa vertical
a esquerda é, por hipotese de F ser feixe, uma bijecao e o mapa vertical a direita também
é, visto que F é uma extensio de Kan. Queremos mostrar que dc é uma bijecao, para isso
verificaremos que ¢’ é bijetiva.
Considere {f; : D; — C}ic; uma cobertura de crivos da base, temos que cada mapa
(D, fi) € Sc(C). Como a topologia de Grothendieck é dada por colegbes finitas de mapas

juntamente sobrejetivos, temos

el

¢ uma sobreje¢do. Aplicando F, obtemos:

lim  F(C)
CreSe(C)or TI»
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Pela condigao de feixe, ¢ é bijetivo e F(f) é injetivo, logo lH p, também ¢ injetivo. Além

disso, como [[;c; D; é um objeto da base, obtemos o seguinte diagrama:

~

lim FC) —2—  lim F(C)
C'eSe(C)op C'esc(C)or

ZHDZ- lHDi

}—(Hiel Di) 6HD‘ ﬁ(HiEI Di)

Temos que 5H p, € bijetiva pois ¢ é isomorfismo quando restrita a base. Além disso, vimos
que lH p, ¢ injetivo, com isso, concluimos que ¢’ ¢ monomorfismo. Para concluir que ¢’ ¢ um
isomorfismo, precisamos mostrar que é epimorfismo. No entanto, ndo conseguimos entender
o argumento de Lurie (Referéncia [21], Proposicao B.6.6). Portanto, assumiremos que 0 é
um epimorfismo e, concluiremos que d¢ é isomorfismo.

Agora, verificaremos a condi¢ao (1). Sejam D € Obj(D) e Sp(D) um crivo de cobertura
em D. Queremos mostrar que o mapa canoénico p : Fo(D) — D/elér(% o Fo(D') é bijetivo.
Seja S¢(D) C C/p o crivo gerado por Sp(D). Nossa hipétese de que Sp(D) é cobertura para
topologia de Grothendieck da Proposi¢ao m garante que S¢(D) é cobertura para topologia

de Grothendieck original em C. Assim, o mapa p fatora como:

Fo(D) = F(D) ——  lim  F(C) —"— lim  F(D)
C’eSc(D)er D’'eSp(D)or

em que p' é uma bijecdo, dado que por hipdtese F é um feixe, e p” é uma bijecao visto que
F é uma extensao de Kan a direita da sua restricao a DP.

Por fim, suponha que as condigdes (1) e (2) sdo satisfeitas. Queremos mostrar que F
é um feixe em C. Fixe um crivo de cobertura S¢(C) C C/¢, considere D x¢ Cjc e seja
Sp(C) = D x¢ Se(C). Queremos mostrar que o mapa horizontal superior do diagrama a
seguir é bijetivo:

F(O) lim  F(C")

C'eSc(C)op

lim  F(D) ——— lim  F(D)
DE(DxcCc)oP DeSp(C)er

Obtemos por (2) que os dois mapas verticais sao bijetivos. Além disso, por (1) e pelo fato

de D ser uma base de C, temos que o mapa horizontal inferior também é bijetivo. Portanto,
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concluimos que F(C) —  lim  F(C") é bijetivo. O
C1eSe(C)or

Corolario 4.2.9. |21, Proposicao B.6.4] Sejam C uma categoria equipada com uma topologia
de Grothendieck dada por colecoes de mapas juntamente sobrejetivos e D uma base de C.
Assuma D equipada com a topologia de Grothendieck herdada de C da proposi¢iol4.2.4 Entdo,

podemos induzir uma equivaléncia de categorias:
Sh(C, Set) = Sh(D, Set).

Demonstragio. Dado um feixe F : C — Set, temos que a restrigio F |per é um feixe (Propo-
si¢ao [4.2.8)), assim, definimos o funtor:

(=) |per: Sh(C, Set) — Sh(D, Set)
F f—> f|DoP .

Ademais, considere o funtor de inclusao ¢ : D — C. Este, induz um funtor entre as categorias

de feixes de C e D:
Ran,(—): ShD, Set) — Sh(C, Set)

.Fo — Ranb]:o .

Compondo os dois funtores, obtemos:

Sh(C, Sety 127 Sp(D, Set)y ) Sh(C, Set)
F > F|por —  Ran,(F |po)

Como F = Ran,(F |per) (Proposicao |4.2.8), temos que Ran,(—) o (=) |per= lsnc,sa). Analo-

gamente, (—) |per oRan,(—) = lgyp,sq. Portanto, Sh(C, Set) = Sh(D, Set) (Proposigao |1.2.15)).
[

4.3 Aspectos complementares sobre feixes

Nesta secao, discutiremos conceitos adicionais sobre feixes, relevantes para mateméatica con-
densada. Inicialmente, apresentaremos a definicdo de topologia de Grothendieck coerente e,
posteriormente, veremos a condi¢ao de feixe para um site C equipado com uma topologia
coerente. Por fim, abordaremos o conceito de feixificagao de um pré-feixe e veremos alguns
resultados complementares.

Um epimorfismo efetivo em uma categoria C é um morfismo f : X — Y tal que o pullback

X Xy X é definido e (Y, f) é o coequalizador dos mapas p; e py abaixo:

Xxy X —x I vy

02
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Definigao 4.3.1. [21] Definicao A.1.3] Dizemos que uma categoria C é regular se as seguintes

condicoes sao satisfeitas:
(1) C admite limites finitos;

(2) Todo morfismo f : X — Z em C pode ser escrito como X % Y L 7 em que g é um

epimorfismo efetivo e h é um monomorfismo;

(3) A colegao de epimorfismos efetivos em C é fechada para pullbacks. Isto é, dado um

diagrama de pullback:
X' xy X —— X

f! f

X' Y

em que f é um epimorfismo efetivo. Entao, o morfismo f’ também é.

Defini¢ao 4.3.2. [21, Definicdo A.3.2] Seja C uma categoria que admite limites finitos.

Dizemos que C é extensiva se satisfaz as seguintes condicoes:
(1) C possui coprodutos finitos;
(2) Coprodutos em C sao disjuntos;

(3) Para todo morfismo f: X — Y em C, o funtor pullback:

f*i C/Y — C/X
U — UXyX

preserva coprodutos finitos.

Observagao 4.3.3. O conceito de coproduto disjunto é uma generalizacdo para categorias
arbitrarias da uniao disjunta na categoria Set. Sejam C, D € Obj(C) em que C é uma categoria

arbitraria. Entao o coproduto C'I] D ¢é disjunto se:
(1) Os mapas t¢c : C — CIID e tp: D — CIID sao monomorfismos;
(2) A intersegao de C'e D em C'[] D é um objeto inicial.

Observagao 4.3.4. Para mais informagoes sobre categorias regulares e extensivas, veja Refe-

réncia [21], Apéndice A.
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Dizemos que uma categoria é coerente se é regular e extensiva. Agora, considere uma
categoria coerente C. Um crivo em um objeto X é um crivo de cobertura coerente se contem
uma colegao finita de morfismos {X; — X };e; tal que o mapa induzido [[;c; X; — X é um
epimorfismo efetivo. Além disso, a colecao de crivos de cobertura coerente determina uma
topologia de Grothendieck em C chamada de topologia coerente (veja Proposicao B.5.2 em
[21)).

Exemplo 4.3.5. As categorias CHTop e ‘ProfinSet sao coerentes (veja Exemplo 1.2.23 em [22]).
Portanto, podemos definir a topologia coerente nessas categorias. Além disso, nestes casos,

cada sobrejecao continua é um epimorfismo efetivo, visto que o diagrama:

p
SxgS—=28 1L K
P2
com q sobrejetivo é um coequalizador (similar a demonstragao da Teorema [2.4.6)). Por outro
lado, todo epimorfismo de espagos Hausdorff compactos é sobrejetivo. Entao, a topologia

coerente ¢ exatamente a topologia associada a pré-topologia do Exemplo 4.1.3

Proposicao 4.3.6. [21], Proposicao B.5.5] Seja C uma categoria equipada com uma topologia
coerente. FEntao, um pré-feize F € um feive se, e somente se, as sequintes condigoes Sao

satisfeitas:

(1) O funtor preserva produtos finitos, ou seja, para toda cole¢io finita de objetos {X;}ier de
C, o mapa canonico:
iel i€l

é bijetivo.
(2) Para todo epimorfismo efetivo Y — X em C, o diagrama de conjuntos:

F(X)—— FY) —=2 F(Y xxY)

¢ um equalizador. [

Agora, faremos uma breve introducao a feixificagdo. Frequentemente, é vantajoso con-
verter os dados contidos em um pré-feixe em um feixe. Assim, existe uma maneira 6tima de
realizar essa conversao, que envolve a transformacao de um pré-feixe F em um feixe, chamado
de feixificado de F, denotado por F*". O feixificado, junto de uma transformacdo natural,

satisfazendo uma propriedade universal, formam uma feixificagao.

Defini¢ao 4.3.7. [31, Se¢ao 7.10] Seja F : C? — Set um pré-feixe. A feixificacao de F é

o par (F*" ¢) em que F*" : C — 8et é um feixe e ¢ é uma transformacdo natural, que
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satisfaz a seguinte propriedade universal: dados G : C? — Set um feize e o : F — G uma
transformacdo natural, existe unica transformacdo natural @ : F*" — G tal que o diagrama

abaizo comuta:
F—— 5 Fsh

g

Observagio 4.3.8. A feixificacio F*" de um pré-feixe F sempre existe. Para mais detalhes
veja [31), Segao 7.10].

Dado um site C, podemos definir um funtor de feixificagao que leva universalmente pré-

feixes em feixes:

(<) : PSR(C,Set) —  SR(C,Sel)
F:C—8et — Fh:C— Set

Assim, temos o seguinte resultado:

Lema 4.3.9. [31], Secao 7.10] Seja C um site e considere o funtor inclusao
¢ : Sh(C, Set) — PSh(C, Set).
Entao, o funtor feixificacao
(=) . PSh(C, Set) — Sh(C, Set)

¢ adjunto a esquerda de t. [

Lema 4.3.10. [31, Lema 7.10.14] O funtor (—)*" : PSh(C, Set) — Sh(C, Set) é ezato. O


https://stacks.math.columbia.edu/tag/00W1
https://stacks.math.columbia.edu/tag/00W1
https://stacks.math.columbia.edu/tag/00WJ
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Capitulo 5
Matematica Condensada

A matematica condensada visa fornecer uma estrutura mais conveniente para tratar obje-
tos algébricos equipados com uma topologia, como grupos abelianos topoldgicos ou espagos
vetoriais topoldgicos. Neste capitulo iremos abordar os conceitos e resultados iniciais da ma-
tematica condensada e teremos como principal referéncia os Capitulos 1, 2 e 4 das notas de

aula de Peter Scholze (referencia [30]).

5.1 Conjuntos condensados

Objetos condensados sao feixes de ProfinSet para C, onde C é uma categoria como Set, ‘Ring,
Grp, 1bGrp, etc. Nesta segao iremos introduzir tais objetos e apresentar algumas propriedades
de conjuntos condensados, dentre estas, destacamos a Proposi¢ao

A definicdo de um objeto condensado apresenta problemas de teoria dos conjuntos, visto
que a categoria de conjuntos profinitos é grande, portanto, nao é uma boa ideia considerar
funtores definidos em todos estes. Para evitar problemas com classes, iremos fixar um cardinal
A e buscaremos compreender apenas objetos com cardinalidade no maximo A. Seja x o limite
da sequéncia:

A< <2 <t

e seja k-ProFinSet o site dos conjuntos profinitos de tamanho menor do que x com coberturas
dadas por colecoes finitas de mapas juntamente sobrejetivas.

Observagdo 5.1.1. A partir de agora, sempre que mencionarmos conjuntos profinitos estare-

mos nos referindo a conjuntos profinitos k-pequenos.
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Definigao 5.1.2. [30] Definigao 1.2] Um conjunto, grupo, anel, ..., k-condensado é um feixe:

T: rk-ProTinSet” — Set, Grp, Ring, ...
S — T(9)

Equivalentemente, segundo Scholze [30], um conjunto, grupo, anel, ..., k-condensado é um
pré-feixe T : k-ProfinSet” — Set satisfazendo:

(1) T() = *, onde * é um objeto terminal;

(2) Para todo par de conjuntos profinitos S; e S, 0 mapa natural:
T(Sl L SQ) — T(Sl) X T(S2)
¢ uma bijecao;

(3) Para toda sobrejecao S" — S entre profinitos com o pullback S’ xg S’ e suas projegoes

p1 € pa, 0 mapa natural:
T(S) = Eq(T(p1), T(p2)) = {x € T(S') | T(p1)(x) = T(p2)(x) € T(S" x5 5)}
¢ uma bijecao.

Ademais, denotaremos por Cond(C) a categoria de objetos k-condensados e transformagoes

naturais, em que C pode ser a categoria dos conjuntos, grupos, anéis, etc.

Observagao 5.1.3. Podemos verificar a naturalidade dos mapas da condigao (2) da defini¢ao de

conjuntos condensados. Sejam Sy e Sy conjuntos profinitos, temos naturalmente o diagrama:

Sa

Sl (T‘SHI_ISQ

Assim, aplicando um funtor 7" : ProfinSet” — Set, obtemos:

T(S)) x T(Sy) ——2—— T(S,)
(\\\\\
- N T(u2)

T (1)
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Segue da propriedade universal do produto (Defini¢ao [1.1.1)) que existe tnico f que comuta

o diagrama.

Observagao 5.1.4. Observe que a condigdo (3) é apenas uma reformulagdo do diagrama do
equalizador da Proposi¢io

Além de k-ProfinSet, iremos abordar dois diferentes sites cujas categorias de feixes sdo
equivalentes a categoria de conjuntos condensados. Assim, teremos a possibilidade de traba-

lhar com a categoria mais conveniente, de acordo com as circunstancias.

Proposigao 5.1.5. [30, Proposicoes 2.3 e 2.7] A categoria de conjuntos condensados é equi-
valente as categorias Sh(k-CHTop, Sel) e Sh(k-EDSet, Set), em que os sites k-CHTop e k-EDSet sao
equipados com a topologia de Grothendieck dada por colegoes finitas de mapas juntamente

sobrejetivos.

Demonstragio. O site k-EDSet é uma base para x-ProfinSet, assim como este é uma base para
k-CHTop (Exemplo [4.2.2)); logo, temos as seguinte equivaléncia de feixes (Proposicao 4.2.9)):

Sh(r:-CHTop,Set) = Sh(i-ProFinSet, Set) = Cond(Set) = Sh(r:-EDSel, Set).
L]

Observagao 5.1.6. Temos que Cond(Set) = Sh(x-EDSet, Set), mas, como x-EDSet ndo é fechada
para pullbacks, ndo faz sentido considerar feixes com a pré-topologia de Grothendieck. Con-

tudo, todo conjunto profinito S é um coequalizador de um diagrama da forma:

P1 ~ f
— 5159
P2

U

)

em que S e S sdo conjuntos extremamente desconexos (Proposicao [2.1.4). Assim, o valor de

T'(S) é determinado como o equalizador dos dois mapas T'(S) — T'(S).

Corolario 5.1.7. [30, p. 12] A categoria de conjuntos condensados é equivalente d categoria
de pré-feives T : k-EDSel™ — Set, satisfazendo as condigoes (1) e (2) da Definigio .

Demonstragio. Observe que o andlogo a condi¢ao (3) de conjuntos condensados (Definigao
foi omitido. Isto acontece pois tal condi¢ao é automatica para conjuntos extremamente
desconexos. De fato, seja f : S’ — S uma sobrejecao entre conjuntos extremamente desco-
nexos. Entao, existe g : S — S’ tal que f o g = 1g (Proposicao . Logo, aplicando um

funtor contravariante T', obtemos:

T(g)oT(f) = 1r(s)
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e o mapa T'(f) é injetivo. Além disso,
Im(T'(f)) € Ea(T(p1), T(p2)) = {x € T(S)|T(p1)(x) = T(p2)(x) € T(S" xx §')},

pois fop; = fops. Veremos que Eq(T(p1),T(p2)) C Im(T(f)) e todo funtor contravariante
entre conjuntos extremamente desconexo satisfaz a condicao (3) automaticamente.

Seja x € Eq(T(p1),T(p2)) e considere o mapa (go f) xglg : 5" xgS5 — 5" xg 5. Temos

que:
T((gof) xslg)oT(p)(x) = T((gof)xsls)oT(p2)(x)
4
T(pro((gof) xsls))(x) = T(pzo((gof) xs1s))(x)
I
T(go f)lx) = T(ls)(x).

Assim, T(f)(T(g)(x)) = x, ou seja, x € Im(T(f)). Portanto T'(S) estd em bijegdo com
Eq(T(p1), T(p2))- O

Agora, veremos um exemplo que apresenta a traducdo chave de estruturas topologicas

para estruturas condensadas:

Exemplo 5.1.8. [30, Exemplo 1.5] Seja X um espago topoldgico qualquer. Existe um con-

junto condensado X associado, definido da seguinte forma:

X k-ProTinSet”” — Set
S X(S) = Hommpy(S, X)
Sl i) SQ — X(SQ) ﬂ) X(Sl)

E evidente que X é um funtor contravariante. Assim, iremos verificar que esse satisfaz as
condigoes de conjunto condensado. Primeiro, observe que X (@) = Homq,(@, X), mas s6
existe uma fun¢ao de @ para X, logo, #Homq,(@, X) = 1. Assim, temos que X = * é um
objeto terminal.

Agora, considere S; e S, dois conjuntos profinitos k-pequenos. Queremos mostrar que
T(S, U Sy) — X(S1) x X(Ss) é bijecao. Dado f € X (S; U Sy), podemos definir f; = f|s, e

fo = fls,. Com isso, definimos:

Q: X(SNJSQ) — X(SQXK(SQ)
foe (i) |

Iremos mostrar que ¢ ¢ uma bijecao. Dado (g1, g2) € X (S1) x X(S3), existe h € X (5, U Ss)
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tal que:

o(s) = { g1(s), s€ 5
g2(8), s € Sy

Logo, ¢ é sobrejetiva.
Sejam f,g € X(S; U Ss) tais que f # ¢g. Entao, existe s € S tal que f(s) # g(s).
Suponha, sem perda de generalidade, que s € Sy, assim, por definigdo fi(s) # g1(s), logo,

(f1, f2)(s) # (g1,92)(s), ou seja, o(f) # w(g). Assim, ¢ e injetiva e, portanto, bijetiva. Além
disso, temos que ¢ comuta o diagrama:

X(S1US)

X(t2) T

X(S2) «———— X(51) x X(52)

T2

e como existe tnico morfismo que comuta o diagrama (Definigao|1.1.1)) temos que o morfismo
natural é uma bijecao.

Por fim, iremos mostrar a condigao (3) de conjuntos condensados. Seja g : S — S uma
sobrejecao entre profinitos k-pequenos e considere o pullback S” x g S’ e suas projecoes p; e
p2. Aplicando o funtor X obtemos:

(—=)eg / % / /
AXS)4—————9535)4—77——%:K@?XsS)-
—)op2
Como ¢ é um epimorfismo, temos que (—) o g é um monomorfismo. Além disso, segue da

comutatividade do pullback que:

(—)ogopi=(=)ogop.

No entanto, precisamos mostrar que (X(S),(—) o g) satisfaz a propriedade universal do

equalizador (Definigao [1.1.3). Sejam M um conjunto e

f: M — X(5)
m = (fm:S —=T)

um morfismo tais que fogop; = fogopy. Dado f,, € X(5), defina h,, : S — T tal que

hm © g = fm. Como qualquer sobrejecao g : S — S entre espacos Hausdorff compacto é um

mapa quociente (Proposicio [2.1.4), segue que se S’ & S fmy g continuo, S By T também




CAPITULO 5. MATEMATICA CONDENSADA 84

¢. Com isso, podemos definir A : M — X(S) com h(m) = h,, tal que o diagrama a seguir

comuta:
—)o (—)Op1
va()g»xwﬁ()zwawsv
T —)opP2
;
h
M

Ademais, a unicidade de h segue do fato de (—) o g ser um monomorfismo. Logo, temos pela
unicidade de limite (Proposicao|1.1.8)) que:

X(5) = Eq(X(p1), X(p2))

é uma bijecao. Portanto, X é um conjunto condensado.
De modo geral, se X é um anel, grupo, ... topolégico. Entao, X é um anel, grupo, ...

condensado.

Lema 5.1.9. [30, p. 24] Sejam A e B espagos, grupos, ... topoldgicos. Entao:

AXxXB

I

A Eu

ou seja, para todo S profinito, A x B(S) = A(S) x B(S5).

Demonstragio. Dado S € Obj(k-ProfinSet), mostraremos que A x B(S) = A(S) x B(S). Seja
J € Homqy(S, A x B). Entao, podemos representé-la como:

f: S - AxB
s = (fi(s), fa(s)).

Assim, defina:

¢: Hommy(S,A x B) — Homgy(S,A) x Hommpy(S, B)
o= (fuf).

Afirmamos, que ¢ e bijetiva. De fato, dado um par de fungoes continuas f; : S — A e
fo: S — B, existe f : S — A X B, definida como f(s) = (fi(s), fa(s)). Observe que f é
continua, pois dado um aberto U C A x B, temos que U = U;c; Vi x Wy em que V; C A e
W; C B para todo i € I. Logo,

) = 7 (U ) = U o w) = U (00 < £570).

el el el
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que, pela continuidade de f; e fo, é aberto. Logo, ¢ ¢é sobrejetiva.
Agora, sejam f,g € Homqy(S, A x B), tais que f # g. Entao, existe s € S tal que
f(s) # g(s). Assuma, sem perda de generalidade, que f1(s) # ¢1(s). Entao:

P(f)(s) = (f1(s), fa(s)) # (91(5), 92(5)) = d(g)(s).

Logo, ¢ é injetiva e, portanto, para todo S:
A x B(S) = Homqy (S, A x B) = Homqe (S, A) x Homqey (S, B) = A(S) x B(S).

]

Defini¢ao 5.1.10. [30, p. 7] Seja T um conjunto condensado. Definimos o conjunto subja-

cente de T' como sendo o conjunto T'(x).

Considere um espago topoldgico X e o conjunto condensado X associado a esse. Temos

que o conjunto subjacente de X é:
X (%) = Homqp(*, X) = X.

Além disso, sejam S um conjunto profinito e v : S — T uma transformacao natural.
Entao, obtemos um mapa de conjuntos 7, : S(x) — T'(%), em que S(x) = .S. Assim, temos a

seguinte defini¢ao:

Definig¢ao 5.1.11. [30, p. 8] Seja T um conjunto condensado e considere o conjunto subja-

cente T'(x). Definimos a topologia em T'(x) como sendo a topologia quociente para o mapa:

| ]S = T(x).
S€Obj(k-ProTinSet)
v:S—T

Denotaremos este espago topoldgico por T'(x) .

Observagdo 5.1.12. Dizemos que um espaco topolégico X é k-compactamente gerado se esse

estiver equipado com a topologia quociente de || S — X em que S percorre todos conjuntos
S—X

profinitos. Com isso, segue que T'(x);,, ¢ k-compactamente gerado e, portanto, um mapa de
T(*)wp — X € continuo se, e somente se, é continua a composicao S — T'(x),,, — X em
que o mapa S — T'(x), provem de uma transformagao natural v : S — T avaliada na

componente .

Observagao 5.1.13. Para simplificar nossa abordagem, adotaremos a convengao de que todo

espaco topoldgico é um espaco topoldgico k-compactamente gerado.
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Observagao 5.1.14. No Exemplo [5.1.8, mostramos que ¢é possivel estabelecer uma relagao
entre espacos topologicos e conjuntos condensados. A partir dessa correspondéncias, podemos

definir um funtor:
(=): kCGTop — Cond(Set)
X > X

xLx, - x, % x

Y

em que is : X5(S) = Xu(9) é tal que is(g) =go f.
O funtor descrito acima envolve mais informacgoes sobre a relagao entre espagos topoldgicos

e conjuntos condensados, como mostraremos nos préximos resultados.

Lema 5.1.15. [3| p. 75] Sejam X um espago topoldgico, T um conjunto condensado e « :

T — X uma transformagio natural. Entao, o mapa o @ T'(%)i,, — X € continuo.

Demonstragdo. Sejam S um conjunto profinito e g : * — S um mapa. Temos o seguinte

diagrama comutativo:

Assim, para todo t € T'(S) temos:

a. o T(g)(t) = X(g) o as(t) = as(t)(g) € X(+).

Observe que ag(t)(—) é continua, pois pertence a X (*) = Homq(*, X), assim, a, o T'(—)(?)
também ¢é continua, pois o diagrama comuta. Logo, se mostrarmos que T'(—)(t) : S — T'(x)
¢ 7Y(s), para alguma transformacao natural (g : S — 7T', provaremos que «, ¢ continua
(Observagao [5.1.12). Desta forma, fixado ¢ € T'(S), defina:

s =T S() = T(S)

s = T(s)(t).
Sejam h : S” — S” e considere o diagrama:
’ V(S)gr ’
5(5") T(s")
S(h) T(h)

5(8”) - T(S//)

V(S) g
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Dado f:S” — S, temos:

V)s © S((f) = As)e (f o h) =T(f o h)(t) = T(h) o T(f)(1),

mas, T'(h)oy(s)y, (f) = T(h)oT(f)(t). Logo, v(s)y 0S(s) = T(s)ov(s)4, ou seja, o diagrama

comuta. Portanto, y(g) ¢ uma transformagao natural e ), = 7'(—)(%). O

Lema 5.1.16. [3, p. 75] Dado um mapa continuo f : T(x),, — X, eziste uma transformagao
natural Cpy : T — X tal que (), = f.

Demonstracio. Seja f € Homegrp(T'(*)t0p, X ) um mapa continuo. Dado t € T'(S) existe uma
transformacao natural:

T(s)(t) : Homerefinsa(—, S) =S = T
tal que 7(g), (1) = T(=)(t) : § = S(*) = T(*) (Observagao . Agora considere
G = {C(f)s}SEObj(n-‘Pro’FmSet)
tal que ((pyq : T'(S) = X(S) é definida da seguinte maneira:
Cips(t) = fome).(t) : S(x) = X(x) = X.

Iremos mostra que ((y) ¢ uma transformacao natural e (5, = f. Seja g : S — S’ e considere

o seguinte diagrama:

T(S) — V5, X(8)
T(gﬁ [
T(S') —— X(5)
Para z € T(S') temos:
Cns(T(9)(@) = foms).(T(g)(x) = foT(=)(T(9)(x))
Assim, se s € S(+), segue que:
s (T(g)())(s) = foT(s)(T(g)(x)).

Por outro lado,

(X(9) o ¢y )(@) = (g (x)) 0 g
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Logo,

((Cpe (@) og)(s) = (e (®)(g(s))
= fOTS’)*(x)(g(S))

= (())
= [oT(s)(T(9)()).

Com isso, temos que ((p)507T(g) = X(g)o(y), paratodo S, S’ profinitose g : S — S’. Entao,
((f) ¢ uma transformacao natural. Por fim, temos que para todo x € T'(x), ((5), : T'(¥) = X (*)
satisfaz ((y), (x) = f o 7(x),(x), mas,

T () 1 x(x) = T({x})
L, = T(1,)(x) ==z,

pois T'(1,) = 1p(). Portanto, f o7y, () = f(z).
[

Antes de enunciar o préximo resultado, é importante lembrar que adotamos a convenc¢ao

de que todo espago topolégico sera considerado k-compactamente gerado (Observagao|5.1.13)).
Proposicao 5.1.17. [30, Proposicao 1.7] Sejam X um espago topoldgico e T um conjunto

condensado. Entao, o mapa

Txr: Homgcgmp(T(*)iop, X) — Homemase (T, X)
f — ()

¢ uma bijecao natural. Em particular, o funtor:

(=) (%)top = Cond(Set) — x-C4Top
T = T (%) op

¢ um adjunto a esquerda do funtor (—).

Demonstragio. Dado o € Homeengesery (7', X), temos que v, é continua (Lema |5.1.15)), logo,

podemos considerar a funcao:

CI)X7T : Hom&,nd(set) (T, K) — Homﬁ_cgrrcp(T(*)top, X)

« — Qv

Mostraremos que esta ¢ a inversa de Tx p. De fato, dado ov € Homeenaseyy (7', X), temos:

(Txro®xr)(a) = Txr(aw) = (o)
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em que a componente em S é dada por:

Clays = T(S) = X(9)
t =y 0 T(g). (t).

Dado s € S, podemos representd-lo como s : x — S, pois S = S(x). Assim, temos:

(a0 7(5). (1)) (s) = (a. 0 T(s))(t) = (X(s) 0 as)(t),

visto que o diagrama a seguir é comutativo:

(X(s) 0 as)(t) = X(5)(0s()) = (s(t))(s)-

Assim, o, 0 7(g), (t) = as(t), logo, ((a.)s = tvs, para todo S profinito. Isto implica que:

(Txro®xr)(a) = (o = a.
Por outro lado,
(Pxr o Tor)(f) = Pxr(Cip) = Gy = f-

Por fim, para provar a naturalidade de Y x 7, precisamos verificar que o diagrama a seguir
¢ comutativo (Observacao [1.2.6) para todo f € Hom,..cgrop(T(*)top, X) :

TT(*) op'T
Hom, cgop(7"(*)tops T'(%)10p) t Homeona(se (1 T'(%) top)
(T(*)topf) (1.f)
Hom,..cgrop(T'(*) top; X ) Tor Homona(say (7', X)

em que (7, f)(«) = f o« para todo a € Homeonasery (1, T'(*)top) € (T (*)top, f)(g) = f © g para
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todo g € Hom,.cgrop(1(*)top: T (*)top). Dado g € Hom,.cgrop(T'(*)sops T (*)op) temos:

(Yxz 0 (T(%)top, /))(9) = Txo(f © 9) = (g09)-

Por outro lado,

e, dado S profinito temos:

(folg)s = fs0 s : T(S) = T(*)iop(S)-

Assim, tomando t € T'(S) temos:

(foC)t) = fo(goTs).(t) = fogoms).(t) = (rogs(t)-

Portanto, Yx7 o (T'(*)iop, f) = (T, f) © Tr(s),pr © segue que Tx r é uma bijecdo natural.
Assim, (—)(%)s0p : Cond(Set) — x-CGTop é um adjunto a esquerda de (—) : k-CGTop — Cond(Set)

(Teorema [1.2.5)).
[l

Proposicao 5.1.18. [30}, Proposigao 1.7] O funtor (=) : k-C4Top — Cond(Set) é plenamente
fiel.

Demonstra¢io. Temos que o funtor (=) : k-CgTop — Cond(Set) admite um adjunto a es-
querda (—) () = Cond(Set) — x-CGTop (Proposigao [5.1.17). Além disso, dado um conjunto

condensado T', definimos:
N1) = L1 00p (1) 10p) = Cliagrg) * T = T'(*)t0p-
Assim, o par (T'(*)sop, 7)(1)) ¢ uma reflexao de 7" ao longo de (=) e:
1 Leonasery = (=) © (=) (%)eop
é a unidade da adjungao (Definigdo . Iremos determinar a counidade da adjuncao:
£ (=) (K)op © (=) = Lucgmp

e mostrar que é um isomorfismo, assim, concluiremos que (—) é plenamente fiel (Proposicao
1.2.12). Para isso, fixado um espago k-compactamente gerado X, precisamos encontrar o

tnico morfismo ex : X (%), — X que satisfaz as identidades triangulares, ou seja, tal que o
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diagrama a seguir comuta:
nx

X E—— K(*)top
1x &
X

Seja S um conjunto profinito, queremos que o diagrama abaixo comute:

X(S) MX)g

[

(* )toz?(s)
Lx(s) X

X(5)

Primeiro, observe que:

NX)s = Clcqmp)s = Lr-CGTop © T(S).-

Assim, dado f € X(95), temos que:

1x)s(f) = (Lecgmp © 7(5).)(f) = X(=)(f)-

Além disso, dado s € S, podemos representa-lo como s : * — .S, assim:

X(=)(f)(s) = X(s)(f) = fos.

Mas, f(s) = f o s, logo, nx), ¢ essencialmente a identidade. Ademais, como e(x) deve ser

um mapa tal que (qx)s o 77(5)5) (f) = f, temos:

f=e) (s () = e ()

Assim, segue da defini¢ao do funtor (—) (Observagao [5.1.14)) que para todo f € X (%), (S):

f=ex) (f) = feoex),

ou seja £(x) ¢ a identidade e, portanto, ¢ um isomorfismo. n
Observacao 5.1.19. Se X é um grupo, anel, ... condensado, ndo podemos automaticamente
considerar X (%), como um grupo, anel, ... topolégico. Segundo Scholze [30], o problema

reside no fato de que o functor (—)(*)ip nd0 necessariamente preserva produtos. O autor
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também afirma que, de acordo com o Teorema do functor adjunto (Teorema , ainda
existem adjuntos ao functor de grupos, anéis, ... topologicos em relacao a grupos, anéis,

. condensados, porém, sua descricao é desconhecida. Por fim, o Scholze argumenta que,
em particular, esses adjuntos nao preservam funtores de esquecimento e, provavelmente, nao

possuem aplicabilidade pratica.

Exemplo 5.1.20. [30, Exemplo 1.9] Vimos no Exemplo [l| que o mapa © : R¥ — R ¢é
monomorfismo e epimorfismo, mas nio é isomorfismo. Logo 1bgrpTep ndo é uma categoria
abelina. Agora, considere os grupos abelianos condensados R%* e R associados aos grupos

topologicos R%* e R respectivamente. Além disso, seja:
0 :R™ - R,
o morfismo definido na componente .S, com S profinito, como:

Og: Hommpy(S,R¥) — Hommpy(S,R)
Oof :

s Ly Rrdis = S —R
Observe que © é injetivo, pois, cada componente Q¢ é injetiva, visto que © é um epimorfismo.
Além disso, segundo Scholze (Referéncia [30]), o co-nticleo ) = coker(©) é um grupo abeliano

condensado com grupo abeliano subjacente:

_ Hommgp(x,R)
Q) = Homp (*, R¥%5)

R
—ﬁ—O.

Apesar disto, o contcleo () é nao trivial. De fato, para um conjunto profinito S qualquer,

temos que:
Mapas continuos S — R
Q) = ot }

~ {Mapas localmente constantes S — R}

£ 0.

Isso ocorre porque todo mapa continuo f : X — Y, em que X é um espago arbitrario e Y
é discreto, é localmente constante. Em outras palavras, para cada ponto x € X, existe um
conjunto V' C X que contém um conjunto aberto U 3 x, no qual f é constante. De fato,
dado z € X, temos que {f(z)} é aberto e, pela continuidade de f, U = f~'({f(z)}) é uma
vizinhanga aberta de x.

Considere, por exemplo, o caso particular em que S = € = {%, %, i, o } U {0} (Exemplo

2.3.2). Temos que:

Homqy (€, R) = {Sequéncias convergentes em R} e
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Hommy (€, R¥*) = {Sequéncias eventualmente constantes em R}.

Logo, R%s¢(¢) — R(€) é a inclusdo de sequéncias eventualmente constantes em sequéncias

convergéncias. Ademais,

{Sequéncias convergentes em R}

Q) =

= = Algo enorme!
{Sequéncias eventualmente constantes em R} &

Na verdade, grupos abelianos condensados formam uma categoria abeliana do melhor

tipo possivel, como veremos nas duas proximas segoes.

5.2 Grupos abelianos condensados

Nesta secao exploraremos a categoria Cond(11bGrp) dos grupos abelianos condensados e trans-
formacgoes naturais. Veremos que essa categoria possui propriedades excelentes: é uma ca-
tegoria abeliana que satisfaz alguns dos axiomas de Grothendieck, além de ser gerada por

objetos projetivos compactos.

Teorema 5.2.1. [30, Teorema 2.2] A categoria Cond({1bGrp) é uma categoria abeliana e satisfaz
os aziomas de Grothendieck (AB 3), (AB 3*), (AB 4), (AB 4¥), (AB5) e (AB 6) (Secao [3.3)).

Demonstragio. Considere a categoria Sh(k-EDSet, f1bGrp). Sabemos que esta categoria é equi-
valente a categoria de grupos abelianos condensados (Proposigao . Entao, mostraremos
que Sh(k-EDSet, AAbgrp) é abeliana e satisfaz os axiomas de Grothendieck do enunciado. A
estratégia da demonstragao é usar o fato de bgrp ser abeliana (Exemplo e satisfaz os

axiomas de Grothendieck (Exemplo [3.3.2) para mostrar o resultado. Para isso, considere o

funtor:
F: D — Sh(x-EDSet”, AbGrp)
D F(D): #-EDSet — AbGrp
S s F(D)(S)
Si L Sy = F(D)(S) E2Y p(DY(Sy)

D% Dy — F(D) Y F(Dy)

em que D é uma categoria pequena. Para cada S extremamente desconexo, defina o funtor:

Fs: D — ﬁbgrp
D — F(D)(S)

D% Dy s F(Dy)(S) 2@s

—= F(D9)(S).
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Em seguida, considere (lim(Fg), %), com ©f : lim(Fg) — F(D)(S), o limite de Fg. Seja
f 51 — So um morfismo entre conjuntos extremamente desconexos, utilizando a propriedade
universal do limite (Defini¢ao|1.1.7)), juntamente com a comutatividade de transformagoes na-

turais, temos que existe tnico morfismo g, g, : lim(Fg,) — lim(Fg,) que comuta o diagrama

a seguir:
F(d)s,
F(D)(S1) ° F(D)(S1)
lim(FSl)
F(D1)(f) %31@051752 F(D2)(f)
b llm(Fsz) b
F(D;)(S2) F@s, F(D;)(S>)

Assim, defina o funtor:

L: xk-&DSet — bGrp

Si LS, s lim(Fg) 2% lim(Fg, ).

Vamos mostrar que L € Obj(Sh(x-EDSet, (1bGrp)) e que (L, {¢” : L — F(D)}peonjm)) ¢ 0
limite do funtor F, em que p” = {¢F } seonj(s-edsey. [nicialmente, iremos mostrar que L ¢ um

grupo abeliano condensado. Para isso, precisamos verificar que:
L(S1 U S5) = L(S1) x L(S,) (Observacao [5.1)).

Mas, como L(S) = lim(Fg), devemos provar que lim(Fg,5,) = lim(Fg,) x lim(Fg,). Com
isso, dados G um grupo abeliano qualquer e f£ : G — F(D)(S) um homomorfismo de

grupos, temos os seguintes diagramas:

F(d)sl
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G

|
i s,

2

hm(FSQ)

Do

Fs,(D1) = F(D1)(52) s, F(D3)(S52) = Fs,(D2)

Logo, podemos formar o seguinte diagrama:

G

Dy, D1
f51 stz s, xPs,

|
1
1
|
1
1
1
1
1
~

lim(Fg,) x lim(Fg,)

¢S1D1X¢S2Dl L,OS1D2 X(pSQD2

F(D1)(S1) x F(Dy)(S F(D2)(51) x F(Dg)(52)

| |

FSIUSQ (Dl) FSIUS2 (DQ)

Dessa forma, lim(Fg,) x lim(Fg,) satisfaz a propriedade universal de limites (Proposigao

T17) de Fs,os,, assim,

lim(FSIHSQ) = hm(FSl) X lim(FSQ),

o que mostra que L é um grupo abeliano condensado. Agora, mostraremos que o cone
(L, {¢"} peonjp)) é o limite do funtor F. Para isso considere X um objeto de Sh(x-EDSet,1bGrp)
e, para cada D € Obj(D) seja fP : X — F(D) um morfismo em Sh(x-EDSetAAbGrp). Dado
que F(D)(S) = Fg(D), segue da propriedade universal do limite (Defini¢ao de Fg que
o diagrama a seguir comuta para todo S em Sh(x-EDSet,f1bGrp):
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Portanto, (L, {¢"}peovjp)) ¢ o limite do funtor F. Ademais, uma construgao similar
pode ser feita para o colimite de F. Assim, segundo Scholze (Referéncia [30]), a partir destas
informagoes, podemos mostrar que Sh(x-EDSet,Ibgrp) herda as propriedades de AbGrp. A titulo
de exemplo, vamos demonstrar a existéncia dos nicleos, enquanto as demais propriedades que
caracterizam uma categoria abeliana (Defini¢ao e os axiomas de Grothendieck (Segao
podem ser verificados de forma andaloga.

Se av: T} — T é um morfismo em Sh(x-EDSet,f1bGrp). Entao, ker(a) = lim(F'), onde:

F: D —  Sh(k-EDSet,11bGrp)
T /9\
o o Ty T
~_ ~_ 7
01y 1y

Mas o limite de F é dado pelo limite L que, por sua vez, é dado pelo limite de Fg.

Fs: D — AbGrp
;‘f\)
—
° ° — T1(5> TQ(S)
~_ 7
~_
07y (5),15(5)

Dado que o limite de Fg representa o nticleo de ag, podemos concluir que o limite de F
também existe, devido ao fato de €IbGrp ser uma categoria abeliana (Exemplo (3.2.4)).
m

Ademais, assim como em {IbGrp, a categoria Cond(fIbGrp) possui objetos livres. Considere
o funtor de esquecimento U : Cond(f1bgrp) — Cond(Set), visto que Cond(f1bGrp) é uma categoria
pequena, temos pelo Teorema do Funtor Adjunto (Teorema e Observacao que
U possui um adjunto a esquerda, que denotaremos por Z[—| : Cond(Set) — Cond(f1bGrp).

Assim, temos a seguinte definicao:

Definig¢ao 5.2.2. [30, p. 12] Seja T um conjunto condensado. O grupo abeliano condensado

livre Z|T é a feixificagao do pré-feixe:

Pr: r-EDSet” — {AbGrp
S — Z[T(9)]
S 58 o Z[T(S)] 2D 21 ()

em que Pr(f) é a extensao de T'(f) por linearidade.
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Observagao 5.2.3. Temos que Z[T] é o objeto livre em T com respeito a adjungao livre-
esquecimento de grupos abelianos condensados e conjuntos condensados. Desta forma, temos
que:

Homconaavgrp) (Z[ 1], M) = Homegngesey (7, M) (Teorema [1.2.5)),

em que M é um grupo abeliano condensado.

Observagao 5.2.4. Como Z[T] é a feixificacao de Pr, segue da propriedade universal da fei-
xificagdo (Definigao que dado um grupo abeliano condensado M e uma transformacgao
natural o : Pr — M, existe tnica transformacao natural @ : Z[T] — M que comuta o
diagrama a seguir:

Pr— 7T

Ql

A partir disso, temos:
Homcond(ivgrp) (Z[T], M) = Homesn(s- ensetfiogrp) (Prs M ).

O lema a seguir ¢ uma importante ferramenta para matematica condensada e possui um
versao andloga na teoria de grupos abelianos (Lema |A.1.9)),

Lema 5.2.5. [3, p. 81] Para todo grupo abeliano condensado A associado a um grupo abeliano

A, existe uma sequéncia exata de grupos abelianos condensados:

ZIA x A] —— Z[4] —"— A 0

Demonstragio. Considere os grupos abelianos condensados A e A x A. Iremos definir uma

sequéncia exata de pré-feixes:

I v
PAXA PA

S

Dado um conjunto extremamente desconexo S, temos que:

Paxa(S) = ZI(A x A)(S)] = Z[A(S) x A(S)] e Pa(S) = Z[A(S)].



CAPITULO 5. MATEMATICA CONDENSADA 98

Logo, iremos definir as componentes de i e v do seguinte modo:

st Z[A(S) x A(S)] — Z[A(S)] e vs: ZIAS)] - A4
[(91,92)] = [g1+ g2 = [g1] = [92] lg] —

Temos que para cada componente, a sequéncia:
Ppxa(8) ———— Pa(S) ———— A(S)

é exata (Lema|A.1.9). Logo, basta mostrar que v e p sdo de fato transformagdes naturais.
Sejam S7 e Sy conjuntos extremamente desconexos e f : S; — Sy um mapa continuo e,

considere o diagrama a seguir:

Vs

Pa(S1) = Z[A(S)] ————— A(S)
A(f) estendido por linearidade A(f)

A(S:) = ZIA(S:)] ——5— A(S)

Afirmamos que o diagrama comuta. Como A(f) = (—) o f, segue que dado [g] € Z[A(Ss)]

temos:

psy © A(f)([9]) = psi([g] o f) = g o f = A(f)(9) = A(f) o s, ([g])-

Similarmente, temos que p ¢ uma transformacao natural. Por fim, como feixificagdo ¢ exata
(Proposicao [4.3.10)), segue que existe uma sequéncia exata de grupos abelianos livres conden-
sados:

ZIAxA —2 704 — 2 A
O

Antes de apresentar o préximo resultado, introduziremos trés conceitos importantes: ob-
jetos compactos, objetos projetivos e geradores.
Sejam C uma categoria em que existem limites e colimites, X € Obj(C) e considere o

funtor:
— Set

—  Home(X,Y)
Yo —  f*:Home(X,Y)) — Home(X,Y5)
g > foyg

Home (X, —) :

== a

Y,

Seja F : D — C um funtor, em que D é uma categoria filtrada, e considere a composi¢ao
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Home (X, F(—)). Seja (colim(F), {1p} peobjp)), 0 colimite de F, com:
Yp : F(D) — colim(F),

entdo, para todo f : D; — Dy em D, temos que ¢p, = ¥p, o F(f). Assim, se g €
Home (X, F(D;)). Entéao:

(¥p, o F(f)")(9) = ¥p,(F(f) 0 g) = ¥p, o F(f) 0 g = ¢p-109 =4p,(9),

ou seja, o diagrama a seguir comuta:

Home (X, F(D;)) Home (X, F(D:))

¥YDq PDy

colim(Home (X, F(—)))

|
|
EHI\I/
|
|

v

Home (X, colim(F))

Logo, existe tnico morfismo ¥ : colim(Home(X,F(—))) — Home (X, colim(F)), pela
propriedade universal do colimite (Definigao . Dizemos que X é um objeto compacto se
para toda categoria filtrada D e para todo funtor F : D — C, o morfismo canénico ¥ é um
isomorfismo.

Agora, sejam C uma categoria e X € Obj(C). Se Hom¢ (X, —) preserva epimorfismos.
Entao, dizemos que X é projetivo. Ademais, seja G C Obj(C). Se para quaisquer morfismos
fig:Cy = Cyem C, com f # g, existe X € Ge h: X — (] tal que foh # go h. Entao,

dizemos que G é um conjunto de geradores de C.

Teorema 5.2.6. [30, Teorema 2.2] A categoria Cond(¥lbgrp) é gerada por objetos projetivos

compactos.

Demonstragdo. Iremos mostrar que dado S um conjunto extremamente desconexo, temos que
Z[S] é um objeto projetivo compacto e o conjunto de todos os grupos abelianos condensados
livres da forma Z[S] é um conjunto gerador de 1bGrp.

Primeiro, considere o funtor de esquecimento U : Cond(f1b4rp) — Cond(Set), podemos

provar que U preserva limites pequenos. Seja S um conjunto extremamente desconexo e
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considere o conjunto condensado S. Temos que:
U(S) - Homeonacivgrp) (Z[S], —) — Homeonasey (S5 —)

¢ um isomorfismo natural (Observagao [5.2.3)). Ademais, temos pelo Lema de Yoneda (Te-
orema [1.0.1)) que (-)s) : Homeona(say (S, —) — (—)(S) também é um isomorfismo natural,

onde:

(=)(S): Cond(Set) — Set
T — T(5)
Ty 5Ty, — Ti(S) 25 Ty(S).

Seja « : M7 — Mj um epimorfismo natural de grupos abelianos condensados. Entao, o mapa
ag : Mi(S) = M,y(S) também é epimorfismo. Além disso, visto que 6((_)s) e ¥(S) sdo
bijecoes, temos que qualquer 8 € Homcend(agp) (Z[S], M2) estd associado a tinico elemento
g € My(S) e, pela sobrejetividade de ag, existe x € M;(S) tal que ag(z) = g. Novamente,
pela bijetividade de () s) e ¥(S), x estd associado a tinico v € Homcomaevgm) (Z[S], Mr).

Dado que o diagrama a seguir é comutativo:

Homconaevgrp (Z[S], M) . Homcona(avgrp) (Z[S], Mo)
V(S | | U(S)ar, V(S gy | | ¥,
Homond(sey (S, M1) Homcona(say (S, Mo)
0 | |90, by, | |25,
M (S) a5 M>(S)

temos que a*(y) = f, ou seja, a* é um epimorfismo. Logo, Z[S] é um objeto projetivo em
Cond(1bYrp).

Em seguida, vamos mostrar que Z[S] é compacto. Compondo os isomorfismos naturais
U(S) com 6y, obtemos um isomorfismo natural entre Homconavgp) (Z[S], —) e (—)(5).
Assim, se F : D — Cond(71bGrp) é um funtor, com D filtrada. Entao, teremos um isomorfismo
natural entre Homeenagrp) (Z[S], F(—)) e F(—)(S). Segundo Scholze [30], para concluir que
Z[S] é compacto, é necessario mostrar que colim(F(—)(S)) é isomorfo a colim(F)(S), com

isso, teremos que
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12

colim(Homeanaevgr) (Z[S], F(—))) = colim(F(-)(5))
colim(F)(S)
Homcond(ﬁbgrp) (Z[ﬁ] s COhm(F) ) s

112

I

o que implicaria o resultado. No entanto, nao sabemos como realizar esta demonstracgao.

Por fim, veremos que o conjunto formado por todos os Z[S] e um conjunto gerador.
Sejam «, 3 : M; — M, morfismos diferentes em Cond(f1bGrp). Entéo, existe algum conjunto
extremamente desconexo S tal que ag # (g, ou seja, ag(m) # Bg(m) para algum m em
M;(S). Pelas bijecoes dadas pela adjuncao e pelo Lema de Yoneda (Teorema [1.0.1]), temos
que existe v : Z[S] — M; e N € Z[S] tal que vs(N) = m. Logo,

as(vs(N)) = as(m) # Bs(m) = Bs(vs(N)).

Portanto, oy # o . [

5.3 Produto tensorial e Hom interno de grupos abeli-

anos condensados

Além das propriedades descritas na segao anterior, a categoria Cond(flbGrp) possui outras ca-
racteristicas notaveis. Nesta secao, veremos que a categoria dos grupos abelianos condensados
possui produto tensorial monoidal simétrico, ou seja, o produto tensorial é tdo comutativo
quanto possivel; para qualquer conjunto condensado T' o grupo abeliano condensado Z[T]
é flacido e; para quaisquer grupos abelianos condensados M e N, o grupo de homomorfis-
mos Hom (M, N) possui um enriquecimento natural para um grupo abeliano condensado,

definindo um objeto funtor-Hom interno Hom(M, N).
Definicao 5.3.1. [30, p. 13]

(1) Sejam M e N pré-feixes de xk-EDSet para {1bGrp. Entao definimos o pré-feixe:

Fun: -EDSet”  —  {1bGrp
S s M(S)® N(S)
Si LSy s M(Sh) @ N(S) XLEND hrisy @ N(Sy).

(2) Se M e N forem grupos abelianos condensados, definimos o produto tensorial de M com
N, como:
M®N = Fj} .
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Observagao 5.3.2. Dado que M @ N ¢ a feixificacao de F, v, esse satisfaz a seguinte proprie-
dade universal (Definigao |4.3.7)): dados G : k-EDSet” — {IbGrp um feixe e a : Fpy y — G uma
transformacao natural, existe tnica transformacao natural @ : M ® N — G tal que comuta

o diagrama abaixo:
SM,N

-FMN

)

M®N

|
1
|
|
I —
e
|
|
1
!

v

g

Proposicao 5.3.3. [30, p. 13] Sejam M, N e P grupos abelianos condensados. Entdo:
(1) M ® N ¢é naturalmente isomorfo a N @ M;
(2) M ® (N ® P) é naturalmente isomorfo a (M ® N) ® P.

Demonstragdo. Iremos mostrar apenas o item (1), visto que a demonstragao do item (2) é

similar. Defina a transformacao natural o : Fy;ny — Fyu tal que:
ag: M(S)®@ N(S) — N(S) @ M(S)

seja o isomorfismo de grupos abelianos (Proposi¢ao . Entao, a é um isomorfismo
natural. Observe que ¢y 0 a é uma transformagao natural de Fj;n para N ® M. Logo,
segue da propriedade universal de M ® N (Observagao que existe tnica transformacao
natural v, : M @ N — N ® M tal que:

Y1 ©SM,N = SN,M © O

Analogamente, temos a transformacao natural ¢y o a ' F Ny — M & N e, consequente-

mente, existe tnica transformacao natural v : N @ M — M ® N tal que;

-1
Y2OSNM =SMNOOQ .

Assim, obtemos o seguinte diagrama comutativo:
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Agora, observe que:
-1
Y20 Y1 OCMN = V2O0CSNMOOX =Gy NOO OO =G\ N-
Logo, 9 0 v comuta o diagrama a seguir:
M.N
-FM,N —s M®N
Y2071 | [ 1meN
M® N

Como 1p;gy também comuta o diagrama, temos pela unicidade da propriedade universal

(Observacao |5.3.2)), que v2 041 = 1pgn. Similarmente vy o v = 1ygn. Portanto,
M@N=N® M.

]

Sejam M, N e P grupos abelianos condensados. Dizemos que o : M x N — P é bilinear,
se ag : M(S) x N(S) — P(S) é bilinear para todo S € Obj(k-EDSet). Agora, para cada

conjunto extremamente desconexo S,definimos:

Ag: M(S)x N(S) — Fun(S)=M(S)®N(S)
(m,n) — m®n .

Podemos considerar a transformagao natural A : M x N — Fj; y tomando

A = {As} scobj(s-ensa)-

Com isso, definimos ® = ¢ o A, em que ¢ ¢ a transformacdo natural da feixificacdo

de Fun (Observacao [5.3.2)).

MxN—2  Fyy —— s M®N.

\\\\\\,/////

®

Assim como em {1bGrp, o produto tensorial em Cond(t1bGrp) satisfaz uma propriedade uni-
versal: dados P € Obj(Cond(1bGrp)) e 5 : M x N — P uma fungdo bilinear, existe tinica
transformacao natural 3: M @ N — P tal que Bo® = f.
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De fato, temos que para cada S extremamente desconexo, existe inico homomorfismo de

grupos fs : Fan(S) — P(S) que comuta o diagrama a seguir (Teorema [A.2.3) :

M(S) x N(S) —25— Fun(S) = M(S) ® N(S)
Bs

P(S).

3Bs

Entdo, defina a transformacao natural 3 : F, umN — P, como B = {Bs}serensa. Segue da
propriedade universal da feixificagdo (Defini¢ao [4.3.7)) que existe tnica transformagao natural
B:M®N — P tal que §o¢MN = 3.

~ 215
B |
P

Assim, para cada S € Obj(k-EDSet) temos que:

Bgo®g=PBg0ct"™ oAg=fgoAg=fs.

Portanto, o ® = £.
Ademais, pode-se observar que o funtor Z[—] : Cond(Set) — Cond({IbGrp), é simétrico

monoidal em relacdo ao produto e ao produto tensorial, isto é, vale a seguinte proposicao:

Proposicao 5.3.4. [8, Corolario 2.12] Sejam T e Ty conjuntos condensados. Entdo, o grupo

abeliano condensado livre Z[Ty x Ts] é naturalmente isomorfo a Z[1T1] @ Z[T3). O

Sejam M, My € Obj(k-Cond(f1bGrp)), o : M7 — M, uma transformacao natural e 7" um

conjunto condensado. Definimos a transformacao natural entre pré-feixes:

a® Lz : Fanpr = Fiy Pr
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como sendo o conjunto formado pelos homomorfismos de grupos:
as @ 1pyg : Mi(S) © Z[T(S)] = My(S) @ Z[T(S)],

para cada S € Obj(k-EDSet).

Proposicao 5.3.5. [30, p. 13] Seja T' um conjunto condensado. Entdo, o funtor:

(=) ® Pr: Cond(fIbGrp) —  PSh(r-EDSet, AAbGrp)
M — Fr,py

o a®lp,
M1 — MQ — ‘FMl,PT _— FM%PT

¢ exato. O

Corolario 5.3.6. [8, Corolario 2.12] Seja T' um conjunto condensado. Entao, o grupo abeli-

ano condensado Z[T| € flicido, isto é, o endofuntor:

(=) QZ[T): Cond(fIbGrp) — Cond(AbGrp)
M = M ®Z[T]

My S My, s M, ®Z[T] S0 A @ 7T

preserva sequéncias exatas. [

Por fim, iremos definir o funtor Hom interno entre dois grupos abelianos condensados.
Dado um grupo abeliano A, o funtor (=) @ A : AbGrp — €1bGrp comuta com colimites (Pro-
posicao [A.2.9). Portanto, é relevante verificar que fixado um grupo abeliano condensado M

o funtor (—) ® M também comuta colimites. Seja:

Foym o Cond(flbGrp) —  PSh(k-EDSet, IbGrp)
N — .FN,M

-Foz,M
N1 g)NQ — -FNl,M —>~FN2,M

em que (Fonm)s = as @ Ly + Ni(S) @ M(S) — No(S) ® M(S) para cada S em k-EDSet.
Pode ser demonstrado que, a partir do fato de que (—)® A comuta com colimites, decorre que
F(-y,m também comuta com colimites. Assim, dado que (—)@M = (F_)u)*" e a feixificagao
é uma adjunta & esquerda (Lema [£.3.9), temos que (—) ® M também comuta com colimites
(Lema . Assim, pelo Teorema do Funtor Adjunto (Teorema , (—) ® M possui

uma adjunta a direita.

Definicao 5.3.7. [30} p. 13] Definimos o endofuntor Hom interno, denotado por Hom(M, —),

como o adjunto a direita de (=) ® M.
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Lema 5.3.8. [30, p. 13| Sejam M e N grupos abelianos condensados e S um conjunto

extremamente desconexo. Entdo:
7Hom(M, N)(‘S) = HomCond(ﬂerp)<Z[§] ® M, N)

Demonstragio. Seja S € Obj(k-EDSet) e considere o conjunto condensado S. Temos pela

adjuncao livre-esquecimento (Observagao |5.2.3)) que:
Homeoa(sey (S, Hom (M, N)) = Homeandevgr) (Z[S], Hom (M, N)),

para todo N € Cond({Ibgrp). Além disso, como (—) ® M e Hom(M, —) sao adjuntos, segue

que:
Homcmd(ﬁbgrp) (Z[ﬁ] X M, N) = Homcmd(ﬁbgrp) (Z[ﬁ], HOM(M, N)) (Teorema 1.2.5.

Por fim, temos pelo Lema de Yoneda (Teorema [1.0.1]) que:

12

Hom (M, N)(S) Homconasay (S, Hom (M, N))
Homceng(sey (Z[S], Hom(M, N))

Homeong(ngrp) (Z[S] @ M, N).

I

I

]

Em resumo, é importante observar que a categoria Cond(fIbgrp) tem todas as boas proprie-
dades da categoria de grupos abelianos, que é gerada pelo objeto projetivo, flicido e compacto
Z. Temos que os geradores Z[S]| de Cond({lbGrp) ndo sdo apenas projetivos e compactos, mas

também flacidos para a estrutura monoidal em que :

(1) ZIS] @ Z[S') = Z[S x '], em que S e S’ sao conjuntos extremamente desconexos;

(2) Para quaisquer grupos abelianos condensados M e N, e S conjunto extremamente des-

conexo, temos que:

Hom(M, N)(S) = Homm(ﬁbgrp) (Z[ﬁ] ® M, N)

Observagdao 5.3.9. Além disso, o produto tensorial de dois grupos abelianos é caracterizado

pela propriedade de que para todo conjunto extremamente desconexo S,

(M @ N)(S) = M(S) @z N(S) (Veja [8, p. 11]).
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5.4 Grupos abelianos localmente compactos

Nesta secao, apresentaremos uma introdugao aos grupos abelianos localmente compactos,
também conhecidos como LCA-grupos, e discutiremos alguns dos resultados fundamentais
relacionados a esse tema. Em seguida, na subsecao [5.4.1, abordaremos um importante resul-

tado da mateméatica condensada que envolve os LCA-grupos.

Defini¢ao 5.4.1. [30, p. 23] Dizemos que um grupo abeliano Hausdorff A é localmente
compacto, ou um LCA-grupo, se é localmente compacto como espaco topoldgico, ou seja, se
todo = € A possui uma base de vizinhangas compactas. Em outras palavras, se para todo

x € A e para toda vizinha aberta U de z, existe uma vizinhanc¢a compacta K C U de x.

E importante observar que grupos topolégicos sio homogéneos, ou seja, para cada par ,
y de pontos de G, em que G é um grupo topolédgico, existe um homeomorfismo ¢ : G — G
tal que p(x) = y. Assim, para verificar as propriedades locais de um LCA-grupo é suficiente
declarar e avaliar suas propriedades locais apenas para tunico elemento. Por exemplo, para
assegurar que um grupo abeliano topoldgico A é localmente compacto basta mostrar que
toda vizinhanga aberta U do elemento neutro e contém uma vizinhanga compacta. Além

disso, segue a seguinte definicao:

Lema 5.4.2. [28, p. 54] Um grupo topoldgico G ¢é discreto se {e} é aberto na topologia de
G. O

Exemplo 5.4.3. (1) Todo grupo abeliano com topologia discreta é um LCA-grupo. De fato,
considere um grupo abeliano discreto X e seu elemento neutro e. Para cada vizinhanca
aberta U de e, o conjunto {e} C U é compacto e aberto. Portanto, exemplos de LCA-

grupos incluem Z, Z/nZ e Q.

(2) R com a topologia usual é LCA-grupo. Dado x € R e (a,b) uma vizinhanga aberta de
X, podemos escolher um € > 0 tal que x € [a + €,b — €] C (a,b). O intervalo fechado
l[a + €,b — €] é um conjunto compacto, pois é fechado e limitado, e seu interior é um
conjunto aberto. Assim, podemos afirmar que [a + €,b — €| é uma vizinhanga compacta
de x. Em geral, podemos aplicar o Teorema de Heine-Borel, que estabelece que um
subconjunto S C R™ é compacto se, e somente se, for fechado e limitado em R”, para

concluir que R”, com a topologia usual e para qualquer n € N, é um LCA-grupo.

(3) Seja Q*** o grupo abeliano Q equipado com a topologia subespaco induzida por R.
Temos que Q** nio ¢ LCA-grupo, uma vez que todos os seus subconjuntos compactos

tém interior vazio.
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(6)

Observe que intervalos fechados [a, b N Q% ndo sdo compactos. De fato, temos que um
espago X é compacto, se e somente se, toda rede em X possui uma sub-rede convergente
(Veja Referéncia [24] p. 188]). Assim, pela contra-positiva, se existir uma sequéncia (a,,)
em [a,b] N Q*“’ que ndo possui nenhuma subsequéncia convergente em [a, b] N Q| este
nao sera compacto. Entdo, podemos considerar uma sequéncia convergindo para um

nimero irracional, e nenhuma subsequéncia convergird para um ponto em Q*“°.

Agora, considere x € Q*** e V uma vizinhanca aberta de x. Suponha, por absurdo,
que Q*** ¢ localmente compacto. Entdo, z possui uma vizinhanca compacta K tal
que z € K C V. Como K é compacto e contém uma vizinhanga aberta de z, existe
(a,b) NQ** C K. Além disso, [a,b] N Q*** C K, pois K é fechado, visto que ¢ um
subespaco compacto de um espaco Hausdorff. Logo, o subespaco fechado [a, b] N Q% de
K é compacto (Teorema , uma contradicdo, pois intervalos fechados de Q*** nao

sao compactos.

Todo grupo abeliano Hausdorff compacto é LCA-grupo. De fato, se A é Hausdorff
compacto. Entao, é regular. Portanto, para qualquer ponto x € A e uma vizinhanca
aberta U de z, existe uma vizinhanga aberta V' de x tal que Cla(V) C U (Lema [2.1.7)).
Como Cls (V') é um subespago fechado de um espago compacto, ele também é compacto
(Teorema [2.1.1). Consequentemente, Cl4 (V') é uma vizinhanca compacta de x.

Um importante exemplo é o grupo circular T = {e* | § € R} que é o grupo multi-
plicativo de todos os nimeros complexos com valor absoluto 1. Observe que T é um
grupo topoldgico com a topologia de subespago de C*. Além disso, T é Hausdorff, pois
¢ subespago de um espaco Hausdorff e, é compacto pois o circulo unitario é fechado e

limitado em C*. Portanto, T é LCA grupo.

Todo grupo abeliano profinito é LCA-grupo, em particular Z, é LCA-grupo. Além
disso, grupos localmente profinitos, ou seja, Hausdorff localmente compactos e totalmente
desconexos, sao LCA-grupos. Logo, o grupo aditivo de nimeros p-adicos Q, é LCA-
grupo. Ademais, segundo Hoffmann e Spitzweck (Referéncia [16]), Q,/Z, é um LCA-

grupo discreto.

O produto finito de espacos localmente compacto é localmente compacto.

Observagao 5.4.4. Segue do Teorema de Isomorfismo que T = R/Z. Assim, T é frequente-

mente denotado por R/Z.

Teorema 5.4.5 (Primeiro Teorema de Estrutura). [30, Teorema 4.1] Seja A um LCA-grupo.

Entao:
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1) Eziste um inteiro n e um isomorfismo A = R™ x A’, em que A" admite um subgrupo
q grup

compacto aberto.
(2) A" é uma extensdo de um grupo abeliano discreto por um grupo abeliano compacto.

Demonstragio. A demonstragao do Item (1) pode ser encontrada em Principles of Harmonic
Analysis de Anton Deitmar e Siegfried Echterhoff (Referéncia [10, § 4.2]).

Agora, passaremos para demonstracao do Item (2). Queremos provar que A’ é uma
extensao de um grupo abeliano discreto por um grupo abeliano compacto, ou seja, existe

uma sequéncia exata curta

0 K A H 0

em que K é compacto e H é discreto. Seja K o subgrupo compacto aberto de A, cuja
existéncia é garantida pelo Item (1). Entao, precisamos mostrar que A’/K ¢é discreto.

Observe que a classe lateral e+ K C A’ é aberta em A’. Ademais, como p: A" — A'/K ¢é
um mapa aberto, segue que o conjunto {e+ K} = K C A’/K é aberto na topologia quociente,
logo A’/ K é discreto.

Assim, obtemos a sequéncia exata curta:

0 K A AJK —— 0.

Portanto A’ é a extensdao de um grupo abeliano discreto por um grupo abeliano compacto. [

Nossos principais exemplos de LCA-grupos nos dao casos triviais do Teorema de Es-
trutura. A titulo de exemplo, considere o LCA-grupo Q,. Podemos representa-lo como
Q, = R”x Q, em que R” é o grupo trivial. Além disso, uma vez que Z,, é compacto e Q,/Z,

¢ discreto, obtemos a seguinte sequéncia exata curta:

0 y/s Qp Q,/Z, — 0.

Agora, iremos introduzir os conceitos preliminares para abordar a dualidade de Pontrja-
gin. Um caracter de um LCA-grupo A é um homomorfismo continuo de grupos x : A — T.

O conjunto A de todos os caracteres de A forma um grupo com a multiplicacao dada por:

(x1-x2)(@) =xa1(x) - x2(z), x€ A

e inverso dado por:
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O grupo A 6 chamado de grupo dual de A. Observe que A é um grupo abeliano, visto

que dados x1, x2 € A, temos para todo x € A que

xixz(®) = x1(z)x2(x) = x2(z)x1(z) = x2xa (),
pois x1(z), x2(z) € T que é um grupo abeliano.
Exemplo 5.4.6. Vamos descrever os caracteres de Z, R e R/Z :

(1) Seja x : Z — T um caracter. Entao, x(1) = €*™* para algum x € R/Z, consequentemente

para k € Z arbitrario, temos

Logo, Z = {x | x(k) = e*™** com z € R/Z}. Assim, ao definirmos o mapa:

¢: R/Z — Z
xr = o, L — T

podemos observar que o grupo dual Z = R JZ = T.

(2) Todo caracter de R é da forma x — €™ com y € R. Este resultado pode ser visto em
A Course in Functional Analysis de John B. Conway (Referéncia [7, Teorema 9.11]). De

modo analogo ao exempo anterior, temos que R = R.

(3) Os caracteres de R/Z sao precisamente os caracteres R que levam Z em 1. Logo, podemos

2mixk

descrevé-los como os caracteres da forma x — e , com k € Z. Além disso, segue que

R/Z = 7.

Visto que o grupo dual é um grupo abeliano, gostariamos de atribuir uma topologia a
ele. Dado um grupo topoldgico A, considere o grupo dual A. Sejam K C A um conjunto

compacto e U C T um conjunto aberto, definimos o conjunto
L(K,U) = {x € A| x(K) c U}.

A topologia gerada pela subbase {L(K,U) | K € A, U € T} é chamada de topologia
compacto-aberta.
Ademais, afirmamos que com a topologia compacto-aberta, o grupo dual A de um LCA-

grupo A também é um LCA-grupo. A construgao deste resultado pode ser consultada em
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Principles of Harmonic Analysis de Anton Deitmar e Siegfried Echterhoff (Referéncia [10,
§3.1 e §3.2]).

Proposigao 5.4.7. [10, Proposi¢ao 3.1.5]
(1) Se A é compacto. Entdo, A é discreto.
(2) Se A ¢é discreto. Entdo, A é compacto.

Demonstragio. Sejam A compacto e L(A, {%(-) > 0}} o conjunto de todos os caracteres cuja
imagem estd no conjunto aberto {R(-) > 0} C T dos elementos de T com parte real positiva.
Observe que L(A, {R(-) > 0}} é um elemento da subbase da topologia compacto-aberta

em A, logo é aberto. Além disso, o caracter trivial

que é o elemento neutro de A, pertence a L(A, {R(-) > 0}}. Logo, L(A, {R(-) > 0}} é uma
vizinhanga aberta do elemento neutro. Observe que para todo x € A, a imagem y(A) é
subgrupo de T, mas o tnico subgrupo de T que estd contido em {R(-) > 0} é o grupo trivial.
Portanto, L(A, {R(:) > 0}} = {x.} e A é discreto (Defini¢ao .

Por outro lado, assuma que A é discreto. Entdo, A é um subconjunto de Map(A,T) de
todos os mapas de A para T. Considere o conjunto [[,c4 T, segue do Teorema de Tychonoft
(Teorema que [Taea T é um espago Hausdorff compacto na topologia produto. Agora,

observe que o conjunto Map(A, T) é homeomorfo [J,c4 T, visto que a funcao:

¢: Map(A,T) — TleeaT
f = (f(a))aeA

é bijetiva e um mapa aberto. Assim, Map(A, T) é compacto.

Queremos mostrar que A é um subespaco fechado. Seja f € Map(A4, T) \A um mapa que
nao é homomorfismo de grupos, ou seja, existem a,b € A tais que f(a)f(b) # f(ab). Sejam
X e Y vizinhangas abertas disjuntas de f(a)f(b) e f(ab) respectivamente. Primeiro, defina

Uy ={g | g(ab) € Y}. Em seguida, considere o mapa:

m: TxT — T
(tt) — t-t
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Temos que m ¢ continuo, logo, m~!(X) ¢é aberto e pode ser expresso como
mil(X) = UW’ X Zi,
i

em que W; e Z; sao abertos de T. Como m ¢é sobrejetiva e f(a)f(b) € X, podemos assumir

que f(a) e W =W, e f(b) € Z = Z; para algum j. Agora, defina os conjuntos

Uy={glgla) eW} e Us={g|g(b) € Z}.

Temos que cada U;, com 1 < ¢ < 3, é aberto na topologia compacto-aberta de Map(A, T).
Assim, definindo U = U; N Uy N Us, obtemos uma vizinhanga aberta de f. Observe que se
g € U. Entao, g(ab) € Y e g(a)g(b) € X e, como X NY = &, g ndo é homomorfismo.
Logo, U N A=0o. Assim, A é um subespaco fechado de um espaco compacto e, portanto, é

compacto. ]

Segue da proposicao acima que o grupo dual de T possui a topologia discreta, logo, Tx~7Z

como LCA-grupos. Ademais, temos o seguinte resultado:

Proposi¢io 5.4.8. [0, Proposicio 7.1.6] Os isomorfismo de grupos R — R e IRVZ — Z
apresentados no Exemplo sao homeomorfismos. Entao, em partz’cularl@ =Re R//\Z =7
como LCA-grupos. O

Dado um LCA-grupo A, temos que A também é um LCA-grupo, logo, podemos considerar

o seu grupo dual A. Por exemplo, sabemos que R//\Z = 7, 7, = R/Z e R~R (Proposicao

p.4.8), logo:
R/Z=7.~R/Z, Z2R/Z=Z e RZRXR,

De modo geral, existe um homomorfismo candnico A, chamado mapa de Pontrjagin,

definido da seguinte forma:

onde

Usando este mapa, podemos apresentar o seguinte resultado:

Teorema 5.4.9 (Dualidade de Pontrjagin). [10, Teorema 3.5.5] O mapa de Pontrjagin A :
A —>A;1\ ¢ um isomorfismo de LCA-grupos. FEntdo, para todo LCA-grupo A, temos que
A=A, 0
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A partir do exposto, podemos definir a categoria 1GA dos grupos abelianos localmente
compactos e homomorfismos continuos e avaliar algumas de suas propriedades.

A categoria 1GA é pré-abeliana, pois é aditiva e todos os ntcleos e co-niicleos existem.
Temos que o ntcleo de um homomorfismo continuo f : A — B é o ntcleo algébrico usual
equipado com a topologia subespago. Ja o co-ntcleo de f é B/Clg(Im(f)) equipado com a
topologia quociente. No entanto, 1CGfl ndo é uma categoria abeliana. A titulo de exemplo, o
mapa O : R¥ — R tal que  — x é monomorfismo e epimorfismo, mas néo é isomorfismo
(Exemplo [1)).

Ademais, podemos definir o funtor da dualidade de Pontrjagin:
D: a4 - 1¢A

A - DA =A
Al —» B2 A

onde D(f)(x) = x o f. Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.4.10. [30, Teorema 4.1]

(1) O funtor da dualidade de Pontrjagin A — D(A) induz uma auto-dualidade contravariante
na categoria ICA. O mapa de bi-dualidade A — D(D(A)) é um isomorfismo.

(2) O funtor da dualidade de Pontrjagin A — D(A) restringe-se a uma dualidade contrava-

riante entre grupos abelianos compactos e grupos abelianos discretos.
Demonstracao. Este resultado equivale aos Teoremas ep.4.7] O]

Em outras palavras o funtor D induz uma equivaléncia de categorias entre 1Gf e 1CA”
que se restringe a uma equivaléncia entre as subcategorias '(‘lb(jr"l'(}pdiSC de grupos abelianos

topoldgicos discretos e CHflbTop de grupos abelianos Hausdorff compactos.

5.4.1 Ponto de vista condensado

Agora, faremos uma analise a partir do ponto de vista condensado e, para isso, é importante
lembrar dois fatos importantes. Primeiro, dado um LCA-grupo A, o grupo condensado
associado A ¢ definido em cada componente como A(S) = Homqy(S, A) (Exemplo [5.1.8)),
onde S é profinito. Ademais, dado um grupo abeliano condensado M, temos que o funtor
Hom interno Hom(M, —) é o adjunto a direita do funtor (—) ® M (Defini¢do e quando

avaliado em um grupo abeliano condensado N obtemos a seguinte igualdade (Lema [5.3.8)):

Hom(M, N)(S) = Homeamaug) (Z[S] ® M, N), VS € Obj(x-EDSet).
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Assim, sejam A e B LCA-grupos e considere o conjunto Homqea(A, B). Como 1GA é uma
categoria pré-aditiva, temos que Homqea(A, B) é um grupo abeliano. Além disso, ao equipar
Homqea(A, B) com a topologia compacto-aberta, podemos considerar o conjunto condensado
Homqea(A, B). Queremos mostrar que Hom(A, B) = Homqea(A, B), e para isso, veremos
alguns resultados preliminares.

Espagos localmente compactos sdo compactamente gerados (Proposigao , em par-
ticular, LCA-grupos também sdo. Assim, podemos mapear grupos abelianos localmente
compactos de forma plenamente fiel em grupos abelianos condensados com o funtor A — A
(Proposicao . Ademais, temos A(%);,, = A para todo LCA-grupo A.

Além disso, uma ideia chave para demonstragdo do nosso resultado principal é que dados

LCA-grupos A e B e um conjunto extremamente desconexo S, temos:
Homqe (S, Homqey (A, B)) = Homqg(A x S, B).

Obtemos esta igualdade a partir dos resultados a seguir:

Teorema 5.4.11. [24, Teorema 46.10] Sejam X um espago localmente compacto e Y um
espago topoldgico, e equipe Homay,(X,Y') com a topologia compacto-aberta. Entdo, o mapa

de avaliacao:

Y
f(z)

eyt X X Homgp(X,Y) —
(z, f) >
€ continuo.

Demonstragio. Dado um ponto (z, f) € X x Homy(X,Y') e uma vizinhanga aberta V' C Y
de f(z), queremos encontrar uma vizinhanga aberta de (z, f) cuja imagem esta contida em
V. Primeiro, usando a continuidade de f e o fato de X ser localmente compacto podemos
escolher uma vizinhanga aberta U de x com fecho Clx(U) compacto tal que f(Clx(U)) C V
(Lema [2.1.9). Em seguida, considere o conjunto U x L(Clx(U),V) C X x Homgp(X,Y).
Tal conjunto é aberto e contém (z, f), além disso, se (2/, f') € U x L(Clx(U),V). Entao,
eo(2’, f') = f'(2') € V. Portanto, U x L(Clx(U), V) é a vizinhanga desejada. O

Dada uma funcao f : X x Z — Y, existe uma funcao correspondente
F:Z — Homqyp(X,Y),

definida pela equagao F'(z)(x) = f(x, 2). Reciprocamente, dado F': Z — Homyp(X,Y'), esta
equacao define uma funcgao correspondente f : X x Z — Y. Dizemos, que F' é o mapa de Z

para Homqy(X,Y') induzido por f.
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Teorema 5.4.12. [24] Teorema 46.11] Sejam X e Y espagos topoldgicos em que X € local-
mente compacto e equipe Hompy(X,Y') com a topologia compacto-aberta. Entdo, f: X xZ —

Y € continua se e somente se 0o mapa induzido F : Z — Hompy(X,Y') € continuo.

Demonstracdo. Primeiro, suponha F' continua. Entao, f também é continua, pois é igual a
composicao:
1X xF

X xZ X x Hompp(X,Y) ——— Y.

Por outro lado, suponha que f é continua. Para provar a continuidade de F', tomaremos
um ponto zp € Z e um elemento L(K,U) da subbase para Homqy(X,Y') contendo F(z) e
encontraremos uma vizinhanga aberta W de zo tal que F(W) C L(K,U).

F(zy) € L(K,U) significa que F(z)(x) = f(x,20) € U para todo x € K, ou seja,
f(K x z5) C U. A continuidade de f implica que f~1(U) é um aberto em X x Z contendo
K x z. Entao, f~1(U)N (K x Z) é aberto no subespaco K x Z e contém K x z5. O lema do
tubo (Lema implica que existe W vizinhanca aberta de 2, tal que o tubo K x W estd em
f~YU). Entao, para z € W e z € K, temos f(x,2) € U. Portanto, F(W) C L(K,U). O

Como mencionado anteriormente, nosso objetivo é construir uma transformacgao natural
w: Hom(A, B) — Homqea(A, B).
Primeiro, observe que para todo S extremamente desconexo, temos:
Hom(A, B)(S) = Homeomaagp (A © Z[S], B) (Lema[5.3.8).

Assim, considerando o € Homcend(avgrp) (A @ Z[S], B), temos o seguinte resultado:

Lema 5.4.13. [3, p. 80] Sejam A e B LCA-grupos e S um conjunto extremamente desconezo.
Uma transformagao natural o : A ® Z[S] — B entre grupos abelianos condensados avaliada

em * nos da um homomorfismo de grupos abelianos:
a,: ARZ[S] — B.

Demonstragio. Seja o € Homeomarvg) (A ® Z[S], B). Temos pela propriedade universal da
feixificacdo (Defini¢ao |4.3.7)) que:

Homconavgrp) (A ® Z[S], B) = Homepsnx-cosevgrp) (F4,z15], B)-

Logo, a corresponde a uma transformagao natural & : Fy 751 — B que avaliada em * nos dé
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o homomorfismo de grupos abelianos:
G+ A(x) ®@ Z[S](+) = B(%).
Além disso, segue da propriedade universal do produto tensorial (Teorema |A.2.3) que:
Homangrp(A(+) ® Z[S](+), B(x)) = BiLin(A() x Z[S] (), B(+)).

Entao, &, equivale a um mapa bilinear o/. Ademais, temos pela bilinearidade de o’ que

para todo a € A(x), o mapa o, : Z[S]|(x) — B(x) é linear e, para todo s € Z[S](x) o mapa

ol 1 A(x) — B(x) também ¢ linear. Como A e B sao LCA-grupos, o/, corresponde a um

mapa A — B (Proposigao |5.1.18)). Ja o, corresponde a um mapa Z[S| — B, visto que

Hom conaivgrp) (Z[S], B) = Hompsns- enseavgrp) (Ps, B) (Observagao [5.2.4]),

e qualquer transformagao natural Pg — B avaliada em * é da forma Z[S(x)| = Z[S] — B.

Assim:

BiLin(A(x) x Z[S](x), B(*)) = BiLin(A x Z[S], B) = Homqggy(A ® Z[S], B).

Com isso, podemos considerar o funtor:

I'(*,—) : Homeomapvgp) (A @ Z[S], B) — Homagp(A ® Z[S], B)

(0% — Oy

Além disso, temos Homgugp(A ® Z[S], B) = Homawgp(Z[S], Homaugp(A, B)) (Teorema
A.2.6)) cujo isomorfismo é dado por:

Q: Homﬂbg,-p(A X Z[S], B) — Homﬂbgrp(Z[S], Homﬂbgrp(A, B))
f — prls] = f(-®s])
Também temos pela propriedade universal dos grupos abelianos livres (Defini¢ao |A.1.1))

que:

Homﬂbgrp(Z[S], Homﬂbgrp(A, B)) = Homset(S, Homﬁbgrp(A, B))

Visto que esta relacao é dada por um diagrama comutativo da forma:
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Homaygrp (A, B)

em que t(s) = [s], para satisfazer f o = f, é necessario que f([s]) = f(s). Assim, em nosso
contexto, podemos afirmar que «, estd associado ao mapeamento que leva s em a,(— ® [s]).

A partir do exposto, obtemos um mapa
Homeond(fivg) (A @ Z[S], B) — Homsa (S, Homapgry(A, B))
e como Homy (S, Homqea(A, B)) C Homsga(S, Homaugp(A, B)), inferimos que o mapa
w : Hom(A, B) — Homqea(A, B)

é tal que o diagrama a seguir comuta:

F(*v_)

Homawgp(A ® Z[S], B)

F

ws | Homaygep(Z[S], Homagn (A, B))

v !

Homlcﬂ(A, B)(S) = HOIIITOP(S, HOIIlrLc,ﬂ(A, B)) — Homga(S, Hom,,qbgrp(A, B))

Hom(A, B)(S) = Homcena(avgm) (A ® Z[S], B)

Logo, precisamos verificar que w é um isomorfismo natural.

Teorema 5.4.14. [30, Proposicao 4.2] Sejam A e B LCA-grupos. Entdo, existe um isomor-

fismo natural de grupos abelianos condensados
Hom(A, B) = Homgea(4, B).

Demonstracao. Seja w a transformacgao natural descrita anteriormente, iremos mostrar que
esta é um isomorfismo natural. Devido a extensao desta demonstracao, iremos dividi-la em

afirmacoes que serao demonstradas a seguir:

Afirmacgao 1. Seja S um conjunto extremamente desconexo. Entao existe um monomor-
fismo:
Qg : Homw(ﬁbgrp) (A (%9 Z[ﬁ},ﬁ) — Homrrop(S, HOIHTOP(A, B))
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tal que wg ¢é a co-restricao de {2g em Homqy (.S, Homqea(A, B)). Em particular, wg ¢ mono-

morfismo.

Afirmacio 2. Seja v : Z[A] — A o epimorfismo natural da Proposigao e considere
o funtor exato (—) ® Z[S] (Corolério |5.3.6). Seja o : Z[A] ® Z[S] — A ® Z[S]. o morfismo

induzido por (—) ® Z[S]. Entao, wg é sobrejetivo se o morfismo:

o' Homcmd(ﬁbgrp)(A®Z[§],B) — Homw(ﬁbgrp)(Z[Axﬁ],B)
¥ = Joo

for sobrejetivo.

Afirmacgao 3. o’ é sobrejetivo se existe v tal que o diagrama abaixo comuta:

dy

0 —— ZAxAXS] — " ZAXS] — T ARZ[S] —— 0
T
5

Afirmacao 4. v existe, se 0 fod; = 0..

Afirmacao 5. A composicao [ o d; é zero.

Prova 1.Considere o epimorfismo natural 7 : Z[A] — A (Proposi¢ao [5.2.5)). Como o funtor
(—) ® Z[S] ¢é exato (Corolério [5.3.6)), obtemos o epimorfismo induzido:

o ZIA] ® Z[S] — A® Z[S).

Observe que Z[A x S| = Z[A] ® Z[S] (Proposicao [5.3.4), assim, representando o dominio de

o por Z[A x S], induzimos o seguinte mapa:

o' : Homeoacgr) (A ® Z[S], B) —  Homeoacgr) (Z[A x 5], B)
¥ = doo

Afirmamos que ¢’ é injetivo. De fato, sejam 91,75 : A ® Z[S] — B transformagoes naturais
tais que o’(¢1) = o'(¥2), isto é, ¥1 0 0 = 1¥5 0 0. Visto que o é um epimorfismo, segue que

191 :?92.

Além disso, definimos {2g como sendo o mapa que comuta o diagrama a seguir:
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I'(x,—
Homeaagog) (A © Z[S), B) “ . Homsa(S, Hompugp(A, B))
, \\\\\\\ \QS
\\\“\;
Homcona(vgp) (Z[A x 5], B) Homey (S, Homey(4, B))
Hom&md(set)(A X S,E) T () HOIHTOP(A X S, B)

Observe que a equivaléncia da esquerda decorre da adjuncao livre-esquecimento (Observacao
, enquanto a equivaléncia da direita ¢ uma propriedade da topologia compacto aberta
de Homqy(A, B) (Teorema . Ademais, segue o I'(x, —) inferior é um isomorfismo
(Proposigao . Assim, temos que o mapa g é injetivo e, visto que

Homqy (S, Homqga(A, B)) C Homqey(S, Homay (A, B)),

segue que wg € a co-restricao de g, logo wg € injetiva. Além disso, devido & construcao de

wg, podemos afirmar que a imagem de « por wg € uma funcao continua.

Prova 2. Suponha que ¢’ seja sobrejetivo e considere o diagrama comutativo da Prova 1.
Entao, como os demais mapas do diagrama sao sobrejetivos, wg serd uma composicao de

sobrejegoes.

Prova 3. Considere a sequéncia exata (Proposigao [5.2.5)):

0 —— Z[Ax A 2= z[4] —2— A 0,

em que fi leva um gerador [(a1,az2)] em [a1 + as] — [a1] — [az]. Como o funtor (—) ® Z[S] é
exato (Corolario [5.3.6)), induzimos a seguinte sequéncia exata:

0 —— Z[Ax A|®Z[S] — 22— Z[A]| @ Z[S] —T—— AQZ[S] —— 0 .

Ademais, como Z[A x A] @ Z[S] = Z[A x A x S] e Z[A] ® Z[S] = Z[A x S] (Proposic¢ao
5.3.4]), obtemos a seguinte sequéncia exata equivalente:

0— > Z[AxAxS — B S 7Z[AxS] — T ARZ[S] —— 0 .
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Agora, suponha que dado 3 € Homconaevgp) (Z[A % S, B), existe uma transformacao natural
v € Homeonaeivgr) (A @ Z[S], B) tal que o diagrama a seguir comuta:

dy

0 — ZAxAxS] — " ZAXS] — T ARZ[S] —— 0
T
5

Entao, 8 = v o o, ou seja, o’ é sobrejetiva.

Prova 4. Suponha que fod; = 0. Como ¢ od; = 0, temos que o morfismo zero, comuta o

diagrama.
Prova 5.Para mostrar que o d; é zero, considere a sequéncia exata de pré-feixes:

M®1P§ 13/
Paxaxs ———— Paxs —— B

em que 4 ® lp, e §' correspondem as transformacgoes naturais d; e f respectivamente. E
importante recordar que as transformacoes naturais induzidas pelo funtor — ® Pg sao tais

que as componentes sao mapas bilineares, por exemplo, dado X € Obj(EDSet), temos:
px @ lpg ZJA x A|(X) @ Z[S(X)] = Z[A|(X) @ Z[S(X)].

Além disso, segue da adjuncao livre-esquecimento (Definigao [A.1.1)) que dado X extrema-

mente desconexo, temos:
Homange (Z[(A x A x S)(X)], Z[(A x S)(X)]) = Homsa((4 x A x §)(X), Z[(A x S)(X)]).

Assim, obtemos o seguinte diagrama:

rx®lpg Bl

Z[(Ax Ax S)(X)] —— Z[(A x §)(X)] ———— B(X)

YAXAxXS) x g

Dado f € (A x A x S)(X) = Homgpy(X, A x A x S), podemos representd-la como f =
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(f1, f2, f3) em que fi1,fo: X = Ae f3: X — 5. Com isso, temos:

(oo Fou £3) ¥ (oo fos F)) oo o fon )] — [ )] — [ )]

Mas, como A é um grupo abeliano, podemos interpretar uma combinacgao linear formal de

fungoes da seguinte maneira:

[(f1 + fo, fo)(x) — [(f1, f3)[(x) — [(fos f3)l() := (f1 + fa, f3)(x) — (f1, [3)(2) — (fa, f3)(2)
= ((fi + f2)(@), f3(2)) = (fi(2), f3(x)) — (fo(®), fs(z)) = (0, fs(2)), V2 € X.

Logo, (1 ® 1py) o1 € tal que (f1, f2, f3) = (Ox.a, f3). Observe que (Ox,a, f3) € (A x §)(X),

assim, temos a seguinte sequéncia equivalente:

AXxAxS —AxS— B.

Além disso, temos que esta sequéncia corresponde a uma sequéncia de mapas continuos:

AXxAxS — AxS — B
(a1,as,s) +—  (0,s) 5*(0,3)'

Como um mapa A x S — B equivale & um mapa S — Homqgp(A, B) (Teorema |5.4.12)),
fixado um s € S, obtemos um homomorfismo A — B que, em particular, leva 0 em O.

Portanto, segue das equivaléncias que o d; = 0.
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Conclusao

Nesta dissertacao, apresentamos os conceitos iniciais da Matematica Condensada e seus pré-
requisitos de maneira mais abrangente e detalhada, utilizando como principal referéncia as no-
tas de aula Lectures on Condensed Mathematics de Peter Scholze. Como dito anteriormente,
a motivagao para essa teoria surgiu da necessidade de abordar problemas fundamentais em
algebra quando as estruturas algébricas em questao estao equipadas com uma topologia. A
partir desta motivacao, introduzimos a definicao de objetos condensados, demonstramos que
o funtor (=) : k-CGTop — Cond(Set) dos espagos topoldgicos k- compactamente gerados para
conjuntos condensados ¢ plenamente fiel; identificamos formas equivalentes de representar
a categoria de conjuntos condensados e observamos que, embora fIbGrpTop ndo seja abeli-
ana, conforme evidenciado no Exemplo [I} a categoria Cond(flbGrp) é abeliana, apresentando
propriedades notaveis. Por fim, concluimos a dissertacao demonstrando a notavel interacao
entre a categoria 1Cfl e a categoria de grupos abelianos condensados Cond(f1bGrp). De fato,
estabelecemos que dados LCA-grupos A e B e considerando o grupo abeliano Homqea(A, B).

Como 1€A equipado com a topologia compacto-aberta, temos o isomorfismo:
HOTH(A, E) = HOHI(LQH(A, B),

conforme enunciado no Teorema [5.4.11]
Por fim, vale ressaltar que um proximo passo no estudo da Matematica Condensada pode
envolver a continuacao da exploragao das notas de Scholze a partir do Capitulo VI, no qual

os grupos abelianos sélidos sao introduzidos.
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Apéndice A
Grupos abelianos

Neste apéndice, apresentaremos conceitos e resultados fundamentais sobre grupos abelianos
que desempenham um papel crucial na teoria de grupos abelianos condensados. Inicialmente,
exploraremos propriedades de grupos abelianos livres e, em seguida, discutiremos resultados

relevantes relacionados ao produto tensorial.

A.1 Grupos abelianos livres

Os grupos abelianos livres, como veremos a seguir, possuem boas caracteristicas que, por

meio da teoria de feixes, se estendem aos grupos abelianos livres condensados.

Defini¢ao A.1.1. [I7, p. 71] Dizemos que um grupo abeliano F' é um grupo abeliano livre
se existe um conjunto S e uma fungdo ¢ : S — F com a seguinte propriedade universal:
Dado um grupo abeliano A e uma funcao f : S — A, existe inico homomorfismo de grupos
f:F— Atal que for=f.

S —— F
f f
A

Observagiao A.1.2. Segue da definicdo que Homga(S, A) = Homgugm(F, A).

A seguir, apresentaremos uma descri¢cao explicita de grupos abelianos livres, representando-
os como o conjunto de combinagoes lineares formais dos elementos da base. Desta forma,
poderemos exibir algumas propriedades de grupos abelianos livres.

Uma combinacao linear formal de elementos de um conjunto S é uma funcdo a : S — Z

tal que apenas uma quantidade finita de ays € Z é nao nula. Identificando um elemento s € S
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com a funcdo [s] : § — Z tal que s — 1 e r — 0 para todo  # s, escrevemos:

a=> as],

SES

onde a5 € Z é o coeficiente de [s] na combinagao linear.

Definicao A.1.3. [20, Definigao 3.6] Seja S € Obj(Set), o grupo das combinagées lineares

Z[S] é o grupo das combinagoes lineares formais cuja operagao é a adigdo pontual em Z:

(Satsl) + (S 0bl) = Stan+ 000

SES sES SES

Proposicao A.1.4. |26, Proposicao 3.4] O grupo abeliano livre em S € Obj(Set) é, a menos

de isomorfismo, o grupo das combinagoes lineares formais de elementos de S.

Demonstragio. Sejam S um conjunto, Z[S] o grupo das combinagdes lineares formais de S e
defina:
i S — Z[S]
s — [s]
Iremos mostrar que (Z[S],i) satisfaz a propriedade universal dos grupos abelianos livres

(Definigao [A.1.1]).

Sejam A um grupo abeliano e f : S — A uma fungao. Defina:

f: Z[S] — A
>ses as[s] = ZseSGSf(S)'

Observe que f comuta o diagrama a seguir:

S — 5 7[8]
; F
A

visto que s — [s] — f(s). Entretanto, precisamos provar que f é o inico homomorfismo que

comuta o diagrama. Sejam Y .cg as[s], > .cq bs[s] € Z[S], temos que:

F(Sald+ S0l) = F (S 000) = Sien+ 0160

seS seS seSs seS
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=Y af(s)+ D bf(s) = f <Z as[s]> +f (Z bs[s]> .

seSs seS seS seSs

Logo, f é um homomorfismo. Agora, suponha que exista g outro homomorfismo que comute

o diagrama. Segue pela propriedade de homomorfismo de grupos que:

(S all) = Sl = X anf(ls) = 7 (St

seS ses seS ses

em que Y,cg as[s] é um elemento arbitrario de Z[S], logo, g = f. Por fim, segue da proprie-

dade universal dos grupos abelinos livres que F' = Z[S]. O

Observagdo A.1.5. A partir de agora, iremos representar o grupo abeliano livre gerado por
S por Z[S] e utilizaremos a notagao de combinagoes lineares formais. Ademais, se A é um

grupo abeliano, existe uma sobrejecao canonica:

d()Z Z[A] — A

DA aw[x] D s Qg

Uma resolugdo livre de um grupo abeliano A é uma sequéncia exata:

Fy F A 0

onde cada F; é um grupo abeliano livre. A titulo de exemplo, temos a seguinte sequéncia:

x5

0 Z

Z Zs, 0.

Uma resolucao livre importante para matematica condensada sera apresentada no Lema
A.1.9, no entanto, para demonstragao do resultado, é necessario introduzir alguns conceitos

preliminares.

Defini¢ao A.1.6. [32, Definicao 1.1.1] Um complexo de cadeias de grupos abelianos (A, de)
¢ uma familia de grupos abelianos {A,,} com mapas d,, : A, — A,,_; tal que cada composicao
d, od,_1 é zero. Um morfismo de cadeias u : Ay — B, entre dois complexos é uma familia

de homomorfismos u,, : A, — B,, tais que:

Up, © dn+1 = bn+1 O Un41
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para todo n, isto é, tais que os diagramas a seguir comutam:

dn+1 d
s A /RN W —
Un+1 Un Un—1
‘ — Bn+1 n anl _ e
bnt1 bn

Agora, considere dois complexos de cadeia (A,, d,) € (Bs, bs) com mapas s, : A, — B,11.

Seja f, : A, — B, definido pela férmula:
fn = bn+1 0S8y + Sp—10 dn
Afirmamos que f é um morfismo de cadeia. De fato, temos que:

fn % dn+1 = (anrl 0S8y + Sp—10 dn) o dn+1
= anrl ©Sp 0 dn+1
)

bn+1 o (bn+2 O Sp+1 + Sp O dn+1)

- bn+1 © fn+1

pois by41 0 bpyo = 0p, 5B,

Defini¢ao A.1.7. [32] Definigao 1.4.3] Seja f : Ay — B, um morfismo de cadeias. Dizemos

que f é homotdpico nulo se existem mapas s, : A, — B,1 tais que f, = b,1108,+ S, 10d,.

dn+1 d
: ? An—l—l An - An—l roe
fn+1 Sn fn Sn_1 fnfl
- —— Byt —— n— By —
n mn

Além disso, dizemos que um complexo de cadeias A, tem uma homotopia contratante se

a identidade é homotopica nula. Com isso, temos o seguinte resultado:

Lema A.1.8. [32, Exercicio 1.4.3] Seja As um complexo de cadeias. Entio, As € uma

sequéncia exata se, e somente se, possui uma homotopia contratante.

O

Lema A.1.9. [3, p. 81] Para todo grupo abeliano A, existe uma resolugao livre parcial de

grupos abelianos da forma:
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Demonstragio. Iremos definir a sequéncia Z[A x A] LN Z[A] Dy A de modo que esta possua

uma homotopia contratante. Sejam

do : Z[A]

- A e sy: A — Z[A]
la] — a

a — |d

os mapas canonicos apresentados na Observacao|A.1.5l Ademais, defina d; : Z[Ax A] — Z[A]
como sendo o mapa que leva um gerador [(a1,az)] em [a; + as] — [a1] — [az]. Por fim, defina

o mapa sy : Z[A] — Z[A x A] de modo que s1([a]) = [(0, a)]. Com isso, temos:
(dy 0 51+ 59 0 do)la] = di([(0,a)]) + so(a) = ([0 + a] = [0] — [a]) + [a] = [a].

Além disso,
dy o so(a) + 0 = do([a]) = a,

logo, a sequéncia possui uma homotopia contratante e, portanto, é exata (Lema |A.1.8)).
[

A.2 Produto tensorial

Nesta secao iremos introduzir o produto tensorial de grupos abelianos. Dentre os resultados
que serao apresentados, destacamos o Teorema da Associatividade Adjunta (Teorema|A.2.6]),
que serd importante para a Secao|5.4.1} e a equivaléncia Z[S; x So] = Z[S1] ®Z[S2] que possui

uma versao condensada.

Definicao A.2.1. [I7, Definigdo 5.1] Sejam A, B grupos abelianos e Z[A x B] o grupo
abeliano livre gerado por A x B. Seja K o subgrupo de Z[A x B] gerado por todos os

elementos da formas
(1) (a+a',b) — (a,b) — (a’,b);
(2) (a,b+V) — (a,b) — (a,b);
(3) (na,b) = (a,nb);

para todo a,a’ € A, b,b' € B en € Z. O grupo quociente Z[A x B]/K é chamado de produto
tensorial de A e B, denotado por A ® B. Além disso, denotamos (a,b) + K por a® b e
(0,0) + K por 0.

Segue direto da definicdo que os geradores de A ® B satisfazem as seguintes relagoes:
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(1) (a1 +a2) ®b=a; ®b+ ay ® b, para todo ai,as € A e para todo b € B.
(2) a® (by +by) =a®b; 4+ a® by, para todo a € A e para todo by, by € B.

De fato, considere por exemplo o Item (1), como (aj +az, b) — (a1, b) — (az,b) € K, temos:
[(a1 + a2, b) + K] — [(a1,0) + K] — [(a2,0) + K] = K.
Logo, mudando a notagao, obtemos:
(a1 4+a2) ®b—a; ®b—ay; ®b =0,

ou seja,
(ay +az) ®b=0a; @b+ as 0.

Definicao A.2.2. [I7, p. 211] Sejam A, B e C grupos abelianos. Um mapa bilinear é uma
funcdo f: A x B — C tal que para todo a,a’ € A, b,/ € Ben € Z:

(1) fla+d',b)= f(a,b)+ f(d,b);
(2) f(avb+b/> :f(avb)+f(avb,);
(3) f(na,b) =nf(a,b) = f(a,nb).

Um exemplo de mapa bilinear é o mapa bilinear canénico i : A X B — A ® B que leva

(a,b) em a ® b.

Teorema A.2.3. [I7, Teorema 5.6] Sejam A, B e C' grupos abelianos e g : A x B — C
um mapa bilinear. Entao, existe unico homomorfismo de grupos § : A Q@ B — C tal que o
diagrama a sequir comuta:

AxB —'—— A®B

C

em quei: AX B — A® B é o mapa bilinear candnico. O
A partir deste Teorema, concluimos que BiLin(A x B, (') = Homggp(A ® B, C).

Proposicao A.2.4. [12, Proposigao 20| Sejam A e B grupos abelianos. Entdo,

AR B=B®A.



APENDICE A. GRUPOS ABELIANOS 132

Demonstragio. Seja f: A X B — B ® A o mapa bilinear que leva (a,b) em b ® a. Entao,
segue da propriedade universal do produto tensorial (Teorema |A.2.3)), que existe tinico ho-
momorfismo de grupos f: AQ B — B® A tal que a®b — b® a. Similarmente, existe inico

morfismo §: B® A —- A® B tal que b® a — a ® b. Com isso, temos que go f = lagp €

fog=1pga. Portanto, A® B~ B® A. L

Proposicao A.2.5. [12, Teorema 14] Sejam A, B e C' grupos abelianos. Entdo:
(A B) @ C=ZA® (B C).

Demonstragio. Para cada ¢ € C, o mapa: (a,b) — a ® (b ® c¢) é bilinear, assim, pela
propriedade universal do produto tensorial (Teorema [A.2.3), existe tinico homomorfismo de
grupos A B—- A® (B () tal que a ® b — a ® (b® ¢). Isto mostra que o mapa:

f: (AeB)xC — A®(B®()
(a®b,c) = a® (b®c)

é bem definido. Novamente, temos pela propriedade universal do produto tensorial que existe

unico morfismo:

f: (A@B)®C — A®(B®C)
(a@b)®c — a®(bc)

De modo analogo, existe iinico morfismo:
g: A(BC) —» (A®B)®C
a®(b®c) = (a®b)®c
Como f e § sdo inversas, segue que (A®@ B)® C 2 A® (B® C). ]
Teorema A.2.6 (Teorema da Associatividade Adjunta). [I7, Teorema 5.10] Sejam A, B e

C grupos abelianos. Entao, existe um isomorfismo de grupos abelianos

Q: Homﬂbg,p(A®B,C) — Homﬂbg,p(B,Homﬂbg,p(A, )
fo= prb=pp(b)

definida por:
pr(b)(a) = fla®D).
Demonstragio. Primeiro, iremos verificar que para cada b € B e f € Homgygp(A @ B, C),

©r(b) : A — C é homomorfismo. Sejam a,a’ € A, temos que:

prlatd)=f(lat+ad)@b)=fla®@b+d ®b) = fla®b)+ fld ®b) = pf(a) +¢s(a’).
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Também temos que ¢y : B — Homaygp(A, C') ¢ um homomorfismo. De fato, dados b,V € B,

temos para todo a € A:
pr(b+V)(a) = fla® (b+V)) = fla®b+a®V) = f(a®b)+ f(a®) = ps(b)(a) + 9 (V) (a),

logo, ¢ esta bem definida. Observe que ¢ é homomorfismo, pois dados dois homomorfismos
f1, fo € Homagugp(A ® B, C), temos para todo b € B e para toda a € A:

Pr+p0) = (it 2)e@b) = fila®b) + fala®b) = ¢, (0)(a) + ¢p(b)(a).

No entanto, ainda precisamos mostrar que ¢ é um isomorfismo. Para isso, construiremos
uma fun¢ao inversa de 1. Dado g em Homagp (5B, Homagrp(A, C)), podemos definir um

mapa bilinear:

Y, AxB — C
(a,0) = g(b)(a).
Logo, pela propriedade universal do produto tensorial (Teorema , existe tinico homo-
morfismo ¢, : A® B — C tal que a ® b+ g(b)(a). Assim, definimos:

v+ Homagygp(B, Homawgp(A,C)) — Homaugp(A ® B, C)
g = Yy:a®b— g(b)(a)

Temos que 1 é um homomorfismo, pois para todo a ® b € A ® B:
Vg1+.(a®b) = (91+92)(b)(a) = (91(b)+92(b))(a) = g1(b)(a) +92(b)(a) = 1y, (a®b)+1)g, (a D).

Por fim, afirmamos que ¢ o9 e 1 o ¢ sdo as fungoes identidade. De fato, uma vez que
¥(g)(a®@b) = g(b)(a), segue que:

pot(gla®d)) = p(¥(g)(a®b)) = ¢(g(b)(a) = gla@Db).
Por outro lado, como ¢(f)(b)(a) = f(a ® b) temos:
Yo p(f(b)(a)) = ¢(p(f)(b)(a)) = ¢(fla@ b)) = f(b)(a).

Portanto, ¢ é um isomorfismo. O]

Observagao A.2.7. Considere os funtores F, G : bgrp — {1bGrp tais que:

F(—) = Homagp(4, =) ¢ G(=) = A@ (=)
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Segue do Teorema que:
Homﬁbgrp(B, Homﬁbgrp(A, C)) = Hom—(]bgrp(A & B, C),

para todo B € Obj(flbGrp). Afirmamos que o isomorfismo acima é natural. De fato, seja

f:C — C’" um homomorfismo de grupos abelianos e considere o seguinte diagrama:
Homagp(A ® B, C) ————— Homqgygey(B, Homqgygey(4, C))
(G(B).f) (BF(f))
Homaygp(A ® B, C') ——=—— Homagp(B, Homagrp(A, C'))
em que (G(B), f) = fo (=) e (B,F(f)) = F(f) o (=). Observe que:

F(f)(=) = Homagy(4, =) = fo ().

Como as morfismos horizontais sdo isomorfismos (Teorema [A.2.6]), segue que ¢ é um iso-
morfismo natural (Observagao [1.2.6). Portanto, G é adjunto a esquerda de F (Teorema
1.2.5)).

Proposicao A.2.8. [26, Proposicao 3.6] Sejam Sy e Sy conjuntos. Entao, Z[Sy x S| €

naturalmente isomorfo a Z[S1] ® Z[Ss).

Demonstragdo. Inicialmente, criaremos um mapa f : Z[S;]| X Z[Ss] — Z[S; X Ss] que satisfaga

as condigoes de bilinearidade. Tal mapa, pode ser definido como:

(z nfsl, 3 mj[sj]) ST X ()

$;€S1 s]'GSQ $; €51 SjESQ

Logo, segue da propriedade universal do produto tensorial (Teorema [A.2.3]) que existe tinico
homomorfismo de grupos f : Z[S;] ® Z[S,] — Z[S; x S tal que:

(Zg n,[sl]) ® (Zg mj[Sj]> — z;g z; nim;[(si, s5)]-

Devido as propriedades do produto tensorial, temos:

(Z ni[si]) ® ( > mj[sj]) =Y > (ulsil@mls]) = > D mmylsi] @ [sy].

si€S1 SjESQ 51‘651 SjGSQ 87;651 SjESQ
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Assim, podemos descrever f como sendo o mapa que leva:

S Y sl elslo XY nml(ens)]

$; €S SjGSz ;€51 SjeSQ

Iremos mostrar que f é um isomorfismo. Seja

Y pijllsiysg)] € Z[S) x Sa],

(81‘,8]‘)631 X So
temos que:

Do (s0,5;)E80 x5 Piril(8i5 85)] € Z[S1 X Sa] = (s, 51 e81 x5, Minjl(si; 85)] € Z[S1 X Sy

282‘631 ZSJ‘GSQ nlm][(sh 8])]

Y

com n;, m; € Z tais que n;m; = p; ;. Logo, existe:

Do Y mimylsi] @ [s;] € Z[S)] @ Z[Sy)

s, €51 Sj €Sy

tal que:

FOo > nmylsd@(si) = 3 > namyl(sis)l = Y. pigl(sis))),

5;€51 5;E€852 5;€51 5;€852 (84,55)€51 %S

ou seja, f € sobrejetiva.

Por fim, sejam:

=2 X mmlsi]®lsleb= 3 > ikl

81681 83652 7‘1651 7‘]652

e assuma que f(a) = f(b). Logo,

= > > nmyl(si,s)] = Y > qikyl(ri, )] = (D).

Siesl SjESQ 7‘165'1 7“]652

Porém, todo elemento de um grupo abeliano livre é expresso unicamente como a combina-
cao linear formal de elementos da base. Assim, cada termo g¢;k;[(r;, ;)] é igual a algum
nymj/((si, sy7)] e, consequentemente, a = b. Logo, f é injetiva e, portanto, é um isomor-
fismo. 0

Proposicao A.2.9 (Produto tensorial comuta com colimites). [31, Lema 10.12.9] Seja A um


https://stacks.math.columbia.edu/tag/00DD
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grupo abeliano. Entdo, o funtor (—) ® A comuta com colimites. O
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Apéndice B

A compactificacdo de Stone-Cech de

um espaco discreto

O propésito deste apéndice consiste na construcao da compactificacio de Stone-Cech para
um espago discreto X. Em resumo, demonstraremos de forma concisa que X = Ult(X).

Em vista disso, neste Capitulo consideraremos X discreto.

Defini¢ao B.0.1. [2 Defini¢ao 4.1.1] Um filtro § em X é um subconjunto do conjunto das
partes PB(X) que satisfaz:

(1) @ €7,
(2) Se A, B € §. Entdo, AN B € §;

(3) Se Ae §Fe AC B. Entao, B € 3.

Além disso, dizemos que § é um ultrafiltro se é um filtro maximal, ou seja, se nao existe
§ C X tal que § C §.

Exemplo B.0.2. Se A é um subconjunto de X. Entao, o conjunto §4 = {B C X | A C B}
¢ um filtro. Em particular, se A = {z}. Entao, §, := §{,) ¢ um ultrafiltro. Ultrafiltros como

este, sao chamados de ultrafiltros principais.

Proposicao B.0.3. [2, Proposigao 4.1.11] Um filtro § € um ultrafiltro se, e somente se, para
todoU € X, ouU eF ouX—-UE€ESF. O

Considere Ult(X) o conjunto de ultrafiltros de X. Se U C X, definimos
Ur={F e Ut(X) | U € §}.

A topologia de Ult(X) serd a topologia gerada pela base formada pelos conjuntos da forma
U*, com U C X.
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Proposicao B.0.4. [2| Proposigao 4.1.20] Se U € X, entdo, U* é aberto e fechado.

Demonstragio. Pela definigao da topologia de Ult(X), U* é aberto. Por outro lado, observe
que para todo U C X, temos (X — U)* = Ult(X) — U*. De fato,

Ult(X) - U* = {F e UL(X) | U €8} = {§ € Ut(X) | X —U € §} = (X — U)".

Portanto, o complementar de U* também ¢é aberto. m
Proposigao B.0.5. [2, Proposicao 4.1.20] Ult(X) € compacto. O
Proposicao B.0.6. [2| Proposigao 4.1.20] Ult(X) é Hausdorff.

Demonstracdo. Sejam § e § ultrafiltro distintos em X. Entéo, existe U € § — §'. Assim:

FeU ={FeUlt(X)|UecF}FF.

Consequentemente, §' € (X —U)*. Como U* e (X — U)* sdo abertos disjuntos contendo § e

§', respectivamente, concluimos que Ult(X) é Hausdorft. O

Para mostrar que X = Ult(X), precisamos definir um mergulho ¢ : X — Ult(X) tal
que (X) é denso em Ult(X) e a propriedade universal da compactificacdo de Stone-Cech
seja satisfeita (Definigao [2.4.1)). Assim, defina:

v X — Ul(X)
T = S

Como X ¢ discreto, 1 é continua. Além disso, temos que {z}* = {F.}, o que implica que
{F.} é aberto. Portanto, ¢ é aberta, logo, é um mergulho. Agora, considere & # U C X
e seja © € U. Temos que U € §,, o que implica que §, € U*. Portanto, ¢(X) é denso em
Ult(X).

Por fim, precisamos mostrar que (Ult(X), ) satisfazem a propriedade universal da com-
pactificacdo de Stone-Cech. Seja f : X — Y um mapa continuo, em que Y é um espaco
Hausdorff compacto. Definimos f : Ult(X) — Y como f(F) € Nuez Cly (f(A)). Primeiro,
pode-se mostrar que # Naez Cly (f(A)) = 1, assim f estard bem definida. Além disso, afir-

mamos que o diagrama a seguir comuta:

X — % Ul(X)
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De fato, seja = € X. Entdo, 1(z) = ., logo, f o v(z) = f(F.)
{2} € F., 0 que implica que f(§,) € {f(x)}. Portanto f(F.) = f(x), ou seja, o diagrama

comuta.

. Além disso, temos que

Finalmente, pode-se provar que f é continua. Assim, como 9 ¢ denso em Ult(X), segue
que f é a tnica aplicacdo continua que comuta o diagrama acima. Portanto, (Ult(X), ) é a

compactificaciao de Stone-Cech de X ¢ BX ¢ profinito.
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