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RESUMO

Neste trabalho obtemos resultados de rigidez para ações Anosov de Rk visando ob-

ter respostas positivas na direção da Conjectura de Katok-Spatzier: Toda ação Anosov

suave e irredut́ıvel de Zk ou Rk (k g 2) é C∞-conjugada a uma ação algébrica. Mais

precisamente, nosso resultado principal (Teorema A) afirma que “toda ação Anosov de

k-contato generalizada e uniformemente u-quaseconforme numa variedade fechada de di-

mensão 2n + k (n g 2) é C∞-conjugada a uma ação Anosov quasealgébrica”. Esse re-

sultado generaliza um resultado obtido por Sadovskaya [46] para fluxos de Anosov. Para

mostrarmos este teorema, dois resultados fundamentais se destacam, no primeiro (Teo-

rema B) mostramos que uma ação Anosov irredut́ıvel e uniformemente u-quaseconforme

é u-conforme em relação a uma métrica Riemanniana (Hölder cont́ınua e suave em folhas

fortes) no fibrado forte instável. Finalmente, no segundo resultado (Teorema C) mos-

tramos que ações Anosov de k-contato generalizadas e uniformemente u-quaseconformes

possuem folheação forte instável e folheação forte estável suaves.

Palavras-Chave: Ações Anosov; u-quaseconforme; u-conforme; k-contato; Folheação;

Irredut́ıvel.



ABSTRACT

In this work we obtain rigidity results for Rk Anosov actions in order to obtain positive

answers in the direction of the Katok-Spatzier Conjecture: Every irreducible smooth Ano-

sov action of Rk or Zk (k g 2) is C∞-conjugated to an algebraic action. More precisely,

our main result (Theorem A) states that “all uniformly u-quasiconformal Anosov action

associated with a generalized k-contact struture in a closed (2n + k)-manifold (n g 2) is

C∞-conjugated to a quasi-algebraic Anosov action”. This generalizes a result obtained

by Sadovskaya [46] for Anosov flows. To prove this theorem, two fundamental results

stand out, in the first one (Theorem B) we prove that an irreducible and uniformly u-

quasiconformal Anosov action is u-conformal with respect to a Riemannian metric (Hölder

continuous and smooth on strong leaves) in the strong unstable distribution. Finally, in

the second (Theorem C) we prove that uniformly u-quasiconformal Anosov actions as-

sociated with a generalized k-contact struture have smooth strong unstable foliation and

strong stable foliation.

Keywords: Anosov Actions; u-quasiconformal; u-conformal; k-contact; Foliation; Irre-

ducible.
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4 AÇÕES ANOSOV UNIFORMEMENTE u-QUASECONFORMES 45

4.1 Ações Anosov Uniformemente u-quaseconformes . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.2 Ações Anosov u-Conformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Sistemas Anosov formam uma famı́lia de sistemas dinâmicos que possui hiperbolicidade

global e exerce conexões com diversas outras áreas de pesquisa em matemática. Com

outra denominação, Anosov [3] introduziu a noção de sistemas Anosov. No contexto de

difeomorfismos e como consequência dos trabalhos de Franks [16] e Newhouse [42] temos

que difeomorfismos Anosov de codimensão um, em uma variedade fechada de dimensão

maior do que três, são conjugados a automorfismos hiperbólicos do toro.

Em se tratando de fluxos Anosov os principais modelos são as suspensões de difeo-

morfismos Anosov e os fluxos algébricos (por exemplo, o fluxo geodésico) em variedades

Riemannianas fechadas com métrica de curvatura seccional estritamente negativa. No

inicio da década de 70, Verjovsky [48] mostrou que fluxos Anosov de codimensão um em

variedades fechadas de dimensão maior ou igual a quatro são transitivos. Em dimensão

três Franks-Williams [17] exibiram um exemplo de um fluxo Anosov não transitivo, co-

nhecido como Anomalous Anosov Flows.

Atualmente estuda-se os sistemas Anosov em diversas direções, por exemplo: ações

Anosov de um grupo de Lie G, sistemas parcialmente hiperbólicos, fluxos Seccional-

Anosov, etc. Uma conexão entre sistemas Anosov e teoria de representações pode ser

encontrada em Labourie [34]. Até o momento, a maioria de resultados parciais sobre

classificação topológica são para difeomorfismos e/ou fluxos Anosov.

O conceito de ações Anosov foi introduzido por Pugh-Shub [43] nos anos 70. Estudos

recentes feitos por Barbot-Maquera [5] e [6] no caso de ações Anosov de Rk estabeleceram

várias propriedades gerais para ações Anosov, incluindo uma caracterização topológica
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para o conjunto de elementos regulares e a transitividade no caso de codimensão-1 em

variedades de dimensão maior que k+2. Posteriormente, Barbot-Maquera [7] classificam

as ações Anosov algébricas de um grupo de Lie Nilpotente. A longo prazo, a continuidade

desses trabalhos visa mostrar a seguinte conjectura:

Conjectura Generalizada de Verjovsky: Cada ação Anosov irredut́ıvel de codi-

mensão-1 de Rk sobre uma variedade fechada M de dimensão maior do que k + 3 é

topologicamente equivalente à suspensão de uma ação Anosov de Zk.

Em outra direção à classificação topológica, nesta tese procuramos resultados de ri-

gidez. Nesse sentido, Katok-Spatzier [32] conjecturaram o seguinte a respeito de Ações

Anosov:

Conjectura de Katok-Spatzier: Toda ação Anosov suave e irredut́ıvel de Zk ou Rk

(k g 2) é C∞-conjugada a uma ação algébrica.

Em dimensão três, por exemplo, Ghys [18] mostrou que, se as distribuições estáveis

e instáveis são suaves então estes fluxos são obtidos reparametrizando fluxos algébricos

(suspensões ou fluxos geodésicos sobre variedades fechadas de curvatura negativa).

Benoist-Labourie [10] consideram um difeomorfismo Anosov cujas distribuições estáveis

e instáveis são suaves e provam que, se este difeomorfismo preserva uma conexão afim,

então ele é conjugado a um automorfismo hiperbólico sobre uma infranilvariedade. Em

seguida, Benoist-Foulon-Labourie [9] consideram fluxos Anosov com distribuições estáveis

e instáveis suaves e provam que se, este é de contato, então este fluxo é isomorfo ao fluxo

geodésico.

Em Fang [15] é provado que fluxos Anosov com distribuições estáveis/instáveis suaves

e que preservam uma métrica pseudo-Riemanniana são equivalentes ou a uma suspensão

ou ao fluxo geodésico sobre uma 3-variedade. Além disso, Fang [14] mostra que, se um

fluxo Anosov preserva volume e é uniformemente quaseconforme (com distribuições fortes

suaves), então esse fluxo é equivalente a uma suspensão de um automorfismo hiperbólico
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de um toro ou a uma pertubação canônica do fluxo geodésico.

Os resultados que motivaram esta tese são os resultados de rigidez obtidos por Sadovs-

kaya [46] onde são considerados fluxos Anosov de contato e uniformemente u-quaseconforme.

Precisamente o seguinte resultado.

Teorema 1.2 (Sadovskaya [46]): Seja φt um fluxo Anosov de contato (C∞) sobre

uma variedade compacta M , dim(M) g 5. Se φt é uniformemente u-quaseconforme na

distribuição instável forte, então φt é C∞-conjugado ao fluxo geodésico de uma variedade

de curvatura negativa constante.

Nosso interesse neste trabalho portanto é estender o resultado acima para o contexto de

ações Anosov uniformemente u-quaseconformes (Definição 4.1) associadas a uma estru-

tura de k-contato generalizada (Definição 2.20). Fazemos assim um paralelo com fluxos

Anosov de contato uniformemente u-quaseconformes. O teorema principal desse trabalho

é o Teorema A enunciado abaixo.

Teorema A Seja ϕ : Rk ×M −→ M (k g 2) uma ação Anosov suave e de k-contato

generalizada numa variedade fechadaM , dim(M) = 2n+k (n g 2). Se ϕ é uniformemente

u-quaseconforme, então esta ação é C∞-conjugada a uma ação Anosov quasealgébrica.

O teorema proposto nessa tese é então uma versão fraca da Conjectura de Katok-

Spatzier mencionada anteriormente. Para n = 1 a ação Anosov ϕ seria sempre u-conforme,

dáı a exigência n g 2 para que possamos ter fibrados fortes instáveis e estáveis (Definição

2.12) de dimensões iguais e maiores do que um.

A demonstração do teorema segue o seguinte roteiro: começamos utilizando o fibrado

instável forte para definirmos um fibrado de classes u-conformes localmente trivial sobre

M (Seção 3.1) e uma ação do grupo linear na fibra t́ıpica. Definimos em seguida uma

estrutura u-conforme (seção do fibrado de classes u-conformes) utilizando centros de discos

mı́nimos.

Provamos que essa estrutura conforme é invariante pela ação Anosov, mensurável e
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limitada num conjunto de medida total. Além disso, com a irredutibilidade da ação Anosov

e uma famı́lia de funções que parametrizam folhas fortes mostramos que tal estrutura u-

conforme é localmente Hölder cont́ınua e suave em folhas instáveis fortes. A extensão

dessa estrutura u-conforme origina uma métrica no fibrado instável forte que torna a ação

Anosov u-conforme (Definição 4.2). Precisamente mostramos o seguinte resultado.

Teorema B. Seja ϕ : Rk×M −→M uma ação Anosov suave, irredut́ıvel e uniformemente

u-quaseconforme sobre um subcone C0 ¢ Rk. Então ϕ é u-conforme com relação a uma

métrica riemanniana no subfibrado instável forte a qual é Hölder cont́ınua em M e suave

ao longo das folhas da folheação instável forte.

Por fim, uma estrutura de k-contato generalizada (Definição 2.18) nos permitiu obter

simetrias e a suavidade das folheações de interesse.

Teorema C. Seja ϕ : Rk ×M −→ M (k g 2) uma ação Anosov suave e de k-contato

generalizada numa variedade fechada M de dim(M) = 2n + k (n g 2). Se ϕ é unifor-

memente u-quaseconforme, então esta ação possui folheações instáveis e estáveis fortes

suaves.

O texto está estruturado em quatro caṕıtulos, descritos a seguir:

Inicialmente, no Caṕıtulo 2 introduzimos os conceitos e resultados fundamentais para

o restante do trabalho. Por exemplo, fatos básicos sobre ações e representações de grupo,

folheações; ações Anosov e suas propriedades essenciais. Apresentamos ainda exemplos

protótipos de Ações Anosov, como suspensões (Exemplo 2.2) e a câmara de Weyl (Exem-

plo 2.3). Por fim, apresentamos formalmente o conceito de ações de k-contato generali-

zadas e fatos básicos sobre essas estruturas.

No Caṕıtulo 3, a partir de uma métrica riemanniana no subfibrado instável forte,

definimos as classes u-conformes em cada fibra e mostramos que o conjunto dessas classes

é difeomorfo a SL(n)
SO(n)

(n é a dimensão do fibrado instável forte). Assim, foi posśıvel definir

um novo fibrado de classes u-conformes sobre a variedade. A fibra t́ıpica é uma variedade
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de curvatura negativa com métricas invariantes por uma determinada ação de GL(n) (ação

por isometrias). Seções desse fibrado são chamadas de estruturas u-conformes (Definição

3.1).

Ademais, nesse caṕıtulo discutimos os importantes conceitos de irredutibilidade (De-

finição 3.6) e transitividade em subcones (Definição 3.8) de uma ação Anosov, o que nos

permitiu ter uma Medida de Margulis quaseinvariante por holonominas.

No Caṕıtulo 4, com uma ação Anosov uniformemente u-quaseconforme e irredut́ıvel

constrúımos uma determinada estrutura u-conforme invariante pela ação, limitada, men-

surável, localmente Hölder cont́ınua e suave nas folhas instáveis fortes. Essa estrutura deu

orgiem a uma métrica na distribuição instável forte que torna a ação Anosov u-conforme

(Teorema B).

Finalmente, no Caṕıtulo 5 utilizando a ferramenta do caṕıtulo anterior (estrutura u-

conforme) demonstramos a regularidade de certas holonomias. Esses resultados foram

sintetizados no Teorema A. Utilizando uma estrutura de k-contato generalizada mostra-

mos o Teorema C, isto é, conclúımos que ambas as folheações fracas (estável e instável)

e ambas as folheações fortes (estável e instável) são suaves (de classe C∞), com isso

mostramos o Teorema A.
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CAPÍTULO 2

PRELIMINARES

Caṕıtulo dedicado à apresentação de definições e resultados fundamentais para o trabalho

que desenvolvemos nos caṕıtulos seguintes. Na Seção 2.1 definimos os conceitos de grupo,

ações, folheações e representações. Na Seção 2.2 exibimos o objeto principal: as ações

Anosov (Definição 2.12), bem como os conceitos e propriedades essenciais de sua teoria.

Por fim, na Seção 2.3 definimos estruturas de k-contato generalizadas, ações de k-contato

generalizadas e apresentamos suas propriedades importantes. Supomos desde já que nosso

ambiente seja uma variedade riemanniana suave M , fechada e conexa.

2.1 Ações de Grupos de Lie, Folheações e Repre-

sentações

De forma geral, um grupo é um conjunto dotado de uma operação que possui certas

propriedades. Esse objeto aparece em quase todas as áreas da matemática e dentre outras

coisas, aparecem com frequência ao longo deste texto.

Definição 2.1 (Grupo). Um grupo é um conjunto não vazio G, munido de uma operação

binária (fechada em G), que denotamos por · e que satisfaz os seguintes axiomas:

1. A operação é associativa: (g · h) · l = g · (h · l), para todo g, h, l ∈ G.

2. A operação tem um elemento neutro: existe um elemento e ∈ G, tal que g · e =

e · g = g, para todo g ∈ G.

3. Todo elemento de G possui um elemento inverso: para todo g ∈ G, existe um

g−1 ∈ G, tal que, g · g−1 = g−1 · g = e.

Algumas vezes, ao denotar g · h (operação entre g e h) vamos simplesmente escrever

gh.
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Exemplo 2.1 (Grupos de Lie). Um grupo de lie G é um grupo que possui uma estrutura

de variedade diferenciável C∞, tal que, a aplicação

G×G −→ G, (g, h) 7→ gh−1

é C∞. Isto é equivalente a dizer que as aplicações (g, h) 7→ gh e h 7→ h−1 são C∞. Uma

subvariedade imersa G0 ¢ G de classe C∞ que também é grupo de Lie (com a operação

induzida) é chamada de subgrupo de Lie de G. Alguns grupos de Lie:

a) O grupo aditivo Rk,

b) GL(n,R) = GL(n) = {matrizes reais n× n invert́ıveis} (grupo linear),

c) O(n,R) = O(n) = {U | U é uma matriz n × n, que satisfaz: UUT = In}, (grupo
ortogonal),

d) SL(n,R) = SL(n) = {U ∈ GL(n) | det(U) = 1} (grupo linear especial),

e) SO(n,R) = SO(n) = {U ∈ O(n) | det(U) = 1} (grupo especial ortogonal).

Daqui em diante G denota um grupo de Lie.

Definição 2.2 (Ação). Uma ação do grupo G sobre uma variedade M é uma aplicação

φ : G×M −→M com as seguintes propriedades:

a) φ(e, p) = p, para todo v ∈M , onde e é o elemento neutro da operação em G.

b) φ(g, φ(f, p) = φ(gf, p) para todo g, f ∈ G e para todo p ∈M .

Neste caso, dizemos que G age em M . Quando a aplicação φ : G×M −→ M for Cr

(r g 0) dizemos que a ação é Cr. Para todo g ∈ G temos que φg : M −→ M é uma

aplicação definida por φg(p) = φ(g, p). No caso de ações Cr as aplicações φg são Cr-

difeomorfismos. De fato, basta notar φg−1 = (φg)
−1 e que φg ◦φg−1 = id e φg−1 ◦φg = id.
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Definição 2.3. Dada uma ação de G sobre M , definimos os seguintes conjuntos:

1. Oφ(p) a órbita (φ-órbita) da ação por p ∈M :

Oφ(p) = {φ(g, p) | g ∈ G}.

Notemos que, dados p, q ∈M , tal que q /∈ Oφ(p), então Oφ(p)∩Oφ(q) = ∅ (ou seja,

as órbitas de uma ação definem uma partição de M)

2. Dado p ∈ M , Gp é chamado de grupo de isotropia. Definimos: Gp = {g ∈ G |
φ(g, p) = p}. Note que Gp é um subgrupo fechado de G.

Definição 2.4. Seja G um grupo, M uma variedade diferenciável e suponha que G age

em M (φ : G×M −→M).

1. A ação é dita efetiva se nenhum elemento g ∈ G (g ∈ G\{e}) fixa todos os pontos de
M . Ou de maneira equivalente se ∀g ̸= e ∈ G, existe um x ∈M tal que φ(g, x) ̸= x.

2. A ação é dita transitiva se existe p ∈M tal que a órbita de p é densa em M .

3. A ação é dita minimal se toda órbita da ação é densa em M

4. A ação φ : G×M −→M é localmente livre se Gp é discreto para cada p ∈M . Em

particular, se Gp é trivial (Gp = {e}) para cada p ∈M , então a ação é dita livre .

No que segue, exibimos alguns fatos básicos sobre ações que posteriormente nos per-

mitirão compreender sob quais condições as órbitas determinam uma folheação (Definição

2.7) na variedade.

Definição 2.5. Considere em G a seguinte relação de equivalência: g1 ∼φ g2 se, e somente

se, g−1
1 · g2 ∈ Gp, p ∈M . O espaço quociente por esta relação é denotado por G/Gp.

O seguinte teorema estabelece a topologia das órbitas de uma ação.

Teorema 2.1 (Camacho-Neto [11]). Fixado p ∈ M existe uma única estrutura de vari-

edade diferenciável em G/Gp tal que a projeção quociente denotada por Ã : G −→ G/Gp

é uma submersão que define um fibrado com fibra Gp. Se, Gp é discreto, então Ã é uma

aplicação de recobrimento. Além disso, se a ação φ : G×M −→M for Cr (r g 1), existe
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uma única imersão biuńıvoca Cr, φ̄p : G/Gp −→ Oφ(p) tal que φ̄p ◦ Ã = φp (caso Gp seja

discreto, a aplicação φp : G −→ Oφ(p) é um recobrimento).

G

φp

##

Ã

��

G/Gp φ̄p

// Oφ(p)

Observação 2.1. De acordo com o teorema acima, ser localmente livre é equivalente

a dimOφ(p) = dimG cada p ∈ M . De fato, dimOφ(p) = dimG se e somente se,

dimG/Gp = dimG, ou seja, Gp é discreto.

Como consequência, uma ação localmente livre φ : Rk×M −→M de classe Cr (r g 1)

possui órbitas difeomorfas a Rl × Tk−l em que 0 f l f k.

Definição 2.6. Dada uma ação φ : Rk ×M −→ M de classe Cr (r g 1) e fixada uma

base {v1, · · · , vk} de Rk definimos os campos Xj(p) = d
dt
φ(tvj, p)

∣∣
t=0

(j = 1, · · · , k) de

classe Cr−1, chamados de geradores infinitesimais da ação.

Observação 2.2. Seja φ : Rk ×M −→ M uma ação de classe Cr (r g 1). Temos os

seguintes fatos:

1. A aplicação de classe Cr definida por φj(t, p) := φt
j(p) = φ(tvj, p) é o fluxo do

campo Xj.

2. Pelo fato de Rk ser abeliano, os geradores infinitesimais comutam dois a dois. Nesta

situação, vale que φt
i ◦ φs

j = φs
j ◦ φt

i para quaisquer i, j ∈ {1, · · · , k} e s, t ∈ R, isto
é, o colchete de Lie [Xi, Xj] = 0.

3. A ação φ : Rk ×M −→M pode ser escrita da seguinte forma:

φ

( k∑

i=1

tivi, p

)
= φt1

1 ◦ φt2
2 ◦ · · · ◦ φtk

k (p). (2.1)

Os campos X1, · · · , Xk definem um campo de planos tangente à ação.
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4. De maneira rećıproca, toda famı́lia de k campos de vetores completos, comutativos

dois a dois e linearmente independentes X1, · · · , Xk são geradores infinitesimais de

uma ação φ : Rk ×M −→M de classe Cr (r g 1) localmente livre.

Uma ação φ : Rk ×M −→M de classe Cr (r g 1) é localmente livre e possui órbitas

que definem uma folheação emM . Para justificar essa afirmação necessitamos do conceito

de folheação, campos de k-planos involutivos e o Teorema 2.2 (Teorema de Frobenius).

A grosso modo, uma folheação decompõe a variedade M em subvariedades conexas, as

quais chamamos de folhas. Precisamente temos a definição a seguir.

Definição 2.7 (Folheação). Seja M uma m-variedade de classe C∞. Uma folheação de

classe Cr e dimensão k (k < m) deM (ou codimensãom−k) é um atlas F = {(U³, φ³)}³∈A
de classe Cr em M com as seguintes propriedades:

1. Para todo ³ ∈ A, φ³ : U³ −→ U1×U2 ¢ Rk×Rm−k, onde U1 e U2 são discos abertos

de Rk e Rm−k respectivamente.

2. Sejam (U³, φ³) e (U´, φ´) ∈ F tais que U³∩U´ ̸= ∅, então a mudança de coordenadas

(Figura 2.1) φ´ ◦ φ−1
³ : φ³(U³ ∩ U´) −→ φ´(U³ ∩ U´) é da forma

φ´ ◦ φ−1
³ (x, y) = (h1(x, y), h2(y)), (x, y) ∈ Rk × Rm−k, ∀ ³, ´ ∈ A.

Figura 2.1: Mudança de Coordenadas de F . Adaptado de Camacho-Neto [11].
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Proposição 2.1 (Camacho-Neto [11]). Toda folheação F (Cr, r g 1) de dimensão k

numa variedade M define um campo de planos (Cr−1) de dimensão k em M (tal campo

é denotado por TF).

Assim, M só pode ter uma folheação de dimensão k se admite campos de planos de

dimensão k (campo de k-planos).

Definição 2.8. Um campo de planos P é dito involutivo se, dado dois campos de vetores

X e Y tais que, para cada q ∈M , X(q) e Y (q) ∈ P (q), então [X, Y ](q) ∈ P (q).

Teorema 2.2 (Frobenius). Seja P um campo de k-planos (Cr, r g 1) em M . Se P é

involutivo, então existe uma folheação F , Cr, de dimensão k emM , tal que, Tq(F) = P (q)

para todo q ∈M . Reciprocamente, se F é uma folheação, de classe Cr (r g 2) e P é um

campo de planos tangente a F , então P é involutivo.

Pela Observação 2.2, dada uma ação φ : Rk × M −→ M de classe Cr (r g 1)

os geradores infinitesimais, em particular comutativos, definem um campo de k-planos

involutivo em M . Portanto, de acordo com o Teorema de Frobenius φ possui órbitas que

definem uma folheação de dimensão k em M .

Em alguns contextos pode-se adotar a linguagem de representações ao invés de ações.

No que segue, G é um grupo qualquer e X um espaço topológico com uma topologia Haus-

dorff. Aut(X) é o grupo de automorfismos de X, ou seja, formado por homeomorfismos de

X em si mesmo e com a operação de composição (às vezes denota-se Aut(x) = C0(X)).

Definição 2.9 (Representação de um Grupo). Uma representação (as vezes também

chamada de operação) de um grupo G num espaço topológico X é um homomorfismo de

grupo:

Ä : G −→ Hom(X)
g 7−→ Ä(g) : X −→ X

.

A imagem Ä(g) de um elemento g ∈ G também é chamada de permutação de X. O

espaço X é chamado de espaço de representação de G. Uma representação induz uma

ação (e vice versa) φ : G×X −→ X, definida assim:

φ(g, x) = Ä(g)(x).

A aplicação φ de fato é uma ação, considere e o elemento neutro de G, temos consequen-

temente que:
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1. φ(e, x) = Ä(e)(x) = IX(x) = x

2. φ(g.h, x) = Ä(g) ◦ Ä(h)(x) = φ(g, φ(h, x)).

Exigimos em geral que φ seja cont́ınua. É posśıvel encontrar representações em di-

versos contextos, como por exemplo, representações lineares e espaços de representação

sendo um F -espaço vetorial (F um corpo). No caso em que X = M é uma variedade

diferenciável podemos tomar Hom(M) = Diff r(M) (r g 0).

Observação 2.3. No texto utilizamos ambas as notações, de representação e de ação,

não fazendo distinção entre as mesmas.

Considere ∆ um subgrupo fechado de um grupo topológico G (considere G com uma

topologia Hausdorff). Então, G/∆ com a topologia quociente é uma espaço de Hausdorff.

A aplicação

φ̄ : G× (G/∆) −→ (G/∆)
(g, [h]) 7−→ [g.h]

satisfaz as condições 1 e 2 de ação acima. Logo, (G/∆) pode ser considerado um espaço

de representação de G.

Definição 2.10. Sejam φ1 : G × X −→ X e φ1 : G × X ′ −→ X ′ representações de G.

Dizemos que X e X ′ são equivalentes se, existe um homeomorfismo f : X −→ X ′, tal

que: φ2(g, f(x)) = f(φ1(g, x)).

No Caṕıtulo 3 estaremos interessados em estudar uma ação de GL(n) sobre os espaço

das matrizes simétricas e definidas positivas com determinante igual a um. Além disso,

fazer uma identificação via difeomorfismo desse espaço com um determinado quociente.

Assim, as definições e resultados a seguir serão fundamentais nessa situação.

Definição 2.11. Um subgrupo próprio H de um grupo G é chamado maximal se nenhum

outro subgrupo próprio K de G contem H estritamente, ou seja, não existe subgrupo K

de G, tal que, H ª K ª G.

Lema 2.1 (Mass [39]). Seja Ω um subgrupo fechado de GL(n). Qualquer subgrupo com-

pacto maximal ∆ de Ω pode ser escrito da forma

∆ = {U | UHUT = H, U ∈ Ω},

para alguma matriz simétrica definida positiva H (denotamos H = HT > 0).
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Lema 2.2. Seja Ω = GL(n), então todos os subgrupos compactos maximais são conjuga-

dos.

Demonstração: Seja ∆ um subgrupo maximal de GL(n), pelo Lema 2.1 escrevemos

∆ = {U | UHUT = H, U ∈ Ω}. Mostraremos que ∆ é conjugado a O(n) a qual é

subgrupo maximal.

Existe P ∈ GL(n), tal que, H = PP T (fato demonstrado no Lema 3.1). Assim,

dado U ∈ ∆ temos UHUT = H e consequentemente UPP TUT = PP T , o que implica

P TUT (P T )−1 = P−1U−1P . Isso é o mesmo que dizer (P−1UP )T = (P−1UP )−1 (a matriz

V = P−1UP é ortogonal). Escrevendo PV P−1 = U vemos que ∆ = PO(n)P−1.

Um resultado de Maas [39] diz que se, ∆1 e ∆2 são subgrupos conjugados de um

grupo G (∆1 = g∆2g
−1, g ∈ G), então existe um homeomorfismo f : G/∆1 −→ G/∆2

que tornam esses dois espaços de representação de G equivalentes (no sentido da Definição

2.10). No caso em que G = GL(n) só precisamos considerar o subgrupo O(n), uma vez

que no Lema 2.2 acima vimos que qualquer outro subgrupo fechado maximal é conjugado

a O(n).
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2.2 Ações Anosov: Teoria Geral

Introduzimos nesta seção o objeto principal do trabalho, as ações Anosov de Rk. A

definição no entanto pode ser feita para um grupo de Lie qualquer. Estamos interessados

em definir o conjunto de elementos Anosov (Definição 2.12), bem como as folheações

decorrentes dos subfibrados associados a ação. Além de exemplos protótipos de ações

Anosov, exibimos ainda os conceito de pontos não-errantes (Definição 2.15) e trasitividade

(Definição 2.16).

Definição 2.12 (Ação Anosov). Uma ação ϕ : G × M −→ M localmente livre, de

classe C∞ é Anosov se existe a ∈ G tal que o difeomorfismo g = ϕ(a, ·) = ϕa age de

maneira normalmente hiperbólica com respeito a folheação definida pelas órbitas. Ou

seja, existem números reais ¼ > 0, C > 0 e uma decomposição cont́ınua e Dg-invariante

TM = Ess
a · Tϕ· Euu

a , tal que:

||Dgn
∣∣
Ess

a
|| f Ce−¼n, ∀ n > 0,

||Dgn
∣∣
Euu

a
|| f Ce¼n, ∀ n < 0.

Nesta definição Tϕ é a distribuição tangente às orbitas da ação.

O elemento a ∈ G satisfazendo esta definição é chamado de elemento Anosov ou

elemento regular . Os casos mais estudados são quando G = Z (difeomorfismos Anosov)

e quando G = R (fluxos Anosov). Nestas duas situações cada elemento não trivial de G

é elemento Anosov, mas isso de modo geral não necessariamente é assim como mostra a

Observação 2.4.

Hirsch, Pugh and Shub [23] desenvolveram a teoria básica de transformações normal-

mente hiperbólicas. Em decorrência disso obtemos que a decomposição do fibrado tan-

gente TM = Ess
a · Tϕ· Euu

a é Hölder cont́ınua e que os subfibrados Ess
a , E

uu
a , Tϕ· Ess

a

e Tϕ· Euu são unicamente integráveis. As respectivas folheações são denotadas assim:

� Ess
a F ss

a (folheação estável forte),

� Euu
a Fuu

a (folheação instável forte),

� Ess
a · Tϕ F s

a (folheação estável fraca),
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� Euu
a · Tϕ Fu

a (folheação instável fraca).

Lema 2.3 (Barbot-Maquera [6]). Seja g = ϕ(a, ·) o difeomorfismo dado na Definição

2.12 e considere h :M −→M um difeomorfismo que comuta com g e tal que o subfibrado

Tϕ seja invariante por Dh. Então, o subfibrados Ess
a e Euu

a são invariantes por Dh.

Dados a e b ∈ Rk, ϕa ◦ ϕb = ϕb ◦ ϕa, ou seja, os difeomorfismos da ação Anosov

comutam dois a dois e consequentemente os subfibrados instável e estável (forte e fraco)

são preservados pela ação ϕ. Também, cada folheação FÃ
a (Ã = ss, uu, s, u) é preservada

por todo difeomorfismo que comuta com a.

As folheações Fuu
a e F ss

b possuem folhas homeomorfas a planos. Isso decorre do co-

nhecido Teorema da Variedade Estável Local para sistemas hiperbólicos. Denotamos por

A = A(ϕ) o conjunto de elementos Anosov de ϕ (ação Anosov de Rk sobre M). Cha-

mamos A de conjunto de Anosov ou conjunto regular . Até o momento o que se conhece

desse conjunto A é dado pela proposição a seguir.

Proposição 2.2 (Barbot-Maquera [6]). O conjunto de elementos Anosov A é aberto em

Rk e cada componente conexa é um cone aberto e convexo.

i Cada componente conexa de A chamada de câmara.

ii Um subcone regular é um cone aberto convexo contido numa câmara.

iii Se, Aa é a componente conexa que contém a, então FÃ
a = FÃ

b (Ã = ss, uu, s, u) para

todo b ∈ Aa.

iv Uma ϕ-órbita, tal que, o subgrupo de isotropia contém um elemento Anosov é com-

pacta.

Foi conjecturado por A. Katok que o conjunto de elementos Anosov de uma ação

Anosov é aberto e denso.

Observação 2.4. Decorre da proposição acima que não podemos ter A = Rk (k g 2)

(esta mesma observação é válida para fluxos Anosov). De fato, de acordo com a definição

de ações Anosov se a e −a são elementos Anososv, então Euu
a (x) = Ess

−a(x) para todo

x ∈ M . No entanto se supormos A = Rk estaŕıamos contradizendo o item (iii) da



2.2. AÇÕES ANOSOV: TEORIA GERAL 24

proposição anterior que, neste caso, nos garante que a decomposição TM = Euu
a ·Tϕ·Ess

a

é constante num cone.

A seguir apresentamos alguns exemplos de ações Anosov (exemplos complementares

podem ser obtidos em Barbot-Maquera [6]).

Exemplo 2.2 (Suspensões). Considere uma ação ϕ̃ : Rk×N −→ N sobre uma variedade

fechada N . Em N × Rk consideramos a seguinte relação de equivalência: dados (x, u) e

(y, v) ∈ N × Rk, (x, u) ∼ (y, v) se, e somente se, u − v = n ∈ Zk e y = ϕ̃n(x) = ϕ̃(x, n),

ou seja, (y, v) = (ϕ̃n(x), u− n).

Com isso temos a variedade quociente M = (M × Rk/ ∼) e os campos verticais

∂
dx1
, · · · , ∂

dxk
. Definimos assim a seguinte ação φ em M ×N , onde

φ((u1, · · · , uk), p) =
k∑

i=1

ui ·
∂

dxi
(p),

que consequentemente induz uma ação ϕ : Rk ×M −→ M no quociente M , chamada de

ação suspensão. Esta ação é Anosov se, e somente se, algum elemento de Zk induz um

difeomorfismo Anosov sobre N .

Definição 2.13. Dada uma ação localmente livre ϕ : Rk × M −→ M , dizemos que

ϕ é uma suspensão se existe uma subvariedade N ¢ M de codimensão k e uma ação

ϕ̃ : Zk ×N −→ N , tal que, ϕ é suspensão de ϕ̃.

No caso de fluxos, ser suspensão é equivalente a existir uma seção transversal global.

No entanto para ações ϕ : Rk ×M −→ M essa equivalência não é verdade em geral, ou

seja, exibir uma seção transversal global não implica necessariamente que ϕ é a suspensão

de uma ação de Zk. A suspensão de uma ação algébrica (ver Definição 5.6) é algébrica.

Existem ações algébricas que não são suspensões, por exemplo, o fluxo geodésico. O

seguinte exemplo, o qual é fornecido pela teoria clássica de grupos de Lie semi-simples

(ver San Martin [41]), e que generaliza o fluxo geodésico é um modelo algébrico para o

caso de ações Anosov de Rk.

Exemplo 2.3 (Ação da Câmara de Weyl). Seja G um grupo de Lie real conexo semi-

simples com centro finito e seja G sua álgebra de Lie. Seja Γ um reticulado uniforme livre

de torção em G e a um subespaço de Cartan de uma R-decomposição de G.
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O centralizador de a em G é a soma a·K, onde K é a álgebra de Lie de um subgrupo

compacto K de G. A ação a direita de a induz uma ação de Rk sobre o biquociente

M = Γ\G/K. A ação adjunta de a sobre G preserva a seguinte decomposição:

G = K · a·
∑

³∈
∑
G³

onde cada raiz ³ são formas lineares descrevendo a restrição de ad(a) em G³. Os elementos

regulares a de a para os quais ³(a) ̸= 0, correspondendo as câmaras de Weyl do grupo de

Lie, formam uma união de abertos convexos de elementos Anosov.

O exemplo anterior pode ser visto com detalhes completos em Almeida [2], nesse

também é mostrado que a ação dada pelo exemplo acima é de k-contato generalizada

(Definição 2.20). O conceito de k-contato será explorado na próxima seção (Seção 2.3)

e será importante para os objetivos desse trabalho.

Exemplo 2.4. SejaN uma n-variedade e φt um fluxo Anosov de codimensão-1 (dim(Euu) =

1) sobre N (ou seja, n g 3). Constrúımos assim uma ação Anosov ϕ de Rk (k g 2) de

codimensão-1 sobreM = N×Tk−1. Para facilitar a notação e visualização fixamos k = 2.

Ou seja, Tk−1 = S1. Consideramos o sistema de coordenadas (x, ¹) ∈ N ×S1 e denotamos

por φs
0 o fluxo vertical gerado pelo campo ∂

∂¹
.

Definimos os seguinte fluxos em M :

Èt
1((x, ¹)) = (φt(x), ¹) e Ès

2((x, ¹)) = (x, φs
0(¹)).

Estes fluxos são comutativos. De fato:

Èt
1 ◦ Ès

2((x, ¹)) = Èt
1((x, φ

s
0(¹))) = (φt(x), φs

0(¹)) = Ès
2((φ

t(x)), ¹) = Ès
2 ◦ Èt

1((x, ¹)).

Segue da Observação 2.2 que Èt
1 e Ès

2 definem uma ação de R2 sobre M .

ϕ(tv1 + sv2, (x, ¹)) = Èt
1 ◦ Ès

2((x, ¹)). (2.2)

Esta ação (2.2) é Anosov. De fato, Um posśıvel elemento Anosov é da forma (t0v1 +

0v2) ∈ R2 que nos da o difeomorfismo parcialmente hiperbólico: ϕ(t0v1,0) : M −→ M .

Definimos uma decomposição em TM da seguinte maneira: para cada (x, ¹) ∈ M de-

finimos T(x,¹)M = Êss
(x,¹) · T(x,¹)ϕ · Êuu

(x,¹) em que Êss
(x,¹) = Dφs0

0 ((x, 0))
∣∣
Ess

(x,0)

e Êuu
(x,¹) =



2.2. AÇÕES ANOSOV: TEORIA GERAL 26

Dφs0
0 ((x, 0))

∣∣
Euu

(x,0)

para algum s0 ∈ R (ou seja, estou definindo no espaço tangente ao ponto

(x, ¹) um subespaço advindo via difeomorfismo de um subespaço tangente ao ponto (x, 0)

na seção zero N × 0).

No caso geral, basta utilizar os (k − 1) fluxos gerados pelos campos coordenados ∂
∂¹j

(j = 1, · · · , (k−1)) de Tk−1 e φt para obter uma ação de Rk. Cada órbita da ação definida

acima é um produto de uma órbita de φt por S1.

No exemplo anterior se dim(n) > 4, então dado φt um fluxo Anosov de codimensão-1

emN , Verjovsky [48] (Teorema de Verjovsky) nos diz que φt é transitivo (tem órbita densa

em N). Neste caso, a ação Anosov de codimensão-1 associada também será transitiva

uma vez que dim(M) > 2 + k (Barbot-Maquera [6]). No caso em que dim(N) = 3 o

exemplo de Franks-Williams [17] (Anomalous Flow) mostra que existem fluxos Anosov

não transitivos. Então se Èt é o Anomalous Flow o quociente M no exemplo acima terá

dimensão igual a 2 + k e consequentemente a ação Anosov não é transitiva (Barbot-

Maquera [6]).

Para ações Anosov uma pergunta recorrente é a seguinte: quais teoremas e definições

sobre fluxos Anosov podem ser generalizados para uma ação Anosov? Para nossos propósitos,

começamos enunciando o teorema da vizinhança produto.

Observação 2.5. Para todo ¶ > 0, denotamos por FÃ
¶ (p) uma bola aberta na métrica

induzida em FÃ com centro em p e raio ¶, onde Ã = ss, uu, s, u.

Teorema 2.3 (Vizinhança Produto - ver por exemplo Barbot-Maquera [6]). Seja ϕ :

Rk ×M −→ M uma ação Anosov. Existe ¶0 > 0, tal que, para todo ¶ ∈ (0, ¶0) e para

todo p ∈M , as aplicações:

[., .]u : F s
¶ (x)×Fuu

¶ (x) −→ M
(y, z) 7−→ [y, z]u = F s

2¶(z) ∩ Fuu
2¶ (y)

,

[., .]s : F ss
¶ (x)×Fu

¶ (x) −→ M
(y, z) 7−→ [y, z]s = F ss

2¶ (z) ∩ Fu
2¶(y)

estão bem definidas e são homeomorfismos em suas imagens.

Em Arbieto-Morales [4] são apresentados resultados e definições no contexto de ações

Anosov, semelhantes aqueles já conhecidos para fluxos Anosov. Exemplos: Closing
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Lemma, Axioma A, estabilidade estrutural; decomposição espectral, pontos não-errantes,

entre outros.

Teorema 2.4 (Closing Lemma - Arbieto-Morales [4], pág. 71). Seja M uma variedade

fechada, ϕ uma ação Anosov de Rk sobre M e a ∈ Rk um elemento Anosov. Existem

constantes ϵ, C e ¼ dependendo continuamente de ϕ na topologia C1 e a, tais que: se,

para algum x ∈M e t ∈ R

d(ϕ(ta, x), x) < ϵ,

então existem um ponto y ∈M e uma curva diferenciável µ : [0, t] −→ Rk, tais que, para

todo s ∈ [0, t] temos:

1. d(ϕ(sa, x), ϕ(µ(s), y)) < Ce−¼(min{s,t−s})d(ϕ(ta, x), x);

2. ϕ(µ(t), y) = ϕ(¶, y), onde ||¶|| < Cd(ϕ(ta, x), x);

3. ||µ′ − a|| < Cd(ϕ(ta, x), x).

Observação 2.6. Seja C uma câmara contendo a (elemento Anosov) de uma ação ϕ.

Fixado a, o item 3 do Closing Lemma implica que se, d(ϕ(ta, x), x) é suficientemente

pequeno, o vetor tangente µ′ pertence a C, portanto, µ está contida em C. Além disso,

se d(ϕ(ta, x), x) é suficientemente pequeno, pelo item 2 do Closing Lemma µ(t) − ¶ per-

tence a C (essa diferença tem inclinação próxima a µ(t) uma vez que ||¶|| é pequeno).

Consequentemente, a órbita de y é fechada já que µ(t)− ¶ ∈ Gy

ϕ(µ(t)− ¶, y) = ϕ(µ(t), ϕ(−¶, y)) = ϕ(µ(t), ϕ(−µ(t), y)) = ϕ(0, y) = y.

Definimos agora a noção de ponto não-errante para ações. Esta definição, no caso de

ações Anosov permite uma importante aplicação do Closing Lemma (Teorema 2.4).

Definição 2.14 (Ponto não-errante - Definição geral). Dada uma ação ϕ (não necessa-

riamente Anosov) de um grupo de Lie G em M , um ponto x ∈ M é chamado de ponto

não-errante se, para qualquer vizinhança aberta U de x e todo conjunto compactoK ¢ G,

existe um v ∈ G−K, tal que, ϕv(U) ∩ U ̸= ∅. Denotamos por Ω ou Ω(ϕ) o conjunto de

pontos não-errantes de ϕ.
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O conjunto Ω é invariante por ϕ, além disso a fronteira de uma órbita de um ponto

x ∈ Ω esta contida em Ω (Arbieto-Morales [4]). Para o caso de Ações Anosov de Rk

particularizamos a noção de ponto não-errante. Fixado um subcone regular C0 definimos

o seguinte:

Definição 2.15 (Ponto não-errante com respeito a um subcone - Ação Anosov de Rk).

Seja ϕ uma ação Anosov e C0 um subcone regular. Um ponto x ∈M é chamado de ponto

não-errante com respeito a C0 se, para qualquer vizinhança aberta U contendo x, existe

um v ∈ C0, ||v|| > 1, tal que, ϕv(U) ∩ U ̸= ∅. Denotamos por Ω(C0) o conjunto de pontos

não-errantes com respeito a C0.

Proposição 2.3 (Arbieto-Morales [4]). Seja ϕ uma ação Anosov de Rk sobre M . Então

a união de órbitas compactas é densa no conjunto de pontos não errantes Ω(C0) com

respeito a um subcone regular C0.

Demonstração: Seja x ∈ Ω(C0), ϵ > 0 e Uϵ uma ( ϵ
2C+1

)-vizinhança de x em M onde

C é igual no Closing Lemma. Então existe v ∈ C0, tal que, ϕv(Uϵ) ∩ Uϵ ̸= ∅. Agora,

ϕ−v(ϕv(Uϵ) ∩ Uϵ ̸= ∅) = ϕ−v(ϕv(Uϵ)) ∩ ϕ−v(Uϵ) = Uϵ ∩ ϕ−v(Uϵ) ̸= ∅. Além disso, temos

que ϕv(Uϵ ∩ ϕ−v(Uϵ)) ¢ ϕv(Uϵ) ∩ Uϵ ̸= ∅. Ou seja, fixado um y ∈ Uϵ ∩ ϕ−v(Uϵ) vale que

d(ϕv(y), y) <
2ϵ

2C+1
e que d(y, x) < ϵ

2C+1
.

Pelo Closing Lemma (Teorema 2.4) e pela Observação 2.6, existe um ponto z ∈M e

um w ∈ Rk (w = µ(t)− ¶), tal que, ϕw(z) = z e cuja ϕ-órbita de z é compacta. Também

vale que d(y, z) < Cd(ϕv(y), y) <
C2ϵ
2C+1

. Assim,

d(x, z) f d(x, y) + d(y, z) <
ϵ

2C + 1
+

C2ϵ

2C + 1
= ϵ.

Isso mostra que o conjunto das órbitas compactas de ϕ (Comp(ϕ)) é denso em Ω(C0) (pro-
vamos que x pertence ao fecho deste conjunto intersectado com Ω(C0)).

Definição 2.16. Uma ação Anosov ϕ é dita topologicamente transitiva se para quaisquer

abertos U e V em M , existe v ∈ C0, tal que, ϕv(U) ∩ V ̸= ∅.

Outra aplicação importante do Closing Lemma é a decomposição espectral para ações

Anosov de Rk, cuja demonstração pode ser encontrada em Arbieto-Morales [4] e Barbot-

Maquera [6].
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Teorema 2.5 (Decomposição Espectral - ações Anosov de Rk). Seja ϕ : Rk −→ Diff r(M)

uma ação Anosov. Então o conjunto de pontos não errantes Ω(C0) é uma união finita

Ω(C0) = Ω1 ∪ · · · ∪ Ωp de conjuntos invariantes, compactos, transitivos e dois a dois

disjuntos Ωi (i = 1, · · · , p).

Lema 2.4 (Almeida [2]). Seja ϕ : Rk×M −→M uma ação Anosov que preserva volume,

então ϕ é topologicamente transitiva.

Demonstração: Dado x ∈M fixamos g ∈ Br(0)
c (r g 1), tal que, g ∈ C0 o difeomorfismo

ϕg :M −→M preserva volume. Fixada uma vizinhança arbitrária U de x, pelo Teorema

de Recorrência de Poincaré para quase todo ponto y ∈ U existe n ∈ N de modo que ϕ(n ·
g, y) ∈ U . Ou seja, ϕng(U)∩U ̸= ∅. Como ng ∈ Bnr(0)

c ¢ Br(0)
c, temos que x é um ponto

não-errante com respeito a C0 (Definição 2.15). Assim, Ω(C0) = M e como M é conexa

segue do teorema da decomposição espectral (Teorema 2.5) que ϕ é topologicamente

transitiva (de acordo com a Definição 2.16).

No Teorema 2.5 apenas a hipótese de ser uma ação Anosov de Rk é suficiente para

obtermos a decomposição espectral. No entanto, para ações de um grupo de Lie em geral

existe a noção de ação Axioma A, análoga aquela para fluxos.

Definição 2.17 (Axioma A). Seja ϕ uma ação Anosov de G (grupo de Lie) sobre M .

Dizemos que ϕ é Axioma A se, as órbitas compactas são densas em Ω(C0) e existe um

elemento Anosov a pertence ao centro de G.

Teorema 2.6 (Decomposição Espectral - ações Anosov de um grupo de Lie G). Seja

ϕ : G −→ Diff r(M) uma ação Anosov Axioma A. Então o conjunto de pontos não

errantes Ω(C0) é uma união finita Ω(C0) = Ω1∪· · ·∪Ωp de conjuntos invariantes, disjuntos

e compactos Ωi (i = 1, · · · , p). Além disso, a ação é transitiva quando restrita a cada Ωi.
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2.3 Ações Anosov de k-Contato Generalizadas

Apresentamos nesta seção o conceitos de estrutura de k-contato generalizada que nos

fornece uma ação Anosov de contato. Além disso, estudamos algumas propriedades fun-

damentais dessas ações.

Definição 2.18 (Almeida [2]). Uma estrutura de k-contato generalizada em uma vari-

edade M de dimensão 2n + k é uma coleção de k 1-formas {³1, · · · , ³k} (linearmente

independentes) e uma decomposição TM = I · F , dim(I) = k, tais que:

� F =
k⋂

i=1

ker(³i),

� d³j

∣∣∣
F
é não degenerada, ∀ 1 f j f k,

� ker(d³n
j ) = I, ∀ 1 f j f k.

Esta estrutura é denotada por (M,³, TM = I · F ) onde ³ = (³1, · · · , ³k).

Segue da definição que para todo j = 1, · · · , k vale que ³1'· · ·'³k'd³n
j é uma forma

de volume. Além disso, como dim(F ) = 2n a condição de d³j|F ser não degenerada é

equivalente a d³n
j |F ̸= 0.

Definição 2.19. O posto de uma forma diferencial É no ponto y ∈M é a codimensão do

espaço caracteŕıstico

C (É)(y) = {X ∈ TpM | iXÉ(y) = 0 e iXdÉ(y) = 0}.

Lema 2.5 (Almeida [2]). As 1-formas que definem a estrutura de k-contato generalizada

possuem posto (“rank”) constante.

Lema 2.6 (Almeida [2]). Para cada j, existe um único campo de vetor Xj ∈ X (M, I)

(espaço dos campos de vetores tangentes ao fibrado I), tal que, ³i(Xj) = ¶ij. Dados i, j

com i ̸= j temos que [Xi, Xj] = 0 (cada campo comuta com outro). Chamamos estes

campos de vetores de campos de vetores de Reeb.

A existência de campos de Reeb (comutativos) mostra que estruturas de k-contato

generalizadas estão associadas com uma ação φ de Rk sobre M (chamada de ação de
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k-contato generalizada). Além disso, se a decomposição TM = I · F é suave, então a

ação associada bem como cada campo de vetores Xj também são suaves. Em Almeida

[2] (Exemplo 3.2.7) é mostrada uma forma de construir exemplos de ações de k-contato

generalizadas.

Definição 2.20. Uma ação de k-contato generalizada ϕ é chamada Anosov de k-contato

generalizada se ϕ é Anosov.

Lema 2.7 (Almeida [2]). Seja ϕ uma ação de k-contato generalizada numa variedade

fechada M . Então ϕ não admite uma seção transversal global. Isto é, a não admite uma

subvariedade imersa N de codimensão k transversa às órbitas da ação.

Demonstração: Suponhamos que N ¢M seja uma seção transversal global, então a res-

trição de d¼nj em N é uma forma de volume. Uma vez que d¼nj = d(¼j'd¼n−1
j ) e pelo Teo-

rema de StokesN deve ter volume zero, isso é uma contradição.

Observação 2.7. O Lema 2.7 nos diz que uma ação Anosov de k-contato generalizada

não pode ser uma suspensão.

Lema 2.8 (Almeida [2]). A distribuição F na estrutura de k-contato generalizada não é

integrável.

Demonstração: Suponha que F seja integrável. Pelo Teorema 2.2 (Frobenius), isso é

equivalente a dizer que o colchete [F, F ] ¢ F . Tomando dois campos de vetores Z e W

em F temos que ³j(Z) = ³j(W ) = ³j([Z,W ]) = 0. Assim,

d³j(Z,W ) = Z(³j(W ))−W (³j(Z))− ³j([Z,W ]) = 0.

Isso contradiz o fato de d³j ser uma forma não degenerada em F .
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CAPÍTULO 3

ESTRUTURAS CONFORMES E

IRREDUTIBILIDADE

Neste caṕıtulo estudamos mais alguns resultados e conceitos essenciais para obtenção do

resultado principal da tese. Na Seção 3.1 mostramos que existe um fibrado de classes

u-conformes, localmente trivial, sobre M . Além disso, provamos que a fibra t́ıpica desse

fibrado é difeomorfa ao quociente SL(n)
SO(n)

(Proposição 3.1). Definimos nessa fibra uma ação

de GL(n) por isometrias (Definição 3.3) que está relacionada com a utilização de métricas

invariantes e posteriormente, nos caṕıtulos seguintes, com o estudo de ações Anosov u-

conformes. O Lema 3.4 determinou a existência de discos mı́nimos contendo conjuntos

limitados não vazios em SL(n)
SO(n)

, no Caṕıtulo 4 essa será uma ferramente essencial para

obtenção de uma estrutura u-conforme invariante.

Na Seção 3.2 deste caṕıtulo apresentamos o conceito de irredutibilidade para ações

Anosov (Definição 3.6) e mostramos que ações Anosov de k-contato generalizadas são ir-

redut́ıveis (Teorema 3.5). A irredutibilidade de uma ação Anosov nos garante a existência

de uma medida de Margulis em M .

3.1 Fibrado de Estruturas Conformes

Seja À um subfibrado vetorial de TM com fibra t́ıpica Rn.

1. Um produto interno g em À é uma escolha Cr (r g 0) gx : Àx× Àx −→ R de produtos

internos.

2. Dois produtos internos em À, g e g′ são conformalmente equivalentes se existe uma

função f : M −→ R+ suave, tal que, g = f 2g′ (denotamos por g ∼ g′ essa relação

de equivalência).
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3. Uma classe de equivalência Ä = [g] é chamada de estrutura conforme de M ao longo

de À (ou simplesmente estrutura À-conforme).

Dada uma estrutura À-conforme Ä , é sempre posśıvel representar a classe Ä(x) por um

elemento cuja matriz possui determinante igual a 1 (Tukia [47] - Seção D). Portanto,

dado x0 ∈M o conjunto das classes conformes em Àx0 é identificado com:

CÀ
x0

= {A | A = AT > 0; det(A) = 1}. (3.1)

Denotamos por FÀ
x0

= {A | A = AT > 0} o conjunto das matrizes simétricas e

definidas positivas, logo CÀ
x0

¢ FÀ
x0
. Mostraremos na proposição a seguir que (CÀ, Ã,M)

onde

� CÀ = {(x, [gx]) | [gx] = classe de produtos internos equivalentes em Àx}, e

� Ã é a projeção canônica,

é um fibrado localmente trivial, chamado de fibrado de classes À-conformes.

Figura 3.1: Fibrado de classes À-conformes (localmente trivial).

Proposição 3.1. A tripla (CÀ, Ã,M) é um fibrado localmente trivial com fibra t́ıpica SL(n)
SO(n)

.

Demonstração: Dado x0 ∈ M , mostraremos inicialmente que existe um difeomorfismo

entre CÀ
x0

e SL(n)
SO(n)

. De fato, definimos a seguinte aplicação:

f : SL(n)
SO(n)

−→ CÀ
x0

[P ] 7−→ PP T
,

onde

[P ] = {Q ∈ SL(n) | ∃ X ∈ SO(n); Q = PX} (classe de P ∈ SL(n)).
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A matriz PP T tem determinante igual a 1, uma vez que det(PP T ) = det(P ) det(P T ) =

1 (P ∈ SL(n,R)). A matriz PP T também é simétrica: (PP T )T = (P T )T (P T ) = PP T .

Além disso, PP T é definida positiva. De fato, dado x ∈ Rn temos que xTPP Tx =
〈
x, PP Tx

〉
=
〈
P Tx, P Tx

〉
=
∣∣∣∣P Tx

∣∣∣∣2 > 0, sempre que x ̸= 0. Assim, PP T pertence a

CÀ
x0
.

A aplicação f independe do representante da classe: seja Q ∈ [P ], então existe um

elemento X ∈ SO(n), tal que, Q = PX. Temos [Q] 7−→ (Q)(Q)T = PXXTP T = PP T

(X ∈ O(n), logo XXT = In).

Sobrejetividade de f : Dada uma matriz A ∈ CÀ
x0
, queremos escrevê-la da forma A = PP T

para algum P ∈ SL(n). A matriz A é diagonalizável (simétrica) e pelo Teorema Espectral,

existe uma matriz ortogonal Q (QT = Q−1), tal que: A = QTA0Q, onde

A0 =




¼1
. 0
.

0 .
¼n



.

Definimos a seguinte matriz:

PA =




√
¼1

. 0
.

0 . √
¼n



.

Fazendo PA(PA)
T = A0, temos que: A = QTPA(PA)

TQ = QTPA(Q
TPA)

T . Se, deno-

tarmos QTPA = P , vale que A = PP T .

Injetividade de f : Dadas as imagens PP T = QQT devemos mostrar que [P ] = [Q] em

SL(n)
SO(n)

(ou seja, existe X ∈ SO(n), tal que, Q = PX). Isso é verdade, pois escrevendo

P = Q[QT (P T )−1] a matriz R = QT (P T )−1 é ortogonal:

RRT = (QT (P T )−1)(QT (P T )−1)T = QT (P T )−1((P T )−1)T (QT )T

= QT (P T )−1P−1Q = QT (PP T )−1Q = QT (QQT )−1Q

= QT (QT )−1Q−1Q = In.
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A seguir estudamos as trivializações locais e mudanças de coordenadas de
(
CÀ, Ã,M, SL(n)

SO(n)

)
.

Denotamos por {Ui}i∈Λ a cobertura de M dada pelas trivializações de À.

Dados i, j tais que Ui ∩ Uj ̸= ∅ denotamos por Φij(x, v) = (x, hij(x, v)) a aplicação

que faz a mudança de coordenada Φ : Ui × Rn −→ Uj × Rn com x ∈ Ui ∩ Uj. Neste caso

hij(x, v) = hxij(v) é um isomorfismo linear hxij : R
n −→ Rn.

Para o fibrado
(
CÀ, Ã,M, SL(n)

SO(n)

)
, usamos a cobertura {Ui}i∈Λ acima. Uma vez que

para cada x0 ∈M a fibra Àx0 é isomorfa a Rn, podemos sempre pensar em CÀ
x0

identificado

com o conjunto das classes conformes de Rn.

Ou seja, para a cobertura {Ui}i∈Λ de M existem difeomorfismos

fi : Ã
−1((U)i) −→ Ui ×

SL(n)

SO(n)
, (i ∈ Λ)

que tornam os diagramas abaixo comutativos:

Ã−1(Ui)
fi

//

Ã

��

Ui × SL(n)
SO(n)

p

��

Ui

.

Isto é Ã = p ◦ fi (p é a projeção no primeiro fator). Agora, dados i, j ∈ Λ, tais que

Ui ∩ Uj ̸= ∅ definimos uma aplicação Ψij(x, Ä) = (x, gij(x, Ä)), x ∈ Ui ∩ Uj semelhante

aquela Φij(x, v) = (x, hij(x, v)) definida para a mudança de coordenada do fibrado Euu.

Para isso, observamos que o fato de hij(x, y) = hxij(y) ser um isomorfismo de Rn

(hxij : R
n −→ Rn), esta aplicação preserva produtos internos, no seguinte sentido: dado um

produto interno g em Rn, podemos definir um novo produto interno µ fazendo µ(v, w) =

g(hxij(v), h
x
ij(w)).

Além disso, para um escalar ¼, vale que ¼µ(v, w) = ¼g(hxij(v), h
x
ij(w)). Definimos assim

uma aplicação gxij : SL(n)
SO(n)

−→ SL(n)
SO(n)

que preserva classes e temos os seguinte diagrama

comutativo:

Ã−1(Ui ∩ Uj)

fj

$$

fi

zz

(Ui ∩ Uj)× SL(n)
SO(n)

Ψij
// (Ui ∩ Uj)× SL(n)

SO(n)
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Ratificamos portanto que
(
CÀ, Ã,M, SL(n)

SO(n)

)
é um fibrado localmente trivial.

Definição 3.1. Uma seção Ä do fibrado
(
CÀ, Ã,M, SL(n)

SO(n)

)
é chamada de estrutura À-

conforme.

Figura 3.2: Fixado x ∈M , Ä(x) é um elemento de SL(n)
SO(n)

.

Observação 3.1 (Mass [39]). No caso em que n = 2 identificamos CÀ
x0

com o espaço

hiperbólico de dim(3).

Dada uma ação Anosov ϕ : Rk × M −→ M , no caso particular em que À = EÃ
a

(Ã = ss, uu) denotamos por CÃ
x a fibra em x ∈M , por CÃ o espaço total e chamaremos o

fibrado (Cuu, Ã,M, SL(n)
SO(n)

) de fibrado de classes Ã-conformes (Ã = ss, uu). Dizemos ainda

que uma seção Ä desse fibrado é uma estrutura Ã-conforme sobre M (Ã = ss, uu).

A seguir definimos ações naturais de GL(n) em Cuu
x0

e Fuu
x0
. Particularizamos daqui em

diante ao caso À = Euu
a com a ∈ C0 um cone Anosov fixo. Isso se faz necessário, pois

no Caṕıtulo 4 estaremos iteressados em ações Anosov uniformemente u-quaseconformes

(Definição 4.1).

Definição 3.2. Dado x ∈ M , definimos uma ação do grupo GL(n) em Fuu
x da seguinte

forma:

φ : GL(n)× Fuu
x −→ Fuu

x

(U, T ) 7−→ UTUT .

Analogamente a demonstração feita no Lema 3.1 podemos exibir um difeomorfismo

entre Fuu
x0

e GL(n)
O(n)

. Para o que segue precisamos definir uma métrica em Fuu
x0
. Começamos

definimos em Fuu
x0

a seguinte forma diferenciável: ds2 = tr(T−1dTT−1dT ) = tr(T−1dT )2,

onde dT é uma matriz de diferenciais, ou seja, dT = (dtij).
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Lema 3.1 (Mass [39]). A forma ds2 é invariante pela ação de GL(n) em Fuu
x0
. Além

disso, ds2 é positiva definida o que Fuu
x0

uma variedade Riemanniana.

Demonstração: Um elemento U ∈ GL(n) age em T ∈ Fuu
x0

da seguinte forma: T 7−→
UTUT . Para uma matriz dT : dT 7−→ UdTUT . Uma vez que (UTUT )−1 = (UT )−1T−1U−1

temos que a forma diferencial T−1dT é transformada pela ação de U em

(UTUT )−1UdTUT = (UT )−1T−1dTUT ,

dáı

tr(((UT )−1T−1dTUT )((UT )−1T−1dTUT )) = tr((T−1dTT−1dT )(UT (UT )−1))

= tr(T−1dTT−1dT )

= tr(T−1dT )2

= ds2.

Portanto ds2 é de fato invariante pela ação de GL(n). Para ver que esta forma é definida

positiva definimos W = W T = (
√
T )−1dT (

√
T )−1 = (wij), então

ds2 = tr(T−1dT )2 = tr(WW T ) =
∑

ij

w2
ij g 0.

O teorema a seguir, devido a Maas [39] (pág 27) nos fornece uma expressão para

medir a distância entre dois pontos T0 e T1 em Fuu
x0
.

Teorema 3.1 (Maas [39]). Sejam T0 e T1 pontos arbitrários em Fuu
x0
. Existe uma única

curva µ de comprimento mı́nimo ligando T0 a T1. O comprimento de µ é dado por:

(
n∑

i=1

(log ti)
2

) 1
2

,

onde t1, · · · , tn denotam os zeros de det(tT0 − T1).

No caso em que T0 = In temos que t1 = ¼1, · · · , tn = ¼n são os autovalores de T1.

Denotamos a distância entre T1 e T0 por d(T1, T0). Em Mass [39] é provado que Cuu
x0

é

uma subvariedade geodésica de Fuu
x0

(ou seja, dados dois pontos A0 e A1 em Cuu
x0

a geodésica

ligando A0 a A1 pertence a Cuu
x0
).
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Definição 3.3 (Ação por Isometrias). Definimos uma ação do grupo GL(n) em Cuu
x0

da

seguinte forma:

È : GL(n)× Cuu
x −→ Cuu

x

(U, T ) 7−→ U [A] = | det(U)|−2
n UTUT .

Observação 3.2. O termo | det(U)|−2
n é necessário para termos as igualdades:

det(U [A]) = (| det(U)|−2
n )n det(UAUT )

= | det(U)|−2(det(U))2 det(A) = 1.

Ou seja, que GL(n) realmente age Cuu
x0
.

Se adicionarmos o termo
√
n

2
a ds2 obtemos ds2 =

√
n

2
tr(A−1dA)2. A distância de In a

A ∈ Cuu
x0

se torna:

d(In, A) =

√
n

2
((log ¼1)

2, · · · , (log ¼n)2)
1
2 .

Observação 3.3. Podemos por conveniência definir a ação de acima com a transposta

pela esquerda, ou seja, U [A] = | det(U)|−2
n UTTU .

Lema 3.2. Dado U ∈ GL(n) a aplicação A 7−→ U [A] (dada pela ação de GL(n) em Cuu
x0
)

é uma isometria.

Demonstração: Mostraremos que d(A0, A1) = d(U [A0], U [A1]). De fato,

U [A0] = | det(U)|−2
n (UA0U

T ) e U [A1] = | det(U)|−2
n (UA1U

T ).

Fazendo (U [A0])
−1(B[A1]) = B−1A−1

0 (BT )−1BTA1B = B−1(A−1
0 A1)B temos uma con-

jugação entre (A−1
0 A1) e (U [A0])

−1(B[A1]). Assim, vale que

d(A0, A1) = d(In, A
−1
0 A1)

= d(In, (U [A0])
−1(B[A1]))

= d(U [A0], U [A1]).

Como a distância de uma matriz a identidade depende apenas de seus autovalores (Teo-

rema 3.1) e a conjugação preserva autovalores, as igualdades acima fazem sentido.

Algumas vezes é importante definir em Cuu
x0

uma segunda métrica d′ equivalente a d,

tal que, em dimensão n = 2 vale que d = d′ (esta igualdade acontece quando adicionamos

o fator
√
n

2
) a ds2. A distância d′ é assim definida:
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Definição 3.4 (Tukia [47]). Dados In e A em Cuu
x0
,

d′(In, A) =
n

2
max(log ¼Amax, log

1

¼Amin

),

em que ¼Amax é o maior e ¼Amin é o menor autovalor de A respectivamente.

Lema 3.3 (Tukia [47]). As métricas d e d′ são equivalentes.

Fixado x0 ∈M , listamos abaixo mais alguns resultados importantes sobre a fibra Cuu
x0
:

1. O espaço SL(n)
SO(n)

é uma variedade Riemanniana globalmente simétrica (Ver Helgason

[21], pág. 518).

2. O espaço SL(n)
SO(n)

é do tipo não compacto (“non-compact type”), ou seja, a álgebra de

Lie simétrica ortogonal associada a este espaço (Ver Helgason [21], pág. 213) é do

tipo não compacta (Ver Helgason [21], pág. 230). O cálculo dessa álgebra de Lie

mencionada pode ser obtido em Helgason [21], pág. 451.

3. O espaço SL(n)
SO(n)

possui curvatura seccional negativa (Ver Helgason [21], pág. 213).

4. Dos 3 fatos anteriores temos que: SL(n)
SO(n)

é uma variedade Riemanniana completa,

simplesmente conexa e curvatura negativa.

Para demonstrar o Lema a seguir fazemos algumas definições e notações prelimina-

res. Seja N uma variedade riemanniana completa, simplesmente conexa e de curvatura

negativa, então todas as geodésicas de N não se intersectam e são todas homeomorfas a

R.

Quaisquer dois pontos x, y ∈ N podem ser conectados por uma única geodésica e

denotamos este segmento fechado de geodésica por xy (ou seja, d(x, y) = comprimento

de xy. Dados x ∈ N e r > 0, entendemos como disco, o disco fechado D(x, r) = {z ∈
N | d(z, x) f r}. (todos esses resultados podem ser encontrados em Helgason [21]).

Se z ∈ N , x ̸= z ̸= y, denotamos por ¹(z, x, y) ∈ [0, Ã] o ângulo entre zx e zy. Nesta

situação, um resultado de Helgason [21] diz que:

d(x, y)2 g d(z, x)2 + d(z, y)2 − 2d(z, x)d(z, y) cos(¹(z, x, y)). (3.2)
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Lema 3.4. Seja N uma variedade riemanniana simplesmente conexa, completa e de cur-

vatura negativa. Seja X ¢ N um subconjunto não vazio e limitado. Então existe um

disco D(pX , rX) contendo X, unicamente determinado e com raio mı́nimo.

Demonstração Podemos assumir que X é diferente de um ponto (para evitarmos raio

zero). Definimos

r = inf{r′ | D(y, r′) £ X para algum y ∈ N} > 0.

Afirmamos que existe no máximo um y ∈ N , tal que, D(y, r) £ X. De fato, suponha

por absurdo que exista z ∈ N , z ̸= y, tal que, D(z, r) £ X. Seja w o ponto médio do

segmento zy e seja D = D(y, r) ∩ D(z, r). Fixamos u ∈ D, tal que, u ̸= w (ver Figura

3.3).

y

z
u

X

D(y,r)

D(z,r)D(w,r’)

Figura 3.3: Situação descrita acima.

Então, ou ¹(w, u, y) g Ã
2
ou ¹(w, u, z) g Ã

2
. Supomos que o primeiro caso aconteça.

Pela Desigualdade (3.2) acima (provada por Helgason [21]), temos:

r2 g d(y, u)2 + d(w, u)2 − 2d(w, y)d(w, u) cos(¹(w, u, y)) > d(w, u)2.

Assim, para cada u ∈ D, d(w, u) < r. Pela compacidade de D, existe uma distância posi-

tiva entre D e D(w, r), ou seja, podemos encontrar um r′ < r, tal que, X ¢ D ¢ D(w, r′).

Isso é um absurdo pela definição de r.

No que segue utilizaremos o lema anterior para o caso em que N = SL(n)
SO(n)

. A demons-

tração do Lema 3.4 também pode ser encontrada em Tukia [47] (pág. 334).
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3.2 Irredutibilidade e Medida de Margulis para Ações

Anosov

Nesta seção mostramos resultados a respeito de ações irredut́ıveis bem como utilizamos

esse conceito para garantir a existência de uma medida de Margulis. Inicialmente apre-

sentamos a noção de irredutibilidade de uma ação Anosov no contexto de ação Anosov de

codimensão-1 (ou seja, dimEss
a ou dimEuu

a é igual a 1, a elemento Anosov num cone C0).
Em geral, fixamos Euu

a como tendo dimensão 1 uma vez que Euu
C0 = Ess

−C0 e Ess
C0 = Euu

−C0 .

Definição 3.5. Uma ação Anosov ϕ de codimensão-1 é dita irredut́ıvel se para qualquer

g ∈ Rk \ {0} com ϕg(x) = x, a aplicação de holonomia Holµ, ao longo do caminho

µ = {ϕsg(x) | s ∈ [0, 1]} de F s
a , é uma contração topologica ou uma expansão topologica.

Observação 3.4. Mesmo quando uma ação Anosov de codimensão-1 não for irredut́ıvel,

podemos associar a essa uma ação irredut́ıvel de codimensão-1 através de recobrimento

finito (Barbot-Maquera [6]).

O resultado a seguir nos dá uma caracterização das órbitas de uma ação Anosov

irredut́ıvel e de codimensão-1.

Teorema 3.2 (Barbot-Maquera [6]). Seja ϕ uma ação Anosov irredut́ıvel e de codi-

mensão-1. Então toda órbita não compacta de ϕ é um plano, ou seja, difeomorfa à Rk.

De forma geral, sem restringir apenas ao caso de codimensão-1 o termo irredut́ıvel apa-

rece nos trabalhos de A. Katok e colaboradores tais como Kalinin-Spatzier [29], Qian [45]

entre outros. Sempre que mencionarmos irredutibilidade, será nos termos da Definição

3.6 a seguir e tem a ver com a minimalidade das folheações fortes.

Definição 3.6. Uma ação Anosov é dita irredut́ıvel se Fuu
a (x) = M em relação a algum

elemento Anosov a (logo, para todos elementos regulares num mesmo cone) para algum

x ∈M .

Lema 3.5 (Qian [45]). Seja ϕ : Rk ×M −→ M uma ação Anosov que preserva volume.

Se ϕ é irredut́ıvel em relação a algum elemento Anosov a e para algum x ∈ M , então

Fuu
a (y) =M para todo y ∈M .
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O Teorema 3.3 a seguir distingue ações Anosov irredut́ıveis de suspensões sob certas

condições.

Definição 3.7. Dado um subcone regular C ¢ Rk e um ponto x ∈M , definimos a órbita

de x com respeito a C como sendo o seguinte conjunto:

OC = {ϕ(v, x) | v ∈ C}.

Definição 3.8. Uma ação Anosov ϕ é transitiva em subcones se, para todo subcone

regular C, existe um x ∈M , tal que, OC(x) é denso em M .

Teorema 3.3 (Lopes [37]). Seja ϕ : Rk ×M −→ M uma ação Anosov transitiva em

subcones regulares. Se existir algum subcone regular C, tal que, Ω(C) =M , então existem

duas possibilidades:

1. As folheações fortes são minimais, ou seja, Fuu
a (x) = M (respec. F ss

a (x) = M) em

relação a todo elemento Anosov e para todo x ∈M (ação irredut́ıvel), ou;

2. A ação ϕ é uma suspensão de uma ação de Zk em uma variedade compacta de

codimensão k.

Ações Anosov de k-contato generalizadas (Caṕıtulo 2 - Definição 2.20) fazem parte dos

ingredientes principais do resultado principal da tese. Essas ações, em especial, preservam

uma forma de volume. Assim, o Lema 3.6 a seguir possui aplicação imediata nesse

contexto permitindo nova interpretação do Teorema 3.3.

Lema 3.6. Seja ϕ : Rk ×M −→ M uma ação Anosov que preserva volume. Então ϕ é

transitiva em subcones regulares.

Demonstração: Suponha que ϕ não seja transitiva em subcones. Isso significa que existe

um subcone C ¢ C0 (cone Anosov), tal que, para todo x ∈M , OC(x) não é denso em M .

Assim, existe uma aberto não vazio (vizinhança produto local - Definição 2.3) V contida

no complementar de OC(x).

No entanto, como ϕ preserva volume, tomando uma direção Anosov g ∈ C, pelo Teo-

rema de Recorrência de Poincaré ϕ(ng, y) deve intersectar V para quase todo y ∈ V (Obs.:

ng ∈ C). Obtemos assim uma contradição.
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Agora, de posse do Lemas 3.6 e utilizando o fato de que uma ação Anosov que preserva

volume satisfaz Ω(C0) =M (Lema 2.4), o Teorema 3.3 pode ser enunciado seguinte forma.

Teorema 3.4. Seja ϕ : Rk ×M −→ M uma ação Anosov que preserva volume. Então

existem duas possibilidades:

1. As folheações fortes são minimais, ou seja, Fuu
a (x) = M (respec. F ss

a (x) = M) em

relação a todo elemento Anosov e para todo x ∈M (ação irredut́ıvel), ou;

2. A ação ϕ é uma suspensão de uma ação de Zk em uma variedade compacta de

codimensão k.

Teorema 3.5. Seja ϕ : Rk×M −→M uma ação Anosov suave de k-contato generalizada.

Então, ϕ é irredut́ıvel, ou seja, Fuu
a (x) = M em relação a todo elemento Anosov e para

todo x ∈M (a folheação forte instável é minimal).

A demonstração do teorema anterior é consequência do Teorema 3.4 onde, com a

hipótese da ação ser de k-contato generalizada distinguimos ações Anosov irredut́ıveis

daquelas ações Anosov que são suspensões. Isso é posśıvel devido ao fato de que ações de

k-contato generalizadas não admitem seções transversais globais (Almeida [2]).

No contexto de fluxos, sabemos de Katok-Hasselblatt [31] que dado um fluxo Ano-

sov topologicamente mixing, existe uma única medida invariante de entropia máxima

(chamada de medida de Bowen-Margulis), cuja medida condicional restrita a Fuu e a F ss

possui respectivamente expansão uniforme e contração uniforme. Em Carrasco-Rodriguez-

Hertz [12] é introduzido o conceito e provada a existência de uma medida no contexto

de ações Anosov, semelhante aquela de Bowen-Margulis para fluxos Anosov (exigindo-se

irredutibilidade). Especificamente, são mostrados os seguintes resultados.

Teorema 3.6 (Carrasco-Rodriguez-Hertz [12]). Seja f :M →M uma isometria central

(em particular um difeomorfismo dado por um elemento Anosov - Definição em Carrasco-

Rodriguez-Hertz [12]) de classe C2, tal que, cada folha de F ss e F ss seja densa (irredu-

tibilidade no caso de ações Anosov). Seja φ :M −→ R uma aplicação Hölder (potencial)

que satisfaz:

1. φ é contante ao longo da folheação central (órbitas no caso de ações Anosov), ou
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2. φ = − log detDf |Euu (Caso SRB).

Então, existe P ∈ R e famı́lias de medidas µuu = {µuu
x }x∈M , µss = {µss

x }x∈M , µu =

{µuu
x }x∈M e µs = {µs

x}x∈M , tais que, para todo x ∈M :

� A medida µÃ é uma medida de Radon em FÃ(x) de suporte total (relativo), tal que,

dado y ∈ FÃ(x) implica que µÃ
x = µÃ

y (Ã ∈ {ss, uu, s, u}).

� As seguintes propriedades de quaseinvariância são satisfeitas:

1. µÃ
f(x) = e(P−φ)f∗µ

Ã
x, Ã ∈ {uu, u}.

2. µÃ
f(x) = e(φ−P )f∗µ

Ã
x, Ã ∈ {ss, s}.

Como consequência do teorema 3.6 é mostrado em Carrasco-Rodriguez-Hertz [12]

(Teorema 3.1) que existe uma medida ergódica de probabilidade mφ em M , invariante

por f . Além disso, fixado x ∈ M e uma caixa folheada de Fuu contendo x é mostrado

ainda que mφ|U é equivalente a medida produto µuu
x × µs

x. Tomamos φ constante igual

a zero quando f for um difeomorfismo associado a um elemento Anosov de uma ação

Anosov. Neste caso, as folheações fracas possuem holonomias quaseinvariantes (preservam

conjuntos de medida nula).

Teorema 3.7 (Birkhoff). Seja f : M −→ M uma aplicação mensurável e µ uma proba-

bilidade invariante por f . Dado qualquer conjunto mensurável E ¢ M , o tempo médio

de visita

Ä(E, x) = lim
n

1

n
#{j = 0, 1, · · · , n− 1 | f j(x) ∈ E}

existe em µ-quase todo ponto de M . Além disso
∫
Ä(E, x)dµ(x) = µ(E).
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CAPÍTULO 4

AÇÕES ANOSOV UNIFORMEMENTE

u-QUASECONFORMES

Neste caṕıtulo estudamos resultados e propriedades de ações Anosov irredut́ıveis e uni-

formemente u-quaseconformes.

Na Seção 4.1 definimos os conceitos de ação Anosov uniformemente Ã-quaseconforme,

ações Anosov Ã-conformes (Ã = u, s), ações Anosov conformes e a invariância de uma

estrutura conforme em relação a ϕ. Mostramos uma caracterização da invariância através

de uma base de elementos Anosov.

Na Seção 4.2mostramos que ações Anosov irredut́ıveis e uniformemente u-quaseconformes

são de fato u-conformes (Teorema B). Mais precisamente, existe uma métrica restrita ao

fibrado instável forte Hölder cont́ınua, mensurável, suave em cima das folhas fortes e

invariante por ϕ, tal que, com essa métrica a ação Anosov é u-conforme. Para isso, pri-

meiramente definimos determinados conjuntos fechados em cada uma das fibras do fibrado

de classes u-conformes e em seguida definimos uma estrutura conforme utilizando o cen-

tro de discos mı́nimos contendo esses conjuntos. Num conjunto de medida total essa

estrutura conforme nos dá as propriedades mencionadas acima e sua extensão fornece a

métrica desejada.

4.1 Ações Anosov Uniformemente u-quaseconformes

Seja ϕ uma ação Anosov, fixado um cone Anosov C0 seja a ∈ C0 um elemento Anosov, por

definição TM = Euu
a · Tϕ · Ess

a . Pela Proposição 2.2 (iii) temos que tal decomposição

é constante em C0, isto é, EÃÃ
a = EÃÃ

b (Ã = u, s) para todo b ∈ C0 e os fibrados EÃÃ

(Ã = u, s) são invariantes pela derivada Dϕa para todo a ∈ C0.

Fixado um elemento Anosov a ∈ C0 consideramos a famı́lia de difeomorfismos indu-
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zidos pela ação {ϕta}t∈R, isto define um fluxo que denotamos por ϕt
a (ϕt

a(x) = ϕ(ta, x)),

chamado fluxo induzido pelo elemento Anosov a ∈ C0.
Para definirmos ações Anosov uniformemente u-quaseconformes primeiro definimos

difeomorfismos quaseconformes (uma referência: Väisälä [49]). Dado um difeomorfismo

f :M −→M , dizemos que f é quaseconforme se

H(x, f) =

max
h∈TM,|h|=1

|Df(x) · h|

min
h∈TM,|h|=1

|Df(x) · h| (4.1)

é limitado.

Historicamente, aplicações quaseconformes em dimensão dois foram estudadas por

Grötzsch, [19] na década de 20 do século passado. Contribuições em dimensões maiores

foram feitas por Lavrentiev [35], Markuševič [40] e Kreines [33]. Aspectos gerais da

teoria podem ser encontrados em Ahlfors [1] e Lehto-Virtanen [36].

A noção de aplicações quaseconformes também é definida de maneira topológica. De

fato, dado um homeomorfismo f :M −→M , para cada r > 0 definimos:

L(x, r, f) = sup
y∈S(x,r)

d(f(y), f(x)), (4.2)

l(x, r, f) = inf
y∈S(x,r)

d(f(y), f(x)), e (4.3)

a dilatação linear

H(x, f) = lim sup
r−→0

L(x, r, f)

l(x, r, f)
, (4.4)

onde S(x, r) = {y ∈ M | d(y, x) = r} e d é a distância dada pela métrica riemanni-

ana. Em Väisälä [49] (Corolário 22.4) está demonstrado que a dilatação (4.4) é limitada

sempre que f for um difeomorfismo quaseconforme, de acordo com a Definição 4.5. Re-

ciprocamente, se a dilatação linear H(x, f) for limitada para um difeomorfismo f , em

Väisälä [49] (Seção 34) é demonstrado que f será quaseconforme.

Podemos generalizar a definição de quaseconformidade nos restringindo a um subfi-

brado. Isto é, dado um subfibrado À = (E, Ã,M,Rm) de TM , invariante pelas derivadas

de um difeomorfismo f :M −→M , dizemos que a aplicação f é À-quaseconforme se

H(x, f) =

max
h∈À,|h|=1

|Df(x) · h|

min
h∈À,|h|=1

|Df(x) · h| (4.5)

for limitado.
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Definição 4.1. Dizemos que uma ação Anosov ϕ é uniformemente u-quaseconforme se

existem um cone Anosov C0 e L ∈ R, tais que:

Ka(x, t) =

max
v∈Euu, ||v||=1

||Dϕt
a(x)(v)||

min
v∈Euu, ||v||=1

||Dϕt
a(x)(v)||

f L, ∀ x ∈M, ∀ a ∈ C0 e t ∈ R. (4.6)

Desta definição temos em particular que cada difeomorfismo da forma {ϕt
a} é À-

quaseconforme, onde À é o subfibrado instável forte (Euu
a ). Temos assim uma cota uniforme

para cada difeomorfismo quaseconforme. De agora em diante nosso cone Anosov fixado

será C0 de acordo com a Definição 4.1 acima.

Definição 4.2. A ação Anosov ϕ é chamada de u-conforme quando Ka(x, t) = 1 para

todos t ∈ R, a ∈ C0 e x ∈M .

A definição de ϕ uniformemente u-quaseconforme (Definição 4.1) é equivalente à de-

finição abaixo (Väisälä [49]) dada em termos da distância induzida sobre a folheação forte

instável (Fuu
a ).

Definição 4.3. Sejam a, x e t como na Definição 4.1, dizemos que a ação Anosov ϕ é

uniformemente u-quaseconforme se

Ka(x, t) = lim sup
r−→0

sup{duu(ϕt
a(y), ϕ

t
a(x)) | y ∈ Suu(x, r)}

inf{duu(ϕt
a(y), ϕ

t
a(x)) | y ∈ Suu(x, r)} (4.7)

é uniformemente limitada em M, onde duu é a métrica induzida ao longo das folhas de

Fuu
a e Suu(x, r) = {y ∈ Fuu

a (x) | duu(x, y) = r}.

De maneira análoga definimos a noção de ação Anosov uniformemente s-quaseconforme.

Dizemos que uma ação Anosov ϕ é uniformemente s-quaseconforme se existem um cone

Anosov C0 e L̂ ∈ R, tais que:

K̂a(x, t) =

max
v∈Ess, ||v||=1

||Dϕt
a(x)(v)||

min
v∈Ess, ||v||=1

||Dϕt
a(x)(v)||

f L̂ (t ∈ R). (4.8)

A ação Anosov é s-conforme se K̂a(x, t) = 1 (os elementos x, a e t são novamente

como na Definição 4.1).

Assim como para aplicações conformes as noções de u-conforme e s-conforme nos

fornecem aplicações cujas derivadas preservam ângulos.
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Definição 4.4. Se uma determinada ação Anosov ϕ é simultaneamente uniformemente u-

quaseconforme e uniformemente s-quaseconforme (assim como u-conforme e s-conforme),

então dizemos que ϕ é uniformemente quaseconforme (respectivamente conforme).

Por compacidade de M temos que métricas riemannianas são equivalentes, então se

ϕ é uniformemente u-quaseconforme em relação a uma métrica em M , temos que ϕ será

uniformemente quaseconforme em relação a qualquer outra métrica em M .

De agora em diante vamos trabalhar com o fibrado de classes u-conformes definido na

Seção 3.1. Sabemos da Definição 3.3 que dado U ∈ GL(n) esse elemento age na fibra Cuu
x0

da seguinte forma: U [A] = | det(U)|−2
n UAUT . Lembramos que uma seção Ä desse fibrado

é chamada de estrutura u-conforme.

M

Id

  

Ä
// Cuu

Ã

��

M

Do Caṕıtulo 2 sabemos ainda que dada uma base Anosov {e1, · · · , ek} ¢ C0 e g0 ∈ Rk

temos que g0 = a1e1 + · · ·+ akek para algumas constantes ai (i = 1, 2, · · · , k). Fazendo

ϕai
ei
(·) = ϕ(aiei, ·),

dado x0 ∈M podemos escrever

ϕgo(x0) = ϕa1
e1
◦ · · · ◦ ϕak

ek
(x0) = y0,

uma composição de fluxos dados por elementos Anosov.

Seguindo Tukia [47] (Equação F0 - pág. 334), definimos a seguir o conceito de in-

variância de uma estrutura u-conforme em relação a uma ação Anosov.

Definição 4.5. Dizemos que a estrutura u-conforme Ä é invariante pela ação ϕ se para

todo g ∈ Rk tivermos:

Ä(x) =
(
Dϕg(x)

)
[Ä(ϕg(x))], ∀ x ∈M. (4.9)

Nesta definição podemos utilizar alternativamente a derivada inversa
(
Dϕg(x)

)−1
(ver

Tukia [47] - Seção F). Na equação (4.9) o lado direito é a ação do grupo linear GL(n)

(Definição 3.3). Dizemos também que Ä é preservada por ϕ ou que Ä é ϕ-invariante.
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Lema 4.1. A invariância de uma estrutura conforme Ä é equivalente a invariância em

um subcone C0, ou seja

Ä(x) =
(
Dϕt

a(x)
)
[Ä(ϕt

a(x))], ∀ x ∈M, ∀ a ∈ C0 e ∀ t ∈ R. (4.10)

Demonstração: ⇒) Se Ä é invariante por ϕ, em particular é invariante por todo elemento

a ∈ C0.

⇐) Dada uma base {e1, · · · , ek} ¢ C0 e g ∈ Rk, escrevemos:

g =
k∑

i=1

ti · ei (ti ∈ R),

e temos que para x0 ∈M , com y0 = ϕg(x0) vale

ϕg(x0) = ϕt1
e1
◦ · · · ◦ ϕtk

ek
(x0) = y0.

Então:

Dϕg = Dϕtk
ek
◦ · · · ◦Dϕt1

e1
.

Isso quer dizer que, pela comutatividade, vale a invariância de Ä por ϕ pela iguadade

Ä(x0) =
(
Dϕg(x0)

)
[Ä(ϕg(x0))].

Observação 4.1. Dado um domı́nio D ¢ Rk, então um difeomorfismo conforme é sempre

solução do seguinte sistema de Cauchy-Riemann: (Df(x))T ·Df(x) = J(x, f)
2
n · I onde J

representa o Jacobiano (Iwaniec-Martin [25]). Em particular, deste lema temos que uma

ação Anosov ϕ é u-conforme se, e somente se,

(Duϕ
t
a(x))

T ·Duϕ
t
a(x) = | det(Duϕ

t
a(x))|

2
n · I, ∀ a ∈ C0.

Lema 4.2. Uma ação Anosov ϕ é u-conforme em relação a uma métrica riemanniana g

se, e somente se, a estrutura u-conforme Ä associada a g é invariante por ϕ.

Demonstração: ⇒) Seja Ä a estrutura u-conforme associada a métrica riemanniana g.

Da Observação 4.1 temos que que ϕ é u-conforme se, e somente se,

(Duϕ
t
a(x))

T ·Duϕ
t
a(x) = | det(Duϕ

t
a(x))|

2
n · I, ∀ a ∈ C0, t ∈ R.
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Assim:

ïDϕt
a(x) · [Ä(ϕt

a(x))] · u, vð = | detDϕt
a(x)|−

2
n · ï(Dϕt

a(x))
T · Ä(ϕt

a(x)) ·Dϕt
a(x) · u, vð

= | detDϕt
a(x)|−

2
n · ïÄ(ϕt

a(x)) ·Dϕt
a(x) · u,Dϕt

a(x) · vð

= | detDϕt
a(x)|−

2
n · Äϕt

a(x)(Dϕ
t
a(x) · u,Dϕt

a(x) · v)

= | detDϕt
a(x)|−

2
n · Äx((Dϕt

a(x))
T ·Dϕt

a(x) · u, v)

= | detDϕt
a(x)|−

2
n · | detDϕt

a(x)|
2
n · Äx(u, v)

= Äx(u, v).

Isso mostra que Dϕt
a(x) · [Ä(ϕt

a(x))] é a matriz de g e consequentemente que ϕ preserva a

estrutura u-conforme Ä .

⇐) Por invariância vale que Äx(u, v) = ïDϕt
a(x) · [Ä(ϕt

a(x))] ·u, vð, assim pelas contas acima

(Duϕ
t
a(x))

T ·Duϕ
t
a(x) = | det(Duϕ

t
a(x))|

2
n · I para todos t ∈ R e x ∈ M . Ou seja, ϕ é u-

conforme em relação a métrica riemanniana g.

4.2 Ações Anosov u-Conformes

Nosso objetivo nesta seção é demostrar o Teorema B, ou seja, que dada uma ação Ano-

sov ϕ uniformemente u-quaseconforme, sob certas condições essa também é u-conforme.

Precisamente o seguinte resultado.

Teorema B. Seja ϕ : Rk×M −→M uma ação Anosov suave, irredut́ıvel e uniformemente

u-quaseconforme sobre um subcone C0 ¢ Rk. Então ϕ é u-conforme com relação a uma

métrica riemanniana no subfibrado instável forte a qual é Hölder cont́ınua em M e suave

ao longo das folhas da folheação instável forte.

A demonstração do Teorema acima é consequência das proposições 4.1, 4.2 e 4.4 a

seguir.

Proposição 4.1. Seja ϕ uma ação Anosov uniformemente u-quaseconforme. Então existe

uma estrutura u-conforme Ä̂ limitada, invariante por ϕ e mensurável.

Demonstração: Começamos mostrando a existência de Ä̂ . Seja Ä0 uma estrutura u-

conforme arbitrária continua em M . Dado x ∈M definimos o seguinte conjunto:

Mx := {(Dϕa(x))[Ä0(ϕa(x))] | a ∈ C0} ¢ Cuu
x . (4.11)
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Vamos mostrar que Mx é um conjunto limitado em Cuu
x . Para isso, utilizamos a métrica

d′ dada pela Definição 3.4. Basta então mostrarmos que que a distância

d′(Ä0(x), (Dϕ
t
a(x))[Ä0(ϕ

t
a(x))])

é limitada. Pela desigualdade triangular temos:

d′(Ä0(x), (Dϕ
t
a(x))[Ä0(ϕ

t
a(x))]) f d′(Ä0(x), Ix) + d′(Ix, (Dϕ

t
a(x))[Ä0(ϕ

t
a(x))]),

onde Ix é a matriz identidade. A primeira parcela da desigualdade acima é limitada uma

vez que Ä0 é uma estrutura cont́ınua numa variedade compacta. Quanto a segunda parcela

do lado direito temos o seguinte:

d′(Ix, (Dϕ
t
a(x))[Ä0(ϕ

t
a(x))])

= d′(Ix, | det(Dϕt
a(x))|

−2
n · (Dϕt

a(x))
T · Ix · (Dϕt

a(x))

=
n

2
max

(
log(| det(Dϕt

a(x))|
−2
n )n · (¼Dϕt

a
max )

2, log
1

(| det(Dϕt
a(x))|

−2
n )n · (¼Dϕt

a

min )
2

)
,

trocando a norma do máximo pela norma da soma temos:

f n

2
·M ·

(
log(| det(Dϕt

a(x))|
−2
n )n · (¼Dϕt

a
max )

2 + log
1

(| det(Dϕt
a(x))|

−2
n )n · (¼Dϕt

a

min )
2

)

f n

2
·M · log


(| det(Dϕt

a(x))|
−2
n )n · (¼Dϕt

a
max )2

1

(| det(Dϕt
a(x))|

−2
n )n·(¼Dφta

min )2


 f n

2
·M · log (¼

Dϕt
a

max )2

(¼
Dϕt

a

min )
2
.

Por definição ka(x, t) f L <∞ para todo t ∈ R e todo x ∈M , assim:

d′(Ix, (Dϕ
t
a(x))[Ä0(ϕ

t
a(x))]) f n

2
·M · logL2 <∞, ∀ a ∈ C0 e t ∈ R. (4.12)

Como o conjunto Mx é limitado, pelo Lema 3.4 existe um disco mı́nimo unicamente

determinado contendo Mx, denotamos por px ∈ Cuu
x o centro desse disco. Com isso

definimos a seguinte estrutura conforme:

Ä̂ : M −→ Cuu

x 7→ px.
.

De (4.12) temos que a estrutura conforme Ä̂ definida desta forma é limitada, pois os

conjuntos Mx são uniformemente limitados.
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Mostraremos agora que a estrutura conforme Ä̂ é invariante pela ação ϕ. De fato,

denotamos y0 = ϕa(x0) para x0 ∈M e a ∈ C0 fixos e veremos inicialmente que

(Dϕa(x0))[My0 ] = Mx0 .

Para cada b ∈ C0 o elemento (Dϕa(x0))
[
{(Dϕb(y0))[Ä0(ϕb(y0))]

]
∈ (Dϕa(x0))[My0 ] e te-

mos:

(Dϕa(x0))
[
{(Dϕb(y0))[Ä0(ϕb(y0))]

]
=

= (Dϕa(x0))
[
| det(Dϕb(y0))|

−2
n · (Dϕb(y0))

T · Ä̂(ϕb(y0)) · (Dϕb(y0))
]

= | det(Dϕa(x0))|
−2
n · | det(Dϕb(y0))|

−2
n ·

·(Dϕa(x0))
T ·
(
(Dϕb(y0))

T · Ä̂(ϕb(y0)) · (Dϕb(y0))
)
· (Dϕa(x0)) =

Pela propriedade da composta ϕa+b = ϕa ◦ ϕb obtemos:

= | det(Dϕa+b(x0))|
−2
n ·
(
Dϕb(y0) ·Dϕa(x0)

)T
· Ä̂(ϕb(y0))·

(
Dϕb(y0) ·Dϕa(x)

)
.

Logo,

(Dϕa(x0))
[
{(Dϕb(y0))[Ä0(ϕb(y0))]

]
= Dϕa+b[Ä̂(ϕa+b(x0))]

e então (Dϕa(x0))[My0 ] ¢ Mx0 . A inclusão oposta segue do mesmo argumento utilizado

acima, ou seja, tomando um elemento de Mx0 podemos escrevê-lo como um elemento de

(Dϕa(x0))[My0 ].

Como para cada b ∈ C0, c = a+ b ∈ C0 e estamos tomando b variando em todo o cone

C0, por definição vale que

(Dϕa(x0))[My0 ] = {Dϕc[Ä̂(ϕc(x0))] | c ∈ C0} = Mx0 .

Denotamos por D(py0 , ry0) o disco mı́nimo que contém My0 e por D(px0 , rx0) o disco

mı́nimo que contémMx0 . Do Lema 3.2 sabemos que fixada uma matriz U = Dϕa ∈ GL(n)

a aplicação A 7→ U [A] = | detU |−2
n XTAX define uma isometria em SL(n)

SO(n)
. Temos portanto

que:

(Dϕa(x0))[D(py0 , ry0)] = D(px0 , rx0)

e ry0 = rx0 . Dáı temos a invariância Ä̂ por ϕ em C0. Devido ao Lema 4.1 temos ainda que

Ä̂ é invariante por ϕ. A mensurabilidade de Ä̂ emM é bem estabelecida em Tukia [47] (ver

Teorema F).
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A seguinte proposição praticamente demonstra o TeoremaB com exceção da suavidade

sobre as folhas da folheação instável forte.

Proposição 4.2. Seja ϕ uma ação Anosov (C∞) uniformemente u-quaseconforme e ir-

redut́ıvel em M . Então existe uma estrutura u-conforme Ä a qual é Hölder cont́ınua em

M e invariante por ϕ. Além disso, Ä coincide com Ä̂ num conjunto de medida total (Ä̂ é

a estrutura definida na proposição anterior).

A demostração da proposição anterior será consequência dos seguintes cinco lemas,

para os quais assumimos as hipóteses da Proposição 4.2 acima e consideramos o elemento

Anosov a ∈ C0.

Lema 4.3. A estrutura u-conforme Ä̂ é localmente Hölder cont́ınua num conjunto de

medida total E sobre as folhas da folheação estável forte. Isto é, para todo z ∈ M , existe

uma vizinhança Uz ¢ F ss
a (z) contendo z, tal que, d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f Kssd(x, y)³ para todos

x, y ∈ Uz ∩ E e para algum ³ > 0.

Demonstração: Sejam z ∈ M e uma vizinhança produto U contendo z. Tomamos

uma placa da folha instável forte de z da forma Uz = U ∩ F ss(z). Dados x, y ∈ Uz,

temos que por trivialização local Ä̂(x), Ä̂(y) ∈ SL(n)
SO(n)

. Denotamos x1 = ϕ1
a(x), y1 = ϕ1

a(y)

e Tx = (Dϕt
a(x))

−1 ∈ GL(n) (respectivamente Ty). Pelo Lema 3.3 o grupo linear GL(n)

age em SL(n)
SO(n)

por isometrias, logo Tx e Ty definem isometrias na fibra t́ıpica SL(n)
SO(n)

.

Como mostrado na Proposição 4.1 a estrutura conforme Ä̂ é ϕ-invariante, dáı

Ä̂(x) = Tx1 [Ä̂(x1)] e Ä̂(y) = Ty1 [Ä̂(y1)].

Assim, obtemos

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) = d(Tx1 [Ä̂(x1)], Ty1 [Ä̂(y1)])

f d(Ty1 [Ä̂(x1)], Ty1 [Ä̂(y1)]) + d(Tx1 [Ä̂(x1)], Ty1 [Ä̂(x1)].

Aplicando o fato de T definir uma isometria no primeiro membro da soma e utilizando a

dependência Hölder no segundo membro obtermos então que

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f d(Ä̂(x1), Ä̂(y1)) +Kd(x1, y1)
³. (4.13)

para alguns K, ³ (constantes Hölder com ³ > 0).
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Denotamos agora xi = ϕi
a(x) e yi = ϕi

a(y) (i ∈ N). Afirmamos que a seguinte desi-

gualdade vale para todo n ∈ N:

d(Ä̂(x), Ä̃(y)) f d(Ä̂(xn), Ä̂(yn)) +
n∑

i=1

Kd(xi, yi)
³. (4.14)

De fato, argumentando por indução, para n = 1 a Desigualdade (4.13) diz que.

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f d(Ä̂(x1), Ä̂(y1)) +Kd(x1, y1)
³.

Suponhamos que a desigualdade (4.14) valha para n = k (hipótese de indução), ou seja:

d(Ä̂(x), Ä̃(y)) f d(Ä̂(xk), Ä̂(yk)) +
k∑

i=1

Kd(xi, yi)
³.

Então vamos mostrar que vale para n = k + 1. Para ver isso, com a hipótese de indução

escrevemos:

d(Ä̂(x1), Ä̃(y1)) f d(Ä̂(xk+1), Ä̂(yk+1)) +
k+1∑

i=2

Kd(xi, yi)
³. (4.15)

Somando Kd(x1, y1)
³ a ambos os lados da desigualdade (4.15) temos que:

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f d(Ä̂(x1), Ä̃(y1)) +Kd(x1, y1)
³

f d(Ä̂(xk+1), Ä̂(yk+1)) +
k+1∑

i=2

Kd(xi, yi)
³ +Kd(x1, y1)

³

f d(Ä̂(xk+1), Ä̂(yk+1)) +
k+1∑

i=1

Kd(xi, yi)
³. (4.16)

Isso mostra que a desigualdade (4.14) de fato vale para todo n ∈ N.
Por hiperbolicidade vale o seguinte:

d(xi, yi) = d(ϕi
a(x), ϕ

i
a(y)) f Ce−¼id(x, y), C, ¼ > 0.

Dáı, pela desigualdade (4.14) temos o seguinte:

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f d(Ä̂(xn), Ä̂(yn)) +K

n∑

i=1

d(xi, yi)
³

f d(Ä̂(xn), Ä̂(yn)) + (KCd(x, y))³
n∑

i=1

e−¼·i·³

f d(Ä̂(xn), Ä̂(yn)) + (KCd(x, y))³
∞∑

i=1

e−¼·i·³

f d(Ä̂(xn), Ä̂(yn)) + (KC)³K2d(x, y)
³.
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Denotando Kss = (KC)³K2 temos que para todos x, y ∈ Uz e n ∈ N vale que

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f d(Ä̂(xn), Ä̂(yn)) +Kssd(x, y)³. (4.17)

Por outro lado, do Caṕıtulo 3 sabemos que existe uma medida de Margulis µa, inva-

riante pelo tempo 1 do fluxo ϕt
a. Como a estrutura conforme Ä̂ é mensurável, Lusin [38]

(Teorema de Lusin) nos garante que existe um conjunto fechado E ¢M (µa(E) >
1
2
),

tal que, Ä̂
∣∣
E

é cont́ınua, como M é compacta o conjunto E é compacto e portanto Ä̂

é uniformemente cont́ınua em E. Denotamos por E o conjunto dos pontos de M cuja

frequência das órbitas do difeomorfismo de tempo 1 ϕ1
a em E é µa(E), pelo Teorema de

Birkhoff 3.7 E tem medida total em M .

Finalmente, para todos x, y ∈ E ∩ Uz, as sequências
(
xi = ϕi

a(x)
)
i∈N e

(
yi = ϕi

a

)
i∈N

possuem subsequências (xnk
) e (ynk

) em E, tais que, d(xnk
, ynk

) −→ 0 (x e y pertencem a

uma placa de uma folha estável forte). Pela continuidade uniforme de Ä̂ em E, também

vale que d(Ä̂(xnk
), Ä̂(ynk

)) −→ 0. Assim, mostramos que

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f Kssd(x, y)³, ∀ x, y ∈ E ∩ Uz.

Lema 4.4. A estrutura u-conforme Ä̂ é localmente Hölder cont́ınua num conjunto de

medida total E sobre as folhas da folheação instável forte. Isto é, para todo z ∈M , existe

uma vizinhança Vz ¢ Fuu
a (z) contendo z, tal que, d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f Kuud(x, y)³ para todos

x, y ∈ E ∩ Vz e para algum ³ > 0.

A demonstração do lema acima é análoga a do Lema 4.3 tomando y, z ∈ Vz ¢ Fuu
a e

considerando iteradas negativas desses pontos.

Lema 4.5. A estrutura u-conforme Ä̂ é localmente Hölder cont́ınua num conjunto de

medida total E sobre as folhas da folheação instável fraca. Isto é, para todo z ∈M , existe

uma vizinhança Wz ¢ Fu
a (z) contendo z, tal que, d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f Kud(x, y)³ para todos

x, y ∈ E ∩Wz e para algum ³ > 0.

Demonstração: Sejam z ∈ M e uma vizinhança produto W contendo z, tomamos

Wz = W ∩ Fu
a (z) uma placa da folha instável fraca de z.
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Dados x, y ∈ E ∩Wz, se x e y pertencem a uma mesma folha instável forte, então pelo

Lema 4.3 o resultado é verdadeiro. Por outro lado, se y ∈ Oϕ(x), então existe g0 ∈ Rk,

tal que, ϕg0(x) = y. Pela invariância de Ä̂ por ϕ temos que Ä̂(x) = Dϕa[Ä̂(y)] e assim

0 = d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f Kud(x, y)³, ³ > 0, ∀ Ku ∈ R.

Dados quaisquer x, y ∈ E ∩Wz, denotamos x′ = Oϕ(y) ∩ Fuu(x). Neste caso x′ também

pertence a F s(y). Da estrutura de hiperbolicidade uniforme, temos que para p, q ∈ W e

r ∈ Fuu
a (p) ∩ F s

a(q) (ver Figura 4.3), existem constantes reais positivas A e B tais que:

A · d(p, q) < d(r, p) < B · d(p, q). (4.18)

w
Figura 4.1: Vizinhança produto W com os pontos p, q e r.

Assim, para p = x, q = y e r = x′ temos:

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f d(Ä̂(x), Ä̂(x′)) + d(Ä̂(x′), Ä̂(y))

f Kuu · d(x, x′)³ + 0

f Kuu · B · d(x, y)³

= Ku · d(x, y)³,

ondeKu = Kuu·B.

Lema 4.6. A estrutura u-conforme Ä̂ é localmente Hölder cont́ınua num conjunto de

medida total E em M . Isto é, para todo w ∈ M e vizinhança produto Uw ¢ M contendo

w temos que d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f Kd(x, y)³ para todos x, y ∈ E ∩ Uw e para algum ³ > 0.
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Demonstração: Dado w ∈ M , sejam x, y ∈ E ∩ Uw vizinhança produto Uw de M (aqui

não necessariamente os pontos estão numa mesma folha forte ou fraca). Como E tem

medida total em M , para µa-quase todo ponto de Uw vale que µss
ϕ (F ss

a (x) ∩ Uw ∩ E) tem
medida condicional total.

Sejam F ss
a (x) e F ss

a (y) folhas estáveis fortes passando por x e y respectivamente. Seja

Hx,y :
∑

x ¢ F ss(x) ∩ Uw −→ ∑
y ¢ F ss(y) ∩ Uw a aplicação de holonomia da folhação

instável fraca.

Uma vez que a medida µa é quaseinvariante por aplicações de holonomia nas folheações

fortes FÃ (Ã = ss, uu), existe um ponto z ∈∑x ∩ E , tal que, Hx,y(z) ∈ E . Caso contrário,

teŕıamos um conjunto de medida condicional não nula em F ss
a (Hx,y(x)) sem pontos de E .

w
Figura 4.2: Vizinhança produto Uw com os pontos x, z,Hx,y(z) e y.

� Como x e z estão numa mesma placa de uma folha estável forte, do Lema 4.3 temos:

d(Ä̂(x), Ä̂(z) f Kssd(x, z)³.

� Como z e Hxy(z) pertencem a uma mesma placa de uma folha instável fraca, do

Lema 4.4 temos:

d(Ä̂(z), Ä̂(Hx,y(z)) f Kud(z,Hx,y(z))
³, e.

� Os pontos Hxy(z) e y pertencem a uma mesma folha estável forte, assim novamente

pelo Lema 4.3 temos:

d(Ä̂(Hx,y(z)), Ä̂(y) f Kssd(Hx,y(z), y)
³,
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Agora, utilizando a desigualdade triangular duas vezes:

d(Ä̂(x), Ä̂(y) f d(Ä̂(x), Ä̂(z)) + d(Ä̂(z), Ä̂(y))

f Kssd(x, z)³ + d(Ä̂(z), Hx,y(z)) + d(Hx,y(z), Ä̂(y))

f Kssd(x, z)³ +Kud(z,Hx,y(z))
³ +Kssd(Hx,y(z), y)

³

f K(d(x, z)³ + d(z,Hx,y(z))
³ + d(Hx,y(z), y)

³) (4.19)

onde K = max{Kss, Ku}.
Para obtermos o resultado pretendido resta mostrar que a soma do lado direito de

(4.19) se torna

K
(
d(x, z)³ + d(z,Hx,y(z))

³ + d(Hx,y(z), y)
³
)
f K̂d(x, y)³ (4.20)

para algum K̂ ∈ R.
Assim como na Desigualdade (4.18), temos que para p, q ∈ Uw e r ∈ F ss

a (p) ∩ Fu
a (q)

(ver Figura 4.3), existem constantes reais positivas A e B tais que:

A · d(p, q) < d(r, p) < B · d(p, q). (4.21)

w

Figura 4.3: Vizinhança produto Uw com os pontos p, q e r.

Da afirmação anterior e da densidade do conjunto E podemos escolher ȳ ∈ Uw ∩E , tal
que: d(x, z) < d(x, ȳ) e d(ȳ, z) < d(x, ȳ). Assim, aplicando a propriedade enunciada pela

Desigualdade (4.18), obtemos a seguinte tripla de expressões:

1. d(x, z)³ f d(x, ȳ)³ f B³ · d(x, y)³,

2. d(z,Hx,y(z))
³ f B³ · d(z, y)³ f

(
B
A

)³ · d(z, ȳ)³ <
(
B
A

)³ · d(x, ȳ)³ <
(

B2

A

)³
· d(x, y)³
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3. d(Hx,y(z), y)
³ < B³ · d(z, y)³ <

(
B
A

)³ · d(z, ȳ)³ <
(
B
A

)³ · d(x, ȳ)³ <
(

B2

A

)³
· d(x, y)³

Dáı, somando as expressões 1, 2 e 3 anteriores, a Desigualdade (4.19) se torna

d(Ä̂(x), Ä̂(y) f KK̂d(x, y)³, (4.22)

para K̂ = B³+2
(

B2

A

)
. Isso demonstra a propriedade Hölder, localmente, para a estrutura

conforme Ä̂ (restrita a E).

Lema 4.7. A estrutura u-conforme Ä̂ é uniformemente cont́ınua num conjunto Ê invari-

ante por ϕ e de medida total em M .

Demonstração: Seja E o conjunto dos lemas anteriores, definimos Ê da seguinte forma:

Ê =
⋂

g∈Rk

ϕg(E). (4.23)

O conjunto Ê tem medida total em M uma vez que E tem medida total e cada difeomor-

fismo ϕg preserva a medida de Margulis. Além disso, Ê ¦ E e portanto de acordo com o

lema anterior a estrutura u-conforme Ä é localmente Hölder cont́ınua em Ê , ou seja, dado

z ∈ M e uma vizinhança produto Uz contendo z, para todo par de pontos x, y ∈ Uz ∩ Ê
temos que d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f Kd(x, y)³ para algum ³ > 0. Assim, dado ϵ > 0, tomando

¶0 = α
√

ϵ
K

e x, y ∈ Ê ∩ Uz tais que d(x, y) < ¶0 obtemos:

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f K · d(x, y)³ < K ·
(

α

√
ϵ

K

)³

= ϵ. (4.24)

Ou seja, para todo ponto z ∈M é posśıvel obter uma bola aberta B(z, rz) onde Ä̂
∣∣
B(z,rz)

é

uniformemente cont́ınua. Fixando uma cobertura por bolas C = {B(z, rz) | z ∈ M} de

M , existe ¶ > 0 (número de Lebesgue), tal que, para todo w ∈M a bola B(w, ¶) ¢ B(z, rz)

para algum z ∈ M (ou seja, qualquer bola de raio ¶ está contida em algum elemento da

cobertura C). Isso é precisamente afirmar que Ä̂ é uniformemente cont́ınua em Ê , pois de
acordo com a Desigualdade (4.24) dado ϵ > 0, existe ¶ > 0, tal que, se d(x, y) < ¶, então

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) < ϵ.

Para concluirmos a demonstração da Proposição 4.2 vamos estender a estrutura Ä̂
∣∣
Ê ,

obtendo assim uma estrutura u-conforme Ä definida em M e invariante por ϕ.

Demonstração (da Proposição 4.2): De acordo com o Lema 4.7 a estrutura u-

conforme Ä̂ é uniformemente continua em Ê , assim pela densidade do conjunto Ê existe
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uma extensão cont́ınua Ä de Ä̂ em M , definida da seguinte forma: Ä(p) = lim
n−→∞

Ä̂(xn),

onde {xn}n∈N é qualquer sequência contida em Ê , tal que, lim
n−→∞

xn = p.

A estrutura u-conforme Ä é invariante por ϕ. De fato, se x ∈ Ê então Ä é ϕ-invariante

por definição. Se x naõ pertencente a Ê , por definição existe uma sequência convergente

xn −→ x, tal que, Ä̂(xn) −→ Ä(x). Assim, para cada g ∈ Rk denotamos {yn = ϕg(xn)}n∈N
e temos então que yn −→ y = ϕg(x). Pela invariância de Ä̂ vale que Ä̂(xn) = Dϕg(yn) e

consequentemente por continuidade Ä(x) = Dϕg(Ä(y)).

A estrutura u-conforme Ä é localmente Hölder cont́ınua emM . De fato, fixado w ∈M

e uma vizinhança produto Uw contendo w, para quaisquer x, y ∈ Ê ∩ Uw temos que

d(Ä̂(x), Ä̂(y)) f Kd(x, y)³ para algum ³ > 0. Se x e y não pertencem a Ê , tomamos

sequências {xn} e {yn} em Ê ∩Uw tais que xn −→ x e yn −→ y e assim, para cada n ∈ N
obtemos:

d(Ä(x), Ä(y)) f d(Ä(x), Ä(xn)) + d(Ä(xn), Ä(yn)) + d(Ä(yn), Ä(y))

f d(Ä(x), Ä(xn)) +K · d(xn, yn)³ + d(Ä(yn), Ä(y)).

Fazendo n −→ ∞ vale que d(Ä(x), Ä(y)) f Kd(x, y)³, o que mostra que Ä é localmente

Hölder continua em M .

Por fim, a mensurabilidade e a limitação de Ä decorrem da continuidade.

A seguir enunciamos a Proposição 4.1 de Sadovskaya [46] (pág. 13) que é de fun-

damental importância para nossos resultados. Por ter uma demonstração completa não

vamos repeti-la aqui.

Proposição 4.3 (Sadovskaya [46] - pág. 13). Sejam M uma variedade Riemanniana

compacta, f :M −→M um difeomorfismo e F uma folheação cont́ınua em M com folhas

suaves. Suponha que f preserva F e que ||Df |TF || < 1. Além disso, suponha que existam

constantes C > 0 e ϵ > 0, tais que, para quaisquer x ∈M e n ∈ N tenhamos:

||(Dfn|TxF)
−1|| · ||Dfn|TxF ||2 f C(1− ϵ)n. (4.25)

Então para cada x ∈M , existe um C∞-difeomorfismo hx : F(x) −→ TxF , tal que:

� hf(x) ◦ f = Df(x) ◦ hx,

� hx(x) = 0 e (Dhx)(x) é a identidade.
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� hx depende continuamente em x na topologia C∞.

Observação 4.2. A Proposição anterior, no caso de ações Anosov, está enunciada con-

siderando a folheação estável forte F ss
a . No entanto, como estamos trabalhando com a

folheação instável forte Fuu
a , assumimos as hipóteses ||Df−1|TF || < 1 e consequentemente

a desigualdade (4.25) da forma: ||(Df−n|TxF)
−1|| · ||Df−n|TxF ||2 f C(1 − ϵ)n (n ∈ N).

Mostraremos no lema a seguir que para uma ação Anosov uniformemente u-quaseconforme

a tese da proposição anterior é verdadeira.

Para o que segue necessitamos da noção de conorma de um operador linear.

Definição 4.6. A conorma de um operador inverśıvel T : V −→ V num espaço vetorial

normado V é definida como sendo: m(T ) = inf{T (v) | ||v|| = 1} = ||T−1||−1.

Lema 4.8. Seja ϕ uma ação Anosov uniformemente u-quaseconforme em M . Então

para cada x ∈ M , existe um C∞-difeomorfismo hx : Fuu
a (x) −→ Euu

a (x) satisfazendo as

seguintes propriedades:

1. hϕ1
a
◦ ϕ1

a = Dϕ1
a(x) ◦ hx,

2. hx(x) = 0 e (Dhx)(x) é a aplicação identidade.

3. hx depende continuamente de x na topologia C∞.

Demonstração: Dada uma ação Anosov ϕ o difeomorfismo ϕg : M −→ M preserva

a folheação Fuu
a para todo g ∈ Rk. Fixado a ∈ C0, por hiperbolicidade temos que

||Dϕ−n
a |Euu(x)|| < Ce−¼n (n ∈ N) para todo x ∈ M . Além disso, ϕ é uniformemente

u-quaseconforme em C0 por hipótese. Logo:

||Dϕt
a(x)|Euu

a (x)||
m(Dϕt

a(x)|Euu
a (x))

f L ∀ x ∈M e t ∈ R,

onde m(Dϕt
a(x)|Euu

a (x)) é a conorma da derivada, de acordo com a Definição 4.6. Escrito

de outra forma: ||(Dϕ−n
a (x)|Euu

a (x))
−1|| · ||Dϕ−n

a (x)|Euu
a (x)|| f L para todo t ∈ R e x ∈ M .

Assim:

||(Dϕ−n
a (x)|Euu

a (x))
−1|| · ||Dϕ−n

a (x)|Euu
a (x)|| · ||Dϕ−n

a (x)|Euu
a (x)|| f L(Ce−¼n)

f K(1− ϵ)n (n ∈ N),
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para algum ϵ > 0, tal que, e−¼+ϵ = 1. Estamos portanto nas hipóteses da proposição 4.3,

ou seja, existe a famı́lia hx com as propriedades enunciadas na tese deste lema.

Na proposição a seguir Ä é estrutura u-conforme da Proposição 4.2.

Proposição 4.4. A estrutura u-conforme Ä é suave ao longo das folhas da folheação

instável forte Fuu
a .

Demonstração: Dado x ∈ M , Fuu
a (x) denota a folha instável forte passando por x,

vamos mostrar que Ä
∣∣
Fuu

a (x)
é suave. Seja Euu

a (x) o espaço tangente a Fuu
a (x) em x. No

fibrado globalmente trivial À = Euu
a × SL(n)

SO(n)
consideramos a seção Ã : Euu

a −→ À definida por

Ã(v) = Ä(x) para todo v ∈ Euu
a (x). Vamos mostrar que a igualdade (hx)∗(Ä(y)) = Ã(hx(y))

é verdadeira para todo y ∈ Fuu
a (x), ou seja, o pushforward de Ä(y) é igual a Ã(hx(y)).

Consequentemente Ä será C∞ ao longo de Fuu
a (x) uma vez que hx é um difeomorfismo

suave e Ã é constante.

A estrutura u-conforme Ä é ϕ-invariante, ou seja, da Definição 4.5 para cada x ∈ M

temos que Ä(x) = Dϕg[Ä(ϕg(x))] para todo g ∈ Rk. Logo, a estrutura conforme Ã satisfaz

Ã(v) = Dϕg[Ã(Dϕg(v))] para todo v ∈ Euu
a (x) e para todo g ∈ Rk, isto é, Ã é Dϕ-

invariante, pois a derivada de Dϕa é ela mesma em todo ponto de Euu
a (x). Passamos

assim da dinâmica da ação para a dinâmica dada pela derivada.

Para facilitar a notação no que segue, dados x ∈ M e y ∈ Fuu
a (x), denotamos por

hx(Ä(y)) o push forward de Ä(y) para o ponto hx(y) (ver Figura 4.4).

(

(

x

x

x

y
hx(y))

)

a

a

u

u

u

uE

Figura 4.4: x, y ∈ Fuu
a (x)
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Dado ϵ > 0, existe n ∈ N, tal que, a seguinte desigualdade se verifica:

d(hϕ−n
a (x)(Ä(ϕ

−n
a (y))), Ã(hϕ−n

a (x)(ϕ
−n
a (y))) < ϵ. (4.26)

De fato, pelo item 3) do Lema 4.8, se ϕ−n
a (y) e ϕ−n

a (x) são suficientemente próximos,

então as derivadas Dhϕ−n
a (x)(ϕ

−n
a (y)) e Dhϕ−n

a (x)(ϕ
−n
a (x)) estão numa mesma vizinhança

na topologia C∞. Consequentemente hϕ−n
a (x)(Ä(ϕ

−n
a (y))) está na mesma vizinhança de

hϕ−n
a (x)(Ä(ϕ

−n
a (x))). Por outro lado, o item 2) do Lema 4.8 nos diz que Dhϕ−n

a (x)(ϕ
−n
a (x))

é a aplicação identidade, ou seja, como Ã é constante temos:

hϕ−n
a (x)(Ä(ϕ

−n(x))) = Ã(hϕ−n
a (x)(ϕ

−n(x))) = Ã(hϕ−n
a (x)(ϕ

−n(y))).

Assim, a Desigualdade (4.26) anterior fica demonstrada. Da Desigualdade (4.26) temos

que:

ϵ > d
(
hϕ−n

a (x)

(
Ä(ϕ−n

a (y))
)
, Ã(hϕ−n

a (x)

(
ϕ−n
a (y)

))

= d
(
Dϕn

a(x)
[
hϕ−n

a (x)(Ä(ϕ
−n
a (y))

]
, Dϕn

a(x)
[
Ã(hϕ−n

a (x)(ϕ
−n
a (y)))

])

= d
(
Dϕn

a(x)
[
hϕ−n

a (x)(ϕ
−n
a (y)[Ä(y)]

]
, Ã

(
Dϕn

a(x)
[
hϕ−n

a (x)(ϕ
−n
a (y))

]))

= d(hx(Ä(y)), Ã(hx(y))).

A primeira igualdade se justifica, pois Dϕ−n
a (x)[·] define uma isometria em SL(n)

SO(n)
. A

segunda igualdade vem do fato de Ä ser invariante pela ação ϕ e a terceira desigualdade é

consequência do item 1) do Lema 4.8. Como ϵ > 0 é arbitrário, temos que (hx)∗(Ä(y)) =

Ã(hx(y)) para todo y ∈ Fuu
a (x) e para todo x ∈M .

As Proposições 4.1, 4.2 e 4.4 concluem a prova do Teorema B, pois de acordo com o

Lema 4.2 a a ação ϕ ser u-conforme em relação a uma determinada métrica g é equivalente

a estrutura u-conforme Ä associada a g ser invariante por ϕ.
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CAPÍTULO 5

SUAVIDADE DE FOLHEAÇÕES:

AÇÕES ANOSOV DE k-CONTATO

CONFORMES

Nosso objetivo neste caṕıtulo consiste em estudar regularidades das folheações fortes e

fracas definidas por uma ação Anosov uniformemente u-quaseconforme.

Na Seção 5.1 mostramos que dado um elemento Anosov a ∈ C0 o fibrado estável fraco

Es
a é de classe C

1. Na Subseção 5.2.1 mostramos que as holonimas em relação a folheação

estável fraca são conformes e uniformemente suaves, portanto a folheação estável fraca

é de classe C∞. Na Subseção 5.2.2 mostramos o Teorema C, utilizando a estrutura de

k-contato generalizada para provar que a folheação instável forte e a folheação instável

fraca são suaves. A Seção 5.3 é dedicada à demonstração do Teorema A que nos fornece

um resultado de rigidez.

5.1 Folheação Estável Fraca de Classe C1

Em Hirsch-Pugh [22] (Seção 4) é mostrado que para o fluxo geodésico φt numa superf́ıcie

de curvatura negativa (fluxo Anosov) o fibrado forte instável Euu e o fibrado forte estável

Ess (da decomposição TM = Ess · Tφt · Euu) são de classe C1.

Por outro lado, Sadovskaya [46] mostra, com as devidas adaptações, que para o caso

de fluxos Anosov u-conformes o fibrado estável fraco Es é de classe C1. A seguir, vamos

destacar as adaptações correspondentes para o caso de ações Anosov u-conformes e mos-

trar que o fibrado estável fraco Es
a em relação a um elemento Anosov a ∈ C0 é de classe

C1.

Começamos denotando o seguinte fibrado W sobre M : W = Euu
a · Ess

a . Da teoria de

sistemas hiperbólicos, o subfibrado W é a prinćıpio apenas Hölder cont́ınuo. No entanto,
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W pode ser aproximado por um fibrado Ŵ de classe C∞. De fato, dada uma ação Anosov

ϕ e uma base de elementos Anosov {a1, . . . , ak} ¢ C0 podemos sempre escrever ϕ como

uma composição de k-fluxos comutativos. Assim, para cada direção aj, j ∈ {1, . . . , k}
podemos definir um subfibrado de TM fazendo o seguinte:

Wj = Euu
aj

· Ess
aj
· Tϕa1 · · · · · Tϕaj−1

· T̂ ϕaj · Tϕaj+1
· · · · · Tϕak ,

onde T̂ ϕaj é um subfibrado que não está sendo considerado. Cada Tϕai denota o sub-

fibrado definido pelo campo associado ao fluxo ϕt
ai
. Listamos algumas propriedades de

Wj:

1. Wj tem codimensão-1.

2. ϕt
aj

é transversal a Wj.

3. O subfibrado assim definido é invariante pelas derivadas de ϕt
aj
.

4. Euu
a · Ess

a =
k⋂

j=1

Wj = W.

Como cada Wj tem codimensão-1 podemos definir uma 1-forma diferenciável ³j cujo

núcleo coincide com Wj. Aproximando ³j por uma 1-forma de classe C∞ obtemos um

subfibrado Ŵj de classe C∞ que é próximo a Wj e

k⋂

j=1

Ŵj = Ŵ

também é um subfibrado de TM de classe C∞ que aproxima W = Euu
a ·Ess

a . Assim, fica

mostrado que W pode ser arbitrariamente próximo de um fibrado suave Ŵ .

O fluxo ϕt
a é transversal a W , logo podemos definir uma decomposição em Ŵ da

seguinte maneira:

Ŵ = Êuu
a · Êss

a

onde

Êuu
a = Ŵ ∩ (Euu

a · Tϕa), e

Êss
a = Ŵ ∩ (Ess

a · Tϕa).
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M

x x

x

a
-1

-1

-1

a

(   )

D(  )

Wx

T

W x
a
(   )

v .v
-1

Figura 5.1: Aplicação T : Ŵx −→ Ŵϕa(x).

O fibrado Ŵ pode não ser invariante por Dϕa. No entanto, definimos uma aplicação

T : Ŵ −→ Ŵ da seguinte forma: fixado x ∈ M fazemos T
∣∣
Ŵx

= Ãϕ−1
a (x) ◦Dϕ−1

a (x), onde

Ãϕ−1
a

é a projeção do espaço tangente Tϕ−1
a
M sobre Ŵϕ−1

a
ao longo do fluxo ϕt

a.

Assim como na Seção 4 de Hirsch-Pugh [22] definimos um novo fibrado sobre M a

partir de Ŵ , cujas fibras são da forma:

Gx = {G | G : Êss
a (x) −→ Êuu

a (x) é linear, e ||G|| < 1}.

Uma vez que Ŵ é de classe C∞ temos que um fibrado definido dessa maneira também

é de classe C∞. A aplicação T : Ŵ −→ Ŵ define um recobrimento F : G −→ G do

difeomorfismo ϕ−1
a . A aplicação F é uma 1-contração nas fibras, pois ||DÃϕa

|| = 1 e

temos:

kx · (³x)
−1 = ||Duϕ−1

a (x)|| · ||Dsϕ1
a(y)|| · (m(Duϕ−1

a (x)))−1

= ||Duϕ−1
a (x)|| · ||Dsϕ1

a(y)|| · ||(Duϕ−1
a (x))−1||

= ||Dsϕ1
a(y)||

< 1,

onde kx é uma constante Lipschitz de F
∣∣
Gx

e ³x é a contração na base (conorma de T
∣∣
Ŵx

).

Nas equações anteriores ||(Duϕ−1
a (x)|| · ||(Duϕ−1

a (x))−1|| = 1 decorre do fato de ϕ ser uma

ação Anosov u-conforme, na estrutura riemanniana que estamos considerando, ou seja:

||Dϕ−1
a (x)|Euu

a (x)||
m(Dϕ−1

a (x)|Euu
a (x))

= 1, ∀ x ∈M.
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O denominador m(Dϕ−1
a (x)|Euu

a (x)) é a conorma da derivada, de acordo com a Definição

4.6.

Utilizando o Teorema da Seção Cr (Hirsch-Pugh [22] - Seção 3) conclúımos que Êss
a

é de classe C1. Portanto, o fibrado estável fraco Es
a = Ess

a · Tϕ = Êss
a · Tϕ é de classe

C1, uma vez que Tϕ é suave.

5.2 Folheações Suaves

Nesta seção estudamos a suavidade da folheação estável forte F ss
a e da folheação estável

fraca F s
a . Além disso, mostramos que com a hipótese de termos uma estrutura de k-

contato generalizada a folheação forte instável Fuu
a , bem como a folheação instável fraca

Fu
a são suaves.

5.2.1 Folheação Estável Fraca Suave

Proposição 5.1. Seja ϕ uma ação Anosov u-conforme, então as holonomias locais da

folheação F s
a preservam a estrutura u-conforme Ä , ou seja, são u-conformes.

Demonstração: Dado w ∈ M , seja Uw uma vizinhança produto contendo w. Dados

x, y ∈ Uw consideramos a holonomia local Hx,y :
∑

x ¢ Fuu
a (x) → ∑

y ¢ Fuu
a (y) em

relação a folheação estável fraca F s
a e sobre o caminho µ. Temos portanto que para cada

z ∈ ∑
x 7→ Hx,y(z) = Fuu

a (y) ∩ F s
a(z).

(

(

x

x

)

)

a

a

s

s

w



 1=‘

Figura 5.2: Representação de Hx,y

Dado z ∈
∑

x queremos verificar que DHx,y(z)[Ä(z)] = Ä(z1) onde z1 = Hx,y(z). Os

pontos z e z1 pertencem a uma placa Pz ¢ Uw da folheação F s
a . Se z e z1 pertencem a
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órbita Oϕ(z), então DHx,y(z)[Ä(z)] = Ä(z1) uma vez que Ä é invariante por ϕ. Eventual-

mente o ponto z1 pode não estar na órbita Oϕ(z), no entanto pela estrutura de produto

local z1 pertence a alguma folha estável forte. Seja z2 = F ss
a (z1) ∩ Oϕ(z). Obtemos

dessa forma um caminho que liga z a z1 passando por z2 e homotópico a µ. Assim,

Hx,y = Hz2,z1 ◦Hz,z2 .



1

2

‘
zP

Figura 5.3: Representação de Hx,y = Hz2,z1 ◦Hz,z2 .

É suficiente mostrarmos que DHz2,z1(z2)[Ä(z2)] = Ä(z1), pois z e z2 estão numa mesma

órbita de ϕ. Temos que Hz2,z1 = ϕ−t
a ◦ Hϕt

a(z2),ϕ
t
a(z1) ◦ ϕ

t
a, logo dado ϵ > 0, para t ∈ R

suficientemente grande ϕt
a(z2) e ϕ

t
a(z1) são ϵ-próximos. Consequentemente DHϕt

a(z2),ϕ
t
a(z1)

é próxima à identidade.

Pela continuidade de Ä também é verdade que Ä(ϕt
a(z2)) é próximo a Ä(ϕt

a(z1)) e então

DHϕt
a(z2),ϕ

t
a(z1)[Ä(ϕ

t(z2))] é próximo a Ä(ϕt
a(z1)). Como a derivada Dϕt

a induz uma isome-

tria entre Cuu
z1

e Cuu
ϕt
a(z1)

, conclúımos que DHz2,z1 [Ä(z2)] é próximo a Ä(z1). Fazendo t −→ ∞

temos que DHz2,z1 [Ä(z2)] converge a Ä(z1), ou seja, DHz2,z1(z2)[Ä(z2)] = Ä(z1) e conse-

quentemente DHx,y(z)[Ä(z)] = Ä(z1), mostrando assim que a holonomia Hx,y é de fato u-

conforme.

Definição 5.1. Uma aplicação de holonomia Hx,y é dita uniformemente suave se é suave

e suas derivadas dependem continuamente de y na topologia C∞.

Os Lemas 5.1 e 5.2 a seguir estão demonstrados em Sadovskaya [46], no entanto por

completitude do texto apresentamos suas respectivas demonstrações.

Lema 5.1. Se as holonomias Hx,y definidas pela folheação estável fraca são uniforme-

mente C∞, então a folheação estável fraca é suave.
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Demonstração: Seja w ∈ M e uma vizinhança produto Uw contendo w. Podemo

escolher uma coordenada local suave Ψ : Uw −→ Rm × Rn de tal modo que Ψ(w) = 0,

Ψ(F s
a(w) ∩ Uw) ¢ Rm e Ψ(Fuu

a (w) ∩ Uw) ¢ Rn.

Dado z = (x, y) ∈ Rm × Rn definimos a seguinte aplicação: Π(z) = (x,Hz,0(z)). Por

hipótese as holonomias em relação a folheação estável fraca são uniformemente suaves,

logo a aplicação Π é uniformemente suave nas folhas de F s
a e de F

uu
a . De Journé [26] temos

que Π é suave. Ou seja, a folheação estável fraca é classe C∞.

Lema 5.2. Seja ϕ uma ação Anosov u-conforme, então a folheação F s
a é suave.

Demonstração: fixado w ∈ M , consideramos uma vizinhança produto Uw contendo w.

Dados x, y ∈ Uw, devido ao lema anterior basta mostrarmos que as holonomias locais Hx,y

da folheação estável fraca são uniformemente suaves. Definimos portanto uma aplicação

Gx,y : V ¢ Rn −→ Rn da seguinte maneira:

Gx,y = gy ◦ hy ◦Hx,y ◦ h
−1
x ◦ g−1

x : V −→ Rn,

onde gy : E
uu(y) −→ Rn e gx : Euu(y) −→ Rn são aplicações lineares que levam respecti-

vamente os produtos internos em Euu(y) e Euu(x), definidos pela métrica associada a Ä ,

no produto interno canônico de Rn. As aplicações hx e hy são nos moldes do Corolário 4.8

(ou seja ambas são de classe C∞ e dependem continuamente de x e y respectivamente).

Além disso, podemos pensar em V como um aberto contendo a origem de Rn.

Da Seção 5.1 temos que a folheação estável fraca F s
a é de classe C1, ou seja, as

aplicações de holonomia são uniformemente de classe C1 (Pugh-Shub-Wilkinson [44]).

Pela Proposição 5.1 a aplicação de holonomia Hx,y é conforme, assim pelas propriedades

de gx, gy, hx e hy temos que Gx,y é também conforme e no mı́nimo de classe C1.

No entanto, uma aplicação conforme de classe C1 é também de classe C∞ (ver Hartman

[20]). Ambas as aplicações gy e hy envolvidas na composição que define Gx,y dependem

continuamente de y na topologia C∞, isso implica que Hx,y também depende continua-

mente de y na topologia C∞. Ou seja, Hx,y é uniformemente C∞.

5.2.2 Folheações Instáveis e Estáveis Suaves

Dada uma ação Anosov uniformemente u-quaseconforme ϕ, com as hipóteses adicio-

nais de irredutibilidade a transitividade mostramos no Teorema B que ϕ é u-conforme.
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Além disso, no Lema 5.2 mostramos que neste caso a folheação estável fraca é su-

ave. Mostraremos a seguir que uma ação Anosov uniformemente u-quaseconforme ϕ

com uma estrutura de k-contato generalizada (ver Definição 2.20) possui a folheação

instável forte e a folheação estável forte suaves, para isso fixado a ∈ C0 necessitamos que

dim(Ess
a ) = n = dim(Euu

a ) onde dim(M) = 2n+ k (n g 2).

No lema a seguir provamos que se uma ação de k-contato generalizada é u-conforme,

então essa ação é também s-conforme. Sadovskaya [46] mostra resultado similar para o

caso de fluxos Anosov de Contato e difeomorfismos simpléticos.

Lema 5.3. Seja ϕ uma ação Anosov de k-contato generalizada e u-conforme com relação a

uma determinada métrica riemanniana gu restrita a Euu
a . Se, dim(Ess

a ) = n = dim(Euu
a ),

então ϕ é s-conforme com respeito a alguma métrica riemanniana gs em Ess
a .

Demonstração: Dado x ∈ M , existe um isomorfismo Ψx : Euu
a (x) −→ (Euu

a )∗(x) onde

(Euu
a )∗(x) é o espaço dos funcionais lineares de Euu

a (x) (espaço dual). Assim, existe o

fibrado dual (Euu
a )∗ do fibrado Euu

a sobre M . Neste caso, a métrica riemanniana gu em

Euu
a que torna ϕ uma ação Anosov u-conforme possui uma métrica dual g∗u em (Euu

a )∗.

Denotamos por Äu a estrutura u-conforme associada a gu e por Ä ∗u a estrutura u∗-

conforme associada a g∗u. Como ϕ é u-conforme em relação a gu, fixados x ∈M e g ∈ Rk

a derivada Dϕg faz o pullback de (gu)ϕg(x) para (gu)x (Pelo Lema 4.2 isso é equivalente

a Äu ser invariante por ϕ, ou seja, Äu(x) = Dϕg[Äu(ϕg(x))]). Portanto, a estrutura u∗-

conforme Ä ∗u é invariante pela derivada dual , isso que dizer que, dados x ∈M e g ∈ Rk o

isomorfismo (Dϕg)
∗ = Ψϕg(x) ◦Dϕg(x) ◦ Ψ

−1
x (derivada dual) faz o pullback de Ä ∗u(ϕg(x))

para Ä ∗u(x).

(Euu
a )∗(x)

(Dϕg)∗
//

��

(Euu
a )∗(ϕg(x))

��

Euu
a (x)

Dϕg

// Euu
a (ϕg(x))

Por hipótese, a ação Anosov ϕ é associada a uma estrutura de k-contato generalizada

(ver Definição 2.18). Assim, fixada uma 1-forma ³i (i = 1, · · · , k) temos por definição

que d³i restrita a Euu
a · Ess

a é não-degenerada. Como dim(Ess
a ) = n = dim(Euu

a ), para
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cada x ∈M definimos o isomorfismo

Γx : Ess
a (x) −→ (Euu

a )∗(x)
w 7→ f : Euu

a (x) −→ R
v 7→ f(v) = d³i(v, w).

A aplicação Γ−1 induz então uma métrica gs em Ess
a , denotamos por Äs a estrutura s-

conforme associada a gs. A invariância de Ä ∗u implica na invariância de Äs por ϕ. Ou seja,

a ação ϕ é s-conforme em relação a gs.

Teorema C. Seja ϕ : Rk ×M −→ M (k g 2) uma ação Anosov suave e de k-contato

generalizada numa variedade fechada M . Se ϕ é uniformemente u-quaseconforme, então

esta ação possui a folheação estável forte e a folheação instável forte suaves.

Demonstração (do Teorema C): Do Lema 3.5 temos que ϕ é irredut́ıvel, com isso

estamos nas hipóteses do Teorema B, ou seja, a ação ϕ é u-conforme em relação a uma

determinada métrica no fibrado instável forte. Pelo Lema 5.2 temos que F s
a é de classe

C∞, logo dadas as 1-formas da Definição 2.18 (estrutura de k-contato generalizada)

escrevemos o fibrado instável forte Ess
a como a interseção de dois fibrados suaves

Ess
a = Es

a ∩
( k⋂

i=1

ker(³i)
)
= (Ess

a · Tϕ) ∩ (Ess
a · Euu

a )

e temos portanto que a folheação estável forte F ss
a também é de classe C∞.

Do Lema 5.3 temos que se a ação ϕ é u-conforme, então ϕ é s-conforme. Argumen-

tando analogamente ao Lema 5.2 temos ainda que a folheação instável forte Fu
a é suave.

Escrevendo

Euu
a = Eu

a ∩
( k⋂

i=1

ker(³i)
)
= (Euu

a · Tϕ) ∩ (Ess
a · Euu

a )

temos que a folheação estável forte Fuu
a é de classe C∞.
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5.3 Folheações Suaves: Uma Aplicação

Dado um sistema Anosov (difeomorfismo, fluxo ou Ação), ter a folheação estável forte

e a folheação instável forte suaves permite aplicações no contexto de sistemas algébricos

(ou quasealgébricos), assim mencionamos a seguir mais algumas definições e fatos básicos

sobre grupos e álgebras de Lie (além daqueles do Caṕıtulo 2) com a finalidade de obter

um resultado de rigidez dado pelo Teorema A.

Definição 5.2. Seja G um grupo de Lie (ver Definição 2.1) e e o elemento neutro de G,

dizemos que g = TeG é a álgebra de Lie de G.

Definição 5.3. Seja G um grupo de Lie e g ∈ G, os difeomorfismos Lg : G −→ G e

Dg : G −→ G definidos por Lg(h) = g · h e Rg(h) = h · g (h ∈ G) são chamados de

translação a esquerda e translação a direita respectivamente.

Definição 5.4. Um campo de vetores X̂ em G é dito invariante a esquerda (respectiva-

mente invariante a direita) se DLg(h) = X̂(Lg(h)) (respec. DRg(h) = X̂(Rg(h))) para

todos g, h ∈ G.

Da definição de invariância temos que, se um campo de vetores X̂ é invariante (a

esquerda ou a direita) em G então X̂ fica completamente caracterizado por seu valor no

elemento neutro, ou seja, X̂(e). De fato, basta tomar Lh−1 e Rh−1 para cada h ∈ G.

Além disso, existe uma bijeção entre o espaço dos campos de vetores invariantes a

esquerda (respec. a direita) e a álgebra de Lie g de G, através da seguinte aplicação

X̂ 7→ X̂(e) = X ∈ g. Se X, Y ∈ g, então temos bem definido o colchete de Lie [X, Y ].

Dado X ∈ g, denotamos por X̂ o campo de vetores tal que X̂(e) = X

Definição 5.5. A aplicação

adX : g −→ g

Y 7→ [X, Y ]

é chamada de adjunta de X. Dizemos ainda que g (ou G) é nilpotente se adX é um

operador linear nilpotente para todo X ∈ g.

No Caṕıtulo 2 definimos o conceito de subgrupo de Lie (Definição 2.1). Alternativa-

mente podemos definir um subgrupo de Lie H < G como sendo qualquer subvariedade
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(subgrupo) fechado. Neste caso, o quociente G/H possui estrutura de variedade através

da projeção Ã : g 7→ g · G ∈ G/H (g ∈ G). A variedade G/H não é necessariamente um

grupo de Lie, isso acontece quando H é um subgrupo normal.

Além de H subgrupo fechado normal de G, se tomarmos Γ < H podemos definir a

seguinte ação em G/H: Γ × G/H −→ G/H, onde, (µ, (g ·H))) 7→ µ · (gH). Denotamos

por Γ \G/H o espaço de órbita dessa ação.

Definição 5.6. Uma ação algébrica abeliana é dada por uma quádrupla (G,K,Γ, h), onde

� G é uma grupo de Lie conexo com uma álgebra de Lie g.

� K é um subgrupo compacto de G com uma álgebra de Lie l.

� h é uma subálgebra abeliana de g, contida no normalizador Ngl de l e tal que

l ∩ h = {0}.

� Γ é um reticulado uniforme em G agindo livremente em G/K.

Lema 5.4 (Barbot-Maquera [7]). Uma ação algébrica (G,K,Γ, h) é Anosov se, e somente

se, existe um elemento h ∈ h e uma decomposição g = U·F·h· l (invariante por ad(h))

tal que os autovalores de ad(h)|U (repectivamente ad(h)|F) tem parte real estritamente

positiva (respectivamente negativa).

Em se tratando de difeomorfismos e fluxos Anosov algébricos, as definições podem

ser encontradas em Bautista-Morales [8] - pág. 32. Ao trabalhar com ações Anosov e

condições rigidas é esperado que as mesmas sejam conjugadas a ações algébricas. No

entanto, os resultados até então são no contexto de ações quasealgébricas.

Definição 5.7. Uma ação quasealgébrica abeliana é dada por uma quádrupla (G,K,Γ, a),

onde

� G é um grupo de Lie conexo com uma álgebra de Lie g.

� K é um subgrupo fechado de G com uma álgebra de Lie h.

� a é uma subálgebra abeliana de g, contida no normalizador Ngh de h e tal que

h ∩ a = {0}.
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� Γ é um subgrupo discreto agindo livremente em G/K, tal que, Γ\G/K é compacto.

O grupo de Lie abelianoH associado com a age (localmente livre) no quociente Γ\G/K

por translação a direita.

Teorema 5.1 (Almeida [2]). Seja M uma variedade compacta suportando uma ação

Anosov ϕ associada a uma estrutura de k-contato generalizada e com fibrados fortes su-

aves. Então ϕ é C∞-conjugada a uma ação quasealgébrica. Se, além disso, ϕ é “fiel”e

H1(Ã1(M),R) = 0, então o modelo quasealgébrico (G,K,Γ, a) pode ser tomado com G

semi-simples.

Como consequência do Teorema C e do teorema anterior enunciamos a seguir o A.

Esse resultado generaliza para o contexto de ações Anosov o trabalho de Benoist-Foulon-

Labourie [9] onde é mostrado que fluxos Anosov de contato com fibrados fortes suaves

são conjugados a fluxos algébricos.

Teorema A Seja ϕ : Rk×M −→M (k g 2) uma ação Anosov suave e de k-contato gene-

ralizada numa variedade fechada M de dim(M) = 2n+ k (n g 2). Se ϕ é uniformemente

u-quaseconforme, então esta ação é C∞-conjugada a uma ação Anosov quasealgébrica.

Se, além disso, ϕ é “fiel”e H1(Ã1(M),R) = 0, então o modelo quasealgébrico (G,K,Γ, a)

pode ser tomado com G semi-simples.
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CAPÍTULO 6

CONCLUSÃO / QUESTÕES EM

ABERTO

Ao longo do trabalho desenvolvido e que resultou nesse texto, surgiram alguns questiona-

mentos e possibilidades de estudos futuros, a saber:

� Em Barbot-Maquera [7] é definido o conceito de Ação Anosov de grupos nilpotentes

e simplesmente conexos. Questionamos então se, o resultado principal dessa tese

é valido nesse contexto, ou seja, quando a ação Anosov ϕ for de um grupo H (de

dim k) nilpotente e simplesmente conexo numa variedade fechadaM (de dimn+k).

� Outro questionamento posśıvel é sobre a possibilidade de conseguir um resultado

análogo aquele Teorema 3 (para fluxos Anosov) em Fang [14]. Ou seja, dada uma

ação Anosov ϕ irredut́ıvel, uniformemente quaseconforme (u-conforme e s-conforme)

com distribuições fortes suaves e que preserva volume, então ϕ será conjugada a uma

ação algébrica ou a uma suspensão de uma ação Anosov de Zk.

No segundo questionamento inclúımos como hipótese a ação ϕ ter distribuições fortes

suaves uma vez que não estamos supondo ϕ ser de k-contato generalizada.

No resultado obtido (para fluxos) por Sadovskaya [46] a conjugação é feita em relação

a um fluxo geodésico numa variedade de curvatura negativa constante. No caso de ações,

questionarmos o seguinte:

� Para o modelo quasealgébrico o que é posśıvel dizer sobre a curvatura de Γ\G/K?

Essencialmente, utilizamos a noção de ações de k-contato generalizadas no contexto

de ações Anosov, no entanto, esse é um conceito geral. Sabemos que os sistemas Anosov,

em particular Ações Anosov, nos permite afirmar que existe uma quantidade significativa
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de órbitas compactas. Na verdade, o conjunto das órbitas compactas é denso no conjunte

pontos não errantes (Proposição 2.3).

Na literatura existente, a Conjectura de Weinstein (ver por exemplo Hutchings [24])

é um fato bastante discutido e tem o seguinte enunciado: Seja M uma variedade fechada,

orientada e dimensão ı́mpar suportando uma forma de contato ¼. Então o fluxo de Reeb

associado possui uma órbita fechada. Diante disso, surge então um novo questionamento:

� Dada uma ação (não Anosov) de k-contato generalizada (Seção 2.3), em quais

condições existe uma órbita compacta? Intuitivamente, uma hipótese posśıvel seria

dotar o subfibrado F da decomposição T = I·F com uma estrutura uniformemente

quaseconforme e fazer o estudo de certas holonomias.
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