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RESUMO

Neste trabalho obtemos resultados de rigidez para acoes Anosov de R* visando ob-
ter respostas positivas na direcao da Conjectura de Katok-Spatzier: Toda a¢dao Anosov
suave e irredutivel de Z* ou R* (k > 2) é C*®-conjugada a uma acdo algébrica. Mais
precisamente, nosso resultado principal (Teorema A) afirma que “toda ag¢do Anosov de
k-contato generalizada e uniformemente u-quaseconforme numa variedade fechada de di-
mensao 2n + k (n > 2) é C*-conjugada a uma agdo Anosov quasealgébrica”. Esse re-
sultado generaliza um resultado obtido por Sadovskaya [46] para fluxos de Anosov. Para
mostrarmos este teorema, dois resultados fundamentais se destacam, no primeiro (Teo-
rema B) mostramos que uma agao Anosov irredutivel e uniformemente u-quaseconforme
é u-conforme em relagdo a uma métrica Riemanniana (Holder continua e suave em folhas
fortes) no fibrado forte instavel. Finalmente, no segundo resultado (Teorema C) mos-
tramos que agoes Anosov de k-contato generalizadas e uniformemente u-quaseconformes

possuem folheacao forte instavel e folheacao forte estavel suaves.

Palavras-Chave: Agoes Anosov; u-quaseconforme; u-conforme; k-contato; Folheagao;

Irredutivel.



ABSTRACT

In this work we obtain rigidity results for R¥ Anosov actions in order to obtain positive
answers in the direction of the Katok-Spatzier Conjecture: Fvery irreducible smooth Ano-
sov action of R¥ or ZF (k > 2) is C™-conjugated to an algebraic action. More precisely,
our main result (Theorem A) states that “all uniformly u-quasiconformal Anosov action
associated with a generalized k-contact struture in a closed (2n + k)-manifold (n > 2) is
C>®-conjugated to a quasi-algebraic Anosov action”. This generalizes a result obtained
by Sadovskaya [46] for Anosov flows. To prove this theorem, two fundamental results
stand out, in the first one (Theorem B) we prove that an irreducible and uniformly u-
quasiconformal Anosov action is u-conformal with respect to a Riemannian metric (Holder
continuous and smooth on strong leaves) in the strong unstable distribution. Finally, in
the second (Theorem C) we prove that uniformly u-quasiconformal Anosov actions as-
sociated with a generalized k-contact struture have smooth strong unstable foliation and

strong stable foliation.

Keywords: Anosov Actions; u-quasiconformal; u-conformal; k-contact; Foliation; Irre-

ducible.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Sistemas Anosov formam uma familia de sistemas dinamicos que possui hiperbolicidade
global e exerce conexoes com diversas outras areas de pesquisa em mateméatica. Com
outra denominagao, Anosov [3] introduziu a nogao de sistemas Anosov. No contexto de
difeomorfismos e como consequéncia dos trabalhos de Franks [16] e Newhouse [42] temos
que difeomorfismos Anosov de codimensao um, em uma variedade fechada de dimensao
maior do que trés, sao conjugados a automorfismos hiperbélicos do toro.

Em se tratando de fluxos Anosov os principais modelos sao as suspensoes de difeo-
morfismos Anosov e os fluxos algébricos (por exemplo, o fluzo geodésico) em variedades
Riemannianas fechadas com métrica de curvatura seccional estritamente negativa. No
inicio da década de 70, Verjovsky [48] mostrou que fluxos Anosov de codimensao um em
variedades fechadas de dimensao maior ou igual a quatro sao transitivos. Em dimensao
trés Franks-Williams [17] exibiram um exemplo de um fluxo Anosov nao transitivo, co-
nhecido como Anomalous Anosov Flows.

Atualmente estuda-se os sistemas Anosov em diversas diregoes, por exemplo: ag¢des
Anosov de um grupo de Lie G, sistemas parcialmente hiperbolicos, fluzos Seccional-
Anosov, etc. Uma conexao entre sistemas Anosov e teoria de representa¢oes pode ser
encontrada em Labourie [34]. Até o momento, a maioria de resultados parciais sobre
classificagao topoldgica sao para difeomorfismos e/ou fluxos Anosov.

O conceito de agdes Anosov foi introduzido por Pugh-Shub [43] nos anos 70. Estudos
recentes feitos por Barbot-Maquera [5] e [6] no caso de agoes Anosov de R¥ estabeleceram

varias propriedades gerais para acoes Anosov, incluindo uma caracterizacao topoldgica
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para o conjunto de elementos regulares e a transitividade no caso de codimensao-1 em
variedades de dimens@o maior que k+ 2. Posteriormente, Barbot-Maquera [7] classificam
as agoes Anosov algébricas de um grupo de Lie Nilpotente. A longo prazo, a continuidade

desses trabalhos visa mostrar a seguinte conjectura:

Conjectura Generalizada de Verjovsky: Cada acao Anosov irredutivel de codi-
mensdo-1 de R* sobre uma variedade fechada M de dimensdo maior do que k + 3 €

topologicamente equivalente & suspensdao de uma acdo Anosov de ZF.

Em outra direcao a classificacao topoldgica, nesta tese procuramos resultados de ri-
gidez. Nesse sentido, Katok-Spatzier [32] conjecturaram o seguinte a respeito de Agoes

Anosov:

Conjectura de Katok-Spatzier: Toda acio Anosov suave e irredutivel de ZF ou R*

(k >2) é C*-conjugada a uma agdo algébrica.

Em dimenséao trés, por exemplo, Ghys [18] mostrou que, se as distribuigoes estaveis
e instaveis sao suaves entao estes fluxos sao obtidos reparametrizando fluxos algébricos

(suspensoes ou fluxos geodésicos sobre variedades fechadas de curvatura negativa).

Benoist-Labourie [10] consideram um difeomorfismo Anosov cujas distribuigoes estaveis
e instaveis sdo suaves e provam que, se este difeomorfismo preserva uma conexao afim,
entao ele é conjugado a um automorfismo hiperbdlico sobre uma infranilvariedade. FEm
seguida, Benoist-Foulon-Labourie [9] consideram fluxos Anosov com distribuigoes estaveis
e instaveis suaves e provam que se, este é de contato, entao este fluxo é isomorfo ao fluzo

geodésico.

Em Fang [15] é provado que fluxos Anosov com distribui¢oes estaveis/instaveis suaves
e que preservam uma métrica pseudo-Riemanniana sao equivalentes ou a uma suspensao
ou ao fluxo geodésico sobre uma 3-variedade. Além disso, Fang [14] mostra que, se um
fluxo Anosov preserva volume e é uniformemente quaseconforme (com distribuicoes fortes

suaves), entao esse fluxo é equivalente a uma suspensao de um automorfismo hiperbdlico
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de um toro ou a uma pertubacao canonica do fluxo geodésico.

Os resultados que motivaram esta tese sao os resultados de rigidez obtidos por Sadovs-
kaya [46] onde sao considerados fluzos Anosov de contato e uniformemente u-quaseconforme.

Precisamente o seguinte resultado.

Teorema 1.2 (Sadovskaya [46]): Seja ¢' um fluro Anosov de contato (C*) sobre
uma variedade compacta M, dim(M) > 5. Se o' € uniformemente u-quaseconforme na
distribuicao instdvel forte, entao @' é C*-conjugado ao fluro geodésico de uma variedade

de curvatura negativa constante.

Nosso interesse neste trabalho portanto é estender o resultado acima para o contexto de
agoes Anosov uniformemente u-quaseconformes (Defini¢ao 4.1) associadas a uma estru-
tura de k-contato generalizada (Definigao 2.20). Fazemos assim um paralelo com fluxos
Anosov de contato uniformemente u-quaseconformes. O teorema principal desse trabalho

é o Teorema A enunciado abaixo.

Teorema A Seja ¢ : R¥ x M — M (k > 2) uma agdo Anosov suave e de k-contato
generalizada numa variedade fechada M, dim(M) = 2n+k (n > 2). Se ¢ é uniformemente

u-quaseconforme, entao esta acao € C*-conjugada a uma acdo Anosov quasealgébrica.

O teorema proposto nessa tese é entao uma versao fraca da Conjectura de Katok-
Spatzier mencionada anteriormente. Paran = 1 a acao Anosov ¢ seria sempre u-conforme,
daf a exigéncia n > 2 para que possamos ter fibrados fortes instéveis e estaveis (Definigao

2.12) de dimensdes iguais e maiores do que um.

A demonstragao do teorema segue o seguinte roteiro: comegamos utilizando o fibrado
instavel forte para definirmos um fibrado de classes u-conformes localmente trivial sobre
M (Segao 3.1) e uma agao do grupo linear na fibra tipica. Definimos em seguida uma
estrutura u-conforme (segao do fibrado de classes u-conformes) utilizando centros de discos

minimos.

Provamos que essa estrutura conforme é invariante pela acdo Anosov, mensuravel e
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limitada num conjunto de medida total. Além disso, com a irredutibilidade da agao Anosov
e uma familia de fungoes que parametrizam folhas fortes mostramos que tal estrutura u-
conforme é localmente Holder continua e suave em folhas instaveis fortes. A extensao
dessa estrutura u-conforme origina uma métrica no fibrado instavel forte que torna a acao

Anosov u-conforme (Definigao 4.2). Precisamente mostramos o seguinte resultado.

Teorema B. Seja ¢ : REx M — M uma acdo Anosov suave, irredutivel e uniformemente
u-quaseconforme sobre um subcone Cy C R¥. Entdo ¢ € u-conforme com relagdo a uma
métrica riemanniana no subfibrado instdvel forte a qual é Hélder continua em M e suave

ao longo das folhas da folheagdo instavel forte.

Por fim, uma estrutura de k-contato generalizada (Defini¢ao 2.18) nos permitiu obter

simetrias e a suavidade das folheacoes de interesse.

Teorema C. Seja ¢ : R¥ x M — M (k > 2) uma agdo Anosov suave e de k-contato
generalizada numa variedade fechada M de dim(M) = 2n + k (n > 2). Se ¢ € unifor-
memente u-quaseconforme, entao esta agao possui folheagoes instaveis e estdveis fortes

suaves.

O texto estd estruturado em quatro capitulos, descritos a seguir:

Inicialmente, no Capitulo 2 introduzimos os conceitos e resultados fundamentais para
o restante do trabalho. Por exemplo, fatos bésicos sobre agoes e representacoes de grupo,
folheacoes; acoes Anosov e suas propriedades essenciais. Apresentamos ainda exemplos
prototipos de Agdes Anosov, como suspensoes (Exemplo 2.2) e a camara de Weyl (Exem-
plo 2.3). Por fim, apresentamos formalmente o conceito de agbes de k-contato generali-

zadas e fatos bésicos sobre essas estruturas.

No Capitulo 3, a partir de uma métrica riemanniana no subfibrado instavel forte,

definimos as classes u-conformes em cada fibra e mostramos que o conjunto dessas classes

SL(n)
SO(n)

é difeomorfo a (n é a dimensao do fibrado instével forte). Assim, foi possivel definir

um novo fibrado de classes u-conformes sobre a variedade. A fibra tipica é uma variedade
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de curvatura negativa com métricas invariantes por uma determinada agao de GL(n) (agao
por isometrias). Secoes desse fibrado sao chamadas de estruturas u-conformes (Definigao
3.1).

Ademais, nesse capitulo discutimos os importantes conceitos de irredutibilidade (De-
finicdo 3.6) e transitividade em subcones (Defini¢ao 3.8) de uma agdo Anosov, o que nos
permitiu ter uma Medida de Margulis quaseinvariante por holonominas.

No Capitulo 4, com uma ag¢ao Anosov uniformemente u-quaseconforme e irredutivel
construimos uma determinada estrutura u-conforme invariante pela acao, limitada, men-
suravel, localmente Holder continua e suave nas folhas instaveis fortes. Essa estrutura deu
orgiem a uma métrica na distribuicao instavel forte que torna a acao Anosov u-conforme
(Teorema B).

Finalmente, no Capitulo 5 utilizando a ferramenta do capitulo anterior (estrutura u-
conforme) demonstramos a regularidade de certas holonomias. Esses resultados foram
sintetizados no Teorema A. Utilizando uma estrutura de k-contato generalizada mostra-
mos o Teorema C, isto é, concluimos que ambas as folheagoes fracas (estével e instavel)
e ambas as folheagdes fortes (estavel e instavel) sdo suaves (de classe C'°), com isso

mostramos o Teorema A.
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CAPITULO 2
PRELIMINARES

Capitulo dedicado a apresentacao de definigoes e resultados fundamentais para o trabalho
que desenvolvemos nos capitulos seguintes. Na Se¢ao 2.1 definimos os conceitos de grupo,
agoes, folheagoes e representacoes. Na Secao 2.2 exibimos o objeto principal: as agoes
Anosov (Defini¢ao 2.12), bem como os conceitos e propriedades essenciais de sua teoria.
Por fim, na Secao 2.3 definimos estruturas de k-contato generalizadas, acoes de k-contato
generalizadas e apresentamos suas propriedades importantes. Supomos desde ja que nosso

ambiente seja uma variedade riemanniana suave M, fechada e conexa.

2.1 Acoes de Grupos de Lie, Folheacoes e Repre-
sentacoes

De forma geral, um grupo é um conjunto dotado de uma operacao que possui certas
) >
propriedades. Esse objeto aparece em quase todas as areas da matematica e dentre outras

coisas, aparecem com frequéncia ao longo deste texto.

Definigao 2.1 (Grupo). Um grupo é um conjunto nao vazio G, munido de uma operagao

bindria (fechada em G), que denotamos por - e que satisfaz os seguintes axiomas:
1. A operacao é associativa: (g-h)-l=g-(h-l), para todo g, h,l € G.

2. A operacao tem um elemento neutro: existe um elemento e € G, tal que g -e =

e-g =g, para todo g € G.

3. Todo elemento de GG possui um elemento inverso: para todo g € G, existe um

gteG, talque, g-gt=g1' -g=c.

Algumas vezes, ao denotar g - h (operagao entre g e h) vamos simplesmente escrever

gh.
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Exemplo 2.1 (Grupos de Lie). Um grupo de lie G é um grupo que possui uma estrutura

de variedade diferenciavel C'**°; tal que, a aplicagao
GxG—G, (g,h)— gh™*

é C™. Isto é equivalente a dizer que as aplicagoes (g, h) — gh e h — h™! sdo C*°. Uma
subvariedade imersa Gy C G de classe C*™ que também é grupo de Lie (com a operagao

induzida) é chamada de subgrupo de Lie de G. Alguns grupos de Lie:

a) O grupo aditivo R¥,

b) GL(n,R) = GL(n) = {matrizes reais n x n invertiveis} (grupo linear),

c) O(n,R) =O(n) ={U | U éuma matriz n x n, que satisfaz: UUT = I,,}, (grupo

ortogonal),

d) SL(n,R) =SL(n)={U € GL(n) | det(U) = 1} (grupo linear especial),

e) SO(n,R)=S0(n) ={U € O(n) | det(U) = 1} (grupo especial ortogonal).

Daqui em diante GG denota um grupo de Lie.

Defini¢ao 2.2 (Ag¢ao). Uma ag¢do do grupo G sobre uma variedade M é uma aplicagao

¢ :Gx M — M com as seguintes propriedades:

a) ¢(e,p) = p, para todo v € M, onde e é o elemento neutro da operagao em G.

b) ¢(g,¢(f.p) = ¢(gf,p) para todo g, f € G e para todo p € M.

Neste caso, dizemos que G age em M. Quando a aplicagao ¢ : G x M — M for C”
(r > 0) dizemos que a agao é C". Para todo g € G temos que ¢, : M — M é uma
aplicagao definida por ¢,(p) = ¢(g,p). No caso de agoes C" as aplicagdes ¢, sao C"-

difeomorfismos. De fato, basta notar ¢,-1 = (p,) "' e que @, 0¢,-1 =id e p,-1 0, = id.
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Definicao 2.3. Dada uma acao de G sobre M, definimos os seguintes conjuntos:

1. O,(p) a drbita (p-érbita) da acdo por p € M:

Ou(p) = {w(g,p) | g € G}.

Notemos que, dados p, ¢ € M, tal que ¢ ¢ O,(p), entao O,(p) NO,(q) = 0 (ou seja,

as Orbitas de uma acdo definem uma particao de M)

2. Dado p € M, G, é chamado de grupo de isotropia. Definimos: G, = {g € G |
©(g,p) = p}. Note que G, é um subgrupo fechado de G.

Definicao 2.4. Seja G um grupo, M uma variedade diferenciavel e suponha que G age

em M (¢:Gx M — M).

1. A agao é dita efetiva se nenhum elemento g € G (g € G\{e}) fixa todos os pontos de

M. Ou de maneira equivalente se Vg # e € GG, existe um x € M tal que ¢(g,z) # x.
2. A acao ¢ dita transitiva se existe p € M tal que a orbita de p é densa em M.
3. A acao é dita minimal se toda orbita da acao é densa em M

4. A acao ¢ : G x M — M ¢ localmente livre se G, é discreto para cada p € M. Em

particular, se G, ¢ trivial (G, = {e}) para cada p € M, entao a agao ¢ dita livre .

No que segue, exibimos alguns fatos béasicos sobre acoes que posteriormente nos per-
mitirdo compreender sob quais condigoes as 6rbitas determinam uma folhea¢do (Definigao

2.7) na variedade.

Definicao 2.5. Considere em G a seguinte relacao de equivaléncia: g; ~, g2 se, e somente

se, g7 - ga € Gp, p € M. O espago quociente por esta relacao é denotado por G/G),.
O seguinte teorema estabelece a topologia das érbitas de uma acao.

Teorema 2.1 (Camacho-Neto [11]). Fizado p € M existe uma unica estrutura de vari-
edade diferencidvel em G /G, tal que a projecao quociente denotada por m : G — G /G,
¢ uma submersao que define um fibrado com fibra G,. Se, G, € discreto, entao m™ é uma

aplicagao de recobrimento. Além disso, se a a¢ao p : GXx M — M for C" (r > 1), existe
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uma unica imersao biunivoca C*, ¢, : G/G, — O,(p) tal que ¢, om = ¢, (caso G, seja

discreto, a aplicagao p, : G —> O,(p) € um recobrimento).

G/ Gy % O, (p)

Observacao 2.1. De acordo com o teorema acima, ser localmente livre € equivalente
a dimO,(p) = dimG cada p € M. De fato, dimO,(p) = dimG se e somente se,
dim G/G, = dim G, ou seja, G, € discreto.

Como consequéncia, uma acao localmente livre ¢ : R¥ x M — M de classe C" (r > 1)

possui érbitas difeomorfas a R! x T em que 0 < [ < k.

Definigao 2.6. Dada uma acdao ¢ : R¥ x M — M de classe C" (r > 1) e fixada uma
base {vy, -+ ,vx} de R* definimos os campos X;(p) = %gp(tvj,p)hzo (j=1,---,k) de

classe C"™1, chamados de geradores infinitesimais da acao.

Observacao 2.2. Seja ¢ : R¥ x M — M uma acdio de classe C" (r > 1). Temos os

sequintes fatos:

1. A aplicagdo de classe C" definida por ¢;(t,p) := i(p) = w(tv;,p) € o fluzo do

campo X;.

2. Pelo fato de R¥ ser abeliano, os geradores infinitesimais comutam dois a dois. Nesta
situagdo, vale que ;o 3 = @5 o @i para quaisquer i,j € {1,--- k} e s,t € R, isto
€, o colchete de Lie [ X;, X;] = 0.

3. A acdo ¢ : RF x M — M pode ser escrita da sequinte forma:

k
w(ztwi,p> = @1 0y’ 0+ 0 (). (2.1)
=1

Os campos Xy,--- , Xy definem um campo de planos tangente a agao.
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4. De maneira reciproca, toda familia de k campos de vetores completos, comutativos
dois a dois e linearmente independentes X1, --- , Xi sao geradores infinitesimais de

uma acio ¢ : R¥ x M — M de classe C" (r > 1) localmente livre.

Uma acao ¢ : R¥ x M — M de classe C" (r > 1) é localmente livre e possui 6rbitas
que definem uma folhea¢do em M. Para justificar essa afirmacao necessitamos do conceito
de folheacdo, campos de k-planos involutivos e o Teorema 2.2 (Teorema de Frobenius).
A grosso modo, uma folheacao decompoe a variedade M em subvariedades conexas, as

quais chamamos de folhas. Precisamente temos a definicao a seguir.

Definigao 2.7 (Folheagdo). Seja M uma m-variedade de classe C*. Uma folheagdo de
classe C" e dimensao k (k < m) de M (ou codimensao m—k) é um atlas F = {(Usn, 0u) }aca

de classe C" em M com as seguintes propriedades:

1. Paratodo o € A, p, : U, — Uy x Uy C RF xR™* onde U; e U, sao discos abertos

de R¥ e R™* respectivamente.

2. Sejam (U,, o) e (Us, pg) € F tais que U,NUz # (), entdo a mudanga de coordenadas
(Figura 2.1) g0 @t 0u(Ua NUs) — ps(Us, NUg) é da forma

ws 0wt (1, y) = (hi(z,y), ha(y)), (z,y) ERF xR Va,Be A

Ua

Py B §

v

Rm—k‘ Rm—k‘

Ppo Oy
R* R*

Figura 2.1: Mudanga de Coordenadas de F. Adaptado de Camacho-Neto [11].
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Proposicao 2.1 (Camacho-Neto [11]). Toda folheagcio F (C",r > 1) de dimensdio k
numa variedade M define um campo de planos (C™1) de dimensdao k em M (tal campo

¢ denotado por TF).

Assim, M sé pode ter uma folheacao de dimensao k se admite campos de planos de

dimensdo k (campo de k-planos).

Definicao 2.8. Um campo de planos P é dito involutivo se, dado dois campos de vetores

X e Y tais que, para cada g € M, X(q) e Y(q) € P(q), entdo [X,Y](q) € P(q).

Teorema 2.2 (Frobenius). Seja P um campo de k-planos (C",r > 1) em M. Se P é
involutivo, entao existe uma folheagao F, C", de dimensao k em M, tal que, T,(F) = P(q)
para todo ¢ € M. Reciprocamente, se F é uma folheagao, de classe C™ (r >2) e P é um

campo de planos tangente a F, entao P € involutivo.

Pela Observagao 2.2, dada uma acao ¢ : R¥ x M — M de classe C™ (r > 1)
os geradores infinitesimais, em particular comutativos, definem um campo de k-planos
involutivo em M. Portanto, de acordo com o Teorema de Frobenius ¢ possui 6rbitas que
definem uma folheacao de dimensao k em M.

Em alguns contextos pode-se adotar a linguagem de representagoes ao invés de agoes.
No que segue, G é um grupo qualquer e X um espaco topoldgico com uma topologia Haus-
dorff. Aut(X) é o grupo de automorfismos de X, ou seja, formado por homeomorfismos de

X em si mesmo e com a operacao de composigao (as vezes denota-se Aut(z) = C°(X)).

Definigao 2.9 (Representacdo de um Grupo). Uma representag¢io (as vezes também

chamada de opera¢ao) de um grupo G num espago topolégico X é um homomorfismo de

grupo:
p: G — Hom(X)
g plg): X — X~

A imagem p(g) de um elemento g € G também ¢é chamada de permuta¢do de X. O
espaco X é chamado de espaco de representacao de GG. Uma representagao induz uma

agao (e vice versa) ¢ : G x X — X, definida assim:

©(g,2) = p(g)(x).

A aplicagao ¢ de fato é uma acgao, considere e o elemento neutro de GG, temos consequen-

temente que:
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L (e, z) = ple)(z) = Ix(z) ==

2. p(g.h,x) = p(g) o p(h)(x) = ¢(g, o(h,x)).

Exigimos em geral que ¢ seja continua. E possivel encontrar representacoes em di-
versos contextos, como por exemplo, representacoes lineares e espagos de representacao
sendo um F-espago vetorial (F' um corpo). No caso em que X = M é uma variedade

diferencidvel podemos tomar Hom(M) = Dif f"(M) (r > 0).

Observacao 2.3. No texto utilizamos ambas as notagoes, de representacao e de agao,

nao fazendo distin¢do entre as mesmas.

Considere A um subgrupo fechado de um grupo topolégico G (considere G' com uma
topologia Hausdorff). Entao, G/A com a topologia quociente é uma espago de Hausdorff.

A aplicacao
¢: Gx(G/A) — (G/A)
(g,[n])  — lg.h]

satisfaz as condigoes 1 e 2 de agao acima. Logo, (G/A) pode ser considerado um espago

de representacao de G.

Definigao 2.10. Sejam ¢; : G x X — X e ¢ : G x X' — X' representacoes de G.
Dizemos que X e X' sao equivalentes se, existe um homeomorfismo f : X — X', tal
que: @2(g, f(x)) = flei(g, x)).

No Capitulo 3 estaremos interessados em estudar uma ac¢ao de GL(n) sobre os espaco
das matrizes simétricas e definidas positivas com determinante igual a um. Além disso,

fazer uma identificacao via difeomorfismo desse espaco com um determinado quociente.

Assim, as definigoes e resultados a seguir serao fundamentais nessa situacao.

Definicao 2.11. Um subgrupo proprio H de um grupo G é chamado mazimal se nenhum
outro subgrupo proprio K de G contem H estritamente, ou seja, nao existe subgrupo K

de G, tal que, H ¢ K ¢ G.

Lema 2.1 (Mass [39]). Seja Q um subgrupo fechado de GL(n). Qualquer subgrupo com-

pacto mazimal A de 2 pode ser escrito da forma
A={U | UHUT = H, UeQ},

para alguma matriz simétrica definida positiva H (denotamos H = HT > 0).
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Lema 2.2. Seja Q2 = GL(n), entao todos os subgrupos compactos mazximais sao conjuga-

dos.

Demonstragao: Seja A um subgrupo maximal de GL(n), pelo Lema 2.1 escrevemos
A={U | UHU" = H, U € Q}. Mostraremos que A ¢ conjugado a O(n) a qual é
subgrupo maximal.

Existe P € GL(n), tal que, H = PPT (fato demonstrado no Lema 3.1). Assim,
dado U € A temos UHUT = H e consequentemente UPPTUT = PP, o que implica
PTUT(PT)= = P~1U~1P. Isso é o mesmo que dizer (P7*UP)T = (P~'UP)~! (a matriz
V = P7'UP é ortogonal). Escrevendo PV P! = U vemos que A = PO(n)P~'. H

Um resultado de Maas [39] diz que se, A; e Ay sao subgrupos conjugados de um
grupo G (A} = gAyg™!, g € G), entdo existe um homeomorfismo f : G/A; — G/A,
que tornam esses dois espagos de representagao de G equivalentes (no sentido da Definigao
2.10). No caso em que G = GL(n) s6 precisamos considerar o subgrupo O(n), uma vez

que no Lema 2.2 acima vimos que qualquer outro subgrupo fechado maximal é conjugado

a O(n).
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2.2 Acoes Anosov: Teoria Geral

Introduzimos nesta secdo o objeto principal do trabalho, as acdes Anosov de RF. A
definicao no entanto pode ser feita para um grupo de Lie qualquer. Estamos interessados
em definir o conjunto de elementos Anosov (Definicao 2.12), bem como as folheagoes
decorrentes dos subfibrados associados a acao. Além de exemplos protétipos de agoes
Anosov, exibimos ainda os conceito de pontos ndo-errantes (Definigao 2.15) e trasitividade

(Definicao 2.16).

Definigao 2.12 (Ac¢ao Anosov). Uma acdo ¢ : G x M — M localmente livre, de
classe C* é Anosov se existe a € G tal que o difeomorfismo g = ¢(a,:) = ¢, age de
maneira normalmente hiperbdlica com respeito a folheagao definida pelas orbitas. Ou
seja, existem numeros reais A > 0, C' > 0 e uma decomposicao continua e Dg-invariante

TM =E?*&T¢d EY™, tal que:

|| Dg"™ < Ce™ VYn>0,

1Dg"| |l < Ce™, ¥ <0.

Nesta definicao T'¢ é a distribuicao tangente as orbitas da acgao.

O elemento a € G satisfazendo esta definicao é chamado de elemento Anosov ou
elemento regular. Os casos mais estudados sao quando G = Z (difeomorfismos Anosov)
e quando G = R (fluros Anosov). Nestas duas situagdes cada elemento nao trivial de G
é elemento Anosov, mas isso de modo geral nao necessariamente é assim como mostra a
Observagao 2.4.

Hirsch, Pugh and Shub [23] desenvolveram a teoria basica de transformagoes normal-
mente hiperbdlicas. Em decorréncia disso obtemos que a decomposicao do fibrado tan-
gente TM = E2* @ T¢ & EY é Holder continua e que os subfibrados E2°, EX* T'¢ & E3°

e T'p ® E"* sao unicamente integraveis. As respectivas folheagoes sao denotadas assim:

o L5 F35 (folheagao estével forte),

o Elu Fi (folheacao instével forte),

o EX®To F? (folheacao estavel fraca),
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o B DT¢ F! (folheagao instavel fraca).

Lema 2.3 (Barbot-Maquera [6]). Seja g = ¢(a,-) o difeomorfismo dado na Defini¢do
2.12 e considere h : M — M um difeomorfismo que comuta com g e tal que o subfibrado

T¢ seja invariante por Dh. Entao, o subfibrados E° e E*™ sao invariantes por Dh.

Dados a e b € R¥, ¢, 0 ¢ = ¢ © ¢, Ou seja, os difeomorfismos da acdo Anosov
comutam dois a dois e consequentemente os subfibrados instavel e estavel (forte e fraco)
sao preservados pela acao ¢. Também, cada folheacao F7 (o = ss,uu, s,u) é preservada
por todo difeomorfismo que comuta com a.

As folheagoes F* e F;° possuem folhas homeomorfas a planos. Isso decorre do co-
nhecido Teorema da Variedade Estavel Local para sistemas hiperbélicos. Denotamos por
A = A(¢) o conjunto de elementos Anosov de ¢ (acio Anosov de R¥ sobre M). Cha-

mamos A de conjunto de Anosov ou conjunto reqular. Até o momento o que se conhece

desse conjunto A é dado pela proposicao a seguir.

Proposigao 2.2 (Barbot-Maquera [6]). O conjunto de elementos Anosov A € aberto em

R¥ e cada componente conexa é um cone aberto e convezo.

i Cada componente conexa de A chamada de camara.
ii Um subcone reqular ¢ um cone aberto convexo contido numa camara.

iii Se, A, ¢ a componente conexa que contém a, entdo FJ = F7 (0 = ss,uu, s,u) para

todo b € A,.

iv. Uma ¢-érbita, tal que, o subgrupo de isotropia contém um elemento Anosov é com-

pacta.

Foi conjecturado por A. Katok que o conjunto de elementos Anosov de uma acao

Anosov é aberto e denso.

Observagao 2.4. Decorre da proposi¢io acima que ndo podemos ter A = RF (k > 2)
(esta mesma observagao € vdlida para fluzos Anosov). De fato, de acordo com a defini¢do
de agoes Anosov se a e —a sao elementos Anososv, entio E*(x) = E* () para todo

x € M. No entanto se supormos A = R estariamos contradizendo o item (iii) da
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proposi¢ao anterior que, neste caso, nos garante que a decomposicao T'M = B ST oD B

¢ constante num cone.

A seguir apresentamos alguns exemplos de agdes Anosov (exemplos complementares

podem ser obtidos em Barbot-Maquera [6]).

Exemplo 2.2 (Suspensoes). Considere uma agao (E : R¥ x N — N sobre uma variedade
fechada N. Em N x RF consideramos a seguinte relacao de equivaléncia: dados (z,u) e
(y,v) € N x R* (z,u) ~ (y,v) se, e somente se, u —v=n € ZF e y = é”(a:) = QNS(.:E,n),
ou seja, (y,v) = (¢"(x),u —n).

Com isso temos a variedade quociente M = (M x R*/ ~) e os campos verticais
i) )

-2 ... -2 Definimos assim a seguinte acao ¢ em M x N, onde
dx1’ ? dxy, s ;

k 0
@((u1, - ,ux),p) = Zuz ' d—xi(p),

que consequentemente induz uma acao ¢ : R¥ x M — M no quociente M, chamada de
acdo suspensdo. Esta acdo é Anosov se, e somente se, algum elemento de Z* induz um

difeomorfismo Anosov sobre N.

Definicao 2.13. Dada uma acdo localmente livre ¢ : R¥ x M — M, dizemos que
¢ é uma suspensao se existe uma subvariedade N C M de codimensao k e uma agao

¢:7ZF x N — N, tal que, ¢ é suspensao de gg

No caso de fluxos, ser suspensao ¢ equivalente a existir uma secao transversal global.
No entanto para acoes ¢ : R¥ x M — M essa equivaléncia nao é verdade em geral, ou
seja, exibir uma se¢ao transversal global nao implica necessariamente que ¢ ¢é a suspensao
de uma agao de Z*. A suspensao de uma agao algébrica (ver Defini¢io 5.6) é algébrica.

Existem acoes algébricas que nao sao suspensoes, por exemplo, o fluxo geodésico. O
seguinte exemplo, o qual é fornecido pela teoria classica de grupos de Lie semi-simples
(ver San Martin [41]), e que generaliza o fluxo geodésico é um modelo algébrico para o

caso de acoes Anosov de R¥.

Exemplo 2.3 (Agdo da Camara de Weyl). Seja G um grupo de Lie real conexo semi-
simples com centro finito e seja G sua algebra de Lie. Seja I' um reticulado uniforme livre

de torcao em G e a um subespaco de Cartan de uma R-decomposigao de G.
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O centralizador de a em G é a soma a® K, onde K é a algebra de Lie de um subgrupo
compacto K de G. A acdo a direita de a induz uma acdo de R* sobre o biquociente
M =T\G/K. A acao adjunta de a sobre G preserva a seguinte decomposigao:

G=Koad > G°
aEY,
onde cada raiz « sao formas lineares descrevendo a restrigao de ad(a) em G*. Os elementos
regulares a de a para os quais a(a) # 0, correspondendo as camaras de Weyl do grupo de

Lie, formam uma uniao de abertos convexos de elementos Anosov.

O exemplo anterior pode ser visto com detalhes completos em Almeida [2], nesse
também é mostrado que a acao dada pelo exemplo acima é de k-contato generalizada
(Definigao 2.20). O conceito de k-contato serd explorado na préxima se¢ao (Segao 2.3)

e serd importante para os objetivos desse trabalho.

Exemplo 2.4. Seja N uma n-variedade e ¢' um fluxo Anosov de codimenséao-1 (dim(E**) =
1) sobre N (ou seja, n > 3). Construimos assim uma agdo Anosov ¢ de R* (k > 2) de
codimensdo-1 sobre M = N x TF~!. Para facilitar a notacao e visualizacao fixamos k = 2.

Ou seja, TF~1 = S!. Consideramos o sistema de coordenadas (x,0) € N x S! e denotamos

0

por ¢ o fluxo vertical gerado pelo campo ;.

Definimos os seguinte fluxos em M:

Yi((2,0) = (¥'(2),0) e 93((z,0) = (=, 45(0)).

Estes fluxos sdao comutativos. De fato:

Uy o ¥3((x,0)) = vi((x,5(0))) = (' (2), 25(0)) = ¥3((¢'(2)), 0) = v5 0 ¥y ((x,0)).

Segue da Observacao 2.2 que 1! e ¢35 definem uma agao de R? sobre M.

d(tvr + sva, (2,0)) = ¥y 0 95((,0)). (2.2)

Esta ac@o (2.2) é Anosov. De fato, Um possivel elemento Anosov é da forma (¢yvy +
Ovy) € R? que nos da o difeomorfismo parcialmente hiperbodlico: ¢tovr9) - M — M.
Definimos uma decomposi¢gdo em T'M da seguinte maneira: para cada (x,0) € M de-

finimos T(z,0)M = Ef; o) © T(a0)0 © E{y) em que EF; o = Do ((x,0))

Ss e Euu -
Biioy @)
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Dy ((x,0)) ’ o para algum sy € R (ou seja, estou definindo no espago tangente ao ponto
(x,0) um subespago advindo via difeomorfismo de um subespaco tangente ao ponto (x,0)
na secao zero N x 0).

No caso geral, basta utilizar os (k — 1) fluxos gerados pelos campos coordenados a%j
(j=1,---,(k—=1)) de T*! e ¢! para obter uma agao de R¥. Cada érbita da agao definida

acima ¢ um produto de uma érbita de ¢f por S

No exemplo anterior se dim(n) > 4, entao dado ¢' um fluzo Anosov de codimensao-1
em N, Verjovsky [48] (Teorema de Verjovsky) nos diz que ¢ é transitivo (tem érbita densa
em N). Neste caso, a acdo Anosov de codimensao-1 associada também serd transitiva
uma vez que dim(M) > 2 + k (Barbot-Maquera [6]). No caso em que dim(N) = 3 o
exemplo de Franks-Williams [17] (Anomalous Flow) mostra que existem fluxos Anosov
nao transitivos. Entao se ¥' é o Anomalous Flow o quociente M no exemplo acima terd
dimensao igual a 2 + k e consequentemente a a¢do Anosov nao é transitiva (Barbot-
Maquera [6]).

Para acoes Anosov uma pergunta recorrente é a seguinte: quais teoremas e definigoes
sobre fluxos Anosov podem ser generalizados para uma agao Anosov? Para nossos propositos,

comecamos enunciando o teorema da vizinhanca produto.

Observacao 2.5. Para todo § > 0, denotamos por F¢(p) wma bola aberta na métrica

induzida em F° com centro em p e raio §, onde 0 = SS,uu, S, U.

Teorema 2.3 (Vizinhanga Produto - ver por exemplo Barbot-Maquera [6]). Seja ¢ :
R¥ x M — M uma agdo Anosov. Emiste 6o > 0, tal que, para todo § € (0,0) e para

todo p € M, as aplicagoes:

[]": F(x) x Fi(z) — M
(y,2) — [y, 2]t = F(x) N Fi(y)

[,.]° 0 FP(x) x Fif(x) — M
(y, 2) — [y, 2P = Fi(2) N Fs(y)

estao bem definidas e sao homeomorfismos em suas imagens.

Em Arbieto-Morales [4] sdo apresentados resultados e defini¢oes no contexto de agoes

Anosov, semelhantes aqueles ja conhecidos para fluxos Anosov. Exemplos: Closing
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Lemma, Axioma A, estabilidade estrutural; decomposicao espectral, pontos nao-errantes,

entre outros.

Teorema 2.4 (Closing Lemma - Arbieto-Morales [4], pdg. 71). Seja M uma variedade
fechada, ¢ uma acio Anosov de R* sobre M e a € R¥ um elemento Anosov. Existem
constantes €, C e X dependendo continuamente de ¢ na topologia C' e a, tais que: se,

para algum x € M et € R

d(o(ta,x),z) <,

entdo existem um ponto y € M e uma curva diferencidvel 7y : [0,t] — R¥, tais que, para

todo s € [0,t] temos:

1. d(¢(sa, x), p(v(s),y)) < CeMmimtst=sDd(p(ta, x), x);
2. ¢(v(t),y) = #(6,y), onde ||d]| < Cd(¢(ta,x),z);

3. ||/y/ - a’|| < C’d(qb(ta,x),x)

Observagao 2.6. Seja C uma camara contendo a (elemento Anosov) de uma agdo ¢.
Fizado a, o item 3 do Closing Lemma implica que se, d(¢(ta,x),x) € suficientemente
pequeno, o vetor tangente v pertence a C, portanto, v estd contida em C. Além disso,
se d(p(ta,xz),x) € suficientemente pequeno, pelo item 2 do Closing Lemma ~y(t) — & per-
tence a C (essa diferenca tem inclina¢io proxima a (t) uma vez que ||0]| € pequeno).

Consequentemente, a drbita de y é fechada ja que v(t) —d € G,

o(v(t) = 0,y) = 9((t), p(=6,y)) = o(v(t), p(=7(1),y)) = ¢(0,y) = y.

Definimos agora a nocao de ponto nao-errante para acoes. Esta definicao, no caso de

acoes Anosov permite uma importante aplicagdo do Closing Lemma (Teorema 2.4).

Definigao 2.14 (Ponto nao-errante - Definigdo geral). Dada uma acao ¢ (nao necessa-
riamente Anosov) de um grupo de Lie G em M, um ponto z € M é chamado de ponto
nao-errante se, para qualquer vizinhanca aberta U de x e todo conjunto compacto K C G,
existe um v € G — K, tal que, ¢,(U) NU # (). Denotamos por Q2 ou (¢) o conjunto de

pontos nao-errantes de ¢.
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O conjunto €2 é invariante por ¢, além disso a fronteira de uma érbita de um ponto
x € Q esta contida em Q (Arbieto-Morales [4]). Para o caso de Acdes Anosov de RF
particularizamos a nog¢ao de ponto nao-errante. Fixado um subcone regular Cy definimos

o seguinte:

Definigao 2.15 (Ponto nao-errante com respeito a um subcone - Aciao Anosov de R¥).
Seja ¢ uma acao Anosov e Cy um subcone regular. Um ponto x € M é chamado de ponto
nao-errante com respeito a Cy se, para qualquer vizinhanca aberta U contendo z, existe
um v € Cy, ||v]| > 1, tal que, ¢,(U) NU # 0. Denotamos por 2(Cy) o conjunto de pontos

nao-errantes com respeito a Cy.

Proposigao 2.3 (Arbieto-Morales [4]). Seja ¢ uma agdo Anosov de R¥ sobre M. Entao
a unido de orbitas compactas é densa no conjunto de pontos nao errantes Q(Cy) com

respeito a um subcone reqular Cy.

€

Demonstragao: Seja x € Q(Cy), € > 0 e U uma (557

)-vizinhanga de x em M onde
C' é igual no Closing Lemma. Entdo existe v € Cy, tal que, ¢,(U) N U, # 0. Agora,
¢ (du(Ue) NUe # 0) = 67"(¢"(Ue)) N ¢~ (Ue) = Uc N ¢~"(Ue) # (. Além disso, temos
que ¢,(U. N ¢~"(Ue)) C ¢p(Uc) NU. # 0. Ou seja, fixado um y € U N ¢~ (U,) vale que

d(¢o(y), y) < 5557 € que d(y, ) < 5577
Pelo Closing Lemma (Teorema 2.4) e pela Observagao 2.6, existe um ponto z € M e

um w € R* (w = ~(t) — J), tal que, ¢¥(2) = 2 e cuja ¢-6rbita de z é compacta. Também

vale que d(y, z) < Cd(¢,(y),y) < Qg%:r Assim,
€ C2e
< = €.
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < 5 T 1 + e

Isso mostra que o conjunto das drbitas compactas de ¢ (Comp(¢)) é denso em (Co) (pro-

vamos que x pertence ao fecho deste conjunto intersectado com Q(Cy)). |

Definicao 2.16. Uma agao Anosov ¢ é dita topologicamente transitiva se para quaisquer

abertos U e V em M, existe v € Cy, tal que, ¢,(U) NV (.

Outra aplicacao importante do Closing Lemma ¢é a decomposi¢ao espectral para agoes
Anosov de R¥, cuja demonstracao pode ser encontrada em Arbieto-Morales [4] e Barbot-

Maquera [6].
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Teorema 2.5 (Decomposicio Espectral - agoes Anosov de R¥). Seja ¢ : RE — Dif f(M)
uma ag¢ao Anosov. Entao o conjunto de pontos ndo errantes 2(Co) é uma uniao finita

QCy) = QU ---UQ, de conjuntos invariantes, compactos, transitivos e dois a dois

disjuntos Q; (i=1,---p).

Lema 2.4 (Almeida [2]). Seja ¢ : RE x M — M uma acdo Anosov que preserva volume,

entdo ¢ € topologicamente transitiva.

Demonstracao: Dado x € M fixamos g € B,.(0)° (r > 1), tal que, g € Cp o difeomorfismo
¢g : M — M preserva volume. Fixada uma vizinhanga arbitraria U de z, pelo Teorema
de Recorréncia de Poincaré para quase todo ponto y € U existe n € N de modo que ¢(n -
g,y) € U. Ouseja, ¢, (U)NU # (. Como ng € B, (0)¢ C B,(0)°, temos que = é um ponto
nao-errante com respeito a Cy (Definigao 2.15). Assim, Q(Cy) = M e como M é conexa
segue do teorema da decomposigao espectral (Teorema 2.5) que ¢ é topologicamente

transitiva (de acordo com a Defini¢ao 2.16). |

No Teorema 2.5 apenas a hipétese de ser uma acdo Anosov de R é suficiente para
obtermos a decomposicao espectral. No entanto, para acoes de um grupo de Lie em geral

existe a nocao de acao Axioma A, analoga aquela para fluxos.

Definigao 2.17 (Axioma A). Seja ¢ uma agdo Anosov de G (grupo de Lie) sobre M.
Dizemos que ¢ é Azioma A se, as érbitas compactas sao densas em Q(Cp) e existe um

elemento Anosov a pertence ao centro de G.

Teorema 2.6 (Decomposigao Espectral - agdes Anosov de um grupo de Lie G). Seja
¢ : G — Diff"(M) uma a¢ao Anosov Azioma A. Entdao o conjunto de pontos ndio
errantes 2(Cy) € uma unido finita 2(Co) = Q1 U- - -UQ, de conjuntos invariantes, disjuntos

e compactos Q; (i =1,--- p). Além disso, a agao € transitiva quando restrita a cada ;.
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2.3 Acoes Anosov de k-Contato Generalizadas

Apresentamos nesta secao o conceitos de estrutura de k-contato generalizada que nos
fornece uma acao Anosov de contato. Além disso, estudamos algumas propriedades fun-

damentais dessas agoes.

Defini¢ao 2.18 (Almeida [2]). Uma estrutura de k-contato generalizada em uma vari-
edade M de dimensao 2n + k é uma colegao de k 1-formas {ay,---,ax} (linearmente

independentes) e uma decomposicao TM = I @ F, dim(I) = k, tais que:

o F= ﬂker(ai),

=1

[ ] dOéj

é nao degenerada, V 1 < j <k,
F
o ker(daj) =1,V 1<j <k
Esta estrutura é denotada por (M,a,TM =1 ® F) onde o = (v, - -+ , ).

Segue da definigao que para todo j = 1,--- , k vale que a; A~ - - Aag Ada} ¢ uma forma
de volume. Além disso, como dim(F') = 2n a condi¢ao de da;|F ser nao degenerada é

equivalente a da’|F' # 0.

Definicao 2.19. O posto de uma forma diferencial w no ponto y € M ¢é a codimensao do

espago caracteristico
C(w)(y) ={X eT,M | ixw(y) =0e¢ixdw(y) = 0}.

Lema 2.5 (Almeida [2]). As 1-formas que definem a estrutura de k-contato generalizada

possuem posto (“rank”) constante.

Lema 2.6 (Almeida [2]). Para cada j, existe um unico campo de vetor X; € X(M,I)
(espago dos campos de vetores tangentes ao fibrado I), tal que, a;(X;) = 6;;. Dados i,
com i # j temos que [X;, X;] = 0 (cada campo comuta com outro). Chamamos estes

campos de vetores de campos de vetores de Reeb.

A existéncia de campos de Reeb (comutativos) mostra que estruturas de k-contato

generalizadas estao associadas com uma agao ¢ de R* sobre M (chamada de acdo de
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k-contato generalizada). Além disso, se a decomposicao TM = I @& F é suave, entao a
acao associada bem como cada campo de vetores X, também sao suaves. Em Almeida
(2] (Exemplo 3.2.7) é mostrada uma forma de construir exemplos de agdes de k-contato

generalizadas.

Definigao 2.20. Uma agao de k-contato generalizada ¢ é chamada Anosov de k-contato

generalizada se ¢ é Anosov.

Lema 2.7 (Almeida [2]). Seja ¢ uma acao de k-contato generalizada numa variedade
fechada M. Entao ¢ nao admite uma secao transversal global. Isto €, a ndo admite uma

subvariedade imersa N de codimensao k transversa as orbitas da agao.

Demonstragao: Suponhamos que N C M seja uma secao transversal global, entao a res-
trigio de dA? em N é uma forma de volume. Uma vez que dA? = d(A; AdX! ") e pelo Teo-

rema de Stokes NV deve ter volume zero, isso é uma contradicao. |

Observacgao 2.7. O Lema 2.7 nos diz que uma acao Anosov de k-contato generalizada

nao pode ser uma Suspensao.

Lema 2.8 (Almeida [2]). A distribuicio F' na estrutura de k-contato generalizada nao é

integrdavel.

Demonstragao: Suponha que F' seja integrdavel. Pelo Teorema 2.2 (Frobenius), isso é
equivalente a dizer que o colchete [F, F| C F. Tomando dois campos de vetores Z e W

em F temos que o;(Z) = a;(W) = o;([Z, W]) = 0. Assim,
da;(Z,W) = Z(a;(W)) = W(e;(Z)) — a;([2, W]) = 0.

Isso contradiz o fato de doy; ser uma forma nao degenerada em F. |
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CAPITULO 3

ESTRUTURAS CONFORMES E
IRREDUTIBILIDADE

Neste capitulo estudamos mais alguns resultados e conceitos essenciais para obtencao do
resultado principal da tese. Na Secao 3.1 mostramos que existe um fibrado de classes

u-conformes, localmente trivial, sobre M. Além disso, provamos que a fibra tipica desse

SL(n)
S0(n)

fibrado ¢ difeomorfa ao quociente (Proposicao 3.1). Definimos nessa fibra uma agao
de GL(n) por isometrias (Defini¢ao 3.3) que esta relacionada com a utilizagao de métricas
invariantes e posteriormente, nos capitulos seguintes, com o estudo de acoes Anosov u-

conformes. O Lema 3.4 determinou a existéncia de discos minimos contendo conjuntos

SL(n)
SO(n)?’

limitados nao vazios em no Capitulo 4 essa serd uma ferramente essencial para
obtencao de uma estrutura u-conforme invariante.

Na Secao 3.2 deste capitulo apresentamos o conceito de wrredutibilidade para agoes
Anosov (Defini¢ao 3.6) e mostramos que agdes Anosov de k-contato generalizadas sao ir-

redutiveis (Teorema 3.5). A irredutibilidade de uma a¢do Anosov nos garante a existéncia

de uma medida de Margulis em M.

3.1 Fibrado de Estruturas Conformes

Seja & um subfibrado vetorial de T'M com fibra tipica R™.

1. Um produto interno g em & é uma escolha C” (r > 0) g, : & x & — R de produtos

internos.

2. Dois produtos internos em &, g e ¢’ sdo conformalmente equivalentes se existe uma
fungao f : M — R™ suave, tal que, g = f%¢’ (denotamos por g ~ ¢’ essa rela¢do

de equivaléncia).
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3. Uma classe de equivaléncia 7 = [g] é chamada de estrutura conforme de M ao longo

de & (ou simplesmente estrutura &-conforme).

Dada uma estrutura -conforme 7, é sempre possivel representar a classe 7(z) por um
elemento cuja matriz possui determinante igual a 1 (Tukia [47] - Segao D). Portanto,

dado z¢ € M o conjunto das classes conformes em &,, é identificado com:
C,={A | A=A">0; det(4) =1}. (3.1)

Denotamos por §, = {A | A = AT > 0} o conjunto das matrizes simétricas e
definidas positivas, logo C§ , C 3¢ ,- Mostraremos na proposi¢ao a seguir que (CS,m, M)

onde
o C¢={(w,[g.)) | [g92) = classe de produtos internos equivalentes em &,}, e
e 7 ¢é a projecao canonica,

¢ um fibrado localmente trivial, chamado de fibrado de classes &-conformes.

3 R Cé D e

M M

Figura 3.1: Fibrado de classes {-conformes (localmente trivial).

Proposigao 3.1. A tripla (C*, 7, M) é um fibrado localmente trivial com fibra tipica gé((z))

Demonstracao: Dado zy € M, mostraremos inicialmente que existe um difeomorfismo

SL(n)
SO(n)

entre Cﬁo e . De fato, definimos a seguinte aplicacao:

f: SLin)  __, C§O
[P] s PPT’

onde

[Pl ={Q € SL(n) |3 X € SO(n); Q= PX} (classe de P € SL(n)).
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A matriz PPT tem determinante igual a 1, uma vez que det(PP7) = det(P) det(PT) =
1 (P € SL(n,R)). A matriz PPT também é simétrica: (PPT)T = (PT)T(PT) = PPT.
Além disso, PPT ¢ definida positiva. De fato, dado = € R™ temos que 27 PPTx =
(x, PPTz) = (PTz, PTz) = HPTxH2 > 0, sempre que x # 0. Assim, PP pertence a
CS,-

A aplicagao f independe do representante da classe: seja () € [P], entao existe um
elemento X € SO(n), tal que, Q@ = PX. Temos [Q] — (Q)(Q)" = PXXTPT = ppT
(X € O(n), logo XX =1,).

Sobrejetividade de f: Dada uma matriz A € C§, queremos escrevé-la da forma A = PP”

para algum P € SL(n). A matriz A é diagonalizavel (simétrica) e pelo Teorema Espectral,

existe uma matriz ortogonal Q (QT = Q71), tal que: A = QT AyQ, onde

A1
0
Ay =
0
)\n
Definimos a seguinte matriz:
on
0
Py =
0

o

Fazendo Pa(P)T = Ay, temos que: A = QTP4(P4)TQ = QT P4(QTP4)T. Se, deno-
tarmos QT P4 = P, vale que A = PPT,

Injetividade de f: Dadas as imagens PPT = QQT devemos mostrar que [P] = [Q] em

ch)((Z)) (ou seja, existe X € SO(n), tal que, Q@ = PX). Isso é verdade, pois escrevendo

P =Q[QT(PT)™'] a matriz R = QT (PT)~! é ortogonal:

RR" = (Q"(P")"H@"(PH)™H =" (P")(PH)TH(@N)"
= QUPTYIPTIQ = Q(PPT) Q= Q(QQ")'Q
- QT<QT)_1Q_1Q = Ip.
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A seguir estudamos as trivializagoes locais e mudangas de coordenadas de (Cf ,m, M, gé%) :
Denotamos por {U; }iea a cobertura de M dada pelas trivializagoes de &.

Dados 7,7 tais que U; N U; # 0 denotamos por ®;;(z,v) = (x, hij(x,v)) a aplicagao
que faz a mudanca de coordenada ® : U; x R — U; x R" com « € U; N U;. Neste caso
hij(z,v) = hi;(v) é um isomorfismo linear hf; : R — R™.

Para o fibrado <C£,7T, M, gé—%), usamos a cobertura {U;};ca acima. Uma vez que
para cada xg € M a fibra &, é isomorfa a R", podemos sempre pensar em Cﬁo identificado

com o conjunto das classes conformes de R".

Ou seja, para a cobertura {U; };ca de M existem difeomorfismos

foom (U)) — U SE

SO(n)’
que tornam os diagramas abaixo comutativos:
-1(J, fi U SL(n)
m(Ui) i X S0(n) -
p
Ui

Isto é 1 = po f; (p é a projecao no primeiro fator). Agora, dados i,j € A, tais que
U;NU; # 0 definimos uma aplicacao V;;(z,7) = (2, g;(x, 7)), € U; N U; semelhante
aquela ®;;(x,v) = (z, h;j(x,v)) definida para a mudanga de coordenada do fibrado E"".

Para isso, observamos que o fato de hy(z,y) = h{;(y) ser um isomorfismo de R"
(hfj : R" — R™), esta aplicagao preserva produtos internos, no seguinte sentido: dado um
produto interno g em R™, podemos definir um novo produto interno p fazendo pu(v, w) =
g(hi; (), hiz(w)).

Além disso, para um escalar A, vale que Au(v, w) = Ag(h{;(v), hi;(w)). Definimos assim

uma aplicagao g;; : g(L)((Zg — gé((z)) que preserva classes e temos os seguinte diagrama
comutativo:
™ 71(Ui NnU j)
fi i
SL(n Wi SL(n
(Ui N Uj) X SO((n)) - (U,; N Uj) X Win))
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SL(n)
' S0(n)

Ratificamos portanto que (Cf ,m, M ) ¢ um fibrado localmente trivial. |

Definicao 3.1. Uma secao 7 do fibrado <C§ ,m, M, g(L)((Z))> é chamada de estrutura &-

conforme.

CS

SL(n)

Figura 3.2: Fixado z € M, 7(z) é um elemento de S0

Observagao 3.1 (Mass [39]). No caso em que n = 2 identificamos CS, com o espago

hiperbolico de dim(3).

Dada uma acdo Anosov ¢ : R¥ x M — M, no caso particular em que £ = E?

(0 = ss,uu) denotamos por CJ a fibra em x € M, por C? o espaco total e chamaremos o

SL : :
fibrado (C"*, 7, M, S0y de fibrado de classes o-conformes (o = ss,uu). Dizemos ainda
y 1y 1 SO(n) )
que uma secao 7 desse fibrado é uma estrutura o-conforme sobre M (o = ss,uu).
A seguir definimos agoes naturais de GL(n) em C; e §,. Particularizamos daqui em
diante ao caso £ = E' com a € Cy um cone Anosov fixo. Isso se faz necessario, pois

no Capitulo 4 estaremos iteressados em agoes Anosov uniformemente u-quaseconformes

(Definicao 4.1).

Definigao 3.2. Dado z € M, definimos uma acao do grupo GL(n) em F“* da seguinte

forma:
¢: GL(n) x g — Fuv
(U, T) — UTUT

Analogamente a demonstracao feita no Lema 3.1 podemos exibir um difeomorfismo

GL : : s
entre g3 e O(gg). Para o que segue precisamos definir uma métrica em §. Comegamos

definimos em §F% a seguinte forma diferencidvel: ds®> = tr(T'dTTdT) = tr(T~dT)?,

onde dT" é uma matriz de diferenciais, ou seja, dT" = (dt;;).
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Lema 3.1 (Mass [39]). A forma ds® ¢ invariante pela agio de GL(n) em Fi. Além

disso, ds* é positiva definida o que e uma variedade Riemanniana.

Demonstragao: Um elemento U € GL(n) age em T € 3 da seguinte forma: T +——
UTUT. Para uma matriz dT: dT — UdTU". Uma vez que (UTUT)~! = (UT)~'T-U!

temos que a forma diferencial T-'dT é transformada pela acao de U em
(wruh-tvarvt = (Ut)trtaru’,
dai

tr((UD) ' taruty(UH T dTUT)) = tr((T-HTTHT) (U (UT) ™)
T-YTTdT)
T

= tr

(
= tr(
( —ldT)2

= ds?.

Portanto ds? ¢ de fato invariante pela agao de GL(n). Para ver que esta forma é definida
positiva definimos W = W7 = (vT)"%dT(v/T)~! = (wj;), entao
ds’ = tr(T'dT)’ = tr(WW") =) "w}, > 0.
ij
|
O teorema a seguir, devido a Maas [39] (pdg 27) nos fornece uma expressao para

medir a distancia entre dois pontos Ty e T em §3".

Teorema 3.1 (Maas [39]). Sejam Ty e T1 pontos arbitrdrios em §ye. Eriste uma tnica

curva v de comprimento minimo ligando Ty a Ty. O comprimento de v é dado por:

(Z(ZOQ ti)Q) ;

i=1

onde ty,- - ,t, denotam os zeros de det(tTy — T1).

No caso em que Ty = I, temos que t; = Ay,---,t, = A, sao os autovalores de T}.
Denotamos a distancia entre 71 e T por d(71,7p). Em Mass [39] é provado que Cpt é
uma subvariedade geodésica de §yy (ou seja, dados dois pontos Ag e A; em Cp a geodésica

ligando Ay a A; pertence a Cit).
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Definicao 3.3 (Acao por Isometrias). Definimos uma agao do grupo GL(n) em C3* da
seguinte forma:

Y GL(n) x C —s C™
(U, T)  +— U[A] =|det(U)|=UTUT

Observagio 3.2. O termo |det(U)| = € necessdrio para termos as igualdades:

det(U[A]) = (|det(U)|7 )" det(UAUT)
= | det(U)|2(det(U))? det(A) = 1.

Ou seja, que GL(n) realmente age Cyt.

Se adicionarmos o termo \/TE a ds? obtemos ds* = \/TEtr(AfldA)Q. A distancia de [,, a
A € CyY se torna:

A1, 4) = L (log A2 Qg ).

Observacao 3.3. Podemos por conveniéncia definir a acao de acima com a transposta

pela esquerda, ou seja, U[A] = | det(U)|= UTTU.

Lema 3.2. Dado U € GL(n) a aplicagio A — U[A] (dada pela ag¢io de GL(n) em C

€ uma isometria.
Demonstragao: Mostraremos que d(Ag, A1) = d(U[Ap], U[A1]). De fato,
UlAg] = |det(U)| = (UALUT) e  U[A] = |det(U)| = (UAUT).

Fazendo (U[Ag))"'(B[A,]) = B'A; (BT)"'BTA,B = B7'(A;'A,)B temos uma con-
jugacdo entre (A5 A1) e (U[Ao]) 1 (B[A1]). Assim, vale que

d(Aog, A) = d(I,, A7 A)
= d(I,, (U[A])) " (B[A1)))

= d(U[Ao], UA4]).

Como a distancia de uma matriz a identidade depende apenas de seus autovalores (Teo-

rema 3.1) e a conjugacao preserva autovalores, as igualdades acima fazem sentido. |

Algumas vezes é importante definir em C' uma segunda métrica d’ equivalente a d,

tal que, em dimensao n = 2 vale que d = d’ (esta igualdade acontece quando adicionamos

NG

o fator %) a ds*. A distancia d’ é assim definida:
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Definicao 3.4 (Tukia [47]). Dados I, ¢ A em C**

xo?

n 1
d (I, A) = = max(log Ay, 10g ——),
2 )\min
em que A2 é 0 maior e A, é o menor autovalor de A respectivamente.

Lema 3.3 (Tukia [47]). As métricas d e d' sdo equivalentes.

Fixado xg € M, listamos abaixo mais alguns resultados importantes sobre a fibra C;':

1. O espaco S(L)((Z)) ¢ uma variedade Riemanniana globalmente simétrica (Ver Helgason
[21], pag. 518).
2. O espaco gg((z)) ¢ do tipo nao compacto (“non-compact type”), ou seja, a dlgebra de

Lie simétrica ortogonal associada a este espaco (Ver Helgason [21], pdg. 213) é do
tipo ndo compacta (Ver Helgason [21], pdg. 230). O calculo dessa dlgebra de Lie

mencionada pode ser obtido em Helgason [21], pag. 451.

3. O espacgo S(L)((Z)) possui curvatura seccional negativa (Ver Helgason [21], pag. 213).
4. Dos 3 fatos anteriores temos que: 53((:3 ¢ uma variedade Riemanniana completa,

simplesmente conexa e curvatura negativa.

Para demonstrar o Lema a seguir fazemos algumas defini¢goes e notacoes prelimina-
res. Seja N uma variedade riemanniana completa, simplesmente conexa e de curvatura
negativa, entao todas as geodésicas de N nao se intersectam e sao todas homeomorfas a
R.

Quaisquer dois pontos z,y € N podem ser conectados por uma tnica geodésica e
denotamos este segmento fechado de geodésica por zy (ou seja, d(x,y) = comprimento
de zy. Dados x € N e r > 0, entendemos como disco, o disco fechado D(x,r) = {z €
N | d(z,x) <r}. (todos esses resultados podem ser encontrados em Helgason [21]).

Se z € N, x # z # y, denotamos por 0(z,z,y) € [0, 7] o angulo entre zx e zy. Nesta

situac@o, um resultado de Helgason [21] diz que:

d(z,y)? > d(z,2)* + d(z,9)* — 2d(z,2)d(2,y) cos(0(z, z, y)). (3.2)
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Lema 3.4. Seja N uma variedade riemanniana simplesmente conexa, completa e de cur-
vatura negativa. Seja X C N um subconjunto nao vazio e limitado. Entao existe um

disco D(px,rx) contendo X, unicamente determinado e com raio minimo.

Demonstragao Podemos assumir que X ¢é diferente de um ponto (para evitarmos raio

zero). Definimos
r=inf{r" | D(y,r") D X para algum y € N} > 0.

Afirmamos que existe no maximo um y € N, tal que, D(y,r) D X. De fato, suponha
por absurdo que exista z € N, z # y, tal que, D(z,r) D X. Seja w o ponto médio do
segmento zy e seja D = D(y,r) N D(z,r). Fixamos u € D, tal que, u # w (ver Figura
3.3).

Figura 3.3: Situagao descrita acima.

Entao, ou 0(w,u,y) > 5 ou 6(w,u,z) > §. Supomos que o primeiro caso acontega.

Pela Desigualdade (3.2) acima (provada por Helgason [21]), temos:
> d(y,w? + dw, 0)? — 2d(w, y)d(w, u) cos(B(w, u,y)) > d{w, u)

Assim, para cada u € D, d(w,u) < r. Pela compacidade de D, existe uma distancia posi-
tiva entre D e D(w, ), ou seja, podemos encontrar um r’ < r, tal que, X C D C D(w,1’).
Isso é um absurdo pela definicao de r. |

No que segue utilizaremos o lema anterior para o caso em que N = gé((z)) A demons-

tracdo do Lema 3.4 também pode ser encontrada em Tukia [47] (pag. 334).
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3.2 Irredutibilidade e Medida de Margulis para Acoes
Anosov

Nesta secao mostramos resultados a respeito de agoes irredutiveis bem como utilizamos
esse conceito para garantir a existéncia de uma medida de Margulis. Inicialmente apre-
sentamos a nocao de irredutibilidade de uma acao Anosov no contexto de acao Anosov de
codimensao-1 (ou seja, dim E*° ou dim E¥" é igual a 1, a elemento Anosov num cone Cyp).

uu 1 e uu SS L1 — uu
Em geral, fixamos E;* como tendo dimensao 1 uma vez que Eg' = E*, e Eg’ = E'¢ .

Definicao 3.5. Uma agao Anosov ¢ de codimensao-1 é dita irredutivel se para qualquer
g € RF\ {0} com ¢,(z) = x, a aplicagio de holonomia Hol,, ao longo do caminho

v ={¢sg(x) | s €[0,1]} de F?, é uma contracao topologica ou uma expansao topologica.

Observagao 3.4. Mesmo quando uma a¢do Anosov de codimensao-1 nao for irredutivel,

podemos associar a essa uma a¢ao irredutivel de codimensao-1 através de recobrimento

finito (Barbot-Maquera [6]).

O resultado a seguir nos da uma caracterizacao das érbitas de uma acao Anosov

irredutivel e de codimensao-1.

Teorema 3.2 (Barbot-Maquera [6]). Seja ¢ uma agdo Anosov irredutivel e de codi-

mensdo-1. Entdo toda érbita nao compacta de ¢ é um plano, ou seja, difeomorfa a R*.

De forma geral, sem restringir apenas ao caso de codimensao-1 o termo irredutivel apa-
rece nos trabalhos de A. Katok e colaboradores tais como Kalinin-Spatzier [29], Qian [45]
entre outros. Sempre que mencionarmos irredutibilidade, serd nos termos da Definigao

3.6 a seguir e tem a ver com a minimalidade das folheagoes fortes.

Definicao 3.6. Uma ac¢@o Anosov é dita irredutivel se F2*(x) = M em rela¢ao a algum

elemento Anosov a (logo, para todos elementos regulares num mesmo cone) para algum

reM.

Lema 3.5 (Qian [45]). Seja ¢ : R¥ x M — M wuma acio Anosov que preserva volume.

Se ¢ ¢ irredutivel em relagao a algum elemento Anosov a e para algum x € M, entdo

Fuu(y) = M para todo y € M.
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O Teorema 3.3 a seguir distingue agoes Anosov irredutiveis de suspensoes sob certas

condigoes.

Definicao 3.7. Dado um subcone regular C C R¥ e um ponto x € M, definimos a drbita

de x com respeito a C como sendo o seguinte conjunto:
Oc ={¢(v,x) | veCl}.

Definicao 3.8. Uma acao Anosov ¢ é transitiva em subcones se, para todo subcone

regular C, existe um x € M, tal que, O¢(x) é denso em M.

Teorema 3.3 (Lopes [37]). Seja ¢ : R¥ x M — M wuma agao Anosov transitiva em
subcones requlares. Se existir algum subcone reqular C, tal que, Q(C) = M, entao existem

duas possibilidades:

1. As folheagies fortes sao minimais, ou seja, F(x) = M (respec. F2*(x) = M) em

relagdo a todo elemento Anosov e para todo x € M (agdo irredutivel), ou;

2. A acdo ¢ é uma suspensio de uma acdo de Z* em wma variedade compacta de

codimensao k.

Ac¢oes Anosov de k-contato generalizadas (Capitulo 2 - Definigao 2.20) fazem parte dos
ingredientes principais do resultado principal da tese. Essas acoes, em especial, preservam
uma forma de volume. Assim, o Lema 3.6 a seguir possui aplicacao imediata nesse

contexto permitindo nova interpretacao do Teorema 3.3.

Lema 3.6. Seja ¢ : R¥ x M — M uma acdo Anosov que preserva volume. Entdo ¢ €

transitiva em subcones requlares.

Demonstracgao: Suponha que ¢ nao seja transitiva em subcones. Isso significa que existe
um subcone C C Cy (cone Anosov), tal que, para todo = € M, O¢(x) nao é denso em M.

Assim, existe uma aberto nao vazio (vizinhanga produto local - Definigao 2.3) V' contida

no complementar de O¢(z).
No entanto, como ¢ preserva volume, tomando uma direcao Anosov g € C, pelo Teo-
rema de Recorréncia de Poincaré ¢(ng,y) deve intersectar V' para quase todoy € V (Obs.:

ng € C). Obtemos assim uma contradi¢ao. |
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Agora, de posse do Lemas 3.6 e utilizando o fato de que uma agao Anosov que preserva

volume satisfaz 2(Cy) = M (Lema 2.4), o Teorema 3.3 pode ser enunciado seguinte forma.

Teorema 3.4. Seja ¢ : RF x M — M uma acdo Anosov que preserva volume. Entdo

existem duas possibilidades:

1. As folheagoes fortes sao minimais, ou seja, F¢(x) = M (respec. Fi5(x) = M) em

relagdo a todo elemento Anosov e para todo x € M (ag¢do irredutivel), ou;

2. A acdo ¢ € uma suspensio de uma acio de ZF em wma variedade compacta de

codimensao k.

Teorema 3.5. Seja ¢ : RFx M — M uma acdo Anosov suave de k-contato generalizada.
Entao, ¢ € irredutivel, ou seja, F(x) = M em relagdo a todo elemento Anosov e para

a

todo x € M (a folheagdo forte instdvel é minimal).

A demonstracao do teorema anterior é consequéncia do Teorema 3.4 onde, com a
hipétese da acao ser de k-contato generalizada distinguimos agoes Anosov irredutiveis
daquelas agoes Anosov que sao suspensoes. Isso é possivel devido ao fato de que agoes de
k-contato generalizadas ndo admitem segoes transversais globais (Almeida [2]).

No contexto de fluxos, sabemos de Katok-Hasselblatt [31] que dado um fluxo Ano-
sov topologicamente mixing, existe uma tunica medida invariante de entropia maxima
(chamada de medida de Bowen-Margulis), cuja medida condicional restrita a F** e a F**
possui respectivamente expansao uniforme e contracao uniforme. Em Carrasco-Rodriguez-
Hertz [12] é introduzido o conceito e provada a existéncia de uma medida no contexto
de agoes Anosov, semelhante aquela de Bowen-Margulis para fluxos Anosov (exigindo-se

irredutibilidade). Especificamente, sdo mostrados os seguintes resultados.

Teorema 3.6 (Carrasco-Rodriguez-Hertz [12]). Seja f : M — M uma isometria central
(em particular um difeomorfismo dado por um elemento Anosov - Defini¢ao em Carrasco-
Rodriguez-Hertz [12]) de classe C?, tal que, cada folha de F*° e F*° seja densa (irredu-
tibilidade no caso de agoes Anosov). Seja p : M — R uma aplica¢iao Hélder (potencial)

que satisfaz:

1. ¢ € contante ao longo da folheagao central (drbitas no caso de agoes Anosov), ou
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2. ¢ = —logdet Df|E" (Caso SRB).

Entao, existe P € R e familias de medidas p*™* = {u}oenm, p°° = {1 oenm, p* =

[0 err € * = {113 Yocns, tais que, para todo = € M:

o A medida u° é uma medida de Radon em F°(x) de suporte total (relativo), tal que,

dado y € F(x) implica que pg = i (0 € {ss,uu, s, u}).
e As sequintes propriedades de quaseinvariancia sao satisfeitas:

1. ’u}r(ac) - e(P_@)f*,u% o € {uu, u}.

2. ’LL?(:E) - e(L‘D—P)f*:ug7 o€ {887 S}'

Como consequéncia do teorema 3.6 ¢ mostrado em Carrasco-Rodriguez-Hertz [12]
(Teorema 3.1) que existe uma medida ergédica de probabilidade m, em M, invariante
por f. Além disso, fixado x € M e uma caixa folheada de F** contendo z é mostrado
ainda que my|U é equivalente a medida produto p* x p. Tomamos ¢ constante igual
a zero quando f for um difeomorfismo associado a um elemento Anosov de uma agao
Anosov. Neste caso, as folheagoes fracas possuem holonomias quaseinvariantes (preservam

conjuntos de medida nula).

Teorema 3.7 (Birkhoff). Seja f: M — M wuma aplicagdo mensurdvel e p uma proba-
bilidade invariante por f. Dado qualquer conjunto mensurdvel E C M, o tempo médio

de visita

r(E) =lm #(i=01, n-1| fi(z) € F}

existe em p-quase todo ponto de M. Além disso [ 7(E,z)du(z) = u(E).
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CAPITULO 4

ACOES ANOSOV UNIFORMEMENTE
u-QUASECONFORMES

Neste capitulo estudamos resultados e propriedades de agdes Anosov irredutiveis e uni-
formemente u-quaseconformes.

Na Secao 4.1 definimos os conceitos de acao Anosov uniformemente o-quaseconforme,
agoes Anosov o-conformes (0 = u,s), agdes Anosov conformes e a invariancia de uma
estrutura conforme em relagao a ¢. Mostramos uma caracterizagao da invariancia através
de uma base de elementos Anosov.

Na Secao 4.2 mostramos que agoes Anosov irredutiveis e uniformemente u-quaseconformes
sao de fato u-conformes (Teorema B). Mais precisamente, existe uma métrica restrita ao
fibrado instavel forte Holder continua, mensurdvel, suave em cima das folhas fortes e
invariante por ¢, tal que, com essa métrica a acao Anosov é u-conforme. Para isso, pri-
meiramente definimos determinados conjuntos fechados em cada uma das fibras do fibrado
de classes u-conformes e em seguida definimos uma estrutura conforme utilizando o cen-
tro de discos minimos contendo esses conjuntos. Num conjunto de medida total essa
estrutura conforme nos dé as propriedades mencionadas acima e sua extensao fornece a

métrica desejada.

4.1 Acoes Anosov Uniformemente u-quaseconformes

Seja ¢ uma acao Anosov, fixado um cone Anosov Cy seja a € Cy um elemento Anosov, por
definigdo TM = EX @ T'¢ @ E5°. Pela Proposigao 2.2 (iii) temos que tal decomposigao
¢ constante em Cy, isto é, E7? = EJ? (0 = u,s) para todo b € Cy e os fibrados E?°
(o0 = wu, s) s@o invariantes pela derivada D¢, para todo a € Cy.

Fixado um elemento Anosov a € Cy consideramos a familia de difeomorfismos indu-
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zidos pela acao { P, }er, isto define um fluxo que denotamos por ¢, (¢%(z) = ¢(ta,x)),
chamado fluzo induzido pelo elemento Anosov a € Cy.

Para definirmos agoes Anosov uniformemente u-quaseconformes primeiro definimos
difeomorfismos quaseconformes (uma referéncia: Véisala [49]). Dado um difeomorfismo
f: M — M, dizemos que f é quaseconforme se

max |Df(x) - h|

heTM,|h|=1

i Df(z)-h
heTrj\I}Il,lrfld:l‘ f(x)-hl

H(x, f) = (4.1)

é limitado.

Historicamente, aplicacoes quaseconformes em dimensao dois foram estudadas por
Grotzsch, [19] na década de 20 do século passado. Contribuigdes em dimensées maiores
foram feitas por Lavrentiev [35], Markusevi¢ [40] e Kreines [33]. Aspectos gerais da
teoria podem ser encontrados em Ahlfors [1] e Lehto-Virtanen [36].

A nogao de aplicagoes quaseconformes também é definida de maneira topolégica. De

fato, dado um homeomorfismo f : M — M, para cada r > 0 definimos:

L(z,r, f) = sup d(f(y), f(x)), (4.2)
yeS(z,r)
z,r, f) = inf d(f(y), f(z)), e (4.3)
yeS(z,r)
a dilatacdo linear
1 L(:Eﬂn? f)
H(r, f) = lim sup ) (4.4)
onde S(z,r) ={y € M | d(y,x) = r} e d é a distancia dada pela métrica riemanni-

ana. Em Vaiséla [49] (Coroldrio 22.4) estda demonstrado que a dilatacao (4.4) é limitada
sempre que f for um difeomorfismo quaseconforme, de acordo com a Definicao 4.5. Re-
ciprocamente, se a dilatagao linear H(x, f) for limitada para um difeomorfismo f, em
Viiséléd [49] (Segao 34) é demonstrado que f serd quaseconforme.

Podemos generalizar a definicao de quaseconformidade nos restringindo a um subfi-
brado. Isto é, dado um subfibrado £ = (E, 7, M,R™) de T'M, invariante pelas derivadas
de um difeomorfismo f: M — M, dizemos que a aplicacao f é &-quaseconforme se

panax [Df(x) - hl
B ) == Dr@) 7

heg,|h|=1

(4.5)

for limitado.
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Definicao 4.1. Dizemos que uma acao Anosov ¢ é uniformemente u-quaseconforme se

existem um cone Anosov Cy e L € R, tais que:

pepimax 1D () ()|
——— <L VzxeM VacCeteR. (4.6)
min || Dgy () (v)]] ’

veEu, [u]|=1

Ka(£7 t) =

Desta definigdo temos em particular que cada difeomorfismo da forma {¢!} é &-
quaseconforme, onde £ é o subfibrado instével forte (E**). Temos assim uma cota uniforme
para cada difeomorfismo quaseconforme. De agora em diante nosso cone Anosov fixado

serd Cy de acordo com a Definicao 4.1 acima.

Definigao 4.2. A agdo Anosov ¢ é chamada de wu-conforme quando K,(x,t) = 1 para

todost €eR, aeCyex e M.

A definigao de ¢ uniformemente u-quaseconforme (Defini¢ao 4.1) é equivalente a de-
finicdo abaixo (Viisala [49]) dada em termos da distancia induzida sobre a folheagao forte

instavel (F).

Definicao 4.3. Sejam a,x e t como na Definicao 4.1, dizemos que a agao Anosov ¢ é
uniformemente u-quaseconforme se
duu t t c Suu
Koo t) = sy 2L L0, 04(0) | € 5™ (2.1}
r—o  inf{d" (¢} (y), o (x)) | y € S*(x,r)}
¢ uniformemente limitada em M, onde d"* é a métrica induzida ao longo das folhas de

Fire SU(x,r)={y € Fi*(x) | d"(x,y) =r}.

(4.7)

De maneira analoga definimos a noc¢ao de agao Anosov uniformemente s-quaseconforme.
Dizemos que uma acao Anosov ¢ é uniformemente s-quaseconforme se existem um cone
Anosov Cj e Le R, tais que:

max —||Dd,(z)(v)]]

vEESS ||v||=1 ~
GO (48)

Ko(z,t) =

min
veEESs ||v||=1
A acio Anosov ¢ s-conforme se Kq(z,t) = 1 (os elementos x, a e ¢ sdo novamente
como na Defini¢ao 4.1).
Assim como para aplicagoes conformes as nogoes de u-conforme e s-conforme nos

fornecem aplicagoes cujas derivadas preservam angulos.
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Definicao 4.4. Se uma determinada agao Anosov ¢ é simultaneamente uniformemente u-
quaseconforme e uniformemente s-quaseconforme (assim como u-conforme e s-conforme),

entao dizemos que ¢ é uniformemente quaseconforme (respectivamente conforme).

Por compacidade de M temos que métricas riemannianas sao equivalentes, entao se
¢ é uniformemente u-quaseconforme em relacao a uma métrica em M, temos que ¢ serd
uniformemente quaseconforme em relagao a qualquer outra métrica em M.

De agora em diante vamos trabalhar com o fibrado de classes u-conformes definido na
Secao 3.1. Sabemos da Definicao 3.3 que dado U € G'L(n) esse elemento age na fibra C;*
da seguinte forma: U[A] = | det(U)| = UAUT. Lembramos que uma se¢do 7 desse fibrado

¢ chamada de estrutura wu-conforme.

Id
M
Do Capitulo 2 sabemos ainda que dada uma base Anosov {e1, -+ ,ex} C Coe go € R*
temos que go = ajey + - - - + age para algumas constantes a; (i = 1,2,--- , k). Fazendo

ZZ() - ¢(ai6i7 ')7
dado zg € M podemos escrever
g, (o) = @ 0+ 0 P (o) = Yo,

uma composicao de fluxos dados por elementos Anosov.
Seguindo Tukia [47] (Equagao FO - pag. 334), definimos a seguir o conceito de in-

variancia de uma estrutura u-conforme em relacao a uma agao Anosov.

Definicao 4.5. Dizemos que a estrutura u-conforme 7 é invariante pela acao ¢ se para

todo g € R* tivermos:
7(x) = (Dgy(x))[r(dy(2))], V€ M. (4.9)

Nesta definicdo podemos utilizar alternativamente a derivada inversa (Dg,(z)) - (ver
Tukia [47] - Segao F). Na equacdo (4.9) o lado direito ¢é a a¢ao do grupo linear GL(n)

(Defini¢ao 3.3). Dizemos também que 7 é preservada por ¢ ou que T é ¢-invariante.
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Lema 4.1. A invariancia de uma estrutura conforme T € equivalente a invariancia em

um subcone Cy, ou seja

T(z) = (D¢ (x)) [r(dh(x))], Ve € M\VaeCyeVteR. (4.10)

Demonstracao: =) Se 7 é invariante por ¢, em particular é invariante por todo elemento

aGCO.

<) Dada uma base {e;, - ,ex} C Cy e g € R¥, escrevemos:

k

g:ZtleZ (tlER),

=1

e temos que para xo € M, com yy = ¢g4(xg) vale
Gg(x0) = @it 0 -+ 0 Bk (x0) = Yo

Entao:

D¢g:D¢i’Zo---oD ?1

Isso quer dizer que, pela comutatividade, vale a invariancia de 7 por ¢ pela iguadade

7(20) = (Deg(x0)) [T (g(0))]. H

Observagao 4.1. Dado um dominio D C R¥, entdo um difeomorfismo conforme é sempre
solugdo do seguinte sistema de Cauchy-Riemann: (Df(z))T-Df(x) = J(x, f)% -1 onde J
representa o Jacobiano (Iwaniec-Martin [25]). Em particular, deste lema temos que uma

acao Anosov ¢ é u-conforme se, e somente se,

2
n

(D))" - Dudl(x) = | det(Dydh(@))|* -1, Va € Cp.

Lema 4.2. Uma acdo Anosov ¢ € u-conforme em relacao a uma métrica riemanniana ¢

se, e somente se, a estrutura u-conforme T associada a g € invariante por ¢.

Demonstracao: =) Seja 7 a estrutura u-conforme associada a métrica riemanniana g.

Da Observacao 4.1 temos que que ¢ é u-conforme se, e somente se,

S

(D, (2))" - Dy¢t (z) = | det(Dyo (z))|» - I, Ya€Cy, t €R.
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Assim:

2
n

(D@ (x) - [T(¢a(x))] - u,v) = |det Dgg (@)™ - (DY (2))" - 7(¢a(x)) - Dg(@) - u,v)

% (7 (¢! (x)) - DL(x) - u, D' (x) - v)

2

()

= |det Dg. ()|

= |det Dog ()| - T4 () (D (2) - u, Doy () - v)
()
(z)

|7 - (Dgl(2))T - D) - u,v)
= |det D! (2)| "7 - |det D@L (z)] " - 7 (u, v)

= |det D¢} (x

= T(u,v).

Isso mostra que D¢’ (z) - [7(¢L(x))] é a matriz de g e consequentemente que ¢ preserva a
estrutura u-conforme 7.

<) Por invariancia vale que 7, (u,v) = (D¢: (x)-[7(¢,(2))]-u, v), assim pelas contas acima
(Du¢t (2))T - Dyot (x) = |det(Dy¢t (x))]= - I para todos t € R e 2 € M. Ou seja, ¢ ¢ u-

conforme em relacao a métrica riemanniana g. |

4.2 Acoes Anosov u-Conformes

Nosso objetivo nesta secao é demostrar o Teorema B, ou seja, que dada uma acao Ano-
sov ¢ uniformemente u-quaseconforme, sob certas condigoes essa também é u-conforme.

Precisamente o seguinte resultado.

Teorema B. Seja ¢ : RExM — M uma acdo Anosov suave, irredutivel e uniformemente
u-quaseconforme sobre um subcone Cy C R¥. Entdo ¢ € u-conforme com relacio a uma
métrica riemanniana no subfibrado instdvel forte a qual € Hélder continua em M e suave

ao longo das folhas da folheagdo instdvel forte.

A demonstracao do Teorema acima é consequéncia das proposicoes 4.1, 4.2 e 4.4 a

seguir.

Proposigao 4.1. Seja ¢ uma agao Anosov uniformemente u-quaseconforme. Entao eziste

uma estrutura u-conforme T limitada, invariante por ¢ e mensurdvel.

Demonstracao: Comecamos mostrando a existéncia de 7. Seja 7y uma estrutura u-

conforme arbitraria continua em M. Dado x € M definimos o seguinte conjunto:

Mz = {(D¢a(x))[10(¢a(2))] | a € Co} CCr". (4.11)
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Vamos mostrar que M, é um conjunto limitado em C}*. Para isso, utilizamos a métrica

d’" dada pela Definicao 3.4. Basta entao mostrarmos que que a distancia

d'(1o(x), (Dg(x))[0(da(x))])

¢ limitada. Pela desigualdade triangular temos:

d'(o(x), (Dg (x))[70(8,(2))]) < d'(r0(2), Ia) + d (Lo, (D (x)) [70 (S5 (x))]),

onde [, é a matriz identidade. A primeira parcela da desigualdade acima é limitada uma
vez que Ty ¢ uma estrutura continua numa variedade compacta. Quanto a segunda parcela

do lado direito temos o seguinte:
d'(Iy, (D () [o(¢(2))])
= (L] det(D} ()| ™ - (D (a)" - I - (D (x)

n -2 t 1
= max | log(|det(Dej(2))|7)" - (\nee)?, log = ; >
2 ( (| det(Det ()] 7)™ - (A )?

trocando a norma do maximo pela norma da soma temos:

n —2 + 1
<~ M- log(|det(Dg} ()7 )" - (AL2e)? + log — I3FS )
2 ( (| det(Dgt (x))] 7)™ - (Abde)?
D (@))|F)" - (Absk? D)2
< g_M‘log (| det( %(w))l\ )" (Amaxt ) Sg-M'log(ADd,t)Q-
(| det(De ()| 7 )m-(AD242 (Amin')

Por defini¢ao k,(z,t) < L < oo para todo t € R e todo z € M, assim:

d (I, (DL (z)[ro(¢l(2))]) < = -M-logl? <00, Va€Cy e tcR. (4.12)

|3

Como o conjunto M, é limitado, pelo Lema 3.4 existe um disco minimo unicamente
determinado contendo M, denotamos por p, € Ci" o centro desse disco. Com isso
definimos a seguinte estrutura conforme:

T: M — (Cw
FA S
De (4.12) temos que a estrutura conforme 7 definida desta forma é limitada, pois os

conjuntos M, sao uniformemente limitados.
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Mostraremos agora que a estrutura conforme 7 é invariante pela acao ¢. De fato,

denotamos yo = ¢4(x0) para xg € M e a € Cy fixos e veremos inicialmente que
(D(ba(xo))[Myo] = MIO'

Para cada b € Cy o elemento (D¢,(xg)) [{(Dgzﬁb(yo))[ro(qbb(yo))] € (Doa(z0))[My,] € te-
(Da0)) {(Dényo)) [ro(on(w0))]| =
= (Da(w0)) || det(Doy(0))| T - (Den(y0))" - F(61(30)) - (Déu(wo)|

= |det(Dea(0))| T -|det(Dey(yo))| = -

(Do) ((Dn(u0))" - F(64(0)) - (Ds(uo)) ) - (Da(0)) =

Pela propriedade da composta ¢, = ¢, © ¢ obtemos:

= |det(Deusao)] # (Dés(yo) - Dulan)) - F(6n(u0))-(Dutao) - Déa(a)):
Logo,

(Da(0)) [{ (D08 60 [70(6n 00Dl = DusalF(dass(z0))]

e entdo (Doy(z0))[My,] C My,. A inclusdo oposta segue do mesmo argumento utilizado
acima, ou seja, tomando um elemento de M, podemos escreve-lo como um elemento de
(Da(x0))[My,].

Como para cada b € Cy, c = a+ b € Cy e estamos tomando b variando em todo o cone

Co, por definicao vale que

(Da(0))[Myo] = {D@e[T(¢e(0))] | ¢ € Co} = M.

Denotamos por D(py,,Ty,) 0 disco minimo que contém M,, e por D(py,,7s,) o disco

minimo que contém M,,. Do Lema 3.2 sabemos que fixada uma matriz U = D¢, € GL(n)

SL(n)
SO(n)*

a aplicacio A — U[A] = | det U| = XTAX define uma isometria em Temos portanto

que:

<D¢a(x0)) [D(pyo’ ryo)] = D(Pay, Tato)

e Ty, = I'y,- Dal temos a invariancia 7 por ¢ em Cy. Devido ao Lema 4.1 temos ainda que
7 é invariante por ¢. A mensurabilidade de 7 em M é bem estabelecida em Tukia [47] (ver

Teorema F). H
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A seguinte proposi¢ao praticamente demonstra o Teorema B com exce¢ao da suavidade

sobre as folhas da folheagao instavel forte.

Proposicao 4.2. Seja ¢ uma a¢ao Anosov (C°) uniformemente u-quaseconforme e ir-
redutivel em M. Entdo existe uma estrutura u-conforme 7 a qual é Holder continua em
M e invariante por ¢. Além disso, T coincide com T num conjunto de medida total (T €

a estrutura definida na proposi¢ao anterior).

A demostracao da proposicao anterior serd consequéncia dos seguintes cinco lemas,
para os quais assumimos as hipéteses da Proposicao 4.2 acima e consideramos o elemento

Anosov a € Cy.

Lema 4.3. A estrutura u-conforme 7 € localmente Hélder continua num conjunto de
medida total £ sobre as folhas da folheacao estavel forte. Isto €, para todo z € M, existe
uma vizinhanga U, C F2*(z) contendo z, tal que, d(7(x),7(y)) < K**d(x,y)* para todos

x,y € U,NE e para algum o > 0.

Demonstragao: Sejam z € M e uma vizinhanga produto U contendo z. Tomamos

uma placa da folha instdvel forte de z da forma U, = U N F*(z). Dados z,y € U,,

temos que por trivializagao local 7(x),7(y) € g(L)EZ)) Denotamos 1 = ¢L(z), 11 = ¢L(y)

e T, = (D¢.(z))~' € GL(n) (respectivamente T,). Pelo Lema 3.3 o grupo linear GL(n)

age em :s*ch)((Z)) por isometrias, logo T, e T, definem isometrias na fibra tipica 55((23

Como mostrado na Proposigao 4.1 a estrutura conforme 7 é ¢-invariante, dai

T(x) = Toy [T(21)] e T(y) =T, [T(y1)].

Assim, obtemos

d(7(x),7(y)) = d(Tn[7(x1)], Ty [T(51)])

< d(Ty, [T ()], Ty, [T (y2)]) + d(Te, [7 ()], T, [7(200)]-

Aplicando o fato de T definir uma isometria no primeiro membro da soma e utilizando a

dependéncia Holder no segundo membro obtermos entao que
d(T(x),7(y)) < d(T(21),7(y1)) + Kd(w1, 1) (4.13)

para alguns K, a (constantes Holder com a > 0).
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Denotamos agora x; = ¢! (z) e y; = ¢.(y) (i € N). Afirmamos que a seguinte desi-

gualdade vale para todo n € N:
d7F(2),7(y)) < dF(za),7(yn)) + D Kd(xs, y:)". (4.14)
i=1
De fato, argumentando por indugao, para n = 1 a Desigualdade (4.13) diz que.

d(T(x),7(y)) < d(T(21),7(y1)) + Kd(w1, 1)

Suponhamos que a desigualdade (4.14) valha para n = k (hip6tese de indugao), ou seja:

d(7(x),7(y)) < d(T(x ZKd i, Yi)®

Entao vamos mostrar que vale para n = k + 1. Para ver isso, com a hipétese de inducao

€SCrevemmaos:

k+1

AT (@), 7)) < dT(@r1), Tlyr)) + Y Kd(a, y)® (4.15)

i=2
Somando Kd(z1,y1)* a ambos os lados da desigualdade (4.15) temos que:

d(T(x),7(y)) < d(T(21),7(y1)) + Kd(z1, 1)

k+1

< d(T(@et1), T(Yr41)) + Z Kd(zi,y:)" + Kd(w1,51)"
i=2
ht1

< d(T(Try1), T(Yrt1)) + Z Kd(z,y:)". (4.16)

i=1
Isso mostra que a desigualdade (4.14) de fato vale para todo n € N.

Por hiperbolicidade vale o seguinte:
d(xiv yz) = d(d)Z(l‘)v (b;(y)) S Cei)\id(xv y)? 07 A> 0.
Dai, pela desigualdade (4.14) temos o seguinte:

d(7(2),7(y)) < dT(@n), T(ya) + K Y d(wiy,)"

i=1

< d(F (), T(yn)) + (KCd(z,y)) Ze

< d(F(x), T(yn)) + (KCd(z,y)) Ze

< d(T(xn), T(yn)) + (KC)*K. d(fv,y)-



4.2. ACOES ANOSOV u-CONFORMES 55

Denotando K** = (KC)*K, temos que para todos x,y € U, e n € N vale que
d(T(x),7(y)) < dT(2a), T(yn)) + K>d(z,y)". (4.17)

Por outro lado, do Capitulo 3 sabemos que existe uma medida de Margulis p,, inva-
riante pelo tempo 1 do fluxo ¢L. Como a estrutura conforme 7 é mensurdvel, Lusin [38]
(Teorema de Lusin) nos garante que existe um conjunto fechado £ C M (p,(E) > 1),
tal que, ?! p € continua, como M é compacta o conjunto £ ¢ compacto e portanto T
é uniformemente continua em FE. Denotamos por £ o conjunto dos pontos de M cuja
frequéncia das 6rbitas do difeomorfismo de tempo 1 ¢! em E é u,(E), pelo Teorema de
Birkhoff 3.7 £ tem medida total em M.

Finalmente, para todos x,y € £ NU,, as sequéncias (xz = qbfl(x))ieN e (yi = gbfl)ieN
possuem subsequéncias (z,, ) € (y,,) em E, tais que, d(x,,,yn,) — 0 ( ¢ y pertencem a

uma placa de uma folha estével forte). Pela continuidade uniforme de 7 em FE, também

vale que d(7(xp, ), T(Yn,)) —> 0. Assim, mostramos que
d(7(z),7(y)) < K>d(x,y)*, Vr,ye&nU..
|

Lema 4.4. A estrutura u-conforme T € localmente Holder continua num conjunto de
medida total £ sobre as folhas da folheacao instdvel forte. Isto €, para todo z € M, existe
uma vizinhanca V, C F'(z) contendo z, tal que, d(T(x),7(y)) < K"d(x,y)* para todos

x,y € ENV, e para algum o > 0.

A demonstragao do lema acima ¢ analoga a do Lema 4.3 tomando y,z € V, C Fi" e

considerando iteradas negativas desses pontos.

Lema 4.5. A estrutura u-conforme 7 € localmente Holder continua num conjunto de
medida total £ sobre as folhas da folheacao instdvel fraca. Isto €, para todo z € M, existe
uma vizinhan¢a W, C F¥(z) contendo z, tal que, d(7(x),T(y)) < K*d(z,y)* para todos

x,y € ENW, e para algum o > 0.

Demonstracao: Sejam z € M e uma vizinhanca produto W contendo z, tomamos

W, =W N F¥(z) uma placa da folha instével fraca de z.
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Dados z,y € ENW,, se x e y pertencem a uma mesma folha instavel forte, entao pelo
Lema 4.3 o resultado é verdadeiro. Por outro lado, se y € O4(z), entdo existe gy € R,

tal que, ¢4 () = y. Pela invariancia de 7 por ¢ temos que 7(x) = D¢,[T(y)] e assim
0=d(7(x),7(y)) < K*d(z,y)*, a>0,VK"eR.

Dados quaisquer z,y € €N W,, denotamos 2’ = Oy(y) N F*(x). Neste caso 2’ também
pertence a F*(y). Da estrutura de hiperbolicidade uniforme, temos que para p,q € W e

r e F(p) N Fi(q) (ver Figura 4.3), existem constantes reais positivas A e B tais que:

A-d(p,q) < d(r,p) < B-d(p,q). (4.18)

Figura 4.1: Vizinhanca produto W com os pontos p, q e 7.

Assim, parap =z, ¢ =y e r = 2’ temos:

d(7(x),7(2")) + d(7(z"), 7(y))

K" - d(x,2)*+0

d(7(x), 7(y))

INIA

IN

K" B-d(x,y)

Ku . d(xvy)a7
onde K% = K. B, N

Lema 4.6. A estrutura u-conforme T € localmente Holder continua num conjunto de
medida total E em M. Isto é, para todo w € M e vizinhang¢a produto U, C M contendo

w temos que d(T(x),7(y)) < Kd(x,y)* para todos z,y € ENU, e para algum a > 0.
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Demonstragao: Dado w € M, sejam x,y € £ N U, vizinhanga produto U, de M (aqui
nao necessariamente os pontos estdo numa mesma folha forte ou fraca). Como & tem
medida total em M, para j,-quase todo ponto de U, vale que pg’(F3*(x) N Uy, N E) tem
medida condicional total.

Sejam F:%(x) e F2*(y) folhas estaveis fortes passando por x e y respectivamente. Seja
Hyy: >, CF2(@)NU, — >, C F*(y) N U, a aplicagdo de holonomia da folhagao
instavel fraca.

Uma vez que a medida u, é quaseinvariante por aplicagoes de holonomia nas folheacoes
fortes 77 (o = ss,uu), existe um ponto z € N &, tal que, H, ,(2) € €. Caso contrario,

terfamos um conjunto de medida condicional nao nula em F3*(H, ,(x)) sem pontos de &.

>y C F¥(y)

Figura 4.2: Vizinhanga produto U, com os pontos z, z, H, ,(2) e y.

e Como zx e z estao numa mesma placa de uma folha estavel forte, do Lema 4.3 temos:

d(7(z),7(2) < K*d(z, 2)".

e Como z e H,,(z) pertencem a uma mesma placa de uma folha instdvel fraca, do

Lema 4.4 temos:

d(7(2), T(Hyy(2)) < K'd(z, Hyy(2))”, e

e Os pontos H,,(z) e y pertencem a uma mesma folha estével forte, assim novamente

pelo Lema 4.3 temos:

d(T(Hay(2)), 7(y) < K*¥d(Hyy(2),y)",
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Agora, utilizando a desigualdade triangular duas vezes:

IN

d(7(x),7(2)) + d(7(2), 7(y))
K%d(x,2)" + d(T(2), Hyy(2)) + d(Hyy (2), 7T(y))

d(7(x), 7(y)

IA

IA

K**d(z,2)* + K*d(z, Hy y(2))* + K*d(Hy 4(2), y)"

IN

K(d(z,2)* + d(z, Hyy(2)* + d(Hyy(2),y)%) (4.19)

onde K = max{K** K"}.
Para obtermos o resultado pretendido resta mostrar que a soma do lado direito de

(4.19) se torna
K (d(r, 2)° + d(z, Hay(2))° 4 d(H (), 0)") < Rd(x,y)" (4.20)

para algum K eR.
Assim como na Desigualdade (4.18), temos que para p,q € U, e r € F:5(p) N F¥(q)

(ver Figura 4.3), existem constantes reais positivas A e B tais que:

A-d(p,q) <d(r,p) < B-d(p,q). (4.21)

‘ 0 Ep)
e
'I ’4" """"" ("""":7:
= VA (7))

Figura 4.3: Vizinhanca produto U, com os pontos p,q e r.

Da afirmacao anterior e da densidade do conjunto £ podemos escolher § € U, NE, tal
que: d(x,z) < d(x,y) e d(y,z) < d(x,y). Assim, aplicando a propriedade enunciada pela

Desigualdade (4.18), obtemos a seguinte tripla de expressoes:
L. d(z,2)* < d(z,9)* < B*-d(z,y)*,

2. d(z Hyy(2)* < B d(z )" < (8)" - d(,9)" < (8)" - d(w,9)" < (&) - dlz,y)°
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3. d(Hﬂfvy(z)ﬁy)a < B*: d(zv y>a < (%)0‘ ’ d(z’g)a < (%)O‘ ) d(l‘a g)a < (BTZ> ’ d(ZL’, y)a
Dai, somando as expressoes 1,2 e 3 anteriores, a Desigualdade (4.19) se torna
d(7(z),7(y) < KKd(z,y)°, (4.22)

para K = BY4+2 (%2). Isso demonstra a propriedade Holder, localmente, para a estrutura

conforme 7 (restrita a &). |

Lema 4.7. A estrutura u-conforme T € uniformemente continua num conjunto £ invari-

ante por ¢ e de medida total em M.

Demonstragao: Seja £ o conjunto dos lemas anteriores, definimos £ da seguinte forma:
E= () 04(&). (4.23)
gERE
O conjunto £ tem medida total em M uma vez que &€ tem medida total e cada difeomor-
fismo ¢, preserva a medida de Margulis. Além disso, g C & e portanto de acordo com o
lema anterior a estrutura u-conforme 7 é localmente Holder continua em &, , ou seja, dado
z € M e uma vizinhanca produto U, contendo z, para todo par de pontos z,y € U, N g
temos que d(7(x),7(y)) < Kd(z,y)* para algum « > 0. Assim, dado ¢ > 0, tomando
0o = V% ex,yE ENU, tais que d(z,y) < 0y obtemos:

€

d(7(x),7(y)) < K -d(z,y)* < K - (0‘ ?> = €. (4.24)

Ou seja, para todo ponto z € M é possivel obter uma bola aberta B(z,r,) onde ?‘B(mz) é
uniformemente continua. Fixando uma cobertura por bolas C' = {B(z,r,) | z € M} de
M, existe 6 > 0 (ndmero de Lebesgue), tal que, para todo w € M abola B(w,d) C B(z,7,)
para algum z € M (ou seja, qualquer bola de raio § estd contida em algum elemento da
cobertura C). Isso é precisamente afirmar que 7 é uniformemente continua em 3 , pois de
acordo com a Desigualdade (4.24) dado € > 0, existe § > 0, tal que, se d(z,y) < §, entao

d(7(x),7(y)) <€ |

Para concluirmos a demonstracao da Proposicao 4.2 vamos estender a estrutura ?! &

obtendo assim uma estrutura u-conforme 7 definida em M e invariante por ¢.

Demonstracao (da Proposigao 4.2): De acordo com o Lema 4.7 a estrutura u-

conforme 7 é uniformemente continua em &, assim pela densidade do conjunto £ existe
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uma extensao continua 7 de 7 em M, definida da seguinte forma: 7(p) = nli_r}noo T(xn),
onde {x, },en é qualquer sequéncia contida em £ , tal que, nli_r)noo T, = p.

A estrutura u-conforme 7 é invariante por ¢. De fato, se x € £ entdo T é ¢-invariante
por definicao. Se x nad pertencente a £ , por definicao existe uma sequéncia convergente
T, — x, tal que, 7(z,,) — 7(x). Assim, para cada g € R* denotamos {y,, = ¢, () }nen
e temos entao que y, — y = ¢4(x). Pela invariancia de 7 vale que 7(x,,) = Do,(y,) e
consequentemente por continuidade 7(z) = Doy (7(y)).

A estrutura u-conforme 7 é localmente Holder continua em M. De fato, fixado w € M
e uma vizinhanca produto U, contendo w, para quaisquer z,y € & N U, temos que
d(7(z),7(y)) < Kd(x,y)* para algum o > 0. Se z ¢ y nao pertencem a &, tomamos
sequéncias {x,} e {y,} em ENU, tais que x, — T ey, — y e assim, para cada n € N

obtemos:

IN

d(7(x),7(y)) d(7(x), 7(2n)) + d(T(2n), 7(yn)) + d(7(yn), 7(y))

< d(7(x), 7(zn) + K - d(zn, yn)® + d(7(yn), ().
Fazendo n — oo vale que d(7(z),7(y)) < Kd(x,y)*, o que mostra que 7 é localmente

Holder continua em M.

Por fim, a mensurabilidade e a limitacao de 7 decorrem da continuidade. |

A seguir enunciamos a Proposi¢ao 4.1 de Sadovskaya [46] (pag. 13) que é de fun-
damental importancia para nossos resultados. Por ter uma demonstracao completa nao

vamos repeti-la aqui.

Proposicao 4.3 (Sadovskaya [46] - pag. 13). Sejam M wuma variedade Riemanniana
compacta, f: M — M um difeomorfismo e F uma folheacao continua em M com folhas
suaves. Suponha que f preserva F e que ||Df|rz|| < 1. Além disso, suponha que existam

constantes C' > 0 e € > 0, tais que, para quaisquer © € M e n € N tenhamos:
(D) IDf |l < C(1 =€) (4.25)
Entao para cada x € M, existe um C*®-difeomorfismo h, : F(x) — T, F, tal que:
® hiw o f=Df(x)o ha,

e h,(z) =0 e (Dh,)(x) é a identidade.
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e h, depende continuamente em x na topologia C°.

Observacao 4.2. A Proposicdo anterior, no caso de agoes Anosov, estd enunciada con-
siderando a folheacao estavel forte F>°. No entanto, como estamos trabalhando com a
folheagao instdvel forte F'*, assumimos as hipdteses ||Df~ rz|| < 1 e consequentemente
a desigualdade (4.25) da forma: |[(Df"|7,7) " | - ||Df"|r,7|]* < C(1 —¢€)" (n € N).

Mostraremos no lema a sequir que para uma a¢ao Anosov uniformemente u-quaseconforme

a tese da proposicao anterior € verdadeira.
Para o que segue necessitamos da nocao de conorma de um operador linear.

Definigao 4.6. A conorma de um operador inversivel 7' : V' — V num espaco vetorial

normado V é definida como sendo: m(T) = inf{T'(v) | |jv|| =1} =||T7||~".

Lema 4.8. Seja ¢ uma ag¢ao Anosov uniformemente u-quaseconforme em M. Entao
para cada x € M, existe um C*-difeomorfismo h, : F'(x) — E¥(x) satisfazendo as

sequintes propriedades:
1. hg o ¢y = DoL(x) o hy,
2. hy(z) =0 e (Dh,)(z) € a aplica¢ao identidade.
3. h, depende continuamente de x na topologia C.

Demonstracao: Dada uma agao Anosov ¢ o difeomorfismo ¢, : M — M preserva
a folheacao F““ para todo g € R*. Fixado a € Cy, por hiperbolicidade temos que
[|D¢y" | pun(z)]| < Ce™™ (n € N) para todo € M. Além disso, ¢ ¢ uniformemente

u-quaseconforme em Cy por hipétese. Logo:

1 D¢ ()| Eye @)
m(quZ (IE) Egu(x))

<L VxeMeteR,

onde m(D¢! ()| guu(z)) é a conorma da derivada, de acordo com a Defini¢ao 4.6. Escrito
de outra forma: [|(D¢,"(x)|guu(z)) | - [| Do, ™ ()| puu(w)|| < L para todot € R ez € M.

Assim:

IN
=
Q
aQ
L
<=

(Do, ™ ()| o)) | - [|1Ddg ™ (@) | (|| - || Dby ™ (@) | ()|

IA
=
=
|
o

3
£}
m
Z
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para algum € > 0, tal que, e~*+¢ = 1. Estamos portanto nas hipéteses da proposicao 4.3,

ou seja, existe a familia h, com as propriedades enunciadas na tese deste lema. |

Na proposicao a seguir 7 é estrutura u-conforme da Proposicao 4.2.

Proposicao 4.4. A estrutura u-conforme 7 € suave ao longo das folhas da folheagao

instavel forte F".

Demonstracao: Dado z € M, F'(z) denota a folha instavel forte passando por z,

A 1 uu uu
vamos mostrar que T‘}.gu(x é suave. Seja E"(x) o espago tangente a F**(z) em x. No

)
fibrado globalmente trivial § = EY*x gé—(("n)) consideramos a segao o : B — £ definida por
o(v) = 7(z) paratodov € E**(z). Vamos mostrar que a igualdade (h;).(7(y)) = o(h.(y))
é verdadeira para todo y € F(x), ou seja, o pushforward de 7(y) é igual a o(h,(y)).

Consequentemente 7 serda C'* ao longo de F " (x) uma vez que h, ¢ um difeomorfismo

suave e o ¢é constante.

A estrutura u-conforme 7 é ¢-invariante, ou seja, da Definicao 4.5 para cada z € M
temos que 7(x) = D¢, [T(¢,(x))] para todo g € R¥. Logo, a estrutura conforme o satisfaz
o(v) = Dg¢,lo(Dg,(v))] para todo v € E"(z) e para todo g € R¥ isto é, 0 é Dg-
invariante, pois a derivada de D¢, é ela mesma em todo ponto de E““(x). Passamos

assim da dinamica da acao para a dinamica dada pela derivada.

Para facilitar a notacdo no que segue, dados x € M e y € F¥(x), denotamos por

h.(7(y)) o push forward de 7(y) para o ponto h,(y) (ver Figura 4.4).

Ea"(x)

Euu ( X) hx (y )

Figura 4.4: z,y € F"(x)



4.2. ACOES ANOSOV u-CONFORMES 63

Dado € > 0, existe n € N, tal que, a seguinte desigualdade se verifica:

A(hgn 0y (T(06 " (1)), 0 (Mg om0 (0" (1)) <€ (4.26)

De fato, pelo item 3) do Lema 4.8, se ¢,"(y) e ¢,™(x) s@o suficientemente préximos,

entao as derivadas Dhyn () (0,"(y)) € Dhy-n, (x)) estdo numa mesma vizinhanga

("
na topologia C*°. Consequentemente hy-n ) (T(4,"(y))) estd na mesma vizinhanca de
Ry (T(d"(2))). Por outro lado, o item 2) do Lema 4.8 nos diz que Dhn(,(¢,"(2))

a

¢ a aplicagao identidade, ou seja, como o é constante temos:

hgan@y(T(@7"(2))) = 0 (hyney (07" () = 0 (hyon (7" ()

Assim, a Desigualdade (4.26) anterior fica demonstrada. Da Desigualdade (4.26) temos

que:

e > d h¢;"(z) T(¢;n<y)>)’U(h¢;”(x)<¢;n<y>)>

Dy () [hyzn o) (02" )T (W)]], 0 (D5 (2) [y 0y (00" ()] ))

SL(n)
SO(n)* A

A primeira igualdade se justifica, pois D¢, "(z)[-] define uma isometria em
segunda igualdade vem do fato de 7 ser invariante pela agao ¢ e a terceira desigualdade é
consequéncia do item 1) do Lema 4.8. Como € > 0 é arbitrario, temos que (h,).(7(y)) =
o(hy(y)) para todo y € F2*(x) e para todo z € M. |

As Proposigoes 4.1, 4.2 e 4.4 concluem a prova do Teorema B, pois de acordo com o
Lema 4.2 a a acao ¢ ser u-conforme em relacao a uma determinada métrica g é equivalente

a estrutura u-conforme 7 associada a g ser invariante por ¢.
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CAPITULO 5

SUAVIDADE DE FOLHEACOES:
ACOES ANOSOV DE k-CONTATO
CONFORMES

Nosso objetivo neste capitulo consiste em estudar regularidades das folheacoes fortes e
fracas definidas por uma acao Anosov uniformemente u-quaseconforme.

Na Secao 5.1 mostramos que dado um elemento Anosov a € Cy o fibrado estavel fraco
E? é de classe C'. Na Subse¢io 5.2.1 mostramos que as holonimas em relagao a folheagio
estavel fraca sao conformes e uniformemente suaves, portanto a folheacao estavel fraca
é de classe C*°. Na Subsecao 5.2.2 mostramos o Teorema C, utilizando a estrutura de
k-contato generalizada para provar que a folheacao instavel forte e a folheacao instavel
fraca sao suaves. A Secao 5.3 é dedicada a demonstracao do Teorema A que nos fornece

um resultado de rigidez.

5.1 Folheacao Estavel Fraca de Classe C'!

Em Hirsch-Pugh [22] (Segao 4) é mostrado que para o fluzo geodésico ¢' numa superficie
de curvatura negativa (fluxo Anosov) o fibrado forte instavel E** e o fibrado forte estével
E* (da decomposicao TM = E** & T¢' & E**) sao de classe C.

Por outro lado, Sadovskaya [46] mostra, com as devidas adaptagdes, que para o caso
de fluxos Anosov u-conformes o fibrado estdvel fraco E* é de classe C'. A seguir, vamos
destacar as adaptagOes correspondentes para o caso de agoes Anosov u-conformes e mos-
trar que o fibrado estavel fraco E? em relacao a um elemento Anosov a € Cy é de classe
Ct.

Comecamos denotando o seguinte fibrado W sobre M: W = E** @ E%*. Da teoria de

sistemas hiperbdlicos, o subfibrado W ¢ a principio apenas Hélder continuo. No entanto,
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W pode ser aproximado por um fibrado W de classe C*. De fato, dada uma acao Anosov
¢ e uma base de elementos Anosov {ay,...,ar} C Cy podemos sempre escrever ¢ como
uma composicao de k-fluxos comutativos. Assim, para cada diregao a;, j € {1,...,k}

podemos definir um subfibrado de T'M fazendo o seguinte:
W] — Egju @ E;JS @T¢al @ te @T¢aj_1 @7{(#; @T¢aj+l @ e @Tqbak’

onde m ¢ um subfibrado que nao estd sendo considerado. Cada T'¢,, denota o sub-

fibrado definido pelo campo associado ao fluxo ¢ZZ Listamos algumas propriedades de

W]
1. W; tem codimensao-1.

2. ¢, ¢é transversal a W

3. O subfibrado assim definido é invariante pelas derivadas de qﬁ’;j.
k

4 EMeEr=(\W;=W.
=1

Como cada WW; tem codimensao-1 podemos definir uma 1-forma diferenciavel «; cujo
ntcleo coincide com W;. Aproximando «; por uma l-forma de classe C* obtemos um

subfibrado /Wj de classe C* que é proximo a W, e
k

-7
j=1

também é um subfibrado de T'M de classe C*° que aproxima W = E' @& E2®. Assim, fica
mostrado que W pode ser arbitrariamente proximo de um fibrado suave w.

O fluxo ¢! é transversal a W, logo podemos definir uma decomposi¢ao em W da
seguinte maneira:
W=E"a®FE>
onde

E™ =W N (E™ ®Té,), e

E* =WnN(E®®Té,).
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Figura 5.1: Aplicagao T : /Wx — W%(w).

O fibrado W pode nao ser invariante por D¢,. No entanto, definimos uma aplicacao
T:-W—W da seguinte forma: fixado z € M fazemos T = my-1(,) © D¢;t(z), onde
Ty-1 € a projegao do espago tangente T)—1 M sobre /ij;l ao longo do fluxo ¢?.

Assim como na Secao 4 de Hirsch-Pugh [22] definimos um novo fibrado sobre M a

partir de /V[7, cujas fibras sao da forma:
4, ={G | G:E*(x) — E“(z) élinear, e ||G|| < 1}.

Uma vez que W é de classe C™ temos que um fibrado definido dessa maneira também

¢ de classe C*°. A aplicacao T : W — W define um recobrimento F : 4 — ¢ do

difeomorfismo ¢;'. A aplicagao F' é uma l-contragdo nas fibras, pois ||Dmy,|| = 1 e
temos:
ko (a0)™h = |ID"07 (@)l [ID*¢a(y)l] - (m(D"¢5 " (x))) ™
= |[D"¢2 (@)l - 1D ()l - [[(D" g () |
= D)l
< 1,

onde k, ¢ uma constante Lipschitz de F} o € Qg € a contragdo na base (conorma de T|W ).
Nas equagoes anteriores ||(D“¢; ! (z)|| - ||(D“¢, (z)) || = 1 decorre do fato de ¢ ser uma

acao Anosov u-conforme, na estrutura riemanniana que estamos considerando, ou seja:

105 ()| g @)
m(De ()| gy (x))

=1, Yz e M.
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O denominador m(D¢,*(x)|guu(r)) é a conorma da derivada, de acordo com a Defini¢ao
4.6.

Utilizando o Teorema da Se¢do C" (Hirsch-Pugh [22] - Secao 3) concluimos que Ejs
é de classe C'. Portanto, o fibrado estdvel fraco Ef = E3* @ T¢ = E;S @ T¢ é de classe

C', uma vez que T'¢ é suave.

5.2 Folheacoes Suaves

Nesta secao estudamos a suavidade da folheagao estavel forte F>° e da folheagao estavel
fraca F?. Além disso, mostramos que com a hipdtese de termos uma estrutura de k-
contato generalizada a folheagao forte instavel F*, bem como a folheacao instavel fraca

Ft sao suaves.

5.2.1 Folheacao Estavel Fraca Suave

Proposigcao 5.1. Seja ¢ uma a¢do Anosov u-conforme, entao as holonomias locais da

folheagao F; preservam a estrutura u-conforme T, ou seja, sao wu-conformes.

Demonstracao: Dado w € M, seja U, uma vizinhanca produto contendo w. Dados
z,y € U, consideramos a holonomia local H,, : >, C F*(z) — >, C F"(y) em
relacao a folheagao estével fraca F; e sobre o caminho v. Temos portanto que para cada

2 €2, = Hey(2) = Fi"(y) N F(2).

5, € Fi )

Figura 5.2: Representacao de H, ,

Dado z € ) queremos verificar que DH, ,(2)[7(2)] = 7(21) onde z; = H,,(z). Os

pontos z e z; pertencem a uma placa P, C U, da folheacao F;. Se z e z; pertencem a
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érbita Oy(2), entdo DH, ,(2)[7(2)] = 7(21) uma vez que 7 é invariante por ¢. Eventual-
mente o ponto z; pode nao estar na érbita Oy(2), no entanto pela estrutura de produto
local z; pertence a alguma folha estavel forte. Seja zo = F:%(21) N Oy(2). Obtemos
dessa forma um caminho que liga z a z; passando por z; e homotdpico a . Assim,

Hxvy = H227Z1 © HZ,ZQ-

Figura 5.3: Representacao de H,, = H, ., 0o H, ,.

E suficiente mostrarmos que DH.,, ., (22)[7(22)] = 7(z1), pois z e 2z, estdo numa mesma
orbita de ¢. Temos que H.,., = ¢," 0 Hyt (26t (z1) © 0L, logo dado € > 0, para t € R
suficientemente grande ¢! (22) e ¢} (21) s@o e-préximos. Consequentemente DHgy (2, 4t (21)
é proxima a identidade.

Pela continuidade de 7 também é verdade que 7(¢,(22)) é proximo a 7(¢%(21)) e entao
DH gt (20).6t (1) [T(¢'(22))] é préximo a 7(¢}(z1)). Como a derivada D¢}, induz uma isome-
tria entre C2* e Ci' ), concluimos que DH., ., [T(22)] € préximo a 7(z1). Fazendo ¢ — oo
temos que DH,, . [T(z2)] converge a 7(z1), ou seja, DH,, ., (22)[T(22)] = 7(21) e conse-
quentemente DH, ,(2)[7(2)] = 7(21), mostrando assim que a holonomia H, , é de fato u-

conforme. N

Defini¢ao 5.1. Uma aplicagao de holonomia H, , ¢ dita uniformemente suave se é suave

e suas derivadas dependem continuamente de y na topologia C*°.

Os Lemas 5.1 e 5.2 a seguir estao demonstrados em Sadovskaya [46], no entanto por

completitude do texto apresentamos suas respectivas demonstracoes.

Lema 5.1. Se as holonomias H,, definidas pela folheagao estdvel fraca sao uniforme-

mente C*, entao a folheagao estdvel fraca é suave.
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Demonstracao: Seja w € M e uma vizinhanga produto U, contendo w. Podemo
escolher uma coordenada local suave ¥ : U, — R™ x R™ de tal modo que ¥(w) = 0,
U(F:(w)NUy,) CR™e ¥ (F*(w)NU,) CR™

Dado z = (z,y) € R™ x R" definimos a seguinte aplicagao: I1(z) = (z, H,o(z)). Por
hipdtese as holonomias em relacao a folheacao estavel fraca sao uniformemente suaves,
logo a aplicacao II é uniformemente suave nas folhas de F? e de F**. De Journé [26] temos

que II é suave. Ou seja, a folheacao estavel fraca é classe C'*°. |

Lema 5.2. Seja ¢ uma a¢ao Anosov u-conforme, entao a folheagao F; € suave.

Demonstragao: fixado w € M, consideramos uma vizinhanca produto U, contendo w.
Dados z,y € Uy, devido ao lema anterior basta mostrarmos que as holonomias locais H,,
da folheacgao estavel fraca sao uniformemente suaves. Definimos portanto uma aplicacao

Gy V CR" — R" da seguinte maneira:
Guy=gyohyoH,,ohtog':V —R"

onde g, : E**(y) — R" e g, : E"*(y) — R" sao aplicagbes lineares que levam respecti-
vamente os produtos internos em E**(y) e E"“(x), definidos pela métrica associada a T,
no produto interno canoénico de R". As aplicagoes h, e h, sao nos moldes do Corolario 4.8
(ou seja ambas sao de classe C™ e dependem continuamente de z e y respectivamente).
Além disso, podemos pensar em V' como um aberto contendo a origem de R™.

Da Segao 5.1 temos que a folheagao estdvel fraca F: é de classe C', ou seja, as
aplicagoes de holonomia sao uniformemente de classe C!' (Pugh-Shub-Wilkinson [44]).
Pela Proposicao 5.1 a aplicacao de holonomia H,, ¢ conforme, assim pelas propriedades
de g, gy, ha € hy temos que G, é também conforme e no minimo de classe C'.

No entanto, uma aplicagiao conforme de classe C! é também de classe C* (ver Hartman
[20]). Ambas as aplicagbes g, e h, envolvidas na composi¢ao que define G, , dependem

continuamente de y na topologia C'*°, isso implica que H,, também depende continua-

mente de y na topologia C*°. Ou seja, H, , ¢ uniformemente C'*°. |

5.2.2 Folheacoes Instaveis e Estaveis Suaves

Dada uma acao Anosov uniformemente u-quaseconforme ¢, com as hipdteses adicio-

nais de irredutibilidade a transitividade mostramos no Teorema B que ¢ é u-conforme.
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Além disso, no Lema 5.2 mostramos que neste caso a folheacao estavel fraca é su-
ave. Mostraremos a seguir que uma ac¢ao Anosov uniformemente u-quaseconforme ¢
com uma estrutura de k-contato generalizada (ver Definicdo 2.20) possui a folheagao
instavel forte e a folheagao estavel forte suaves, para isso fixado a € Cy necessitamos que
dim(E%*) = n = dim(E**) onde dim(M) =2n + k (n > 2).

No lema a seguir provamos que se uma acao de k-contato generalizada é u-conforme,
entao essa acdo é também s-conforme. Sadovskaya [46] mostra resultado similar para o

caso de fluros Anosov de Contato e difeomorfismos simpléticos.

Lema 5.3. Seja ¢ uma acao Anosov de k-contato generalizada e u-conforme com relacao a
uma determinada métrica riemanniana g, restrita a E**. Se, dim(E%*) = n = dim(E*"),

entao ¢ € s-conforme com respeito a alguma métrica riemanniana gs em ES°.

Demonstracao: Dado z € M, existe um isomorfismo ¥, : E*(z) — (E**)*(z) onde
(E¥)*(x) é o espago dos funcionais lineares de EY“(z) (espago dual). Assim, existe o
fibrado dual (E"*)* do fibrado E"" sobre M. Neste caso, a métrica riemanniana g, em

E'"™ que torna ¢ uma agao Anosov u-conforme possui uma métrica dual g; em (EY")*.

Denotamos por 7, a estrutura u-conforme associada a g, e por 7, a estrutura u*-
conforme associada a g;. Como ¢ é u-conforme em relacio a g,, fixados x € M e g € R*
a derivada D¢, faz o pullback de (gu)gs,(z) Para (gu). (Pelo Lema 4.2 isso é equivalente
a T, ser invariante por ¢, ou seja, 7,(z) = Doy[1,(¢4(2))]). Portanto, a estrutura u*-
conforme 7;° é invariante pela derivada dual , isso que dizer que, dados z € M e g € R¥ o

isomorfismo (D¢g)* = Wy, () © Dog(x) o W' (derivada dual) faz o pullback de 7 (dy(z))

para 7. (x).

<E;“f*<x> Do) (E;w)*l(%(x))
B () ———5— B (64(x))

Por hipdtese, a acao Anosov ¢ é associada a uma estrutura de k-contato generalizada
(ver Definicao 2.18). Assim, fixada uma 1-forma «; (i = 1,--- , k) temos por defini¢ao

que da; restrita a E'™ @ E5* é ndo-degenerada. Como dim(E?*) = n = dim(EY"), para
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cada x € M definimos o isomorfismo

Lo E(e) — (E3")"(2)
w > :

A aplicagao I'"! induz entdao uma métrica g, em E*, denotamos por 7, a estrutura s-
conforme associada a g;. A invariancia de 7,7 implica na invariancia de 75 por ¢. Ou seja,

a acao ¢ é s-conforme em relacao a g,. |

Teorema C. Seja ¢ : R* x M — M (k > 2) uma ag¢do Anosov suave e de k-contato
generalizada numa variedade fechada M. Se ¢ é uniformemente u-quaseconforme, entao

esta acao possui a folheacao estdvel forte e a folheacdo instdvel forte suaves.

Demonstracao (do Teorema C): Do Lema 3.5 temos que ¢ é irredutivel, com isso
estamos nas hipoteses do Teorema B, ou seja, a acao ¢ é u-conforme em relacao a uma
determinada métrica no fibrado instdvel forte. Pelo Lema 5.2 temos que F; ¢ de classe

C>, logo dadas as 1-formas da Definicao 2.18 (estrutura de k-contato generalizada)

escrevemos o fibrado instavel forte E°° como a intersecao de dois fibrados suaves

k
Er =By ([ker(en)) = (E}° ® To) N (B @ EY)
i=1

e temos portanto que a folheagao estavel forte F;° também ¢é de classe C*°.

Do Lema 5.3 temos que se a acao ¢ é u-conforme, entao ¢ é s-conforme. Argumen-
tando analogamente ao Lema 5.2 temos ainda que a folheacao instavel forte F é suave.

Escrevendo

k
B = B0 ((ker(on) = (B2 & To) N (B @ EX)
1=1

temos que a folheagao estdvel forte F* é de classe C*°. |
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5.3 Folheacoes Suaves: Uma Aplicacao

Dado um sistema Anosov (difeomorfismo, fluxo ou Agao), ter a folheacao estavel forte
e a folheacao instavel forte suaves permite aplicagoes no contexto de sistemas algébricos
(ou quasealgébricos), assim mencionamos a seguir mais algumas defini¢oes e fatos basicos
sobre grupos e algebras de Lie (além daqueles do Capitulo 2) com a finalidade de obter

um resultado de rigidez dado pelo Teorema A.

Defini¢ao 5.2. Seja G um grupo de Lie (ver Defini¢ao 2.1) e e o elemento neutro de G,

dizemos que g = T.G ¢é a dlgebra de Lie de G.

Defini¢ao 5.3. Seja G um grupo de Lie e g € G, os difeomorfismos L, : G — G e
D, : G — G definidos por Ly(h) = g-h e Ry(h) = h-g (h € G) sao chamados de

translacao a esquerda e translacao a direita respectivamente.

Definicao 5.4. Um campo de vetores X em G ¢ dito invariante a esquerda (respectiva-
mente invariante a direita) se DLg(h) = )/(\'(Lg(h)) (respec. DRg(h) = )A((Rg(h))) para
todos g, h € G.

Da definicao de invariancia temos que, se um campo de vetores X é invariante (a
esquerda ou a direita) em G entao X fica completamente caracterizado por seu valor no
elemento neutro, ou seja, )A((e). De fato, basta tomar L;-1 e R;-1 para cada h € G.

Além disso, existe uma bijecao entre o espago dos campos de vetores invariantes a
esquerda (respec. a direita) e a dlgebra de Lie g de G, através da seguinte aplicagao
X )?(e) =X €g. Se X,Y € g, entdo temos bem definido o colchete de Lie [X,Y].

Dado X € g, denotamos por X o campo de vetores tal que )A((e) =X

Definicao 5.5. A aplicacao

adX: g — g
Y — [X)Y]
¢ chamada de adjunta de X. Dizemos ainda que g (ou G) é nilpotente se adX é um

operador linear nilpotente para todo X € g.

No Capitulo 2 definimos o conceito de subgrupo de Lie (Definigdo 2.1). Alternativa-

mente podemos definir um subgrupo de Lie H < G como sendo qualquer subvariedade
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(subgrupo) fechado. Neste caso, o quociente G/H possui estrutura de variedade através
da projecao m: g+— g-G € G/H (g € G). A variedade G/H nao é necessariamente um
grupo de Lie, isso acontece quando H é um subgrupo normal.

Além de H subgrupo fechado normal de G, se tomarmos I' < H podemos definir a
seguinte agdo em G/H: I' x G/H — G/H, onde, (v,(g- H))) — 7 - (gH). Denotamos

por I'\ G/H o espagco de drbita dessa acao.

Definig¢ao 5.6. Uma agao algébrica abeliana é dada por uma quadrupla (G, K, T, ), onde

e (G é uma grupo de Lie conexo com uma &lgebra de Lie g.

K é um subgrupo compacto de G' com uma algebra de Lie [.

e h ¢ uma subalgebra abeliana de g, contida no normalizador Nyl de [ e tal que

(nh={0}.

e I' é um reticulado uniforme em G agindo livremente em G/ K.

Lema 5.4 (Barbot-Maquera [7]). Uma acao algébrica (G, K,T',h) é Anosov se, e somente
se, existe um elemento h € by e uma decomposicao g = UBF SHhd! (invariante por ad(h))
tal que os autovalores de ad(h)|y (repectivamente ad(h)|z) tem parte real estritamente

positiva (respectivamente negativa).

Em se tratando de difeomorfismos e fluxos Anosov algébricos, as definicbes podem
ser encontradas em Bautista-Morales [8] - padg. 32. Ao trabalhar com ag¢oes Anosov e
condicoes rigidas é esperado que as mesmas sejam conjugadas a acgoes algébricas. No

entanto, os resultados até entao sao no contexto de agoes quasealgébricas.

Definigao 5.7. Uma agao quasealgébrica abeliana é dada por uma quadrupla (G, K, I, a),

onde

e (G é um grupo de Lie conexo com uma algebra de Lie g.
e K é um subgrupo fechado de G com uma &algebra de Lie b.

e a ¢ uma subdlgebra abeliana de g, contida no normalizador Ngh de b e tal que

hNa={0}.
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e [' é um subgrupo discreto agindo livremente em G/ K, tal que, I'\G/K é compacto.

O grupo de Lie abeliano H associado com a age (localmente livre) no quociente I'\G/ K

por translagao a direita.

Teorema 5.1 (Almeida [2]). Seja M wuma variedade compacta suportando uma a¢do
Anosov ¢ associada a uma estrutura de k-contato generalizada e com fibrados fortes su-
aves. Entao ¢ ¢ C*-conjugada a uma acao quasealgébrica. Se, além disso, ¢ € “fiel”e
HY (7 (M),R) = 0, entdo o modelo quasealgébrico (G, K,T,a) pode ser tomado com G

semi-simples.

Como consequéncia do Teorema C e do teorema anterior enunciamos a seguir o A.
Esse resultado generaliza para o contexto de agdoes Anosov o trabalho de Benoist-Foulon-
Labourie [9] onde é mostrado que fluxos Anosov de contato com fibrados fortes suaves

sao conjugados a fluxos algébricos.

Teorema A Seja ¢ : R¥x M — M (k > 2) uma agio Anosov suave e de k-contato gene-
ralizada numa variedade fechada M de dim(M) =2n+k (n > 2). Se ¢ € uniformemente
u-quaseconforme, entao esta acao ¢ C*°-conjugada a uma a¢do Anosov quasealgébrica.
Se, além disso, ¢ ¢ “fiel”e H (m (M), R) = 0, entdo o modelo quasealgébrico (G, K,T,a)

pode ser tomado com G semi-simples.
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CAPITULO 6

CONCLUSAO /QUESTOES EM
ABERTO

Ao longo do trabalho desenvolvido e que resultou nesse texto, surgiram alguns questiona-

mentos e possibilidades de estudos futuros, a saber:

e Em Barbot-Maquera [7] é definido o conceito de A¢ao Anosov de grupos nilpotentes
e simplesmente conexos. Questionamos entao se, o resultado principal dessa tese
¢ valido nesse contexto, ou seja, quando a a¢do Anosov ¢ for de um grupo H (de

dim k) nilpotente e simplesmente conexo numa variedade fechada M (de dimn+ k).

e Outro questionamento possivel é sobre a possibilidade de conseguir um resultado
andlogo aquele Teorema 3 (para fluxos Anosov) em Fang [14]. Ou seja, dada uma
agao Anosov ¢ irredutivel, uniformemente quaseconforme (u-conforme e s-conforme)
com distribuigoes fortes suaves e que preserva volume, entao ¢ sera conjugada a uma

acao algébrica ou a uma suspensao de uma acao Anosov de Z*.

No segundo questionamento incluimos como hipdtese a agao ¢ ter distribuicoes fortes
suaves uma vez que nao estamos supondo ¢ ser de k-contato generalizada.

No resultado obtido (para fluxos) por Sadovskaya [46] a conjugagao é feita em relacao
a um fluro geodésico numa variedade de curvatura negativa constante. No caso de agoes,

questionarmos o seguinte:
e Para o modelo quasealgébrico o que é possivel dizer sobre a curvatura de I'\G/K?

Essencialmente, utilizamos a nocao de acoes de k-contato generalizadas no contexto
de agoes Anosov, no entanto, esse é um conceito geral. Sabemos que os sistemas Anosov,

em particular A¢oes Anosov, nos permite afirmar que existe uma quantidade significativa
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de orbitas compactas. Na verdade, o conjunto das orbitas compactas é denso no conjunte
pontos nao errantes (Proposi¢ao 2.3).

Na literatura existente, a Conjectura de Weinstein (ver por exemplo Hutchings [24])
¢ um fato bastante discutido e tem o seguinte enunciado: Seja M uma variedade fechada,
orientada e dimensao impar suportando uma forma de contato A. Entdo o fluzo de Reeb

associado possui uma orbita fechada. Diante disso, surge entao um novo questionamento:

e Dada uma acdo (ndo Anosov) de k-contato generalizada (Segdo 2.3), em quais
condigoes existe uma Orbita compacta? Intuitivamente, uma hipotese possivel seria
dotar o subfibrado F' da decomposicao T' = I ® F com uma estrutura uniformemente

quaseconforme e fazer o estudo de certas holonomias.
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