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Resumo

Dissertamos sobre os resultados e demonstrações do artigo [3], no qual os autores estu-

daram uma classe de modelos para crescimento populacional com catástrofes. Do ponto

de vista matemático, esse tipo de modelo pode ser entendido como um passeio aleatório

nos inteiros não negativos, cujas probabilidades de transições dependem do estado. O

formidável dessa classe de passeios aleatórios é a sua estabilidade. De fato, uma classe

ainda maior de passeios aleatórios são estáveis, veja [19].

Em acordo com o roteiro de [3], mostramos a recorrência positiva desse passeio

e explicitamos a sua distribuição estacionária. Comentamos sobre a forte estabilidade

desse processo. Logo após definimos um prof́ıcuo acoplamento para a cadeia de Mar-

kov, o qual utilizamos à exaustão para provar muitos resultados. Estabelecemos cotas

inferiores e superiores para a distância em variação total, analisando o comportamento

da convergência para a estacionariedade desse processo. Após essa análise, conseguimos

discutir o principal resultado, segundo os próprios autores, de [3]: A classe de modelos

apresenta o fenômeno de cutoff. O principal desafio na prova desse resultado é que o aco-

plamento definido fornece cotas para a distância em variação total apenas considerando

os estados inciais fixados, sendo o espaço de estados dessa cadeia infinito enumerável. Por

fim, apresentamos alguns outros resultados interessantes, como a dependência logaŕıtmica

entre o estado inicial e o tempo de primeira extinção do processo.

Palavras-chave: modelos populacionais; catástrofes; acoplamento; cutoff; metaestabili-

dade.



Abstract

We discussed upon the results and proofs of the article [3], in which the authors studied

a class of models for populations growth with catastrophes. From a mathematical point

of view, this kind of model can be understood as a random walk in non-negative integers,

whose transition probabilities are state depend. The formidable thing about this class of

random walks is their stability. In fact, an even larger class of random walks are stable,

see [19].

In accordance with [3]’s script, we proof the positive recurrence of this random

walk and explain its stationary distribution. We commented on the strong stability of

this process. Soon after, we defined a useful coupling for this Markov chain, which we

used extensively to prove many results. We established lower and upper bounds for the

distance in total variation, analyzing the behavior of convergence towards stationarity of

this process. After this analysis we were able to discuss the main result, according to the

authors themselves, of [3]: The class of models presents the phenomenon of cutoff. The

main challenge in proving this result is that the defined coupling provides quotas for the

distance in total variation only considering the fixed initial states, and the state space

of this chain is countable. Finally, we present some other interesting results, such as the

logarithmic dependence between the initial state and the time of first extinction of the

process.

Keywords: population models; catastrophes; coupling; cutoff; metastability.
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Caṕıtulo 1

Introdução

É sabido que, sob algumas condições, uma Cadeia de Markov possui única distribuição es-

tacionária e a distribuição do processo converge para a distribuição estacionária [4]. Apoi-

ado nesse resultado, foi desenvolvido a metodologia Monte Carlo Markov Chain (MCMC)

[10, 18]. A ideia do MCMC é simular observações duma distribuição de probabilidade por

meio dum algoritmo computacional que emula a dinâmica probabiĺıstica duma cadeia de

Markov que tem como a sua distribuição estacionária a distribuição que se deseja ter

observações. Essa metodologia foi aplicada em vários campos; problemas de otimização,

inferência Bayesiana, Mecânica estat́ıstica, etc. Uma pergunta comum feita nas aplicações

de MCMC é: a partir de quantas iterações um valor simulado pelo algoritmo pode ser

considerado uma observação “legitima” da distribuição estacionária? Em termos teóricos,

o quão rápido a distribuição da cadeia de Markov do algoŕıtimo MCMC converge para a

sua estacionária? Muitos resultados foram desenvolvidos sobre essa questão [13, 17, 12].

Nessa linha foi descoberto o fenômeno de cutoff, cuja a ideia foi introduzida por

D. Aldous e P. Diaconis, [1, 2], para capturar o fato de que algumas cadeias de Markov

convergem abruptamente, numa certa escala de tempo, para as suas distribuições esta-

cionárias. A vantagem de cadeias de Markov que apresentam cutoff é que podemos ter

uma descrição detalhada do comportamento de convergência da distribuições do processo

para a distribuição estacionária. Contudo, essa análise pode ser onerosa a depender do

modelo e por isso a maior parte dos resultados sobre cutoff dependem do modelo consi-

derado.

O artigo objeto dessa dissertação será [3]. Nesse trabalho os autores estudaram

um modelo para dinâmica populacional com catástrofes. Uma população pode ser afetada

por vários fatores demográficos [16], um desses fatores são as catástrofes (ou desastres),

significando que em certo momento grande parte ou toda população morre. Esses mo-

delos com desastres são estudados deste 1970, [14], e dessa classe de modelos os que

mais receberam atenção foram os semi-estocásticos, onde o crescimento da população é

determińıstico, mas as catástrofes são aleatórias. O modelo de [3] é dessa classe. Mais

especificamente, o modelo que estudaremos será uma cadeia de crescimento populacional

com catástrofes binomial e imigração a tempo discreto. Uma referência interessant́ıssima

que apresentou outros tipos de desastres é [19]. Grande parte das pesquisas em dinâmicas
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de populações consideram tempo cont́ınuo, um análogo do modelo dessa dissertação com

essa caracteŕıstica pode ser encontrado em [5].

A principal contribuição do nosso artigo referência, [3], segundo os próprios auto-

res, foi que eles demonstraram que a classe de modelos que eles estudaram apresenta o

fenômeno de cutoff. O objetivo dessa dissertação é apresentar e explicar os resultados e

demonstrações desse artigo.
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Caṕıtulo 2

Conceitos elementares

Neste caṕıtulo estabeleceremos algumas definições e notações básicas sobre Cadeia de

Markov, e usaremos o próprio modelo do artigo referência para ilustrar esses conceitos.

Consideraremos Z+ = N ∪ {0}.

2.1 Cadeias de Markov

Definição 2.1.1. Seja (Xn)n∈Z+ um processo em tempo discreto tomando valores no

conjunto enumerável, X . Se para todo n ∈ Z+ e i0, . . . , in−1, i, j ∈ X ,

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P(Xn+1 = j|Xn = i) = P(i, j), (2.1)

em que P: X×X → [0, 1],
∑

j∈X P(i, j) = 1, então esse processo é uma Cadeia de Markov

Homogênea com espaço de estados X e núcleo de transição P.

A palavra “homogênea” se refere ao tempo, visto que a função P independe de

n. Observe que a definição apresentada é bem restrita, é posśıvel definições mais gerais

sobre cadeias de Markov. Entretanto ela será suficiente para os propósitos desse texto. A

função P é comumente referida como probabilidade de transição, função de transição, lei

de transição e núcleo de transição.

Uma das caracteŕıstica úteis desse tipo de processo é que seu comportamento

probabiĺıstico finito dimensional depende da distribuição de X0 e das probabilidades de

transição. Com efeito, para nk ≥ n1 temos

P(Xn1 = xn1 , . . . , Xnk
= xnk

) =
∑

(y0,...,ynk
);yni=xni

P(X0 = y0, . . . , Xnk
= xnk

)

=
∑

(y0,...,ynk
);yni=xni

P(X0 = y0)P(y0, y1) . . .P(ynk−1, ynk
).

O modelo do artigo objeto segue essa definição. Dado p ∈ (0, 1) e c ∈ (0, 1],

o processo (Xn)n∈Z+ é uma Cadeia de Markov com espaço de estados Z+ e núcleo de

transição pp,c, tal qual,
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pp,c(i, j) =


p se j = i+ 1,

(1− p)
(
i
j

)
(1− c)jci−j se j ∈ {0, . . . , i},

0 caso contrário.

(2.2)

Quando não houver perigo de engano, omitiremos os parâmetros p e c. Esse pro-

cesso pode ser interpretado como uma população de tamanho Xt no momento t, a qual no

próximo momento, independentemente do passado, ou, com probabilidade p, chegará um

imigrante, ou, com probabilidade 1− p, ocorrerá uma catástrofe, e então cada indiv́ıduo

da população morre com probabilidade c independentemente dos outros indiv́ıduos e do

passado. Dáı o nome do modelo tal como descrito na Introdução. Esse modelo pode ser

visto como um passeio aleatório cujas transições dependem do estado. Por esse motivo,

muitas vezes referiremos à este modelo como o passeio com catástrofes.

Antes de prosseguir para novas definições, precisamos fixar algumas notações. Dada

uma cadeia de Markov (Yt)t∈Z+ , denotaremos P(Yn+t = j|Yt = i) = Pn(i, j), i, j ∈ X .

Devido à homogeneidade suposta na Definição 2.1.1, essa probabilidade não depende de

t. Seja ν uma distribuição de probabilidade em X , se Y0 tiver distribuição ν, denotaremos

a lei do processo por Pν e sua esperança Eν . Quando ν = δj, j ∈ X , escrevemos Pj = Pν .

2.1.1 Tipos de cadeias de Markov

Definição 2.1.2. Uma cadeia de Markov (Yt)t∈Z+ é dita irredut́ıvel se, para todo x, y ∈ X ,

existe n ∈ N tal que Pn(x, y) > 0.

Em termos informais, o que a Definição 2.1.2 está dizendo é que uma cadeia de

Markov é irredut́ıvel quando podemos alcançar qualquer estado partindo de qualquer

estado, com probabilidade positiva, e numa quantidade finita de passos.

Definição 2.1.3. Para x ∈ X , definimos o peŕıodo de x para ser o maior divisor comum

do conjunto de naturais {t ≥ 1 : Pt(x, x) > 0}.

Ou seja, o peŕıodo de um estado é o máximo divisor comum do conjuntos dos

tempos onde é posśıvel retornar ao estado com probabilidade positiva. Quando um estado

têm peŕıodo igual 1, nós o chamamos aperiódico.

Proposição 2.1.1 (Lemma 1.6 de [17]). Numa cadeia de Markov irredut́ıvel, todos estados

têm o mesmo peŕıodo.

Portanto, podemos classificar cadeias de Markov irredut́ıveis como aperiódicas e

não aperiódicas. As do primeiro tipo serão de nosso interesse.
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Definição 2.1.4. Seja (Yt)t∈Z+ uma cadeia de Markov. Definimos o tempo de visita ao

x ∈ X , por τx = inf{t ≥ 0: Yt = x}, e o retorno, por τ+x = inf{t ≥ 1: Yt = x}.

Definição 2.1.5. O estado x ∈ X é recorrente, quando Px(τ
+
x < ∞) = 1. Caso contrário

é transiente. É recorrente positivo quando Ex(τ
+
x ) < ∞. Se x é recorrente mas não

recorrente positivo dizemos que ele é recorrente nulo.

O que essa definição estabelece é a “estabilidade” dum estado. Podeŕıamos ter uma

cadeia de Markov que visita um estado apenas uma vez, por exemplo, uma com espaço de

estados Z+ e núcleo P(i, i+1) = 1. Ou seja, para “t grande”, a probabilidade do processo

estar em algum estado é zero, isto é, a distribuição da cadeia “tende” à medida nula. A

noção de recorrência positiva vêm para evitar essa situação.

Proposição 2.1.2 (Propositions 21.3 e 21.11 de [17]). Numa cadeia de Markov irredut́ıvel,

um estado é recorrente se, e somente se, todos estados o são. Um estado é recorrente

positivo se, e somente se, todos estados o são.

Qual seja, cadeias irredut́ıveis podem ser classificadas como recorrente positiva ou

não recorrente positiva.

O processo da Equação 2.2 é irredut́ıvel aperiódico. Se i, j ∈ Z+, então

pj+1(i, j) ≥ p(i, 0)p(0, 1) . . . p(j − 1, j) = (1− p)cipj > 0.

Note que esse argumento é válido para todo c e p. Utilizando a Proposição 2.1.1, basta

verificarmos o peŕıodo do estado 0. Para todo t ∈ N,

pt(0, 0) ≥ (1− p)t > 0.

Logo o estado 0 é aperiódico, e, portanto, cadeia é aperiódica. A recorrência positiva será

verificada na próxima seção.

2.2 Distribuição invariante

Definição 2.2.1. Seja π uma medida de probabilidade definida em X , e uma cadeia de

Markov com núcleo de transição P. Dizemos que π é uma distribuição invariante, ou

estacionária, para P, sempre que,∑
x∈X

π(x)P(x, y) = π(y) ∀ y ∈ X . (2.3)
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Nos termos da Definição 2.2.1, e observando a propriedade de Markov, podemos

argumentar que se Y0 ∼ π, então Y1 ∼ π, e assim Yt ∼ π, ∀ t. Dáı o nome de distribuição

invariante, ou estacionária.

Definição 2.2.2. Sejam µ e ν medidas de probabilidade definidas num conjunto enu-

merável X , denotamos a distância em variação total entre µ e ν por

∥µ− ν∥TV = sup
A⊂X

|µ(A)− ν(A)| ∈ [0, 1].

Se Yn têm distribuição µn e Y distribuição µ, com limn→∞∥µn − µ∥TV = 0, dizemos que

Yn converge em variação total para Y .

Genericamente, convergência em variação total é uma convergência entre medidas,

e claro, esse tipo de convergência implica convergência em distribuição entre variáveis

aleatórias.

A seguir, apresentaremos dois teoremas que fundamentarão os resultado do resto

dessa dissertação.

Teorema 2.2.1 (Theorem 21.13 de [17]). Uma cadeia de Markov irredut́ıvel com proba-

bilidade de transição P e espaço de estados X , é recorrente positiva se, e apenas se, existe

uma distribuição de probabilidade π em X , para a qual P é estacionária.

Teorema 2.2.2 (Theorem 21.16 de [17]). Seja (Yt)t∈Z+ uma cadeia de Markov, com lei de

transição P e espaço de estados X , irredut́ıvel e aperiódica. Se ela é recorrente positiva,

então existe uma única medida de probabilidade π em X , tal qual P é invariante para π

e para qualquer x ∈ X ,

lim
n→∞

∥Pn(x, .)− π∥TV = 0.

Perceba que os Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 se complementam. Além disso, é posśıvel

mostrar que para uma cadeia como descrita no Teorema 2.2.2,

π(x) =
1

Ex(τ+x )
∀x ∈ X . (2.4)

Veja [17, Lemma 21.12]. Ou seja, π(x) > 0 para todo x ∈ X . O processo do modelo do

artigo referência detém essas boas caracteŕısticas.

2.2.1 Distribuição invariante do passeio

Nesta seção, mostraremos que o passeio com catástrofes têm uma distribuição

estacionária, e, por ser irredut́ıvel e aperiódica, a cadeia do passeio terá todas propriedades



2.2. Distribuição invariante 16

do Teorema 2.2.2. Para uma variável aleatória R ∈ Z+ e número real ϵ ∈ [0, 1], denotamos

Bin(R, ϵ) uma variável aleatória, que condicionada em R, têm distribuição binomial com

parâmetros R e ϵ.

Antes de prosseguirmos na demonstração do resultado, apresentamos um lema que

será muito útil no decorrer dessa dissertação.

Lema 2.2.1 (Lemma 2.1 de [3]). Suponha que R0, R1, . . . são variáveis aleatórias inde-

pendentes tomando valores em Z+ e sejam ϵ0, ϵ1, . . . uma sequência tomando valores em

[0, 1]. Assuma que
∑

j ϵjE[Rj] < ∞. Para j = 0, 1, . . . , seja Binj(Rj, ϵj) uma variável

com distribuição Bin(Rj, ϵj), com (Binj(Rj, ϵj) : j ≥ 1) independentes, condicionado em

(Rj : j ∈ Z+). Seja R =
∑∞

j=0 Binj(Rj, ϵj) e ϵ > 0. Então
∑∞

j=0 Binj(Rj, ϵϵj) e Bin(R, ϵ)

coincidem em distribuição.

O Lema 2.2.1 está apresentado tal como foi expresso no artigo referência, apesar

de traduzido para o português. Numa primeira leitura ele pode ser um pouco enigmático,

mas considere a seguinte explicação intuitiva do resultado.

Suponha que tenhamos n urnas com infinitas bolas pretas e brancas em cada urna.

Fazemos dois procedimentos de amostragem das bolas dessas n urnas, e temos o interesse

em deduzir a distribuição de probabilidade da quantidade de bolas pretas obtidas no final

da amostragem.

Copiando a notação do Lema 2.2.1, ϵi é a probabilidade de retirarmos, aleatoria-

mente, uma bola preta da i-ésima urna.

Procedimento I: Decidimos, previamente, a quantidade de bolas a serem amostradas

de cada urna, denotamos essa quantidade por Ri. A quantidade de bolas retiradas da

urna i é independente da quantidade de bolas retiradas da urna j, sempre que i ̸= j. Da

urna 1 retiramos uma bola, se a bola amostrada for branca, guardo ela no cesto. Se ela

for preta, lanço uma moeda que, têm probabilidade ϵ de dar cara, para decidir se a bola

será pintada de branca. Se o resultado do lançamento for cara, guardamos a bola preta

amostrada no cesto, se for coroa, pintamos a bola preta de branca e então guardamos

ela no cesto. Fazemos esse procedimento, independentemente, para todas as R1 bolas

amostradas da urna 1.

Continuamos o procedimento acima, descrito para a urna 1, em todas as n urnas

de maneira independente em cada urna. É claro que a quantidade de bolas amostradas

da i-ésima urna é uma Bin(Ri, ϵϵi), e Bini(Ri, ϵϵi) (a quantidade de bolas retiradas da

i-ésima urna) é independente de Binj(Rj, ϵϵj), se i ̸= j, dado os valores de Ri e Rj. Por-

tanto, a quantidade de bolas pretas no cesto ao final desse procedimento tem distribuição∑n
j=1 Binj(Rj, ϵϵj).

Procedimento II: Feito em duas etapas. Decidimos quantas bolas serão amostradas

de cada urna como anteriormente. Da urna i retiramos as Ri bolas aleatoriamente e
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as guardamos no cesto, sem o passo intermediário do procedimento I. Ao final dessa

primeira etapa, a distribuição da quantidade de bolas pretas coincidirá com a da variável∑n
j=1 Binj(Rj, ϵj). Na próxima etapa, tomamos cada bola preta no cesto e lançamos uma

moeda que têm probabilidade ϵ de dar cara. Se o resultado for cara, não pintamos a

bola de branca, se for coroa pintamos ela de branca. Obviamente, a distribuição de bolas

pretas no cesto ao final dessa segunda etapa é Bin(
∑n

j=1 Binj(Rj, ϵj), ϵ).

Esse dois procedimento são probabilisticamente equivalentes, nos sugerindo, então,

que
∑n

j=1 Binj(Rj, ϵϵj) e Bin(
∑n

j=1 Binj(Rj, ϵj), ϵ) são iguais em distribuição.

Os autores do artigo referência omitiram a prova desse resultado, abaixo apresento

uma. O leitor mais atendo perceberá na prova que estamos usando hipóteses que não

estão expressas no enunciado do Lema 2.2.1, as quais são Binj(Rj, ϵj) é independente dos

(Ri)i ̸=j dado Rj, e Bin0(R0, ϵ0) é independente dos (Binj(Rj, ϵj) : j ≥ 1) dado (Rj)j≥0.

A primeira creio que seja uma hipótese tácita entre os pesquisadores dessa área, devida

a forma como a variável Bin(R, ϵ) foi definida. A segundo creio que tenha sido apenas

erro de digitação. De todo modo, se uma dessas duas hipóteses não forem válidas então o

Lema 2.2.1 é inválido. De fato, veja o Apêndice A. Segue a demonstração onde usaremos

as propriedades da função geradora de probabilidades.

Demonstração. Comecemos pelo caso finito. Temos que

E(sBin(R,ϵ)) = E(E(sBin(R,ϵ)|R)) = E((1− ϵ+ ϵs)
∑n

j=0 Binj(Rj ,ϵj))

= E(E((1− ϵ+ ϵs)
∑n

j=0 Binj(Rj ,ϵj)|(Rk)k≥0))

= E(
n∏

j=0

E((1− ϵ+ ϵs)Binj(Rj ,ϵj)|(Rk)k≥0))

= E(
n∏

j=0

E((1− ϵ+ ϵs)Binj(Rj ,ϵj)|Rj))

= E(
n∏

j=0

(1− ϵj + ϵj(1− ϵ+ ϵs))Rj)

= E(
n∏

j=0

(1− ϵjϵ+ ϵjϵs)
Rj)

= E(
n∏

j=0

E(sBinj(Rj ,ϵjϵ)|Rj))

= E(
n∏

j=0

E(sBinj(Rj ,ϵjϵ)|(Rk)k≥0))

= E(E(s
∑n

j=0 Binj(Rj ,ϵjϵ)|(Rk)k≥0)) = E(s
∑n

j=0 Binj(Rj ,ϵjϵ)).

Agora, quando n → ∞, lembre-se que para uma sequência de variáveis aleatórias

não-negativas, P(
∑∞

k=1 Xk > t) = limn→∞ P(
∑n

k=1Xk > t). Então
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P(Bin

( ∞∑
j=0

Binj(Rj, ϵj), ϵ

)
= m) =

∞∑
k=0

P(Bin(k, ϵ) = m)P(
∞∑
j=0

Binj(Rj, ϵj) = k)

=
∞∑
k=0

P(Bin(k, ϵ) = m) lim
n→∞

P(
n∑

j=0

Binj(Rj, ϵj) = k)

= lim
n→∞

P(Bin

( n∑
j=0

Binj(Rj, ϵj), ϵ

)
= m)

= lim
n→∞

P(
n∑

j=0

Binj(Rj, ϵϵj) = m)

= P(
∞∑
j=0

Binj(Rj, ϵϵj) = m).

De fato podemos aplicar o teorema da convergência dominada nessa situação, por-

que

lim
k→∞

P(Bin(k + 1, ϵ) = m)

P(Bin(k, ϵ) = m)
= lim

k→∞

(
k+1
m

)
ϵm(1− ϵ)k+1−m(

k
m

)
ϵm(1− ϵ)k−m

= lim
k→∞

(
k+1
m

)(
k
m

) (1−ϵ) = (1−ϵ) < 1.

QED

Estamos em condição de apresentar a distribuição estacionário do modelo da

Equação 2.2, usaremos
d
= para indicar igualdade em distribuição de variáveis aleatórias.

Proposição 2.2.1 (Proposition 2.2 de [3]). Seja R0, R1, . . . uma sequência IID (indepen-

dentes e identicamente distribúıdas) de Geom−(1− p) (geométricas que contam o número

de falhas até o primeiro sucesso), ϵj = (1− c)j para j ∈ Z+. Seja, R a variável aleatória

como no Lema 2.2.1 com ϵ = 1, e π a distribuição dessa variável aleatória. Então π é a

distribuição estacionária de p.

Demonstração. Supondo X0
d
= R, mostraremos que X1

d
= R usando função geradora de

probabilidade. Temos

E[sX1 ] = E[sX1| catástrofe em t=1 ]P( catástrofe em t=1 )+

E[sX1| não catástrofe em t=1 ]P( não catástrofe em t=1 )

= E[sBin(X0,1−c)](1− p) + E[sX0+1]p

= E[sBin(X0,1−c)](1− p) + E[sX0 ]sp.
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Pelo Lema 2.2.1 e como (Ri)i∈Z+ são IID,

E(sX0) = E(
∞∏
j=0

sBinj(Rj ,(1−c)j))

=
∞∏
j=0

E((1− (1− c)j + (1− c)js)Rj)

= E(sBin(X0,1−c))E(sR0).

Desse a forma,

E(sX1) =

(
(1− p)

E(sR0)
+ sp

)
E(sX0)

Observando que E(sR0) = 1−p
1−ps

, o resultado segue.

QED

Ou seja, pelo Teorema 2.2.2, (Xn)n∈Z+ converge em variação total para

∞∑
j=0

Binj(Geom−
j (1− p), (1− c)j).

Doravante, reservarei π para denotar a distribuição estacionária desse processo.

2.3 Um comentário sobre a metaestabilidade do

processo

Um comportamento interessante do modelo da Equação 2.2 é a sua forte per-

sistência para alguma valores de p e c. Na biologia, tempo de persistência é o tempo

esperado até a extinção da população, e é uma quantidade de interesse em aplicações.

Nas Figuras 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4, apresentamos realizações do passeio para certos valores de

parâmetros, x0 seria o estado inicial da cadeia.

A reta vermelha designa um valor teórico, ela é a média estacionária do processo,

Eπ[Xt] =
∞∑
j=0

E[Rj](1− c)j =
p

c(1− p)
.

Observe como o processo tende abruptamente para essa média, e se mantém passeando por

ela com uma variabilidade que parece constante. Nas Figuras 2.1 e 2.2, o valor indicado

pela reta vermelha é 6, 6667, e nesse caso o processo toca o estado zero várias vezes.

Perceba na Figura 2.1 como o processo parece estar constrangido pelo estado zero, que

parece estar dentro de uma faixa de variabilidade cŕıtica. Já nas Figuras 2.3 e 2.4, a média
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estacionária é 66, 6667, e nesse caso o processo não toca o zero nas vinte mil iterações

observadas. Além disso, o processo parece estar variando livremente, sem aquele aspecto

de truncamento observado na Figura 2.1.

Essas observações são justificadas notando que o drift local é

E(Xt+1|Xt)−Xt = (Xt + 1)p+ (1− c)Xt(1− p) = p(1− Xt

Eπ(Xt)
).

O processo de fato tende a passear em volta da média estacionária. Ademais é simples de

deduzir que,

π(0) = P(
∞∑
j=0

Binj(Geom−
j (1− p)) = 0) =

∞∏
j=0

1− p

1− p(1− (1− c)j)
.

Pela Equação 2.4, temos que

E0(τ
+
0 ) =

∞∏
j=0

(
1 +

p

1− p
(1− c)j

)
.

Usando que x− x2

2
≤ ln(1 + x) ≤ x, ∀x ∈ [0, 1), e fazendo x = p

1−p
(1− c)j para todo j

e somando, prova-se, para p < 0, 5 que

p

(1− p)c
− 1

2

p2

(1− p)2(1− (1− c)2)
≤ ln E0(τ

+
0 ) ≤

p

(1− p)c
.

Desta feita, para os parâmetros das Figuras 2.1 e 2.2, teremos E0(τ
+
0 ) ≥ 244. Já para os

das Figuras 2.3 e 2.4, E0(τ
+
0 ) ≥ 1024, justificando as nossas observações. Um estudo mais

aprofundado sobre a persistência nesse modelo pode ser encontrado no artigo [9].
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Figura 2.1: Realização da Cadeia para x0 = 10, p = 0, 4 e c = 0, 1.

Figura 2.2: Realização da cadeia para x0 = 100, p = 0, 4 e c = 0, 1.
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Figura 2.3: Realização da cadeia para x0 = 100, p = 0, 4 e c = 0, 01.

Figura 2.4: Realização da cadeia para x0 = 10, p = 0, 4 e c = 0, 01.
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Caṕıtulo 3

Cotas para a convergência

3.1 Acoplamento em Cadeias de Markov

O método de acoplamento é bem geral e pode ser aplicado em muitos problemas de

probabilidade. A ideia desse método é transformar uma questão inicialmente formulada

em termos de medidas de probabilidade, numa outra equivalente, formulada em termos

de variáveis aleatórias. Ao leitor interessado em aplicações gerais desse método, em [6] se

encontram aplicações muito interessantes. Nosso foco será em acoplamentos para cadeias

de Markov, cuja a definição segue.

Definição 3.1.1. Seja (Zt)t∈Z+ uma cadeia de Markov tal como na Definição 2.1.1. Um

acoplamento para (Zt)t∈Z+ , é um processo (Xt, Yt)t∈Z+ , tal que, os processos marginais

(Xt)t∈Z+ e (Yt)t∈Z+ são cópias de (Zt)t∈Z+ , isto é, são cadeias de Markov com mesmo

núcleo de transição e espaço de estados da cadeia acoplada, apesar de terem distribuições

inciais possivelmente diferentes entre si.

Veja, o processo (Xt, Yt)t∈Z+ da Definição 3.1.1 está definido num certo espaço de

probabilidade. Se X0 = x e Y0 = y denotaremos a medida desse espaço por Px,y.

Teorema 3.1.1 (Theorem 5.4 de [17]). Seja (Xt, Yt)t∈Z+ um acoplamento para uma cadeia

de Markov como na Definição 2.1.1, X0 = x, Y0 = y e com a propriedade de que Xs = Ys

implica Xt = Yt t ≥ s. Faça

τcouple = min{t : Xs = Ys ∀ s ≥ t}. (3.1)

Então,

∥Pt(x, .)− Pt(y, .)∥V T ≤ Px,y(τcouple > t). (3.2)

O resultado desse teorema ilustra o poder do acoplamento. Mas não só por isso, o

acoplamento é muito útil para provar outros tipos de resultados, pois ele nos fornece um

método probabilisticamente intuitivo de pensar questões sobre medidas de probabilidade
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em termos de variáveis aleatórias. De fato, o artigo [3] gira em torno de um acoplamento

que definiremos na próxima seção.

3.2 Acoplamento do modelo

Agora apresentaremos a regra de acoplamento para a cadeia que estamos estu-

dando. Essa regra está no artigo referência e, como será visto no decorrer dessa dis-

sertação, será constantemente usada para provar vários resultados. Por isso, sempre que

me referir à um acoplamento será à este acoplamento.

Definição 3.2.1 (Regra do acoplamento). Sejam x, y ∈ Z+ com x < y. Ponha X0 =

x,X
′
0 = y, e H0 = y − x. Continue indutivamente, assumindo ((Xs, X

′
s, Hs), s ≤ t)

definidos e X
′
s = Xs +Hs para todo s ≤ t. Condicionado em ((Xs, X

′
s, Hs), s ≤ t),

(c1) : Com probabilidade p, independentemente do passado, Ht+1 = Ht, Xt+1 = Xt +

1 e X
′
t+1 = X

′
t + 1.

(c2) : Com probabilidade 1− p, faça

Xt+1 = Bin(Xt, 1− c) e Ht+1 = Bin(Ht, 1− c),

independente um do outro e do passado. Ademais, X
′
t+1 = Xt+1 +Ht+1.

Segue imediatamente da regra que X
′
t = Ht + Xt ∀ t ∈ Z+, e (Ht)t∈Z+ é uma

sequência não crescente. Definamos uma sequência no mesmo espaço de probabilidade do

acoplamento, que será de muita utilidade.

ωt =

0 se ocorreu c1 no tempo t;

1 se ocorreu c2 no tempo t.
(3.3)

Obviamente, (ωt)t∈Z+ é uma sequência IID de Ber(1−p). Ademais, ωt+1 é independente

de ((Xs, X
′
s, Hs), s ≤ t), pela Definição 3.2.1.

Proposição 3.2.1. A regra da Definição 3.2.1 produz um acoplamento, nos termos da

Definição 3.1.1, para o passeio definido na Equação 2.2.

Demonstração. Devemos concluir que

Px,y(Xt = z) = pt(x, z) e Px,y(X
′

t = z) = pt(y, z), ∀z ∈ Z+ ∀t ∈ N. (3.4)
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Faremos um argumento por indução em t. Observe que

Px,y(X1 = z) = Px,y(X1 = z|X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x)

= Px,y(X1 = z|X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x, ω1 = 0)Px,y(ω1 = 0)+

Px,y(X1 = z|X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x, ω1 = 1)Px,y(ω1 = 1)

= I{x+1}(z)p+ (1− p)

(
x

z

)
(1− c)zcx−zI{0,...,x}(z) = pp,c(x, z).

Além disso, temos

Px,y(X
′

1 = z) = Px,y(X
′

1 = z|X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x)

= Px,y(X
′

1 = z|X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x, ω1 = 0)Px,y(ω1 = 0)+

Px,y(X
′

1 = z|X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x, ω1 = 1)Px,y(ω1 = 1)

= I{y+1}(z)p+ Px,y(Bin(x, 1− c) + Bin(y − x, 1− c) = z)(1− p)

= I{y+1}(z)p+ (1− p)

(
y

z

)
(1− c)zcy−zI{0,...,y}(z) = pp,c(y, z).

Suponha, por indução, que Px,y(Xt = z) = pt(x, z) e Px,y(X
′
t = z) = pt(y, z). Então,

Px,y(Xt+1 = z) =
∑
w∈Z+

Px,y(Xt+1 = z|Xt = w)Px,y(Xt = w),

Px,y(X
′

t+1 = z) =
∑
w∈Z+

Px,y(X
′

t+1 = z|X ′

t = w)Px,y(X
′

t = w).

Além disso, observe que

Px,y(Xt+1 = z|Xt = w) =
∑

(νs;s≤t)

[
Px,y(Xt+1 = z|(Xs, X

′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t), Xt = w)

Px,y((Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t)|Xt = w)

]
,

Px,y(X
′

t+1 = z|X ′

t = w) =
∑

(νs;s≤t)

[
Px,y(X

′

t+1 = z|(Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t), X
′

t = w)

Px,y((Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t)|X ′

t = w)

]
.
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Note também que

Px,y(Xt+1 = z|(Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t), Xt = w)

= Px,y(Xt+1 = z|(Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t), Xt = w, ωt+1 = 0)Px,y(ωt+1 = 0)+

Px,y(Xt+1 = z|(Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t), Xt = w, ωt+1 = 1)Px,y(ωt+1 = 1)

= I{w+1}(z)p+

(
w

z

)
(1− c)zcw−zI{0,...,w}(z)(1− p) = p(w, z),

Px,y(X
′

t+1 = z|(Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t), X
′

t = w)

= Px,y(X
′

t+1 = z|(Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t), X
′

t = w, ωt+1 = 0)Px,y(ωt+1 = 0)+

Px,y(X
′

t+1 = z|(Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t), X
′

t = w, ωt+1 = 1)Px,y(ωt+1 = 1)

= I{w+1}(z)p+ Px,y(Bin(νs(1), (1− c)) + Bin(νs(3), (1− c)) = z)(1− p)

= I{w+1}(z)p+ Px,y(Bin(νs(1) + νs(3), (1− c)) = z)(1− p)

= I{w+1}(z)p+ Px,y(Bin(w, (1− c)) = z)(1− p) = p(w, z).

Dessa forma, segue que

Px,y(Xt+1 = z|Xt = w) =

p(w, z)
∑

(νs;s≤t)

Px,y((Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t)|Xt = w) = p(w, z) e

Px,y(X
′

t+1 = z|X ′

t = w) =

p(w, z)
∑

(νs;s≤t)

Px,y((Xs, X
′

s, Hs; s ≤ t) = (νs; s ≤ t)|X ′

t = w) = p(w, z).

Finalmente, conclúımos que

Px,y(Xt+1 = z) =
∑
w∈Z+

Px,y(Xt+1 = z|Xt = w)Px,y(Xt = w) =
∑
w∈Z+

p(w, z)pt(x,w) = pt+1(x, z),

Px,y(X
′

t+1 = z) =
∑
w∈Z+

Px,y(X
′

t+1 = z|X ′

t = w)Px,y(X
′

t = w) =
∑
w∈Z+

p(w, z)pt(y, w) = pt+1(y, z).

QED

3.2.1 Tempo de acoplamento

Pela Definição 3.2.1, o acoplamento têm a propriedade de queXs = Ys implicaXt =

Yt ∀ t ≥ s, e portanto podemos usar o tempo de acoplamento para cotar superiormente

a distância em variação total do processo em todo tempo. Nesta seção, analisaremos a

variável

ξ = inf{t ≥ 0 : Xt = X
′

t} = inf{t ≥ 0 : Ht = 0}. (3.5)
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Como (Ht)t∈Z+ é um processo monótono não decrescente, {ξ ≤ t} = {Ht =

0}, ∀ t. Usaremos dessa relação para provar muitos resultados para ξ. Seja Nt a quan-

tidade de catástrofes até o momento t, logicamente Nt =
∑t

k=1 ωk
d
= Bin(t, 1− p).

Lema 3.2.1. Vale que

Px,y(Ht ∈ .|Nt)
d
= Bin(y − x, (1− c)Nt). (3.6)

A prova do Lema 3.2.1 não é feita no artigo, mas será feita aqui. Mas antes, uma

consideração sobre a intuição dessa relação. A variável Ht, no contexto da regra de acopla-

mento, é a discrepância entre X
′
t e Xt. Sabemos que a população de Ht nunca aumenta, ou

ela se mantém constante, quando não acontece uma catástrofe, ou ela diminui como uma

binomial no momento de uma catástrofe, isto é, cada indiv́ıduo morre independentemente

com probabilidade c. Então, dado que até o tempo t ocorreram m catástrofes (Nt = m),

um indiv́ıduo que inicialmente estava em H0, estará em Ht, se sobreviver às m catástrofes

ocorridas até o tempo t. Como a ocorrência de catástrofes e a sobrevivência dos indiv́ıduos

são eventos independentes, perceberemos que Ht|{Nt = m} d
= Bin(y − x, (1− c)m).

Demonstração. Faremos uma indução sobre t. Para t = 1, N1
d
= Bin(1, 1 − p). Então,

pela regra do acoplamento temos,

Px,y(H1 = j|N1 = 0)

=
∑
ν0

Px,y(H1 = j|(X0, X
′

0, H0) = ν0, N1 = 0)Px,y((X0, X
′

0, H0) = ν0|, N1 = 0)

= Px,y(H1 = j|X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x,N1 = 0) = I{y−x}(j).

Similarmente,

Px,y(H1 = j|N1 = 1) = Px,y(H1 = j|X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x,N1 = 1)

=

(
y − x

j

)
(1− c)jcy−x−jI{0,...,y−x}(j).

Portanto,

Px,y(H1 ∈ .|N1)
d
= Bin(y − x, (1− c)N1).

Suponha a validade da sentença para t = k, isto é,

Px,y(Hk ∈ .|Nk)
d
= Bin(y − x, (1− c)Nk).

Fazendo t = k + 1 e m > 0, obtemos

Px,y(Hk+1 = j|Nk+1 = m) =
∑
s∈Z+

Px,y(Hk+1 = j|Nk+1 = m,Nk = s)Px,y(Nk = s|Nk+1 = m)

= Px,y(Hk+1 = j|Nk+1 = m,Nk = m− 1)Px,y(Nk = m− 1|Nk+1 = m)+

Px,y(Hk+1 = j|Nk+1 = m,Nk = m)Px,y(Nk = m|Nk+1 = m).
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A segunda igualdade do argumento acima é válido pois

{Nk+1 = m,Nk = m+ k} = ∅ ∀ k ∈ Z \ {0,−1}.

Observe que, {Nk+1 = m,Nk = m} = {ωk+1 = 0, Nk = m}, denote Vs = (Xs, X
′
s, Hs).

Logo,

Px,y(Hk+1 = j|Nk+1 = m,Nk = m) = Px,y(Hk+1 = j|ωk+1 = 0, Nk = m)

=
Px,y(Hk+1 = j, ωk+1 = 0, Nk = m)

Px,y(ωk+1 = 0, Nk = m)

=
Ex,y(Px,y(Hk+1 = j, ωk+1 = 0, Nk = m|(Vs; s ≤ k)))

Ex,y(Px,y(ωk+1 = 0, Nk = m|(Vs; s ≤ k)))

=
Ex,y(Px,y(Hk = j, ωk+1 = 0, Nk = m|(Vs; s ≤ k)))

Ex,y(Px,y(ωk+1 = 0|(Vs; s ≤ k))Px,y(Nk = m|(Vs; s ≤ k)))

=
Ex,y(Px,y(ωk+1 = 0)Px,y(Hk = j,Nk = m|(Vs; s ≤ k)))

Px,y(ωk+1 = 0)Ex,y(Px,y(Nk = m|(Vs; s ≤ k)))

= Px,y(Hk = j|Nk = m)

= Px,y(Bin(y − x, (1− c)m) = j).

A quarta igualdade segue porque, dado a processo até o momento k,

{Hk+1 = j, ωk+1 = 0} = {Hk = j, ωk+1 = 0},

e ωk+1 é independente de Nk. Para a quinta igualdade, lembre ωt é independente do

passado. Na sétima igualdade usamos a hipótese de indução. Agora analisemos a outra

parcela. Observe que

Px,y(Hk+1 = j|Nk+1 = m,Nk = m− 1) = Px,y(Hk+1 = j|ωk+1 = 1, Nk = m− 1)

=
∑
i∈Z+

Px,y(Hk+1 = j|Nk = m− 1, Hk = i, ωk+1 = 1)Px,y(Hk = i|Nk = m− 1, ωk+1 = 1).

Mas,

Px,y(Hk = i|Nk = m− 1, ωk+1 = 1) =
Px,y(ωk+1 = 1|Hk = i, Nk = m− 1)

Px,y(ωk+1 = 1|Hk = i)
Px,y(Hk = i|Nk = m− 1)

= Px,y(Hk = i|Nk = m− 1)

= Px,y(Bin(y − x, (1− c)m−1) = i).

Na segunda igualdade usamos que ωt é independente do passado. Já o outro fator,

Px,y(Hk+1 = j|Hk = i, Nk = m− 1, ωk+1 = 1)

= Ex,y[Px,y(Hk+1 = j|Hk = i, Nk = m− 1, ωk+1 = 1, (Vs; s ≤ k))|Hk = i, Nk = m− 1, ωk+1 = 1]

= Ex,y[Px,y(Bin(i, (1− c)) = j)|Hk = i, Nk = m− 1, Ck+1 = 1]

= Px,y(Bin(i, (1− c)) = j).
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Na segunda igualdade, dado ωk+1 e Hk = i, Hk+1
d
= Bin(i, 1 − c) independentemente do

passado. Qual seja,

Px,y(Hk+1 = j|Nk+1 = m,Nk = m− 1)

=
∑
i∈Z+

Px,y(Bin(i, (1− c)) = j)Px,y(Bin(y − x, (1− c)m−1) = i)

= Ex,y[Px,y(Bin(Bin(y − x, (1− c)m−1), (1− c)) = j)]

= Px,y(Bin(y − x, (1− c)m) = j).

A terceira igualdade vale devido o Lema 2.2.1. Portanto,

Px,y(Hk+1 = j|Nk+1 = m)

= [Px,y(Nk = m− 1|Nk+1 = m) + Px,y(Nk = m|Nk+1 = m)]Px,y(Bin(y − x, (1− c)m) = j)

= Px,y(Bin(y − x, (1− c)m) = j).

Isso tudo considerando m > 0. Se m = 0 significa que não houve catástrofes até

t+ 1, assim

Px,y(Hk+1 = j|Nk+1 = 0) = Iy−x(j) = Px,y(Bin(y − x, (1− c)0) = j).

QED

3.2.2 Cota superior

Denotemos dt(x, y) = ∥pt(x, .) − pt(y, .)∥V T . Utilizando o Lema 3.2.1 podemos

provar o seguinte resultado.

Teorema 3.2.1 (Theorem 2.2 de [3]). Seja α = 1− c(1− p). Então, para x, y, t ∈ Z+

dt(x, y) ≤ |y − x|αt. (3.7)

Demonstração. Sem perda de generalidade considere x < y. Para provar esse resultado

cotaremos Px,y(ξ > t), e pelo Teorema 3.1.1 o resultado estará provado. Temos que

Px,y(ξ > t) = Px,y(Ht > 0)

= 1− Ex,y(Px,y(Ht = 0|Nt))

= 1− Ex,y((1− (1− c)Nt)y−x)

≤ (y − x)Ex,y[(1− c)Nt ]

= (y − x)(1− c(1− p))t.
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Na única desigualdade da argumentação usamos a Desigualdade de Bernoulli, isto é,

(1 + x)n ≥ 1 + nx, x ≥ −1 e n ∈ N,

aplicado em −(1− (1− c)Nt)y−x, pois −(1− c)Nt > −1.

QED

Considerando x < y, um fato que vale ser mencionado é que Px,y(ξ > t) e (y−x)αt

são muito similares quando t é grande. Isto é,

lim
t→∞

Px,y(ξ > t)

(y − x)Ex,y[(1− c)Nt ]
= lim

t→∞

1− Ex,y[(1− (1− c)Nt)y−x]

(y − x)Ex,y[(1− c)Nt ]

= lim
t→∞

1− Ex,y[
∑y−x

k=0(−1)k
(
y−x
k

)
(1− c)kNt ]

(y − x)Ex,y[(1− c)Nt ]

= lim
t→∞

(y − x)Ex,y[(1− c)Nt ]

(y − x)Ex,y[(1− c)Nt ]
+ lim

t→∞

∑y−x
k=2(−1)k+1

(
y−x
k

)
Ex,y[(1− ckNt)]

(y − x)Ex,y[(1− c)Nt ]

= 1 + lim
t→∞

y−x∑
k=2

(−1)k+1

y − x

(
y − x

k

)
(1− (1− p) + (1− p)(1− c)k)t

(1− (1− p) + (1− p)(1− c))t

= 1 +

y−x∑
k=2

(−1)k+1

y − x

(
y − x

k

)
lim
t→∞

[
(p+ (1− p)(1− c)k)

(p+ (1− p)(1− c))

]t
= 1.

Lembremos que π é a distribuição estacionária do processo do modelo que estamos

estudando, e denotamos µ = p
c(1−p)

= Eπ(Xt).

Corolário 3.2.1 (Corollary 3.4 de [3]). Para todo x, t ∈ Z+,

dt(x, π) = ∥Pt(x, .)− π∥V T ≤
(
x− µ+ 2

∑
y>x

(y − x)π(y)

)
αt.

Em particular,

dt(0, π) ≤ µαt.

Demonstração. Para todo A ⊆ Z+,

|Px(Xt ∈ A)− π(A)| ≤
∑
y∈Z+

|Px(Xt ∈ A)− Py(Xt ∈ A)|π(y) ≤
[ ∑

y∈Z+

|y − x|π(y)
]
αt

Mas,∑
y

|y − x|π(y) =
∑
y≤x

(x− y)π(y) +
∑
y>x

(y − x)π(y) = x−
∑
y

yπ(y) + 2
∑
y>x

(y − x)π(y).

QED
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3.2.3 Cota inferior

Denotaremos

p̃ =
p

α
=

p

p+ (1− c)(1− p)
.

Usaremos P
(p̃)
x , E

(p̃)
x e π(p̃), para indicar, respectivamente, a Lei, a Esperança e a distribuição

estacionária do passeio com estado inicial x e probabilidade de transição pp̃,c. Denotare-

mos P
(p̃)
x,y para a medida de probabilidade do acoplamento do passeio com probabilidade

catástrofe 1− p̃.

Teorema 3.2.2 (Theorem 3.3 de [3]). Seja x, y, t ∈ Z+, x < y. Então

dt(x, y) ≥ αt max
j∈Z+

y−1∑
k=x

P
(p̃)
k (Xt = j).

Para x e y constantes, como P
(p̃)
k (Xt = j) → π(p̃) quando t cresce, a razão entre essa

cota inferior e a cota do Teorema 3.2.1 converge, quando t cresce, para uma constante, ou

seja, são da mesma ordem de grandeza no tempo. É notável a constante α, ela aparece em

muitos contextos. Vale uma interpretação probabiĺıstica sobre ela. É posśıvel argumentar

que

P(Xt+1 > 0|Xt = 1) = α.

Então α seria a probabilidade da população não se extinguir na próxima época, dado

que a população possui um indiv́ıduo. Uma outra interpretação, agora no contexto do

acoplamento, seria notar

Px,y(Ht+1 = 1|Ht = 1) = α,

qual seja, a probabilidade de não haver acoplamento no momento t+1 dado que X
′
t e Xt

se diferem apenas por uma unidade. Para provar o Teorema 3.2.2, usamos quatro lemas.

Lema 3.2.2. A distribuição de Xt, dado Nt, não depende de p.

Demonstração. Faremos uma indução em t. Para t = 1, perceba que N1 = ω1. Então,

usando a regra do acoplamento, obtemos

Px,y(X1 = k|N1 = 0) = Px,y(X1 = k|ω1 = 0, X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x) = Ix+1(k)

e

Px,y(X1 = k|N1 = 1) = Px,y(X1 = k|ω1 = 1, X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x)

=

(
x

k

)
(1− c)kcx−kI{0,...,x}(k).
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Nos garantindo que X1 dado N1 não depende de p. Suponha que Px,y(Xt = k|Nt = n)

não depende de p para todo n, k ∈ Z+. Então

Px,y(Xt+1 = k|Nt+1 = n) =Px,y(Xt+1 = k|Nt+1 = n, ωt+1 = 1)Px,y(ωt+1 = 1|Nt+1 = n)+

Px,y(Xt+1 = k|Nt+1 = n, ωt+1 = 0)Px,y(ωt+1 = 0|Nt+1 = n).

Cada parcela dessa soma não depende de p. De fato,

{ωt+1 = 1, Nt+1 = n} = {ωt+1 = 1, Nt = n− 1},

Px,y(ωt+1 = 1|Nt+1 = n) =
Px,y(ωt+1 = 1, Nt = n− 1)

Px,y(Nt+1 = n)

=
(1− p)

(
t

n−1

)
(1− p)n−1pt−n+1(

t+1
n

)
(1− p)npt+1−n

=

(
t

n−1

)(
t+1
n

) .
Além disso, pela regra do acoplamento, segue que

{Xt+1 = k, ωt+1 = 0} = {Xt = k − 1, ωt+1 = 0},

{Nt+1 = n, ωt+1 = 0} = {Nt = n− 1, ωt+1 = 0},

e ωt é independente do passado. Então

Px,y(Xt+1 = k|Nt+1 = n, ωt+1 = 0) = Px,y(Xt = k − 1|Nt = n, ωt+1 = 0)

= Px,y(Xt = k − 1|Nt = n).

Pela hipótese de indução Px,y(Xt = k − 1|Nt = n) não depende de p. Por fim,

Px,y(Xt+1 = k|Nt+1 = n, ωt+1 = 1) = Px,y(Xt+1 = k|Nt = n− 1, ωt+1 = 1)

=
∑
i

(
i

k

)
(1− c)kci−kI{0,...,i}(k)Px,y(Xt = i|Nt = n− 1).

E pela hipótese de indução, essa parcela também não depende de p. QED

Lema 3.2.3 (Lemma 3.5 de [3]). Para todo x, t ∈ Z+,

1. Px,x+1(ξ > t) = αt;

2. Px,x+1(Xt ∈ .|ξ > t) = P
(p̃)
x (Xt ∈ .).

Demonstração. O primeiro item do lema decorre imediatamente da argumentação do

Teorema 3.2.1, pois se y = x + 1 não necessitamos utilizar a desigualdade de Bernoulli.

Para a segundo item, os autores do artigo [3] afirmaram que condicionado em Nt, ξ e Xt

são independentes. Temos

Px,x+1(Xt = j, ξ > t|Nt = k) = Px,x+1(Xt = j|Nt = k)Px,x+1(ξ > t|Nt = k)

= Px,x+1(Xt = j|Nt = k)(1− c)k.
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Além disso,

(1− c)kPx,x+1(Nt = k) =

(
t

k

)
((1− p)(1− c))kpt−k

=

(
t

k

)
(α− p)kpt−k

= αt

(
t

k

)
(1− p̃)kp̃t−k

= αtP
(p̃)
x,x+1(Nt = k).

Então,

Px,x+1(Xt = j, ξ > t) = αt
∑
k

Px,x+1(Xt = j|Nt = k)P
(p̃)
x,x+1(Nt = k).

Usando o Lema 3.2.3 e a validade do acoplamento, obtemos

Px,x+1(Xt = j, ξ > t) = αtP
(p̃)
x,x+1(Xt = j) = αtP(p̃)x (Xt = j).

QED

A afirmação de que Xt e ξ são independentes dado Nt é falsa. Veja o seguinte

contra-exemplo.

Contra-Exemplo. Uma condição necessária para Xt e ξ serem independentes, dado Nt,

seria

Px,y(X2 = s|ξ ≤ 1, N2 = 1) = Px,y(X2 = s|N2 = 1).

Todavia,

Px,y(X2 = s|ξ ≤ 1, N2 = 1) = P(Bin(x, (1− c)) = s− 1).

E,

Px,y(X2 = s|N2 = 1) = Px,y(X2 = s|N2 = 1, ω1 = 1)Px,y(ω1 = 1|N2 = 1)+

Px,y(X2 = s|N2 = 1, ω1 = 0, ω2 = 1)Px,y(ω2 = 1|N2 = 1, ω1 = 0)Px,y(ω1 = 0|N2 = 1) =

P(Bin(x, (1− c)) = s− 1)
1

2
+ P(Bin(x+ 1, (1− c)) = s)

1

2
.

Como as probabilidades não coincidem em geral, isso é suficiente para a falsidade da

sentença.

Contudo, é posśıvel provar que os eventos {Xt = k} e {Hi = h} são independentes

dado Nt, para todo k, t, h ∈ Z+ e i ≥ t. A demonstração pode ser encontrada no apêndice

B. Note que esse resultado garante a argumentação do Lema 3.2.3, pois no argumento

foi apenas usado que os eventos {Xt = j} e {ξ > t} são independentes dado Nt, e isso é

válido pois {ξ > t} = {Ht > 0}.
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Lema 3.2.4 (Lemma 3.6 de [3]). Para j ∈ Z+, seja Aj = {0, . . . , j}. Então

Px(Xt ∈ Aj)− Px+1(Xt ∈ Aj) = αtP(p̃)x (Xt = j).

Demonstração. Para todo t,

Px(Xt ∈ Aj)− Px+1(Xt ∈ Aj) =
∑
i∈Aj

pt(x, i)−
∑
i∈Aj

pt(x+ 1, i)

=
∑
i∈Aj

Px,x+1(Xt = j)−
∑
i∈Aj

Px,x+1(X
′

t = j)

= Px,x+1(Xt ∈ Aj)− Px,x+1(X
′

t ∈ Aj)

= Px,x+1(Xt ∈ Aj, ξ > t) + Px,x+1(Xt ∈ Aj, ξ ≤ t)−

Px,x+1(X
′

t ∈ Aj, ξ > t)− Px,x+1(X
′

t ∈ Aj, ξ ≤ t)

= Px,x+1(Xt ∈ Aj, ξ > t)− Px,x+1(X
′

t ∈ Aj, ξ > t)

= Ex,x+1(IAj
(Xt)− IAj

(X
′

t), ξ > t)

= Ex,x+1

( j∑
k=0

I{k}(Xt)−
j∑

k=0

I{k}(X
′

t), ξ > t

)

= Ex,x+1

( j−1∑
k=0

I{k}(Xt)−
j∑

k=1

I{k}(X
′

t), ξ > t

)
+

Ex,x+1(I{j}(Xt), ξ > t)− Ex,x+1(I{0}(X
′

t), ξ > t)

= Ex,x+1

( j−1∑
k=0

(I{k}(Xt)− I{k+1}(X
′

t)), ξ > t

)
+

Px,x+1(Xt = j, ξ > t)− Px,x+1(X
′

t = 0, ξ > t).

Sob ξ > t temos X
′
t = Xt + 1 e então, I{k+1}(X

′
t) = I{k}(Xt), e X

′
t = 0 =⇒ ξ ≤ t,

logo {X ′
t = 0, ξ > t} = ∅. Portanto, usando o resultado provado na prova do Lema 3.2.3

segue

Px(Xt ∈ Aj)− Px+1(Xt ∈ Aj) = Px,x+1(Xt = j, ξ > t) = αtP(p̃)x (Xt = j).

QED

Prova do Teorema 3.2.2. Para todo j, somando zero e usando o Lema 3.2.4, temos

dt(x, y) ≥ Px(Xt ∈ Aj)− Py(Xt ∈ Aj)

=

y−1∑
k=x

(Pk(Xt ∈ Aj)− Pk+1(Xt ∈ Aj))

= αt

y−1∑
k=x

P
(p̃)
k (Xt = j).

Como vale para todo j, o resultado é válido. QED
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Para fechar o caṕıtulo, apresentamos um resultado que generaliza o item 2 do Lema

3.2.3.

Teorema 3.2.3 (Theorem 3.7 de [3]). Px,y(Xt ∈ .|ξ > t) converge em distribuição para

π(p̃) quando t → ∞.

Demonstração. Argumentaremos que

Px,y(Xt = j|Ht = 1) → π(p̃)(j) e
Px,y(Ht = k)

Px,y(Ht = 1)
→ 0,

para k ≥ 2. Isso será suficiente, pois

Px,y(Xt = j|ξ > t) =
Px,y(Xt = j, ξ > t)

Px,y(ξ > t)

=

∑y−x
k=1 Px,y(Ht = k,Xt = j)∑y−x

k=1 Px,y(Ht = k)

=
Px,y(Xt = j|Ht = 1)

1 +
∑y−x

k=2

[
Px,y(Ht=k)

Px,y(Ht=1)

] +

∑y−x
k=2

Px,y(Xt=j,Ht=k)

Px,y(Ht=1)

1 +
∑y−x

k=2

[
Px,y(Ht=k)

Px,y(Ht=1)

] .
Denotando M = y − x e θ = 1− c. Temos,

Px,y(Ht = k) = Ex,y(Px,y(Ht = k|Nt))

= Ex,y(

(
y − x

k

)
(1− c)Ntk(1− (1− c)Nt)y−x−k)

=

(
M

k

)
Ex,y(θ

Ntk(1− θNt)M−k).

Também,

Ex,y(θ
Ntk(1− θNt)M−k) = Ex,y

[
θNtk

M−k∑
i=0

(−1)i
(
M − k

i

)
θNti

]

=
M−k∑
i=0

(−1)i
(
M − k

i

)
Ex,y[θ

(k+i)Nt ]

= (p+ (1− p)θk)t +
M−k∑
i=1

(
M − k

i

)
(−1)i(p+ (1− p)θi+k)t

= (p+ (1− p)θk)t
[
1 +

M−k∑
i=1

(
M − k

i

)
(−1)i

(
p+ (1− p)θi+k

p+ (1− p)θk

)t]
= (p+ (1− p)θk)t(1 + o(1)).

Além disso, para k ≥ 2

Px,y(Ht = k)

Px,y(Ht = 1)
=

(p+ (1− p)θk)t

(p+ (1− p)θ)t

(
1

1 + o(1)
+

o(1)

1 + o(1)

)
−→
t→∞

0.
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Para a outra afirmação, usando o Lema 3.2.2, o argumento da demonstração do

Lema 3.2.3 e a relação anteriormente expressa entre Nt, Ht e Xt, temos

Px,y(Xt = j,Ht = 1) =
∞∑
k=0

Px,y(Xt = j|Nt = k)Px,y(Ht = 1|Nt = k)Px,y(Nt = k)

=
∞∑
k=0

P(p̃)x (Xt = j|Nt = k)(y − x)(1− (1− c)k)y−x−1(1− c)kPx,y(Nt = k)

= (y − x)αtE(p̃)x [I{j}(Xt)(1− (1− c)Nt)x−y−1]

= (y − x)αtP(p̃)x (Xt = j)(1 + o(1)).

A quarta igualdade é válida porque

E(p̃)x (I{j}(Xt)(1− (1− c)Nt)y−x−1)

= E(p̃)x

(
I{j}(Xt)

[ y−x−1∑
k=0

(
y − x− 1

k

)
(−1)k(1− c)Ntk

])

= P(p̃)x (Xt = j) +

y−x−1∑
k=1

E(p̃)x ((1− c)NtkI{j}(Xt))(−1)k
(
y − x− 1

k

)
= P(p̃)x (Xt = j)(1 + o(1)).

A terceira igualdade é verdadeira visto que para todo k

E
(p̃)
x ((1− c)NtkI{j}(Xt))

P(p̃)
x (Xt = j)

≤ E
(p̃)
x ((1− c)Ntk)

P
(p̃)
x (Xt = j)

=
(p̃+ (1− p̃)(1− c)k)t

P
(p̃)
x (Xt = j)

−→
t→∞

0.

Já que (Xt)t≥0 é recorrente positiva, e P
(p̃)
x (Xt = j) → π(p̃)(j), onde 0 < π(p̃)(j) < 1. Tudo

isso nos possibilita concluir que Px,y(Xt = j|Ht = 1) = P
(p̃)
x (Xt = j) + o(1). QED
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Caṕıtulo 4

O fenômeno de cutoff

Neste caṕıtulo apresentamos o principal resultado do artigo referência, isto é, que a classe

de modelos da Equação 2.2 apresenta cutoff num sentido que será explicado. Mas an-

tes mostraremos um comportamento interessante da distribuição estacionária quando os

parâmetros p e c estão próximos de zero, esse resultado será importante para provar o

resultado sobre cutoff.

Para uma sequência de cadeias de Markov ((X
(n)
t )t∈Z+)n∈N, onde (X

(n)
t )t∈Z+ é a

cadeia da Equação 2.2 com núcleo de transição ppn,cn , denotamos, π(n), d
(n)
t , P

(n)
x , para

designar, respectivamente, a distribuição estacionária, a distância em variação total no

momento t e a lei do processo partindo de x ∈ Z+, da n-ésima cadeia dessa sequência.

4.1 Limite Poisson

Teorema 4.1.1 (Theorem 4.2 de [3]). Seja pn, cn ∈ (0, 1), pn → 0 e pn
cn

= β ∈ (0, ∞).

Então π(n) converge em distribuição para Pois(β) quando n → ∞.

Demonstração. A prova desse teorema, no artigo, foi feita parcialmente, para t > 0. Eles

usaram a função geradora de momentos. O argumento apresentado aqui é válido t ∈ R,
e para isso lançaremos mão da seguinte desigualdade.

0 ≤ x− ln (x+ 1) ≤ 2x2, |x| < 0, 93. (4.1)

Para t fixado, temos
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Λ(n)(t) = ln

[
E

(
exp

{
t

∞∑
j=0

Binj(R
(n)
j , (1− cn)

j)

})]

= ln

[
E

( ∞∏
j=0

exp

{
tBinj(R

(n)
j , (1− cn)

j)

})]

= ln

[
E

( ∞∏
j=0

(1− (1− cn)
j + (1− cn)

j exp{t})R
(n)
j

)]

=
∞∑
j=0

ln

[
E

(
(1− (1− cn)

j + (1− cn)
j exp{t})R

(n)
j

)]
.

Mas veja que para todo j, R
(n)
j

d
= Geom−(1− pn) e

pn(1− (1− cn)
j + (1− cn)

j exp{t}) < 1 ⇔ exp{t} < 1 +
1− pn

pn(1− cn)j
.

Vendo que j1 ≥ j2 =⇒ 1
(1−cn)j2

≤ 1
(1−cn)j1

, notamos que para todo n suficientemente

grande, exp{t} < 1 + 1−pn
pn(1−cn)j

, ∀ j. Assim, para todo j ∈ N e n grande o suficiente,

teremos

E

(
(1− (1− cn)

j + (1− cn)
j exp{t})R

(n)
j

)
=

∞∑
k=0

(1− pn)(pn(1− (1− cn)
j + (1− cn)

j exp{t}))k

=
1− pn

1− pn(1− (1− cn)j + (1− cn)j exp{t})
.

Assim, a seguinte soma está bem definida para todo n suficientemente grande,

Λ(n)(t) =
∞∑
j=0

ln

{
1− pn

1− pn(1− (1− cn)j(1− exp{t}))

}

= −
∞∑
j=0

ln

{
1− pn + pn(1− cn)

j(1− exp{t})
1− pn

}

= −
∞∑
j=0

ln

{
1 +

pn(1− cn)
j

1− pn
(1− exp{t})

}

Agora usaremos a desigualdade da Equação 4.1, com x = pn(1−cn)j

1−pn
(1 − exp{t}).

Observando que para todo t e j,

|pn(1− cn)
j

1− pn
(1− exp{t})| < | pn

1− pn
(1− exp{t})|.

Então, como t é fixo, para todo n suficientemente grande

|pn(1− cn)
j

1− pn
(1− exp{t})| < 0.93, ∀j.

Ou seja, para todo j,
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0 ≤ pn(1− cn)
j

1− pn
(1− exp{t})− ln

{
1 +

pn(1− cn)
j

1− pn
(1− exp{t})

}
≤ 2

(
pn(1− cn)

j

1− pn

)2

(1− exp{t})2

=⇒ 0 ≤
∞∑
j=0

pn(1− cn)
j

1− pn
(1− exp{t}) + Λ(n)(t) ≤ 2

(
pn(1− exp{t})2

1− pn

)2 ∞∑
j=0

(1− cn)
2j.

Vendo que,

pn
1− pn

(1− exp{t})
∞∑
j=0

(1− cn)
j =

pn
(1− pn)cn

(1− exp{t}) −→
n→∞

β(1− exp{t})

e

2

(
pn(1− exp{t})2

1− pn

)2 ∞∑
j=0

(1− cn)
2j ≤ 2

(
pn(1− exp{t})2

1− pn

)2 ∞∑
j=0

(1− cn)
j

=
2pn

(1− pn)2
pn
cn

(1− exp{t})2 −→
n→∞

0,

conclúımos que

lim
n→∞

ln

[
E

(
exp

{
t

∞∑
j=0

Binj(R
(n)
j , (1− cn)

j)

})]
= −β(1− exp{t}), ∀ t ∈ R.

QED

4.2 Cutoff

4.2.1 Definição de Cutoff

Para apresentar a definição desse fenômeno e algumas consequências, precisamos

definir outros objetos. Gostaŕıamos antes de pontuar que a distância em variação total,

tal como na Definição 2.2.2, é uma métrica. no sentido usual de análise, para o espaço

das medidas de probabilidade. Então é válido, por exemplo, a desigualdade triangular.

Definição 4.2.1. Seja (Yt)t∈Z+ , uma cadeia de Markov tal como na Definição 2.1.1. Seja

ela irredut́ıvel, aperiódica e recorrente positiva, com distribuição estacionária η. Denota-

mos a função variação total por d(t) = supx∈X∥Pt(x, .)− η∥V T .

A função d(t) é não crescente em t, pois

∥Pt+1(x, .)− η∥V T≤∥Pt(x, .)− η∥V T ∀x ∈ X ,

veja [17, Caṕıtulo 4].
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Definição 4.2.2. O ϵ-tempo de mistura é

tmix(ϵ) = inf{t ∈ N : d(t) ≤ ϵ}.

Denotaremos tmix para 1
4
-tempo de mistura.

É imediato que δ ≥ ϵ =⇒ tmix(δ) ≤ tmix(ϵ). O fenômeno de cutoff é definido

numa sequência de cadeias de Markov, e usaremos n para denotar a grandeza da n-ésima

cadeia de Markov da sequência. Por exemplo, t
(n)
mix(ϵ) será o ϵ-tempo de mistura da n-

ésima cadeia de Markov, dn a função variação total da n-ésima, etc. A definição a seguir

foi retirada de [17, Chapter 18].

Definição 4.2.3. Uma sequência de cadeias de Markov, ((Y
(n)
t )t∈Z+)n∈N, têm cutoff com

janela de tamanho O(wn) se wn = o(t
(n)
mix),

lim
α→−∞

lim inf
n→∞

dn(t
(n)
mix + αwn) = 1,

lim
α→∞

lim sup
n→∞

dn(t
(n)
mix + αwn) = 0.

Pode ser um pouco dif́ıcil para entender o que essa definição está dizendo. Mas

usando o primeiro limite da Definição 4.2.3, é posśıvel deduzir, pela monotonicidade de

d(t), que

∀ ϵ > 0, ∃M(ϵ) < 0 e k(ϵ) ∈ N tal que α ≤ M(ϵ) e k ≥ k(ϵ) =⇒ dk(t
(k)
mix+αwk) ≥ 1− ϵ.

Com isso, para todo 0 < C < 1,

dn(Ct
(n)
mix) = dn(t

(n)
mix −

(1− C)t
(n)
mix

wn

wn) → 1,

quando n → ∞, pois wn ∈ o(t
(n)
mix). De um argumento análogo, mas usando o segundo

limite da Definição 4.2.3, podemos deduzir que

lim
n→∞

dn(Ct
(n)
mix) =

1, se C < 1,

0, se C > 1.
(4.2)

Ou seja, para a cadeia (Y
(n)
t )t∈Z+ com n grande, a sua função variação total vista

na escala de tempo criada por t
(n)
mix se comporta como ilustrado na Figura 4.2.1. Essa

queda repentina exemplificada dá o nome ao fenômeno: cutoff. O 1
4
-tempo de mistura

não possui nada de especial, podeŕıamos usar qualquer ϵ-tempo de mistura na Definição

4.2.3. Também podemos provar que

∀ ϵ ∈ (0, 1), lim
n→∞

t
(n)
mix(1− ϵ)

t
(n)
mix(ϵ)

= 1. (4.3)
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Figura 4.1: Ilustração cutoff.

Não provaremos esses resultados pois as demonstrações são essencialmente iguais

aos argumentos que apresentaremos na Proposição 4.2.1, para provar um resultado um

pouco mais geral.

Portanto a Definição 4.2.3 está dizendo que a lei Px(Y
(n)
t ∈ .) se aproxima em

variação total da sua distribuição estacionária η(n), para n grande, numa janela de tempo

cuja a magnitude, se comparada com a ordem dos tempos de mistura, é irrisória. Para

fechar essa seção, apresentamos um resultado muito útil.

Proposição 4.2.1. Seja ((Y
(n)
t )t∈Z+)n∈N uma sequência de cadeias de Markov. Se existem

sequências (f(n))n∈N e (νn)n∈N tais quais νn = o(f(n)) e

lim
α→−∞

lim inf
n→∞

dn(f(n) + ανn), = 1

lim
α→∞

lim sup
n→∞

dn(f(n) + ανn) = 0. (4.4)

Então existe uma sequência (wn)n∈N tal que a Definição 4.2.3 é satisfeita, e

lim
n→∞

f(n)

t
(n)
mix

= 1.

Demonstração. Primeiro mostremos que f(n)

t
(n)
mix

→ 1. Usando a definição de limite e a

monotonicidade de dn(t), podemos deduzir, da Equação 4.4, as seguintes sentenças.

∀ ϵ > 0, ∃M(ϵ) < 0 e k(ϵ) ∈ N tal que α ≤ M(ϵ) e k ≥ k(ϵ) =⇒ dk(f(k)+ανk) ≥ 1− ϵ.

∀ ϵ > 0, ∃N(ϵ) > 0 e m(ϵ) ∈ N tal que α ≥ N(ϵ) e k ≥ m(ϵ) =⇒ dk(f(k) + ανk) ≤ ϵ.
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Fixe β ≥ N(1
4
) e α ≤ M(1

4
) Então para todo k ≥ max{m(1

4
), k(1

4
)}

f(k) + βνk ≤ t
(k)
mix ≤ f(k) + ανk,

garantindo o resultado.

Mostraremos apenas o primeiro limite da Definição 4.2.3, o argumento para o

segundo é similar. Seja wn = νn+ |f(n)− t
(n)
mix|. Dado ϵ > 0 faça k ≥ k(ϵ) e α ≤ M(ϵ) < 0

tal que dk(f(k) + ανk) ≥ 1− ϵ.

Seja t
(k)
mix < f(k). Pela monotonicidade e por α ser negativo, obtemos

dk(t
(k)
mix + αwk) ≥ dk(f(k) + αwk) ≥ dk(f(k) + ανk) ≥ 1− ϵ.

Se t
(k)
mix > f(k), então |f(k) − t

(k)
mix| = t

(k)
mix − f(k) e, como α pode ser arbitrariamente

pequeno,

dk(t
(k)
mix + αwk) ≥ dk(f(k) + ανk + (α + 1)(t

(k)
mix − f(k))) ≥ dk(f(k) + ανk) ≥ 1− ϵ.

QED

Fizemos questão de apresentar esse resultado pois na prática usa-se essa proposição,

visto que em muitos contextos é complicado obter exatamente os tempos de misturas.

Isso é o que ocorre no modelo que estamos estudando, note que temos cotas apenas para

dt(x, π), não para d(t) = supx∈Z+
dt(x, π). Desse modo, não conseguimos ter ideia da

grandeza dos ϵ-tempos de mistura do nosso modelo. Quando se prova que uma sequência

de cadeias de Markov satisfaz os limites da Proposição 4.2.1, dizemos que a sequência têm

cutoff em f(n) com tamanho de janela O(νn).

4.2.2 Cutoff do modelo

Nesta seção apresentamos o principal resultado do artigo referência.

Teorema 4.2.1 (Theorem 4.3 de [3]). Para n ∈ Z+, pn, cn ∈ (0, 1) com pn → 0 e

limn→∞
pn
cn

= β ∈ (0,∞). Seja (yn)n∈Z+ uma sequência de números reais satisfazendo

limn→∞ yn = ∞. Faça

tn =
ln yn
cn

.

Então, para todo ϵ > 0:

1.

lim
ϵ→0

lim sup
n→∞

sup

{
d
(n)
t (yn, π

(n)); t > tn +
1

ϵcn

}
= 0.
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2.

lim
n→∞

inf

{
d
(n)
t (yn, π

(n)); t < tn − bn

}
= 1,

onde

bn = (1 + ϵ)

(
1

2
ln yn +

ln ln yn
cn

)
.

Segundo os autores do artigo [3], a sequência de cadeias de Markov, com a n-ésima

cadeia sendo aquela com probabilidade de transição ppn,cn , cn e pn tal como no enunciado

do Teorema 4.2.1, apresenta cutoff em tn com janela de tamanho

O(max(ln(yn),
ln(ln(yn))

cn
)).

Perceba que a sentença do Teorema 4.2.1 satisfaz a Proposição 4.2.1, com os parâmetros

enunciados. É notório a forma intrincada do Teorema 4.2.1, isso é devido ao fato de

termos cotas para a distância em variação total apenas para estados inciais fixos, assim

dificultando a demonstração do fenômeno de cutoff, que é definido para a função variação

total. A demonstração do Teorema 4.2.1 é feito através de lemas e corolários. Segue o

lema.

Lema 4.2.1 (Lemma 4.4 de [3]). Assuma as condições do Teorema 4.2.1 válidas. Para

θ > 0, seja

λn(θ) :=
ln yn + θ

cn
e νn(θ) :=

ln yn − ln ln yn − ln pn
cn

− θ
(ln yn)1/4

− ln(1− cn)
, n ∈ N.

Então,

1. limθ→∞

{
lim supn→∞ supt>λn(θ) d

(n)
t (0, yn)

}
= 0.

2. limθ→∞

{
lim infn→∞ inft<νn(θ) d

(n)
t (0, yn)

}
= 1.

Demonstração. Denote αn = 1 − cn(1 − pn). Para o primeiro item, usando o Teorema

3.2.1, para todo t > λn(θ)

ln d
(n)
t (0, yn) ≤ ln yn + t lnαn

≤ ln yn + λn(θ) lnαn

= ln yn + (ln yn + θ)
ln(1− cn(1− pn))

cn(1− pn)
(1− pn)

≤ ln yn − (ln yn + θ) = −θ.

Tomando o θ → ∞ e usando a continuidade do logaritmo, conclúımos o primeiro ı́tem.



4.2. Cutoff 44

A demonstração do segundo item é maior. Usaremos as conhecidas desigualdades

de Chernoff-Hoeffding para a distribuição binomial. Se X
d
= Bin(m, p) para algum m ∈ N

e p ∈ (0, 1), então para todo δ ∈ (0, 1),

P(X > (1 + δ)mp) ≤ exp

{
− δ2pm

2

}
e P(X < (1− δ)mp) ≤ exp

{
− δ2pm

3

}
. (4.5)

Para um estudo detalhado sobre esse tipo de desigualdade veja [11].

Continuando, observe que sob P
(n)
0 , Xt é estocasticamente dominado pela variável

Bin(t, pn), isto é, P
(n)
0 (Xt ≥ a) ≤ P(Bin(t, pn) ≥ a). Para entender essa relação basta

considerar um acoplamento similar ao da Definição 3.2.1, onde Xt e X
′
t começam em 0,

mas na catástrofe X
′
t se mantém constante. Definamos,

γn(θ) =

(
1 +

θ

2(ln yn)1/4

)
pnνn(θ).

Por conveniência de notação, denotaremos νn e γn ao invés de νn(θ) e γn(θ). Pela Equação

4.5, para qualquer t ≤ νn,

P
(n)
0 (Xt ≥ γn) ≤ P(Bin(t, pn) ≥ γn) ≤ P(Bin(νn, pn) ≥ γn) ≤ exp

[
− θ2pnνn

8
√
ln yn

]
.

Por outro lado, sob P
(n)
yn , Xt domina estocasticamente Bin(yn, (1 − c)Nt). Isso é

verdade pois na regra do acoplamento Ht + Xt = X
′
t com x = 0 e y = yn, em toda

trajetória. Em particular, domina Bin(yn, (1− c)t). Note que

yn(1− cn)
νn = exp{ln yn + νn ln(1− cn)}

= exp

{
ln yn +

(ln yn − ln ln yn − ln pn
cn

− θ
(ln yn)1/4

)

− ln(1− cn)
ln(1− cn)

}
= exp{ln ln yn + ln

pn
cn

+
θ

(ln yn)1/4
}

= ln(yn)

(
pn
cn

)
exp

[
θ

(ln yn)1/4

]
. (4.6)
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Como t ≤ νn, para todo n suficientemente grande,

γn
yn(1− c)t

≤

(
1 + θ

2(ln yn)1/4

)
pnνn

yn(1− c)νn
=

(
1 + θ

2(ln yn)1/4

)
cnνn

ln(yn) exp

[
θ

(ln yn)1/4

]

≤

(
1 + θ

2(ln yn)1/4

)
cn

exp

[
θ

(ln yn)1/4

] (1− ln ln yn
ln(yn)

− ln pn
cn
/ ln(yn)− θ

(ln yn)5/4
)

− ln(1− cn)

≤

(
1 + θ

2(ln yn)1/4

)
exp

[
θ

(ln yn)1/4

] ≤
(
1 +

θ

2(ln yn)1/4

)(
1− θ

2(ln yn)1/4

)

= 1− θ2

4(ln yn)1/2
. (4.7)

Na quarta desigualdade usamos exp{−x} ≤ 1− x
2
, 1, 5 > x > 0. Como t ≤ νn, e pelas

Equações 4.5 e 4.7, temos

P(n)yn (Xt ≤ γn) ≤ P(Bin(yn, (1− c)νn) ≤ γn) ≤ exp

[
− yn(1− cn)

νnθ4

48 ln yn

]
.

Assim temos que pela Equação 4.6,

lim sup
n→∞

sup
t≤νn

P(n)yn (Xt ≤ γn) ≤ exp{−βθ4

48
}.

Ou seja,

lim inf
n→∞

( inf
t≤νn(θ)

d
(n)
t (0, yn)) ≥ lim inf

n→∞
(1− exp

[
− yn(1− cn)

νnθ4

48 ln yn

]
− exp

[
− θ2pnνn

8
√
ln yn

]
)

≥ 1− exp{−βθ4

48
}.

QED

Corolário 4.2.1 (Corollary 4.5 [3]). Sob as hipóteses do Teorema 4.2.1,

1. limϵ→∞ lim supn→∞ supt≥tn
1

ϵcn
d
(n)
t (0, yn) = 0.

2. Para todo ϵ > 0, limn→∞ inft≤tn−bn d
(n)
t (0, yn) = 1.

Demonstração. A prova desse corolário se resume em provar que o item dois do Lema

4.2.1 implica no item dois desse corolário. Para isso note,

νn(θ) ≥
ln yn − ln ln yn − θ

− ln(1− cn)
⇐⇒ −θ ≤

− ln pn
cn

1− 1
(ln yn)1/4

.



4.2. Cutoff 46

Como − ln pn
cn

→ − ln β e 1− 1
(ln yn)1/4

→ 1, ∃n0 ∈ N tal que, fazendo θ bem grande,

as desigualdades enunciadas valem para todo n ≥ n0. Usando o teorema da convergência

monótona e resultados de cálculo diferenciável e integrável, pode-se mostrar

∞∑
i=0

xi =
1

1− x
=⇒ − ln(1− x) =

∞∑
i=0

xi+1

i+ 1
, ∀x ∈ (0, 1).

Além disso, para todo n suficientemente grande,

−1

ln(1− cn)
=

1∑∞
i=1 c

i
n/i

=
1

cn

1

1− (−cn/2− c2n/3− . . . )

=

∑∞
j=0(−cn/2− c2n/3− . . . )j

cn

=
1 + (−cn/2 +O(c2n)) +

∑∞
j=2(−cn/2 +O(c2n))

j

cn

=
1− cn/2 +O(c2n)

cn
.

A terceira equação segue, já que |− cn/2− c2n/3− . . . | ≤ exp(cn)−1 < 1 para todo

n grande. Ou seja,

νn(θ) ≥
ln yn − ln ln yn − θ

cn
(1− cn/2 +O(c2n))

=
ln yn
cn

− ln yn
2

+ ln(yn)O(cn)−
ln ln yn

cn
+

ln ln yn
2

− ln ln(yn)O(cn)−
θ

cn
(1− cn/2 +O(c2n))

= tn −
(
ln yn
2

+
ln ln yn

cn

)
+O(cn) ln yn +

ln ln yn
2

− θ

cn
(1 + o(1))

= tn −
[
1−

(1)︷ ︸︸ ︷
O(cn) ln yn
ln yn
2

+ ln ln yn
cn

−

(2)︷ ︸︸ ︷
1
2
ln ln yn

1
2
ln yn +

ln ln yn
cn

+

(3)︷ ︸︸ ︷
θ
cn
(1− o(1))

1
2
ln yn +

ln ln yn
cn

](
1

2
ln yn +

ln ln yn
cn

)
.

(1) - O(cn) ln yn
ln yn

2
+ ln ln yn

cn

= O(cn)
1
2
+ ln ln yn

ln(yn)cn

. Se ln ln yn
ln(yn)cn

→ c ≤ ∞, como O(cn) → 0 teremos

(1) → 0, ln ln yn
ln(yn)cn

→ ∞ ainda teremos (1) → 0.

(2) - Pois ln ln yn
ln yn

→ 0.

(3) = θ(1+o(1))(
cn
2

ln yn+ln ln yn

) → 0 visto que θ é constante. Note que essa convergência

independe do que ocorre com cn ln yn.
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Então dado θ > 0 e ϵ > 0, para todo n grande,

νn(θ) ≥ tn−(1+(1)+(2)+(3))

(
1

2
ln yn+

ln ln yn
cn

)
> tn−(1+ϵ)

(
1

2
ln yn+

ln ln yn
cn

)
= tn−bn.

Portanto, para todo n grande o suficiente

inf
t≤tn−bn

d
(n)
t (0, yn) ≥ inf

t≤νn(θ)
d
(n)
t (0, yn).

Isso, com o Lema 4.2.1, prova o segundo item do corolário. QED

Demonstração Teorema 4.2.1. Comecemos pelo primeiro limite.

d
(n)
t (yn, π

(n)) ≤ d
(n)
t (yn, 0) + d

(n)
t (0, π(n)) ≤ d

(n)
t (yn, 0) + µnα

t
n.

Note que µn → β pelo Teorema 4.1.1 e lnαt
n = t ln(1 − cn(1 − pn)) ≤ − cn

2
t quando

pn ≤ 1/2. Portanto

lim
n→∞

sup
t>tn+

1
ϵcn

µnα
t
n = 0.

Isso, com o Corolário 4.2.1, garante o primeiro item. Para o segundo item, observe

d
(n)
t (yn, π

(n)) ≥ P(n)yn (Xt > γn)− π(n)({γn, γn + 1, . . . }).

Como já argumentamos na demonstração do Corolário 4.2.1, νn > tn − bn para todo n

grande. Então pelo argumento do Lema 4.2.1

lim inf
n

inf
t≤tn−bn

P(n)yn (Xt > γn) ≥ 1− exp{−βθ4

48
},

para todo θ > 0. Vendo que P
(n)

π(n)(Xt > γn) ≤ µn

γn
→ 0, provamos o teorema. QED

4.2.3 Simulação do cutoff

Fizemos algumas simulações para ilustrar a validade do Teorema 4.2.1. Tomamos:

yn = n, pn =
70

70 + n
, cn =

1

n
.

Simulamos 60000 trajetórias de (X
(n)
t )t∈Z+ , partindo de X

(n)
0 = 10, e com elas estimamos

empiricamente pt(10, .) para

t ∈ (tn − 3max(log(yn),
log(log(yn))

cn
), tn + 3max(log(yn),

log(log(yn))
cn

)).

E com essas estimativas, calculamos νn(t) = dt(10, π
(n)).

Se o resultado que provamos nas seções anteriores estivesse correto deveŕıamos ver

a νn(t) caindo de 1 para 0 na janela do cutoff. Isso é o que acontece, nos indicando que o

resultado é coerente.
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Figura 4.2: Exemplo n = 100, intervalo (1, 919).

Figura 4.3: Exemplo n = 500, intervalo (367, 5848).
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Figura 4.4: Exemplo n = 1000, intervalo (1109, 12707).
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Caṕıtulo 5

Resultados adicionais

A intenção desse caṕıtulo é apresentar alguns resultados interessantes, mas que destoam

muito do objetivo dos caṕıtulos anteriores, o qual era o estudo do fenômeno de cutoff para

a Cadeia da Equação 2.2.

5.1 Representação por processos de ramificação

O modelo definido na Equação 2.2 pode ser pensado como um processo de rami-

ficação com imigração num ambiente aleatório, nos termos de [15]. Recordando que ωt é

a variável indicadora de catástrofe no momento t, defina υt = 1 − ωt, o passeio pode ser

escrito como

Xt+1 =
Xt∑
k=1

Uk,t + υt. (5.1)

Em que υt é interpretado como o número de imigrantes se juntando à população

na t-ésima geração e Uk,t é a quantidade de descendentes do k-ésimo sujeito vivendo na t-

ésima geração. Dado υt, {Uk,t}k são IID com distribuição comum Ber(υt+(1−c)(1−υt)),

e independentes de Xt.

Esse tipo de representação é muito útil pois escrevemos a variável do processo

como uma soma de variáveis aleatórias não negativas. Ademais, a teoria de processos

de ramificação é bem desenvolvida. Por exemplo, usando essa representação e [15, The-

orem 4.2], pode-se provar que o tempo até a extinção, isto é, τ0 tal como na Definição

2.1.4, tem cauda exponencial, qual seja, P0(τ
+
0 ≥ t) ≤ a exp(−bt) para algum a, b > 0.

Essa observação seria suficiente para argumentarmos a recorrência positiva no começo da

dissertação.

Construamos o seguinte processo. T0 = 0 e Tn = inf{k > Tn−1 : ωk = 1}, note
que Tn é uma variável aleatória que designa a época da n-ésima catástrofe. Essa é uma

sequência de tempos de parada, e o processo Zn = XTn forma uma cadeia de Markov pela
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propriedade forte de Markov 1. Informalmente falando, (Zt)t∈Z+ é a cadeia da Equação

2.2 no momento da t-ésima catástrofe. Diremos que (Zt)t∈Z+ é a cadeia(processo) das

catástrofes de (Xt)t∈Z+ . Esse processo é aperiódico, P(Zn+1 = z|Zn = z) > 0 pois, se após

uma catástrofe a população têm z indiv́ıduos, a probabilidade de na próxima catástrofe

a população ficar com z indiv́ıduos é estritamente positiva. É irredut́ıvel visto que a

geométrica toma valores em Z+. Além disso, possui uma distribuição estacionária.

Proposição 5.1.1 (Proposition 5.2 de [3]). A cadeia de Markov (Zt)t∈Z+ tem uma dis-

tribuição estacionária Z∞. Sua função geradora de probabilidades é dada por

E[sZ∞ ] =
∞∏
k=1

1− p

1− p(1− (1− c)k + (1− c)ks)
, s ∈ [0, 1].

Nos termos da Proposição 2.2.1, Z∞ = R−R0 =
∑∞

j=1 Binj(Rj, (1− c)j).

Demonstração. Seguiremos o roteiro da prova da Proposição 2.2.1. Seja Z0
d
=

∑∞
j=1 Binj(Rj, (1−

c)j). Perceba que Z1
d
= Bin(Z0 + Geom−(1 − p), (1 − c)), Z0 e Geom−(1 − p) são inde-

pendentes, pois a ocorrência de catástrofe num certo momento não depende do passado.

Então,

E(sZ1) = E(E(sZ1|Z0 +Geom−(1− p)))

= E((1− (1− c) + (1− c)s)Z0+Geom−(1−p))

=
∞∏
k=1

1− p

1− p(1− (1− c)k + (1− c)k(1− (1− c) + (1− c)s))

1− p

1− p(1− (1− c) + (1− c)s)

=
∞∏
k=1

1− p

1− p(1− (1− c)k+1 + (1− c)k+1)

1− p

1− p(1− (1− c) + (1− c)s)

=
∞∏
k=1

1− p

1− p(1− (1− c)k + (1− c)ks)
.

QED

O resultado da Proposição 5.1.1 está de acordo com a intuição, note que a distri-

buição de Xt é igual à Zϑ(t)+t−ϑ(t), onde ϑ(t) é o momento da última catástrofe antes da

época t. A variável t−ϑ(t) é uma geométrica 1−p truncada em t, na medida que t cresce

essa geométrica tende a ser, com efeito, uma geométrica. A abordagem para demonstrar

esse resultado no artigo referência foi outra. Eles representaram Zt também como um

processo de ramificação e usaram, novamente, o artigo [15]. A utilidade do processo das

catástrofes é muito grande, porque a estrutura probabiĺıstica desse processo é, em geral,

mais simples que a do processo original. Por exemplo, [14] e [7], deduziram distribuições

estacionárias utilizando a ideia da cadeia das catástrofes para outros passeios aleatórios.

Ademais, o processo das catástrofes da Equação 2.2 é mais estável que a cadeia original

quando observamos o caso de catástrofes raras, porém severas.
1Não entraremos nos detalhes desses conceitos. Aos leitores interessados veja [4, Seção 2.5]



5.1. Representação por processos de ramificação 52

Proposição 5.1.2. Seja pn → 1 e 1−cn
1−pn

→ β ∈ (0, ∞). Denote X
(n)
∞ a variável com

lei igual à distribuição estacionária de ppn,cn. Seja Z
(n)
∞ a variável com lei igual à distri-

buição estacionária do processo das catástrofes de ppn,cn. Então X
(n)
∞ converge para ∞ em

distribuição, mas Z
(n)
∞ converge para Geom−( 1

1+β
) em distribuição quando n cresce.

Demonstração. Observe que ∀M > 0,

P(X(n)
∞ ≤ M) ≤ P(Geom−(1− pn) ≤ M) = 1− (pn)

M −→
n→∞

0.

Garantindo que X
(n)
∞ converge para infinito em distribuição. Para mostrar que Z

(n)
∞ con-

verge para Geom−( 1
1+β

) em distribuição, mostraremos que as funções geradoras de pro-

babilidade dos (Z
(n)
∞ )n∈N convergem para a de Geom−( 1

1+β
), veja [8, Continuity Theorem

p. 280]. Note que

E(sGeom−(p)) =
p

1− (1− p)s
, s, p ∈ [0, 1].

Por outro lado, pela Proposição 5.1.1,

E(sZ
(n)
∞ ) =

∞∏
k=1

1− pn
1− pn(1− (1− cn)k + (1− cn)ks)

.

Avaliemos os casos. O fator associado ao k = 1 no limite em n converge,

1− pn
1− pn(1− (1− cn) + (1− cn)s

=
1

1 + pn(1−cn)
1−pn

(1− s)

n→∞−→ 1

1 + β(1− s)

=

1
1+β

1− (1− 1
1+β

)s
.

Para o outro fator,

∞∑
k=2

ln

{
1− pn

1− pn(1− (1− cn)k + (1− cn)ks)

}
= −

∞∑
k=2

ln

{
1 +

pn(1− cn)
k

1− pn
(1− s)

}
.

Observe que

0 ≤ x− ln(1 + x) ≤ x2

2
x ∈ (0, 1).

Fazendo x = pn(1−cn)k

1−pn
(1− s) e notando que para todo k ≥ 2,

pn(1− cn)
k

1− pn
(1− s) ≤ pn(1− cn)

2

1− pn
(1− s),

podemos dizer que para todo n grande o suficiente, dado s fixo,

0 ≤ pn(1− cn)
k

1− pn
(1− s)− ln

[
1 +

pn(1− cn)
k

1− pn
(1− s)

]
≤ 1

2

[
pn(1− cn)

k

1− pn
(1− s)

]2
∀ k ≥ 2.
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Isso implica

0 ≤
∞∑
k=2

pn(1− cn)
k

1− pn
(1−s)−

∞∑
k=2

ln

[
1+

pn(1− cn)
k

1− pn
(1−s)

]
≤ 1

2

∞∑
k=2

[
pn(1− cn)

k

1− pn
(1−s)

]2
.

Observando que,

∞∑
k=2

pn(1− cn)
k

1− pn
(1− s) = (1− s)

pn
cn

(1− cn)
2

(1− pn)

n→∞−→ 0,

teremos
∞∏
k=2

1− pn
1− pn(1− (1− cn)k + (1− cn)ks)

n→∞−→ 1.

Portanto,

lim
n→∞

E(sZ
(n)
∞ ) =

1
1+β

1− (1− 1
1+β

)s
.

QED

5.2 Tempo de primeira extinção

Vamos analisar o que ocorre com tempo de primeira extinção quando a população

inicial é grande. Denotaremos o tempo até a primeira extinção por τ0, essa variável é

como na Definição 2.1.4 para o processo da Equação 2.2. Em modelos para crescimento

populacional, a relação entre o tamanho da população inicial e o tempo até extinção é, em

geral, aproximadamente logaŕıtmica, veja [16, seção 2]. Verificaremos que isso ocorre nesse

modelo também. Denote (X
(0)
t )t∈Z+ e (X

(n)
t )t∈Z+ a cadeia da Equação 2.2 com população

inicial 0 e n, respectivamente. Pela regra do acoplamento na Definição 3.2.1, para todo

t ≥ 0

X
(n)
t = X

(0)
t +H

(n)
t . (5.2)

Além disso, defina

τ (n) = inf{t ∈ Z+;X
(n)
t = 0} e ξ(n) = inf{t ∈ Z+;H

(n)
t = 0}.

Primeiro apresentemos alguns resultados que serão úteis para provar a dependência lo-

gaŕıtmica entre a população inicial e τ0, mas que são interessantes por eles mesmos.

Proposição 5.2.1. X
(0)

ξ(n) converge em distribuição para Z∞.
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Demonstração. Observe que na regra do acoplamento, o tempo em que H
(n)
t = 0 pela

primeira vez é um tempo no qual ocorreu catástrofe. Denote (Z
(0)
t )t∈Z+ a cadeia das

catástrofes de (X
(0)
t )t∈Z+ , (Z

(n)
t )t∈Z+ a cadeia das catástrofes de (X

(n)
t )t∈Z+ e (V

(n)
t )t∈Z+

para o processo das catástrofes de (H
(n)
t )t∈Z+ . Perceba que pelo Lema 2.2.1, V

(n)
t

d
=

Bin(n, (1− c)t) e X
(0)

ξ(n)

d
= Z

(0)

η(n) , onde η(n) = inf{t : V (n)
t = 0}. Observe que η(n) indica em

qual catástrofe houve o acoplamento para o modelo original, isto é, se houve acoplamento

da primeira catástrofe, η(n) = 1, se na segunda, η(n) = 2, e assim por diante. Veja que

∀M ∈ N,
P(η(n) ≤ M) = P(V

(n)
M = 0) = (1− (1− c)M)n → 0.

Ou seja, por Borel-Cantelli, η(n) converge para o infinito quase sempre, quando n cresce.

Agora provemos que os eventos {Z(0)
k = z} e {η(n) = k} são independentes para todo

z, k ∈ Z+. Para isso, argumentaremos em paralelo que {Z(0)
k = z} e {V (n)

k = v} para todo

k, z, v ∈ Z+, pois isso nos ajudará a provar o primeiro.

Antes de prosseguir façamos uma observação fundamental. Pela Definição 3.2.1,

quando ocorre catástrofe, isto é, quando estamos em (c2), Xt toma valor como uma

binomial e Ht como outra binomial, as quais são independentes uma da outra e são

independentes do passado. Denotaremos B(m, (1− c), Zt) para ser a binomial de (Xt)t∈Z+

na t-ésima catástrofe, dado que logo no tempo anterior à t-ésima catástrofe a população

tinham integrantes. Similarmente para o processo (Ht)t∈Z+ denotaremos B(m, (1−c), Vt).

Por fim, uma outra notação, Rt será a quantidade de imigrantes que chegaram entre a

t-ésima menos uma e a t-ésima catástrofe. Então,

P(Z
(0)
1 = z, V

(n)
1 = v) = P(B(R1, (1− c), Z1) = z,B(n, (1− c), V1) = v)

=
∑
r

P(B(r, (1− c), Z1) = z)P(B(n, (1− c), V1) = v)P(R1 = r)

= P(Z
(0)
1 = z)P(V

(n)
1 = v).

A segunda igualdade é verdadeira porque as binomiais são independentes do pas-

sado, em particular, independentes de R1. Em particular,

P(Z
(0)
1 = z, η(n) = 1) = P(Z

(0)
1 = z, V

(n)
1 = 0) = P(Z

(0)
1 = z)P(η(n) = 1).

Suponha P(Z
(0)
k = z, V

(n)
k = v) = P(Z

(0)
k = z)P(V

(n)
k = v). Então,

P(Z
(0)
k+1 = z, V

(n)
k+1 = v) = P(B(Rk+1 + Z(0)k, (1− c), Zk+1) = z,B(V

(n)
k , (1− c), Vk+1) = v)

=
∑
x,y,r

P(B(r + x, (1− c), Zk+1) = z)P(B(y, (1− c), Vk+1) = v)P(Rk+1 = r)P(Z
(0)
k = x)P(V

(n)
k = y)

= P(Z
(0)
k+1 = z)P(V

(n)
k+1 = v).

Na segunda igualdade as binomiais são independentes do passado e uma da outra,

o Rt é independente do que ocorreu na t − 1-ésima catástrofe e usamos a hipótese de
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indução. Também, com o mesmo argumento, temos

P(Z
(0)
k+1 = z, η(n) = k + 1)

= P(B(Rk+1 + Z(0)k, (1− c), Zk+1) = z,B(V
(n)
k , (1− c), Vk+1) = 0, V

(n)
k > 0)

=
∑

x,r,y>0

P(B(r + x, (1− c), Zk+1) = z)P(B(y, (1− c), Vk+1) = 0)P(Rk+1 = r)P(Z
(0)
k = x)P(V

(n)
k = y)

= P(Z
(0)
k+1 = z)P(η(n) = k + 1).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada,

P(X
(0)

ξ(n) = x) = P(Z
(0)

η(n) = x)

=
∞∑

m=1

P(Z(0)
m = x)P(η(n) = m)

= E(
∞∑

m=1

P(Z(0)
m = x)I{η(n)=m})

= E(P(Z
(0)

η(n) = x))
n→∞−→ P(Z(0)

∞ = x).

QED

Proposição 5.2.2 (Proposition 5.4 de [3]). τ (n) − ξ(n) converge em distribuição para

PZ∞(τ0 ∈ .) com n → ∞.

Demonstração. Antes de inciar a prova do resultado propriamente, façamos algumas ob-

servações preliminares. Pela Equação 5.2 é claro que τ (n) ≥ ξ(n). A variável ρ(n) =

τ (n) − ξ(n) depende do passado do sistema acoplado, isto é, do sistema até o tempo de

acoplamento, apenas através da variável X
(n)

ξ(n) = X
(0)

ξ(n) . De fato, seja

Ft = σ(X
(0)
0 , H

(n)
0 , . . . , X

(0)
t , H

(n)
t ), t ∈ Z+.

Note que {ξn ≤ k} = {Hn
k = 0} ∈ Fk, ou seja, ξ(n) é um tempo de parada para essa

filtração. Também,

P(ξ(n) ≤ +∞) ≥ P(ξ(n) ≤ 1) = P(H
(n)
1 = 0) = E((1− (1− c)N1)n) = (1− p)cn > 0.

Com isso, podemos usar a propriedade forte de Markov na cadeia (X
(0)
t , H

(n)
t )t∈Z+ .

P(ρ(n) = k|Fξ(n)) = P(τ (n) = k + ξ(n)|Fξ(n))

= P(X
(0)

ξ(n)+k
= 0, H

(n)

ξ(n)+k
= 0,∩k−1

j=0{X
(0)

ξ(n)+j
> 0, H

(n)

ξ(n)+j
= 0}|Fξ(n))

= P(X
(0)

ξ(n)+k
= 0, H

(n)

ξ(n)+k
= 0,∩k−1

j=0{X
(0)

ξ(n)+j
> 0, H

(n)

ξ(n)+j
= 0}|X(0)

ξ(n) , H
(n)

ξ(n))

= P(ρ(n) = k|X(0)

ξ(n)).
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Perceba que, H
(n)

ξ(n) = 0 logo P(ρ(n) = k|X(0)

ξ(n)) = P(ρ(n) = k|X(0)

ξ(n) , H
(n)

ξ(n)). Então a distri-

buição de ρ(n) coincide com a de τ
(X

(0)

ξ(n)
)
(a época de extinção do passeio onde a distribuição

inicial é X
(0)

ξ(n)). De fato,

P(ρ(n) = k) = P(τ (n) = k + ξ(n))

= P(X
(n)

k+ξ(n) = 0,∩ξ(n)+k−1
j=0 {Xj > 0})

=
∑
m>0

P(X
(n)

k+ξ(n) = 0,∩k−1
j=1{X

(n)

j+ξ(n) > 0}|X(n)

ξ(n) = m)P(X
(n)

ξ(n) = m)

=
∑
m>0

P(X
(n)
k = 0,∩k−1

j=1{X
(n)
j > 0}|X(n)

0 = m)P(X
(0)

ξ(n) = m) = P(τ
(X

(0)

ξ(n)
)
= k).

Na terceira e na quarta igualdade, usamos que X
(n)
i > 0 sempre que i < ξ(n) e o

[4, Teorema 2.5.8]. Agora estamos em posição para provar enunciado dessa proposição.

Argumentaremos uma indução. Temos,

P(X
(0)

ξ(n) = k)
n→∞→ P(Z∞ = k) = PZ∞(X0 = k).

O limite vale pela Proposição 5.2.1. Suponha,

P(X
(0)

ξ(n) > 0, X
(0)

ξ(n)+1
> 0, . . . , X

(0)

ξ(n)+m−1
> 0, X

(0)

ξ(n)+m
= k)

n→∞→ PZ∞(X0 > 0, X1 > 0, . . . , Xm−1 > 0, Xm = k),

para todo k. Então, pela propriedade forte de Markov,

P(X
(0)

ξ(n) > 0, X
(0)

ξ(n)+1
> 0, . . . , X

(0)

ξ(n)+m
> 0, X

(0)

ξ(n)+m+1
= k) =

∞∑
j=1

P(X
(0)

ξ(n) > 0, X
(0)

ξ(n)+1
> 0, . . . , X

(0)

ξ(n)+m
= j)p(j, k)

n→∞→
∞∑
j=1

PZ∞(X0 > 0, X1 > 0, . . . , Xm−1 > 0, Xm = k)p(j, k) =

PZ∞(X0 > 0, X1 > 0, . . . , Xm > 0, Xm+1 = k).

Podemos usar o Teorema da Convergência Dominada porque,

∞∑
j=0

p(j, k) = p+
∞∑
r=0

(1− p)(1− c)k
(
k + r

k

)
cr < 0 já que(

k+r+1
k

)
cr+1(

k+r
k

)
cr

=
k + r + 1

r + 1
c →

r→∞
c < 1.

Em particular,

P(ρ(n) = k) = P(τ
(X

(0)

ξ(n)
)
= k) = P(X

(0)

ξ(n) > 0, X
(0)

ξ(n)+1
> 0, . . . , X

(0)

ξ(n)+k−1
> 0, X

(0)

ξ(n)+k
= 0)

→ PZ∞(X0 > 0, X1 > 0, . . . , Xk−1 > 0, Xk = 0) = PZ∞(τ0 = k).

QED
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Proposição 5.2.3 (Proposition 5.5 de [3]). τ (n)/dn converge em probabilidade para 1.

Onde dn = − ln(n)
(1−p) ln(1−c)

.

Demonstração. Argumentaremos que ξ(n)/dn → 1 em probabilidade. Como τ (n) − ξ(n)

converge em distribuição para PZ∞(τ0 ∈ .), uma variável integrável, então (τ (n) − ξ(n))/dn

convergirá para 0 em distribuição,logo em probabilidade. Por Slutsky, o resultado estará

provado.

Lembre que para um acoplamento qualquer,

Px,y(ξ ≤ t) = Ex,y(Px,y(Ht = 0|Nt)) = Ex,y((1− (1− c)Nt)y−x).

Sendo ϵ ∈ (0, 1
2
), e At = {|Nt/t− (1− p)| < (1− p)ϵ} os autores afirmaram que,

E[(1− (1− c)(1−ϵ)(1−p)t)n, At] ≤ E[(1− (1− c)Nt)n] ≤ E[(1− (1− c)t(1+ϵ)(1−p))n] + P(Ac
t).

De fato, pois ∣∣∣∣ it − (1− p)

∣∣∣∣ < (1− p)ϵ

⇔ (1− ϵ)(1− p)t < i < (1 + ϵ)(1− p)t

⇔ (1− c)(1−ϵ)(1−p)t > (1− c)i > (1− c)(1+ϵ)(1−p)t

⇔ 1− (1− c)(1−ϵ)(1−p)t < 1− (1− c)i < 1− (1− c)(1+ϵ)(1−p)t.

Com isso,

E[(1−(1−c)Nt)n]E[(1−(1−c)Nt)n, At]+E[(1−(1−c)Nt)n, Ac
t ] ≤ (1−(1−c)t(1+ϵ)(1−p))n+P(Ac

t)

e E[(1− (1− c)Nt)n] ≥ (1− (1− c)t(1+ϵ)(1−p))nP(At).

Pela Lei Forte, sabemos que limt→∞ P(At) = 1.

Usando as inequalidades acima, para todo t ≤ (1− ϵ)dn vale o seguinte

P(ξ(n) ≤ t) ≤ P(ξ(n) ≤ (1− ϵ)dn)

≤ (1− (1− c)(1−ϵ2)(1−p)dn)nP(A(1−ϵ)dn) + P(Ac
(1−ϵ)dn)

= (1− (1− c)
(1−ϵ2)(1−p)(−

ln(n)
(1−p) ln(1−c)

)
)n(1 + o(1)) + o(1)

= (1−
[
(1− c)

ln(n)
ln(1−c)

]−(1−ϵ2)

)n(1 + o(1)) + o(1)

= (1− n−(1−ϵ2))n(1 + o(1)) + o(1)

= (1 +
−nϵ2

n
)n(1 + o(1)) + o(1)

≈ exp{−nϵ2}(1 + o(1)) + o(1) −→
n→∞

0.
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Por outro lado, para todo t ≥ (1 + 2ϵ)dn

P(ξ(n) ≤ t) ≥ P(ξ(n) ≤ (1 + 2ϵ)dn)

≥ (1− (1− c)(1−ϵ)(1+2ϵ)(1−p)dn)nP(A(1+2ϵ)dn)

= (1− (1− c)
(1−ϵ)(1+2ϵ)(1−p)(−

ln(n)
(1−p) ln(1−c)

)
)n(1 + o(1))

= (1−
[
(1− c)

ln(n)
ln(1−c)

]−(1−ϵ)(1+2ϵ)

)n(1 + o(1))

= (1− n−(1−ϵ)(1+2ϵ))n(1 + o(1))

= (1− 1

n(1−ϵ)(1+2ϵ)
)n(1 + o(1))

≈ exp{−nϵ(2ϵ−1)}(1 + o(1)) −→
n→∞

1.

Pois ϵ < 1
2
.

QED
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Apêndice A

Contra exemplos Lema 2.2.1

A.1 Contra exemplo 1

Creio que na verdade foi um erro de digitação. Mas os autores enunciaram que

(Binj(Rj, ϵj) : j ≥ 1) é independente condicionado em (Rj : j ∈ Z+) dando a entender que

não, necessariamente, Bin0(R0, ϵ0) é independente dos {Binj1(Rj1 , ϵj1), . . . ,Binjn(Rjn , ϵjn)}
dado (Rj)j≥0 ∀ {j1, . . . , jn} ⊂ N. Meu ponto é que Bin0(R0, ϵ0) deve ser independente dos

{Binj(Rj, ϵj); j ≥ 1} dado (Rj)j≥0 pois se não for eu consigo construir um exemplo onde

o lema é inválido. Com efeito, seja R1, R2, R3 IID ∼ Ber(1
2
).

P(Bin0(R0, ϵ0) = j0,Bin1(R1, ϵ1) = j1,Bin2(R2, ϵ2) = j2|R0 = r0, R1 = r1, R2 = r2)

=

(
r2
j2

)
ϵj22 (1− ϵ2)

r2−j2I{0,...,r2}(j2)P(Bin0(R0, ϵ0) = j0,Bin1(R1, ϵ1) = j1|R0 = r0, R1 = r1, R2 = r2)

=

(
r2
j2

)
ϵj22 (1− ϵ2)

r2−j2I{0,...,r2}(j2)
{(

r0
j0

)
ϵj00 (1− ϵ0)

r0−j0

(
r1
j1

)
ϵj11 (1− ϵ1)

r1−j1+

I{1}(r0)(−1)j0(min(ϵ0, 1− ϵ0))
2r0(−1)r1I{1}(r1)(−1)j1(min(ϵ1, 1− ϵ1))

2r1(−1)r0
}
×

I{0,...,r0}(j0)I{0,1}(r0)I{0,...,r1}(j1)I{0,1}(r1).

Perceba que dessa definição, Bin2(R2, ϵ2) é independente de {Bin1(R1, ϵ1), Bin0(R0, ϵ0)}
dado (R0, R1, R2). Além disso, Bini(Ri, ϵi) dado Ri é binomialmente distribúıdo, Ri e ϵi,

sendo independente de Rj, j ̸= i.

Nesses termos, temos que Bin(Bin0(R0, ϵ0)+Bin1(R1, ϵ1)+Bin2(R2, ϵ2), ϵ)
d

̸= Bin0(R0, ϵ0ϵ)+

Bin1(R1, ϵ1ϵ) + Bin2(R2, ϵ2ϵ). Com efeito, seja R0, R1, R2 IID ∼ Ber(1
2
), ϵ = ϵ0 = · · · =
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ϵ2 =
1
2
.

P(Bin(Bin0(R0,
1
2
) + Bin1(R1,

1
2
) + Bin2(R2,

1
2
), 1

2
) = 3)

=

(
1

2

)3

P(Bin(Bin0(R0,
1
2
) + Bin1(R1,

1
2
) + Bin2(R2,

1
2
) = 3|R0 = R1 = R2 = 1)

(
1

2

)3

=

(
1

2

)6 ∑
m1≥0

∑
m2≥0

P(Bin(Bin0(R0,
1
2
) = 3−m1 −m2,Bin1(R1,

1
2
) = m1,Bin2(R2,

1
2
) = m2|

R0 = R1 = R2 = 1)

=

(
1

2

)6 ∑
m1≥0

∑
m2≥0

(
1

m2

)(
1

2

)1

I{0,1}(m2)

{(
1

m1

)(
1

2

)1(
1

3−m1 −m2

)(
1

2

)1

+

(−1)3−m1−m2
1

4
(−1)1(−1)m1

1

4
(−1)1

}
I{0,1}(3−m1 −m2)I{0,1}(m1)

=

(
1

2

)6
1

2

{
1

2

1

2
+

(
1

4

)2}
=

(
1

2

)6
5

32
.

Por outro lado,

P(Bin0(R0,
1
4
) + Bin1(R1,

1
4
) + Bin2(R2,

1
4
) = 3)

= P(Bin0(R0,
1
4
) + Bin1(R1,

1
4
) + Bin2(R2,

1
4
) = 3|R0 = R1 = R2 = 1)

(
1

2

)3

=

[
1

4

{
1

4

1

4
+

(
1

4

)2(
1

4

)2}](
1

2

)3

=

(
1

2

)5{
17

(16)2

}
Como (1

2
)5 17

(16)2
̸= (1

2
)6 5

32
, finalizamos o contra-exemplo.

A.2 Contra-exemplo 2

No enunciado do lema 2.2.1 não foi dito explicitamente que Binj(Rj, ϵj) é indepen-

dente dos (Ri)j ̸=i dado Rj. Isso pode ser um costume da área, algo que já deveria ser

entendido quando eles definiram a variável Binj(Rj, ϵj). De qualquer forma, na demons-

tração do lema usamos essa hipótese e por isso apresentamos aqui um contra-exemplo

ao enunciado do lema caso essa hipótese não seja válida. Seja R1, R2 IID ∼ Ber(1
2
).

Definamos

P(Bin1(R1, p) = k|R1 = r1, R2 = r2)

=

[(
r1
k

)
pk(1− p)r1=k + I{1}(r1)(−1)k(min(1− p, p))2r1(−1)r2

]
I{0,...,r1}(k)I{0,1}(r1).

Similarmente para Bin2(R2, p). Dessa definição, se pode deduzir que Bin1(R1, p) dado

R1 é binomialmente distribúıdo. Consideraremos Bin1(R1, ϵ1),Bin2(R2, ϵ2) independentes



A.2. Contra-exemplo 2 63

dado (R1, R2). Mostraremos que nesse contexto, Bin(Bin1(R1,
1
2
) + Bin2(R2,

1
2
), 1

2
)

d

̸=
Bin1(R1,

1
4
) + Bin2(R2,

1
4
). Sem entrar em muitos detalhes, teremos

P(Bin(Bin1(R1,
1
2
) + Bin2(R2,

1
2
), 1

2
) = 2)

=

(
1

2

)2

P(Bin1(R1,
1
2
) + Bin2(R2,

1
2
) = 2|R1 = R2 = 1)

(
1

2

)2

=

(
1

2

)4(
3

4

)2

,

P(Bin1(R1,
1
4
) + Bin2(R2,

1
4
) = 2) = P(Bin1(R1,

1
4
) + Bin2(R2,

1
4
) = 2|R1 = R2 = 1)

(
1

2

)2

=

[
5

16

]2(
1

2

)2

.

Como essas probabilidades são diferentes, as distribuições das variáveis aleatórias são

diferentes.
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Apêndice B

Sobre a relação de Xt, Ht e Nt

Então devemos provar,

Px,y(Hi = h,Xt = s|Nt = k) = Px,y(Hi = h|Nt = k)Px,y(Xt = s|Nt = k), ∀i ≥ t,∀s,∀t,∀h,∀k.

Demonstração. Usarei P ao invés de Px,y no que se segue, mas que fique sempre claro que

estou considerando os estados inciais do acoplamento x < y. Note,

P(Hi = h,Xt = s|Nt = k) = P(Hi = h|Nt = k,Xt = s)P(Xt = s|Nt = k)

= P(Xt = s|Nt = k,Hi = h)P(Hi = h|Nt = k).

Também

P(Hi = h|Nt = k,Xt = s) = P(Hi = h|Nt = k) ⇔ P(Xt = s|Nt = k,Hi = h) = P(Xt = s|Nt = k).

Provarei, por indução, a seguinte identidade.

P(Xt = s|Nt = k,Hi = h,Ni = n) = P(Xt = s|Nt = k,Ni = n) ∀i∀t. (B.1)

Para i = t = 1 e n ̸= k,

P(H1 = h, |N1 = n,X1 = s,N1 = k) = 0 = P(H1 = h, |N1 = n,N1 = k).

Se n=k=0

P(H1 = h, |N1 = n,X1 = s,N1 = k) = P(H1 = h, |N1 = 0, X1 = s)

= P(H1 = h, |N1 = 0, X1 = s,X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x)

= I(h){y−x}

= P(H1 = h|N1 = 0).

Se n=k=1

P(H1 = h, |N1 = n,X1 = s,N1 = k) = P(H1 = h, |N1 = 1, X1 = s)

= P(H1 = h, |N1 = 1, X1 = s,X0 = x,X
′

0 = y,H0 = y − x)

= P(Bin(y − x, 1− c) = h)

= P(H1 = h|N1 = 1).
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Nos racioćınios acima, na terceira igualdade regra da Definição 3.2.1 e ω1 = N1. A quarta

igualdade é verdadeira pelo Lema 3.2.1. Por indução, suponha

P(Xt = s|N1 = n,H1 = h,Nt = k) = P(Xt = s|N1 = n,Nt = k).

Considerando s, n, h, k devidos e o passo de indução,

P(Xt+1 = s|N1 = n,H1 = h,Nt+1 = k) =

(II)︷ ︸︸ ︷
P(Xt+1 = s|N1 = n,H1 = h,Nt+1 = k, ωt+1 = 0)

(I)︷ ︸︸ ︷
P(ωt+1 = 0|N1 = n,H1 = h,Nt+1 = k)+

(III)︷ ︸︸ ︷
P(Xt+1 = s|N1 = n,H1 = h,Nt+1 = k, ωt+1 = 1) P(ωt+1 = 1|N1 = n,H1 = h,Nt+1 = k).

Analisemos os casos,

(I)

P(N1 = n,Nt+1 = k|ωt+1 = 0, H1 = h) =
P(
∑t+1

m=2 ωm = k − n, ωt+1 = 0, H1 = h)

P(ωt+1 = 0, H1 = h)

= P(N1 = n,Nt+1 = k|ωt+1 = 0).

A segunda equação é pela independência de ωm do passado.

(II)

P(Xt+1 = s|N1 = n,H1 = h,Nt+1 = k, ωt+1 = 0) = P(Xt = s− 1|N1 = n,H1 = h,Nt = k, ωt+1 = 0)

= P(Xt = s− 1|N1 = n,H1 = h,Nt = k)

= P(Xt = s− 1|N1 = n,Nt = k)

= P(Xt = s− 1|N1 = n,Nt = k, ωt+1 = 0)

= P(Xt+1 = s|N1 = n,Nt+1 = k, ωt+1 = 0).

A primeira igualdade vale porque

{ωt+1 = 0} ∩ {Nt+1 = k} = {ωt+1 = 0} ∩ {Nt = k}

e

{ωt+1 = 0} ∩ {Xt+1 = s} = {ωt+1 = 0} ∩ {Xt = s− 1}.

A segunda vale, pois ωt+1 é independente do passado. Na terceira usamos a hipótese de

indução.

(III)



66

P(Xt+1 = s|N1 = n,H1 = h, ωt+1 = 1, Nt+1 = k)

= P(Xt+1 = s|N1 = n,H1 = h, ωt+1 = 1, Nt = k − 1)

=
∑
j

[
P(Xt+1 = s|N1 = n,H1 = h, ωt+1 = 1, Nt = k − 1, Xt = j)×

P(Xt = j|N1 = n,H1 = h, ωt+1 = 1, Nt = k − 1)

]
=

∑
j

[
P(Xt+1 = s|N1 = n, ωt+1 = 1, Nt = k − 1, Xt = j)P(Xt = j|N1 = n, ωt+1 = 1, Nt = k − 1)

]
= P(Xt+1 = s|N1 = n, ωt+1 = 1, Nt+1 = k).

Vale a terceira igualdade, porque

P(Xt+1 = s|N1 = n,H1 = h, ωt+1 = 1, Nt = k − 1, Xt = j) = P(Bin(j, 1− c) = s)

= P(Xt+1 = s|N1 = n, ωt+1 = 1, Nt = k − 1, Xt = j)

pela regra do acoplamento. Também,

P(Xt = j|N1 = n,H1 = h, ωt+1 = 1, Nt = k − 1) = P(Xt = j|N1 = n,H1 = h,Nt = k − 1)

= P(Xt = j|N1 = n,Nt = k − 1)

= P(Xt = j|N1 = n, ωt+1 = 1, Nt = k − 1).

Na primeira igualdade usei a independência de ωm do passado, na segunda a hipótese de

indução e na terceira novamente independência de ωm do passado. Ou seja, provamos

P(Xt = s|N1 = n,H1 = h,Nt = k) = P(Xt = s|N1 = n,Nt = k) ∀ t.

Suponha,

P(Xt = s|Ni = n,Hi = h,Nt = k) = P(Xt = s|Ni = n,Nt = k) ∀ t.

Para o caso i+ 1 primeiro provarei que

P(Xt = s|Nt = n,Ht = h,Nt = k) = P(Xt = s|Nt = n,Nt = k)

para todo t. Se n ̸= k, o resultado vale trivialmente. Para caso t = 1 provei no começo

da demonstração. Seja valido que

P(Xt−1 = s|Ht−1 = h,Nt−1 = k) = P(Xt−1 = s|Nt−1 = k).

Perceba que temos duas hipóteses. Então

P(Xt = s|Ht = h,Nt = k) =

(III)︷ ︸︸ ︷
P(Xt = s|Ht = h,Nt = k, ωt = 1)

(I)︷ ︸︸ ︷
P(ωt = 1|Ht = h,Nt = k)+

(II)︷ ︸︸ ︷
P(Xt = s|Ht = h,Nt = k, ωt = 0) P(ωt = 0|Ht = h,Nt = k)
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(I) - Queremos argumentar que P(ωt = 1|Ht = h,Nt = k) = P(ωt = 1|Nt = k).

Então,

P(Ht = h|ωt = 1, Nt = k) = P(Ht = h|ωt = 1, Nt−1 = k − 1)

=
∑
j

P(Ht = h|ωt = 1, Nt−1 = k − 1, Ht−1 = j)P(Ht−1 = j|ωt = 1, Nt−1 = k − 1)

=
∑
j

P(Bin(j, (1− c)) = h)P(Bin(y − x, (1− c)k−1) = j)

= P(Bin(y − x, (1− c)k) = h) = P(Ht = h|Nt = k)

Na segunda equação usamos que ωm é independente do passado, relação de Ht com

Nt e a regra de transição do acoplamento para Ht. Na terceira igualdade o Lema 2.2.1.

(II)

Utilizarei as propriedades de {ωt = 0} e a hipótese de indução.

P(Xt = s|Ht = h,Nt = k, ωt = 0) = P(Xt−1 = s− 1|Ht−1 = h,Nt−1 = k, ωt = 0)

= P(Xt−1 = s− 1|Ht−1 = h,Nt−1 = k)

= P(Xt−1 = s− 1|Nt−1 = k)

= P(Xt = s|Nt = k, ωt = 0).

(III)

P(Xt = j|Ht = h, ωt = 1, Nt = k) = P(Xt = j|Ht = h, ωt = 1, Nt−1 = k − 1)

=
∑
m

P(Xt = j|Ht = h, ωt = 1, Nt−1 = k − 1, Xt−1 = m)P(Xt−1 = m|Ht = h, ωt = 1, Nt−1 = k − 1)

Mas,

P(Ht = h|Xt−1 = m,ωt = 1, Nt−1 = k − 1) =∑
j

P(Ht = h|Xt−1 = m,ωt = 1, Nt−1 = k − 1, Ht−1 = j)P(Ht−1 = j|Xt−1 = m,ωt = 1, Nt−1 = k − 1)

=
∑
j

P(Ht = h|ωt = 1, Nt−1 = k − 1, Ht−1 = j)P(Ht−1 = j|ωt = 1, Nt−1 = k − 1)

= P(Ht = h|ωt = 1, Nt−1 = k − 1)

Na segunda identidade usamos a independência de ωm do passado, a hipótese de indução,

e a regra de transição para Ht. Similar ao argumento dos casos anteriores.
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Com isso, e usando que pela regra de transição do acoplamento

P(Xt = j|Ht = h, ωt = 1, Nt−1 = k − 1, Xt−1 = m) = P(Xt = j|ωt = 1, Xt−1 = m)

= P(Xt = j|ωt = 1, Nt−1 = k − 1, Xt−1 = m)

Conclúımos,

P(Xt = j|Ht = h, ωt = 1, Nt = k) = P(Xt = j|ωt = 1, Nt−1 = k−1) = P(Xt = j|ωt = 1, Nt = k).

Disso tudo, nós temos

P(Xt = s|Ht = h,Nt = k) = P(Xt = s|Nt = k, ωt = 1)P(ωt = 1|Nt = k)+

P(Xt = s|Nt = k, ωt = 0)P(ωt = 0|Nt = k) = P(Xt = s|Nt = k).

Feito isso, vamos provar que

P(Xt = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt = k) = P(Xt = s|Ni+1 = n,Nt = k) ∀ t.

Para t = i+ 1 já provei. Suponha válido para t ≥ i+ 1, isto é,

P(Xt = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt = k) = P(Xt = s|Ni+1 = n,Nt = k),

então

P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt+1 = k) =

P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt+1 = k, ωt+1 = 1)P(ωt+1 = 1|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt+1 = k)+

P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt+1 = k, ωt+1 = 0)P(ωt+1 = 0|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt+1 = k).

Usando independência de ωm do passado e a hipótese de indução,

P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt+1 = k, ωt+1 = 0) = P(Xt = s− 1|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt = k)

= P(Xt = s− 1|Ni+1 = n,Nt = k) = P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Nt+1 = k, ωt+1 = 0).

O outro termo,

P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt+1 = k, ωt+1 = 1)

= P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt = k − 1, ωt+1 = 1)

=
∑
r

[
P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt = k − 1, ωt+1 = 1, Xt = r)×

P(Xt = r|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt = k − 1, ωt+1 = 1)

]
=

∑
r

P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Nt = k − 1, ωt+1 = 1, Xt = r)P(Xt = r|Ni+1 = n,Nt = k − 1, ωt+1 = 1)

= P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Nt = k − 1, ωt+1 = 1) = P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Nt+1 = k, ωt+1 = 1).
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Na terceira igualdade usamos argumentos similares aos que usei antes, independência ωm

do passado, t+1 > i+1, hipótese de indução (temos duas hipóteses, usei a última delas),

definição da regra de transição do acoplamento. Que

P(ωt+1 = 1|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt+1 = k) = P(ωt+1 = 1|Ni+1 = n,Nt+1 = k)

é imediato. Portanto, provamos

P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt+1 = k) = P(Xt+1 = s|Ni+1 = n,Nt+1 = k).

Logo, P(Xt = s|Ni+1 = n,Hi+1 = h,Nt = k) = P(Xt = s|Ni+1 = n,Nt = k) para todo

t ≥ i+ 1. Para i+ 1 > t

P(Hi+1 = h|Ni+1 = n,Xt = s,Nt = k) =

P(Hi+1 = h|Ni+1 = n,Xt = s,Nt = k, ωi+1 = 1)P(ωi+1 = 1|Ni+1 = n,Xt = s,Nt = k)+

P(Hi+1 = h|Ni+1 = n,Xt = s,Nt = k, ωi+1 = 0)P(ωi+1 = 0|Ni+1 = n,Xt = s,Nt = k).

Usando as propriedades de ωm e a hipótese de indução (a primeira delas).

P(Hi+1 = h|Ni+1 = n,Xt = s,Nt = k, ωi+1 = 0) = P(Hi = h|Ni = n,Xt = s,Nt = k)

= P(Hi = h|Ni = n,Nt = k) = P(Hi+1 = h|Ni+1 = n,Nt = k, ωi+1 = 0).

Usando a regra de transição do acoplamento e as propriedades de ωm.

P(Hi+1 = h|Ni+1 = n,Xt = s,Nt = k, ωi+1 = 1)

=
∑
r

[
P(Hi+1 = h|Xt = s,Ni = n− 1, Hi = r, ωi+1 = 1, Nt = k)×

P(Hi = r|Xt = s,Ni = n− 1, ωi+1 = 1, Nt = k)

]
=

∑
r

P(Hi+1 = h|Ni = n− 1, Hi = r, ωi+1 = 1, Nt = k)P(Hi = r|Ni = n− 1, ωi+1 = 1, Nt = k)

= P(Hi+1 = h|Ni+1 = n,Nt = k, ωi+1 = 1).

Ou seja, provamos que ∀ t e ∀ i.

P(Xt = s|Ni = n,Hi = h,Nt = k) = P(Xt = s|Ni = n,Nt = k)

⇐⇒

P(Hi = h|Ni = n,Xt = s,Nt = k) = P(Hi = h|Ni = n,Nt = k).

Com isso, note i < t

P(Xt = s|Hi = h,Nt = k) =
∑
n

P(Xt = s|Hi = h,Nt = k,Ni = n)P(Ni = n|Hi = h,Nt = k)

∗
=

∑
n

P(Xt = s|Nt = k,Ni = n)P(Ni = n|Nt = k) = P(Xt = s|Nt = k)
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*- Note, esse argumento é falso, pois em geral P(Ni = n|Hi = h,Nt = k) ̸= P(Ni =

n|Nt = k).

Mas suponha i > t

P(Hi = h|Xt = s,Nt = k) =
∑
n

P(Hi = h|Xt = s,Nt = k,Ni = n)P(Ni = n|Xt = s,Nt = k)

=
∑
n

P(Hi = h|Nt = k,Ni = n)P(Ni = n|Nt = k) = P(Hi = h|Nt = k)

P(Ni = n|Xt = s,Nt = k) =
P(Nt = k,Xt = s,Ni = n)

P(Xt = s,Nt = k)

=
P(
∑i

m=t+1 ωm = n− k,Xt = s,Nt = k)

P(Xt = s,Nt = k)

= P(
i∑

m=t+1

ωm = n− k)

=
P(
∑i

m=t+1 ωm = n− k)P(Nt = k)

P(Nt = k)

=
P(
∑i

m=t+1 ωm = n− k,Nt = k)

P(Nt = k)

=
P(Nt = k,Ni = n)

P(Nt = k)
.

Provando que Hi, Xt são independentes dado Nt apenas quando i ≥ t. QED
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