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Resumo

Dissertamos sobre os resultados e demonstragoes do artigo [3], no qual os autores estu-
daram uma classe de modelos para crescimento populacional com catastrofes. Do ponto
de vista matematico, esse tipo de modelo pode ser entendido como um passeio aleatorio
nos inteiros nao negativos, cujas probabilidades de transi¢oes dependem do estado. O
formidavel dessa classe de passeios aleatdrios é a sua estabilidade. De fato, uma classe
ainda maior de passeios aleatdrios sdo estéveis, veja [19].

Em acordo com o roteiro de [3], mostramos a recorréncia positiva desse passeio
e explicitamos a sua distribuicao estacionaria. Comentamos sobre a forte estabilidade
desse processo. Logo apds definimos um proficuo acoplamento para a cadeia de Mar-
kov, o qual utilizamos a exaustao para provar muitos resultados. Estabelecemos cotas
inferiores e superiores para a distancia em variacao total, analisando o comportamento
da convergéncia para a estacionariedade desse processo. Apds essa analise, conseguimos
discutir o principal resultado, segundo os préprios autores, de [3]: A classe de modelos
apresenta o fenomeno de cutoff. O principal desafio na prova desse resultado é que o aco-
plamento definido fornece cotas para a distancia em variacao total apenas considerando
os estados inciais fixados, sendo o espaco de estados dessa cadeia infinito enumeravel. Por
fim, apresentamos alguns outros resultados interessantes, como a dependéncia logaritmica

entre o estado inicial e o tempo de primeira extingao do processo.

Palavras-chave: modelos populacionais; catastrofes; acoplamento; cutoff; metaestabili-
dade.



Abstract

We discussed upon the results and proofs of the article [3], in which the authors studied
a class of models for populations growth with catastrophes. From a mathematical point
of view, this kind of model can be understood as a random walk in non-negative integers,
whose transition probabilities are state depend. The formidable thing about this class of
random walks is their stability. In fact, an even larger class of random walks are stable,
see [19].

In accordance with [3]’s script, we proof the positive recurrence of this random
walk and explain its stationary distribution. We commented on the strong stability of
this process. Soon after, we defined a useful coupling for this Markov chain, which we
used extensively to prove many results. We established lower and upper bounds for the
distance in total variation, analyzing the behavior of convergence towards stationarity of
this process. After this analysis we were able to discuss the main result, according to the
authors themselves, of [3]: The class of models presents the phenomenon of cutoff. The
main challenge in proving this result is that the defined coupling provides quotas for the
distance in total variation only considering the fixed initial states, and the state space
of this chain is countable. Finally, we present some other interesting results, such as the
logarithmic dependence between the initial state and the time of first extinction of the

process.

Keywords: population models; catastrophes; coupling; cutoff; metastability.
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Capitulo 1

Introducao

E sabido que, sob algumas condicoes, uma Cadeia de Markov possui inica distribuicao es-
taciondria e a distribuigao do processo converge para a distribuigao estacionéria [4]. Apoi-
ado nesse resultado, foi desenvolvido a metodologia Monte Carlo Markov Chain (MCMC)
[10, 18]. A ideia do MCMC é simular observagoes duma distribuigao de probabilidade por
meio dum algoritmo computacional que emula a dinamica probabilistica duma cadeia de
Markov que tem como a sua distribuicao estacionaria a distribuicao que se deseja ter
observagoes. Essa metodologia foi aplicada em varios campos; problemas de otimizacao,
inferéncia Bayesiana, Mecanica estatistica, etc. Uma pergunta comum feita nas aplicacoes
de MCMC é: a partir de quantas iteragoes um valor simulado pelo algoritmo pode ser
considerado uma observacao “legitima” da distribuicao estaciondria? Em termos tedricos,
o quao rapido a distribuicao da cadeia de Markov do algoritimo MCMC converge para a
sua estacionaria? Muitos resultados foram desenvolvidos sobre essa questao [13, 17, 12].

Nessa linha foi descoberto o fenomeno de cutoff, cuja a ideia foi introduzida por
D. Aldous e P. Diaconis, [1, 2], para capturar o fato de que algumas cadeias de Markov
convergem abruptamente, numa certa escala de tempo, para as suas distribuigoes esta-
cionarias. A vantagem de cadeias de Markov que apresentam cutoff é que podemos ter
uma descricao detalhada do comportamento de convergéencia da distribuicoes do processo
para a distribuicao estacionaria. Contudo, essa andlise pode ser onerosa a depender do
modelo e por isso a maior parte dos resultados sobre cutoff dependem do modelo consi-
derado.

O artigo objeto dessa dissertagao serd [3]. Nesse trabalho os autores estudaram
um modelo para dinamica populacional com catdstrofes. Uma populacao pode ser afetada
por varios fatores demograficos [16], um desses fatores sdo as catdstrofes (ou desastres),
significando que em certo momento grande parte ou toda populacao morre. Esses mo-
delos com desastres sao estudados deste 1970, [14], e dessa classe de modelos os que
mais receberam atencao foram os semi-estocdsticos, onde o crescimento da populacao é
deterministico, mas as catdstrofes sdo aleatérias. O modelo de [3] é dessa classe. Mais
especificamente, o modelo que estudaremos serd uma cadeia de crescimento populacional
com catdstrofes binomial e imigracao a tempo discreto. Uma referéncia interessantissima

que apresentou outros tipos de desastres é [19]. Grande parte das pesquisas em dinamicas
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de populagoes consideram tempo continuo, um analogo do modelo dessa dissertacao com
essa caracteristica pode ser encontrado em [5].

A principal contribui¢do do nosso artigo referéncia, [3], segundo os préprios auto-
res, foi que eles demonstraram que a classe de modelos que eles estudaram apresenta o
fenomeno de cutoff. O objetivo dessa dissertacao é apresentar e explicar os resultados e

demonstragoes desse artigo.
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Capitulo 2

Conceltos elementares

Neste capitulo estabeleceremos algumas definicoes e notagoes bésicas sobre Cadeia de
Markov, e usaremos o préprio modelo do artigo referéncia para ilustrar esses conceitos.
Consideraremos Z; = NU {0}.

2.1 Cadeias de Markov

Definicao 2.1.1. Seja (X,)necz, um processo em tempo discreto tomando valores no

conjunto enumeravel, X'. Se para todon € Z, e i, ...,1,-1,1,] € X,
P(Xo1 =7 Xn=0,X01=tn1,...,Xo=10) =P(Xos1 = J| X, =1) =P(i,5), (2.1)

em que P: X' x X — [0, 1], -, P(4, j) = 1, ento esse processo é uma Cadeia de Markov

Homogénea com espaco de estados X e nicleo de transicao P.

A palavra “homogeénea”’ se refere ao tempo, visto que a funcao P independe de
n. Observe que a definicao apresentada é bem restrita, é possivel definicoes mais gerais
sobre cadeias de Markov. Entretanto ela serd suficiente para os propositos desse texto. A
funcao P é comumente referida como probabilidade de transicao, funcao de transicao, lei
de transicao e nucleo de transicao.

Uma das caracteristica tteis desse tipo de processo é que seu comportamento
probabilistico finito dimensional depende da distribuicao de X, e das probabilidades de

transicao. Com efeito, para n, > n; temos

P(anzxnn"'aXnk:xnk): Z P(X():yo,...,Xnk::[)nk)

(yOr'-»ynk ) yYn; =Tn;

= Z P(X() = yo)P(yo, yl) s P(ynk—17 y”k)

(Y0,--Yny, )iYn; =Tn;
O modelo do artigo objeto segue essa definigao. Dado p € (0, 1) e ¢ € (0, 1],
o processo (X, )nez . ¢ uma Cadeia de Markov com espaco de estados Z, e ntcleo de

transicao p¢, tal qual,
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p se ] =1+1,
pre(ig) = 1 =p) () (1 —efd™ sejed{0,...,i}, (2.2)
0 caso contrario.

Quando nao houver perigo de engano, omitiremos os parametros p e c¢. Esse pro-
cesso pode ser interpretado como uma populagao de tamanho X; no momento ¢, a qual no
proximo momento, independentemente do passado, ou, com probabilidade p, chegara um
imigrante, ou, com probabilidade 1 — p, ocorrerd uma catastrofe, e entao cada individuo
da populacao morre com probabilidade ¢ independentemente dos outros individuos e do
passado. Dai o nome do modelo tal como descrito na Introdugao. Esse modelo pode ser
visto como um passeio aleatoério cujas transicoes dependem do estado. Por esse motivo,
muitas vezes referiremos a este modelo como o passeio com catdstrofes.

Antes de prosseguir para novas defini¢oes, precisamos fixar algumas notagoes. Dada
uma cadeia de Markov (Y})ez,, denotaremos P(Y,; = j|Y; = i) = P"(4,5), i,j € X.
Devido a homogeneidade suposta na Definicao 2.1.1, essa probabilidade nao depende de
t. Seja v uma distribuicao de probabilidade em X', se Y| tiver distribuicao v, denotaremos

a lei do processo por P, e sua esperanca E,. Quando v =§;, j € X, escrevemos P; = P,.

2.1.1 Tipos de cadeias de Markov

Definigao 2.1.2. Uma cadeia de Markov (Y}),ez, ¢ dita irredutivel se, para todo xz,y € X,
existe n € N tal que P"(x,y) > 0.

Em termos informais, o que a Definicao 2.1.2 esta dizendo é que uma cadeia de
Markov é irredutivel quando podemos alcancar qualquer estado partindo de qualquer

estado, com probabilidade positiva, e numa quantidade finita de passos.

Definicao 2.1.3. Para x € X', definimos o periodo de = para ser o maior divisor comum
do conjunto de naturais {t > 1: P*(z,z) > 0}.

Ou seja, o periodo de um estado é o maximo divisor comum do conjuntos dos
tempos onde é possivel retornar ao estado com probabilidade positiva. Quando um estado

tem periodo igual 1, nés o chamamos aperiddico.

Proposigao 2.1.1 (Lemma 1.6 de [17]). Numa cadeia de Markov irredutivel, todos estados

tém o mesmo periodo.

Portanto, podemos classificar cadeias de Markov irredutiveis como aperiddicas e

nao aperiodicas. As do primeiro tipo serao de nosso interesse.
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Definicao 2.1.4. Seja (Yt)teZ+ uma cadeia de Markov. Definimos o tempo de visita ao
r € X, por 7, = inf{t > 0: Y, = x}, e o retorno, por 7,f =inf{t > 1:Y, =z}

Definicao 2.1.5. O estado x € X’ é recorrente, quando P, (7] < oo) = 1. Caso contrério
é transiente. E recorrente positivo quando E.(7;7) < oo. Se x é recorrente mas nao

recorrente positivo dizemos que ele é recorrente nulo.

O que essa definicao estabelece é a “estabilidade” dum estado. Poderiamos ter uma
cadeia de Markov que visita um estado apenas uma vez, por exemplo, uma com espaco de
estados Z, e ntcleo P(i,i+1) = 1. Ou seja, para “t grande”, a probabilidade do processo
estar em algum estado é zero, isto é, a distribuicao da cadeia “tende” a medida nula. A

nocao de recorréncia positiva véem para evitar essa situacao.

Proposigao 2.1.2 (Propositions 21.3 ¢ 21.11 de [17]). Numa cadeia de Markov irredutivel,
um estado € recorrente se, e somente se, todos estados o sao. Um estado € recorrente

positivo se, e somente se, todos estados o sao.

Qual seja, cadeias irredutiveis podem ser classificadas como recorrente positiva ou
nao recorrente positiva.

O processo da Equacao 2.2 é irredutivel aperiédico. Se 7,5 € Z., entao

p (i, 5) = p(E,0)p(0,1)...p(j — 1,j) = (1 — p)c'p’ > 0.

Note que esse argumento é valido para todo ¢ e p. Utilizando a Proposi¢ao 2.1.1, basta

verificarmos o periodo do estado 0. Para todo t € N,
p'(0,0) > (1 -p)" >0.

Logo o estado 0 é aperiddico, e, portanto, cadeia é aperiddica. A recorréncia positiva sera

verificada na proxima secao.

2.2 Distribuicao invariante

Definicao 2.2.1. Seja m uma medida de probabilidade definida em X', e uma cadeia de
Markov com ntcleo de transicao P. Dizemos que 7 é uma distribuicao invariante, ou

estaciondria, para P, sempre que,

> w(@)P(zy) =7(y) VyeX. (2.3)

TEX
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Nos termos da Definicao 2.2.1, e observando a propriedade de Markov, podemos
argumentar que se Yy ~ m, entao Y; ~ m, e assim Y; ~ 7, V. Dai o nome de distribuicao

invariante, ou estacionaria.

Definicao 2.2.2. Sejam p e v medidas de probabilidade definidas num conjunto enu-

meravel X', denotamos a distancia em variagao total entre j e v por
| = vllrv = sup |u(A) —v(A)] € [0, 1].
ACx

Se Y,, tém distribuigao pu, e Y distribuigdo p, com lim,, | fn — ptll7v = 0, dizemos que

Y,, converge em variacao total para Y.

Genericamente, convergéncia em variacao total é uma convergéncia entre medidas,
e claro, esse tipo de convergéncia implica convergéncia em distribuicao entre variaveis
aleatorias.

A seguir, apresentaremos dois teoremas que fundamentarao os resultado do resto

dessa dissertacao.

Teorema 2.2.1 (Theorem 21.13 de [17]). Uma cadeia de Markov irredutivel com proba-
bilidade de transicao P e espaco de estados X', € recorrente positiva se, e apenas se, existe

uma distribuicao de probabilidade m em X, para a qual P € estaciondria.

Teorema 2.2.2 (Theorem 21.16 de [17]). Seja (Y1)iez, uma cadeia de Markov, com lei de
transicao P e espago de estados X, irredutivel e aperiodica. Se ela € recorrente positiva,
entao existe uma unica medida de probabilidade m em X, tal qual P € invariante para m
e para qualquer x € X,

lim ||P"(z,.) — 7|7y = 0.
n—oo

Perceba que os Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 se complementam. Além disso, é possivel

mostrar que para uma cadeia como descrita no Teorema 2.2.2,

m(x) = Ve X. (2.4)

Veja [17, Lemma 21.12]. Ou seja, w(x) > 0 para todo = € X. O processo do modelo do

artigo referéncia detém essas boas caracteristicas.

2.2.1 Distribuicao invariante do passeio

Nesta secao, mostraremos que o passeio com catastrofes tém uma distribuicao

estaciondria, e, por ser irredutivel e aperiodica, a cadeia do passeio tera todas propriedades
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do Teorema 2.2.2. Para uma varidvel aleatéria R € Z, e numero real € € [0, 1], denotamos
Bin(R, €) uma variavel aleatéria, que condicionada em R, tém distribui¢ado binomial com
parametros R e €.

Antes de prosseguirmos na demonstracao do resultado, apresentamos um lema que

serda muito 1til no decorrer dessa dissertacao.

Lema 2.2.1 (Lemma 2.1 de [3]). Suponha que Ry, Ry, ... sao varidveis aleatdrias inde-
pendentes tomando valores em Z. e sejam €y, €1, ... uma sequéncia tomando valores em
[0, 1]. Assuma que ) ; ¢;E[R;] < co. Para j = 0,1,..., seja Binj(R;,€;) uma varidvel

com distribuicdo Bin(R;,€;), com (Bin;(R;,€;) : j > 1) independentes, condicionado em
(Rj:j €7Zy). Seja R=7377", Binj(R;,¢;) e e > 0. Entdo ) 7~ Binj(R;, ec;) e Bin(R,e)

cotncidem em distribuicao.

O Lema 2.2.1 esta apresentado tal como foi expresso no artigo referéncia, apesar
de traduzido para o portuguées. Numa primeira leitura ele pode ser um pouco enigmatico,
mas considere a seguinte explicagao intuitiva do resultado.

Suponha que tenhamos n urnas com infinitas bolas pretas e brancas em cada urna.
Fazemos dois procedimentos de amostragem das bolas dessas n urnas, e temos o interesse
em deduzir a distribuicao de probabilidade da quantidade de bolas pretas obtidas no final
da amostragem.

Copiando a notacao do Lema 2.2.1, ¢; é a probabilidade de retirarmos, aleatoria-

mente, uma bola preta da i-ésima urna.

Procedimento I: Decidimos, previamente, a quantidade de bolas a serem amostradas
de cada urna, denotamos essa quantidade por R;. A quantidade de bolas retiradas da
urna ¢ é independente da quantidade de bolas retiradas da urna j, sempre que ¢ # j. Da
urna 1 retiramos uma bola, se a bola amostrada for branca, guardo ela no cesto. Se ela
for preta, lanco uma moeda que, tém probabilidade € de dar cara, para decidir se a bola
serd pintada de branca. Se o resultado do lancamento for cara, guardamos a bola preta
amostrada no cesto, se for coroa, pintamos a bola preta de branca e entao guardamos
ela no cesto. Fazemos esse procedimento, independentemente, para todas as R; bolas
amostradas da urna 1.

Continuamos o procedimento acima, descrito para a urna 1, em todas as n urnas
de maneira independente em cada urna. E claro que a quantidade de bolas amostradas
da i-ésima urna ¢ uma Bin(R;, e¢;), e Bin;(R;, €¢;) (a quantidade de bolas retiradas da
i-ésima urna) é independente de Bin;(R;, €€;), se i # j, dado os valores de R; e R;. Por-

tanto, a quantidade de bolas pretas no cesto ao final desse procedimento tem distribuicao
Z?:l BiIlj (Rj, €€j>.
Procedimento II: Feito em duas etapas. Decidimos quantas bolas serao amostradas

de cada urna como anteriormente. Da urna 7 retiramos as R; bolas aleatoriamente e
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as guardamos no cesto, sem o passo intermedidrio do procedimento I. Ao final dessa
primeira etapa, a distribuicao da quantidade de bolas pretas coincidira com a da variavel
Z?:l Bin;(R;,¢€;). Na proxima etapa, tomamos cada bola preta no cesto e lancamos uma
moeda que tém probabilidade ¢ de dar cara. Se o resultado for cara, nao pintamos a
bola de branca, se for coroa pintamos ela de branca. Obviamente, a distribuicao de bolas

pretas no cesto ao final dessa segunda etapa é Bin(Z?zl Bin;(R;, €;), €).

Esse dois procedimento sao probabilisticamente equivalentes, nos sugerindo, entao,
que Y7, Binj(R;, ee;) e Bin(Y 7, Binj(R;, €;), €) sdo iguais em distribuigao.

Os autores do artigo referéncia omitiram a prova desse resultado, abaixo apresento
uma. O leitor mais atendo perceberd na prova que estamos usando hipoteses que nao
estao expressas no enunciado do Lema 2.2.1, as quais sao Bin;(R;, ¢;) é independente dos
(Ri)iz; dado R;, e Bing(Ry, €o) é independente dos (Bin;(Rj,€¢;) : j > 1) dado (R;);>0.
A primeira creio que seja uma hipotese tacita entre os pesquisadores dessa area, devida
a forma como a varidvel Bin(R,¢) foi definida. A segundo creio que tenha sido apenas
erro de digitacao. De todo modo, se uma dessas duas hipoteses nao forem validas entao o
Lema 2.2.1 é invalido. De fato, veja o Apéndice A. Segue a demonstracao onde usaremos

as propriedades da func¢ao geradora de probabilidades.

Demonstracao. Comecemos pelo caso finito. Temos que

E(SBin(R,e)) — E( SBin(R,e)’R)) — E((l — e+ GS)Z?ZO Binj(Rj,ej))
= E(E((1 — € + €s)2i=0 PR | (Ry)50))

™
—~

= E(J [ E((1 — € + e5)P™59) | (R )i0))

j=0
=E(JJE((1 — € + es)P™ 9| Ry))
j=0
=E(JJ(1— ¢+ (1 —e+es)™)
j=0
= E(H(l — €€+ ejes)Rj)
j=0
— E(H E(SBiHj(Rj,Eje) ’RJ))
=0
= E(J JE(s"™599|(Ry)k20))
j=0

— E(E(SZ?:O Bin]‘ (Rj,eje) | (Rk>k20)) — E(SZ?:O Binj (R]',EjE) ) )

Agora, quando n — oo, lembre-se que para uma sequéncia de varidveis aleatorias
nao-negativas, P(> ;7 X, > t) = lim,,,oo P(D>_,_, Xx > t). Entao
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p(Bm(Z Bin;(R;, ), e) =m) =Y P(Bin(k,¢) =m)P(>_Bin;(R;,¢;) = k)

j=0 k=0 Jj=0
= P(Bin(k,e) = m) lim P(Y> Binj(Rj,¢;) = k)
k=0 j=0
= lim P(Bin(ZBinj(Rj,ej), 6) =m)
n—o0
j=0

= lim P(Y _Binj(R;,e€;) =m)

J=0

= P(Z Bin;(R;, €€;) = m).
=0

De fato podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada nessa situagao, por-

que

T N T N T
kl—>oo P(Bin(k,e) =m) koo (Fyem(1 — e)k—m - klﬁoo (k:) (1—e) = (1—¢) < L.

m m

QED

Estamos em condicao de apresentar a distribuicao estacionario do modelo da

. d . . o -
Equacao 2.2, usaremos = para indicar igualdade em distribuicao de variaveis aleatorias.

Proposigao 2.2.1 (Proposition 2.2 de [3]). Seja Ry, Ry, ... uma sequéncia I1D (indepen-
dentes e identicamente distribuidas) de Geom™ (1 —p) (geométricas que contam o nimero
de falhas até o primeiro sucesso), ¢; = (1 —¢)? para j € Zy. Seja, R a varidvel aleatdria
como no Lema 2.2.1 com € =1, e w a distribuicao dessa varidvel aleatoria. Entdo m € a

distribuicao estaciondria de p.

Demonstracao. Supondo X, 2 R, mostraremos que X, 2 R usando funcao geradora de

probabilidade. Temos

E[s*!] = E[s*!| catdstrofe em t=1 |P( catdstrofe em t=1 )+
E[s*!| ndo catédstrofe em t=1 |P( ndo catéstrofe em t=1)

= E[sSC01-0](1 _ p) 4 E[*0*]p

= B[P O01-9)(1 — ) 4 B[ s
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Pelo Lema 2.2.1 e como (R;);ecz, sdo I1D,

E<5X0> — E(H SBinj(ij(I*C)j))
=0

HE((l —(1—c)f 4 (1 —c)Ys)f)

E(SBin(XO’l_C))E(SRO).

Desse a forma,

() = () o0 B

Observando que E(s0) = 11_;;;, o resultado segue.

QED

Ou seja, pelo Teorema 2.2.2, (X,,)nez, converge em variagao total para

Z Bin;(Geom; (1 — p), (1 — c)).

=0

Doravante, reservarei m para denotar a distribuicao estacionaria desse processo.

2.3 Um comentario sobre a metaestabilidade do

processo

Um comportamento interessante do modelo da Equacao 2.2 é a sua forte per-
sisténcia para alguma valores de p e ¢. Na biologia, tempo de persisténcia é o tempo
esperado até a extincao da populagao, e é uma quantidade de interesse em aplicagoes.
Nas Figuras 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4, apresentamos realizacoes do passeio para certos valores de
parametros, xg seria o estado inicial da cadeia.

A reta vermelha designa um valor tedrico, ela é a média estacionaria do processo,

o0

_ -y =P
=) = 2 BRI -y =
Observe como o processo tende abruptamente para essa média, e se mantém passeando por
ela com uma variabilidade que parece constante. Nas Figuras 2.1 e 2.2, o valor indicado
pela reta vermelha é 6,6667, e nesse caso o processo toca o estado zero varias vezes.
Perceba na Figura 2.1 como o processo parece estar constrangido pelo estado zero, que

parece estar dentro de uma faixa de variabilidade critica. J& nas Figuras 2.3 e 2.4, a média
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estacionaria é 66,6667, e nesse caso o0 processo nao toca o zero nas vinte mil iteragoes
observadas. Além disso, o processo parece estar variando livremente, sem aquele aspecto
de truncamento observado na Figura 2.1.

Essas observacoes sao justificadas notando que o drift local é

Xy

E(Xi1|X) = X = (Xo+ Dp+ (1 - )X, (1—p) =p(1 — = e

).

O processo de fato tende a passear em volta da média estacionaria. Ademais é simples de

deduzir que,

7(0) = P(Z Bin;(Geom; (1 —p)) =0) = H 1—

- D
j=0 =0 (

1
p(1—(1—c)l)

Pela Equacao 2.4, temos que

G T p j
E()(TO ) = H (1 + Tp(l — C)])-
7=0
Usando que z — ‘%2 <Ih(l+z) <z, Vzell, 1), efazendoz= 2 (1— c)’ para todo j
e somando, prova-se, para p < 0,5 que
p 1 p? 4 p
- <InEy(ry) < .
(-pe 20-pP0-(-op = "2 =T

Desta feita, para os parametros das Figuras 2.1 e 2.2, teremos Eo(7,") > 244. J& para os

das Figuras 2.3 e 2.4, Eo(7,") > 104, justificando as nossas observagoes. Um estudo mais

aprofundado sobre a persisténcia nesse modelo pode ser encontrado no artigo [9].
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Estado em cada iteragéo

0 5000 10000 15000 20000

iteracdes

Figura 2.1: Realizacao da Cadeia para zo =10, p=0,4e c=0, 1.
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40

Estado em cada iteragéo
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Figura 2.2: Realizacao da cadeia para zo = 100, p =0,4 e ¢ =0, 1.
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Figura 2.3: Realizacao da cadeia para x¢o = 100, p =0,4 e ¢ = 0,01.

80 100
I

60
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Estado em cada iteragéo
40
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Figura 2.4: Realizacao da cadeia para zo = 10, p = 0,4 ¢ ¢ = 0,01.
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Capitulo 3

Cotas para a convergeéencia

3.1 Acoplamento em Cadeias de Markov

O método de acoplamento é bem geral e pode ser aplicado em muitos problemas de
probabilidade. A ideia desse método é transformar uma questao inicialmente formulada
em termos de medidas de probabilidade, numa outra equivalente, formulada em termos
de varidveis aleatorias. Ao leitor interessado em aplicagoes gerais desse método, em [6] se
encontram aplicagoes muito interessantes. Nosso foco sera em acoplamentos para cadeias

de Markov, cuja a definicao segue.

Definicao 3.1.1. Seja (Z;);cz, uma cadeia de Markov tal como na Defini¢ao 2.1.1. Um
acoplamento para (Z;)ez,, ¢ um processo (Xy,Y;)iez,, tal que, os processos marginais
(Xt)tez, € (Yi)iez, sdo copias de (Z;)icz,, isto é, sdo cadeias de Markov com mesmo
nucleo de transicao e espaco de estados da cadeia acoplada, apesar de terem distribuigoes

inciais possivelmente diferentes entre si.

Veja, o processo (Xi,Y;)ez, da Definicao 3.1.1 esta definido num certo espago de

probabilidade. Se Xy =z e Y, = y denotaremos a medida desse espaco por P, .

Teorema 3.1.1 (Theorem 5.4 de [17]). Seja (X, Y:)iez, wm acoplamento para uma cadeia
de Markov como na Definicao 2.1.1, Xog =z, Yo =y e com a propriedade de que Xy, =Y,
mmplica Xy =Y, t>s. Faca

Teoupte = min{t: X, = Y,Vs > t). (3.1)
Entao,

HPt($7 ) - Pt(yv ')HVT < Px,y(Tcouple > t) (32)

O resultado desse teorema ilustra o poder do acoplamento. Mas nao s6 por isso, o
acoplamento é muito 1til para provar outros tipos de resultados, pois ele nos fornece um

método probabilisticamente intuitivo de pensar questoes sobre medidas de probabilidade
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em termos de varidveis aleatdrias. De fato, o artigo [3] gira em torno de um acoplamento

que definiremos na préxima sec¢ao.

3.2 Acoplamento do modelo

Agora apresentaremos a regra de acoplamento para a cadeia que estamos estu-
dando. Essa regra estd no artigo referéncia e, como serd visto no decorrer dessa dis-
sertacao, sera constantemente usada para provar varios resultados. Por isso, sempre que

me referir a um acoplamento sera a este acoplamento.

Definigao 3.2.1 (Regra do acoplamento). Sejam x,y € Z, com x < y. Ponha X, =
r,X, = y, e H) = y — x. Continue indutivamente, assumindo ((X,, X., H,),s < t)
definidos e X, = X, + H, para todo s < t. Condicionado em ((X,, X., Hy),s < t),

(c1) : Com probabilidade p, independentemente do passado, Hyyy = Hy, Xio1 = Xy +
leX, =X, +1

(c2) : Com probabilidade 1 — p, faga

Xt+1 = Bin(Xt, 1— C) e Ht—l—l = Bin(Ht, 1— C),

independente um do outro e do passado. Ademais, Xt/ =X+ Hp

Segue imediatamente da regra que X, = H; + X; Vt € Zy, e (Hy)ez, 6 uma
sequéncia nao crescente. Definamos uma sequéncia no mesmo espacgo de probabilidade do

acoplamento, que serd de muita utilidade.

0  se ocorreu cl no tempo t;

1 se ocorreu c2 no tempo t.
Obviamente, (w;)icz, € uma sequéncia I1D de Ber(1 —p). Ademais, w41 ¢ independente

de ((X,, X,, Hy),s < t), pela Definicao 3.2.1.

Proposicao 3.2.1. A regra da Definicao 3.2.1 produz um acoplamento, nos termos da
Definicao 3.1.1, para o passeio definido na FEquacdao 2.2.
Demonstracao. Devemos concluir que

/

P,y(Xy =2)=p"(z,2) e P, (X, = 2) =p'(y,2), Vz€Z,VteN. (3.4)
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Faremos um argumento por indugao em ¢. Observe que

Px,y(Xl =z) = Px,y(Xl = 2| Xo = 5U7X(; =y, Hy=y—x)
=Py (X1 = 2] X0 = 5’3'>th) =y, Hy=y—x,w = 0)Pyy(w; =0)+
Pfr,y(Xl = 2[Xo = an(l) =y, Hy=y—r,w = 1)Pw,y<wl =1)

Além disso, temos

Poy(X;=2) =P, (X, =2[Xo =0, Xy =y, Hy =y — )
=P, (X) = 2|Xo = 2, Xy =y, Hy = y — 7,01 = 0)P, (w1 = 0)+
Poy(X) = 21Xo = 0, Xy =y, Hy =y — .00 = 1)Py (w1 = 1)
= Iiy1+13(2)p + Poy(Bin(z, 1 — ¢) + Bin(y — 2,1 — ¢) = 2)(1 — p)

~ LG+ (1= (1) (0= ey 6) = 94 (02),

’

Suponha, por inducdo, que P, ,(X; = z) = p'(x,2) e P, (X, = 2) = p'(y, z). Entao,

Poy(Xiy1 =2) = Z Puy(Xip1 = 2[ Xy = w)P, ,(X; = w),
wWEZ4

Poy(Xpp =2) = Z Puy (X1 = 2|X; = w)Pry (X, = w).
’UJGZ+
Além disso, observe que
Poy(Xep1 =2 X, =w) = ) [pw,y(xt+1 = 2|(X,, X Hy s < 1) = (v;5 < 1), X, = w)
(VSZSSt)
nyy((XS,X;,HS; s<t)=(vg;s <t)|X; = w)],
Poy( X1 = 21Xy = w) = Z [Px,y(Xt+1 = 2|(Xs, X, Hy;s <t) = (538 < t), X, = w)
(VSZSSt)

Poy((Xs, Xo, Hy s < t) = (vg;5 < )| X, = w)}'
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Note também que

Poy(Xii1 = 2|(Xo, Xo, Hy s < t) = (v s < 1), X; = w)
- Px,y(Xt—i-l - Z|(X37X;7 Hs; S S t) - (Vs; S S t)aXt =W, Wi+1 = O)Pm,y(wt+1 - O>+
P:c,y(Xt-‘rl = Z|(XS7X,;7 Hs7 s < t) = (Vs; s < t))Xt = W, W41 = ]-)Pz,y(wt—i—l = 1)

L@+ (41 = e T (- ) =0, 2),

Poy(Xi = 2|(Xo, X, Hyy s < t) = (1535 < 1), X, = w)

=P,y (X1 = 2[(Xe, X, Hey s < t) = (vs;8 < 1), X, = w,wi 11 = 0)P, (w1 = 0)+
PLy(XtIJrl = z|(Xs,X;, Hg s <t)=(vs;s < t),Xt = w, w1 = 1)Py (w1 = 1)

= L{w+1y(2)p + Py (Bin(vs(1), (1 — ¢)) + Bin(s(3), (1 — ¢)) = 2)(1 — p)

= Tjw+1}(2)p + Py (Bin(vs(1) + v4(3), (1 = ¢)) = 2)(1 — p)

= w113 (2)p + Pay (Bin(w, (1 — ¢)) = 2)(1 = p) = p(w, 2).

Dessa forma, segue que

Pm,y(Xt+1 = Z|Xt - ’UJ) -
p<wvz) Z Pl’,y((XS:X;HS;S < t) = (V8§3 < t)|Xt = w) = p(w,z) €

(Vs§5§t)
Pr,y(Xgﬂ = Z|X; =w) =
pw,2) Y Poy((Xe, X, Hyys <t) = (vg;s <)X, = w) = p(w, 2).

(vs;s<t)

Finalmente, concluimos que

Poy( X1 = 2) = Z Poy (X1 = 2| Xy = w)Pyy (Xy = w) = Z p(w, 2)p (2, w) = p'*(x, 2),
’LUGZ+ ’LUGZ+
Py, t+1 Z Puy(X t+1 Z|X w)P l’y(Xg =w) = Z p(w, 2)p! (y, w) = p™*(y, 2).
WEZL+ WEZL 4
QED

3.2.1 Tempo de acoplamento

Pela Definicao 3.2.1, o acoplamento tém a propriedade de que X = Y, implica X; =
Y, Vt > s, e portanto podemos usar o tempo de acoplamento para cotar superiormente
a distancia em variagao total do processo em todo tempo. Nesta secao, analisaremos a
variavel

—inf{t >0: X, = X,} =inf{t >0: H, =0}. (3.5)
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Como (Hy)iez, é um processo monétono nao decrescente, {{ < t} = {H, =
0}, Vt. Usaremos dessa relagao para provar muitos resultados para . Seja N; a quan-

. ) , : d o
tidade de catédstrofes até o momento ¢, logicamente N; = ZZ=1 wy = Bin(t, 1 — p).
Lema 3.2.1. Vale que

P.,(H, € IN) L Bin(y — z, (1 — c)™). (3.6)

A prova do Lema 3.2.1 nao é feita no artigo, mas sera feita aqui. Mas antes, uma
consideragao sobre a intuicao dessa relagao. A variavel Hy, no contexto da regra de acopla-
mento, é a discrepancia entre Xt’ e X;. Sabemos que a populacao de H; nunca aumenta, ou
ela se mantém constante, quando nao acontece uma catastrofe, ou ela diminui como uma
binomial no momento de uma catéstrofe, isto é, cada individuo morre independentemente
com probabilidade c¢. Entao, dado que até o tempo ¢ ocorreram m catéstrofes (N; = m),
um individuo que inicialmente estava em Hy, estard em H;, se sobreviver as m catastrofes
ocorridas até o tempo t. Como a ocorréncia de catastrofes e a sobrevivéncia dos individuos

sdo eventos independentes, perceberemos que Hy|{N; = m} < Bin(y — z, (1 —¢)™).

Demonstra¢ao. Faremos uma indugao sobre t. Para t = 1, N 2 Bin(1,1 — p). Entao,

pela regra do acoplamento temos,

Pay(Hy = j|[Ny = 0)
= pr,y(Hl = j1(Xo, Xg, Ho) = vo, N1 = 0)Py,,((Xo, X, Ho) = 1|, Ny = 0)

o

=P,y (Hy = j|Xo=2,Xy =y, Ho=y — 2, N1 = 0) = Ij_5y (j).
Similarmente,
Poy(Hy = jINy = 1) = Py (Hy = j|Xo = 2, Xg =y, Hy = y — x, Ny = 1)

—x i .
= (V7))

Portanto,
P,,(Hy € .|Ny) £ Bin(y — z, (1 —¢)™).

Suponha a validade da sentenca para t = k, isto é,
4 n: Ny,
P,y (Hy € .|N) = Bin(y — z, (1 — ¢)™*).
Fazendo t = k + 1 e m > 0, obtemos

Poy(Hes1 = j|Neyr =m) = > Poy(Hper = j|Nier = m, Ny = 8)Poy (N = 5| Ny = m)

S€Z+
= Puy(Hipr = jINier = m, Nip = m — 1Py (N = m — 1[Ny = m)+
Poy(Hi1 = | Niwr = m, Ny = m)Py (N, = m|Nyyy = m).
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A segunda igualdade do argumento acima é vélido pois
{Nk+1 =m, N :m—i—/{:} =0 VEk GZ\{O,—l}

Observe que, {Nyy1 = m, Ny = m} = {wpy1 = 0, Nj, = m}, denote V, = (X,, X, H,).
Logo,

Pry(Hit1 = j|Neyr = m, N, = m) = Py y(Hi1 = jlwrr = 0, Ny = m)
_ Pay(Hppr = Jywia = 0, Ne = m)

Pyy(Witr = 0, Ny = m)
~ Eoy(Pay(Hy1 = jowiy1 = 0, N, = m| (Vs s < k)))

— Eyy(Pyy(wisr = 0, N, =m|(Vg s <k)))
Epy(Poy(Hy = J,wis1 = 0, N, = m|(Vs; s < k)))
Esy(Poy(Wit1 = 0[(Vyis < k))Ppy(Ny = m|(Vy; s < K)))
Euy(Pay (Wit = 0)Puy(Hy = j, Ny = m|(Vy; s < k)))
Pas (i1 = 0By (Pay (N = ml(Viis < 1))

=P,y (Hy = j|Ny = m)

P,,(Bin(y —z, (1 —¢)™) = j).

A quarta igualdade segue porque, dado a processo até o momento k,

{Hpg1 = j,wp1 = 0} = {Hy = j, w1 = 0},

e wiy1 € independente de Nj. Para a quinta igualdade, lembre w; é independente do
passado. Na sétima igualdade usamos a hipétese de inducao. Agora analisemos a outra

parcela. Observe que

Poy(Hiy1 = j|Nip1 = m, Ny =m — 1) =P, (Hpy1 = jlwppr = 1, Ny =m — 1)
= Z Poy(Hipy1 = jINk =m — 1, Hy = i, wpy1 = 1)Pyy(Hy = i|Njy = m — 1wy = 1).

1€24
Mas,
Px7y(u}k+1 = 1|Hk = Z,Nk =m — 1)
Pz7y(wk+1 = 1|Hk = Z)
= Pz,y(Hk = Z|Nk =m — 1)
=P,,(Bin(y —z, (1 —c)™ ') = ).

Pz,y(Hk = Z|Nk =m — 1,wk+1 = 1) = P%y(Hk = Z|Nk =1m — 1)

Na segunda igualdade usamos que w; ¢ independente do passado. Ja o outro fator,

Poy(Hip1 = jlHy =i, Ny = m — 1wpqy = 1)

E;yPoy(Hepr = J|Hr =16, Ny =m — Liwgsr =1, (Vg s < k)| Hp =1, Ny =m — 1wy = 1]
= By Pay (Bin(i, (1 =€) = )| Hy = i, Ne = m — 1,Chy = 1]

P, (Bin(i, (1 - c)) = ).
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Na segunda igualdade, dado wii1 € Hy = 4, Hyy1 2 Bin(i,1 — ¢) independentemente do
passado. Qual seja,

Poy(Hit1 = j|Ngy1 = m, Ny =m — 1)

= Py (Bin(i, (1 - ¢)) = j)P,,(Bin(y — z, (1 — )™ ") = i)

i€Zy
— E, y[Poy (Bin(Bin(y — 2, (1 — )", (1 = 0)) = )
= Ppy(Bin(y —z, (1 —¢)™) = j).
A terceira igualdade vale devido o Lema 2.2.1. Portanto,
Poy(Hrt1 = j|Nes1 = m)
= [Puyy (Ve = 1 = 1[Nys1 = m) + Py (Ni, = m|Nig1 = m)Pa, (Bin(y — . (1 - ™) = )
= Ppy(Bin(y —z, (1 —¢)™) = j).

Isso tudo considerando m > 0. Se m = 0 significa que nao houve catastrofes até

t+ 1, assim
Pﬂ?,y(Hk‘—i-l = j|Nk+1 - 0) = Hy—cc(]) = Pm,y(Bin(y -, (1 - C)0> = j)

QED

3.2.2 Cota superior

Denotemos dy(x,y) = ||p*(z,.) — p'(y,.)||vr. Utilizando o Lema 3.2.1 podemos

provar o seguinte resultado.

Teorema 3.2.1 (Theorem 2.2 de [3]). Seja o =1 — ¢(1 — p). Entao, para x,y,t € Z,

dy(x,y) < |y — z|a. (3.7)

Demonstracao. Sem perda de generalidade considere x < y. Para provar esse resultado

cotaremos P, (£ > t), e pelo Teorema 3.1.1 o resultado estard provado. Temos que

P, (& >t)=P,,(H >0)
=1 —Eyy(Pay(Hy = O0[Ny))
=1 —Epy((1 = (1= )™)*™)
< (Y — 2)Eay[(1 — )™
= (y—x)(1 —c(1—p))".
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Na tnica desigualdade da argumentacao usamos a Desigualdade de Bernoulli, isto é,
(I1+x)" > 1+ nx, r>—-1lenéeN,

aplicado em —(1 — (1 — ¢)™)¥=® pois —(1 — )M > —1.
QED

Considerando = < y, um fato que vale ser mencionado é que P, ,(§ > t) e (y —x)a’

sao muito similares quando ¢ é grande. Isto é,

: Puy(§ > 1) 1 —Egy[(1—-(1— C)Nt)y_z]
1 —
o (= DBy (1= M) o (y— 2B, [(1— )™
g 1‘_’Exy[ Z:g(__l)k(ykx)(l _’C)kAQ]
B S PR (ol
(=@ (=)™ | S ()M (V) Eay [(1 = )]
=1 : 1
e (= D[] T on (- 0B, [ - V]
e (D) <y - g;) I-(1-p+(1-p-0f)
=1+1
+t5§okz2 y—z \ k /J(1-(10-p+QA-p)(1-0))
y—z t
(=DF* (y = x) : {(p + (1 —p)(1— C)'“)}
=1 1 =1.
+; y—x ko) i (p+ (1 —=p)(1-0c))
Lembremos que 7 é a distribuicao estacionaria do processo do modelo que estamos
estudando, e denotamos p = 75 = Er(X}).

Corolario 3.2.1 (Corollary 3.4 de [3]). Para todo x,t € Z,
) =[P =l < (0= 042 (o - 2)nlo) ) o
y>x
Em particular,

dt(07 7T> S /J“at'

Demonstracao. Para todo A C Z,

P.(X; € A) — (A |<Z|P (Xt € A) =P, (X; € A)|m(y S{Z|y—x|7r }

YELy YELy

Mas,

Z y—zln(y) =) @—ypr)+ > -2y =z - _yr(y) +2> (y—2)7(y).

y<z y>x Y y>x



3.2. Acoplamento do modelo 31

3.2.3 Cota inferior

Denotaremos
p p

a pr(I-o(l-p)
(5)

Usaremos Py 7, EE? ) e 7(P)_ para indicar, respectivamente, a Lei, a Esperanca e a distribuicao

p=

estaciondria do passeio com estado inicial x e probabilidade de transicao p?€. Denotare-
mos Pé’? ?), para a medida de probabilidade do acoplamento do passeio com probabilidade

catastrofe 1 — p.

Teorema 3.2.2 (Theorem 3.3 de [3]). Seja z,y,t € Z,, v <y. Entao

Para z e y constantes, como P,(f ) (X, = j) — 7@ quando t cresce, a razdo entre essa
cota inferior e a cota do Teorema 3.2.1 converge, quando t cresce, para uma constante, ou
seja, sao da mesma ordem de grandeza no tempo. E notdvel a constante «, ela aparece em
muitos contextos. Vale uma interpretacao probabilistica sobre ela. E possivel argumentar
que

P(Xi1 > 01X =1) =0

Entao « seria a probabilidade da populacao nao se extinguir na préxima época, dado
que a populagao possui um individuo. Uma outra interpretacao, agora no contexto do
acoplamento, seria notar

Poy(Hipr = 11H; = 1) = o,

qual seja, a probabilidade de nao haver acoplamento no momento ¢+ 1 dado que X; e X;

se diferem apenas por uma unidade. Para provar o Teorema 3.2.2, usamos quatro lemas.
Lema 3.2.2. A distribuicio de X;, dado N;, ndo depende de p.

Demonstracao. Faremos uma indugao em t. Para t = 1, perceba que N; = w;. Entao,

usando a regra do acoplamento, obtemos

Px,y(Xl = k’|N1 = 0) = Px,y(Xl = k|w1 = O,XO = J?,Xé = y,H() =Yy — 37) = ]I:v—i-l(k)

Poy(Xi =k|Ny =1) =P, (X1 = klwy =1, Xo =2, Xy =y, Hy =y — )

@) (1= )" ¢ o,y ().
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Nos garantindo que X; dado Ny nao depende de p. Suponha que P, ,(X; = k|N; = n)
nao depende de p para todo n,k € Z,. Entao
Poy(Xip1 = k[Nig1 = n) =Py y(Xip1 = k| Nep1 = n,wipr = 1)Pgy(wipr = 1| Nepr = n)+
Px,y<Xt+1 = k|Nt+1 =N,Wtt1 = 0>Px,y(wt+1 = 0|Nt+1 = ”)

Cada parcela dessa soma nao depende de p. De fato,

{th = 1,Nt+1 = TL} = {wt+1 = 1, Nt =n — 1},

Pry(wiyr =1, Ny =n—1)
Px,y(Nt-‘rl = TL)

(1-p) (nil)(l —p)"iptt _ (nil)
(t+1)(1 - p)nptﬂ,n - (t+1) :

Além disso, pela regra do acoplamento, segue que

Poy(wipr = 1Ny =n) =

{Xt+1 = k‘,th = O} = {Xt = k — 1,wt+1 = 0},
{Niy1 = n,wipr = 0F = {N; = n — 1, w1y = 0},

e wy ¢ independente do passado. Entao
Poy(Xip1 = kN1 = nywipr = 0) =Py (Xy =k — 1Ny = n,wipq = 0)
=P,,(Xy =k — 1N, =n).
Pela hipétese de inducado P, ,(X; = k — 1|N; = n) ndo depende de p. Por fim,
P:c,y(Xt+1 = k‘NtH =N, W1 = 1) = Pz,y(Xt+1 = k|Nt =n—lwp = 1)

/[: 4 .
= Z (k) (1 — o) o, iy (k)Pyy(Xy = i|N; = n — 1).

E pela hipotese de inducao, essa parcela também nao depende de p. QED
Lema 3.2.3 (Lemma 3.5 de [3]). Para todo z,t € Z,

1 Peppr1(€>1)=ak

2. Ppan(Xp € 6 >1)=PP(X, € ).

Demonstra¢ao. O primeiro item do lema decorre imediatamente da argumentagao do
Teorema 3.2.1, pois se y = x + 1 nao necessitamos utilizar a desigualdade de Bernoulli.
Para a segundo item, os autores do artigo [3] afirmaram que condicionado em Ny, £ e X;

sao independentes. Temos

Prot1(Xi = 7,6 > Ny = k) = Pop1(Xy = JIN; = k)Pp oy (§ >INy = k)
= P;B,x—l—l(Xt = j|Nt = k?)(l — C)k.
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Além disso,

)@= -

Entao,
Poort(Xe = 5.6 > 1) = 'Y Poor (X, = jIN, = k)PP, (N, = k).
k

Usando o Lema 3.2.3 e a validade do acoplamento, obtemos

Px,:v—l—l(Xt =58> t) = othi’?iH(Xt = j) = Oftp(p) (Xt = j)-

xT

QED

A afirmacao de que X; e £ sao independentes dado N, é falsa. Veja o seguinte

contra-exemplo.

Contra-Exemplo. Uma condigao necessaria para X; e £ serem independentes, dado Ny,

seria
ijy(Xg = S|§ S 1,N2 = 1) = Px7y(X2 = S|N2 = 1)
Todavia,
Pyy(Xo =5 <1,N; =1) =P(Bin(z, (1 —¢)) =s—1).
E,

Px’y<X2 = S|N2 = ].) = Px’y<X2 = S|N2 = 1,(,01 = 1)Pm7y(w1 = 1|N2 == 1)+

szy(XQ = S|N2 = 1,(,01 = O,LUQ = 1)P$7y(WQ = 1|N2 = 1,w1 = O)ng’y(wl = O|N2 = ].) =
1

P(Bin(z, (1 —¢)) = s — 1)% +PBin(z+1,(1 —¢)) = 8)5

Como as probabilidades nao coincidem em geral, isso é suficiente para a falsidade da

sentenca.

Contudo, é possivel provar que os eventos {X; = k} e { H; = h} sdo independentes
dado Ny, para todo k,t,h € Z, e i > t. A demonstragao pode ser encontrada no apéndice
B. Note que esse resultado garante a argumentacao do Lema 3.2.3, pois no argumento
foi apenas usado que os eventos {X; = j} e {¢ > t} s@o independentes dado NV, e isso é
valido pois {¢ > t} = {H; > 0}.
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Lema 3.2.4 (Lemma 3.6 de [3]). Para j € Zy, seja A; ={0,...,j}. Entdo
Demonstracdo. Para todo t,

Pw(Xt€A>—Pz+1 XtEA Zp IZ Zpt(x—i—l,z)

i€A; I€A;
- Z Poor1(Xe =J) — Z Pa:,ﬂ:-&-l(X; =J)
i€A, i€A;

=P (X € A)) = Prapi(X; € A))

=Pyt (Xt € 4,6 > 1) + P (Xp € 45,6 <t)—
Poor1(X, € Aj € > t) = Pypni (X, € A;,€ < 1)

X, € A€ > 1) —Poon(X, € Aj 6 > t)
HA'(Xt) —]IA»(X') £>t)

= Pm,x+1

PN

= Ex,:r+1

= Ez 241 ( Zﬂ{k} Xi) Z L (Xy), € > t)
]71

= Ey 41 ( Zﬂ{k} (Xy) — Z Ly (X)), € > t)
k=0

Ew,x—i—l(]l{j}(Xt 75 > t) - Ew,x—i—l(]I{O}( t)ag > t)

—1
= Ex,:c+l (
=0

Px,ac+l(Xt:j7§>t) P.Z’:E+1( _0 §>t>

<.

Ty (X)) — Tpyy (X)), € > t)

ol

Sob € > t temos X, = X; + 1 e entdo, [ 111(X;) = [y (Xy), e X, =0 = £ <,
logo {Xt =0, >t} = (). Portanto, usando o resultado provado na prova do Lema 3.2.3

segue
Px(Xt S A]) - Px+1(Xt € A]) - PI7$+1(Xt - j,f > t) - Oétpz(tﬁ)<Xt - ])
QED

Prova do Teorema 3.2.2. Para todo j, somando zero e usando o Lema 3.2.4, temos

di(z,y) = Po(Xi € Aj) — Py(X, € Aj)
y—1
Z Pp(X: € Aj) — Pri(X: € 4)))
=a' P,(Cp)(Xt =J)
k=x

Como vale para todo j, o resultado é valido. QED
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Para fechar o capitulo, apresentamos um resultado que generaliza o item 2 do Lema
3.2.3.

Teorema 3.2.3 (Theorem 3.7 de [3]). P, ,(X; € .|§ > ) converge em distribuicao para
7®) quando t — oo.

Demonstragdo. Argumentaremos que
Pz,y(Xt = j‘Ht = 1) — W(ﬁ)(j) e

para k > 2. Isso sera suficiente, pois

Poy(Xe =J,§> 1)
Pry(€>1)
Z:f Px,y<Ht =k, Xy = J)
Z:f Px,y<Ht = k)

Puy(Xe = j|H; = 1)

—z | Py y(Hi=k) :):PIHk).
1+Z {sz(Hi )} 1+Z |:PxZHi 1)}

Poy( Xy =jlE > 1) =

Zy x Py .y (Xi=j,Hi=k)
Py y (H=1)

Denotando M =y —x e § =1 — ¢. Temos,
Poy(H = k) = Epy(Poy (Hy = k|Ny))
= Eqy( (y ; x) (1 =)V (1 — (1 —)Nr)r=F)
— (A]j) E,, (0N (1 — gN)MR),

Também,
M-k
T,y .
M-k
_ (—1)' (M - k> E, , [0)N]
i
=0
M—k
M —k . ,
=+ 3 (M) 0 a - pey

S B R =)

Além disso, para k > 2

Poy(Hi=k) _(p+(1—p)0*) [ 1 o(1)
Poy(He=1)  (p+(1—p)o) <1 o) 17 0(1)> oV
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Para a outra afirmacao, usando o Lema 3.2.2, o argumento da demonstracao do

Lema 3.2.3 e a relagao anteriormente expressa entre Ny, H; e X;, temos

Poy(Xy = j. Hy=1) =Y Poy(X; = jIN; = k)P, (H, = 1N, = k)P, , (N, = k)

k=0
00

=D PP = jIN, = k)(y —2)(1 = (1= )") 7 (1 = )Py (N, = k)

= (y — 2)a'EP [[y () (1 — (1 — o))" ]
= (y — 2)a'PP (X, = j)(1 + o(1)).

A quarta igualdade é vélida porque

EP (I (Xe) (1= (1= )™)r=)

—EP (H{j}(Xt) ril (y ) 9; . 1) (0= C)NtkD

k=0

P =)+ 3 B - o -u (Y Ty )

=PP(X, = j)(1+ ;(1))-

A terceira igualdade é verdadeira visto que para todo k

(1 0™y (X)) _EX(-0™) _ G+ (1 =p)(1 - o))
PP =5 PP =) PP(X, =j) o

J& que (X;)¢>o 6 recorrente positiva, e p?) (X, =j) = 7@(4), onde 0 < 7P () < 1. Tudo
isso nos possibilita concluir que P, ,(X; = j|H; = 1) = plP) (X:=j)+o(1). QED
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Capitulo 4

O fenomeno de cutoff

Neste capitulo apresentamos o principal resultado do artigo referéncia, isto €, que a classe
de modelos da Equacao 2.2 apresenta cutoff num sentido que sera explicado. Mas an-
tes mostraremos um comportamento interessante da distribuicao estacionaria quando os
parametros p e ¢ estao proximos de zero, esse resultado sera importante para provar o
resultado sobre cutoff.

Para uma sequéncia de cadeias de Markov ((Xt(n))tez + Jnen, onde (Xt(n))teL_ é a
cadeia da Equacdo 2.2 com ntcleo de transicdo pP»° denotamos, 7™, dﬁ”), P(m"), para
designar, respectivamente, a distribuicao estaciondria, a distancia em variacao total no

momento t e a lei do processo partindo de x € Z,, da n-ésima cadeia dessa sequéncia.

4.1 Limite Poisson

Teorema 4.1.1 (Theorem 4.2 de [3]). Seja pp,c, € (0, 1), p, — 0 e IZ—: =B € (0, o0).

Entio ™ converge em distribuicdo para Pois(B) quando n — oco.

Demonstracao. A prova desse teorema, no artigo, foi feita parcialmente, para t > 0. Eles
usaram a funcao geradora de momentos. O argumento apresentado aqui ¢é valido t € R,

e para isso lancaremos mao da seguinte desigualdade.

0<z—In(r+1)<22% |z]<0,93. (4.1)

Para t fixado, temos
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A (¢) = In :E(exp{tiij(Rﬁ e C")j)})]
o 0-])
—In _E(ﬁ(l — (1= el + (1= e exp{th " }

Mas veja que para todo 7, Rjn) < Geom™ (1 —p,) e

— Dn
pn(l - Cn)j ‘

notamos que para todo n suficientemente

Pa(l—(1—c,) + (1 —c,) exp{t}) <1< exp{t} <1+

1 1
T = eyt

rande, exp{t} < 1 + 1¢, Vj. Assim, para todo j € N e n grande o suficiente,
g (1 J

Vendo que j; > jo =

teremos

((1 e+ (1— e exp{t) ™ >) =3 (= Pl — (1= )+ (1 eV exp{t})*
i k=0 .
1 =pa(I—= (1 =)l + (1 — ) exp{t})

Assim, a seguinte soma estd bem definida para todo n suficientemente grande,

: B () 1—pn
AM () = ;ln{ 1—pu(1— (1= cp)i(1— exp{t}))}

N 1 —pn +pn(1 — )7 (1 — exp{t})
= —jzoln{ Ty }

_—Zl {1+p" _p Cn)’ (l—exp{t})}

Agora usaremos a desigualdade da Equacao 4.1, com z = %(1 — exp{t}).

Observando que para todo t e 7,

|pn<1 B )

Tk (- et <5

(1 —exp{t})].
— Pn
Entao, como t é fixo, para todo n suficientemente grande

pn(l B )

P (= e{rh)] <093, V)

Ou seja, para todo 7,
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pa(l—c )
1_pn

= 0<Zp"

0<

(1 — exp{t}) — {1 4 p"(ll_—_pc’”‘]

n

1—exp{t})+A (1) < 2(p"(1‘eXp{t})2) i(l—cn)zj.

Vendo que,
P =
T (1 — exp{t}) Z
7=0
e

concluimos que

nh—>nolo In [E(exp{ ZBmJ

4.2 Cutoff

4.2.1 Definicao de Cutoff

Pn N
i < pn(1 — exp{t})?

0

200 Pn 9
(1 —py)? cn( eXp{t}) n—00 0

1—%)])})} — _B(1—exp{t}), VteR.

QED

Para apresentar a definicao desse fendmeno e algumas consequéncias, precisamos

definir outros objetos. Gostariamos antes de pontuar que a distancia em variagao total,

tal como na Definicao 2.2.2, é uma métrica. no sentido usual de analise, para o espaco

das medidas de probabilidade. Entao é valido, por exemplo, a desigualdade triangular.

Definicao 4.2.1. Seja (Y}):ez, , uma cadeia de Markov tal como na Definicao 2.1.1. Seja

ela irredutivel, aperidédica e recorrente positiva, com distribuicao estacionaria n. Denota-

mos a fung¢do variagdo total por d(t) = sup,cr||P!(z,.) — nllvr.

A fungao d(t) é nao crescente em t, pois

veja [17, Capitulo 4].

||Pt+1(:L’

»

—llvr<||PHz,.) = nllvr Vz e X,
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Definicao 4.2.2. O e-tempo de mistura é
tmiz(€) = Inf{t € N: d(t) < €}.
Denotaremos t,,;, para i—tempo de mistura.

E imediato que 6 > € = tpi(0) < tmiz(€). O fendmeno de cutoff é definido

numa sequéncia de cadeias de Markov, e usaremos n para denotar a grandeza da n-ésima
(n)

mm( ) sera o e-tempo de mistura da n-

cadeia de Markov da sequéncia. Por exemplo, ¢
ésima cadeia de Markov, d,, a funcao variacao total da n-ésima, etc. A definicao a seguir
foi retirada de [17, Chapter 18].

Definig¢ao 4.2.3. Uma sequéncia de cadeias de Markov, ((Y;("))mh)neN, tém cutoff com

janela de tamanho O(w,,) se w, = o(tﬁfjfi)

lim liminfd, (") + aw,) = 1,

mix
a——00 N—0o0

n)

lim lim sup d,, (& mag + 0y) = 0.

a—0o0 n—oo

Pode ser um pouco dificil para entender o que essa definicao estd dizendo. Mas
usando o primeiro limite da Definicao 4.2.3, é possivel deduzir, pela monotonicidade de
d(t), que

Ve>0,3M(e) <Oek(e) € Ntal que o < M(e) e k > k(e) = dp(t) +awy) >1—e.

Com isso, para todo 0 < C' < 1,

e
d (Ct(n ): d (t(n) . (1 C)tmwc

mixr mwx

wy) — 1,
Wnp,

()

quando n — oo, pois w, € o(t,,;.). De um argumento andlogo, mas usando o segundo

limite da Definicao 4.2.3, podemos deduzir que

) 1, seC <1,

lim d, (C’tmw) = (4.2)
oo 0, seC >1.

Ou seja, para a cadeia (Yt(n))tez . com n grande, a sua funcao variagao total vista

(n)

queda repentina exemplificada da o nome ao fenomeno: cutoff. O i—tempo de mistura

na escala de tempo criada por ¢’ se comporta como ilustrado na Figura 4.2.1. Essa

nao possui nada de especial, poderiamos usar qualquer e-tempo de mistura na Definicao
4.2.3. Também podemos provar que
(n)
t2 (1—
Ve e (0, 1), lim %
n—oo 4\ (6)

mix

=1. (4.3)
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dﬂ (I)

~

\_

A

mix

Figura 4.1: Tlustragao cutoff.

Nao provaremos esses resultados pois as demonstragoes sao essencialmente iguais
aos argumentos que apresentaremos na Proposicao 4.2.1, para provar um resultado um
pouco mais geral.

Portanto a Definicao 4.2.3 estd dizendo que a lei Px(Y;(") € .) se aproxima em
variacao total da sua distribuicdo estaciondria n™, para n grande, numa janela de tempo
cuja a magnitude, se comparada com a ordem dos tempos de mistura, é irriséria. Para

fechar essa secao, apresentamos um resultado muito tutil.

Proposigao 4.2.1. Seja ((Y;(n))tem)neN uma sequéncia de cadeias de Markov. Se existem
sequéncias (f(n))nen € (Un)nen tais quais v, = o(f(n)) e

lim liminfd,(f(n)+av,), =1

a——00 N—00

lim limsupd,(f(n)+ av,) = 0. (4.4)

=0  nvoo

Entao eziste uma sequéncia (wy)nen tal que a Definicao 4.2.3 € satisfeita, e

lim ()

Y

=1.

Demonstracao. Primeiro mostremos que f((n—f) — 1. Usando a definicao de limite e a

mix

monotonicidade de d,(t), podemos deduzir, da Equacao 4.4, as seguintes sentengas.
Ve>0,3M(e) <0ek(e) € Ntal que o« < M(e) e k > k(e) = dp(f(k)+avy) >1—e.

Ve>0,dIN(e) >0em(e) € Ntal que o« > N(e) e k > m(e) = dp(f(k)+ avy) <e.
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Fixe § > N(3) e « < M(3) Entao para todo k > max{m(3), k(5)}

f()+5”k<t f()+ayk7

garantindo o resultado.

Mostraremos apenas o primeiro limite da Definicao 4.2.3, o argumento para o
segundo é similar. Seja w, = v, +|f(n) — sz Dado e > 0 faga k > k(e) e« < M(e) <0
tal que dk(f(k‘) +av) >1—e

Seja tmm f(k). Pela monotonicidade e por a ser negativo, obtemos
di(tyn, + awy) > di( (k) + awy) > di(f(k) +av) > 1—c.

Se tmm > f(k), entao |f(k) — mm| tfﬁm — f(k) e, como « pode ser arbitrariamente

pequeno,
di(te), + awy) > di(f(k) + avg + (o + 1) (], — (k) = di(f(k) + o) > 1 —e.
QED

Fizemos questao de apresentar esse resultado pois na pratica usa-se essa proposicao,
visto que em muitos contextos é complicado obter exatamente os tempos de misturas.
Isso é o que ocorre no modelo que estamos estudando, note que temos cotas apenas para
di(z, ), nao para d(t) = sup,cz, di(z, 7). Desse modo, ndo conseguimos ter ideia da
grandeza dos e-tempos de mistura do nosso modelo. Quando se prova que uma sequéncia
de cadeias de Markov satisfaz os limites da Proposicao 4.2.1, dizemos que a sequéncia tém

cutoff em f(n) com tamanho de janela O(v,).

4.2.2 Cutoff do modelo

Nesta secao apresentamos o principal resultado do artigo referéncia.

Teorema 4.2.1 (Theorem 4.3 de [3]). Para n € Zy, pn,cn € (0,1) com p, — 0 e
lim,, oo 2 Bo = B e (0,00). Seja (Yn)nez, uma sequéncia de nimeros reais satisfazendo

lim, oo ¥ = 00. Faca

_Iny,
==

Entao, para todo € > 0:

1.
1
limlimsup sup {dﬁ"’(yn, ™)t > t, + —} = 0.

e—0 5500 €Cn
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2.
lim inf {dgn)(yn,ﬂ(”));t <t,— bn} =1,
n—oo
onde 1 Inl
bn = (1 —|—E)<§lnyn_‘_ n nyn)
Cn

Segundo os autores do artigo [3], a sequéncia de cadeias de Markov, com a n-ésima
cadeia sendo aquela com probabilidade de transicao pP»°", ¢, e p, tal como no enunciado
do Teorema 4.2.1, apresenta cutoff em ¢, com janela de tamanho

O(max(In(y, ), 202way)

Cn

Perceba que a sentenca do Teorema 4.2.1 satisfaz a Proposicao 4.2.1, com os parametros
enunciados. E notério a forma intrincada do Teorema 4.2.1, isso é devido ao fato de
termos cotas para a distancia em variacao total apenas para estados inciais fixos, assim
dificultando a demonstragao do fendmeno de cutoff, que é definido para a fungao variagao
total. A demonstragao do Teorema 4.2.1 é feito através de lemas e coroldrios. Segue o

lema.

Lema 4.2.1 (Lemma 4.4 de [3]). Assuma as condigoes do Teorema 4.2.1 vdlidas. Para

0 >0, seja

Iny, +6 Iy, —Inlny, —In2 — 0
)m(e)::c—eun(@):: =) ) o,

Entao,

1. limg o { lim sup,, ., SUp=, (p) 4™ (0, yn)} =0.

2. limg_ o { lim inf, _, infie,, (o) d,E”)(o, yn)} =1.

Demonstragao. Denote o, = 1 — ¢,(1 — p,,). Para o primeiro item, usando o Teorema
3.2.1, para todo t > \,(0)

In dﬁ”)(o, yn) <Iny, +tlna,
<Ilny, + A\ (0) Inay,
In(1 —c, (1 —pyn))

=Iny, + (Iny, + 0)
<Iny, — (Iny, +0) = —0.

Tomando o # — oo e usando a continuidade do logaritmo, concluimos o primeiro item.
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A demonstragao do segundo item é maior. Usaremos as conhecidas desigualdades
de Chernoff-Hoeffding para a distribuicao binomial. Se X 4 Bin(m, p) para algum m € N
ep € (0, 1), entao para todo ¢ € (0, 1),

dpm

e P(X < (1—8ymp) <expd = PV (45
| -5

5%pm
2

P(X > (1+8§)mp) < exp{ -

Para um estudo detalhado sobre esse tipo de desigualdade veja [11].

Continuando, observe que sob P(()"), X, é estocasticamente dominado pela variavel
Bin(t, p,), isto é, P(()”)(Xt > a) < P(Bin(t,p,) > a). Para entender essa relagao basta
considerar um acoplamento similar ao da Definicdo 3.2.1, onde X; e X, comecam em 0,

7’ ! 7’
mas na catastrofe X, se mantém constante. Definamos,

Tn(0) = (1 + m%n%(ﬁ)-

Por conveniéncia de notagao, denotaremos v, e v, ao invés de v,,(0) e v, (0). Pela Equagao

4.5, para qualquer t < v,

02 n“n
PY (Xe > ) < P(Bin(t, pn) > ) < P(Bin(va, pa) > 1) < exp [_ Y }

- 8vIny,

Por outro lado, sob P, X, domina estocasticamente Bin(y,, (1 — ¢)™). Isso é
verdade pois na regra do acoplamento H; + X; = X; comzr = 0ey = y,, em toda

trajetéria. Em particular, domina Bin(y,, (1 — ¢)*). Note que

Yn(1 — cn)"™ = exp{lny, + v, In(1 — ¢,)}

(g — Inlng, — o2 — 0 )
Cn (Inyy, )1/
exp{ ny, + Y n( Cn)}

= exp{lnlny, + In -~ -+

— In(y.) (i—:) exp {W} | (4.6)
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Como t < v, para todo n suficientemente grande,

Y B (1 + 2(1n;n)1/4)pnyn B (1 + 2(1n;n)1/4>cnyn

e A (O

In(y,) exp [W]

—6 nin
(1 + 2<1nyn>1/4)c” (1= Tgk =2/ In(y,) — gyl

—In(1 —¢,

<1+W)<(1+2(0 )(1 o )

In 3,,)1/4 ~ 2(lny,)4
P [Onyi')lM] ) )

82

IN

IN

Na quarta desigualdade usamos exp{—z} <1—3, 1,5>2 > 0. Como t < v, e pelas
Equagoes 4.5 e 4.7, temos

Yn(1 —c,) "m0

Py (X1 < 7) < P(Bin(ya, (1 = ¢)'") S 7) S exp | = =2ae-

Assim temos que pela Equagao 4.6,

) (n) Bo*
lim sup sup P\ (X; < 7,) < exp{———

n—oo t<vp Yn 48

Ou seja,

n n 1_ n Vn94 62 nVn
liminf( inf 47(0,)) = liminf(1 = exp | — * (4811;:3;)” 1 TP {_ = ])

po*
18

> 1—exp{—
Corolério 4.2.1 (Corollary 4.5 [3]). Sob as hipdteses do Teorema 4.2.1,
1. lime_,o0 limsup,, . Sup,s,, 1 d™(0,y,) = 0.
2. Para todo € > 0, lim,,_,oo infy<y, 4, dgn)((), yn) = 1.

Demonstracao. A prova desse corolario se resume em provar que o item dois do Lema

4.2.1 implica no item dois desse corolario. Para isso note,

Iny, —Inlny, — 0
—In(1 —¢,) I e e

vn(0) >
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Como — In i—: — —Infel— W — 1, dng € N tal que, fazendo 6 bem grande,
as desigualdades enunciadas valem para todo n > ny. Usando o teorema da convergéncia

mondétona e resultados de calculo diferenciavel e integravel, pode-se mostrar

Yt = —In(1 — ) ifﬂ, Ve (0, 1).

: 1—=x
1=0 1=0

Além disso, para todo n suficientemente grande,

-1 1

In(1 —¢,) Zl L/
1 1

nl—(—cn/2—c2/3—=..))
S o(—eaf2 = 23— )

Cn
14 (/24 0(ch)) + 2075 (—cn /24 O(ch) Y
= -
_1—ca/2+ O(ep)
= . '
A terceira equacao segue, ja que | —c,/2—c2/3—...| < exp(c,) —1 < 1 para todo

n grande. Ou seja,

Iny, —Inlny, — 0

vn(0) > (1= co/2+0(cp))
Iny, Inuy, Inlny,, Inlny, 0
= 2 () O(en) — —— 2+ T i n(y,)0(cn) — —(1 — /2 + O(c2))
Cn, 2 Cnp 2 Cp,
Iny, Inlny, Inlny, 6
=1, — O(c,) Iny, ——(1 1
(B 220 ) 4 0l g, + 52 = L1401
(1) (2) (3)
/_/% 7\ Y < Y
O(c,) Iny, 1lnlnn i1—01 1 Inlny,
=tn — [1_ In e )1313 1 flln 1 ( 151131) } (—lnyn+ - >
% + Ty" 5 Iny, + —y" 5 ny, + —ny” 2 Cn
(1) - 1ny5f"+)1}1nlp%2n = T +013§2(Zi)7)’&' Se Jﬁﬁfn — ¢ < 00, como O(c,) — 0 teremos
(1) — 0, % — o0 ainda teremos (1) — 0.

(2) - Pois % — 0.

(3) = 6(1+o(1))
(02” Inyn+Inlnyn,

independe do que ocorre com ¢, Iny,.

) — 0 visto que 6 é constante. Note que essa convergéncia
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Entao dado # > 0 e € > 0, para todo n grande,

1 Inlny, 1 Inln y,
va(0) > tn—(1+(1)+(2)+(3))(§1nyn+ Y ) > ty—(1+¢) (§lnyn+ Y ) = ty—b,.

Cn n

Portanto, para todo n grande o suficiente

inf d,ﬁ”)(o,yn)z inf dgn)((),yn).

t<tn—bn t<vn(0)

Isso, com o Lema 4.2.1, prova o segundo item do corolario. QED

Demonstracao Teorema 4.2.1. Comecemos pelo primeiro limite.
A" (g, 7)) < & (9, 0) + A (0,7") < " (0, 0) + pncry,

Note que ji, — f pelo Teorema 4.1.1 e Inaj, = tIn(l — ¢,(1 — p,)) < —%t quando
pn < 1/2. Portanto

lim sup p,al, =0.
T bty + L

ecn

Isso, com o Corolario 4.2.1, garante o primeiro item. Para o segundo item, observe

A" (g, 7™) > PO(X, > 7) — 7 Ly + 1, ).

Como ja argumentamos na demonstracao do Corolario 4.2.1, v, > t, — b, para todo n

grande. Entao pelo argumento do Lema 4.2.1

G4
liminf inf P?(JZ)(Xt > y,) > 1 — exp{_4_8 ’

n t<tn—bn

(n)
(

w(n)

para todo # > 0. Vendo que P/, (X; > 7,) < ﬁ/ﬁ — 0, provamos o teorema. QED

4.2.3 Simulacao do cutoff

Fizemos algumas simulagoes para ilustrar a validade do Teorema 4.2.1. Tomamos:

0
- 704+n’

1
Yo =N, Pn Cp = —.
n

Simulamos 60000 trajetérias de (Xt(n))tem, partindo de X(()”) = 10, e com elas estimamos

empiricamente p‘(10,.) para

t € (t, — 3max(log(y,), 1) ¢+ 3max(log(yy), i)

Cn

E com essas estimativas, calculamos v, (t) = d;(10, 7(™).
Se o resultado que provamos nas secoes anteriores estivesse correto deveriamos ver
a v, (t) caindo de 1 para 0 na janela do cutoff. Isso é o que acontece, nos indicando que o

resultado é coerente.
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Vn(t)
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00
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tempo

Figura 4.2: Exemplo n = 100, intervalo (1, 919).

T T T T T
1000 2000 3000 4000 5000

tempo

Figura 4.3: Exemplo n = 500, intervalo (367, 5848).
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vin(t)
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2000 4000 6000 8000 10000 12000

tempo

Figura 4.4: Exemplo n = 1000, intervalo (1109, 12707).
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Capitulo 5

Resultados adicionais

A intencao desse capitulo é apresentar alguns resultados interessantes, mas que destoam
muito do objetivo dos capitulos anteriores, o qual era o estudo do fenomeno de cutoff para

a Cadeia da Equacao 2.2.

5.1 Representacao por processos de ramificacao

O modelo definido na Equacao 2.2 pode ser pensado como um processo de rami-
ficagdo com imigra¢ao num ambiente aleatorio, nos termos de [15]. Recordando que wy é
a variavel indicadora de catastrofe no momento ¢, defina v; = 1 — w;, o passeio pode ser

escrito como

Xt
Xt+1 = Z Ukﬂg -+ V. (51)
k=1

Em que v, é interpretado como o nimero de imigrantes se juntando a populacao
na t-ésima geragao e Uy, ¢ a quantidade de descendentes do k-ésimo sujeito vivendo na t-
ésima geragao. Dado vy, {Uy+}r s@o IID com distribuigao comum Ber (v, + (1 —c¢)(1—vy)),
e independentes de Xj;.

Esse tipo de representacao ¢ muito ttil pois escrevemos a varidavel do processo
como uma soma de varidveis aleatérias nao negativas. Ademais, a teoria de processos
de ramificagao é bem desenvolvida. Por exemplo, usando essa representagao e [15, The-
orem 4.2], pode-se provar que o tempo até a extingao, isto é, 7y tal como na Definigdo
2.1.4, tem cauda exponencial, qual seja, Po(1y” > t) < aexp(—bt) para algum a,b > 0.
Essa observagao seria suficiente para argumentarmos a recorréncia positiva no comego da
dissertacao.

Construamos o seguinte processo. Tp = 0 e T,, = inf{k > T,,_1 : wx, = 1}, note
que T, é uma variavel aleatéria que designa a época da n-ésima catastrofe. Essa é uma

sequéncia de tempos de parada, e o processo Z, = Xp, forma uma cadeia de Markov pela
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propriedade forte de Markov'. Informalmente falando, (Z;)iez, ¢ a cadeia da Equagao
2.2 no momento da t-ésima catdstrofe. Diremos que (Z;)icz, € a cadeia(processo) das
catdstrofes de (Xi).ez, . Esse processo é aperiddico, P(Z,41 = 2|Z, = z) > 0 pois, se ap6s
uma catastrofe a populacao tém z individuos, a probabilidade de na préxima catastrofe
a populacao ficar com z individuos é estritamente positiva. E irredutivel visto que a

geométrica toma valores em Z,. Além disso, possui uma distribuicao estacionaria.

Proposicao 5.1.1 (Proposition 5.2 de [3]). A cadeia de Markov (Zy)cz, tem uma dis-

tribuicao estaciondria Zs. Sua funcdo geradora de probabilidades é dada por

Zoo_oO l-p
S | ey e e e I R LS

Nos termos da Proposicao 2.2.1, Zo, = R — Ry = Y2 Binj(R;, (1 —¢)?).

Demonstracao. Seguiremos o roteiro da prova da Proposicao 2.2.1. Seja Z £ Z;’il Bin;(R;, (1—
c)?). Perceba que Z; L Bin(Zy + Geom™ (1 — p), (1 —¢)), Zy e Geom™ (1 — p) séo inde-
pendentes, pois a ocorréncia de catdstrofe num certo momento nao depende do passado.

Entao,

E(s7) E(s71|Zy 4+ Geom™ (1 — p)))
R )

I—p 1—p
l—pl—(1—-c)f+1=-0f1-(1=-c)+(1=0¢)s))1—=p(1—=(1—=¢c)+ (1 —c)s)

@
—~

—

i
I

1—0p 1—0p
l—-pl—(1 -t +(1—-c)*)1—-—p1—-(1—-¢c)+(1—20)s)

—

e
Il
—_

l—p
L—p(l—(L=c)F+(1L—c)s)

=T

£
Il
—

QED

O resultado da Proposicao 5.1.1 estéd de acordo com a intuicao, note que a distri-
buicao de X; é igual & Zy) +t—9(t), onde ¥(t) é o momento da tltima catastrofe antes da
época t. A varidvel t —J(t) é uma geométrica 1 — p truncada em ¢, na medida que t cresce
essa geométrica tende a ser, com efeito, uma geométrica. A abordagem para demonstrar
esse resultado no artigo referéncia foi outra. Eles representaram Z; também como um
processo de ramificagdo e usaram, novamente, o artigo [15]. A utilidade do processo das
catastrofes é muito grande, porque a estrutura probabilistica desse processo é, em geral,
mais simples que a do processo original. Por exemplo, [14] e [7], deduziram distribuigoes
estacionarias utilizando a ideia da cadeia das catastrofes para outros passeios aleatorios.
Ademais, o processo das catdstrofes da Equacao 2.2 é mais estavel que a cadeia original

quando observamos o caso de catastrofes raras, porém severas.

IN&o entraremos nos detalhes desses conceitos. Aos leitores interessados veja [4, Secdo 2.5]
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Proposicao 5.1.2. Sejap, — 1 ¢ %Zﬁ — B € (0, ). Denote X a4 varidvel com

lei 1gual a distribuicao estaciondria de pP~“". Seja Z a varidvel com lei 1gual a distri-

e~ . s . s ~ n
buicao estaciondria do processo das catdstrofes de pP~». Entao Xéo) converge para 0O em

) converge para Geom™ (—=) em distribuicio quando n cresce.

. g~ (n
distribuicao, mas Zso 45

Demonstracao. Observe que VM > 0,

P(X" < M) <P(Geom™ (1 —p,) < M) =1— (p,)” — 0.

n—o0

Garantindo que Xég) converge para infinito em distribuicao. Para mostrar que Zg}) con-

verge para Geom_(ﬁ) em distribui¢ao, mostraremos que as fungoes geradoras de pro-

babilidade dos (Zég) Jnen convergem para a de Geom™ (
p. 280]. Note que

7+3)» veja [8, Continuity Theorem

eom p
E(sSeom™ () — 0 s,p € [0, 1].

Por outro lado, pela Proposicao 5.1.1,

n s 1 —
E(SZ‘;’)) :H Pn

Sl =pa(l=(1—e)f+(1- cn)bs)

Avaliemos os casos. O fator associado ao k = 1 no limite em n converge,

1—p, B 1
— — — — o n(lfcn)
T=pl= (=) + (L=c)s 142l )

noro 1

1+ 5(1—s)
1

= m

1—(1—g5)s

Para o outro fator,

Observe que
2
0§:13—1n(1—|—z)§% z € (0,1).

pn(lfcn)k

Fazendo = = ;
—Pn

(1 — s) e notando que para todo k > 2,

1_pn

podemos dizer que para todo n grande o suficiente, dado s fixo,

0<

pn<1 _Cn>k pn(l_cn)k 1 pn(l_cn>k 2
——(1-s)—-In|{l4+———(1— < —|——(1— > 2.
1—p, (1—5)—In|1+ T (1—2s) <> e (1—5) Vi >
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Isso implica
O<§:pn<1—cn Zln _Cn)k —S <l§: pn - n (1—8)
T = 1—p, -2 1-—

Observando que,

= n n ]' n n o0
C1—p, (1 —py)
teremos
= ]-_pn n—oo
—1
]Hzl—pn(l—(l—cn)k+(l—cn) s)
Portanto,
1
(n) 1+3
lim E(s%* ) =
M E(s™) = 173 s

QED

5.2 Tempo de primeira extincao

Vamos analisar o que ocorre com tempo de primeira extin¢ao quando a populacao
inicial é grande. Denotaremos o tempo até a primeira extingao por 7y, essa variavel é
como na Defini¢ao 2.1.4 para o processo da Equacao 2.2. Em modelos para crescimento
populacional, a relacao entre o tamanho da populagao inicial e o tempo até extincao €, em
geral, aproximadamente logaritmica, veja [16, segao 2|. Verificaremos que isso ocorre nesse
modelo também. Denote (Xt(o))tez L e (Xt("))tez . a cadeia da Equacdo 2.2 com populagao
inicial 0 e n, respectivamente. Pela regra do acoplamento na Definigao 3.2.1, para todo
t>0

X" =X+ "™, (5.2)

Além disso, defina
(n) _ - Ly () (n) _ ; L)
W =inf{teZy; X;” =0} e "W =inf{teZ H"W =0}

Primeiro apresentemos alguns resultados que serao tuteis para provar a dependéncia lo-

garitmica entre a populagao inicial e 7y, mas que sao interessantes por eles mesmos.

(0)

Proposicao 5.2.1. X ey COMVETgE €M distribuicao para Z.,



5.2. Tempo de primeira extincao 54

n)

Demonstracao. Observe que na regra do acoplamento, o tempo em que Ht( = 0 pela

primeira vez é um tempo no qual ocorreu catastrofe. Denote (Zt(o))tez . a cadeia das
catastrofes de (X ”)iez,, (2" )iez, a cadeia das catastrofes de (X\")iez, ¢ (Vi )iez,
para o processo das catastrofes de (Ht(n))tez .. Perceba que pelo Lema 2.2.1, V;(") =
Bin(n, (1 —¢)") e XE((’)” < Zf??z), onde n™ = inf{¢: V;(") = 0}. Observe que ™ indica em
qual catastrofe houve o acoplamento para o modelo original, isto é, se houve acoplamento
da primeira catéstrofe, n™ = 1, se na segunda, n™ = 2, e assim por diante. Veja que
VM eN,

P(i™ < M) =P(V}’ =0)=(1— (1—)*)" = 0.

Ou seja, por Borel-Cantelli, (™ converge para o infinito quase sempre, quando n cresce.
Agora provemos que os eventos {Z,go) = 2z} e {n™ = k} sdo independentes para todo
2,k € Z, . Para isso, argumentaremos em paralelo que {Z,EO) =z}e {Vk(") = v} para todo
k,z,v € Z,, pois isso nos ajudard a provar o primeiro.

Antes de prosseguir facamos uma observacao fundamental. Pela Definicao 3.2.1,
quando ocorre catastrofe, isto é, quando estamos em (c2), X; toma valor como uma
binomial e H; como outra binomial, as quais sao independentes uma da outra e sao
independentes do passado. Denotaremos B(m, (1 —c), Z;) para ser a binomial de (X});cz,
na t-ésima catastrofe, dado que logo no tempo anterior a t-ésima catastrofe a populacao
tinha m integrantes. Similarmente para o processo (H;);cz, denotaremos B(m, (1—c), V;).
Por fim, uma outra notagao, R; serda a quantidade de imigrantes que chegaram entre a

t-ésima menos uma e a t-ésima catastrofe. Entao,
P(2" = 2, V" =v) =P(B(R1, (1 - 0), Z1) = 2,B(n, (1 - ), Vi) = v)
—ZP (1—¢), 7)) = 2)P(B(n, (1 —c), Vi) =v)P(Ry =)
= p(z{‘” = 2)P(V™ = ).

A segunda igualdade é verdadeira porque as binomiais sao independentes do pas-

sado, em particular, independentes de R;. Em particular,
P21 =2 =1) = P4 = 2, V" = 0) =P(2)" = 2)p(s" = 1),
Suponha P(Z\” = 2, V" = v) = p(Z”) = 2)P(V"" = ). Entéo,

(Zig% =z Vk+1 = ) =PB(Rit1 + Z(0),,, (1 = ¢), Zj1) = 2, B(Vk("), (1—1¢),Viy1) =)
= SR+, (1 — ), Zin) = 2P(B, (1 — ), Ver) = 0)P(Resr = rP(ZY = p(1") = y)

7y’
0 n
= P2, = 2)P(V,\") = v).

Na segunda igualdade as binomiais sao independentes do passado e uma da outra,

o R; é independente do que ocorreu na t — 1-ésima catastrofe e usamos a hipdtese de
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inducao. Também, com o mesmo argumento, temos

P(ZY) = 2™ =k +1)
P(B(Ris1 + Z(0)y, (1 — ¢), Zir) = 2. BV, (1 = ¢), Vir) = 0, ;" > 0)
— Z P(B(r+z,(1 —c¢), Zrs1) = 2)P(B(y, (1 — ¢), Viy1) = 0)P(Ryy1 = T)P(Z,S,O) _ x)P(Vk(”) — )

z,r,y>0

=P(Z)%), = 2P(f™ =k +1).

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

nn
= D P2 = )P = m)
m=1
=E)_P(ZY0 = 2)0—my)
m=1

QED

Proposigao 5.2.2 (Proposition 5.4 de [3]). 70" — ¢™) converge em distribuicdo para

Py (10 €.) comn — oo.

Demonstracao. Antes de inciar a prova do resultado propriamente, facamos algumas ob-
servacoes preliminares. Pela Equacio 5.2 é claro que 7 > ¢ A varidvel p™ =
(™ — £ depende do passado do sistema acoplado isto é, do sistema até o tempo de

acoplamento, apenas através da variavel xm = x©

g(n) = X De fato, seja

F=oX" H", .. X9 H™, tez,.

Note que {¢" < k} = {H} = 0} € F, ou seja, £ é um tempo de parada para essa

filtracao. Também,
P(EM < 00) 2 P(EM < 1) = P(HY” = 0) = B(1 = (1= 9)™)") = (1 = p)e" > 0.

Com isso, podemos usar a propriedade forte de Markov na cadeia (Xt(o), Ht("))tez L

P(p") = k|Few) = P(71") =k + ™| Few)

("
(X(O)
(
(o™

(n) k—1 (n)
= N 0, Hg(n)+k =0, ﬂ] o{X§<n>+ >0, Hé‘(n)+] O}|~7:g<n>)
_ © (n) (n) (n)
= Xg(n)+k 0, Hey e = é{Xg<n>+ >0, Heiyyy = O}\X n)?Hg(n))

p
P
P
P

P | §<n>>
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Perceba que, H(<n)) = 0 logo P(p™ = k]Xg(m) P(p") = k\X ,HT)). Entdo a distri-

&n)
. X .. C el e~
buicao de p™ coincide com a de T( 5(")) (a época de extingao do passeio onde a distribuigao

inicial é Xf(n)) De fato,

P(p" = k) = P(r™ = k 4 ¢™)
- P(X1£+§<n> 0,nEl X, > 0})
= Z P(X k+g<n> =0, ﬂk l{X jrem = 0}|Xé?n)) = )P(Xé?n)> =m)
m>0
_ () _ o k-1 () _ © _ .y oK) _
S P = 0,0 XY > 04X = m)P(X]) = m) = P(r = k).
m>0

Na terceira e na quarta igualdade, usamos que XZ-(")

> 0 sempre que i < £™ e o
[4, Teorema 2.5.8]. Agora estamos em posi¢do para provar enunciado dessa proposicao.
Argumentaremos uma inducao. Temos,

s = k) "TP(Zo = k) =Py (Xo = k).

O limite vale pela Proposi¢ao 5.2.1. Suponha,

>0,..., X9 >0, x

(0) (0)
P(X,, >0,X €)1 £

£n) IJORE |
"UPL (X0>0,X1 >0, , X1 >0, X, = K),

:k)

para todo k. Entao, pela propriedade forte de Markov,

0 0
(X >0 X;g >0, X0, >0, X0 L =k) =
0 0
ZP y >0 X§<3>+1 >0,.. Xg((3>+ = J)p(j. k)
j=1

nog Z (X0>0,X1>0,...,X,,1>0,X,, = k)p(j,k) =

=1
PZOO<X0 > O,Xl > O,...7Xm > O,Xm+1 = k)

Podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada porque,

> k
Zp(j, p+21— )(1—c) ( Zr)cr<0jéque
j=0

k4+r+1\ r+1
c k 1
( k ) _rArt c — c<1.

(e Al e

Em particular,

>0X

©)
>0,..., X e =

(0)
PP = k) = p(T(Xg(n)) — k) =X >0, x0 £ ko1

gln IJOES]
— PZOO(XO > O,Xl > 0,. .. ,Xk,1 > O,Xk = 0) = PZOO(TO = k)

=0)

QED
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Proposigao 5.2.3 (Proposition 5.5 de [3]). 7" /d, converge em probabilidade para 1.
_ ___ In(m)

Onde d,, = T In(i=g"

Demonstracdo. Argumentaremos que & /d, — 1 em probabilidade. Como T — ¢

converge em distribuicio para P,_ (7 € .), uma varidvel integravel, entdo (7" — ¢™)/d,

convergird para 0 em distribui¢ao,logo em probabilidade. Por Slutsky, o resultado estara

provado.

Lembre que para um acoplamento qualquer,
Puy(€ < 1) = Euy(Poy(He = 0[N})) = Egy (1 — (1= ¢)™)"™).
Sendo € € (0,3), e Ay = {|N;/t — (1 — p)| < (1 — p)e} os autores afirmaram que,
E[(1— (1 - 902" A] <E[(1 - (1—o)™)"] S E[(1— (1 - )07 4 (A7)

De fato, pois

1

s~ (A=p)<(I-pe
Sl-eg(l-pt<i<(l+e)(l—p)t
& (1 =) 17902t 5 (] — ) > (1 — ¢)Ha0-pt

1-(1-c 90t ] (1 —¢) <1—(1—¢)dFou-pt
Com isso,
E[(1=(1—¢)V)"E[(1=(1=c)™)", AJHE[(1=(1=¢)™)", A]] < (1—(1=¢) " HIP)n4p(A7)

e E[(1— (1 —c)")"] > (1 — (1 — o)/ H0-P))np(A,).
Pela Lei Forte, sabemos que lim; ., P(A4;) = 1.

Usando as inequalidades acima, para todo t < (1 — €)d,, vale o seguinte

P(EM <t) <P(E™ < (1 —€)dy)

< (1= (1 =) DPMNPA Gy )+ P(A(1_0a,)
—e2)(1— 7%
— (1= (1= PETHWEI (1 1 o(1)) + o(1)

In(n)

—(1-e2)
=(1- {(1 — c)ln(1>1 )" (L+o0(1)) + o(1)

= (1 —n" N1+ 0o(1)) + o(1)

€2

—n

=(1+ )"(1+o0(1)) +o(1)

~ exp{—n® }(1 4 o(1)) + o(1) — 0.

n—o0
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o8

Por outro lado, para todo t > (1 + 2¢)d,,

P(E™ < 1) > P(E™ < (1 +2€¢)dy)

>(1-(1- c)(l*)(HQE)(l*p)d")nP(A(1+2e)dn)
(1426 (1 —p)(— 10
_ (1 B (1 o C)(l ) (142€) (1-p)( (1_p)1n(1_c)))n(1 + 0(1))

In(n) —(1—€)(142¢)
] V(1 + o(1))

— (1 — {(1 _ C) In(1—c)
= (1= n~ U702 (1 4 o(1))

1 n
~ oz ) (1 +el)

~ exp{—n V(1 +0(1)) — 1.

n—oo

=1

Pois € < %

QED
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Apeéendice A

Contra exemplos Lema 2.2.1

A.1 Contra exemplo 1

Creio que na verdade foi um erro de digitacao. Mas os autores enunciaram que
(Bin;(R;,€;) : j > 1) é independente condicionado em (R; : j € Z; ) dando a entender que
nao, necessariamente, Bing(Ry, €y) é independente dos {Bin;, (R;,,€j,), - - ., Bin;, (R;., €;.)}
dado (R;)j>0 V{j1,---,Jn} C N. Meu ponto é que Bing(Ry, €y) deve ser independente dos
{Bin;(Rj,€;); 7 > 1} dado (R;),;>0 pois se nao for eu consigo construir um exemplo onde

o lema é invalido. Com efeito, seja Ry, Ry, R3 I1ID ~ Ber(%).

Blno(Ro, €0) = Jjo, Bini (Ry, 1) = j1, Bing(Ry, €2) = jo| Ry = 10, R1 =11, Ry = 13)

" J2]I{O ..... rg}(j2){ (;2) 6%0(1 — €O>70*j0 (;1) 6{1 (1 . 61)?"1*]’1_'_

Perceba que dessa defini¢ao, Bing(Rs, €2) é independente de {Bin; (R, €1), Bing(Ro, €) }
dado (Ry, Ry, Rs). Além disso, Bin;(R;, ¢;) dado R; é binomialmente distribuido, R; e €;,
sendo independente de R;, j # 1.
d
Nesses termos, temos que Bin(Bing( Ry, €9)+Bini (R, €1)+Bing(Ry, €2), €) # Bing(Ry, €g€)+
Bin; (Ry, €1€) + Bing(Ra, €2¢). Com efeito, seja Ry, Ry, Ry 1ID ~ Ber(%), €E=¢€ = - =
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1
6225.

P(Bin(Bing(Ry, %) + Biny (Ry, %) + Biny (R, %)7 %) = 3)

N . . 1\°
(5) P(Bin(Bing(Ry, %) + Biny (Ry, %) + Bing(Rs, %) =3lRy=R1 =Ry =1) (5)

1 6 . . . .
— (§> Z Z P(Bin(Bing(Ro, 5) = 3 — mq — ma, Biny(Ry, 5) = my, Biny(Ry, 1) = mo|

m12>0m2>0

Ro=Ry=Ry=1)

() S ()6 woa{ (0 ) () () () +

1

(—1)3_m1_m2%(—1)1(—1)m1Z(—l)l}ﬂ{o,l}@ —my — mg)ljo13(m1)

(LI N (1Y s
S \2) 2122 4 - \2) 32
Por outro lado,
P(Bing(Ry, 1) + Biny (Ry, ) + Bina(Ry, ) = 3)

1 3
= P(Bino(Ro, Z%L) + Binl(Rl, %L) + BiHQ(RQ, i) = 3|R0 = Rl = R2 = 1) <§>
LI N LY (YT
444 \4) \4 2) \2/) |(16)2

Como (3)° (s # (2)°%

finalizamos o contra-exemplo.

A.2 Contra-exemplo 2

No enunciado do lema 2.2.1 nao foi dito explicitamente que Bin;(R;, €;) é indepen-
dente dos (R;);» dado R;. Isso pode ser um costume da &rea, algo que ja deveria ser
entendido quando eles definiram a varidvel Bin;(R;,€;). De qualquer forma, na demons-
tracao do lema usamos essa hipétese e por isso apresentamos aqui um contra-exemplo
ao enunciado do lema caso essa hipétese nao seja valida. Seja Ry, Ry IID ~ Ber(3).

Definamos
P(Binl(Rl,p) = k’|R1 =T, R2 = 7“2)
r = 1 1 T2
= ()= 9= By nin(d = ) 1 B (D0 ),

Similarmente para Bing(Ry,p). Dessa definigao, se pode deduzir que Bin;(R;,p) dado

R, é binomialmente distribuido. Consideraremos Bin; (R, €1), Bing(Rs, €3) independentes
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d
dado (R, Ry). Mostraremos que nesse contexto, Bin(Biny(Ry,3) + Biny(Ro,3),3) #

Bin; (Ry, 1) + Biny(Ry, 1). Sem entrar em muitos detalhes, teremos
P(Bin(Binl(Rl, %) + BiH2<R2, %)7 %) = 2)
IR N , 10N /1\'/3\
= 5 P(Blnl(Rl, 5) + BIHQ(RQ, 5) = Q‘Rl =Ry = 1) 5 = 5 Z ,

1 2
P(Binl(Rl, }1) + BiIlQ(Rg, %) == 2) == P(BiD1<R1, %) + BiDQ(RQ, le) - 2’R1 == Rg - 1) (—>

ey |

Como essas probabilidades sao diferentes, as distribuigoes das varidveis aleatérias sao

diferentes.
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Apendice B
Sobre a relacao de X, H; e IV;

Entao devemos provar,
P$7y<Hi = h,Xt = S|Nt = k) = Px,y(Hi = h|Nt = k)Px,y(Xt = S|Nt = kf), \V/Z Z t,VS,Vt,Vh,Vk‘.

Demonstracao. Usarei P ao invés de P, , no que se segue, mas que fique sempre claro que

estou considerando os estados inciais do acoplamento x < y. Note,

P(H; = h, X, = s|N, = k) = P(H; = h|N; = k, X; = s)P(X; = s|N;, = k)
=P(X; = s|N; = k, H; = h)P(H; = h|N; = k).

Também
P(H;=h|N, =k, X; =) =P(H; = h|N; = k) & P(X;, =s|N,=k,H; =h) =P(X; = s|N; = k).
Provarei, por inducao, a seguinte identidade.

P(X;=s|Ny=k,Hi=h,N;=n) =P(X; =s|N; =k, N, =n) Vivt. (B.1)
Parai=t=1en # k,

P(H1 :h,|N1 :n,X1 :S,Nl :k') :O:P<Hl :h,|N1:TL7N1:k}).

Se n=k=0

P(Hl = h, |N1 = TL,Xl = S,Nl = k?) = P(Hl = h, ’Nl = O,Xl = S)
:P(Hl - h»’Nl - 07X1 - S7X0 :‘/L‘7Xé :y7H0 :y—fL')
:H(h){y—r}

Se n=k=1
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Nos raciocinios acima, na terceira igualdade regra da Defini¢ao 3.2.1 e w; = N;. A quarta

igualdade é verdadeira pelo Lema 3.2.1. Por indugao, suponha
P(Xt = S‘Nl =n, Hl = h, Nt = k‘) = P(Xt = SlNl = n,Nt = k)
Considerando s,n, h, k devidos e o passo de indugao,

P(Xt+1 = S|N1 = TL,Hl = h, Nt+1 = ]{f) =
(1) ()

P(Xip1 =s|N1=n,Hy = h,Ney1 = k,wipr = Oylg(wt-i-l =0|Ny =n,Hy =h, Ny = kﬁ*
(117

~

P(Xip1 = s|N1 =n,Hy = h, Neyy = k,wip = 1) P(wepr = 1Ny =n, Hy = h, Ny = k).

Analisemos os casos,

(1)
P wn =k —n,w =0,H, = h)

P(wir1 =0, Hy = h)
=P(N1 =n, Niy1 = klwipr = 0).

P(N, =n, Nyy1 = kw1 =0, H = h) =

A segunda equacao é pela independéncia de w,, do passado.

(11)

P(Xt—i-l = 8|N1 = n,H1 = h7Nt+1 = k,wtﬂ = O) =

A primeira igualdade vale porque

{wisr = 0} N {Niy = k} = {win = 0F N{N, = k}

{wir1 =0} N{ X411 = s} ={w1 =0} N{X; = s — 1}.

A segunda vale, pois w; 1 é independente do passado. Na terceira usamos a hipdtese de

inducao.

(111)
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P(X¢41 =8Ny =n,Hy = h,wiy1 =1, Ny = k)
= P(Xt+1 = S‘Nl = TL,Hl = h,wt+1 = ].,Nt =k - 1)

= Z |:P(Xt+1 = S|N1 :naHl = h7wt+1 = 17Nt =k— ]-7Xt :j)x
J

P(X; =j|Ni=n,Hy=hwp=1,N=k—1)
= Z [P(Xtﬂ = 8|N1 =nwp1 =1L, N=k-1,X; :j)P(Xt =j|N1 =n,wi1 =1L, Ny =k — 1)
J

=P(Xir1 = s|Ny =n, w1 = 1, Nypy = k).
Vale a terceira igualdade, porque
P(Xi1=58|Ny=n,H =hwy =1, Ny=k—1,X,=7) =PBin(j,1 —¢) = s)
=P(Xiy1 =s|Ni=n,w1 =1, N, =k —1,X, =)
pela regra do acoplamento. Também,
P(X;=j|Ni=nH =hw1=1,Ny=k—1)=P( X, =j|NM=nH =h,N, =k —1)
=P(X;=j|Ni=n,N,=k—1)
=P(X; =j|N1 =n,w1 =1, Ny =k —1).

Na primeira igualdade usei a independéncia de w,, do passado, na segunda a hipdtese de

indugao e na terceira novamente independéncia de w,, do passado. Ou seja, provamos
P(X; =8|Ny=n,H =h,N,=k)=P(X; =s|Ny=n,N; = k) Vt.
Suponha,
P(X;=8|N;=n,H;=h,N,=k)=P(X; =s|N;=n,Ny=k) Vt.
Para o caso i + 1 primeiro provarei que
P(X;=s|Ny=n,Hy=h,N, =k)=P(X; = s|Ny =n, N, = k)

para todo t. Se n # k, o resultado vale trivialmente. Para caso t = 1 provei no comeco

da demonstracao. Seja valido que
P(Xt—l == S|Ht_1 = h, Nt—l = ]{) == P(Xt—l == S‘Nt—l = k)
Perceba que temos duas hipdteses. Entao

(IIT) (I

A

N7~

P(Xt = Sl_Ht = h, Nt = k) :iD(Xt = S|Ht = h, Nt = k,wt = ].) P(wt = ]-|Ht = h, Nt = k}‘f‘
(1)

P(X, = s|H, = h, N, = k,w;, = 0) P(w;, = 0|H, = h, N, = k)
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(I) - Queremos argumentar que P(w, = 1|H; = h, N, = k) = P(w; = 1|N; = k).
Entao,

P(Ht = h|wt = 17Nt = k) = P(Ht = h’wt = 1, Nt,1 = k — 1)

= P(Hy=hlwy=1,Nyy =k — 1, H_y = j)P(H_y = jloy = 1, N,y =k — 1)
= ZP(BiH(J} (1—¢)) = h)PBin(y —z,(1 - )" ") =)
= P(Bin(y — z, (1 — ¢)*) = h) = P(H, = h|N, = k)

Na segunda equagao usamos que w,, ¢ independente do passado, relacao de H; com

N, e a regra de transi¢ao do acoplamento para H;. Na terceira igualdade o Lema 2.2.1.

(1)

Utilizarei as propriedades de {w; = 0} e a hipdtese de indugao.

P(Xt = S|Ht = h,Nt = k,wt = 0) = Xt—l =S — 1|Ht—1 = h, Nt—l = k;,wt = O)

(
(Xer=s—1|Hy =h, Ny = k)
(Xt—l =S — 1|Nt_1 = kf)

(

(1)

P(Xt :]|Ht = h,a}t = 1,Nt = k:) = P(Xt :j|Ht = h,wt = ]-7Nt—1 = lf — 1)
=Y P(Xy=jlH =hw=1,N_1=k—1,X,1 =m)P(X,y =m|H, = h,w, = 1, N,y = k — 1)

P(Ht = h|Xt_1 =m,ws = 1, Nt—l =k— 1) =
S P(H, =hX,s =mw =1,Ny=k—1,H_ = j)P(H_ = j|X; =m,w, = 1,N_y =k — 1)
J
= P(H =hlwy=1,N,y =k — 1, Hy_y = j)P(H,_y = jloy = 1, N,y =k — 1)
J
= P(Ht = h‘wt = 1, Nt,1 = ]{7 — 1)

Na segunda identidade usamos a independéncia de w,, do passado, a hipétese de inducao,

e a regra de transicao para H;. Similar ao argumento dos casos anteriores.
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Com isso, e usando que pela regra de transicao do acoplamento

P(Xt = ]|Ht = h,wt = ]-7Nt—1 = k’ — 1aXt—1 = m) = P(Xt = j|wt = 17Xt—1 = m)
=P Xy =jlus =1L, Ny =k—-1,X,_1 =m)

Concluimos,
P(Xt = ]|Ht = h,u)t = 1, Nt = k) = P(Xt = ]|wt = 17Nt—1 = k—]_) = P(Xt = ]|(A)t = ]_, Nt = k:)
Disso tudo, nds temos

P(Xt = S’Ht = h, Nt = k) = P(Xt = S’Nt = k’wt = 1)P(U)t = 1|Nt = k)+
P(Xt == S’Nt == /{;,wt == O)P(wt == O|Nt == k') == P(Xt == S|Nt == ]f)

Feito isso, vamos provar que
P(X;=s|Niy1=n,Hi11 =h,Ny=k) =P(X; = s|Njj1 =n,Ny=k) Vt.
Para t =i+ 1 ja provei. Suponha valido para t > i + 1, isto é,
P(X; =s|Niy1 =n,Hiyy =h, Ny = k) =P(Xy = s|Njp1 =n, Ny = k),
entao

P(Xt+1 = 5|Ni+1 =n,Hipy =h,Ny = k) =
P(Xt+1 = 3|Ni+1 =n,Hi11=h Neyp =k, w1 = 1)P(Wt+1 = 1|Ni+1 =n,Hit1=h Ny = k)+
P(Xiy1 = 8|Niy1 =n, Hiy1 = b, Nepy = kw1 = 0)P(wip1 = 0[Nipy = n, Hipy = hy, Nyyy = k).

Usando independéncia de w,, do passado e a hipdtese de inducao,

P(Xip1 =s|Nip1 =n, Hip1 = h, Nypn = kw1 = 0) =P(Xy = s — 1|Njy1 =n, Hipn = h, Ny = k)
= P(Xt =S — ]-’Ni—i—l =n, Nt = /C) == P(Xt+1 = S|NZ'+1 = n,NtH == k,wt+1 = 0)

O outro termo,

P(Xi41 = 5|Nig1 =n, Hiy1 = h, Nyyy = k,wip = 1)
= P(Xt+1 = S‘NiJrl =n,Hi1=hNy=k—1,w 1 = 1)

= Z [P(Xtﬂ =s|Nipp=n,Hipn =h, Ny =k — Lw =1, X, =7)x

P(Xy=7r[Nipp=n,Hin =h, Ny =k — 1w = 1)
= ZP(Xt+1 = S|Ni+1 =n, Nt = kf — 1,(.Ut+1 = 17Xt = ’T‘)P(Xt = T|Ni+1 = TL,Nt = k’ — 1,wt+1 = 1)

=P(Xpp1 =s|Nip1 =n, Ny =k — Lwpn = 1) = P(Xyp1 = 5|Nips =0, Neyy = b wi = 1).
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Na terceira igualdade usamos argumentos similares aos que usei antes, independéncia wy,
do passado, t+1 > i+ 1, hipdtese de indugao (temos duas hipéteses, usei a tltima delas),

definicao da regra de transicao do acoplamento. Que

P(wir1 = 1|Niy1 = n, Hip1 = hy Nyt = k) = P(wip1 = 1| Niy1 = n, Nyjy = k)
¢ imediato. Portanto, provamos

P(Xi11 =8|Niy1 =n,Hiy1 = hy Nyyy = k) =P(Xy41 = s|Nijy1 = n, Niyy = k).

Logo, P(X; = s|N;x1 = n,Hiy1 = h, Ny = k) = P(X; = s|N;11 = n, N, = k) para todo
t>i+1. Parat+1>t

P( i+l = thZ-‘rl n, Xt S, Nt = k’)
P(Hi+1 = thi+1 n, Xt S, Nt k,wi+1 = 1)P(UJZ+1 = 1’Ni+l n, Xt S, Nt = k)
P(Hit1 = h|Nig1 =n, Xy = 5, Ny = k,wip1 = 0)P(wiy1 = 0| Nip1 = n, Xy = 5, Ny = k).

Usando as propriedades de w,, e a hip6tese de indugao (a primeira delas).

P(HZ+1—h’NZ+1—n Xt—S Nt—k CL)H,l—O)—P( —th =n, Xt—S Nt—k)
- P( = h‘N =n, N, = k) = P(Hiﬂ = h|Ni+1 =n, Ny =k, w1 = 0)-

Usando a regra de transicao do acoplamento e as propriedades de wy,.
P(HiJrl = h‘NiJrl =n,X; =8Ny =k, w11 = 1)

—Z{ Hiyy=h| Xy =s,Ni=n—-1,H =r w4y =1, N, =Fk)x

P(Hl :7‘|Xt :S,NZ' =n — 1,wz-+1 = ].,Nt = /C)

= ZP(HZ-H = h|]\/vz =n — l,HZ = T,Wi+1 = ]_,Nt = ]C)P(HZ = ’I“|NZ = n — 1,wi+1 = ]_,Nt = k‘)
= P(Hi+1 = h|Ni+1 =n, Nt = k:,wiH = 1)

Ou seja, provamos que Vit e Vi.

P(Xy = s|N; =n,H; = h,N; = k) = P(X; = s|N; =n,N, = k)
e
P(H;=h|N;=n,X; =s,N, = k) =P(H; = h|N; =n, N, = k).

Com isso, note i < t
P(X, = s|H; = h, Ny = k) = > P(X; = s|H; = h, N, = k, N; = n)P(N; = n|H; = h, N, = k)

= P(Xy = s|N, =k, N; = n)P(N; = n| N, = k) = P(X; = s|N, = k)

n
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*~ Note, esse argumento é falso, pois em geral P(N; = n|H; = h, N, = k) # P(N; =
Mas suponha i >t

P(Hl = h|Xt = S,Nt = k’) = ZP(HZ = h|Xt = S, Nt = l{?,Nl = TL)P(Nl = n|Xt = S,Nt = k')

= P(H; = h|N, = k,N; = n)P(N; = n|N, = k) = P(H; = h|N, = k)

P(N; =k, Xy =s,N;=n
P =l =0, =y = PR )

P wm=n =k X =5, N = k)
- P(X, =5, N, = k)

= P( Z Wm =n—k)

m=t+1
_ P Wi =1 — K)P(N; = k)
- P(Ny = k)

_ P(Zin:tﬂ wm =n —k, Ny = k)
B P(N, = k)

_ P(Ny=k,N; =n)
 P(N,=k)

Provando que H;, X; sao independentes dado N; apenas quando ¢ > t. QED
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