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Resumo

Este trabalho apresenta de forma expandida a construcao de dois exemplos de descon-
tinuidade dos expoentes de Lyapunov de um cociclo linear que toma valores em SL(2,R)
relativos a topologia a-Hélder, com « € (0,00). A hipdtese que o primeiro exemplo de
descontinuidade utiliza é a desigualdade 22* < ¢, para algum o > 1, enquanto o segundo
exemplo utilizara da hipdtese de o2 > 2%, para que se escolha um p € (%, 1) préximo sufi-
ciente de 1 e que ocorra o*?=2 > 2%, Em particular o segundo exemplo de descontinuidade

abrange o primeiro exemplo quado utiliza-se da hipétese o2 > 24«

Palavras-chaves: Expoentes de Lyapunov. Cociclo Linear. Teoria Ergddica.



Abstract

This work presents in an expanded form the construction of two examples of disconti-
nuity of the Lyapunov exponents of a linear cocycle that takes values in SL(2,R) relative
to topology a-Holder, with « € (0,00). The hypothesis that the first example of discon-
tinuity uses is the inequality 22* < o, for some o > 1, while the second example will use
the hypothesis of 0 > 2%, so that p € (%, 1) is chosen close enough to 1 and o%72 > 2¢
occurs. In particular, the second example of discontinuity covers the first example when

the inequality o2 > 2% is used.

Key-words: Lyapunov exponents. Linear Cocycle. Ergodic Theory.
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Introducao

Os expoentes de Lyapunov tiveram sua aplicabilidade em estudos iniciada no trabalho
[11] de Lyapunov. Este objeto também se conecta ao estudo de dindmica suave como se
vé no trabalho de Pensin [17]. Outra aplicabilidade para eles se encontra nos estudos de
estabilidade de equagoes diferenciais como ¢é apresentado no livro de Viana [19] ou em [3].

Tendo em vista a aplicagao no estudo de estabilidade de equacoes diferencias, a teoria
de estabilidade de Lyapunov, resumida de forma simpléria, utiliza destes objetos para
estudar como a estabilidade, das equagoes, interpretadas como sistemas dinamicos, se
comporta ao ocorrer perturbacoes. Reforcando essa teoria, os trabalhos de Furstenberg e
Kesten [9] e o de Oseledets [16] trouxeram uma abordagem no sentido de teoria ergddica
para os expoentes de Lyapunov. Portanto o problema de estudar a estabilidade de sistemas
dinamicos esté relacionado indiretamente ao problema da continuidade dos expoentes.
Compreendendo estd relacao estabelecida, se elabora a questao de quais regularidades
sobre esse objetos sao necessarias para se ter continuidade.

Estudar a continuidade é um problema que esta relacionado tanto com a topologia
quanto com o sistema dinamico. Ao se fixar um sistema dinamico ergédico o estudo da
continuidade se restringe a estudar as perturbagoes sobre os valores em GL(d,R), e como
se comportam os expoentes apds a perturbacao.

Em algumas situacoes a continuidade foi estipulada, isso é apresentado nos trabalhos
de Neto e Viana [15] e no trabalho de Malheiro e Viana [12]. Em [15] a continuidade
dos expoentes de Lyapunov é estabelecida para cociclos localmente constantes que assu-
mem valores em GL(2,C) sobre um deslocamento de Bernoulli, j& em [12] é sobre um
deslocamento de Markov.

No trabalho de Bochi [4] é apresentado que, se fixar um sistema ergédico, existird um
conjunto residual tal que, ou os cociclos lineares sao hiperbdlicos ou possuem expoentes
de Lyapunov nulos. De certo modo, isso indica que a continuidade na topologia C°, para
o caso de um sistema ergddico é dada pelos elementos deste conjunto residual. Ainda
como consequéncia do trabalho [4] segue que a descontinuidade na topologia C ¢ tipica.

Expandindo o estudo da continuidade para outras topologias, em particular as topo-
logias a-Hoélder, se tem outro aspecto no estudo dado pela conjetura de Viana [19]. A
conjectura indica que os expoentes de Lyapunov, ligados a uma familia de cociclos a-

Holder continua que possuem holonomias estaveis e instaveis que variam continuamente,
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sao continuos.

Buscado a resposta da conjectura, o trabalho de Backes, Brown e Butler [2] prova
que os expoentes variam continuamente quando restritos ao espaco dos cociclos a-Holder
continuos que satisfazem a condicao de fiber-bunched. Estendendo o resultado apresentado
em [2] o trabalho de Freijo e Marin [8], prova a continuidade dos expoentes para cociclos
nao uniformemente fiber-bunched.

O exemplo apresentado no artigo de Neto e Viana [15], apresenta a nao ocorréncia de
continuidade na topologia a-Holder, quando se estd em uma das condicoes fora da hipdtese
de fiber-bunched. J4 no exemplo apresentado no trabalho de Butler [5], mostra-se que
mesmo bem préximo de satisfazer a condicao de fiber-bunched ainda vale a descontinuidade
para os expoentes.

Por fim destaca-se, como mencionado no trabalho [5], que as situagoes 2% < g% < 22«
1
27
descontinuidade ou continuidade.

e 072 < 2% com um p € (3,1), permanecem sem resposta, sobre a ocorréncia de

O texto esta organizado da seguinte forma, no capitulo 1 sao apresentados de forma
resumida o necessario sobre os resultados e defini¢oes de teoria ergddica e expoentes de
Lyapunov que possibilitam a compreensao dos capitulos seguintes. J& no capitulo 2 é
apresentado o primeiro exemplo de descontinuidade para os expoentes de Lyapunov, que
pode ser encontrado em [15]. J& no capitulo 3 é apresentado um exemplo de descontinui-
dade que generaliza o exemplo do capitulo 2, esse exemplo de descontinuidade, expandido

no capitulo 3, pode ser encontrado em [5].



Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo é objetivado a conceitos iniciais para se compreender as construgoes dos
exemplos de descontinuidade que serao apresentados nos capitulos 2 e 3, como também
compreender parte da teoria e seus principais resultados. A revisao sera breve tendo
foco apenas no necessario para a compreensao do texto, mas existe muitos resultados e

aplicacoes distintas ao que se limita nesse texto.

1.1 Revisao de Teoria Ergoddica

Nesta secao serao introduzidos alguns conceitos de Teoria Ergddica, que sao utilizados
durante a construcao dos exemplos de descontinuidade. Para estudos aprofundados pode-
se consultar as principais referéncias desta se¢ao, que sao [20] e [13].

Inicia-se abordando o que é uma medida invariante e algumas de suas propriedades.
Em seguida sera apresentado o teorema ergddico de Birkhoff, a definicao de ser ergddico
e algumas equivaléncias para essa respectiva propriedade. Por fim, apresenta-se o sistema
dinamico denominado deslocamento de Bernoulli, junto a prova desse ser um sistema
ergddico.

A seguir define-se uma medida invariante. Medidas invariantes aparecem nos estudos
de mecanica, probabilidades e teoria dos nimeros. Uma forma de se interpretar uma
medida invariante é a de que nao ocorrer grandes distor¢oes sobre uma determinada o-

algebra, apds uma aplicacao mensuravel agir sobre ela.

Defini¢ao 1.1 (Medida invariante) Seja (M, .o/, 1) um espago de medida. Diz-se que
uma transformacao mensurdvel f : M — M preserva a medida p, ou que p € invariante

por f, se para todo C € o, sua pré-imagem f~(C) satisfaz u(C) = u(f~1(C)).

Pela Defini¢ao 1.1 ha que a medida de todo conjunto mensuravel deve coincidir com
a medida de sua pré-imagem por f para se concluir a invariancia. Porém a proxima

proposicao indica que se obter a invariancia de uma medida para uma &algebra se obtera
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a invariancia para a sua o-algebra gerada. A demonstracao desta proposicao pode ser

encontrada em [20]

Proposicao 1.2 Seja f: M — M uma transforma¢ao mensurdvel e p uma medida finita
em M. Suponha que exista uma dlgebra A de subconjuntos mensurdveis de M tal que A
gera a o-dlgebra B de M e p(E) = u(f~*(F)) para todo E € A. FEntio o mesmo vale

para todo conjunto & € A, isto €, a medida | € invariante por f.

Uma outra forma de se obter uma medida invariante por uma transformacao f, é
utilizar de medidas definidas por combinacoes convexas de medidas invariantes por f ja

conhecidas, como sera observado a seguir.

Observagao 1.3 Sejam py e ps medidas finitas invariantes pela transformacao f entao
ha que = (1 — t)py + tus também € uma medida finita invariante por f, para qualquer
te(0,1).

O proximo teorema afirma que uma medida invariante finita induz a propriedade de
recorréncia sobre os pontos de conjuntos mensurdveis de medida nao nula. A recorréncia
é o atributo de um ponto retornar ao seu conjunto inicial infinitas vezes por iteragoes de

uma transformagao. A demonstragao deste teorema esta disponivel para consulta em [20)]

Teorema 1.4 (Recorréncia de Poincaré) Sejam f : M — M wuma transformagao
mensurdvel, i uma medida finita invariante por f e E C M qualquer conjunto mensurdvel
com u(E) > 0. Entdo, para p-quase todo ponto x € E existem infinitos valores de n para

0s quais f"(x) estd em E.

Apesar do Teorema 1.4 indicar a existéncia da recorréncia, nao se tém mais nenhuma
informacao sobre o acontecimento dessa propriedade, isto é, nao se tem informagcoes adi-
cionais sobre o numero de iteracoes necessarias para cada retorno do ponto pela trans-
formacao. Para possibilitar a determinacao e indicativos de propriedades sobre o retorno
do ponto ao seu conjunto original define-se a funcao de primeiro retorno. E através do

estudo dessa sobre o ponto e suas iteradas se busca mais informagoes sobre a recorréncia.

Definicao 1.5 Sejam f: M — M wuma transformacao mensurdvel, ;. uma medida finita
invariante por f e E C M um conjunto mensurdvel qualquer com p(E) > 0. Entao a

fungdo de tempo de primeiro retorno pg : E — NU{oco} que € dada por
pe(x) = min{n > 1; f*(z) € E},

sempre que existir uma iterada de x dentro de E, caso contrdrio, pr(r) = oo.
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A fungao tempo de primeiro retorno exibe o niimero de iteradas necessarias para que
o ponto efetue seu primeiro retorno ao conjunto de partida. Essa informacao junto a
transformacao f permite definir outra fun¢ao, a fungao de primeiro retorno, que fornece

ponto iterado o nimero de vezes suficiente para que esteja de vota ao conjunto inicial.

Definicao 1.6 Sejam f : M — M wuma transformacao mensuravel e p uma medida
finita invariante por f, E C M um conjunto mensurdvel qualquer com p(E) >0 e pg € a
respectiva funcao de tempo de primeiro retorno a E. Entdo define-se a funcdo de retorno
a E como fPe: E — F dada por

frE(x) = pr(@(x).

O proéximo resultado apresenta algumas propriedades da funcao tempo de primeiro
retorno. Essas propriedades serao revisitadas apds se desenvolver alguns conceitos sobre

o sistema ser ergédico.

Teorema 1.7 (Kac) Seja f: M — M, u uma medida finita, invariante por f e E um

subconjunto mensurdvel com medida positiva. Entao a funcao pg € integravel e

[ prdu=utan) - u(E),
B
em que E§ = {x € M; f"(x) ¢ E para todon > 0}, isto €, Ej € o conjunto dos pontos de

M que nunca entram em E.

Demonstragao:

Para cada n > 1, define-se os conjuntos

E,={ze€E;f(x)¢ E...f"Y2) ¢ E,mas f"(v) € E},
Er={zeM;x¢ E fx)¢ E...f"*(z) ¢ E,mas f"(z) € E}.

Observa-se que FE, é o conjunto dos pontos de E que fazem o primeiro retorno a E na

n-ésima iterada. Em outras palavras,

E, ={z € E;pp(x) = n}.

Ja EY é o conjunto dos pontos que iniciam fora de E' e entram em E pela primeira vez
na n-ésima iterada. Esses dois conjuntos sao mensuraveis e consequentemente a funcao
PE sera mensuravel.

Os conjuntos £, e E* sao disjuntos dois a dois para cada n > 0, pois E, C E e
E¥ C E°. E aunido |J E, U E} é todo o espago M, pois os pontos que nao regressao a F

n

ou os que nunca entram estao em F, e E% . Portanto
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= u(Eo) + u(E +Zu )+ u(E;)

Agora observa-se que se f(y) € E, entao o primeiro iterado de f(y) que estd em E é
I"(f(y)) = f**(y). Este caso s6 pode ocorrer se, e somente se ou y € E, 1 ouy = EX ;.

Concluindo que para todo n ha que

f_l(E*) E*-i—l U En+1
Pela invariancia de p segue que, para todo n,
WEy) = p(f~H(Ey)) = WE, U Ey) = u(Ey) + u(Ey). (1.1)

Aplicando a relagao (1.1) repetidas vezes e obtém-se que, para todo m > n é valido

oo

p(Ey) = w(Ey) + > u(E).

1=n-+1

Retomando que u(M) = p(Eox) + > u(E,) + p(EX), observa~se que u(E%) — 0
n=1

quando m — oo. Logo quando m — oo ocorre que,

w(Ey) = Z 1(E;).

Por fim, destaca-se que

(M) — p(Ey) = u(E*+u Zu )

o

Outra forma de se obter informacoes sobre a recorréncia de um ponto é estudar o
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tempo médio de visita de x a E. O tempo médio de visita de x a FE é definido como
T(E,z) = lim 24#{0 < j <n: fi(z) € E}. O préximo teorema expoe informagoes sobre
a existéncigzo;ntegrabilidade do tempo médio de visita. A demonstracao do teorema pode
ser encontrada em [13], ja em [20] é provado o Teorema ergddico sub-aditivo, que se pode

obter o resultado enunciado a seguir como consequéncia.

Teorema 1.8 (Birkhoff) Seja (M, <7, 1) um espaco de probabilidade e f : M — M

uma transformacdao que preserva a medida pu. Seja ¢ - M — R, ¢ € L*(u) entao o limite

n—oo N 4

lim LS 6 (2)),

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, se a fun¢io ¢ € LP(u), 1 <p < o0, a
fungao definida por

3x) = lim 3 6(f(x)),

n—o00 N 4

/M Gy = /M b,

Destaca-se que o teorema anterior prova a existéncia de um limite para uma funcao

satisfaz ¢ € LP(u) e

integravel ¢ : M — R. Para concluir a existéncia de 7(E,x) deve se recordar que
n—1
#{0<j<n:fl(z) e E} = > xe(f/(x), xge : M — R e xg ¢é integravel. Apesar
J=0
do Teorema 1.8 ser conhecido como teorema ergédico de Birkhoff, a propriedade de um
sistema dinamico ser ergddico nao é caracterizado pelo respectivo teorema, isto é, o sistema
ser ergddico nao é expressa pela existéncia do limite. Ver-se-a4 que essa propriedade esta
conectada com o valor do limite que define 7(E, z).
Antes de se apresentar a definicdo de um sistema ser ergddico é necessario uma de-
finicao prévia. A definicao a seguir indica quando uma funcao ¢ é invariante por uma
transformacao f. Em particular através dessa definicao seguird como um conjunto é

Invariante.

Definigao 1.9 Seja (M, o, 1) um espago de probabilidade, f : M — M e ¢ : M — R
funcoes mensuraveis. Diz-se que ¢ € f-invariante se ¢ = @ o f em pu- quase todo ponto.

Um conjunto mensurdvel A C M € f-invariante se a fungao xa for f-invariante.

Em resumo um conjunto mensuravel A serd invariante pela transformacao f se u( (AU
FHA))\ (AN f71(A))) =0, isto ¢, A é f- invariante se a diferenga entre AU f1(A)
e AN f7'(A) tem medida nula. Isso indica que AN f~'(A) concentra a medida dos
conjuntos A e f~(A), ou seja, a medida da diferenca entre A e sua pré-imagem por f
¢ nula. Fixada a ideia de um conjunto invariante pela transformacao f, pode-se definir

uma medida invariante ergdédica em relacao a sua aplicagao de invariancia.
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Defini¢ao 1.10 (Sistema ergddico) Uma transformacao mensurdvel f : M — M é
dita ergodica com respeito a uma medida finita invariante p se todo conjunto f-invariante

possut medida p igual a 0 ou a 1.

Na Proposigao 1.11, mostrar-se-a que o sistema (f, p) ser ergédico possui vérias equi-

valéncias.

Proposicao 1.11 As sequintes propriedades sao equivalentes
1. f: M — M ¢ ergodica para uma medida finita invariante .
2. Se o € L*(p) € f-invariante entao f € constante, em u-quase todo ponto.
3. Para toda ¢ € L*(n), ¢ = [ pdu em p-quase todo ponto.

4. T(E,x) = p(E) para p-quase todo ponto x € M e para todo E € < .

Demonstragao:

1=2

Suponha que (f, ) seja um sistema ergédico. Mostrar-se-a que dado uma fungao
¢ € L'(u) que ¢ invariante pela aplicagao f, entao ela serd constante para p-quase todo
ponto. Dado ¢ € L'(u), invariante por f, toma-se o conjunto A. = {x € M;¢(z) < c},
nota-se A, é invariante por f, pois ¢ é f invariante, entdao X = {x € M;¢(f(x)) # o(x)}
é tal que p(X) = 0.

E em particular p((AcU f(Ae)) \ (AcNf(Ae))) = p(X) = 0, recorda-se que A.N f(A,)
¢ o conjunto dos x € M que vale a igualdade ¢(f(z)) = ¢(z).

Como (f, 1) é ergddico os conjuntos invariantes tem medida em {0, 1}, logo u(A.) =0
ou u(A.) = 1, para qualquer ¢ € R. Entao considere 1) : R — R, definida por ¢(c) =
p(A.). Destaca-se que 1 é nao decrescente, pois se ¢; < ¢o, entdao A., C A, logo
w(Ae) < u(Ae,), por propriedade de medida.

Como ¢ € L'(p1) deve existir ¢ € R tal que ¢(z) < ¢ para u-quase todo ponto. Entao
p(A.) = 0 para todo ¢ < ¢ e u(A.) para todo ¢ > €.

Pela definigao de A. e propriedade de ¢ segue que ¢(x) = ¢ em p-quase todo ponto.

2=3

Agora mostrar-se-4 que se toda funcao ¢ € L'(u) que é f-invariante e constante em

j1- quase todo ponto entdo ¢(z) = [ ¢dpu
1 n=1 )
Nota-se que ¢ = lim — > o(f/(z)) e,

37)) = I -3 (7))

Il
g
| =
=

~

oL

8

S~—

S~—

I

=

8

S~—
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Logo q~5 é f- invariante entao é constante igual a K e portanto pelo Teorema 1.8 segue

/gbdu:/a}du:/f(dﬂ:z(:d}.

1 n=1 )
Se 7(E,x) = lim— > xg(f’(z)) entdo conclui-se que 7(F,x) = p(FE), para p-quase
n =0

que

3=—=14

todo ponto x e todo con}unto Eed.
4 =1
Por outro lado, suponha que 7(F, x) = p(FE), para p-quase todo ponto e E € o7
Seja A € &7 tal que A é f invariante entdo x4 = x4 o f e u(A) > 0. Observa-se que

n—1
1 ;
7(4,2) = lim —~ E OXA(fj( )= lim — E xa((
‘]:

Pela hipdtese segue que p(A) = 7(A,z) = 1. Portanto, ou u(A) = 1 ou u(A) = 0,

concluindo que (f, u) é ergddico.
|

Como ¢é apresentado no item 4 da Proposicao 1.11, em um sistema ergodico o tempo
médio de visita de z a F coincide com a medida de F. Essa informacao conecta o Teorema
1.8 com a propriedade de f ser ergddica em relacao a medida p. Outra informacao
adquirida quando se trabalha com um sistema dinamico ergédico é referente ao Teorema

1.7. Na préxima observagao se exibe que para f ergddica em relagdo a p ocorre [ ppdu =

pu(M). :

Observacgao 1.12 Considere as hipotese do teorema 1.7. Quando f € ergddica para a

medida p seque que p(Eg) = 0 e portanto [ ppdp = p(M). Nota-se que Ej é invariante

E

pela aplicagdo f, pois f~Y(E;) = Ej U Ey. Como f é ergddica, entio n(E;) = 0 ou
u(Eg) = 1. Se a medida fosse 1, entao pu(E) = 0, contradizendo a hipdtese do Teorema
1.7. Logo n(E§) = 0. Substituindo o valor na expressio do Teorema 1.7 conclui-se a

observacao.

As medidas ergddicas sao elementos especiais dentro do conjunto das medidas finitas
invariante por uma mesma aplicacao f. Em particular da observacao 1.3 o conjunto das
medidas finitas invariantes por f é convexo. E a préxima proposicao mostrara que as

medidas ergddicas sao elementos extremais desse conjunto.

Proposicao 1.13 Uma probabilidade invariante p é ergodica se, e somente se, nao é
possivel escrevé-la na forma p = (1 — t)uy + tps com t € (0,1) e py, po probabilidades

mvariantes distintas.
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Demonstragao:
Suponha que (f, ) seja um sistema ergédico e p = (1—1t)p +tue, para algum ¢ € (0,1)
e j1, no probabilidades invariantes distintas.
Nota-se que p; < p, pois se pu(E) = 0, segue de (1 —¢),t > 0 e as medidas positivas
que p(E) = 0.
Aplica-se o Teorema de Radon-Nikodym, enunciado em [13] e se obtém p1(E) = [ gdu
d E

dp
Como p; e 19 sao invariantes por f segue que,

em que, g =

m(FA) = [ gdn= [ o7 ANdu= [ gin=m(a),

F(A) A A
logo a derivada de Radon-Nikodym g é f-invariante. Como u é ergddica em relacao a f

segue que g deve ser constante, portanto

in(A) = /A Kdu = Kp(A).

Portanto, p = 1, de forma exatamente semelhante prova-se que p = po. O que gera
a contradigao de py # po. Entdo p ndo pode ser escrita como g = (1 — t)uy + tps.

Seja u invariante por f, nao ergddica. Entao existe Ay € &, que é f-invariante e
satisfaz 0 < pu(Ap) < 1.

ANA
Pode-se definir as medidas p;, para i = 1,2, como uy(A) = al @A )0) e pa(A)
M\ Ao
AN AS 1
%. De fato y; sdo invariantes por f, pois p(A) = m,u(AﬂAo) = (Ao)u(ffl(Aﬂ
Ap)), pela invariancia de p, segue andlogo para .
Logo pode-se escrever = pu(Ag)p + p(A§) pa.
|

Para finalizar a secao de revisao dos conceitos de Teoria ergddica apresenta-se o ultimo

objeto dessa secao.

Definicao 1.14 Sejam p e v probabilidades invariantes por transformacoes f: M — M
eg: N — N, respectivamente Diz-se que os sistemas (f, ) e (g,v) sdo ergodicamente
equivalentes quando pode-se escolher conjuntos mensurdveis X C M eY C N com pu(M \

X)=0ev(N\Y) =0 e uma bijecio mensurdvel ¢ : M — Y com inversa mensurdvel

de tal forma que ¢, =v e po f =go¢.
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1.2 Deslocamento de Bernoulli

Apos a exibicao de algumas propriedades das medidas invariantes e medidas ergédicas o
restante desta secao construird o sistema dinamico denominado deslocamento de Bernoulli.
Esse sistema dinamico sera utilizado na construgao dos exemplos de descontinuidade dos
capitulos 2 e 3.

Para iniciar essa construcao do deslocamento de Bernoulli, primeiro se construird o
espaco em que se definird a transformacao e a medida. A proxima definicao trata do

espaco produto de um espaco de medida.

Definigao 1.15 Seja (M, o/ ,v) um espago de probabilidade, o espago produto a partir de

M serd definido por Y = [[ M = {(x})jez;x; € M}, em que I € o conjunto de indice,
jET

em que assumisse tanto Z = N quanto I = 7.

O espaco X ¢é o espaco das sequéncias infinitas com valores em M. Quando o conjunto
de indice é N os elementos de X sao as sequéncias unilaterais, ja no caso de [ ser Z os
elementos sao as sequéncias bilaterais. Se M for finito de cardinalidade K se denota
Y por Y. Feito essas observacgoes sobre a definicao anterior, munir-se-4 > com uma

o-algebra. Para tal, a préxima definicdo apresentara os subconjuntos que compoem a

algebra geradora.

Definicao 1.16 Define-se os cilindros de ¥ como os subconjuntos da forma

m;Ap .. AN = {(x)ier i € A param < i <n}, em que A; € o, para m < j <n.
J J

De fato os cilindros possuem uma estrutura de algebra. E a o-algebra produto sera a

definida pela o-algebra gerada pela algebra dos cilindros.

Definicao 1.17 A o-dlgebra produto do espago 32, denotada por B serd a o-dlgebra ge-
rada pela dlgebra dos cilindros, isto €, a o-dlgebra gerada pelas unioes finitas de cilindros

disjuntos dois-a-dois.

Apés a defini¢ao do espago mensuravel (X, %), o proximo teorema garante a existéncia
de uma medida finita que torna (X, 4, 1) um espago de probabilidade. Uma demonstragao
para este teorema se encontra em [10]. A medida advinda do referido resultado sera
denominada medida produto e consequentemente (3, %, u) serd denominado o espaco de

probabilidade produto.

Teorema 1.18 Seja (M, o/ ,v) um espaco de probabilidade. Existe uma tnica medida p
em (3, B) tal que u([m; Ay, ..., An]) = v(An) ... v(A,) para qualquer cilindro [m; A,, . . ., Ay].

Em particular, i € wuma probabilidade.
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Finalmente definir-se-4 o deslocamento de Bernoulli como a dupla (f, ). Em que f é

a aplicacao deslocamento dada por

by

(anrl)n

f: X

(), ) (1.2)

%
|_>
e a medida p é dada pelo espago de probabilidade produto (X, 4, u). Mostrar-se-a que f
é ergddica para .

Primeiramente sera mostrado que de fato u é invariante por f. A ideia da demons-

tracao é estender a invariancia da medida na algebra dos cilindros pela Proposicao 1.2.

Proposicao 1.19 Sejam (X, B, 1) o espago de probabilidade produto, a aplica¢io f de-

finida em (1.2). Entao a medida p € invariante pela transformagao f.

Demonstragao:
Para provar que de fato a medida p é invariante pelo deslocamento, provar-se-a que
a propriedade de invariancia é vélida para a algebra dos cilindros. Pela Proposicao 1.2 a

invariancia da medida para algebra se estende para a respetiva o-dlgebra gerada.

p(f (s A Ag))) = H v(Ai) = p(lm; Am ... An). (1.3)

Concluindo que a medida p ¢é invariante nos cilindros. Como a o-algebra do espaco

produto é gerada pela algebra dos cilindros, concluindo assim a invariancia.
[ |

O proximo resultado indica ao se considerar uma o-algebra o/ gerada por uma algebra
B sempre existird um elemento da dlgebra que tem medida suficientemente proxima de

um elemento da o-algebra.

Teorema 1.20 Seja (M, B, 1) um espago de probabilidade e seja A uma dlgebra que gera
a o-dlgebra B. Entdo para todo € > 0 e todo B € B existe A € A tal que u((AU B) \
(ANB)) <¢

O proximo lema é o segundo resultado auxiliar meninado anteriormente, que sera
utilizado na prova de f ser ergddica para u. Este lema apresenta uma relagao entre a

medida de cilindros e a pré-imagem deles pela aplicacao de deslocamento f.

Lema 1.21 Se B e C sao unioes finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois, entao tem-se

w(BN f(C) = pu(B)u(f7(C)) = n(B)u(C),

para todo j suficientemente grande.
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Demonstragao:

Primeiro suponha que os conjuntos B e C' sao cilindros da forma, B = [k; By, . .., B
e C'=[m;C,,...,C,]. Entao,

f(C)=[m+3j;Cp,...C,], para cada j.
Tome j suficientemente grande, tal que m + j > [. Segue que

BN f(C) = {(zn)n;xk € By..., 1 € B, Tymi; € Cpyoo oy Tngj € Ch}
= [k,Bk,,Bl,MM,Cm,Cn]

Também hé que M aparece m + j — [ — 1 vezes. Pela definigao da medida em (1.3)

segue que,
u(B 0 () = [T v [Tvon T v

= p(B)1"™ 1 u(C) = w(B)u(C).

Para o caso geral, destaca-seque p é finitamente aditiva. Entao conclui-se o resultado

para caso de unioes finitas de cilindros.

O resultado final desta segao é a prova de f ser ergdédica para a medida produto.
Proposicao 1.22 Todo deslocamento de Bernoulli (f, ) € ergddico.

Demonstragao:

Seja A um conjunto invariante pelo deslocamento f. Inicia-se com o caso em que A
é elemento da algebra da uniodes finitas de cilindros disjuntos. Pelo Lema 1.21 anterior,
tomando B = C' = A segue que para j suficientemente grande u(A N f77(A)) = p(A)>
Mas de A ser invariante por f, segue que f~7(A) = A e portanto u(AN A) = u(A)?, logo

que ocorre apenas quando u(A) =1 ou u(A) = 0.

Para o caso em que A é um conjunto mensuravel e invariante qualquer, pode-se apro-
ximar conjuntos da o-algebra por conjuntos da &dlgebra que a gera pelo Teorema 1.20,
logo dado qualquer ¢ > 0 existe B na dlgebra geradora tal que u(AAB) < Z, em que,
AAB = (AU B) \ (AN B) denota a diferenga simétrica entre os conjuntos A e B.

Pelo Lema 1.21 pode-se fixar um j suficientemente grande tal que,

(BN f(B)) = wB)u(f7(B)) = u(B)*.
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E também ha que,

|1(A)? = p(B)?| < 2|u(A) — p(B)|
< 2|u(A\ B) — u(B\ A)|
< 2(|u(A\ B)|[ + |u(B \ A)])]

< 2u(AAB)

<€
5

Observa-se que a diferenga simétrica (A N f7(A)AB N f7/(B)) estd contida em
(AAB)U (f7(A)Af(B)) = (AAB) U f(AAB).

Entao como g é invariante por f, segue que

p(AN f7(A) = (BN f7(B)) <wAN f7ABN f(B))
< u((AAB)U f7(AAB))
< p(AAB) + u(f7(AAB))

2u(AAB)
€

5

Ao juntar as relagoes anteriores segue que

|1(A) = n(A)*] = |u(An f7(A)) - M(AH
< |WANFY(A) = BN f(B)+ (BN f(B)) = n(A)’]
< |WANf(A) =B (B + (BN F(B)) — p(A)]
< |u(ANf7(4)) - M(Bﬂf 7(B))| + |1(B)* = n(A)?]
<é€

Como ¢ é arbitrdrio, se deduz que pu(A) = p(A)?, isto é, u(A4) = 1 ou u(A) = 0.

Concluindo que o sistema (f, ) é ergddico.

Observagao 1.23 Destaca-se que para o deslocamento de Bernoulli (1.2) possui a pro-

priedade de que (f?, 1) também seja ergddica.

A propriedade de f ser ergédica para u sera utilizada nos exemplos de descontinuidade
apresentados nos capitulos seguintes. O préximo resultado indicard sobre como pode-se

definir outros deslocamentos de Bernoulli equivalentes a um deslocamento inicial.

Proposicao 1.24 Sejam (f,p) o deslocamento de Bernoulli definido por M = {1,...d}

e C = [0;¢o,...¢] um cilindro. Considera-se fC a aplicagao de primeiro retorno, de
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acordo com a Definicao 1.6 e uc a medida p restringida e normalizada ao cilindro C,
isto €, para todo conjunto mensurdvel A C C seque que puc(A) = M(A)ﬁ' Entao, eziste
um espago de probabilidade (M'<?’ V') tal que (fC,uc) € ergodicamente equivalente ao
deslocamento de Bernoulli (f', i) definido por (M', o', 1V").

Em [20] existe um esbogo da prova da proposicao. E assim conclui-se a revisao de

conceitos de teoria ergddica para a compreensao este texto.

1.3 Expoentes de Lyapunov

Nesta secao se apresenta o Teorema de Kingman, o Teorema de Furstenberg-Kesten,
a definicao dos expoentes de Lyapunov, o Teorema de Oseledets e ao final serd exposto
uma propriedade dos expoentes para uma aplicacao f ergddica.

Para se definir o objeto central dessa secao serd necessario algumas definigoes prévias,

entre elas, inicia-se com a definicao de sequéncia subaditiva.

Definicao 1.25 Diz-se que uma sequéncia de fungoes @, : M — R € subaditiva para uma

transformacao f : M — M se

Prmtn(T) < on(T) + @ o [ (2),
para todo m,n > 1.

O préximo teorema a ser apresentado servirda para obter o Teorema de Furstenberg-
Kesten. A demonstracao de tal resultado pode ser encontrada em [20] ou em [19]. As
respectivas demonstragoes apresentadas nas referéncias citadas permite que o Teorema

1.8 também seja obtido como consequéncia.

Teorema 1.26 (Kingman) Seja i uma probabilidade invariante para uma transformagao
f: M — M eseayp, : M = R, n>1uma sequéncia subaditiva de funcoes men-
surdveis tal que i = max{p;,0} € L'(u). FEntdo a sequéncia (ﬁ) converge em fi-
quase todo ponto para uma fung¢ao mensurdvel ¢ : M — [—oo + 00). Além disso,
p"(z) = max{p(x),0} € L'(u) e

1 1
/god,u = lim — [ p,du = inf—/gond,u €[00 +00).
n

n—oo N

A préxima definigdo serd a de cociclo linear, essa definicao junto ao Teorema 1.26

encaminhara para a definicao de expoentes de Lyapunov.

Defini¢ao 1.27 (Cociclo) Seja (M, o/, 1) um espago de probabilidade e f : M — M

uma aplicagdo que preserva a medida . Seja A : M — GL(2,R) uma fungdo mensurdvel
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com valores no grupo linear das matrizes invertiveis de dimensao 2 X 2 com coeficientes

reais. O cociclo linear de A sobre f € a aplica¢ao

F: MxR*> — MxR?

. (1.4)
(z,v) = (f(2), Alz)v)

Ao longo do texto se refere a A como o cociclo linear de A sobre f, mas essa referéncia
é apenas um abuso de linguagem sobre a definicao de cociclo linear. Esse abuso de

linguagem decorre da observacao a seguir.

Observacao 1.28 Da Definicao 1.27 pode-se calcular as iteradas do cociclo linerar as-

sociado a A, isto €, F™(z,v)
No caso geral da definicao destaca-se que

Fn(CL’,U) = Fn_l(f(x)vA(x)U)
= F"2(f*(2), A(f(2)) A(z)v)

= (f"(x), A" (@) ... A(f (2) Alz)v)
= (f"(x), A (2)v),

em que A"(x) = A(f" ' (x))... A(f(z))A(x). Essa notacao de A"(z) que induz a
linguagem de A ser dito como o cociclo.

No caso em que f é invertivel, pode-se calcular as iteradas negativas de F.

F™(x,v) = F" 7 (fH (2), A(f~

—_
—~
8
~—
~—
|
—_
4
~—

em que A™"(z) = A(f7"(x))7" . A(fTH (@) T = (AN (@)
Outra propriedade de A"(z) se obtém ao estudar a sequéncia ¢,, = In||A"™(x)||, como

¢ apresentado na observagao a seguir.
Observacao 1.29 A sequéncia ¢, = In||A"(x)|| € subaditiva.

De fato,
AT () = AM(f™ (@) A (),
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logo,

P () = In || A" () |
= In[[A"(f"(x))A™ (z)]|
< In([[A" " (@) ... A" (2)]]) =
= I [[A*(f™(@))[| + In[|A™ ()]
= on(f"(2)) + pm(2).

A partir do exposto na Observacao 1.29 o Teorema de Furstenberg-Kesten, que estd

enunciado a frente, decorre do Teorema 1.26.

Teorema 1.30 (Furstenberg-Kesten) Sejam, (M, </, 1) um espago de probabilidade,
com a medida p invariante para uma aplicagao f : M — M invertivel e A : M —
GL(2,R). SeIn||AFY| € L' (i) entdo existem em p - quase todo ponto

1
Ap(A,z) = lim —In|[A"(x)|],

n—-+0oo 1

A_(A,z) = lim llnH(A”(x))*lH*l’

n——+oo N

e ainda hd que

1
/ (A 2)dp = lim © / In || A" ()] dp

n—-+oo N,

/A(A,x)d;c: lim l/mu(A"(x))lHldu.

n—+oo N

Tendo em mente o resultado do Teorema 1.30 finalmente se define o objeto central

dessa secao, os expoentes de Lyapunov.

Defini¢ao 1.31 (Expoente de Lyapunov) Os nimeros Ay (A, z) e A\_(A,x) que exis-
tem pelo Teorema 1.30 serao os denominados expoentes extremais de Lyapunov do cociclo

linear F'.

Em particular, quando o cociclo toma valores em SL(2,R), isto é, quando o cociclo
toma valores nas matrizes de determinante igual a 1, sempre ocorre que A (A, x) =
—A_(A,x), em p- quase todo ponto, pois, ||[A7"(x)|| = ||A™(x)]|.

O proximo resultado é uma versao para duas dimensoes do importante Teorema de
Oseledets. Este teorema garante a existéncia da decomposi¢cao em soma direta do espaco
em dois outros sub-espagos, um estavel e outro instavel, quando os expoentes de Lyapunov

nao sao nulos.

Teorema 1.32 (Oseledets) Seja (M, .o/, i) um espaco de probabilidade, F : M x R* —
M x R? dada por F(z,v) = (f(z), A(x)v), para algum fungdo mensurdvel A : M —
GL(2,R) satisfazendo In™ ||A%|| € L' (n). Entdo hd que
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lim ©In [[A"(2)0]| = As(z)

n—too N

para todo v € R?.

2. Ou, \_(z) < Ay (x) e emiste uma decomposicio em soma direta R* = E* & E? tal

que

Y

1 " A_(z) sewve ES\ {0}
lim —In||A"(x)v|| =
n—+oo n A (z) seveR?\ E:

A Ex
lm L An (@)l = § @) sev € B0
n——co A(z) seveR*\ EY

Mais ainda, no dltimo caso A(z)E; = E} ) e A(x)E; = Ej},) € 0 dngulo entre os espagos

E® e E* decresce sub-exponencialmente ao longo das orbitas, isto €,

: 1 u S
Jim = Infsen £(Ef ), Bpnr))| = 0.

Para finalizar a se¢ao apresenta-se um resultado que indica uma conexao entre o ex-
poente de Lyapunov de um cociclo associado a A de um cociclo associado a iteradas

especificas de A.

Teorema 1.33 Sejam Z C M, um conjunto de medida positiva, f: M — M uma trans-
formagao invertivel e invariante por uma medida de probabilidade p,

fP: Z — Z a aplicagao de primeiro retorno a Z, da Definicio 1.6 e a medida de proba-
bilidade v tal que para todo conjunto mensurdvel E C Z hd que v(E) = B o F e G os

w(Z)
respectivos cociclos induzidos por f, A e fP e AP. Entdo

1. A probabilidade v € fP-invariante e In ||[(A?)*]| € L' (v) quando In||A%|| € L'(u).

2. A decomposicao de Oseledets de G coincide com a restricdo da decomposicdo de

Oseledets de F'.

3. Para v-quase todo ponto x € Z existe c(x) > 1 tal que os expoentes de Lyapunov

satisfazem

(G, ) = c(x)\;(F, ).

para todo j > 1.

Demonstragao:

Seja Z; C Z, o conjunto dos pontos tais que o tempo de primeiro retorno é j, isto é,
Z; ={zx € Z;p(x) = j}. Pela definicao de Z; segue para todo i # j, Z; N Z; = 0.

O mesmo vale f7(Z;). Assim {Z;;7 > 1} e {f/(Z;);7 > 1} é uma partigao com

medida total Z. Agora provar-se-4 que v é invariante por f?. Entao dado qualquer
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conjunto £ C Z e qualquer 7 > 1, entao
u(f(EN f(Z) = EN f(Z)) = n(EN Z),

pois p é invariante por f. Segue que

Z” PEN fi(Z ZuEﬂZ w(E).

Entao a medida v é invariante por f7.
Em seguida provar-se-a que as decomposicoes de Oseledets de GG coincide com a res-

tricao da decomposicao de Oseledets de F'. Inicialmente nota-se que

+o0 +oo j—1
/lnﬂwudu > [ 1l < S5 [ 4o fidn
Jj= 1Z j=1 i= OZ

desde que p é invariante por f e o dominio f*(Z;) é uma parti¢do disjunta para todo

0 <7< j—1. Segue que

400 j—
/ o Al < 305 / i [Alldn < [ 10" 14| dp

7 =14 :0

Uma limitacao para a norma da inversa ¢ obtida da mesma maneira, provando que
In™ ||A*¢|| é v-integravel.

A restricao da decomposicao de Oseledets de F' é invariante sobre A” pela informacao
presente no Teorema de 1.32.

Define-se

Pelo Teorema 1.8, ¢(x) estd bem definida em v-quase todo ponto z, da defini¢ao de

c(x) > 1. Agora dado qualquer vetor v genérico e ponto z € Z. E por fim

1 1
lim - In[|A*(z)v]] = c(z) lim —In[[A"(2)o]].

k—+oo k n—oo N
Assim conclui-se que A” de Oseledets coincide com a restricao da decomposicao de F

e garante a igualdade entre os expoentes de Lyapunov.
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Segue da defini¢ao de ¢(x) que no caso em que f é ergddica para p pode-se determinar

o valor de ¢(x) por meio da medida p do conjunto Z.

Corolario 1.34 Nas condigoes do Teorema 1.33, se pu € ergodica para f entao v € ergodica

para fP e c(x) = (Z) para v quase todo ponto.

Demonstragao:
A demonstragao deste resultado decorre da Observagao 1.12 que

c(x) :kEIfOOEZPf” =v(Z) = W(Z)
[ |

Assim finaliza-se essa se¢ao que apresenta uma certa fundamentagao para os conceitos

de expoente de Lyapunov.



Capitulo 2
Exemplo de Bocker-Viana

Neste capitulo sera apresentada de forma detalhada a construcao de um ponto de
descontinuidade relativo a topologia a-Holder, para aplicagao expoente de Lyapunov de
um cociclo gerado por uma matriz em SL(2,R), em que a € (0,00). Para construir este
exemplo tomar-se-a4 uma pertubacao especifica de um cociclo inicial que toma valores em
SL(2,R). Em um determinado cilindro a pertubacao do cociclo agird sobre os subespagos
estavel e instavel de A os trocando. Quanto ao novo cociclo, que efetua a troca dos
subespacos, seus expoentes de Lyapunov sao nulos. As alteragoes do cociclo perturbado
o deixam suficientemente préximo do cociclo inicial, concluindo assim que esse cociclo
representa uma descontinuidade dos expoentes de Lyapunov. A primeira se¢ao do capitulo
traz a construcao da pertubacao do cociclo inicial e na secao seguinte é apresentada a
demonstracao de que os expoentes de Lyapunov da pertubagao construida sao nulos.

Esse exemplo pode ser encontrado com uma notacao semelhante em [15].

2.1 Construcao da pertubacao

Inicia-se essa secao relembrando as notagoes e objetos basicos para a construcao do
exemplo. Seja Yo, 0 espago das sequéncias bilaterais com valores em M = {0, 1}, isto é,
X € Y, entdo x = (x,)n, com n € Z, em que z,, € {0, 1}. Descreve-se a medida produto
p sobre 5 por meio de p([0;0]) = v({0}) = po, u([0;1])) =v({1}) =p1epo+p1 =1, em
que v é uma medida em M. A aplicacao

f: 22 — 22

(Tn)n = (Tngi)n

)
denotara o deslocamento sobre a sequéncia (x,,),, como definido em (1.2).

Define-se a norma na topologia a-Holder, para « € (0,00), em relacao as aplicagoes
a-Hoélder continuas L : X9 — SL(2,R) como

27



2.1. CONSTRUCAO DA PERTUBACAO 28

||L(x) — L(y)|]
d(z,y)> '

em que d(x,y) denota a métrica sobre o espaco Xy dada por d(x,y) = 27 V&¥) em que

N(x,y) = max{N > 0 ;z, = y, para todo |n| < N}.

[ L]la = sup [|L(2)[| + sup
zFy

TEX

Pela Proposicao 1.19 e Proposicao 1.22, sabe-se que a medida p associada é invariante
pelo deslocamento de Bernoulli f e ainda f é ergdodica para pu.
Assim, dado o > 1 qualquer, define-se A : ¥y — SL(2,R) como

0 . 0 o se ro = 1. (2.1)

A(x) = [U O] se g =0¢e A(x) = [O

Efetuar-se-4 um abuso de notagao sobre a definigdo de A, ao se denotar A(0), na
verdade se indica que A(x) é tal que zo = 0, de forma semelhante para a notacao A(1).
Antes de se prosseguir com a descrigao da construcao do exemplo de descontinuidade

apresenta-se o objetivo central desse capitulo como o teorema principal a seguir.

Teorema 2.1 Para qualquer o > 0 tal que 2°* < o emiste B : M — SL(2,R) com

expoentes de Lyapunov nulos e tal que ||A — Bl|, € arbitrariamente préximo de zero.

Para demonstrar o 2.1 se construird uma perturbacao de A de forma que o novo cociclo
tenha propriedades desejadas.

Como p é probabilidade e A é constante em compactos, segue que In' ||A*|| € L(u).
Agora mostrar-se-a como se calcula os expoentes de Lyapunov associados ao cociclo A™(x)

definido por A em relagao a aplicacao f.

Lema 2.2 Os expoentes de Lyapunov, associados a aplicagao A definida em (2.1) e a

medida o assumem os valores Ay (A, x) = +|py — p1|Ino.

Demonstragao:

1
Pela Definigao 1.31, de expoentes de Lyapunov, hd que Ay (A4, z) = lim —In||A"(x)||

1 n—oo M,
e A_(Ax) = nll_}HQlo—ﬁthA_ (2)]].

Nota-se que o cociclo ||A"(z)|| é dado por

1A™(x)[] = A" (X)) A" (%)) - A
g#On—#1n 0

B | 0 U—(#on—#m]

— o#On—#1nl,
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em que #1,, denota a quantidades de 1 na sequéncia x até a (n — 1)-ésima entrada, isto é,
#1, =#{0<j<n-—1; f/(x) € [0;1]}. A definicao de #0,, é andloga. Semelhantemente

segue que,
_(#On_#ln) 0
-n _1l° |0, —#1,]
147 ()| = ‘ [ . U#On_#ln] | —0 .
Assim tém-se que
1 0, — #1
n—oo M n—oo n

1 .
recorda-se que lim —#{1 < j < n; f/(x) € E} = 7(E, ), pela Proposi¢ao 1.11 hé que
n—oo M,
7(E,x) = u(E) quando o sistema é ergddico, no caso acima p([0;0]) = po e u([0;1]) = p1.
Portanto A\ (A, z) = £[py — p1| Ino.

Destaca-se que A\ (A, z) = 0, apenas quando py = p;, entao desde que py # p; pode-se
aplicar o Teorema de Oseledets [Teorema 1.32], logo existem dois subespagos tais que
o cociclo é invariante sobre eles. Por outro lado, nota-se que, A(1) - (1,0) = (0,0) e
A(1)-(0,1) = (0,07"), e A(0)-(0,1) = (0,0) e A(0)-(1,0) = (¢7*,0). Assim ao denotar-
se Hy = {x} x R(1,0) e Vx = {x} x R(0, 1), segue que esses dois subespagos coincidem
com os subespacos invariantes obtidos pelo Teorema de Oseledets.

Agora define-se o cilindro Z,,, em que se definird a perturbacao do cociclo A. Seja
n = 2k + 1, para algum k > 1, entao Z, = [0;0,...,0,1,...,1], isto é, Z, é o cilindro

k-vezes  k-+1-vezes
que seus pontos tem o simbolo 0 aparecendo k- vezes desde a posi¢ao 0 e em seguida,

ocorrem k + 1-vezes o simbolo 1. Destaca-se que as imagens de Z,, pela aplicacao f
sao obrigatoriamente disjuntas para as 2k primeiras iteradas de f, ou seja, se i # j e
0 <i,j < 2k entao f4(Z,) N fi(Z,) = 0, pois supondo que exista um ponto em duas
imagens de cilindros f'(Z,) e f/(Z,), para i e j menores que 2k segue que , f'(Z,) =

—4;0,...,0,1,...,1] e f1(Z,) = [-4;0,...,0,1,...,1], entdo x, tem a partir da i-ésima
[ F(Zn) = |—J p

k-vezes  k+1-vezes k-vezes  k+1-vezes
entrada k entradas com o simbolo 0, e ainda a partir da j-ésima entrada k entradas com

o simbolo 0, se j # 7 e j > i a0 menos X teria k+ 1 entradas com o simbolo 0 e sobreporia
uma entrada com o simbolo 1 contraponto a defini¢ao do cilindro, portanto j = i sempre

que existir intersecao para 1 < 1,7 < 2k.
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2

Figura 2.1: Espaco Y.

Sejam, €, = 0 ¥ e §, = arctge,, em que n = 2k + 1. Define-se a aplicacio

R.: % — SL(2,R)
( cos(d,) —sen(dy,)

se x € f¥(Z,),
sen(d,)  cos(dy) ] € fH(Z)

X (1 0 ’
se x € Z, U f*(Z,),
En 1
Id sex & f*Z,)u f*(Z,) U Z,

\

em que /d denota a identidade em GL(2,R). Define-se a perturbagdo de A como o cociclo

linear

B, = AR,. (2.2)

Agora, mostrar-se-a que em determinada condi¢ao a matriz B, estard suficientemente

proxima de A.

22a k
Lema 2.3 Para todo n = 2k + 1, existe C > 0 tal que ||B, — Allo < C (—) :
o

Demonstragao:
Seja L, = A— B, = A(Id — R,). Entao sup ||L,|| < sup||A]| - ||Id — R,||. Nota-se
que [[Id — Rn[| < en, |[A[| = 0, logo sup || Ly|| < oen.

Agora, observa-se que se X e y nao estao no mesmo cilindro [0, al, segue que N(x,y) =
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0, assim d(x,y) = 2° = 1.E nesse caso,

|| Ln(x) — Ln(y)l]
d(x,y)"

= [[Ln(x) = Ly(¥)l|

< || L ] + [ La ()]
< 2sup || Ly
< 20¢e,

Agora, se x e y estao no mesmo cilindro, segue que A é constante em um cilindro,

pela defini¢ao (2.1), e assim A(x) = A(y) e segue que,

|| Ln(x) = Ly _ [[A@@) (Bn(x) = Ba(¥))]]

d(x,y) d(x,y)
< HAH ||Rn(;(()x_y?an(y)||
= B~ By )]
- dx,y)*

Ao se considerar os possiveis cilindros, nota-se que, se x e y nao pertencem a 7, U
5 (Z,) U f2%(Z,), entao R, (x) = R,(y) = Id e portanto ||R,(x) — R.(y)|| = 0. No caso
em que X e y estao no mesmo f*(Z,), para i < 2k +1 , segue que R, (x) = R,(y) e ainda
se obtém || R, (x) — R,(y)|| = 0.

Resta observar o caso em que x ou y estd em um f*(Z,) e o outro ponto nao esté nesse
cilindro. Entao no méximo N(x,y) = 2k, pois coincidir 2k + 1 implicaria x,y € f(Z,).
Logo d(x,y) > 27%%. Supondo, sem perda de generalidade que x € fi(Z,), segue que
R,(y) = Id e R,(x) ¢ uma das escolhas restantes da defini¢ao de R,, mas em particular
decorre que ||Id — R,|| < &,.

E assim segue que

|| Ln(x) = Ly ()]
d(x,y)"

|| Rn(x) — Rn(y)l|
d(x,y)*
< o(||Id = Ry|| + ||Id — R,||)20N &)

< 02,22k,

IN

Nenhuma das limitacoes ultrapassam 20¢,,, logo
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[ Lalla = sup || Ln[[ 4 sup

< og, + 20,22

< oo F(1 4+ 2. 2%

22a k
< 3o (—>
g

k
2 .
Observa-se que se 22¢ < ¢ decorre que <2T> — 0, quando k — oo e assim pode-se

escolher K suficientemente grande tal que (2;) ’ < eC~1 e assim concluir que a distancia
entre os cociclos A e B, é arbitrariamente pequena.

Antes de se provar que o cociclo B} sobre o cilindro Z,, troca a dire¢ao horizontal Hy
com a vertical Vy, dar-se-4 uma ideia de como ocorre esse processo. A primeira iterada
de B, remove do eixo horizontal os vetores da forma R(1,0) mas mantém fixo os vetores
que estao no eixo vertical, essa pertubacao apds uma quantidade k£ de iteradas esta em
uma reta R(e,, 1) que possui um angulo de §,, com o eixo vertical, durante as k iteradas
do processo os vetores do eixo vertical nao sao movimentados. Como esté apresentado na

Figura 2.2

Figura 2.2: Primeira etapa do cociclo sobre Zn.

Ao rotacionar o sistema todo pelo angulo 9, na iterada k + 1, os vetores invariante
no eixo vertical sdo empurrados para fora do eixo enquanto a reta R(e,, 1) finalmente
rotacionam para o eixo vertical. As proximas k iteradas nao afetam os vetores que estao
atualmente no eixo vertical, mas empurram os vetores rotacionados que estao na reta
R(—0,0%1) para os vetores da reta R(—1,¢,) e assim ao aplicar a perturbacao, na 2k +

1-ésima iterada, sobre a primeira coordenada dos vetores eles prosseguem para o eixo
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horizontal, enquanto essa pertubacao nao afeta o eixo vertical concluindo assim inversao

dos eixos. Essa parte final do processo e detalhado na Figura 2.3.

]R@Q

Figura 2.3: Segunda etapa do cociclo sobre Z,.

Lema 2.4 Bl(x)Hy = Viny e Bl (x)Vy = Hyn(a), para todo x € Z,.

Demonstracao: Nota-se que para todo = € Z,,,

By(x) = Bu(f*(x)) ... Ba(x)
= A(f*H (%) Ra( 1 (%)) . A(x) R (x)
— A(0)Id... A0)IdA() | * (1)]
= A(0)* 51 (1)]
o o] [1 o0
B I 0 o le, 1
_ _0' k O]
B :5n 0
B _1 ok

Dai segue que,
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Portanto, B¥H, = R(e,,1) e B*V, = Vikx)-

€ 1
Note que para tg(d,) = €,, decorre que sen(d,) = ———— e cos(0,) = ————, se
1 b —eub
considerarmos b = ——— a matriz de rotacao de angulo 9,, se escreve como © .
V1+e? enb b
Entao para a k + 1 iterada,
By (x) = Ba(f*(x)) By (x)
= A(f* (%)) Ra(f*(x)) By (x)
o o6 —ed] ot 0
o oY |eb b 1 ok
B o 0] [o*b—cb —c,bo"
10 ot |blepoF+1)  bo*
B [ o(0Fb—enb)  —oenbot
B o (g0 P+ 1) boFt |
como o ¥ =¢,, 07 Fb—e,b = b(c7F—~07%) = 0. Logo, Bf(x) = 0 —bo .
" " o o~ th(c7* +1) bott

Dai segue que

0 —bo K 0
Bt (x)Hy = =
n () [Ulb(azk +1) bakll [O] [abal(a% +1)

e logo K’

Y

Blrf—H (x)Vi =

0 —bo 0 K —bo
oo™ +1) bot | | K| bot 1|’

Para a 2k-iterada segue que
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By (x) = Bu(f*71(x)) ... Ba(f*7(x)) By (%)

)..
= AP R () - AP ) R (£ (0) B )

o 'b(c7* +1) bok?

:A(l)k_ll 0 —ba]

o~ (o7 +1) bot !

B Bl 0 0 —bo
0 o * Dl 1o7th(c72 +1) bo*!

B [ 0 —bo*
o Fb(om* +1) b

= A(D)Id...A(1)Id [ 0 _b"]

Dai segue que,

B () H, — [ 0 —bak] [K] o [ 0
" o *b(c™* +1) b 0 bo F(o72* + 1)

0
| para K' =bo %o +1).

Por fim, para a 2k + 1-iterada

B (x) = A(f* (%)) Ru(f* (%)) B3 (x)
1 0 0 —bo*
en 1| |o7*b(c™?* +1) b

o0 0 —bo*
o 0_1] [O'_kb((f_2k +1) —bore, +b
- 0 —bO'k+1

o~ * (=% 4 1) bo~(—oFe, +1)
: 0 _bo.k-l—l

- o kDp(g=2k 4 1) 0 ] .

= AQ)

E por fim, conclui-se que

0 —bo*| | 0 _ —bo*"K ki |
o b(e7* +1) b K bK €

35



2.2. CALCULO DOS EXPOENTES DA PERTUBACAO 36

o kFDp(g=2k 4 1) 0 0
N 0
| Kbo D (g2 4 1)

_ H |

B2k+1<x>v — 0 _b0k+1 0
" o (o2 4 1) 0 K
K ot
Lo
=K’ L :
0
[ |
Nota-se que toda vez que Bil(%ﬂ)(x) tomar pontos em Z,, para algum [ inteiro, ocor-

rerd todo esse processo de permutacao dos eixos. Assim conclui-se a construgao da per-
tubacao do cociclo A, que efetua a troca dos subespacos invariantes, resta mostrar que
seus expoentes de Lyapunov sao nulos e concluir a construcao do exemplo. Como serd

visto na préxima secao.

2.2 Calculo dos expoentes da pertubacao

Nesta segao mostrar-se-a que para qualquer n > 0 tem-se A\ (B,,) = 0, para tal, inicia-

se definindo a medida u,, que é a restricao normalizada de u a Z,, isto é, defini-se p,

p(X)
, para X C Z,.
w(Zn)

Antes de se prosseguir para o calculo explicito dos expoentes de Lyapunov, necessita-se

como fi,(X) =

de algumas definigdes e notagoes preliminares. Seja w = (0,...,0,1,...,1) uma palavra
————— ———

k-vezes  k+1-vezes
finita e seja B o conjunto de todas as palavras finitas b = (by, ..., bs) que nao tem como

uma sub palavra w. Pelo Teorema 1.4, de Recorréncia de Poincaré sabe-se x € Z, e
retorna a Z, infinitas vezes em u - quase todo ponto. Entao pode-se decompor x em

infinitas palavras da forma (w,b,w) e logo Z,, = | | [0;w, b, w].
beB
Define-se também a aplicacao de primeiro retorno f, : Z, — Z,, isto é, f, aplicada

a x parte de uma palavra w e retorna a Z, na préxima palavra w dentro da sequéncia
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infinita x. Destaca-se que fy, |(0;wbw]= f""° |[0;w,bu), Para todo b € B, pois para retornar
a Z,, deve-se lembrar que todos os f*(Z,) sao disjuntos, para 1 < i < n e pela definigao
da palavra b ela nao admite sub-palavra w assim o ntimero de iteradas necessarias para
encontrar a préxima palavra w no cilindro [0;w, b, w] é de n + s.

Assim conclui-se que (f,, it,) é equivalentemente ergédico pela Proposi¢ao 1.24 um
deslocamento de Bernoulli sobre o alfabeto infinito B. Agora pode-se definir o cociclo
B, : Z, — SL(2,R), induzido por B, sobre f,, isto é,

B, l0:,b,0]= Bt |(0;w,bu), Para cada b € B. Pela Proposicao 1.34 segue que )\i(Bn) =

A (B, ) ~ . .
%. Portanto é suficiente mostrar que Ay (B,) = 0. Logo deseja-se provar o seguinte
M\ L,

resultado
Lema 2.5 Os expoentes de Lyapunov do cociclo B, sao nulos para todo n > 0.

Demonstragao:
Para concluir que os expoentes de Lyapunov do cociclo B,, sao nulos, utilizar-se-a de

um absurdo gerado por supor que estes expoentes nao sao nulos.

~

Suponha que os expoentes de Lyapunov A+ (B,,) # 0, entao pode se aplicar o Teorema
de Oseledets 1.32 e se obter E¥ @ E?, que estao definidos em quase todo ponto x € Z,.

Agora sejam C € Z, x P(R?) e as respectivas medidas

mH(C) = (x5 (x, B2 € C) = [ By (C)du()

mH(C) = ul{xs (x.B5) € C) = [ Goe(Chn(x),

definidas em Z,, x P(R?) para qualquer subconjunto mensurével.

Observa-se que o cociclo definido por

Fg + Z, X P(R?) — Z, x P(R?)
(x,v) = (fa(x), Bu(x)v)
trocam os subespagcos verticais e horizontais pelo Lema 2.4. Basta observar que o cociclo

B,, é definido por B,, justamente nas palavras w, entao ocorre que

~ ~

Bn(X)Hx = an(x) Bn(X)Vx = an(x) (23)

Define-se m,, como uma medida em Z, x P(R?) que,
1 1
mu(B) = §un({x € Zn;Vx € B}) + 5””({)( € Z,; Hy € B}), (2.4)

para qualquer subconjunto mensuravel B € Z,, x P(R?), recorda-se que V; = {x} xR(0,1)
e Hy = {x} x R(1,0).
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Decorre da definicao de m,, que essa medida se projeta em Z,, por meio da pu,. E em
particular m,, concede medida total a juncao de Hy e Vi de forma que pode-se interpreta-la
(0r, + 0vy.)
como ——~.
Afirmagao: A medida m, definida em (2.4) é F; - invariante.
Demonstragao:

Observa-se que

(A = 3 [1n({y € 2y € FHO) + mnlly € Zus Hy € FR 1]

Como estd destacado em (2.3) F'z ¢ tal que leva os pontos em Vy (Hy) em pontos em
Hy, (Vy), para y = fn(x).

Em particular se V, € F];nl(C) entao (y, K(0,1)) € F;nl(C’) Logo existe (x, K'(1,0)) €
C, tal que f,(x) =y e B,(x)K'(1,0) = K(0,1) , ou seja, Hx € C.

Portanto, V;, € F];nl(C') & Hy € C e de forma andloga Hy, € Fl;nl(C') & Vi € C, entao

n(F () = 3 lin({x € Zui (5 Ha) € C1) + pn({x € Zi (x,V5) € O]

=m,(C).

O que conclui a afirmagao.

Afirmagao: O sistema (m,,, Iz ) é ergédico.

Demonstragao:

Seja X um subconjunto invariante de Z, x P(R?) tal que m,(X) # {0,1}. Seja
Xo o conjunto dos z € Z, tal que a fibra X N {x} x P(R?) nao contendo H, nem V.
Em outras palavras o complementar de X, é a imagem da interse¢ao de X N {(x, [v]) €
Z, x P(R?); [v] = (1,0) ou [v] = (0,1)} sobre a projegao canonica 7’ : Z,, x P(R?) — Z,.
Desde que essa intersecgao seja subconjunto mensuravel de 7, x P(R?) e P(R?) é um
espago polonés aplica-se o Teorema I11.23 de [6] e conclui-se que X é mensuravel de Z,.

Pela definigao de Xy e pela propriedade F trocar as fibras horizontais e verticais
decorre que Xy é f,- invariante e como (f,, i,) é equivalente a um deslocamento de
Bernoulli segue que X, tém medida por u, com valores 0 ou 1. Como por suposi¢cao
1 > m,(X) > 0 deve se ter u,(Xo) = 0, caso contrario X teria medida maior ou igual a
1. Seja X5 o conjunto de z € Z,, tal que a fibra X N{x} x P(R?) contém simultaneamente
Hy e Vi, logo tem p,,(Xs) = 0.

Agora seja Xy o conjunto dos x € Z,, tais que suas fibras contém H, mas nao contém
Vy, define-se Xy, de forma semelhante, como o conjunto dos x € Z,, tais que suas fibras

contém V5 mas nao contém Hy.
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Pelo visto anteriormente, do comportamento de m,, ao se projetar sobre Z, decorre
que Xy UXy, tem medida p, total e da definicao de Z,, e de f,, decorre que f,(Xy) = Xy
e fu(Xv) = Xu. Observa-se que pn(Xu) = 5 = pa(Xv) e f2(Xu) = X e f7(Xv) = Xy
Isso é uma contradicao pois f,, é equivalente a um deslocamento de Bernoulli e sua segunda
iterada é ergddica como é apresentado em 1.23.

O que conclui a afirmacao.
[ |

Seja dado k > 0, define-se X,. como o conjunto de todos os (x, [v]) € Z,, x P(R?) tal
que a decomposigao de Oseledets EY @ Ef esta definida em x e [v] se divide em v = v" 4 v*
com a propriedade £~ [v¥|| < [|[v¥]] < &||v?||

Nota-se que os expoentes Lyapunov sao distintos em todos os pontos de X, e seus
pontos retornam um numero finito de vezes a X,.. Entao pela Recorréncia de Poin-
caré 1.4 m,(X,) = 0, para qualquer k > 0. Logo a medida m, tem medida total em
{(x, E¥)(x, E%);x € Z,}. Portanto m,, é uma combinac@o convexa de m" m®, o que é um
absurdo ja que m,, é ergddica, contradizendo a Proposicao 1.13.

Como essa contradigao advém da existéncia da decomposicao de Oseledets que ocorre
quando os expoentes do cociclo B,, nio sdo nulos, deve ocorrer )\i(Bn) = 0. Consequen-

temente pela Proposicao 1.34 decorre que Ay (B,) = A+ (By) = 0. Concluindo-se

o 1(Zy)
que os expoentes de B,, sao iguais a zero.

E assim os expoentes da pertubacao de A tem seus expoentes nulos para qualquer valor
de n > 0, resta concluir a construcao do exemplo de descontinuidade para os expoentes
de Lyapunov do cociclo associado as iteradas de A.

A proxima demonstracao de teorema concluira a construcao do ponto de descontinui-
dade de forma que o cociclo B tomado sera definido pela distancia que se deseja aproximar
do cociclo A definido inicialmente em (2.1).

Demonstracao do Teorema 2.1: Toma-se B, como o construido em (2.2). Pelo

22a k
Lema 2.3, para todo n é possivel obter ||B, — Al|, < C (—) , com n dependendo de
o
22a
k, ja que n = 2k + 1. Da hipétese do teorema decorre que — < 1 assim quando k ¢é
o

2c
suficientemente grande, esse quociente sera pequeno, em outras palavras, _— — 0, se
g

k — oo.

2a\ Ko
Assim se € > 0, pode-se escolher K tal que (—) < %, N =2Ky+1e B = By.
o
Logo a distancia a-Hoélder de A e B serd menor que ¢ e pelo Lema 2.5, segue que os

expoentes de B sao nulos.
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Assim conclui-se a construcao da pertubacao do cociclo gerado por A e f que repre-
senta uma descontinuidade para os expoentes de Lyapunov na topologia a-Holder, ja que
A (B,z) = 0e Ae(A,z) = £|po — p1]|Ino, e a distancia entre essas duas matrizes pode

ser tomada tao pequena quanto se queira na respectiva topologia.



Capitulo 3
Exemplo de Butler

Neste capitulo sera apresentada uma segunda construcao de um ponto de descontinui-
dade relativo a topologia a-Holder para os expoentes de Lyapunov de um cociclo linear
que assume valores em SL(2,R), em que a € (0,00). Este exemplo busca generalizar o
exemplo no capitulo anterior, ao mostrar que préximo de satisfazer a inequacao de fiber
bunched ainda prevalece a descontinuidade.

Para se entender a diferenca entre a construcao anterior e a atual das pertubacoes de
A deve-se atentar para o cilindro em que se ocorre a troca entre os subespacos estaveis
e instaveis. No caso do Capitulo 2, o cilindro Z,, é tal que fixa-se suas entradas e s6 sao
considerados os retornos ao proprio Z, enquanto no novo exemplo se considera retornos
proximos ao cilindro Z. Ao se considerar essa liberdade é necessario tomar algumas
condicoes para se controlar os problemas consequentes. De certo modo, se paga um
preco por essa liberdade pois os expoentes de Lyapunov da nova construcao terao valores

pequenos mas nao serao nulos, diferindo do que ocorre no primeiro exemplo.

3.1 Notacoes e definicoes

Inicia-se recordando algumas notacgoes, cosidere o deslocamento de Bernoulli f : ¥y —
Y9, definido em (1.2). A medida produto dada no Teorema 1.18; definida por p([0: 0]) =
1—pep([0:1]) = p, para algum p € (3,1). Manter-se-4 a métrica d(x,y) = 27V>¥),
em que N(x,y) = max{N >0 ;z, =y, para todo |n|] < N}. Como se mantém a norma
na topologia a-Hoélder para as aplicagdes continuas L : ¥y — SL(2,R), para o € (0, 00)

CcOomo

||L(z) — L(y)|]
d(z,y)*

e denotar-se-4 C*(Xq, SL(2,R)) como o conjunto das aplicagdes a- Holder continuas.

ILl]a = sup [|L(z)][ 4 sup
€Yo T#y

Atente-se para que se mantém a definigao de A como em (2.1). Novamente se efetua o

abuso de notagao sobre a defini¢ao de A, ao se denotar A(0) e A(1), que indica que A(x)

41
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é tal que zop = 0 e g = 1 respectivamente. O objetivo deste capitulo é construir outro
exemplo de descontinuidade para os expoentes de Lyapunov de A, em sintese, objetiva-se

a provar o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Seja p € (%, 1). Se o'=2 > 2% entdo para cada vizinhanga aberta U C

C*(X9,SL(2,R)) de A e cada k € (0, (2p—1)Ino) eziste um cociclo localmente constante
L € U tal que \i(L,p,) = k. Em particular A é ponto de descontinuidade para os
Expoentes de Lyapunov com respeito a p, em C*(Xq, SL(2,R)).

Assumi-se a hipétese de 021 > 2% Com essa hip6tese pode-se encontrar um racional
v > 0 suficientemente pequeno tal que vale a desigualdade 0 > 20*)®  Também pode-se
escolher N > 0, tal que yN seja um inteiro. O parametro N, sera frequentemente alterado
de acordo com a situacao, mas sempre satisfara essa hipotese de tornar YN € Z.

Para este capitulo assumi-se algumas notacoes para aplicacoes que serao recorren-
tes durante a construgao da pertubacao do cociclo. Inicialmente denota-se por 75(x) a
aplicacao de tempo de primeiro retorno de x a algum conjunto mensuravel £ C 35, isto
¢,

Te(x) =inf{n >1: f"(x) € £}

Pela aplicacao 7g, pode-se induzir o deslocamento de retorno a £ como
f(x) = % (x),

isto é, f™ é o deslocamento f iterado o niimero suficiente de vezes para que x efetue o
primeiro retorno ao conjunto £.

Através da aplicacao f™ pode-se definir a aplicagdo tempo minimo para n retornos
de x ao conjunto F pelo deslocamento f. Para tal aplicacao utiliza-se a notagao T](;) (x)

e a define-se por

) = 3l (o)

Observa-se que para j = 0 ha que 7(f°(x)) = 75(x) e se j = 1, ocorre que T4(x) =
Te(x). Entdo a aplicagdo estd bem definida para n > 1.

Defini-se a aplicacao de estimativa da entrada dos valores de x como

T(En) (x)—1

S, (%) = m(f'(x)),

1=

em que 7(f%(x)), denota a projegao na 0-ésima entra de f?(x). De certa forma, devido aos

simbolos que Y5 assume neste capitulo, pode-se interpretar S ) (x) como a quantidade
E

de simbolos 1 em x até o n- ésimo retorno ao conjunto E.
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Definir-se-a os cilindros centrais em que se efetuara a pertubacao. Considere Z C 3
o cilindro

Z={x€Xy:z0=1,2,=0,1<i<N}=][0;1,0,...,0]. (3.1)

N-vezes

Se YN < N, define-se W C X5 como

W={xe¥:z=1x=01<i<yN}=][0;1,0,...,0]. (3.2)

yN-vezes

Em particular observa-se que Z C W.

Como no caso do exemplo do Capitulo 2 os conjuntos f*(W) sao dois a dois disjuntos,
isto &, f{(W) N f/(W) = 0 para i # j sempre que 0 < 7,7 < yN — 1. Consequentemente,
de Z estar contido em W, segue que f4(Z) N f/(Z) = (), para i # j. Esta propriedade é

representada na Figura 3.1.

2

Figura 3.1: Cilindros W e Z.

Para os cilindros W e Z que foram definidos, denota-se o tempo de primeiro retorno
a Z dos pontos x € W pela aplicagdo f por t(x), que se relaciona com a aplica¢do fT&;)

da seguinte forma

t(x) = inf{n > 1: fW (x) € Z}. (3.3)

Observacao 3.2 Segue da definicdo das aplicagoes S;,(x) e Tz(x) uma forma de se es-
timar e denotar a quantidade de entradas 0 e 1 em algum ponto x até alguma iterada

especifica.

Recorda-se que S;,(x) indica a quantidade de entradas 1 na sequéncia x até o retorno
ao conjunto Z. Ja 7 indica a quantidade de iteradas necessarias para o retorno de x a Z.

Como as possibilidades de entradas sao 0 ou 1, ao eliminar a quantidade de entradas 1 das
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iteradas necessarias para retornar a Z restara a quantidade de entradas 0 da sequéncia x,
isto é, a quantidade de entradas 0 até o retorno ao conjunto Z ¢ dada por 7z(x) — S, (x).
Por fim destaca-se que a diferenca entre a quantidade de entradas 1 e 0 até uma iterada

J, em que j é o tempo de retorno ao conjunto Z, é dada por

#1j+1 - #Oj-‘rl = STZ(X) - (TZ(X) - STZ(X))
=25,,(x) — 12(x).

Comecar-se -4 a construcao da alteracao do cociclo A. Essa primeira alteracao sera
o cociclo B. Este cociclo B é o inicio da construcao da perturbacao final L do cociclo

induzido inicial A.

Definicao 3.3 Dado ¢ > 0 ¢ A o cociclo linear definido em (2.1). Considere o cociclo
B : %y — SL(2,R) dado por

R{%A(x) sexe fN1(Z)
B(z)={ A(x)R3> """ sexeW ; (3.4)
A(z) sexe We\ fN-Y2)

Ca 1 -0
em que as matrizes R$? Ye Ry? sio definidas respectivamente por Ry® = [ ] e

. 10
e2—valN
i B Lz—wN 1]'

Na Defini¢ao 3.3 o valor do parametro 6 sera escolhido a frente para que seja possivel
o cisalhamento Rf‘g tornar a direcao estavel paralela a direcao instavel. Porém antes
de prosseguir sera introduzida uma notacao que auxilia na compreensao do processo.
Denota-se a =< b para indicar que existe uma constante C' independente de N tal que
C' < a < Cb. Assumi-se que ¢; = (1,0) e e; = (0,1) sdo os vetores canonicos de R?.
Salienta-se que a notacao =< utilizada em vetores denota uma limitagao sobre a constate

do respectivo vetor. Na Figura 3.2 é apresentado graficamente uma intuicao da notagao

~
—~

L 2

Figura 3.2: ¥ < .
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O proximo lema indicara a possibilidade do cociclo induzido por B sobrepor a direcao

e1 na direcao e, apdés um numero de iteradas suficientemente grande.

Lema 3.4 Existem 0 e N suficientemente grande tal que B™(x)(e;) = Key para algum
K € R. Além disso, B™(x)(e;) < eONo=2572@+72@) ey para x € Z.

Demonstragao:

Nota-se que se x € Z entao

BY(x) = B(f"(x))... B(x)
= R7PA(0)... A(0)A(1)RE ™"
= R7PA(0)... A(0)IdRs> ™"

=) [ov2 0 10
o1 0 oD [e2meN

B [~ (N=2) _ g-9—7aNH(N=2) _p (N-2)
82—’)/CMNO_(N—2) U(N_2)

Entao

o - [o—(N=2) _ poo—vaN5(N-2) _gs(N-2)] [1
<X> (61) — gz—yaNo.(N—Z) O-(N_Q) 0

B [~ (N—2) _ Pe2—aN ;(N-2)
- 97N ;(N-2)

9(v+1)a

Por hipétese 02 > 20+)e  portanto 5 ) — 0 quando k — oo. Logo se N é

o
9(v+1)a

N 2
suficientemente grande tem-se que ( > < —, que € equivalente a desigualdade
o

02
711N G=2AN=2) - cg=aN,
Dai, toma-se 6 = 127N 5=2(V=2) ¢ consequentemente decorre que
o~(N=2) _ _~197aN ;—2(N=2) _g—aN ;(N-2) _

Ainda mais, se 0 < 27N, pode-se escolher C' > 1 tal que C~1e27*N < § < Ce27N,

pois basta notar que
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0—162—aN < 8—12yaN0_—2(N—2)

O—l < 6—22(7+1)(1N0_—2(N—2)

g2 o2 N
1< py (W) < C.

Portanto 6 =< g2V,
Para a segunda afirmacio destaca-se que B (x)(e;) = AZ®=N(fN(x))(BN(x))(e1),

e B mantém fixo a reta que passa em ey exceto quando x € f¥71(Z). Assim decorre que

BY(x)(ey) x ea 277N e,,

Tz(x)—1 '
Para finalizar, da Observacao 3.2 segue que S.,(x) = 1+ > n(f'(x)) e por-
i=N+1
tanto pode-se estimar a quantidade de A(0) e A(1) por meio de 2S;,(x) — 7z(x). Logo

BTZ (X) (61) = chO'_zs"Z (X)—i—TZ(x)'

O préoximo lema afirma que ao alterar o cociclo A, construindo o cociclo B, nao se

afasta B de forma exagerada de A.
Lema 3.5 ||[A — B||, < Ce, para z € Z.

Demonstragao:

Se x e y estao no mesmo cilindro, segue de A ser constante em cilindros que

[(A—B)(x) - (A= B)(y)ll _ [IBx) - Bl
d(x,y)" dx,y)*

Definicao de B tem-se que se x e y estao no mesmo cilindro e esse cilindro estd em
algumas das alteracoes que definem B, entdao B(x) — B(y) = 0.
Considera-se agora os casos em que X e y nao estao no mesmo mesmo conjunto de

definicao.
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SexeWeyeWe\ f¥=1(Z) entdo segue que

[(A=B)(x) = (A= B)(y)ll _ [[Ax) = B(x) = Aly) + B(y)l|

d(x,y)* d(x,y)*
_ A —A) +Al) - A(z)Rg ™|
d(x,y)*
_ IARx) - A(x)Rs2 Y|
d(x,y)
< A [1d — R3> ™ ||
- d(x,y)*
oereN
< .
d(x,y)"

Comoy € We\ fN=1(Z) entao N(x,y) < N, pois mais coordenadas iguais indicaria
que y € W. Logo, d(x,y)™ < 27V, Portanto

(A= B)(x) = (A= B _ ge27*N
d(x,y)" ~d(x,y)”

< ge27 NN — e

Sexe fNYZ)ey e We\ fN1(2)

(A= B)(x) — (A= B))Il _ [[Ax) — R{"A(x) — A(y) + A(y)]]
d(x,y)" d(x,y)"
|A(x) — R’|
T dxy)”
< NAGI[ [[1d — Rl
- d(x,y)"
X’
d(x,y)*

Como x € fN"YZ) ey e We\ fVN1(Z) entdo N(x,y) < N — 2, e assim d(x,y) @ <
2(N—2)a

<

e relembre-se que 0 < £277Y e portanto

(A= B)(x) = (A=B)WIl _ _af

d(x,y)" ~d(x,y)”
< 062(N72)a
—alNaogaNo—2a __ o€
S oe2 2 2 = 2704

Por fim, se x € W ey € fN71(Z) entdo d(x,y) = 1, jd que g = 1 e o = 0. Segue
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que

~PIN 4 - aGoRE ™ Aly) + BA)

<||(Id— R M)A + || Ay)(Id — R
< ||| [|1Id — R ™" || + ||| [[1d — Ry’
< 277N 4 50

< g2 7N 4 gegmalN

<202 Ne < 20¢.

Agora observa-se que o sup ||A(x) — B(x)|| pode-se limitar da seguinte forma. Se
XEY9
x € W, entao

[A(x) = B(x)[| = [|A(x) = A)RS* || < [|A]| [[Td = R5>""|| < 0e277Y,
Se x € fN"Y(Z), segue que
1A(x) = B(x)|| = [|A(x) — Ax)Ry’|| < [|A|] [|[Id - Ry’|| < 06 < oe277°.
Ese x € We\ f¥71(Z) segue que
|A(x) = B(x)[| = [[A(x) — A(x)[| = 0.

Em todos os casos pode-se efetuar a limitacdo 027N < ge. Entao decorre que

Al e Bl e A= B = (A= B))]
14 = Bllo = sup [[A0) = Bl +_sup Ty

< og + 20¢

< 3oe.

Pelo Lema 3.4 nota-se que a pertubacao que leva e; a e; nos retornos ao conjunto Z ja
estd definida. Resta definir a que levard e, para e;. Contudo, para efetuar essa mudanca,
deve-se alterar o cociclo induzido por B sem alterar a troca ja realizada.

Para efetuar essa modificacao de forma a preservar a direcao e;, deve-se escolher um
conjunto adequado para efetuar a modificacao do cociclo induzido. Esse conjunto sera
denotado por G, definido por algumas propriedades e parametros que serao apresentados
a frente. Em particular os parametros e propriedades escolhidos para definir G permitirao

que as modificagoes em B nao o afastem de A na norma a-Holder.
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Definicao 3.6 Seja v uma palavra finita com m > yN + 1 simbolos v; € {0,1}, 0 <
J<m—1. Diz-se que v = vy - Vp_1 € um bloco de retorno a W de comprimento m se

satisfizer:
1. voy=1lev;=0paral <1< ~yN.

2. Nao existe uma sub-palavra da forma (1,0,...,0) contida na sub-palavra formada
———

yN—vezes
por vyn+1---Um—1 -

Tendo a definicao de bloco de retorno a W definir-se-a outros conjuntos utilizados na
construgao da modificacdo de B. O primeiro conjunto é %(v), que indica o cilindro da
palavra finita v. Esse conjunto denota o cilindro que tém as m primeiras entradas de
seus pontos coincidindo com os simbolos v; da palavra finita v e exatamente em seguida
a sub-palavra da forma (1,0,...,0), dito em outras palavras,

——

yN —vezes

Cv) ={xeXyx;=v;0<i<|v]—1,xp =12, =0,]v| +1<i< |v]+yN},

em que |v| denota o comprimento da palavra finita v. Pode-se dizer também que € (v) é
o conjuntos dos x tais que iniciam em W e retornam a W pela aplicacao deslocamento f

apés |v| = m iteradas, isto ¢é, se x € €' (v) ocorre Ty (x) = |v|.

Observacao 3.7 O cilindro €(v) tem didmetro de ao menos 2-WHN) em que |v| =
Tw(x) para algum x € € (v).
De fato, se x,y € € (v) tal que x # y, entao,
X = (UOa V1500 5 Upol-1, 17 0... 70 y L)o|+yN415 - - - );
~——
YN —vezes
e
y= (U07 V1, Upl-1, 17 0... 70 s Yol +yN+15 - - - )
——

YN —vezes

como X # Yy, existe a possibilidade dos pontos diferirem apenas na |v| + YN + 1 en-
trada. Logo N(x,y) > |[v| + N e sup{d(x,y) : x,y € €(v)} < 2=PH™)  concluindo a
observagao.

O proximo conjunto a se definir serd denotado por 7 e indicard o conjunto de todos

os blocos de retorno a W, isto é,

¥ = {v;v é um bloco de retorno & W de comprimento m,yN +1 < m < +o0}.
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E assim denotar-se-a o conjunto das [-énuplas de v € ¥ por #!. Antes de prosseguir
com as defini¢oes dos conjuntos necessarios para se construir uma nova pertubacao de A

serd definidos alguns parametros.

e O primeiro serd 5 > 0, que devera ser tomado satisfazendo a inequagao

oP728 5 9o (3.5)

e Jir>0étalque 0 < < (2p—1)Ino>

e Para escolher n > 0, independente de N utilizar-se-a de uma consequéncia dos
teoremas provados em [1]. Dessa forma a escolha de n satisfaz que para todo a > 1
e N > 0 ocorre
u({x € Z;17(x) > ﬁ})
1(22)
e Com a escolha de n e k feitas, pode-se escolher ( > 1 suficientemente grande a tal
n(In(c?))e ¢ K
(1 —e¢)2 100

a

< ne .

ponto que

e O 1ltimo parametro tomado serd w, um inteiro escolhido de tal modo que w > 71

Destaca-se que quanto menor o valor de v maior sera o valor de w.

Apés estabelecer esses parametros pode-se definir 4, C #! como o conjunto das I-

énuplas de blocos de retorno a W que satisfazem

1. se l = 1, entdao ¥4 ¢é o conjunto das as 1-énupla v', de blocos de retorno a W tais

que

Ch c{xe W S, (x) — prw(x)| < Brw(x) e N? < mp(x) < ﬁ} (3.6)

2 ..., v" de blocos de retorno a W

2. se | > 2, entdo 4, é o conjunto das l-énupla v!, v
tais que

() C{x e W : my(x) < N7F1}

paral<j<l—-1e
%(UZ) - {X eW: |STW(X) _pTW(X)‘ < Bﬁ/{/(X) e N1 < TW(X) < ﬁ}

E posterior a essas defini¢oes de conjuntos e parametros finalmente se define o conjunto

G tal que sera utilizado para modificar B e consequentemente o cociclo induzido.
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Defini¢ao 3.8 Seja t(x) como definido em (3.3). Diz-se que G C Z é um bom con-
gunto, cujos pontos ¢ € Z estao associados a uma sequéncia de blocos de retorno a W,

(v!(),..., v @ (x)) € ¥ satisfazendo as sequintes propriedades:
1. O bloco de retorno v'(z) € 4.

2. Se v'(x) é um bloco de retorno ¢ W tal que |[v'(x)| > N? entdo
C(v' (@) C{z e W : [Sny @ — prw(®)| < Brw(x)}.
3. Nao existe uma sub-énupla (v (x),...,v""(x)) com w elementos tais que
€ (z)) C {x € W;my(x) < N}

para cada 1 < 7 < w.

4. O cilindro € (v'®(x)) C {x € W;rw(x) > N“F1}.
¢
5 'TZ((B) S M

Para entender as propriedades que definem o conjunto G deve-se lembrar a defini¢ao
de W em (3.2), que implica que os pontos x € W satisfazem |v’(x)| > YN + 1, para
2 < i < t(x). Em particular, diferente do exemplo do capitulo 2, nao se considera apenas
um bloco de retorno & W para efetuar o processo de troca das direcoes estaveis e instaveis.
E portanto nao se pode efetuar a construcao sem exigir uma longa sequéncia de palavras
v', que apresentem “boas”propriedades.

Ao se considerar qualquer y € W, segue da defini¢ao de B e do visto na demonstragao
do de Lema 3.4 que o angulo entre B (y)(e;) e e; é de a0 menos uma constante C' > 0,
que independe de N. Assim para efetuar a a-Holder pertubacao que preserve a reta sobre
e1, espera-se que exista uma iteracao M > 7N + 1, suficientemente grande tal que o
angulo entre B™(y)(e1) e e; seja exponencialmente pequeno em M antes de se efetuar o
cisalhamento que permuta os espagos sobre as retas geradas por ey € es.

Portanto a primeira propriedade de GG busca pontos x tais que seu primeiro tempo de
retorno & W seja suficientemente grande, mas exista uma limitagao superior garantindo
que a palavra v'(x) seja finita.

Um célculo de probabilidade mostra que se v < 3 entao a probabilidade de |[v'(x)| =
N +2 para algum 1 <i < ¢(x), aproxima-se de 1 quando N — oco. Isto é, quanto maior é
o valor de N maior ¢ a chance de existir um bloco de retorno a W com o menor tempo de
retorno possivel de x a W. Esse fato indica que para v pequeno, quase certamente existe
um bloco de retorno a W que é pequeno e nao deve ter um angulo exponencialmente

pequeno entre e; e uma determina da iterada do cociclo B sobre e;, o que impede de
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aplicar o cisalhamento mencionado. Portanto, deve se considerar grupos de blocos de
retorno a W que garantam uz(G) grande.

Em particular, essa garantia de puz(G) ser grande decorre da propriedade 3 de G,
que indica a existéncia de longas sequéncias de blocos e retorno a W, ja que v pequeno
implica w grande. As palavras que compoem a sequéncia de blocos de retorno a W
possuem limitagoes de tempo de retorno a W suficientemente grande para que angulo
seja exponencialmente pequeno. A seguir apresenta-se uma das propriedades do conjunto

de blocos de retorno & W que compoem G.

Lema 3.9 Para cada x € G, existe uma tinica partigio da sequéncia (v'(z),...,v"® (x))
em uma l-énupla da forma (vi(z),...,v""""(x)) que se encontra em 4 com 1 <1 < w.
Demonstragao:

Pela definigdo do conjunto bom G, item 1, v'(x) € €. Agora, para a construir a
particio da sequéncia olha-se de forma ordenada para uma palavra v*+1(x).
Se [v*T1| > N? entao €' (v*) C {x € W : |S,, (x) — prw(x)| < Brw(x)}. Pela tltima
condicao de G segue que
S > 77(x) — Ty (x) > Ty (x)F L
n(Z)
Portanto v**1(x) € ¢ e toma-se v**1(x) como o novo elemento da particio.
Caso |v*1| < N2, pela propriedade de G deve existir algum [ tal que 2 < < w com
[o"(x)| < N9t para 1 < i <1 —1 e [pF(x)] > N1 Segue da defini¢io de G que

(V*1(x), ..., v*(x)) deve satisfazer
CWi(x)) C {x € W : mp(x) < NFFHY

para 1l < <[ —1.
E [v*(x)] > N > N? entdo

C(x) C{x €W+ [Sny 0 — prw(X)] < Briv(x)}

Logo (v"1(x), ..., v"(x)) € ¥ e toma-se esté énupla como novo elemento da particio.

Observa-se que pela exigéncia de [0/®)(x)| > N“*1 decorre forgosamente que a tltima
particdo tomada seja da forma (!~ wf¥)(x)) € ¢ para algum [, 1 < [ < w,
concluindo a existéncia da particao.

Provar-se-a a unicidade da particao. Ela decorre da unicidade de cada sub-palavra
v'(x) para 1 < i < t(x) e pela forma como se da & construcao. Isto é, cada sub-palavra

v'(x) sempre serd tnica para um determinado ponto x € Y. Assim a construgao avalia
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de forma ordenada cada tamanho das sub-palavras, implicando na unicidade da decom-

posicao.
|

O Lema 3.9 apresenta que a t(x)-énupla de blocos de retorno a W dos pontos x €
GG possuem a caracteristica de se separarem em sub-énuplas de 4, com 1 < [ < w.
Assim para efetuar a modificacao de B, sera utilizado as sub-énuplas e efetuar-se-a as
modificacoes sobre cada palavras v*'~1(x). Em particular existe formas de se tratar cada
palavra v""'1(x) das énuplas (vi(x),...,v" 771 (x)) € 4. A frente serd tratado os blocos

de retorno & W que satisfazem v'(x), com x € G.

Observagao 3.10 Seja x € Z tal que v'(x) € % e €(v) C Z. Essas condigoes sio
equivalentes a considerar os pontos € G tais que iniciam a decomposicao em énuplas da
forma 4, com 1 <1 < w.

Os proximos resultados tem como objetivo moldar a pertubacao final L. Inicialmente
se definird B, e efetuando modificagoes sucessivas define-se B;. Recordar-se do exemplo
de Bocker-Viana no Capitulo 2, a caracteristica principal do cociclo que perturba A é a
troca dos espacos estaveis e instaveis nos pontos do cilindro Z,,. Neste exemplo se deseja
que a perturbacao final de A que serd denotada por L, efetue as trocas apesar de utilizar
os cilindros W e Z.

Ao considerar x € G C Z, se tem a sequéncia de blocos de retorno a W associados a
x antes que ele efetue o primeiro retorno & Z, isto é, (v'(x),v?(x),...,v!™)(x)). Entdo se
construird By, alterando B, de tal forma que na primeira palavra v!(x) ocorrerd a troca
dos espacos estaveis e instaveis do seguinte modo.

Destaca-se que quando x passa pelo cilindro W, a direcao e; sofre um cisalhamento,
que leva a direcdo e; para a direcao e; + 277 Ve,, pela definicao de B. Ao considera
X € Z, segue que esse ponto passard por f¥71(Z), e nesse momento, a direcio e; que foi
perturbada para e; + €277 Ve, finalmente passa para Ke,. Simultancamente a direcdo
es que estava fixa até esse momento pelo cociclo By se movimenta para uma direcao da
forma ke; + eg, como se observa na Figura 3.3 .

E entao By deve ser tal que ao se aplicar iteragoes suficientes para que a imagem de
x esteja em fI'™I-1(F(v!(x))), ocorrerd o cisalhamento que leva ke, 4 e, para a direcéo
e1. Isso deve ocorrer sem alterar a direcao fixa ey construida em f¥~1(7).

Contudo, quando ocorre o retorno & W na palavra v?(x), a recém determinada diregao
e; sera perturbada, pela definicao de B. Para corrigir os erros dos retornos a W, que
ocorreram a cada infcio de palavra v®, toma-se a decomposicao da sequéncia de blocos
de retorno a W associados a x em sub-énuplas de palavras pertencentes a ¢. E para
cada palavra final, dessas sub-énuplas, efetua-se uma modificagao de forma que a diregao

e1 + r(x)ey retorne para e;.
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ol(x) (@)
P

° ° °
€1 gy 427N, €2

vi(x) ()

° ° °
€2 €2 key + es

Figura 3.3: Primeira modificacao em W.

Como as sub-énuplas de blocos de retorno & W podem assumir tamanhos [, em que
1 <1 < w, deve-se definir a modificacao de forma que o cociclo sempre identifique o [
e a possivel quantidade de palavras que antecedem a sub-énupla. Isto sera possivel ao
se considerar a modificagdo sobre um conjunto ¢*. Esta etapa final é representado na

Figura 3.4.

v'(z) v () i) (1) vl(x)
key +eq e + 7’1(95)62 e1 + T2($)62 e1 + 7’(33)62 €1

Figura 3.4: Mudanga de direcdo em [-énupluas 9.

O lema a seguir descreve o comportamento do cociclo associado a B quando se esta
sobre os pontos x € GG na primeira palavra associada a decomposi¢ao em énuplas de blocos

de retorno ¥,.

Lema 3.11 Seja z € G tal que v'(x) € % é um bom bloco de retorno ¢ W, com € (v') C

Z. Sex c € (v') entdo B (z)(ey) < o Nho?Srw @—mw@+N (¢ 4 g1 5—4Smy @+2mw (@) —2N¢,)

Demonstragao:
Se x € Z entao

0 —0cM=21| 10
N _
BT (x)(e2) = LQMNJ(N2) o(N-2) 1

= (V=2 [_9] .
1

Em particular o angulo ¢ = arccos ( ) entre BY(x)(e2) e ey é menor que @ e

1
Vo2 +1
segue que p < 6.

Agora, observa-se que
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B™ (x) = B(f™®(x))... B(f" V(x))... B(x)
= B(f™e-D(x)).. BN (x).

Como B fora de f¥=1(Z) e de W é igual a A, segue que
B™ (x)(ez) = A CITN(BN (x)(e2)).
Pela observacao inicial segue que
B™ (x)(eg) < 0 NAWITN(_fe; +ey).

Relembra-se que a direcao e; aumenta se existe 1 na sequéncia x e a direcao e, aumenta
se existe 0 & sequéncia x.

Utilizando a Observagao 3.2 é possivel estimar a quantidade de 1 e 0 na sequéncia x até
o retorno de x ao conjunto W. Para, estimar como o cociclo A afetara o vetor —fe; + e,
durante as Ty (x) — N iteradas, basta remover as N primeiras iteradas da estimativa.

Assim conclui-se que
B™ (X)(€2> — O,fN(_90_2STW (x)fﬂ'w(x)JrNe1 + O_fQSTW (x)+TW(x)7N€2) —
_ UfNQO_ZSTW (X)*TW(X)+N(_61 + 6710_7457‘/‘/ (X)+2TW(X)*2N62>.
|

Para definir o cisalhamento que tornara a direcao e; paralela a direcao e; é necessario

melhorar a estimativa que estd na direcao e; dada pelo Lema 3.11.

Lema 3.12 Seja x € Z tal que v'(x) € 4 é um bom bloco de retorno a W com € (v') C

Z. Se x € €(v'), para N suficientemente grande € vdlido

‘9—10_(—4p+2+45)TW(m)—2N < 82—a(TW(:v)+'yN)'

Demonstragao:
Tome & = o~ 4244622 Pela escolha de 8 em (3.5) decorre que £ < 1. Como v* € ¥,
pela definigao em (3.6) segue que N* < 7y (x) para x € ¢ (v!). Entao

fTW(X) < §N2 ]

Por outro lado relembra-se que 6 < 2=V, Em particular



3.1. NOTACOES E DEFINICOES 56

ke2=oN = 0~ te2 N <
ke~ Neg2No=1aN - geg2No—ralN

kEQO_QNQ—('y—i—l)aN < QEO'QNQ_’WXN.

Por fim nota-se que para algum N suficientemente grande se tem as duas seguintes

inequagoes

0’2 N 2
ke? (W) > ke? e ke? > gN

Portanto, para N suficientemente grande

gTW(X) < €N2 < k€20_2N27(1+'y)aN < 8€O_2N27'yaN

O,(—4p+2+46)7-w( )2aTW < 960_2N2—7aN

9—10_(—4p+2+4B)TW(x)2N < 62—04(7'W(X)+’YN)

O proximo resultado garante que é possivel definir um cisalhamento que tornara o
cociclo induzido por B aplicado na direcao e, paralelo a direcao e;, apds uma quantidade

suficiente de iteradas.

Lema 3.13 Seja x € Z tal que v(z) € 4 e €(v) C Z. Entao para N suficientemente
grande existe 6(v) > 0 suficientemente pequeno tal que o cisalhamento Rg(v)(BTW(:c)(eg))

¢ paralelo a e, e pode-se escolher §(v) < 2~ (W),

Demonstragao:
Pelo Lema 3.11 sabe-se que B™ (x)(ey) < 025w X)=mw ) (¢, 4§~ 15—45-()2mw (x)=2N¢ ),
Para garantir a existéncia de §(v) basta que exista um ¢’(v) tal que o cisalhamento Rg,(v)

torne o vetor —e; + 1o (2w (x)=2N

ey paralelo a e;.

Em particular pode-se tomar & (v) = 0~ o457 ) +2mw (x)=2N Pela, definicao da relacao
= segue que §(v) < §'(v).

Para determinar a limitagao de d(v) observa-se que pela defini¢ao de ¢ em (3.6), para

x € € (v), segue de | Sy, (x) — prw (x)| < B (x) que

prw (%) — B (x) < Sy (%)
—4S57, (x) + 21w (x) < 4(B — p)Tw (x) + 2(Tw (X))
x) <
)

IN

=487, (%) + 1w (x) < (48 + 2 — 4p) T (%)
o 4Sm (0 +2mw (x (AP +2+48)Tw (%)

| /\
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Assim pelo Lema 3.12 decorre que

6710,74STW (x)+2mw (x)—2N < 9710,(74p+2+4,8)‘rw(x)72N

< 827&(TW(X)+'YN) — 627a(\v\+’yN).

Sabe-se que existe o cisalhamento Rg(v) que torna os blocos de retorno a W que
compoem a palavra v de pontos em x € G C Z paralelos a e; quando o cociclo é aplicado
na diregao es. Entao sobre esse tipo de bloco de retorno a W é que se define uma alteragao

sobre B como ¢é exposto a seguir.

Definicao 3.14 Se, € > 0 e¢ A o cociclo linear definido em (2.1). Considere w os blocos
de retorno a W tais que w € 4, e €(w) C Z. Denota-se By : X9 — SL(2,R)

([ R7VA(x) sexe fN1(Z)
A(@)RE ™" sexe W
Bol@) =\ Ae) sewe WO\ (FVHZ) U (@ w)) o BT)

R A@)  sexel]fM1(E(w))

e 1 -0
em que as matrizes R$* Y Ry? sdo definidas respectivamente por Ry = [ ] e

RN = [ _1 . 0] e §(w) e RY™ ¢ dado pelo Lema 3.15.
2™ 1

Observacgao 3.15 Destaca-se que By estd bem definido. De fato, se x € f"I71(€(w)),

com a palavra w € 9 e € (w) C Z entdo inicialmente fVI=1(€ (w)) ¢ W pela defini¢do de

C(W). E fN-YZ)n flvI=1(€(w)) = 0 jd que a entrada x, = 1 para = em f*I=Y(E(W))

exy =0 para x € fN"1(Z). Portanto as alteragoes de By para B sdo feitas em W€\

fN=YZ). Logo By estd bem definida.

O proximo lema concluira que as alteracoes sobre a definicao de B para construir By

nao excede C's na norma da topologia a-Holder.

Lema 3.16 Seja By como na Defini¢io 3.14 e B como na Defini¢ao 3.3 entao ||By —
Bl|a < Ce.

Demonstragao:
Destaca-se que By coincide com B exceto para os x € f*I=1(%'(w)) tais que o bloco
de retorno 4 W satisfaz que w € ¢ e € (w) C Z. Entao limitar-se-& os respectivos termos

da norma a-Holder para esse conjunto em particular.
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Se x € fl-1 (@ (w)) e y € WE/(F¥1(Z) U 1411 (% (w))) entiio

d(x,y)* d(x,y)~
IR = 1d)A(x
d(x,y)*
|A]| [|Ry™ — 1d]]
d(x,y)*
oo (w)
d(x,y)*

Como x € flUI"Y(@(w)) ey € WC/(fN"Y2Z)u fI=*(€'(w))) entdo o méaximo de

<

<

coordenadas que esses pontos podem coincidir é de |w| — 2. Logo N(x,y) < |w| —2 e

consequentemente d(x,y)™® < 2/*I=2 Pelo Lema 3.13 decorre que

d(w)o

< 2wI=250) o
ooy =2 W)

< 2lvl2p-lwl-N

< 0.

Se x € flUI=1(€(w)) e y € W entdo

1(Bo = B)() = (Bo = BYW)II _ [1RS™ AG) — AGe) — Aly) R ™™ + Aly) R ™|
d(x,y)* d(x,y)
_IR™ = 1d) Ax)|
d(x,y)" '

Como f*l(x) € W pela definicio de €' (w) segue que N(x,y) < 1 e s6 se tem a

igualdade no méaximo para z( e yy. Entao

[(Rs™ — 1) AR)]| _ [|Ry™ Il ]I A]]
d(x,y)* T dx,y)”
< f(w)o2”

< g2~ (W rN)ga s

< 2%e.

Se x € flUI=Y(€(w)) ey € fN1(Z) entdo
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1(Bo — B)(x) = (Bo = BY)Il _ [IRs"A(x) — Ri*Aly) + Ry "Ay)|
d(x,y)" d(x,y)"
_ IR — 1d)] 1A
- d(x,y)" '

Novamente para x e y pode-se ocorrer a igualdade apenas na 0-ésima entrada ja que
21 = 1 pois x € fI*I71(€(w)) e y1 = 0 pois y € fN~1(Z). Entdo

[(Bo = B)(x) = (Bo = B)w)I| _ [IR™ — 1d]] ||4]]
d(x,y)" - d(x,y)"
“(w)o

o~ (lwl+7N)

IA A
NN N

“eo.

IN

Por fim, nota-se que se x € f*I=1(%(w)) entdo

1Bo(x) — B(x)|| = |3 A(x) — Ax)||
<||R™ — 1d|| | Al
< é(w)o
< g9~ (lwlN)

< eo.

Assim sup ||By(x) — B(x)|| < eo.

XEZQ
Como a maior distancia possivel entre x e y é limitada por 2%e e 2% < 02, entdo

||By — Blla < 0 + 0% = Ke.
|

Para definir as proximas alteracoes sobre By de forma que a modificacao se comporte
bem sobre os pontos desejados e nao altere a direcao e; que ja foi modificada, define-se

outro conjunto.

Definigao 3.17 Seja (v!,...,v*) uma sequéncia de blocos de retorno a W, tal que (v, ..., v%) €

4, com € (v') C W\Z para cada 1 < i < k. Denota-seZ(v', ..., v*) como a unido de todos

1 1

0s conjuntos da forma f|w1|+'"+|wj‘(‘5(wl, cowl ot o vR) com (wh L wd vt L 0F) €
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G € €(w) CW\ Z para cada i. E da definicio de Z(v°, ..., v"%) induz a defini¢do de
(.. 0N =G0\ 2 0R).

Observagao 3.18 O conjunto €*(v',...,v*) considera os blocos de retorno a W que

satisfazem NP1 < |[oF| < N*HH com j > 1.

Seja x € €* (v}, ..., v") entao
x ¢ R0, ...,
ou seja, x ¢ |J flo -t (gt wl ot k) em que (w!, ... wd ot 0b) e
J

Da definigdo de ¢, em (3.6), segue que para j satisfazer que ou |v'| > N/*2 ou
[v¥| < NI3tk+L Como a énupla (vf, ..., v%) € %, segue que [vt| < N2, Logo nido pode
ocorrer N7t2 < |vl].

Resta a condigao N*+1 > |vk|. Pela propriedade de estar em %, segue que N¥+1 <
|v*| e como j > 1 conclui-se que se x € €*(v!,...,v*) segue que x é tal que NFF1 <
ok| < NF+I+,

Ainda necessita-se ser cuidadoso ao alterar o cociclo induzido por By, evitando alterar
a direcao e;. Para isso altera-se sobre €* de forma que nao ocorra intersecao sobre
os conjuntos de modificagdo, em particular G admite ¥ énuplas com no maximo w —
1 elementos. A forma finita de se alterar o cociclo serd sobre as possiveis ¢ énuplas
eliminando os casos maiores que w de forma semelhante ao que se fez com a definicao de
By sobre B.

A préxima observagao mostra como se considerar as outras palavras dentro da sequéncia

de blocos de retorno 4 W associados a x € G que nao sao a primeira palavra v que inicia
dentro de G.

Observagao 3.19 Sejav um bloco de retorno a W tal que € (v) C W/Z. Isso corresponde

a considerar v'(x) em que i > 2 para algum x € G.

Para construir a pertubacao final L, serd efetuada uma quantidade finita de modi-
ficacoes sobre By. Essas modificacoes sobre By sao feitas de forma indutiva utilizando a
modificacao anterior, isto é, para construir B; se altera By, para construir By se altera
By, e assim por diante. O préximo lema busca definir como se construird B; a partir de
By_iparal <[ <w.

Lema 3.20 Pode-se definir By para 1 <1 < w, de forma que ||Bj_1 — Bl|o < IC¢ e tal
que algum bloco de retorno a W com |v| > N'te € (v) C W\ Z a aplicagio de primeiro

retorno a W, B[, coincide com B.
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Demonstragao:
Para [ = 1, Bj definido em (3.7) satisfaz ||By — B|| < Ce. Sobre os blocos de retorno

a W, denotados por w satisfazendo w € ¢4, e €' (w) C Z logo Bj" (x) = B™ (x).

Para construir B; a partir de B;_; considera-se (ul,... , u*"! v) € %, uma sequéncia

de blocos de retorno a W precedendo v com k < [, v tal que €(v) C W\ Z ev € 4.

Para o caso k = 1 considera-se apenas o bloco com v. Entao para x € € (u!,... u*"1 v)

segue que

(k) (k—1) (k—1)

B (x)(er) = B™(f™ (x) (B (x)(er)).

Nota-se que para cada palavra u/, 1 < j < k — 1, x efetua um retorno a W, e pela

e2—~yalN
I,

hipétese de B/, (x) = B™ (x) entao sera aplicado sobre o cociclo A(x) , que altera

a direcdo e; para a direcao e; + £277*Ne,
Entao observa-se que a medida que se retorna para W sobre as palavras v/, 1 < j <
k — 1, acumula-se esse cisalhamento sobre a diregao e; aplicada ao cociclo. Esse acumulo

junto as possiveis aplicagoes do cociclo A se tornam

=25 (o (OFT V() =28 g (S )iy (W ()
o w w

g2l ( +o +...

_(k=2) _(k=2)
4o 2 TV e (W 60)y.

Assim segue que o cociclo aplicado na direcao e; fica da forma

k—1—i)

e S22 g (W GO T (7 ()
( )61—|—€2_’YQNZO’ T‘(/I; 1 )( ( )) w ( )

(k—1) 25 (1) (%) =T
W

BZTXVI (X)(el) =0 €9.

i=0
Como cada respectivo tempo de retorno é do tamanho da palavra u’, entao denota-se

por

25 o1y () Vx)
r(x)=o0 w ek,

S

-2 i 1 i _
—25 (k10 (FTW )+ (W (%)) =281y () —mi P (%)
o W W .

Il
=)

%

Por se considerar (u',...,uf71 v) € 4, segue que cada tempo de retorno é limitado
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L k,Xi)l NI+ F=1) )
por N7t entao |r(x)| < co/= e segue que B",  (x)(ep) serd da forma
(k—1) 25 (1) () =7V (%)
B (x)(er) <o W T (et r(®)en),

portanto ao aplicar o proximo cociclo de retorno a W se téem

e 25 () (x) =75 (x) S(k=1) L(k=1)
Blfvl (X)(el) = ) w (61 +T(X)U_4STW(f W (x)t2mw (f'W (X))ez)‘

Semelhante ao caso da modificacdo em By, pode-se encontrar §(u!, ... u*~! v) tal que
que o cisalhamento definido por esse 6(u,...,u*"1 v) torna o cociclo paralelo a e;. Em
outras palavras Rg(ul""’ukfl’v)(BT‘?V (x)(e1)) é paralelo a e;.

De fato basta tomar esse delta da forma

_(k=1) L(k=1)
S(ul, ... ub 1 v) < r(x)o S W GRS () g9 yalN

Mostrar-se-a4 que para N suficientemente grande este  admitird uma limitacao supe-
rior. Para tal relembra-se da notacio & = o~ #+2+452% < 1. Para [ fixo pode-se tomar N

suficientemente grande para que seja valida a inequacao

-1

1 :
> ——(log e+ log (02%)) N7, (3.8)
log & =
pois a inequagao ¢ polinomial em N.
Mas é equivalente &
1 -1
N> — (log ¢ + log (02‘“)2 NIt
log & o
-1
NI+1

+1
log 5_1N > log c(02%)7="
li:l NI+l

N < C(ote)

Como x € €(ul,...,ufF 1 v) e (ub,...,uF" 1 v) € % segue da definicio que para

fFHx) =y e E(v),

48 (k—1) 2 (k—1) Ap+2+44 Y
545w (P Do) 42mw (Frif U 60) o o (—Ap42448)mw (FW ()

Ainda por (u},...,uf"1 v) € %, segue que TW(fTéé_l)(x)) = |v| > N1 entao
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(k—1) (k1) k=D = =1
o 48w (fryy G +2mw (fryy () 9w (f (x) ~ g(—4p+2+48)Tw (f x)orw (f () —

T‘(,{ﬁ_l) f‘(,{;_l) I+1 I+1
G (2B (W ()grw (ITW (X)) - (—Ap BN gaNt

4p+2+4B) NI+l 5o NitHT Nit+t 1 ENHI
o (—Ap+2+4p 9« — (5) < O(O'_ 2—a)J:1

-1 1
> NIt+1 —ay Ni+1
C(o™t2 )= <r(x)"'2 =

Conclui-se que

-1 (k—1)
(k—1) (k—1) — NI+1 & N
P(x)o 5w T G2mn (W G0) e MmN
Para finalizar considere N suficientemente grande para que a inequacao (3.8) seja
verdadeira para todos os valores de 1 <[ < w.

Define-se o novo cociclo B; por

B . st(vl,‘..,vk) B
l|f|u1|+“‘+\uk+1|+\”\*1(<K*(u1,...,uk_1,v))_ 2 © bi-1,

e B; coincide com B;_; fora de qualquer cilindro dessa forma.

2k 25 (o (%)= (x)
Nota-se que B," (x)(e1) < o W v

Quanto a distancia a-Hélder do cociclo By, nota-se que cada conjunto €*(u!, . .., u*~1 v)

e1 para x em um desses conjuntos 6*(u!, ..., u

SN NN
¢ a uniao de cilindros de diametro de ao menos 2 7=! . Entao a inequacao
-1
Nl+1 o Z N]+1 . ., . ~ . .
1 < C(02%) = junto com a hipédtese de indugao ||B;—1 — Bl|o < [Ce implica que

1Bi = Blla < [[Bi = Bial| + [ Biy = Bl|.

Como no cilindro que B; difere de B;_; ocorre semelhante ao ja visto no Lema 3.16,

ocorre a limitacdo por Ce entao ||B; — Bl|o S (I + 1)Ce.
|

Na Figura 3.5 é apresentando uma representacao grafica de como ocorre os retornos
de um ponto x € G para o conjunto Z através dos blocos de palavras v.

Pode se explicitar o que ocorre com a direcao estavel e instavel do cociclo L que foi
indicado Figura 3.4 de outra forma, como esta representado na Figura 3.6. Nota-se que
a direcdo e; nao se movimenta dentro dos sub-blocos de retorno a W. E se corrige o
acumulo de cisalhamentos dentro dos sub-blocos na iltima palavra. Destaca-se que a

palavra v*®)(x) sempre é palavra final de algum sub-bloco, mesmo que de tamanho 1.
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Figura 3.5: Sequéncias de retornos de = a W por blocos de retorno v.

Qﬂ»

fNQ le

Figura 3.6: Processo inical de troca das diregoes.

H—l

Figura 3.7: Processo de controlar as dire¢oes dentro das énuplas 4.

Definicao 3.21 Dado ¢ > 0, considere w os blocos de retorno @ W, tais que w € 4 e
€(w) C Z e seja (ut,...,u*"t v) €%, para k < w tal que €(u') CW\Z ev €%4. Pelo
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Lema 3.20 define-se L = B,,, isto, €,

;

R{%A(x) sexe fN71(Z)
A(x) Rz ™" sexeW
A(z) sexe WO\ fN1(2)
Ry A() se z e J (% (w))
R’y A() sez e [l (v))
L(z) = v (3.9)

— l —
R Ay seme U Fletbe T =L gyl gkl )

Rg(ul'"uw_l’v)A(a)) sexe |J f|u1\+~--+|u“’1\+|’u|_1(cg*(ul Ty v))
\ k=1

Proposicao 3.22 Para x € Z seque que
L% (x)(e1) x eCN o= 25z (@4m2(@)e, (3.10)

e se x € G seque que
L2 (x)(eg) =< 0252 @72(2)g, (3.11)

Demonstragao:

Se x € Z entao

L¥(x) = By (x) = Bu(f"7'(x)) ... Bu(x).

Pela definigao de B,, decorre que BY(x) = B¥(x). E pelo visto na demonstragao do

Lema 3.4 segue que BY(x)(e;) < e277VoVey. Como B, deixa invariante ey fora dos

cilindros fN=4(Z) e fl*I=3(€'(w)). Segue que BZ(x)(e;) x eCNo =29z +7zX)¢,,

Se x € G, segue do Lema 3.9, que existe a sequéncia de blocos de retorno & W
decomposta em énuplas ¢. Sobre a primeira palavra v'(x) segue que LI”'=1(x)(e;) =
Bo(f""®=1(x)) ... By(x)(es). Pela definicio de B,, para x € G, segue que B ™ =
B(l)vl(x”(x)(eg). E pela Defini¢ao 3.7 e Lema 3.13 segue que

Bl ®(x)(e5) < Key.

Para cada sub-énupla de 4, da forma (v (x),..., v 1(z)),com 1 <l <wei>1,
i 25 (141-1) ) -t T (%) 7{k=1) .
ocorre sobre f*""'()(x) o cisalhamento que leva o ST v (e1+r(x)o 45w (FW () +2rw (f

QST(iJrlfl) (X)—T‘(/;Z./Hil) (%)

de volta para o W €.
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Logo sobre a tltimo bloco de retorno vt(x)(x) ocorre a limitagao
L7 (x)(eg) = UZSTZ(X)—Tz(X)el

A seguir sao apresentadas algumas observacoes de propriedades que a pertubacao L

possui e serao necessarias na proxima segao.

Observacao 3.23 L ¢ constante em todos os cilindros de diametro maior que

2D N - Por isso L é localmente constante e em particular a-Holder continua.

Observacao 3.24 FEziste uma familia continua de coiclos Ly, parat € [0,1], tal que Ly =
A, L =1L e L, é constante em qualquer cilindro de didmetro no mdzimo 2-%)—1=7N

1sto €, o cociclo Ly € localmente constante na mesma colecao de cilindros.

Basta notar que se pode definir L; = tL + (1 —t)A. Como L e A sao localmente
constantes, e L é definido por alteragoes em cilindros de A, L; também sera localmente

constante na mesma colecao de cilindros.

Observagao 3.25 Tém-se ||A — Li||o < wCe para cada t € [0,1]. Pode-se escolher €

suficientemente pequeno tal que
[|L]| < 0. (3.12)

De fato pela definicao de L; segue que

A= L, — Allg = [|[A — (tL + A — tA)||o < t||A — L|o < wCe.

Em particular

Lall < [[Le = Al + [JAl] < |[Lt = Alla + 0 SwCe + 0.

0'2—0'

Entéo se ¢ < se tem || L;|| < o2
Assim finaliza-se a definicao da perturbagao do cociclo A de forma que permute os
subespacos invariantes quando retorna ao cilindro Z. Na préxima secao, o foco estara

sobre o cédlculo dos expoentes de Lyapunov da perturbacao do cociclo linear A.

3.2 Calculo dos expoentes da pertubacao

Nesta secao buscar-se-a calcular os expoentes de Lyapunov do cociclo linear associado
a L definido na secao anterior. Diferente do exemplo do capitulo 2, serd possivel apenas
mostrar uma igualdade para o expoente diferente de zero que serd dada por A\ (L, ) = k

talque 0 <k < (2p—1)Ino.
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)‘+(L7 M)
wZ)
limitar Ay (L, ) é suficiente limitar A, (L™, uz)u(Z). Ainda pode-se limitar Ay (L7%, uy)

Lembre-se que pela Proposi¢ao 1.34 tem-se que A (L%, uy) = . Entao para

utilizando a k-ésima aplicacao de retorno ao conjunto Z. Para isso, relembre do Teorema
de 1.30. E pelo Teorema 1.26 o limite que define o expoente de Lyapunov pode ser limitado

da seguinte forma

1 (n)
M7 piz) < o [ |z,
Z

e para n = 2,

1 2
AL z) < 5 [l
Z

Mostrar-se-a que para um N suficientemente grande tem-se que

1 @ K
_ 1 Lz ||d -
2Z/ 2 iz < o

e assim concluir a limitacao de A (L, p).

Para provar a limitagao de 5 [In||L7%||dpz, divide-se o conjunto Z em trés subcon-
A

juntos, Z\ G, Z\ f7™(G) e GN f~™(G). A limitacao serd efetuada nesses trés conjuntos

separadamente em algumas etapas.

3.2.1 Primeira etapa

A primeira etapa da limitagao da integral inicia com a integral sobre o conjunto Z\ G.

Recorda-se da definigdo de G, que para x € G vale pela propriedade 5 que 77(x) < ﬁ e
entao pode-se considerar os pontos x € Z tais que 7z(x) > ﬁ Recorda-se do resultado

de [1] que garante a existéncia de n > 0 independente de N tal que para todo a > 1 e
N > 0 tém-se

a
uz({x € Z;17(x) > —}) < ne “. (3.13)
wZ)
Entao pode-se construir uma estimativa dos x tais que 7z(x) > ) sobre a integral.
i
Para isso, denota-se Q¢ = {x € Z : 74(x) > ﬁ} e K =27\ (GUQ,). Logo

/IHIIUZIIduz:/IHIILTZIIduz*/IHHLTZHduz-

Z\G K Q¢

O préximo resultado dard uma estimativa superior para [ ||L7||dpuz.
Q¢



3.2. CALCULO DOS EXPOENTES DA PERTUBACAO 68

Proposigao 3.26 Seja Q¢ = {x € Z : 74(x) > ﬁ} em que ( > 1 é tomado grande o
n(In(co?))e=¢ K
1—e<2 =100

K
L™||dpy < ————=.
ez < {g
Q¢

suficiente para que , entao

Demonstragao:

De fato ha que

Jwie iz =3 [ wli e

Q¢ n:1QnC\Q(n+1)C
— (n+ 1)¢In (02)p2(Qnc)
<2 w(2)
< n 11((72> i(n+1><€ n¢
T owZ) =

<

Pela escolha do parametro (, segue que

nln(o?) e __ K
W(Z) (=8 = T00a(Z)

/ In |27 |dpz <
Q¢

A préxima estimacao serd da medida dos pontos x € Z que nao estao em G ou Q).
Essa estimativa sera feita em quatro etapas, ja que G esta definida por 5 propriedades de
acordo com a Defini¢ao 3.8 e ja nao se considera a quinta por conta de que ()¢. Assim ao
considerar que nao se viola a condi¢ao 77(x) < ﬁ, resta as outras 4 propriedades para
se estar em G.

Antes de apresentar as limitagoes para cada uma das 4 condigoes, sera apresentado
um resultado intermedidrio 1til em algumas estimacoes a frente. Esse resultado auxiliar
estima a probabilidade de tempo de retorno a W e também estima os acertos em tempos

”curtos”saindo de Z para W.
Proposicao 3.27 Seja x € Z tal que tz(x) < ﬁ, entao tem-se que para cada m > N,

pz({xe Z;mw(x) <m}) < mu(W).

Demonstragao:
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Destaca-se que se x € Z entao suas coordenadas x, paran > N + 1 oun < 0 sao
independentes, identicamente distribuidas com respeito a medida pz e ainda ocorrendo
que pz([n;1]) =pe pz([n;0]) =1 —pparan >N+ 1oun <0.

Ainda observa-se que se x € Z e existe m > 0 tal que z,, = 1 e x,,.; = 0, para
1 <i<4N,isto é, se f(x) € W, ha que m < N, pela definicdo de Z e W.

Portanto para cada m > N, observa-se que {x € Z; Ty (x) = m} C {x € Z; f™(x) €
W} entao

pz({x € Z;mw(x) =m}) < pz({x € Z; f"(x) e W}) =

= piz([m; 1)) [ [ mz(fm + 150))

p(1—p)N
u(W).

Decorre como consequéncia que

Agora analisa-se o conjunto dos x € Z que nao atendem a primeira condicao da
Definigao 3.8.

Proposicao 3.28 Seja x € Z tal que tz(z) < ﬁ e [v!(x)| < N2, entio pz(G\1) <

N2u(W), em que G\; denota o conjunto dos pontos T que satisfazem a hipdtese.
H \

Demonstragao:

Pela Proposicao 3.27 segue que

pz({x € Z;[o'(x)] < N*}) = pz({x € Z;mw(x) < N*})
< N?p(W).

Agora analisa-se o conjunto dos x € Z que nao atendem a segunda condi¢ao da
Definigao 3.8.
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Proposicgao 3.29 Seja x € Z. Suponha que existe algum 1 < i < t(x) tal que |v'(z)| >
N? e

A1) A1)
S (S () = prw (S (@))] > Brwe (S (). (3.14)
_N2p2
Bnti u(W) e
ntao ,uZ(G\Q) < W(2) —z €M que G\2 denota o conjunto dos pontos T que satis-
1—e
fazem a hipdtese.
Demonstragao:

De fato nota-se que a medida do conjunto dos pontos x que satisfazem (3.14) é limitado
por

(CZ)
- 1) (i—1)

3 nz(fx € Zimw(F9 7 (%)) 2 N2 1S, (F9 (%) = prwe (F7W ()] > Brw (S (x))}),

=1

j4 que a medida de G\, é uma soma de 1 ate t(x) dos mesmo elementos que a soma

apresentada.

Observa-se {x € Z;TW(fT‘%;l)(x)) >N?}C U {xe Z;TW(fT‘%fl)(x)) > n}.
n= N2
)

-1
Ao somar-se sobre os possiveis valores de Ty ( fTW (x)), essa soma serd limitada por

[e.e]

Z A{x € Z318,(7 () — pnl > n}). (315

n=N?2

i M ’\‘n

Define-se uw(A) = u(A) |w ﬁ, a normalizacdo da medida p a W, entao pw é
invariante a aplicacao de primeiro retorno a W, f™. Agora destaca-se que, se A C Z C
W, entao

p(A) pW) _ p(W)
p(Z) pW) - pu(2)

Ao considerar que A ¢é a restri¢io de um conjunto A’ C ¥, segue que uw (A'NZ) <

pz(A) = pw (A).

pw (A"NW) e a soma em (3.15) é limitada por

W7 oo
(—V;ZZ w({x € Wi IS, (f W (x)) — pn| > Bn}).

Ao aplicar a invariancia de uy pelo mapa f™ segue que

CM(W

Zuw {x € W;|Su(x) — pn| > fn}).

n=N2

Pela Inequagao de Chernoff em [7] para somas de limitagoes, independentes e identi-

camente distribuidas para variaveis aleatorias, segue que
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nB2

pw ({x € W3 |Sh(x) —pn| > fn}) <e 2.

Portanto conclui-se que

RS . W) §~ o
M(Z)Q HZN2 IMW({X € W7 ’Sn(X) _pn’ > Bn}) < M<Z>2 nZN2€
_ W) e
M(Z)2 1— 67762

Agora analisa-se o conjunto dos x € Z que nao atendem a terceira condigao da De-
finicao 3.8.

Proposi¢ao 3.30 Sejo x € Z tal que mz(x) < -~ e existe algum 1 < i < t(x) — w tal

m(Z)
que para cada 1 < j < w tem-se [v" 7Y x)] < N1 em que w < v7! ew € Z. Entao
(wt1)(w+2)
N =2 W«
pw(Gh3) < ¢ (Z)Iu( ) em que G\3 denota o conjunto dos pontos x que satisfazem
1
a hipotese.
Demonstragao:

De fato, pode-se estimar a probabilidade dos blocos de retorno a W sequenciados
(v'(x),...,v""™71(x)) que ocorrem com |[v"77(x)] < N7 para 1 < j < w. Utiliza-se
da independéncia das coordenadas z,, de x para n > N, segue que a limitagao para cada

t > 1 é dada por

pa({x € Zim V) = mp P ) < N para, 1< < w))

= [Trrtix € 27577 V(0 = 72 (%) < N7H1Y)
j=1

Aplica-se a Proposicao 3.27 e

nz({x € Z; 7 (x) — iy (x) < N para, 1 < j <w}) < [[ N W)
j=1
(w+1)(w+2)
2

<N u(W)He.

Deve-se efetuar essa soma sobre todos os valores possiveis de 7. Como foi requirido

S ¢
1(2) 1(Z)

que Tz(x) < , pode-se somar sobre 1 < i < , isto é,
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1z(Gs) = pz({x € Z;Tv(yjfl)(x) — Tg,ﬂﬁ)(x) < N7t para, 1 < j < w})

< Z/Lz({x € Z;Tl(;/ﬂ*l)(x) - TIS‘Z}H*Q)(X) < N7t para, 1 < j < w})

M2 D)
= 2 p(W)”
=1
(1) (w+2) "
SN W)
B w(Z)

Agora analisa-se o conjunto dos x € Z que nao atendem a quarta condigao da Definigao

3.8.

Proposicao 3.31 Seja x € Z tal que 77(x) < ﬁ e [v'@ (z)| < N“*L. Entdo pz(Gys) <

Nt (W), em que G\4 denota o conjunto dos pontos x que satisfazem a hipdtese.

Demonstracao:

Observa-se que

Nw+l
{xe Z ") < Ny C | {xe Z ()}
m=1
Isso ocorre pois [v!™®)(x)| é o tempo que x leva para retornar a Z apds seu tltimo
retorno a W. Entao pode-se considerar o tempo em que x retorna a Z e diminuir as
iteradas suficientes para serem seu tempo de retorno m.
Relembra-se que py é invariante sobre a aplicagao de primeiro retorno f7Z, dai segue

que

Nw+1

nz({x € Z: '™ < NP <Y pg({x € Zs f (%) e W)

Nw+1

= pz{x ez fM(x) e WY,

Como as coordenadas x,, para n < 0, de x € Z sao independentes para jz pode-se

utilizar da Proposicao 3.27 para se obter
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Nw+1 Nw+1

pz({x €z f"(x) e W}) < Z pz({z—m =1}) Huz {z_m+i = 0})
< N“’“u(W)
m

Agora com todas as estimativas para partes dos pontos que nao estao no conjunto
G pode-se finalmente atingir a estimativa que de fato interessa para limitar a integral
J In||L7||duz. O préximo resultado mostrard uma limitagao para uz(K).
2\G

Lema 3.32 Seja K = Z\ (GUQ;), entao para N suficientemente grande hd que

K

K)<-—2
1z(K) < 100¢ o

Demonstracao:
Pela Definicao 3.8 de GG, segue que pode-se aplicar as Proposicoes 3.28; 3.29; 3.30; 3.31

e assim obtém-se que

_ N2p2 (wH 1) (w+2)
2

MZP 1 _ ey w(2)

N( )w —i—Nerl/L(W).

Relembra-se que u(W) = p(1 —p)™ e u(Z) = p(1 — p)™ ao substituir esses valores na

inequacao obtém-se

_ _n2g?
(1 _p)(v N o= 2 +CN%I?WI(1 _p)(mq)N

pz(K) < N°p(1 —p)™ + g
p 1—e 7
(&

+ Nw+1p(1 _ p)'yN‘

Destaca-se que (1 —p) < 1, logo

2 _oyN _ P 201 _ N _
Jim NFp(1 —p) vgjggnoo(Nv) (1-p) 0.

Também ha que

(L= p) 0N ¢
lim = lim e

2 _ ~N2E2 4 (y—2)In (1-p)N =0.
N—oco b 1— 67% p(l - 6_7) e
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Observa-se que pela escolha de w de forma que wvy > 1, segue que

lim (N5 11 = p)@r=DN = cp#L Tim N*(1—p)™ =0,

N—o0 N—oo

(w+ 1) (w+2)

pois =s>0e(wy—1)=r>0.

Por tdltimo tem-se que

A}im N“Hp(1 —p)™N =0.
—00

E portanto quando N — oo, hd como consequéncia que puz(K) — 0. Logo pode-se

escolher N suficientemente grande para que

K

K)<-—2
1z(K) < 100¢ o

Apos essas limitagoes pode-se deduzir uma tltima limitagao sobre as medidas de con-

juntos pz.

R

Observagao 3.33 Como Z\ G = K UQ¢, entio pz(Z\ G) < S0Em o

Pela inequacao 3.13 e pela escolha de ( > 1 segue que

K

1z (Qc) < 100lno?

Entao decorre desse Lema 3.32 que

pz(Z\ G) = pz(K) + pz(Qc)

< 100mo? T 100m o2
K

< —.
50¢ In o2

As duas préximas proposigoes serao estimativas sobre os valores de integrais que estao

conectadas com a integral [ In||L7Z||duz que se deseja estimar.
AYE

Proposicao 3.34

/ In ||L7% | dpiz <

2\G

50u(Z)
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Demonstragao:

De fato, da Definicao de 1.27 decorre que

127(x)|| = [|L(f#7(x)) ... L(x)]]

T7(x)—1

IT 1z

i=0
< (0.2)7'2(X)'

IN

Logo In||L™?|| < 77(x) Inc?.

E assim, pela Proposicao 3.32 e pela limitacao de 77(x) para x € K decorre que

/ In ||L7%|djiz < / 72(x) Inodyiz
K K

¢
ne? | ———d
=ne I[ u(z) "

2_ G
<Ino ,u(Z)MZ(K>

¢ K
1(Z)100¢ In o2

K

= 100u(2)"

<Ino?

Pela Proposigao 3.26 decorre que

[ Wiz ldnz = [z lduz + [ 127 duz

Z\G K Q¢
< K 4 KR
100u(2Z) ' 100p(2)
K
< .
50u(Z)

E a préoxima estimativa é dada a proposi¢ao seguinte.

Proposicao 3.35

/ In||L7 o f7#||dpz <

K
50u(Z)
Z\G

Demonstragao:
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Para limitar essa integral, observa-se que a fungao caracteristica de Z \ G e a fungao

In||L7Z o f7Z|| sao independentes com relagao a medida py e segue que

1 1
5 [ Wiz e el = 5 [z o 7l cdus
Z\G Z
1
— o422\ G) [ W|IL7 o £z
Z

Nota-se da Definigao de 1.27. e denotando por simplicidade y = f74(x) que

1L o f72|] = [|[L(f™ " (y) ... L(y)|l
Tz(y)-1

[T 1ol
(;Q)TZ(Y)

IN

IN A

(o227 (),

Logo In ||L™2 o f™2|| < 74(f™(x)) Ino?. Entao pelo Teorema 1.7 de Kag, segue que

/ I ||L™ o f7#||duy < Ino® / 2 (77 (%)) dyiz

2\G Z
- In o2
T w2y
Como foi apresentado na Observacao 3.33, u(Z \ G) < _ " Entio segue que
50( In o2
i 1127\ G) In(o?)
= [ WL o £ dpy = =
5 [ iz o i, = S
Z\G
LK
100p(Z2)

E apds os resultados de preparacao segue se para o lema que mostra a limitacao da

integral no conjunto desejado.

Lema 3.36 )

5 [ Wiz duz <

) (3.16)
Z\G
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Demonstragao: Da Definicao 1.27, segue que

1L772()[] = [[L(f7* (%)) - .- LU () L(f7 7 (x)) - .. L(x)]
<L+ (|27 o f7 ().

Entao pelas proposicoes 3.34 e 3.35 conclui-se que

1 2 1
5 [ Wl < 5 [ g7 dnz + [ 1og 127 o £ d)
I\G Z\G Z\G
< K i K
1001(2) " 100p(2)
K
< .
50u(Z)

3.2.2 Segunda etapa

Para calcular a integral sobre o conjunto Z \ f~72(G) se utiliza das ideias das pro-

posicoes anteriores. E assim no préximo resultado explicita-se como proceder essa aplicacao
de ideias.

Lema 3.37 .

/ In |27 dpz <

KR
25u(Z)
2\77(6)

Demonstragao:

Observa-se que

1 1
: / In 17 ldp < £ / In ||L7%||dpz + / |27 o £7||duz).

AVAREA(S) AVIREA(S) Z\fT72(G)

Pela definicao de f™#, segue que para cada x € Z\ f~74(() existe um tnico y € G tal
que f#™)(x) = y. Entao destaca-se que

/ In |27 () |duz = / In |27 (y) | duz = / |7 o f*||duz.

2\f~72(G) 2\G 2\G

De forma semelhante pode-se associar para caday € Z\ G um tnico x € Z\ f772(G)
tal que x = f~™%(y), entao

[ gl @lldnz = [ togl|7 6o lduz

2\G Z\f772(G)
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E pelas proposicoes 3.34 e 3.35 segue que

1

/ In |27 dpz <
Z\f77z(G)

25u(Z)

3.2.3 Terceira etapa

Para limitar a integral sobre x € G N f~74((G), recorda-se da Proposi¢ao 3.22 que o
cociclo L permuta e; e ey a cada retorno a Z e possuem estimativas dadas por (3.10) e
(3.11). Logo,

L7 (x)]] < O (02)/2572 007200282, (]2 () 472572 ()]

E portanto,
I ||Z72]] < NInC +1In(0”)[2S,, (x) = 72(x) = 25,, (/7(x)) + 72(f(x))].

Antes de calcular a integral sobre o conjunto G N f~7((G) prepara-se alguns conceitos.

Defina para x € Z

n—1

T.(x)= > (r(f(x)) —1) = 28,(x) —n+ N.

j=N+1

Sabe-se que T}, é a soma de variaveis aleatérias 2(7 o f7) — 1, independentes e identi-
camente distribuidas em relacao a medida pz. Ja que para cada x € Z as entradas z;,
com j > N + 1, sao livres e pela definicao da medida produto terao suas probabilidades
calculadas como produtos independentes.

Destaca-se que 72 — N é um tempo de parada para T,(x). Pois, nota-se que as
N entradas inicias de algum y € Z sao fixadas, logo nao sao independentes. Assim a
liberdade sobre o retorno de y a Z deve ignorar as N entradas fixas. Entao o tempo
necessario para que ocorra a parada da contagem em T,(y) é quando y retorna a Z
depois de ignorar as N primeiras iteradas, ou seja, 77(y) — N. Formalmente isto é dito
que 7z — N esta na sub-o-algebra de Borel de Z induzida por essa sequéncia de variaveis

aleatorias. Logo para cada j > N + 1 ha que
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[ o 1)~ duz -

\

(mo f7) — 1)dpuy + / (2(m o f) — 1)duz
()

z (£ (x))= 7 (f9(x))=0
/ ldpy + / —1ldpy
£3()= w(£3(x))=0

= 1uz([J : 1]) —1pz([7: 0))
=1(p) — (1 —p)
=2p—1,

/(Q(Wofj)—l—@p—l))Qduz :/

(—1 - (2p— 1)z + / (21— (2p—1))dpiz.
7 mofi=0

mofi=1

Entao segue que

/(2(7T o f1) —1— (2p — 1))2duy = /

o fi=0
7 f

(—2p)*dpz + / (2 — 2p)*duy

mofi=1

= 4p’u({z; = 0}) +4(1 — p)*u({z; = 13})
=4p°(1 —p) +4(1 = p)*(p)
=4p(1—p)lp+1—p|
—dp—4p*+1-1

=1—(2p—1)7>~

Pelo Teorema de Ka¢, 1.7 e pelo Teorema de Radon-Nikodym em [13] segue que

/Tz—Nduz/Tzduz—N/duz
Z

Z

N

1
M)/UW_N
)
wz) N

_ N
wz)

Pela Identidade de Wald disponivel [7] segue que é valido

/ZdeMZ:/deHZ'/TdN/Z
=1
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/(éxi—/éxiduz):/(Xl—/de,iZ)?dMZ./TduZ’

em que 7 denota o tempo de parada para »_ nXj;.
i=1
Aplica-se essa identidade para T,, com tempo de parada 7, — N. Pela primeira iden-

e

tidade segue

1
T, duy;=2p—1)(—— — N),
[ Tz = 2o = 1) = V)
Z
e pela segunda segue que
[T = @p =) = NPz = (1= 2= D) = )
= 2p—D(— — pz = (1—(2p— —— —N).
J u(Z) 1(2)
Lema 3.38
2 KR
In||LZ||ldpy; < ——.
[l < 2
GNf~72(G)
Demonstragao:
Define-se

Y(x) =257, (x) — 72(x) — 257, (7 (%)) + 72(f7 (x))
Claramente tem-se [ ¢duz = 0, pois f7# ¢ invariante por p1z. Usando a independéncia

Z
das varidveis aleatérias 17, e 1, o f7 junto com o fato que elas sao identicamente

distribuidas conclui-se que

[nz =2 [ ., - 2- D~ )P

—2(1- (2 - wﬁ ~N)

para N suficientemente grande.
Assim pela Desigualdade de Chebyshev, que pode ser encontrada em [7], para qualquer
a > 0 tem-se

2
f¢jﬂz< ¢

a ~ w(Z)a?

pz({x € Z;[Y(x)| > a}) <

toma-se a = u(Z)"1, e segue que
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pz({x € Z; [9(x)| > u(2)"2

(V]
—
SN—
I
w

Portanto

—
<
QL
=
N
IA
Q
=
XN
|
|
+
DO
N
=
X
|
=
XN
=

Gnf-T7(@)

em que o conjunto com |¢)| > u(Z)"1 usa-se a limitacio superior dada por 72(x) =

TZ(x C
72(x) + 72(f?(x)) < 2,u(Z)

em x € GN f772(G). Escolhe-se N suficientemente grande tal que

/ In |17 | dpz / Iz

GNf~"2(G) GNf~72(G)
K

25u(2)

imposta sobre o segundo tempo de retorno pelo elemento

w(2)1 = 25u(2)

para

finalmente concluir que

<

Como resultado final para essa secao segue que

Lema 3.39

1/ 2 K
= || L7?||dpy < ——,
p | I <

Demonstragao:
Pelos Lemas 3.36; 3.37; 3.38 segue que

1 1
5 [ Wiz <50 [ wlizduz + [ wiHidez+ [ iz o
7 2\f~72(G) A\ Gnf~2(G)

< K i K i K
50u(Z) ~ 25u(Z)  25u(Z)

R

n(Z)
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3.3 Teorema Principal

Busca-se finalizar com o teorema que conclui a construcao do contra exemplo dese-
jado. Destaca-se que quando v = 1 deve-se obter a construcao do contra-exemplo que foi
apresentado no capitulo 2. Um outro comentério a ser feito é que deve-se tomar cuidado
com as defini¢oes dos varios parametros tomados durante a construcao, pois em alguns
casos nao se pode conseguir sua existéncia quando se escolhe combinacoes de a-Holder
topologia e alguns valores de o. Apresenta-se novamente seu enunciado e finalmente sua
demonstracao

Teorema 3.1 Seja p € (%,1). Se 072 > 2% entdo para cada vizinhanga aberta
U C C*(%X2,SL(2),R)) de A e cada k € (0,(2p — 1)Ino) existe um cociclo localmente
constante L € U tal que Ay (L, ) = k. Em particular A € ponto de descontinuidade para
0s Expoentes de Lyapunov com respeito a pu em C*(3y, SL(2,R)).

Demonstragao:

Inicialmente destaca-se que é suficiente provar o Teorema com a hipétese de o2(P=1) >
2%, Pois ao se considerar a igualdade o2P~1) = 2% pode-se considerar uma vizinhanca
aberta U de A e para cada r € (0,(2p—1)Ino) escolhe-se § > 0, suficientemente pequeno

de forma que a aplicacao

(c+d6)~t 0
0 o+9

o+90 0

Aslx) = 0 (0+6)"

sexg=1 (3.17)

]sex0:OeA5(x):

esteja em U, ou seja, d pequeno para que As € U. E nesse caso pode-se efetuar as
construgoes sobe as hipéteses de k € (0,(2p — 1)Ino +§) e (o0 + 6)*~2 > 2% e concluir a
existéncia de um cociclo L com Ay (L, ) = k para toda vizinhanga aberta U de As.
Assim assumindo a hipétese de o2®~1 > 2% gsegue que pela Definicdo 3.21, pelo
Lema 3.39 obtém-se Ay (L,u) < k. Pela Observagao 3.24, existe uma familia variando
continuamente com Ly = A e L1 = L e assim pode-se utiliza o resultado principal do
trabalho [2] que garante a existéncia de t € [0, 1], tal que L; é satisfaz A\; (L¢, 1) = K.

Como para L, é valido as mesmas propriedades que para L, conclui-se a demonstracao.
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