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Resumo

O presente trabalho consiste em uma apresentacao detalhada dos principais resultados discutidos
em [I] e [12] , os quais tratam do comportamento do espectro de um operador de Schrodinger
limit-periodic. A saber, mostramos que existe um conjunto Gs denso de potenciais tal que o
espectro do operador de Schrédinger associado € singular-continuo e um conjunto de Cantor.
Ademais, discutimos a existéncia de um conjunto denso de potenciais cujos operadores associados

tém espectro puramente absolutamente continuo.

Palavras Chaves: potenciais limit-periodic; espectro singular-continuo; espectro-

absolutamente continuo; conjuntos de Cantor.



Abstract

The present work discuss in details the main results in [I] and [I2], which deal with some
spectral properties of limit-periodic Schrodinger operators. Specifically, we showed that there
exists a Gs dense set of potentials such that the related Schrodinger operators have singular
continuous spectrum, which is a Cantor set. Furthermore, we discussed the existence of a dense

set of potentials whose associated operators have a purely absolutely continuous spectrum.

Keywords: [imit-periodic potentials; singular continuous spectrum; absolutely continuous

spectrum; Cantor sets.
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Introducao

Seja (H,)wex uma familia de operadores de Schrodinger limitados a um pardmetro w € X,

definida pela lei

H, : (2(Z)— *(7),
(Hyu)(n) = u(n+1)+un—1)+V,(n)u(n),

em que V,(n) = v(f"(w)), com f: X - X ewv : X — R fungdes continuas e X um espago
métrico compacto, é denominado um potencial almost-periodic, ou potencial dinamicamente
definido. A teoria espectral dessa classe de operadores tem sido uma area de estudo muito ativa
desde o final da década de 1970. Isso se deve principalmente ao fato de potenciais dinamicamente
definidos serem considerados importantes, por algumas razoes que discutiremos a seguir. Em
particular, os pesquisadores da época ja intuiam quanto & constancia e/ou quase constéancia, sob

certas condigoes, do seu espectro (em funcdo do parametro w).

O primeiro resultado que comprovava a intuicdo da quase constancia foi apresentado por
Pastur, em 1980 (vide [20]). Surgiu também, neste mesmo ano (vide [15]), outro trabalho na
mesma dire¢ao, porém tratando sobre os tipos espectrais (a saber, os espectros absolutamente
continuo, singular-continuo e pontual). J4 na década de 90, Last e Simon (ver [25]) mostraram
que sob a condigao de minimalidade do sistema dinamico (X, f) (Vide definigdo na Segao , o}
espectro absolutamente continuo da familia de operadores de Schrodinger definida acima também
é constante (vide Teorema [B.2.1)).

A classe de operadores que estudaremos neste trabalho é um caso particular da classe de
operadores almost-periodic, a saber, tratam-se dos chamados operadores limit-periodic. Um
operador limit-periodic corresponde ao caso em que X é um grupo de Cantor, isto é, X é um

grupo compacto totalmente desconexo e perfeito (vide Definigao [1.1.1)).

Do ponto de vista matematico, esses operadores possuem uma certa regularidade do ponto
de vista espectral (como, por exemplo, as constancias com respeito ao parametro w discutidas
anteriormente), e por isso, estamos interessados em estudar suas propriedades espectrais como
funcdo da funcado de amostragem v. Além disso, podemos destacar sua importancia do ponto

de vista fisico, isto é, os operadores de Schrodinger limit-periodic podem ser empregados para
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modelar o comportamento de elétrons em redes quase-cristalinas, as quais, apesar de nao serem
periddicas, possuem uma regularidade “quase-periddica”. Destacamos que uma das grandes
descobertas da decada de 2000 foi a comprovagao experimental da existéncia dos quasicristais,

o que rendeu um prémio Nobel de Quimica (ver detalhes em [21]).

A classe dos operadores limit-periodic passou a ser estudada com maior seriedade na década
de 1980, principalmente através dos trabalhos de Simon e Pastur ([6], [25], [20]). No entanto, foi
o trabalho de Avila [1] que revolucionou a maneira de se estudar essa classe de operadores, e a
partir de entao, surgiram varios outros trabalhos que possibilitaram uma compreensao maior do
comportamento espectral da familia (em relagao as fungdes de amostragem). Com efeito, [I] é
um dos principais trabalhos estudados dessa dissertacao e, desse podemos destacar os seguintes

resultados.

Teorema 0.0.1. Seja f: X — X uma translagdo minima de um grupo de Cantor. Para um
conjunto denso \v € C°(X,R) e para todo A # 0, o operador de Schrédinger com potencial
V., associado a Av possui espectro com medida de Lebesgue nula. Além disso, o expoente de

Lyapunov L(E,V,,) é uma fungao continua e positiva da energia.

Corolario 0.0.1. Seja f: X — X uma translacao minima de um grupo de Cantor. Entao,
G:={\weC'X,R)| L(E,V,) =0 paratodos \#0, E € o(Hy,) e |o(Hy,)| = 0}

é um subconjunto genérico de C%(X,R). Aqui, | - | denota a medida de Lebesgue.

Damanik afirma, em [9], que os resultados mostrados por Avila vao & contramao do que era
esperado, a saber, que o espectro dessa classe de operadores tivesse comportamento parecido ao
dos operadores periddicos (ja que os potenciais limit-periodic podem ser definidos como limites,
em uma dada topologia, de sequéncias de potenciais periddicos; donde se segue a nomenclatura)
e ratificasse o j& obtido por Avron e Simon em [16]. Isso porque os estudos eram concentrados
em mostrar que o espectro de um operador limit-periodic é puramente absolutamente continuo,
e portanto, ndao pode ser um conjunto com medida de Lebesgue nula. Para mais informagoes
sobre o desenvolvimento histdrico do estudo de operadores limit-periodic, bem como para mais

resultados envolvendo tal classe de operadores, recomendamos ao leitor consultar [I1].

Tendo-se em vista o apresentado anteriormente, este trabalho tem como objetivo discutir, em
detalhes, as demonstragoes do Teorema e do Coroléario bem como outros resultados

presentes em [I] e em [12]; para isso, dividimos o nosso trabalho em trés capitulos e trés apéndices.

O Capitulo 1 apresenta notacoes e definiches importantes que serdao utilizados na parte
principal do trabalho. Em particular, demonstramos a caracterizagdo dos potenciais limit-
periodic (Proposicao , proposta por Avila em [1]; apresentamos também a definigao dos
operadores de Schrodinger Limit-periodic, a nogdo de matriz de transferéncia e cociclos, e por

fim, comentamos alguns resultados referentes a teoria de Floquet (todos eles presentes na Segao
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1.3).

O Capitulo 2 trata diretamente de algumas propriedades espectrais dos operadores limit-
periodic, € é o cerne dessa dissertacao. Nos o dividimos em secoes, cada qual versa sobre uma
caracteristica do espectro. Na Secao 2.1, discutimos a demonstracao do Teorema m (o qual

versa sobre a existéncia de um conjunto denso de operadores com espectro puramente singular).
J& na Secao 2.2, apresentamos a demonstracao do seguinte teorema,

Teorema 0.0.2. Sejam X um grupo de Cantor e f uma translagdo minima. Entao, existe um
conjunto G denso C C C°(X,R) tal que para todos v € C e w € X, o espectro de H,, é um

conjunto de Cantor.

Na Secao 2.3, apresentamos a demonstragao do seguinte resultado.

Teorema 0.0.3. Seja f: X — X uma translagdo minima de um grupo de Cantor. Entao, existe
um conjunto denso de v € CY(X,R) tal que para todo potencial V,, associado, o espectro de Hy,,
¢ um conjunto de Cantor de medida de Lebesgue positiva, e todas as suas medidas espectrais

sao absolutamente continuas.

Por fim, utilizamos o argumento do Gordon para mostrar que o espectro é puramente
singular-continuo para um conjunto Gs de potenciais; a saber apresentamos a demonstracao

do seguinte teorema.

Teorema 0.0.4. Sejam X um grupo de Cantor e f: X — X uma translagdo minima. Entao,
existe um subconjunto Gs denso de funcdes v € C°(X,R) tal que para todo w € X, o espectro

de H, é um conjunto de Cantor de medida de Lebesgue nula e puramente singular-continuo.

No Capitulo 3, apresentamos nossas conclusées acerca do trabalho e perspectivas para

projetos futuros.

Quanto aos apéndices, dividimo-los em partes A, B e C. O Apéndice A apresenta definigoes e
resultados basicos de teoria de grupos, espacos métricos e andlise funcional. As demonstracoes de
tais resultados foram omitidas por fugirem ao escopo do trabalho, mas que aqui sao apresentados

para possibilitar uma melhor compreensao do que esta sendo estudado.

No Apéndice B, discutimos aspectos gerais da teoria de operadores dinamicamente definidos.
Mais precisamente, abordamos resultados acerca dos potenciais do tipo Gordon, a saber,
discutimos que para um potencial deste tipo o espectro do respectivo operador é puramente
continuo (i.e., sem parte pontual; Teorema . Discutimos ainda a constancia do espectro
para operadores dinamicamente definidos (a saber, o espectro de cada elemento da familia
independe de w; Teorema . Por fim, discutimos a caracterizagdao do espectro em termos
da hiperbolicidade uniforme do cociclo associado ao operador (Teorema .
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No Apéndice C, apresentamos os detalhes de algumas afirmacoes feitas durante os capitulos
1 e 2, as quais necessitam de uma atencao especial. A ideia é evitar que as demonstracoes
fiquem longas, além de facilitar a compreensao dos argumentos principais apresentados, mas

sem comprometer a estética do texto.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos definicoes e resultados necessarios ao desenvolvimento e
compreensao deste trabalho. Aqui combinaremos resultados apresentados em [I] e [I2]. O
leitor pode esperar encontrar definicdes tais como: Operadores de Schrodinger, expoentes de

Lyapunov e potenciais peridédicos.

1.1 Grupo de Cantor e sequéncias periodicas

Nessa segao faremos uma discussao, em detalhes, de resultados apresentados em [1] acerca
dos potenciais periédicos e sequéncias em grupos de Cantor (vide a definicdo a seguir). Seja
X um grupo de Cantor; vamos considerar sempre S como sendo o operador shift a direita em
(>2(Z), isto é, o operador linear definido pela lei (S(x)), = zn11 e, orb(z) = {S*(z),k € Z}.
Chamaremos de e-vizinhanca de um ponto ¢ € X a bola aberta de centro em ¢ e raio € > 0,

B(q, €). Iniciaremos nossa discussao pela defini¢cao do conceito de grupo de Cantor, seguindo [9].

Definigao 1.1.1. Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que X é um grupo de Cantor se
este é um grupo abeliano topolégico compacto (ver Definigao , totalmente desconexo e

perfeito (ndo possui pontos interiores).

Faremos agora definigoes sobre sequéncias em X.

Definigao 1.1.2. Seja X um grupo de Cantor. Dizemos que = € X é periédico se orb(x) é
finita; = é limit-periodic se pertence ao fecho, em ¢°°(Z), do conjunto das sequéncias periddicas.

Se x é limit-periodic, denotamos por hull(x) o fecho de orb(x) em £>°(Z).

Observagao 1.1.1. Se y € hull(x), entao y é limit-periodic. De fato, pela definigdo do fecho
de orb(x) e pela continuidade do operador shift, segue-se que y é o limite da translacao de uma

sequéncia periddica e, portanto, y é limit-periodic.
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Feitas as consideragoes iniciais, podemos enunciar o primeiro resultado com respeito a

estrutura topolégica de hull(x).

Proposicao 1.1.1. Se x é limit-periodic, entao hull(x) é compacto e possui uma tnica estrutura
topoldgica de grupo com identidade z, tal que a aplicagdo Z — hull(x) dada por k — S k(a:) é um
homomorfismo. Além disso, a estrutura do grupo é abeliana e existem vizinhancas compacto-

abertas de x em hull(z) arbitrariamente pequenas, as quais sao subgrupos de indice finito.

Demonstragao. Seja x € X limit-periodic. Entao, orb(z) é totalmente limitada: De fato,
se p é periédico e ||z — p|| < €, entdo orb(x) estd contido na e-vizinhanga de orb(p), pois
|1S*(z) — SE(p)|| = ||z — p|| < € (S é uma isometria). Portanto, sendo £’(Z) um espago métrico
completo, hull(x) é compacto (vide Proposicao .

Consideremos agora o conjunto orb(xz) munido da operagao de composigao de fung¢oes. Temos

que este é um grupo ciclico, uma vez que:

i) SY(x) € orb(x);
ii) Dado S™(z), tem-se que S~™(z) é tal que S™ o S~ (x) = S%(z) e ST 0 S™(z) = SY(z);

iii) Vale a associatividade:

Shtmin) — gk o §mH1(z) = §F 0 (S 0 §"(x)) = (S% 0 §™) 0 §™(w) = SFFM ().

Além disso, a funcao Z — X dada por k — S¥(z) é um homomorfismo (com efeito, a verificacio
desta afirmagao consiste em usar um argumento andlogo a iii)). Vejamos que orb(xz) possui

estrutura uniformemente continua:

157 (2) = ¥ (@)oo = I15¥ ($* (@) = 5" (2)) |0
= |5+ (@) - 5" (2) o
= ||8'($" 7 (x) — 8" (@)l
< (1857 (@) = @lloo + llz = 5" (2) |
= 1S7(5* (@) = 8" (2))lloe + 1577 (S" (&) = S'()) |
= |5 (x) =S¥ (@)lloc + 115" (2) = S'(2) oo (1.1)

Sendo assim, dados y, 2,9/, 2’ € orb(x), segue-se que ||[yz —y'2'|oo < [|¥—¥'||co + 1|2 — 2'||cs O que
mostra a continuidade uniforme da estrutura do grupo. Sendo assim, podemos considerar uma

extensao continua ao hull(z) que preserva a propriedade de comutatividade do grupo orbit.

Para demonstrarmos a tdltima afirmacao, fixaremos € > 0 e consideraremos p periédico tal

€

que S¥(p) = p e |lz —p|| < §. Temos que hull*(z), o fecho do conjunto {S**;n € Z}, é
um subgrupo compacto de hull(z) com indice no méximo k (ver Afirmagao C.1.1). E mais,
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orb(z) age transitivamente sobre hull(z) (ver Afirmacdo [C.1.2)), e portanto, sendo hull*(x)
um subgrupo de indice finito de hull(x), hull(x) pode ser escrito como uma unido finita de
translaces disjuntas de hull*(x) (ver Proposigdo [A.1.1). Com isso, concluimos que hull®(x) é

aberto.

Agora, como S é uma isometria em £°°(Z) e x pertence a uma §-vizinhanca de p, segue-se

que hull®(z) estd contido em uma e-vizinhanca de .

O

Pela Proposicao hull(z) é compacto e totalmente desconexo. Dai, ou este é um grupo

de Cantor, ou um grupo finito, caso x € X seja periédico.

1.2 Sequéncias limait-periodic

Consideraremos, nessa secao, X como sendo um grupo de Cantor e f : X — X como sendo
uma translagado por t € X. Apresentaremos algumas defini¢gdes importantes e um resultado que

nos diz como podemos avaliar hull(z) através de sua relacdo com uma aplicagao continua.

Definicao 1.2.1. Dizemos que f é uma translagao minima se {f™(y) | n € Z} é denso em X

para todo y € X. Ou, equivalentemente, {t"y | n € Z} é denso em X para todo y € X.

Observacao 1.2.1. Fixemos um grupo de Cantor X e uma translagdo minima f: X — X, e

definamos a aplicacao

p:Z—X

ni— o(n) = f"(id),

onde id é a identidade do grupo. Temos que ¢ é um homeomorfismo injetivo cuja imagem é
densa em X. Com efeito, p(m +n) = f™T"(id) = f™ o f(id), e ji que f é uma translagao
minima, segue-se que @ ¢ injetiva e tem imagem densa em X. Identificaremos os inteiros com

sua imagem através desse homomorfismo.

Além disso, é importante destacar que, através dessa observagao podemos tomar a imagem
de x € X e concluir todos os resultados demonstrados na secao anterior.
Proposigao 1.2.1. Seja V : X — R uma funcdo continua. Definamos ¢ : X — (°°(Z) por

o(x) = (V(f™()))nez. Entao, para todo = € X, ¢(x) é limit-periodic e p(X) =hull(x) .

Demonstragio. E suficiente mostrar que @(z) é limit-periodic (ver Afirmacao [C.2.1). Sendo

assim, nosso objetivo é encontrar uma sequéncia periddica p tal que ||¢(x) — p||oo < 6. Para isso,
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tomemos uma vizinhanga aberta e compacta W da identidade de X tao pequena que se y € W,

entao |V (yz) — V(z)| <0, para todo z € X.

Seja d uma métrica em X compativel com a topologia. Seja € > 0 tal que se y,z € X sao
tais que y € W e z ¢ W, entao d(y,z) > €. Seja ainda m > 0 tal que t"™ é tdo préximo da
identidade que para todo y € X, d(y, f™(y)) < e. Temos, por indugéo em |k| e pela invariancia
por translacio da métrica, que d(f*™(z), f¥™+™(z)) < € para todo = € X, e portanto, t™* € W
para todo k € Z. Sendo assim, m é um subgrupo de X de indice no méaximo m,

compacto e contido em W.

Por fim, seja p € £>°(X,Z) dado por p; = V(fi(w)),com 0 < j <m—1ei=j (modm).

Assim,

|(p(@))i = pil = [V (f!

= V(W) = V(7 (w)
= [V(f™ o fl(w) = V(F

= |V(EF(w) = V(I (@)l-

Tomando z = f/(w) e y = t*7, temos |(p(x)); — p;| = |V (yz) — V(2)]. Como i = j (mod m),
t'=J € W, e pela escolha de W, temos que |(()); — p;| < 8. Portanto, ||o(z) — pllee < 9.

O]

Exemplo 1.2.1. Sejam Q o toro v— dimensional T e F a o—dlgebra de Borel sobre o toro. A

translagao T : Q@ — Q por a = (o, - -+ , ), definida pela lei
T(r1,22, 1) = (1 + 1,22 + @2, , Ty + @),

serd uma translagao minima se, e somente se, ai,--- ,q, forem racionalmente independentes.

1.3 Operadores de Schrodinger

Sejam X um espago compacto, f : X — X um homeomorfismo e v : X — R uma funcao
continua (fungao de amostragem). Definimos a familia & um parametro (H,),cx de operadores

de Schrodinger discretos e limitados, H, : £*(Z) — (*(Z), pela lei
[Hyul(n) =u(n+ 1) + u(n — 1) + V,(n)u(n), (1.2)

com V,(n) =v(f"(w)) ew € X.

A sequéncia bilateral V,, é chamada de potencial dinamicamente definido, e assim, podemos

chamar de operador de Schrédinger com potencial dinamicamente definido. No&s nos
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referiremos ora a cada elemento da familia individualmente, ora a familia em si. Com efeito,
sob condigoes como ergodicidade ou minimalidade, por exemplo, o espectro de cada elemento da
familia independe de w (vide [20] para o caso ergddico e o Teorema para o caso minimal),

e assim é natural estudarmos a familia como um todo.

Quando X é um grupo de Cantor, f : X — X é uma translacdo minima e v : X — R
é uma funcao continua, temos um operador Limit-Periodic, ou uma familia de operadores de
Schrodinger Limit- Periodic. Sao nestes operadores que estamos interessados neste trabalho, e

estudaremos algumas de suas propriedades espectrais no restante da dissertacao.

Considere a equacao de diferenca finita
u(n+1)4+u(n—1)+ V,(n)u(n) = Eu(n), (1.3)

a qual esta associada ao operador dado pela lei (1.2]). A ideia é conectar o comportamento das
solugoes de a propriedades espectrais dos operadores em questdo (como é tipico em teoria

espectral).

Uma solugao formal de ([1.3)) deve satisfazer
ABLV oy [0} = | ), (1.4)
U—1 Un—1

AP (w) = AP (W) = Sy -+ So,

em que

1
transferéncia no sitio n associada ao potencial V,,. Alternativamente, podemos denoté-la por
A,

E —u(f? -1
com S; = ( v(f(w)) 0 >; A,(lE’V“) ¢ uma matriz em SL(2,R), chamada de matriz de

Fixemos E € C. Definimos um cociclo associado & equacao de diferenga finita ([1.3)) pela lei

(f, ABV)) . X % C? - X x C?
(w,u) — (fw, ABY)y), (1.5)

Definigao 1.3.1. Definimos por expoente de Lyapunov associado ao cociclo (f, A(E)) a funcao

dada pela lei

1
L(E) = lim - [0 AP ) dg, (1.6)

n—oo N

em que p é uma medida de probabilidade de Haar em X; vide [9] para uma discussao sobre o

fato desta funciio estar bem-definida. As vezes, usaremos L(E, f,V.,) ou ainda L(E,V,,) para
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Apresentaremos a seguir um lema que discute o comportamento da derivada do argumento

das matrizes de transferéncia.

Lema 1.3.1. Seja n > 2. Entéo, para todo vetor ndo nulo z € R?, a derivada do argumento
de A;E’f’%")(w) z com respeito a E é estritamente negativa.
Demonstragdao. Seja pp(F,w, z) a derivada com respeito a E' do argumento de A,(lE’f’V“). Temos

que p1(E, x, z) é estritamente negativa se z é nao vertical (isto é, z # (y,0)) e nula se z ¢é vertical.

Pela regra da cadeia para n > 2,p,(E,w,z) = Y. kipi(E, fi_l(w),Af’lf’V“)z), em que
para cada i = 1,...,n, k; > 0 (j& que Af’lf’v‘”)z) € SL(2,R), e portanto preserva orientagao).

B,f.V. < .
Como ou z ou Ag of ‘”)z) nao ¢ vertical, o resultado se segue. O

Proposicao 1.3.1. Para todo w € X, o espectro de Hyy, ¢é uma funcao continua de
V., € C°(X,R).

Demonstragdo. Seja B(¢%(Z)) o espaco de Hilbert dos operadores auto-adjuntos limitados de
(*(7), munido com a norma [[®|| = supyy,,; [|®(u)[2. Seja A o espago dos subconjuntos
compactos de R, munido com a métrica de Caratheodory d; (isto é, di(A, B) é o infimo entre
todos os rs tais que A estd contido na r-vizinhanca de B e B esta contido na r-vizinhanca de

A). Com relagio a estas métricas, o espectro é uma fungao 1-Lipschitz de ® € B((?(Z)).

De fato, como vale a Observagao e fungio C°(X,R) 3 v — Hyy, é 1-Lipschitz (Ver
Lema |C.3.1]), conclui-se portanto que o espectro associado a Hyy, é uma fungao 1-Lipschitz
de v € C°(X,R). Vale destacar que disso se segue ainda que o espectro de H v, depende

continuamente de V. ]

Denotaremos, a partir de agora, o espectro do operador de Schrédinger associado ao potencial

Vo =v(f"(w)) por o(Hy,).

Definigao 1.3.2. Dizemos que V,, é periddico se existe p € N tal que V,,(n + p) = V,,(n), isto
é, v(f"P(w)) = v(f"(w)) para todo w € X.

Quanto a estes potenciais, podemos dizer o seguinte.

Observagao 1.3.1. Se V,, é um potencial periédico, entdao V,, é localmente constante; logo,
para qualquer subgrupo compacto de Y C X contendo uma vizinhanga suficientemente pequena

da identidade, a fungdo V,, estd definida em X/Y. Se V, € C*(X,R) e Y C X é um subgrupo

compacto de indice finito, entdo podemos definir outro potencial V)" por convolugdo com Y pela
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lei
VY () = /Y Vo(y + 2)dpy (v),

onde sy é a medida de Haar em Y,y € Y e x € X. O potencial V) é periédico. De fato, basta

observar que a integral anterior se reduz a uma soma, ja que Y tem indice finito.

Como existem subgrupos compactos de indices finitos contidos em vizinhangas
arbitrariamente pequenas da identidade, isso mostra que o conjunto dos potenciais periédicos é
denso em C°(X,R).

O exemplo a seguir esclarece a ideia da prova:

Exemplo 1.3.1. Suponha Y = {y1,y2,y3} tal que y; é o elemento neutro e y3 é inverso de ys.

Ou seja, Y tem estrutura de um grupo. Dali,

V(@) = [ Vlu+ o)dy = 5(Volor + ) + Vi +2) + Vilys + )
Y

(assumimos que a medida de Haar é normalizada). Assim, se consideramos p = y2, temos que

1
V. (z +p) =/ Voy+p+x)dpy = g(Vw(m +p+a)+ Vol +p+2)+Vo(ys +p+2));
Y

usando associatividade dos elementos em Y, temos as seguintes opgoes:

1. y1 +y2 = yo;

2. ys+ Y2 = y1;

3. Y2+ y2 = y3.
Logo,

V(o4 0) = 50l )+ Volta + )+ Valon +0) = [ Volu+ )iy = V2 (a).

Observacao 1.3.2. Se V é n-periddica, entao tr(AﬁLE’f’V“)(w)) independe de w e é denotado
por ¢(E) (vide [14]). Entao, L(E, f,V,,) é o logaritimo do raio espectral de A%E’f’v“’)(w), para
todo w € X. Isso nos mostra que o expoente de Lyapunov é uma fungao continua do potencial

e da energia quando V,, é um potencial periédico.

Vamos precisar de mais alguns fatos sobre o espectro de operadores com potenciais periédicos.
Sendo assim, vamos listd-los a seguir, sem demonstra-los, mas encorajamos fortemente o leitor

a verificar os detalhes em [13] e [14].
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Proposicao 1.3.2. Se V,, é um potencial periédico de periodo n, entdo o espectro 3(f,V,,)
de H é {E € R | |¢(F)| < 2}. Assim, para potenciais periédicos, temos X(f,V,,) = {E € R |
L(E, f,V,) = 0}.

A fungao ¥ é um polinémio de grau n. ¥ possui n raizes reais distintas e seus valores criticos
nao pertencem a (—2,2). Além disso, £ é um ponto critico de ¥ com ¥ (E) = £2 se, e somente
E.fVo, . A

se, A% Ve )(w) = =£I. Disso, seguem-se algumas consequéncias sobre a estrutura de espectro

periddico:

1. O conjunto {F € R | |¢(F)| < 2} possui n componentes conexas, as quais sao chamadas de

bandas espectrais;

2. Se E estd na fronteira de alguma banda, entao tr(A,(lE’f’V) (w)) = £2;
3. Reciprocamente, se tr(AglE’f ’V‘”)(w)) = +2, entdo F estd na fronteira de alguma banda.

Assim, o espectro é a uniao das bandas;
4. Se duas bandas diferentes se interceptam, entdo o ponto em comum da fronteira satisfaz

tr(AFTY) (W) = 41

Avaliemos agora as poténcias de uma matriz de transferéncia associada a um operador

periédico com periodo p. Para k € R e [ € Z, defina (vide [12])

V(1) 1 etkp
L Vu(l+1) 1
BV 1 Vo(l+2) 1
(A1) = T (L.7)
1
etkp 1 Vo(l+p-1)

FEssas matrizes sao restrigoes de H,, a intervalos de comprimento p com condigoes de fronteira
auto-adjuntas adequadas. A importancia da escolha das condigoes de fronteira se deve a
existéncia de solugoes especiais da equacao de diferenca finita . Feitas estas consideragoes,
apresentamos a seguir um resultado da Teoria de Floquet (disponivel em[I4]) associado ao

comportamento das matrizes que definimos anteriormente.

Proposicao 1.3.3. (a) Temos que F € o(H) se, e somente se, existe k € R tal que para todo
n € 7Z, (1.3) possui uma solugao que satisfaz

u(n + p) = e*Pu(n).

o . : (B.£.Ve)\F
Nesse caso, & = (u(l),...,u(l + p — 1)) é um autovetor da matriz (Al )

correspondente ao autovalor F.
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(Al(Erf7VW))k

(b) Os p autovalores de s@o independentes de [ e

o(H) = UU ((AZ(E,ﬁVw))k)

k

(A;E’f’vw))k obedece

(c) O polinémio caracteristico de
det (E — (AP W)’f) — A(E) — 2 cos(kp),
onde A(E) = tr(Al(,E’f’V“’)). Temos
o(H) ={E||A(E)| < 2}.

O conjunto o(H) é composto por p bandas (intervalos conexos) tais que em cada banda,

A(E) ou é estritamente crescente, ou estritamente decrescente.

Enfatizamos que o estudo da Teoria de Floquet nao é o foco deste trabalho; os detalhes da
Proposicao estao presentes em [14]. Quanto ao comprimento de tais bandas e do espectro,

temos o seguinte resultado.

Lema 1.3.2. Seja V,, um potencial periédico de periodo n.

i) O comprimento de cada banda é no maximo 27 /n;

ii) Seja C' > 1 tal que para todo E na unido das bandas, existem w € X e k > 1 tais que

HA,(CE’f’V) (w)|| > C. Entao, a medida total do espectro ¢ no maximo 4%”.

Demonstracao. Se E pertence a alguma banda, A,(lE’f’V“)(w) é conjugada, em SL2(R), a uma

rotacao; isto é, existe uma matriz BX)(z) € SLy(R) = {Maxo(R) | det(Mays) = 1} tal que
BE) ()AL (1), B (2)BE) ()" € SO5(R),

em que SO3(R) é o grupo de rotagoes. Essa matriz nao é unica, ji que RB (&) (x) possui a mesma

propriedade que B(F)(z), para R € SO3(R).

Em particular, || B¥)||%,4 (isto é, a soma dos quadrados das entradas da matriz B()) ¢ uma
funcio bem-definida b®)(w) que satisfaz b (f"(w)) = bF)(w). Isso nos permite definir uma
funcao independente de w, I;(E), que se comporta de seguinte forma: igual a zero caso E nao

esteja em alguma banda, e

n—1
H(E) = 7 > WP (i), (1.8
i=1

caso F esteja em alguma banda espectral.
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Além disso, essa fungao se relaciona & funcao densidade de estados pela identidade N(F) =

fio b(E)dE (vide [2]); como consequéncia, concluimos que para qualquer I C o(Hy;,),

R 1
b(E =—. 1.
/I " 4mn 2/ n (1.9)
Agora, note que || B2 > 2, j& que B¥) € SL(2,R). Dai,
1 = on 1
b(E) = — B fi(n))dE > — = —. 1.1
HE) = 3 [0 ar = 2= o (1.10)
Sendo assim,
1 - 1 27
—= [ 0FE)E > | —dFE I < —. 1.11
L= [upnap = [ e — < (111)

Isso demonstra o item a). Para demonstrar o item b), é suficiente mostrar que para todo E em

uma banda vale a relacao b(E) > %. Com efeito, note que

BE) (5 (w)) APHV) (1) ABS) (1) AP SV T BEY (g ()) 7"
) (R (w) AP SV (5 () BE) (fF(w)) T € SO(2,R)

Assim, B(E)(fk(w))A,(cE’f’V“)(w) conjuga AgE’f’Vw)(w) a uma rotacdo, e portanto, coincide
com RB¥) para algum R € SO(2,R). Assim,

—~1 -1
C < AP W) = IBP (A (w) T RBP) | = | AP )| < IIBP(f4(w) I1BE)

Entdo, existe v € X tal que C < ||[BP)(v)|| < bE)(v). Logo,

1 C
b(E — 1.12
" dmn Z 47m’ (1.12)
e portanto,
- C
1= [ b(E)IE > —dE (1.13)
R a(Hy,) 4mn
Consequentemente,
C C
1> —|o(H H < —. 1.14
> lo(Hy)| = lo(Hy)| < 1 (114)
Isso conclui a demonstragao. O

Uma outra importante consequéncia da periodicidade é a existéncia de uma decomposicao em

integral direta do operador. Seguindo [I2], apresentd-la-emos. Conforme vimos anteriormente,
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podemos tratar E € o(H) como uma fungao de k € [0, %) . Pelo item (a) da Proposigao |1.3.3]

a associacao k — FE é bijetiva. Além disso, se consideramos energias no interior da banda, isto
é, A(E) € (—2,2)ouk € (O, %) , entdo existem solugdes linearmente independentes, ¢*(E), de
que satisfazem as identidades

pf, ,(B) = e o(B).

Podemos normalizar tais solugoes tomando 4,0§ >0e

p—1
Yo lep(B)P =1.
7=0

Apés a normalizagao, obtemos

o (E) =7 (). (1.15)

Agora, para u = {uy, }nez de suporte finito, definimos

i*(B) =Y ¢t (B)un.
nez

Também definimos em o(H) a medida dp pela lei

1

™

dp @( )

kg ‘dE. (1.16)

Dali, temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.3.4. A funcio u + @ se estende a um operador unitdrio de (%(Z) a
L2(o(H), dp, C?),

A sua inversa é dada por

GWJ/[wmﬁ@+%m+ﬂwmm
2 Jo(m)

Além disso, temos que

Hu (E) = Ea*(E). (1.17)
Demonstragao. Vide [14] O

A proposicao anterior nos mostra que H possui espectro puramente absolutamente continuo.

Mais especificamente, a medida espectral associada ao operador H com potencial periddico V,,
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e & funcio u € £2(Z) de suporte finito é dada por
dpv, w(E) = gv,u(E)dE, (1.18)
com densidade

gvu(B) = o (4 (B)P + 4~ (B)P)

wﬁ (1.19)

para E € o(H).

Lema 1.3.3. Para todo ¢ € (1,2), existe uma constante D = D(||V,,||oo, p,t) tal que

dk
—(E)
/U(H) ‘dE

Demonstragao. Pelo item (c) da Proposicao e pela regra da cadeia,

t

<D. (1.20)

dk dk A'(E)
—_— / —_ i T T T oL i (Y
0=A (E) 2k Sln(kp) dE dF 2k sin(kp)'

Como A’(E) é finita no espectro (tal fungao é continua no espectro, um subconjunto compacto

da reta), existe uma constante C' > 0 tal que [|A'(E)| < C. Sendo assim,

dk t AN(E) | b 1 ! A 1—t
B dE= [ o dE S [ | dE S | fsin (kp)| '
/a(H> ' /a(H) ‘2/-3 sin(kp) ~ /0 2% sin(kp) ~ /0 Jsin (kp)|
Sendo a ultima integral finita, o resultado se segue. O

Lema 1.3.4. Seja u € (?(Z) uma sequéncia de suporte finito. Entdo, para todo t € (1,2), existe

uma constante Q) = Q(||Vi /oo, p; u, t) tal que

/ lgv.u(E)|'dE < Q. (1.21)
o(H)

Demonstragao. Como por hipétese u tem suporte finito, segue-se que existe uma constante
M = M, tal que [[ul|c < M e |aP™|* < M. Assim,

1. L
[ doealta= [ it @R+
o(H) o(H) LT

Usando o Lema obtemos

C‘;Z(E)H dE < <J\:>tdE.

t
/ v l'dE < (M) D.
o(H) m

Tomando Q = (%)t D, o resultado se segue. O
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Apresentaremos agora um resultado da teoria da medida, cuja demonstracao se baseia em

[16] e nos ajudard na construcao de um dos teoremas centrais da dissertagao.

Lema 1.3.5. Sejam (X, 1) um espaco de medida finita, » > 1 e f, € L"(u), com sup || fnl|» < o0.
Suponha que f,, — f pontualmente em quase toda parte. Entao, || f, — f||, — 0 para todo p < r.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, tomemos f = 0. Fixe M > 0 tal que ||f,||, < M e
defina

() :{ fa(w), se|falw)] <M

0, caso contrario.

Dai, pelo teorema da convergéncia dominada, temos que || g, |l, — 0 (i& que (||gnll, < Mu(X)Y/P),

e portanto

nm—%wg/

fnl>

[fn(w)Pdw = MP7| ful]7-
M

Logo, ||fn — gnllp pode ser feito arbitrariamente pequeno ao se tomar n suficientemente

grande. O

Eis aqui uma aplicacao direta do lema anterior.

)

Lema 1.3.6. Seja u € £*(7Z) uma sequéncia de suporte finito e sejam VUS” , Vw : Z — R potenciais

de periodo p tais que ||V05n) — Vulleo = 0 quando n — oco. Entao, para cada t € (1,2), vale
. t .
lim [ oy, () = v ul'dE =0 (1.22)

Demonstragdo. J& que por hipdtese lim,_ HVW — Vulleo, para cada k,l € N, as matrizes

(n)
(AgE’f’Vw ))k (AgE’f’v“’))k, bem como os discriminantes e os

convergem, em norma, para
autovetores associados. Sendo assim, pela definicao de gv£">,u(E) e gv,u, temos a convergencia
pontual destas fungoes. Dai, pelo Lemam sup,, fR |gv$"),u|tdE < oo (basta tomar Gy o = 0
para FE ¢ O'(Hvugn))). Reunindo as informagoes anteriores, podemos usar o Lema m e concluir

que

. _ t _
igl})/R\ng(n>7u(E) YVl dE = 0.

Também podemos dizer algo sobre a convergéncia de potenciais através do seguinte lema.

Lema 1.3.7. Seja VLSn) € CYX,R) uma sequéncia convergindo uniformemente para V, €
CO(X,R). Entio, L(E, f,V\™) = L(E, f,V.,) em L. ().
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Demonstragao. Vamos listar algumas consequéncias da hipdtese de convergéncia uniforme da

sequéncia Vosn) para V.

i) Ve > 0 existe n > ng tal que HVUSR) —Vull <&

ii) existe C' > 0 tal que para todo n € N, Han)H <C.

E, 1,V E.f,Ve,
ABIVE) ) 4BV

Por i), tem-se a convergéncia pontual . Segue-se agora por convergencia

dominada que

1
lim L(E,V%®) = lim lim /In(HAT(lE’vak))])dE
n

k—o0 k—o0 n—ro0

1
— lim - lim [ In(|ABYS))aE

n—o0 N k—oo

— fim 1/1n(||A£LE’Vw(k))||)dE

n—oo N

= L(E,V,).

Por ii), os expoentes de Lyapunov sao positivos fora de I = [-2 — C, 2+ (] para cadan € N
(ja que o (H V£">) C I) e também pela Proposigéo. Sendo assim, limitaremos nossa atengao
a este intervalo. Considere U C R uma regiao limitada por um triangulo equilatero T' com lados
1, J, K. Considere uma aplicagao conforme ¢ do disco unitario centrado na origem para U. Pela
férmula de Schwarz-Christoffel (ver [24]),

o (2) —k]j (1—)

cada z; é a imagem inversa de um dos vértices de T por . As fungdes L(FE, VLS”)) o ¢ sao

harmonicas e limitadas no disco unitério centrado na origem. Disso resulta (vide [17])

1 2w )
L) VI = 5= [ Llee™). Vim)a (123
0
(um resultado equivalente se segue para L(p(0),V,,)). Como L(¢(0), VDS”)) — L(¢(0), V) (pela

convergéncia pontual), inferimos de (|1.23)) que

L (), V) — Lo(e®). V)]0 - 0. (1.24)

277'0 “

Por convergéncia dominada, segundo [2], as integrais ao longo de J e K vao a zero
individualmente (j& que em J e K, hd convergéncia pontual de L(go(eie),Vogn)) para

L(p(9),V,)). Portanto, fazendo uma mudanca de varidveis, obtém-se

/ [L(E, V™) — L(E, V,)]g(E)dE — 0, (1.25)
I
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com g(E) = ¢' (¢ (E))™! (com efeito, seja E = ¢(e?); dai, e = p~Y(E), dE = ¢'(e")ie?ds,
e portanto df = ¢'(p~1(E))"'dE; defina g(E) = ¢/ (¢~ (E))™1).

Pela definicao de ¢, g se anula nos vértices de I mas é nao-nula no interior de I. Segue-se
dessa observacao e de ([1.25) que para todo K C int([l),

/ \L(E, V") — L(E,V,)|dE — 0, (1.26)
K

o que encerra a demonstragao. O

Faremos uma importante observacao que nos fornece além de um resultado, uma notacao

que serd utilizada no decorrer da dissertagao.

Observagao 1.3.3. Sendo X um grupo de Cantor, existe uma sequéncia decrescente de
subgrupos de Cantor X C X tal que ind(Xy) = ni e NkgenX, = {0}. Sendo assim, para
cada k € N, podemos tomar por Py o conjunto de potenciais de periodo ny definidos em X/Xj.
Note que esses conjuntos Pjs sdo ndo-vazios, pois dado V,, € C9(X,R) periédico, pela densidade
do conjunto dos potenciais periédicos em C°(X,R) (ver Observacio , existe k € N tal que
Vo € P.

Por fim, gostarifamos de apresentar a definicdo usual de operadores de Schrodinger limit-

periodic:

Definicao 1.3.3. Seja H = —A+V um operador de Schrodinger discreto e limitado. Dizemos
que H é limit-periodic se existir uma sequéncia de potenciais periddicos (V,,)nen tal que V' é o

limite uniforme de (V;,)n € N.

Esta definigdo é a mais intuitiva e usual (vide [9]), e é com base nesta que as demonstragoes

dos teoremas centrais deste trabalho sao feitas.
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Capitulo 2

Propriedades espectrais de
operadores de Schrodinger

limat-periodic

Esse capitulo contém o cerne do trabalho. Mais especificamente, aqui serao apresentados e
demonstrados os teoremas que nos dao algumas informacoes importantes sobre o espectro da
classe de operadores que definimos em[I.4] Mais precisamente, apresentaremos as demonstragoes
dos Teoremas [0.0.1} [0.0.2} [0.0.4} [2.4.1] ¢ [0.0.3]

Faremos, a seguir, algumas rapidas observagoes quanto a notacao e a algumas propriedades

que serao utilizadas.

glE’V“)(w) = AglE’f’V‘“)(w) a matriz de transferéncia no sitio n,

associada ao potencial V,, em X. Também denotaremos por A%E’V“’) = A;E’V“’)(O). O espectro

Para n > 1, denotaremos por A

do operador associado ao potencial V,, serd denotado por o(Hy,). W denotard familias finitas
de potenciais periddicos e #W denotara a sua cardinalidade, levando em consideracao o maior

numero de elementos distintos de W. E mais,

L(E,W) := #}W > LB, V) (2.1)
Voew

denotard o expoente de Lyapunov da familia W. Feitas as consideragoes iniciais, apresentaremos

alguns lemas importantes para a demonstracao do Teorema [0.0.1
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2.1 Awuséncia de espectro absolutamente continuo em um

conjunto denso de operadores

Antes de discutirmos os detalhes da demonstracao do Teorema [0.0.1] apresentaremos alguns

lemas que nos auxiliarao nesta tarefa.

Lema 2.1.1. Sejam B uma bola aberta em C°(X,R), W C P N B uma familia finita de

potenciais, e M > 1. Entao, existe uma sequéncia W" C PN B tal que

i) para todos M~ ! < |\|< M e E € R, L(E,AW") > 0;

ii) L(E,\W") — L(E,\W) uniformemente em compactos (como funcoes de (E,\) € R?).

Demonstragdao. Seja k € N tal que W C Py, com P, como na Observagao [[.3.3] Para cada

K > k, pela continuidade do expoente de Lyapunov (vide Observacao [1.3.2), existe N1(K) > 0
tal que se |E|,|A\] < K eseV, € W, V/ € Pk forem tais que ||V — V|| < 12\2’@(;3, entao

|L(E,\V) — L(E,\V)| < K~L.

Dados V,, e W, 1 < j < 2nj + 1, definamos VWK’j € Pg por

(1), 0<i<ng-—2,
j (2:2)

VKJ —
¢ s ng —1
Ni(K)

Vw(nK — 1) =+

(o que de fato define VMK’j € Pk unicamente, pela periodicidade de V,,).

Afirmacgao 2.1.1. Para todos A # 0, K > k, existe 1 < j < 2nj + 1 tal que o(H

AVJ(,j) possui

exatamente nx componentes.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que para todo 1 < j < 2ng+1, O'(H/\VK,J') nao possui

exatamente nx componentes. Entao, existe F; tal que E; € U(H/\VK,j) e IJ; estd na fronteira

. K,j
de duas bandas; portanto, AEI’(’/\V‘“ = 41 (vide Proposigao(1.3.2). Dai, pela Observacao |C.4.1}

segue-se que

EjMNVe _ oAV 4B _ oAV BV v AVIGI BV
AnK _San—lAnK—l - an—lAnK—l - an—l San—l ATLK ¢
i\ —1
_ oV AV

Usando a definigao de matriz de transferéncia (vide equagao [1.4]), temos que

N

Eave _ (1 w5 ).

Any” " = ;
0 1
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no entanto, como V,, é niy—periédica (vide Observagcao |C.4.3)),

1 Ajng
AEj,)\Vw — ( nKNl(K)>
e o 1 )

, EL AV, o o
Isso implica Afj(’)‘vw # Anje para j # j', e portanto E; # Ej para j # j'. Tal resultado
contradiz o fato de que devem existir no maximo 2nj valores tais que tr(A) = +2. Portanto,

existe 1 < 7 < 2ng + 1 tal que J(/\Vf’j) possui nx componentes. O

Sendo assim, pela afirmacao anterior e por compacidade, existe 6 = §(W, K, M) > 0 de modo

que para V,, € We M~ <[\ < M, existe 1 < j = j(K,\,V,,) para o qual o(H, x.;

nx componentes e a medida da menor lacuna (entre as bandas espectrais) é maior ou igual a d.
Seja No(K) € N tal que No(K) > |A[4mM

ok

) possui

Para0 <1< Ny(K) e Vf’j como em definamos VWK’j’l pela lei VUJK’j’l = Vf’j + %.

Afirmagao 2.1.2. Paracada M~ ! < |A\|<M,V,eWeK >k,

ﬂ O-(H)\Vf’j’l) = (D

0<I<No(K)

Demonstragdo. Lembremos que cada componente conexa de o(H,, x.;)

tem medida no maximo
5—; (vide Lema (1.3.2). Como Nao(K) > |A %, para todo E € o(H, k) existe 0 <1 < Ny(K)

tal que E — AV + H;WNQ{IK) ¢ U(H/\wa,j) (vide Observagao |C.4.1)), isto é, E ¢ O'(H)\V“f{,j,l
demonstra o resultado. O

). Isso

Seja WK a familia obtida pela colecao de VwK7j7l para diferentes V,, €e W, 1 < j < 2np +1
e 0 <1< Nyo(K). Pela Aﬁrmagéom para todos M~ < [\| < M e E € R, L(E,A\W¥) >0
(vide Proposicao |1.3.2)).

Para finalizarmos, é suficiente mostrar que

lim max max |L(F, )\VWK’j’l) — L(E,\V,)| =0,
n—00 1< <2nj+1 0<I< No(K)

uniformemente em compactos (E, \) € R2. Agora, observe que

47 M1

LENVEIY — L(E V)| < |L(B VS - L(E - A———— \V,
|L( W) = L( )< IL( W) = L( N (K) )|
47 Ml
+ |L(E—-XA———"—" \V,)— L(E, X
4 M . 47 Ml
< LB = A——ra A\VEI) _ (B — \— ) AV,
b opE - AT VL) - LB (2.3)

TIKNQ(K)’
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a primeira parcela do membro direito da segunda desigualdade é menor do que K~!, ja que
K > |E| + 47 M? (ver Observacao [C.4.2), enquanto que

A M1
L(E - A———— \V,)— L(E,\)| < L(E +t,\V,)) — L(E, \V,,)|,
|L( N (K’ ) — L(E,\)| ggyt'jgﬂ (E+ ) — L( )l
<4nh2

o qual converge para zero uniformemente em compactos (E,)\) € R? quando K — oo (pela
continuidade dos expoentes de Lyapunov para potenciais periédicos; vide Observacao |1.3.2]).

Isso encerra a demonstragao. O

Lema 2.1.2. Sejam B uma bola aberta em C°(X,R) e W C P N B uma familia finita de

potenciais periédicos. Entao, para todo K suficientemente grande, existe Wx C Pxg N B tal que

I) L(E,A\Wg) — L(E, \W) uniformemente em compactos (como funcio de (E,\) € R?);

IT) O diametro de Wik é no méximo nf_(lo;

ITI) Para todo A € R, se infger L(E, A\W) > 6#Wny, entao para todo V,, € Wk, a medida de

e

Lebesgue de o(Hyy,) é no maximo e~ 2

Demonstragao. Assuma que W C Py, com ny > 2, e seja K > k grande. Ordene os elementos

VIV2 ... Vmde W efacar = {—ﬁﬁk—‘ (isto é, a parte inteira de —T:L‘Y‘fk ).

Iniciaremos a construcao da sequéncia desejada. Seja V,, € Pg; é suficiente definir V()
apenas para 0 <[ < ng — 1. Sejam I; = [jng, (j+1)np — 1] CZeO0=jo < j1 <... < Jm-1 <
Gm = ﬁl—fﬂ uma sequéncia tal que j;+1 — j; —r € {0,1}. Dado 0 <1 < ng — 1, sejam j tal que

1 €1y,ital que j;_1 < j < i, e faca V,(I) = Vi(l).

Para qualquer sequéncia t = (t1,...,t,) com t; € {0,--- ,r — 1}, seja V! € Px o potencial
definido pela seguinte lei: para 0 <1 < np —1e j tal que | € I;, se j = j; — 1 para algum
1 <i<m, faga VI(I) = V,,(I) + r~2%,;; caso contrério, faca V(1) = V,,(1).

Seja Wik a familia consistindo de todos os V!s. Disso, II) segue para K suficientemente
grande (vide Lema [C.4.2). Mostraremos também que L(E, \Wg) — L(E, AW uniformemente
em compactos, mas para tanto é suficiente nos restringirmos a subconjuntos de (E,\) €
R x (R — {0}), uma vez que ||AV,|| — 0 implica L(E,\V,) — L(E,0) — 0 uniformemente

(pela continuidade dos expoentes de Lyapunov e pela referida restrigdo a compactos).

Para E e ) fixados, escrevemos

AEAVE = oltmm) g(m) . o(t1,1) p(1) (2.4)
K K '

. _\p—20t; i . iy Ji—Ji—1—1
em que Ctit) = Aﬁf Ar 20DV e B = (Aﬁf’”’w))j e . Note que para F e X\ pertencentes

a um compacto de R2, as normas das matrizes do tipo C») continuam limitadas ao passo que



34

7 cresce, enquanto que normas das matrizes do tipo B podem crescer.

(Inlnlnr)™
(Inlnr)m >

|BO|| < enlnlnr)~ler o o(nlnlnr)~lenk (note que tal ¢ existe para r suficientemente grande; com

Tomemos ¢ > 0 tal que (Inlnr)™ < ¢ < de modo que se |B®¥| < e, entdo

efeito, a unido dos m intervalos (Inln || B || —Inr, Inln || B@ || ~Inr+Inlninlnr], 1 < i < m, deve
omitir ao menos um ponto em [—mInlnlnr, —mInlnlnr+mInlnlnlnr], para r suficientemente

grande, o qual pode ser tomado como Inc).

Definigao 2.1.1. Chamamos i de “bom”se
B(z) > e

Afirmagao 2.1.3. Se nao existe i bom, entdo L(E,AW) < (%5 e L(E,AWk) < % + O(1).
Em particular, L(E,A\Wg) e L(E, \W) estao proximos.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos verificar que é verdadeira a desigualdade L(E, A\Wg) <
% + O(%) Com efeito, pelo algoritmo de Euclides, existem inteiros ¢ > 0e 0 < s < ng — 1
tais que n = ¢gng + s. Sendo assim, n — oo — ¢ — 00, e consequentemente,
A(E Vo) = = Agng+s = As (A(E Ve )) pela periodicidade de V!, em que Ay := qni+s—1" " Sqn-
Logo,

1 1
LB,V = lim ———— In||Agnytsl| < lim ———— {lnHASH +In|| (Ag@%f)) Hq}.

4= qni + s 4= qni + s
Usando [2.4]
1 m , .
LBV < Jim ot {m A4 +1n (1_1 rcwutu@uq) }

1
T () (ti,0)
—qlgglo{qu+ n|A 5H+ QE In||B ||+ QE Inf|C H}

Por L’Hospital e por ||Ag|| ser limitada, obtemos

Y I BO) S e

L(E, AV} <
nk nk

Por hipétese, nao existe ¢ bom e ng > r. Assim,

LENH < I 4 o < ) (2.5)
nK T
1
Sendo L(E,\Wk) = 200 2owvteawy L(E, AVE), temos

< g 5 {5 0(0)) - e {2240 ))

AVEEAW K
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Logo,

LuaAmoa;gC”n+49(l>. (2.6)

nkg T

Agora, mostremos que L(E, \W) < -“5. Com efeito, existem inteiros ¢ > 0e 0 < s <nj—1
tais que n = niq+s. Além disso, ¢ — oo quando n — oco. Um outro ponto a ser observado é que

) iy Ji—Ji-1—1 . i\ 71
B = (A%Nﬁ,)) , e pela definicio da sequéncia (j;), segue-se que B = (A%f’ww)>

(i) (BEAVAO\" . . . -
ou B\W = Ank . Analisemos, agora, as seguintes situacoes:

. i\ r—1
nr—1¢oesz(Aﬁ”U) . Daf,

L(E, V) < i
(B, w)_qg&nkq—i-s

{4 + AL |

= lim
g—oonpq + S

1 1 .
hm{ In || A|| + - meW}
g—o | npq + S ngg+s r—1

In || B® o
n BV < —

{In ]| Ayl + 10 (BO) 777}

IN

(2.7)

q
ng(r —1)

ii) r # 0; procedendo como no caso anterior, obtemos

L(E,\V}) < lim

qg—oongqg + S

A\ L
{mllA)l+ 10 (BD) 7|1}

q i
)50}

1
< lim In || Agl] +
g—oo | Ngqg + S ngq+ s

cr

" (2.8)

1 )
= — In||BY| <
TN

Por fim, mostremos que lim,_,o |L(E, A\Wg) — L(E,A\W)| = 0. Com efeito, considerando

C?“mw(l) cr ‘

nk r r—1

1

ng r—1 T
rm T 1
_ ol =
r—1 7"—1+ (7")

a qual tende a zero quando r — oo. ]

que ¢ = o(1), obtemos

|L(E,\W) = L(E,\W)| =

<c-

<c-

i

Assim, podemos assumir que existe ao menos um i bom. Denotemos os possiveis is bons por
i1 < ... <ig. BEscrevamos AEAVY(0) = C@B@ ..M B onde para 1 < j < d, tem-se que
CU) = C(tij i) e BU) = B(z']-)D(j)7 com DU) = C(ijfl,tijfl)B(z’j—l) L. C’(ij71+1,tij,1+l)'
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Pela escolha de ¢, temos que ||[DW| < eZ para r grande, e assim

ij 1BY|
1B = | BO(DD)H < [ B|(DV) | = DO
dai,
1B /2
1BY)| > > /2, (2.9)
1DO]
Afirmacao 2.1.4. Quando r cresce,
1 d
— In||BY| — L(E,\V, 2.10
HK;HII | = L(E, AV,) (2.10)
uniformemente em compactos de E e .
Demonstrag¢ao. Primeiramente, note que
d . m . 1| . . m .
Yo B = mBYY || =— |3 I |B| + || DY) - In||BY
7=l i=1 e =i i=1
(2.11)
Usando a definicao da matriz DY), (2.11) fica
1|
_ Z [ln||C(tij—1:ij_1)B(ij—1)...C(tij—l"'l’ij—l"’l) Blii—1+1) ||} ZIDHB I
nK |“=
j=1 1745
d d m
< IS o)LL ottt (i =D ... || Bl-1+D)| — (i)
= ZDHC i [ (Cha ||+Zln||B] [ - 1BY ZIDHB I
j=1 j=1 1745
1 & . .
—3 (m jcts 47D 4o 4 Hc@w*“%ﬁnu) . (2.12)
nK
7=1

Sendo, para cada i, C*») uma matriz limitada (como fungao de 7), existe uma constante g tal

que

d d
1 ga— . i 1
- § : (ln ||C(tlj Ly 1)H +.-.+1In ||C(tlj—1+1ﬂg—1+1)”) < = E gd = 9d 50 (2.13)
1=1

nK < Nk
J=1

para r grande.
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Logo, mostrar (2.10]) é equivalente a mostrar que

1 & ,
— > " ||BY| - L(E,AW) (2.14)
K3

uniformemente. No entanto, sendo r = [%] , podemos escrever

1 1 1 1 1
<

— - < < — - .
(r+1)mng ~ ng ~ rmng (§i — Ji-1 — 1) mng

Portanto, mostrar ([2.14]) é equivalente a mostrar que

s . |
m i — n | BY|| = L(E, AW 2.15
mia nk(ji — jio1 — 1) I I ( ) ( )

uniformemente, e para tanto, é suficiente mostrar que

1
ng(Ji — Jie1 — 1)

In||BY|| = L(E,AV?) (2.16)

uniformemente.

No entanto, B(® é simplesmente o (ji—Ji—1—1)-ésimo iterado de A,(f’)‘v‘s), cujo raio espectral

é exatamente a exponencial de ny L(E, A\V}). Mais precisamente, temos

1
k(i — Ji-1 — 1)

' 1 VT p— —
1H||B7'” = n—klnH(Ank)]z Ji—1 1||Ji,“7171’

t
e pelas Proposicoes e como o raio espectral da matriz AngvW) é a exponencial de

niL(E, AV,)., obtemos
1 .y S L 1 i
exp (1n H(AWWHluh-”—l‘l> T S ) (2.17)
ng

Isso encerra a demonstracao da afirmacao. O

Afirmacgao 2.1.5. Para todo ¢ vale a desigualdade

d

1 s 1
LE,AVYH <= "In|BY) = 2.1
BNV < S 1+0(3) (2.18)

Demonstragao. De fato,

m d
1 : 1 1 Ny 1
LIEMNY) <LIEMWK) < — m|BY+0 (=)< =N "m|BY|+0(=].
(E,\V,;) < L(E, K)_nk;:ln\l [ + <r>_nkj§:1nll [ + "
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A partir de agora, vamos nos preocupar em limitar inferiormente L(E, V) nao para todo

t, mas para a maior parte deles.

Sejam s; a dire¢cao mais contraida de BU) ¢ u; a imagem, por B, de sua direcao mais

expandida. Diremos que t é j—bom, para 1 < j < d, se o valor absoluto do angulo relativo entre

—70 (

C(j)uj e s;j4+1 € pelo menos r convencionaremos j + 1 =1 caso j = d).

Afirmacao 2.1.6. Seja r suficientemente grande e t j—bom. Se z é um vetor nao-nulo fazendo

80 80

um angulo pelo menos r~°” com s;, entao 2’ = C @) BU) 2 faz um angulo pelos menos 80 com

sjvt e [12/]] 2 (1B lr=1% 2.

Demonstragdao. Consideremos, sem perda de generalidade, que o sistema {;, s;} é ortonormal,

com %; definido de modo que BU)aj = uj. Sejam 0 < 0 < § o angulo entre z e sj, e

0 < ¢ < % o angulo entre 2 = BUz e uj. Com respeito a esse sistema ortonormal, temos

que z = cos (0)||z||s; + sin (0)||z||@;. Dai,
2 = BU = cos (0)]12 BDs; + sin (6) 12 B = cos (8) 2| BO|~Ls; + sin (0)]) 21 By

Consequentemente, a projecao de 2” sobre u; tem norma |z[[||BY||sin (8) (j& que BWa; =

|BY)||@;). Note que, pela definicao de 2,

2 = (C9Y " cos (0) |2 [I1BD|| s + (C9) " sin (6)]12][|BY) |

80

Assim, como z faz um angulo de pelo menos r~°° com s’, temos que

~(j 7]‘ . A [
1211 = 1CD ™ [ sin (B)] 1211 B2]
Ary o —1 03 e
> [CO 0~ 5| =18V

aAr =1 Ny
> |COI =218V

Arin—1 Afiv—1
para r suficientemente grande. De z” = (CU)) "2/ e ||[CY|| " ser limitada como uma funcéo de

r, tem-se que [|2”[[C9)] < [|/]. Portanto,
1] = 1B =12

Por outro lado, dos itens iii) e v) da Observacao tanftan® = |BY|~2. Como
\|B(j)H > e7 > 40 para r grande, segue-se que 6 < r~19. A limitacdo de C') novamente
implica que o angulo entre 2/ ¢ CU Juj é no méximo r~%°. Como t é j-bom, 2’ faz um angulo de

pelo menos 778 com 5j41- O

Se t é muito bom, no sentido de que ele é j-bom para todo 1 < j < d, entao se z é um

vetor ndo-nulo fazendo um angulo de pelo menos 7% com s;, segue-se do Lema que
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EAV!
Z = A( "y )2 também faz um angulo de pelo menos 7% com s;.

Além disso, ‘I‘IilHl > H?Zl r=100 BO)||. Por (2.10) e (2.18), segue-se que L(E,\V!) —

L(E,\V,) — 0 quando r cresce para t muito bom.

Para concluir a estimativa do expoente de Lyapunov, é suficiente mostrar que a maioria dos
ts sao muito bons, no sentido de que para todo € > 0 e para todo r suficientemente grande,
o conjunto t € {0,---,r — 1} dos ts ndo muito bons tem no maximo er™ elementos. Uma

estimativa precisa é apresentada a seguir.

Afirmacao 2.1.7. Para r suficientemente grande, o conjunto dos ts que nao sdo muito bons

possui, no maximo, mr™ ! elementos.

Demonstracao. Mostraremos que para todo 1 < j < d, se para todo 1 < k < m, com
k # i;, escolhemos t € {0,--- ,t,}, entdo existe no maximo um t;; € {0,---,r — 1} tal que
t = (t1,--- ,tm) nao é j-bom. Assim, o conjunto formado pelos ts que nao sao j-bons tem no

maximo ™! elementos, e assim a afirmacdo se segue.

Fixemos t para 1 < k < m, com k # i;. Com isso, ambos u; e s;41 ficam determinados,

mas O = oti;%) — Ag—/\r*%,wi]) depende de t;;.

Como ny > 2, podemos aplicar o Lema [1.3.1 para concluir que para qualquer vetor nao-nulo

?)

E'\V, ~ . .
z € R?, a derivada do argumento do vetor A( z como uma funcao de E’ é estritamente
negativa, e portanto, limitada inferiormente por uma constante positiva e superiormente por

uma constante finita, uniformememte em compactos de (E’, \) € R? e independentemente de 7.

Se r é suficientemente grande, concluimos que para todo 0 < I < r—2, existe uma rotagao R;
de angulo 0, com 2! < 0 < r~19 tal que CU+1 ZJ) = R,Cc Zﬂ)u] com u; normalizado (como
a derivada do argumento das matrizes que compoem C(l“’zﬁ) com respeito a energia é negativa,
a medida que aumentamos o angulo, a energia diminui. Com isso, sair de um sitio maior, isto é,
[ + 1 para [ corresponde a sair de uma energia menor para uma maior, o que poderiamos fazer
através de uma transformagao com comportamento andlogo a uma rotacao.) Disto se segue que

(tiji5) —90

existe um tnico 0 < ¢;; < r — 1 tal que C"*"?’u; possui um angulo de, no maximo r com

5j+1, como desejado.

Caso contrario, isto é, caso existissem ¢;, e t;, tais que C(tl’“)uj e C’(ti2’”)uj tém um

angulo relativo igual a 779, entdo pela afirmacdo anterior, obterfamos uma rotacdo R; tal
que Cti )y = R;Ci2v2)y;. Daf, o angulo entre R;C%2:2)y; e C(1:11) seria menor do que 7,
pela acgao da rotacao, o que contradiz o fato de que C(tl’“)uj = R,C 12722)uj. O

Resta-nos estimar a medida do espectro. Considerando a matriz AEf /\1‘)/,12((% 1)n), (matriz

de transferéncia associado ao potencial A\V! partindo do sitio (r — 1)ng e chegando ao sitio

(PN (o )m)|| = =Dk, Portanto, pelo

(r — 1)ng) temos que, pelo Lema |C.4.1 ||A
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—on

, . (s _ —1)n2
Lema m concluimos que o espectro tem medida no méximo 4rnie ™~ < ¢~2 para

r suficientemente grande. ]

Por fim, apresentamos o dltimo resultado necessdrio 4 demonstracao do Teorema [0.0.1]

Lema 2.1.3. Sejam B C C°(X,R) uma bola aberta e W C P N B uma familia finita de
potenciais periddicos. Entao, para todo M > 1, existem ¢ > 0, uma bola aberta B’ com fecho

contido em B e com didmetro no maximo M1, e W/ C PN B’ tais que

1) |L(E,AW') — L(E,\W)| < M~ para |E|, |\ < M;
) L(E, )W) >dpara E€Re M~ < |\ < M;

1) Para todos V,, € B’ e M~ < |\| < M, a medida de Lebesgue de o(Hyy,) é no méximo
M1

Demonstragao. Aplicando o Lema [2.1.1] existe uma sequéncia W™ C P N B cujos elementos
satisfazem os itens I) e II). Dai, de II), podemos escolher n > ng tal que L(E, A\W™) > 0 para
todos E € Re M~! < |\ < M; além disso, |L(E,A\W") — L(E,A\W)| < MTA para todos
[E], [Al < M.

Como L(E,\V,) > 1 se |E| > |[A\V,|| + 4, (vide Afirmagao [C.4.2) por continuidade
dos expoentes de Lyapunov para potenciais periédicos, por compacidade e pela observacao
anterior, segue-se que para todos £ € Re M~! < |\ < M, L(E,A\W") > 2§, em que

0= min|E‘2||)\Vw||+4{L(E, )\Vw)}

Aplicando o Lema[2.1.2] para W = W™, temos que para todo K suficientemente grande existe
W' = Wk C Pk N B que satisfaz I), II) e III). Sendo assim, existe uma bola B’ C B que contém

W' com didmetro no maximo n]_(m < M~ centrada em algum V! € W'.

Resta-nos demonstrar a tltima afirmagao. Com efeito, note que o(Hyy,) estd contido numa
M n;{m—vizinhanga de o(Hyy), pois pela continuidade do espectro (vide Observacao ,

d(o(Havy), o(Hav,)) < AV = AV loo.
Agora, como |A\| < M e V,,,V, e W/,
IAVE = AVaslloo = INIVE = Valloo < MV = Vslloo < Mn®.

Dai, d (O’(H)\Vug), U(H,\Vw)) < Mn;(lo. Usando que o(Hyy;) possui no méximo ny componentes
conexas e tem medida no méximo, ed#W"nx )ik /2 (pela Proposi¢ao } , 0 resultado se
segue. O
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Demonstracdo do Teorema . Sejam By C C’O(X7 R) uma bola aberta, W C PN By e
€1 > 0. Usaremos o Lema [2.1.3| indutivamente: para cada ¢ > 1, existem uma bola aberta B; tal

que B; C B;_1, uma familia finita de potenciais periédicos W; C PN B;, e constantes 0 < §; < 1,

€41 = %ﬁf’&} tais que

a) L(E,ANW;) > d; paraE€Ree < |\ <¢

b) [L(E,AW;) — L(E,A\W;_1)| < ¢ para |E|,|\| < ¢ ';

¢) Para todos w € B; e ¢; < |\ < ¢; 1, o(Hyy,) possui medida no méximo e;.
Seja V. € N;B; (este é o tnico elemento em comum a todos os B;s, pelo Teorema de Cantor).
Entao, o(H)y,_ ) possui medida de Lebesgue nula para todo A # 0, por c).

Note que pelo item b), L(E, A\W;) converge uniformemente em compactos para uma fungao

continua e positiva para A # 0.

Afirmamos que tal fungao coincide com L(E, AV, ). Com efeito, AW; — AV, para A # 0;
entao, pelo Lema L(E,\W;) — L(E,\Vs) em L} . e portanto L(E,\V,._) coincide
em quase toda parte (com respeito & medida de Lebesgue) com lim; o, L(E, AW;). Como
E — L(E,\V,_) é a parte real de uma fungdo subarmonica e E — lim; oo L(E, AV, ) é

continua, elas coincidem em toda parte (vide [5], teorema 26).

Sendo By arbitraria, a afirmacao de densidade no enunciado do teorema se segue. O

Demonstragao do Coroldrio[0.0.1). A afirmacdo sobre a medida de Lebesgue do espectro é

consequéncia imediata do Teorema j& que o espectro é uma fungao continua de V,, (ver
Proposigao [1.3.1]), por [I§]. Denote por

F:={V, € C%(X,R) | |o(Hy,)| = 0, para todo A # 0}
e, para cada n € N, faga

Gn = {V,, € C°(X,R) | L(E, \V,,) < — para todos E € o(Hyy,), X\ # 0}.

S|

Note que pela semi-continuidade de L(E,\V,,) (ver [22]), G,, é aberto, e denso pela densidade
de potenciais periédicos (com efeito, se V,, € P, entdao L(E,\V,,) = 0 para todos FE € o(AV,) e
A # 0, j4 que neste caso o cociclo associado é eliptico (ver Proposicao |1.3.2))). Dai, cada G, é

genérico, e portanto
G = (MZ1Gn) NF

também o é, por se tratar da interseccao de uma familia enumeravel de conjuntos genéricos. [
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Note que uma das consequéncias do Corolario [0.0.1] é a existéncia de um conjunto genérico
de operadores (limit-periodic) com espectro puramente singular (isto é, sem componente
absolutamente continua), uma vez que o espectro de cada um destes operadores tem medida de

Lebesgue nula.

2.2 Espectro de Cantor

Nessa secao mostraremos que, tipicamente, o espectro de um operador limit-periodic é um
conjunto de Cantor. Um ponto importante a ser lembrado é que para f minima, quando

consideramos a familia de operadores de Schrodinger {H,}wex, o espectro de H, independe

de w € X. (Ver Teorema [B.2.2))

Recordemo-nos que P = UP; é o conjunto dos potenciais periédicos em C°(X,R), com P o

conjunto dos potenciais de periodo ng.

O préximo resultado, apresentado por [16], ¢é necessdrio para a demonstragdo do
Teorema [0.0.2)

Lema 2.2.1. R :={V,, € C°(X,R) | o(Hy,) possui interior vazio} é um conjunto Gs.

Demonstracao. Fixe a,b € Q tais que a < b, e defina
Sap) = {Viw € C°(X,R) | (a,b) N p(—A + V) # 0}.

Note que o resultado se seguird da identidade R = Ny<pe@S(ap) € do fato de que para cada
a<beQ, Syyp) ¢ aberto.

Com efeito,
Vi € R <=V, € Na<be{ € (a,b) | (a,b) N p(—A +V,) # 0},

donde se segue que R = Na<be@S(a,b)-

Mostremos agora que para cada a < b € Q, S(,y) € aberto. Com efeito, como o conjunto
resolvente é aberto, existem ¢ € (a,b) e 6 > 0 tais que (¢ — d,¢+ 0) C (a,b) N p(—A + V).
Dai, pela semi-continuidade do espectro, dado W € CY(X,R) tal que ||V, — W] < J, segue-se
que ¢ € p(—A + W) (a saber, pela Proposicao o espectro é uma funcao 1-Lipschitz do
potencial; sendo assim, se ¢ ¢ o(Hy, ), entdo existe uma J-vizinhanga de V,, tal que ¢ ¢ o(Hw)
para todo W mnesta d-vizinhanca de V,,). Consequentemente, W € S(, ), donde se conclui que o

conjunto é aberto. O

Observacgao 2.2.1. O operador de Schrodinger almost-periodic nao possui espectro discreto.
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Essa observagao é um caso geral do teorema provado por Pastur, em [20]. Ele prova que
o espectro é vazio quase certamente, mas Simon em [6] (Teorema 2.2) indica como mostra-lo.
E importante destacar que esta observagao cabe ao nosso trabalho, uma vez que os operadores

limit-periodic sao um caso particular dos operadores almost-periodic.

Demonstragdo do Teorema[0.0.3. Note que pelo Lema e pela Observacao basta
mostrar que R é denso. Como P é denso em CY(X,R) (vide Observacao [1.3.1)), é suficiente
mostrar que dados V,, € P e € > 0, existe um potencial V, tal que ||V, — V|| < € e o espectro de

o(Hy,) é denso em parte alguma.

Sejam, entao, V, € P e ¢ > 0. Escrevamos V,, como V,, = Z;V:() a;W;, com W; € Pj.
Definimos sy = Zf\io alW; tal que |so]] < € e de modo que Vp = V,, + s tenha todas as suas
ny — 1 lacunas (espectrais) abertas (isto é possivel pela Afirmagao [2.1.1]), onde ny é o minimo

multiplo comum dos periodos de W, para todo j.

Suponha que sejam escolhidos sq, s1,...,S,_1. Seja ap_1 valor do comprimento da menor
lacuna (espectral) de Vi_; e defina f, := min{ag, a1, -+ , ax_1}. Usando novamente a Afirmagao

m escolhamos s = Zfigk alF W tais que

2

€

lsell < o (2.19)
1 By
lsell < 355 (2.20)
k
Vii = Vi1 + Z s;j tem todas as lacunas abertas.
=0

O limite de V} existe, por (2.19); denote-o por V,,. Por construcio, temos que ||V, — V,,|| < e.

Afirmamos que o complementar de o(Hy;,) é denso.

Dados E € o(Hy,) e € > 0, podemos escolher k grande o suficiente tal que

- é
Ve = Vall < 3 (2.21)
) )
T < g (2.22)
NN+k
€ €
5T < 3 (2.23)

Por (2.21), existe E' € o(Hy,) tal que |E — E'| < 5 Além disso, pelo Lema e por (2.22),

podemos obter E numa lacuna de o(Hy,) tal que |E' — E| < <. Denote tal lacuna de o(Hy,)
por I = (a — d,a+ ). Por definicao, temos que 23 > Sr41. Por (2.20)),

> k+1
Ve = Vil = Z Si| <=3 =73
j=k+1
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e assim, (a — 3,a+ ) No(Hy,) = 0.

Afirmamos que existe &’ € [3,0) tal que (a—0, a+d")No(Hy, ) =0 e |6'—d] < 57. Como vimos
acima, podemos tomar ¢’ > %. Suponha que seja impossivel obter um ¢’ tal que |8 — 4| < 2%.
Entao, deve existir um ponto = € J(H‘yw) tal que [z — o7, * + 57] C (a —d0,a +§). Assim, temos

uma contradi¢do com o jé conhecido fato [z — g, @ + 5] N o(Hy )= 0, ja que (2.19) implica

[e.e]

IV =Vel =1 > sill <
Jj=k+1

Podemos escolher uma energia E na lacuna de o(Hy;)) que contém (a — ¢',a + §) tal que
E - E| < £ e |E — E| < £. Usando desigualdade triangular, segue-se que E - E| < &

Isso mostra o que desejamos. O

2.3 Espectro absolutamente continuo

Nessa secao mostraremos que existe um subconjunto denso de operadores limit-periodic com

espectro puramente absolutamente continuo.

Demonstragio do Teorema[0.0.3 A ideia é fazer modificagoes pertinentes na demonstragao do
Teorema Sendo assim, comegaremos novamente com uma bola arbitrariamente pequena
em CY(X,R) e construiremos um ponto nesta bola para o qual o operador de Schrédinger
associado tenha espectro de Cantor e este seja puramente absolutamente continuo. A presenca

do espectro absolutamente continuo implica que a medida de Lebesgue do espectro é positiva.

Fixe t € (1,2) e u € £*(Z) com suporte finito. Tomemos s;, de modo que além de satisfazer
as condicoes presentes na demonstragao do Teorema [0.0.2] satisfaca

1
/ 90 (B) = gu(E)|'dE < o,
R

onde g¥ é a densidade da medida espectral associada a u e ao potencial periédico n — vy (f"w) =

Vi(n), com a estimativa acima uniforme em w € X. Isso é possivel devido ao Lema [1.3.6]
Pelo Lema existe uma constante Q(u,t) < oo tal que [ [¢5['dE < Q(u,t).

Fixe w € X. Seja A uma uniao finita de conjuntos abertos. Se P};k é a projecao espectral
para o potencial n — Vj(n) e se Py é a projecio espectral associada a n — V,(n), segue que
(u, Pau) < limsupy,_,(u, PX’“u) (vide Lema|C.5.1). E como ||Vi — Viy[lee — 0, quando k — oo,

segue-se que

(oo = H,, 5. )0 = [IVi()w(n) = Vo () (n) | < [|Vi = Violloo 9]l = 0, (2.24)
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isto é, o operador de Schrodinger associado converge em norma.

Agora, pela desigualdade de Holder, obtemos

k g kit i Loas
1-gydE} < 1dE lguldE ) < Q(u,t)¢|Als,
A A A

onde ¢ é tal que % + % = 1. Logo, a medida espectral associada a u e ao operador de Schrodinger

(u, Pau) = / grdE =
A

associado ao potencial V, é absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue. Uma
vez que o resultado é valido para toda sequéncia u de suporte finito, segue-se por continuidade
das projecoes espectrais, continuidade do produto interno e pela densidade de tal conjunto de

funcoes em ¢2(Z), que o operador possui espectro puramente absolutamente continuo. O

2.4 Auséncia de espectro pontual

Mostraremos, a seguir, que tipicamente o espectro de um operador limit-periodic é puramente
continuo (isto é, nao existe componente puramente pontual). Para tanto, usaremos o célebre
argumento de Gordon (vide Apéndice [10]), que apresenta condigoes suficientes para que um

operador tenha espectro puramente continuo.

Definigao 2.4.1. Uma fungao limitada V,, : Z — R é chamada de potencial do tipo Gordon se
existem inteiros positivos ¢z — oo e uma constante C > 0 tais que, para todo k£ € N,

max |V,(n) — Vy(n+q)| < Ck™%*. (2.25)
1<n<qx

Observe que se V,, é um potencial do tipo Gordon, entdao AV, o é, uma vez que |[A\V,(n) —
An £ qr)| = [N|Vw(n) — Vi(n £ qr)| < |A|Ck™% (usando as constantes encontradas para V).

Teorema 2.4.1. Sejam X um grupo de Cantor e f: X — X um a translagdo minima. Entao,
existe um conjunto G5 denso G C C°(X,R) tal que para todos f € G e w € X, o potencial V, é

um potencial do tipo Gordon.

Demonstragdo. Para j, k € N, defina
1 .
Giw = {Vu € C°(X,R) | existe V,,, € P tal que ||V, —V,,| < 5(]’]4:)’]’“}. (2.26)

N—ik
Note que para cada j,k € N, G;; é aberto, uma vez que dados V,, € G, e 6 = %, entao

B(V,,,6) C Gjx. Com efeito, seja V,,; tal que ||V, — Vi, || < $(jk)7I*%; dai, se g € B(V,,,6), entdo
(jRk)7* | (k)

lg = Vi I < llg = Vall + Vo = Vil £ 20—+ 2= = iy, 227)
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donde se segue que B(V,6) C Gj .
Para k € N, defina
Gr = U Gj ks
j=1

note que G é aberto (reuniio de abertos) e denso em C°(X,R) ji4 que contém potenciais

perédicos. Assim,
oo
g= m Gk
k=1

é um subconjunto Gs denso de CY(X,R). Afirmamos que para todos V, € G e w € X, V,,(n) =
v(f™(w)) é um potencial do tipo Gordon. De fato, seja V,, € G; entdo, V,, € G;,Vk € N. Com

isso, podemos obter um V,,,, periddico de periodo jk satisfazendo
1 . _j k
HVw - ijk” < §(jkk) K (2'28)
Seja qr = jik tal que g — oo quando k — oco. Entao, temos que
max [[Vo(n) = Vo(n & q)ll < max [[Vio(n) = Vajr(n)ll + max [V, (n) = Voo(n £ gl
>N >4k

1<n<qk 1<n<qk

1 ; 1 ; ; ;
5 URR) I 2 (k) TIE = (juk) T < BT = g0 (2.29)

IN

donde se segue que V,, é um potencial do tipo Gordon. O

Demonstragao do Teorema[0.0.4) Pelo Teorema [2.4.1] existe um conjunto G5 denso tal que os
potenciais sao todos do tipo Gordon. Agora, pelo Lemal[B.1.2] o espectro pontual de um operador
de Schrodinger com potencial do tipo Gordon é vazio. Além disso, pelo Corolario [0.0.1] existe
um outro conjunto Gs denso de potenciais cujos operadores associados tém espectro puramente

singular.

Como a intersecao de dois conjuntos Gs densos é ainda um G5 denso, segue-se a existéncia
de um conjunto G5 denso de potenciais cujos respectivos operadores tém espectro puramente

singular-continuo. O
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Capitulo 3

Conclusao

Nessa dissertacao fizemos um estudo, em detalhes, dos principais resultados apresentados
nos artigos [1] e [12] sobre operadores limit-periodic. As principais conclusoes sao: o espectro é
tipicamente (com respeito ao potencial) um conjunto de Cantor; existe um conjunto genérico de
operadores com espectro puramente singular-continuo; existe um conjunto denso de potenciais
cujos operadores associados tém espectro puramente absolutamente continuo. Lembramos ao

leitor que as demonstragoes e hipéteses detalhadas destes teoremas encontram-se no Capitulo

No entanto, como pode ser visto em comentérios presentes na Secao nao pudemos estudar
em detalhes resultados referentes a densidade de operadores com espectro puramente pontual
(vide [6]) e & existéncia de um conjunto genérico de operadores cujo espectro tem dimensao de
Hausdorff nula (como é comentado em [I]; caso o leitor se interesse pelo tema, recomendamos
[11]). Com isto, esperamos em um préximo projeto poder estudar em detalhes os resultados
mencionados anteriormente, bem como alguns problemas que se encontram em aberto, e que

foram propostos por Damanik e Fillman em [I1]. Destacamos dois deles.

1. O tipo espectral muda quando passamos para outros elementos do hull(xz) ?

2. Considerando um operador de Schrodinger limit-periodic e substituindo o potencial por um
multiplo nao trivial dele (ou seja, variando a constante de acoplamento), o tipo espectral

pode mudar?
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Apéndice A

Resultados gerais que podem ser

encontrados nas referéencias

Neste apéndice, apresentaremos defini¢oes, lemas e teoremas que impactam diretamente ou

indiretamente na compreensao do trabalho.

A.1 Teoria de grupos

Definicao A.1.1. Uma acao de um grupo G em um conjunto X # () é uma funcao

¢: G x X — X que satisfaz as seguintes propriedades:
i) ¢(1,x) =z, com 1 a identidade de G;
i) @91, 9(g2,2)) = G(g1 * g2,), onde * é a operagao do grupo.

Definimos por 6rbita da agao de ¢ sobre um elemento x € X o conjunto orb(z) = {¢(g,z) | g €

G}.

Podemos classificar a acdo de um grupo de duas maneiras: agoes transitivas ou intransitivas,

cujas defini¢coes veremos a seguir.

Definicao A.1.2. A agéo ¢ do grupo G em um conjunto X é dita transistiva se dados xz,y € X,

existe g € G tal que ¢(g,z) = y. Caso contrério, ¢ é dita intransitiva.

As agbes transitivas sdo as que possuem algumas vantagens no estudo da teoria da acao de
grupos, como por exemplo, esta possui apenas uma Orbita, uma vez que todas coincidem; outra

vantagem serd apresentada a seguir.
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Proposicao A.1.1. Sejam G um grupo, X um conjunto nao vazio, H um subgrupo de indice
finito de G, e ¢ uma agao transitiva de G em X. Suponha que g1, ..., g, s20 0s representantes

das classes de H em G e que Y C X seja uma H—orbita de ¢. Entao, G = U} g;Y.

As Definigoes e a Proposicao podem ser encontradas em [§].

A.2 Espacos métricos

Definicao A.2.1. Um espac¢o métrico completo (X, d) é dito ser compacto se toda sequéncia
no espago tem pelo menos uma subsequéncia convergente.
O proximo resultado é uma outra caracterizao de compacidade em espagos métricos.

Teorema A.2.1. Sejam (X, d) um espago métrico e Y um subconjunto compacto de X. Seja

(Va)aer uma colecao de abertos em X e suponha que

yclUva
acl

Entéo, existe um subconjunto finito F' de I tal que

Y C U V...
a€F

Demonstragao. Ver [23). O

Vejamos agora a defini¢ao espagos totalmente limitados.

Definicao A.2.2. Um espago métrico é chamado totalmente limitado se para todo € > 0, ele

estd contido numa e-vizinhanga de um conjunto finito.

Proposicao A.2.1. Sejam X um espaco métrico completo e U C X um conjunto totalmente

limitado. Entao, U é compacto.

Demonstragao. Ver [19]. O

A.3 Analise Funcional e Teoria espectral

Nessa secao apresentaremos definicoes e resultados de andlise funcional e teoria espectral
com base em [7]. Todas as notagdes sao baseadas nesta referéncia, bem como as demonstragoes

encontram-se 14 disponiveis.
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Definicao A.3.1. Seja T : dom(T) C B — B um operador linear num espago de Banach
nao-nulo B. O conjunto resolvente de T', denotado por p(T"), é o conjunto dos A € C para os

quais o operador (T — X -1)~!: B — dom(T) existe e é limitado.

Definicao A.3.2. Seja T' : dom(T) C B — B um operador linear num espaco de Banach
nao-nulo B. O espectro de T' ¢é o conjunto (1) = C — p(T)

Uma observagao importante é que o espectro de um operador auto-adjunto nem sempre é
formado por nimeros reais; com efeito, o espectro da matriz de rotagao por um angulo reto no

plano real é formado por nimeros imaginarios puros.

Lema A.3.1. Seja T': dom(T) C B — B um operador linear num espaco de Banach nao-nulo

B. O resolvente de T' é um conjunto aberto, e consequentemente, o espectro de 7' é um conjunto
fechado.

Definicao A.3.3. O raio espectral de um operador linear limitado T' : B — B é r,(T) =
SUPeo(T) [Al-
Proposicao A.3.1. Seja T : B — B um operador linear limitado. Entao, r,(T) =

. 1
limsoc [ 77 < |17

Conseguimos dizer algumas coisas sobre o conjunto de autovalores (subconjunto do espectro)
de operadores compactos. Vejamos uma proposicao que resume as principais propriedades deste

conjunto.

Proposicao A.3.2. Seja T : B — B um operador compacto e limitado e seja A o conjunto de

autovalores de T'. Entao:

i) O tnico ponto de acumulacao possivel de A é zero.
ii) A é enumerdvel e se A # 0, entao dim(Ker(T' — X - I)) < oc.

iii) Se A é um conjunto inifinito, entao os autovalores de 7' podem ser ordenados em uma

sequéncia convergindo a zero.

iv) Se dim(B) = oo, entdo zero pertence ao espectro de 7.

Definicao A.3.4. Uma resolucao da identidade espectral em um espaco de Hilbert H é uma

funcao

P: A— Proj(H)
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i) Se A = Z;’il Aj, com Aj € A Vj (isto €, A € a unido de uma familia dois-a-dois disjunta
de borelianos da reta), vale o limite forte
P(A) =s— lim P(A;j).

n—o0
j=1

Dada uma resolucao da identidade P, associamos a cada & € H uma medida de Borel positiva

em R, dada por

A= pg(A) i= (€, P(A)S).

Podemos também associar ao par &, v € ‘H a medida de Borel complexa

pew(A) = (€, P(A)v).

Enunciamos a seguir um dos principais resultados da Teoria Espectral, a saber, o teorema

que carrega seu nome.

Teorema A.3.1 (Teorema Espectral). A cada operador auto-adjunto T : dom(T) C H — H

corresponde uma tnica resolucio da identidade PT em H, tal que T' = f tdPT.

Teorema A.3.2. Se T : dom(T) C ‘H — H é autoadjunto, entdo seu espectro é o suporte da

resolucdo da identidade PT, isto é,
o(T)={t eR|PT(t —€,t+€) = X(—c1e)(T) # 0, Ve > 0}

Definigao A.3.5. As medidas definidas anteriormente sdo chamadas de medidas espectrais da

resolucao da identidade P associadas a £ e ao par £, v € H, respectivamente.

Podemos classificar o espectro quanto a multiplicidade dos autovalores.

Definigao A.3.6. Seja T : dom(T) C H — H um operador linear.

a) O espectro essencial de T é o conjunto oess(T) dos pontos de acumulagdo de o(T),

juntamente com os autovalores de 1" de multiplicidade infinita.

b) O espectro discreto de T é o conjunto o4(T) = o(T) — o(T), isto é, é o conjunto de

autovalores isolados de T, cada um deles de multiplicidade finita.

Naturalmente, o espectro de um operador auto-adjunto pode nao possuir apenas autovalores.

Vamos agora definir outros subconjuntos que o formam.

Definicao A.3.7. O subespaco H, C H ¢ o fecho do subespaco gerado pelos autovetores de 7.

1
D

projecgoes ortogonais sao denotadas por PIZ‘F e PCT .

Seu complemento ortogonal, H. := H,-, é o chamado subespago continuo de T. As respectivas
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Teorema A.3.3. Seja T : dom(T) T H — H um operador auto-adjunto. Entao,

i) Existe um conjunto enumeravel A C R tal que
Hp(T) ={6 € H | pe(R - A) =0};

A pode ser tomado como o conjunto de autovalores de T.
i) He(T)={£ €M | pu({t}) =0, vt € R}, isto é, a funcdo t > ||x(—oc,g(T)&] é continua.

Definicao A.3.8. O subespago fechado F é chamado um subespaco de redugdao do operador
T :dom(T)C H — H se

Pg(dom(A)) ¢ A,  APg(dom(A)) C E, e APy, C E*. (A.1)

Nesse caso, temos Ap := A|lp = APp e Ap1 == Alg. = APg..
O préximo teorema resume importantes propriedades de subespacos de redugao de
operadores auto-adjuntos.
Teorema A.3.4. Sejam T : dom(T) T H — H um operador auto-adjunto e E C H um
subespaco fechado.
a) Se E reduz T, entdo Tr e Ty sdo operadores auto-adjuntos e, nesse caso, escrevemos
T = TE D TEJ_ .

b) Para todo boreliano A € A, o subespaco Im(xa)(T) reduz T. Aqui, Im corresponde ao

conjunto imagem de um operador.

Teorema A.3.5. Seja T : dom(T) T H — H um operador auto-adjunto. Entao, H, e H.

reduzem 7.

Sendo assim, podemos definir os espectros das respectivas restricoes.

Definigao A.3.9. O espectro pontual de T é 0,(T') := o(T}), e o espectro continuo de T' é
o.(T) = o(Ty).

Definicao A.3.10. Seja T : dom(T) C ‘H — H auto-adjunto. Entao,

a) O subespago singular de T' é definido por
Ho(T) = {€ € H | p L £}

(isto é, pe e a medida de Lebesgue ¢ sao mutuamente singulares). Entao, H,(T) C H,(T).
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b) O subespago absolutamente continuo de 7' é definido por
Hae(T) ={§ € H | pe < £}

isto é, ue é absolutamente continua com respeito a £).
He

¢) O subespaco continuo de 7', denotado por Hs.(T"), é definido como o conjunto dos vetores
& € H para os quais existe 2 € A (para cada &) tal que £(2) = 0 e pe(R—Q) = 0; ademais,

pe(A) = 0 para todos os conjuntos enumeraveis A C R.

Teorema A.3.6. Seja T : dom(T) C ‘H — H auto-adjunto. Entao,

i) Hso(T) = &Hse(T).
i) He(T) = Hae © Hse(T).
iii) H=Hy(T) D Hae(T) ® Hse(T).
iv) Cada um desses subespacos, i.e, H;, com i € {a, s, p, ac, sc}, reduz o operador T.
Analogamente aos espectros discreto e continuo, podemos decompor o (7') em partes pontual,
singular-continua e absolutamente continua.

Definicao A.3.11. Seja T : dom(T) & H — H um operador auto-adjunto. Definimos
Oac(T) = 0(Tye), 05(T) = 0(Ts) e 0.(T) = o(T¢).
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Apéndice B

Resultados da teoria de operadores

de Schrodinger dinamicamente
definidos

Neste apéndice, apresentaremos resultados classicos referentes a teoria de potenciais
dinamicamente definidos que sao utilizados no no trabalho, a exemplo do argumento de Gordon.
Gostarfamos de destacar que usaremos o(H,,) para nos referir ao espectro do operador associado
ao potencial V,,, em algumas situacoes. E, ¥,. corresponde ao espectro constante, isto é,

independente de w € X.

B.1 Potenciais do tipo Gordon

Defini¢ao B.1.1. Seja V,, um potencial (isto é, uma sequéncia bilateral limitada de ntimeros
reais). Dizemos que V,, é do tipo Gordon se existe uma sequéncia g — oo de inteiros positivos

tal que
Vontqr) =Vy(n), 1<n<g.

Proposicao B.1.1. A Definicao e a Definicao [B.1.1] sdo equivalentes.

Demonstragao. Suponha que existam inteiros positivos g — oo e C' > 0 tais que

max |V,(n) — Vy(n+q)| < Ck™%*. (B.1)

1<n<qs

Note que para todo 1 < n < g, |Vy(n) — Vi(n £ qr)| < maxi<n<g, |Vo(n) — Vi(n£q)|, e ainda
que dado € > 0, existe ky € N tal que |V,(n) — V,,(n £ qx)| < € para todo k > ky. Como € > 0 é
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arbitrario, segue-se que a Defini¢ao é satisfeita.
Reciprocamente, suponha que exista uma sequéncia de inteiros positivos g — oo tal que
Vo(n£qg) =Vu(n), 1<n<gy.
Dali, para g, — oo
[Vo(ntqr) —Von)| =0<Ck™%; 1 <n<g. (B.2)

Sendo assim, Ck~9% é uma cota superior para |V (n + q;) — V,,(n)] quando 1 < n < q.

Consequentemente,

max |V,(n) — Vu(n£q)| < Ck™%. (B.3)
1<n<gy
O
Por [10], as matrizes de transferéncia definidas a partir de ((1.4]) satisfazem a equacao
ABV)? _ g (ABV ABVe) 4 =, (B.4)
onde I é matriz identidade 2 x 2.
Agora, consideremos um vetor inicial ¥(0) = (¢ ¥_1)! para a equacio de autovalores

Hy, v = Ev tal que |[¢(0)| = 1.

Lema B.1.1. Sejam E uma energia e V,, um potencial para o qual existe uma sequéncia q; — oo
tal que V,(n+qx) = Vio(n), 1 <n < ¢x. Entao, E nao é autovalor de H,,, e nenhuma solugao de
H_ 1 = Ev tende a zero quando em g — oo. Mais precisamente, para todo k € N, toda solucao

¥ (n) satisfaz

1
max{[|y (gi) |, ¥ a0, ¥ (=ar)ll} = 3- (B.5)
Demonstracao. Fixe k € N e denote por B = Agf’v“’) e por ¢ = tr(B). Com esta notagao, a
equagao (B.4]) se torna.
B>~ c¢B+I1=0 (B.6)

Temos dois casos a considerar, a saber |¢| > 1 e |¢| < 1. Trataremos apenas o caso |c¢| > 1,

uma vez que o outro caso é analogo.
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Vamos aplicar a equagao ao vetor ¥ (—qz),
Y(qr) — c(0) — (—qx) = 0.

Dai,

1¥(ak) — ¥(=aqr)ll = [l (0) I,

usando as condigao de fronteira, |c| > 1 e desigualdade triangular,

[9(gr) I+ 1Y (=ar)ll = [1¥(gr) = P (=ar)ll = 1. (B.7)

Com isso, para que (B.7) seja satisfeita, max{[|v)(qx) |, ¥ (2ax)|], |[¥(—ax)||} > 3. Caso contrério,

terfamos uma contradigao. d

O lema a seguir, pela equivaléncia entre as definicoes de potenciais do tipo Gordon, é
essencialmente o Lema [B.1.1] com a diferenca que fazemos uma afirmacao mais clara quanto ao

comportamento espectral do operador de Schrédinger associado a tais tipos de potenciais.

Lema B.1.2. Seja V,, um potencial do tipo Gordon. Entao, o operador H,, definido por (|1.2)

tem espectro pontual vazio.

Demonstragao. O ponto central da demonstracao consiste em mostrar que as solucoes da equagao
de autovalores H,% = E1 nao sao quadrado-somaveis. Para tanto, é suficiente mostrar nenhuma
solucao tende a zero quando n — oo. Pela Proposigao [B.1.1] e pelo Lema [B.1.1], o resultado se

segue.

B.2 Alguns fatos gerais sobre o espectro de um operador

dinamicamente definido minimal

Dizemos que o sistema dinamico (X, f), com X um espago métrico compacto e f : X — X
um homeomorfismo (naturalmente, pode-se exigir menos do sistema, mas para 0s nossos
propdsitos, tais exigéncias sdo necessarias), é minimal se para todo w € X, a drbita de w

por f, O(w) = {f"(w) | n € Z}, é densa em X.

Sendo assim, para cada par w,w’ € X, podemos aproximar w por uma sequéncia formada
por elementos da 6rbita de w’ (gragas a densidade da érbita de w’ em X); a saber, existe uma

sequéncia (ng)g, ng € N, tal que w = limy, f™ (w').
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Pela continuidade de f, H gy, converge fortemente para H,, (j& que para cada n € Z,
V(frte(w')) — V(f"(w)), por continuidade de V o f™). Agora, como para cada j € Z e para
cadan € X, o(Hyn(y) = o(Hy) (ja que os operadores sdo unitariamente equivalentes), segue-se

do Coroldrio 10.2.2 em [7] que
) € Jo(Hypm () = o(Hey).

Repetindo o argumento apenas trocando os papéis de w e w’, obtemos a outra inclusao e o

seguinte resultado.

Teorema B.2.1. Sejam X um espaco métrico compacto, f um homemomorfismo e v : X — R
uma fungao de amostragem. Se (X, f) é minimo, entdo existe um conjunto tal que para todo
we X,o(Hy,) =2.

O teorema anterior discute a constancia do espectro quando o sistema possui minimalidade,
ou seja, o espectro do operador de Schodinger independe de w € X. Um resultado semelhante,
porém restrito ao espectro absolutamente continuo, foi obtido por Last e Simon em [25];

apresentamos os detalhes a seguir.

Lema B.2.1. Seja H : £*(N) — ¢*(N) um operador de Schrédinger discreto e limitado. Entdo,

fouo(: 5

em que du é a parte absolutamente continua da medida espectral de H e A(m,n) é a matriz de

n+L 1/2
[ AE(m, n)ll2> <4, (B.8)
m=n+1

transferéncia que leva uma solugao de (|1.3) do sitio m ao sitio n.

A demonstracao desse resultado se encontra em [25].

Defini¢ao B.2.1. Sejam V,,, W fungoes continuas em {n € Z | n > 0}. Dizemos que W é um
limite & direita de V,, se existe n; — oo tal que V(n + n;) — W(n) quando j — oo para cada
n > 0 fixo.

Proposigao B.2.1. Seja H,, o operador em (1.2) em £2(N), com condi¢do de fronteira u(0) = 0.

Entao, o espectro absolutamente continuo é o conjunto

L
E;lim inf A 2
{1 om0

Lema B.2.2. Se W é um limite a direita de V e H, H s3o os operadores de Schrodinger definidos

em [2(N) e associados a W, V', respectivamente, entao oac(H) C 04c(H).

Demonstragdo. Considere n; tal que V(n + nj) — W(n) quando j — oo, para cada n. Sejam
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Ay e Ay as respectivas matrizes de transferéncia. Pelo Lema

1
[am® | X Iavmnp?) < (B.9)
m=n;+1
Como V(n; +n) — W(n) quando j — oo, temos que Ay (n; + m,n;) = Aw(m,0). Entao,

implica

] L 1/2
[ dnv(®) (L > HAw<m,o>u?> <4 (5.10)
m=1

segue-se pelo Lema de Fatou que para quase todo F com respeito a uy,

L
1
lim inf (L > HAW(m,O)H2> < 00. (B.11)
m=1

Logo, pela Proposicao m E e aac(fl) em quase toda parte com respeito a py, ou seja,
Oac(H) C oge(H). O

Definicao B.2.2. Um ponto wy € X é chamado de prototipico a direita se {f"(wp) | n > 0}
é denso em X, e prototipico a esquerda se {f"(wp) | n < 0} é denso em X. Dizemos que wp é

prototipico se é prototipico a direita e & esquerda.

Note que todos os wg € X sao prototipicos caso (X, f) seja minimal.

Proposicao B.2.2. O suporte essencial do espectro absolutamente continuo de H,, é o mesmo
para todos os pontos prototipicos. Além disso, para qualquer wg prototipico e qualquer w € X,

temos oqc(Hy,, ) C dac(Hy,)

Demonstra¢io. Sejam HZY as restricoes de H,, a (?(Z%T), sujeitas a condicdo de fronteira
u(0) = 0. Last e Simon utilizam-se, em [25], do fato de que restringir o operador H,
aos subespacos absolutamente continuos é unitariamente equivalente a restringir HI a esses
subespagos (Teorema de Kato-Rosenbljun). Sendo assim, seja n; — oo tal que [ (wp) — w.
Entao, como V(n) = V(f" ™wy), temos que V(- + n;) — V(-); pelo Lema o resultado se
segue. [

Teorema B.2.2. Seja X um espago métrico compacto, f um homeomorfismo e v : X — R uma
funcao de amostragem. Se (X, f) é minimo, entdo existe um conjunto 3,. C R tal que para

todo w € X, 04:(Hy,) = Xqc.

Demonstragdao. O resultado se segue da Proposicao O
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B.3 Hiperbolicidade do cociclo

Nessa secao, apresentaremos resultados e definicoes acerca do comportamento dos cociclos
SL(2,R). Todas as definicoes e teoremas aqui apresentados estdo disponiveis em [3].
Gostariamos de destacar que nao apresentaremos as demonstragoes dos teoremas, uma vez que

este nao ¢ o foco do trabalho, mas incentivamos o leitor a verifica-las na referéncia citada.

Considere o cocilo definido por (|1.5). Dizemos que ( f, AgE’VW))) é uniformemente hiperbdlico

se existirem uma decomposicio E; @ E, = C?, C > 0e 0 < A < 1 tais que para todo n > 1,

IASY) - ul < CA"[Jull, w € B,

JAEY) | < CX ||, u € E,. (B.12)

Os cociclos uniformememnte hiperbdlicos tém expoente de Lyapunov positivo.  Se
(f, A,(lE’V“))) tem expoente de Lyapunov positivo, mas nao é uniformemente hiperbdlico, entao é

chamado de ndo-uniformemente hiperbélico (i.e, temos a decomposicdo para C? mas nio existe
0 < A < 1 para o qual (B.12) seja satisfeito).

Teorema B.3.1. O cociclo de Schrédinger (f, A%E’Vw))) sera uniformemente hiperbdlico se, e
somente se, F nao pertencer ao espectro do correspondente operador de Schrédinger, isto é,

o(Hy,) ={F e R | (f, A%E’V“)) ¢ nao uniformemente hiperbélico}.
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Apéndice C

Detalhes omitidos em demonstracoes

ao longo do texto

Neste Apéndice, apresentaremos demonstracoes de algumas afirmacoes feitas nas
demonstragoes que necessitam serem detalhadas, mas sem prejudicar a compreensao do leitor e,

por isto, reservamos este espaco.

C.1 Secao 1.1

Afirmacao C.1.1. hull*(z) é um subgrupo compacto (ver Definicao [A.2.1) de hull(z) com

indice no maximo igual a k.

Demonstragio. Mostremos que as classes laterais S™ (hull®(z)) e S™2(hull®(x)) sdo iguais
sempre que n; = ny (mod k), e portanto, temos apenas as classes S™(hull®(x)) tais que n =i
(mod k), com i € {0,1,--- ,k — 1}. Com efeito, suponhamos que n; = ny (mod k), isto é, que
existe q € Z tal que n; = ny + kq. Entao,

v e 8™ (hull®(z)) <= u= 8™ <jji_r)noo Skin (x)) = u= jji_r)noo Smtkin ()

< u = lim S"2+(kq+kj")(x) — u=.85™ < lim Sk(q+j”)(a:)>

Jn—00 Jn—00

— u € S"(hull®(z)).

Afirmacao C.1.2. orb(z) age transitivamente (ver Definigao [A.1.2)) sobre hull(z).
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Demonstragdao. Defina ¢ : orb(x) x hull(x) — hull(z) pela lei

qb(S"(w), lim Sk"(x)> = lim S"tkn(z),

kpn—00 kn—00
em que S"TFn(z) é a representante de alguma subsequéncia convergente de S™**n(x), a qual
existe uma vez que hull(z) é compacto. E mais, a definicdo de ¢ independe da escolha da
subsequéncia, pois limg, Sk”(w) existe e é Unico. Mostremos, agora, que ¢ é uma acao

transitiva (ver Definigao A.1.2):

i)

kn—00 kn—o00

¢<Sm(x),¢(5"(a:), lim Sk")> = ¢(S™, lim S (1))

= Jim S o)

= ¢(S™ " (z), lim S*)
kn,—o00

Reunindo os itens anteriores, demonstramos que ¢ é uma acao. Mostraremos agora que esta
é uma agio transitiva, i.e., dado S/ € hull,$7 € {limy, o, S"T*; 8™ € orb(x)}. Com efeito,

vamos considerar S*» = S$7=™ para j > m algum S™ € hull. Daf,

#(S™, lim S*) = lim S™ = lim S™TT™ = &7,
kp—00 kn—00 kn—00

C.2 Secao 1.2

Afirmacao C.2.1. E suficiente mostrar que ¢(z) é limit-periodic.

Demonstragdo. Suponha que ¢(z) seja limit-periodic, e note que orb(z) é a imagem por ¢ do

conjunto {f™;n € Z}, o qual é denso em X. Dai,

uep(X) = u=p);veX <= u=p(lim S (z))

kn—00

—u= lim (S (z)) <= u= lim S "(z)
kyn—00 kn—00

<= u € orb(x) <= u € hull(z).
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C.3 Secao 1.3
Lema C.3.1. A fungio ¢ : C°(X,R) — (*(Z), dada pela lei ®(V,,) = Hy,y,, é 1-Lipschitz.

Demonstracao. De fato, dados os potenciais Vi e Vb, segue-se de que para todos w € X,
u€l*(Z)ene€N,

(Hpviw = Hyvaw)w)al = [Vi(f" (W) = Va(f"(@))]un]
< Vi = Valloo|unl, (C.1)

donde se segue que para todo w € X, ||[Hy v, w — Hrvpwl| < VI — Vol oo- O

Observagao C.3.1. Note que o(Hy,) C [—||Hv,|, | Hv,|/], analogamente para Hy . Sendo
assim, como || Hy, || — [[Hw||| < ||Hyv, — Hw||, bem como a diferenga entre —|Hy, || e ||Hw]||.
Entéo, d(O’(HVw),O'(Hw)) < HHVw — Hw”

C.4 Secao 2.1

Ve

- Ej A . A . .
Observagao C.4.1. Denotemos por Ay} a matriz de transferéncia associada ao potencial

P
Ej AV . . . K.j .
AV, bem como A,%""“ a matriz associada ao potencial AV,"7. As matrizes Sf-’ , com
K.q . ~ . . A~ . sy . .
p = {V,,Vi,""} e i € N, sdo as respectivas matrizes de transferéncia entre no sitio i. Feitas
estas consideragoes de notagdo, podemos enumerar alguns fatos importantes para a nossa

demonstragao da Afirmagao 2.1.1

K,j .
i) SZV“ - Si‘/“, exceto para i = Ng — 1, pela defini¢ao de v,

.. E; \V, E; VI N . .
ii) A7 = Ap""  (consequéncia direta do item anterior);

iii)

E; AV, \%
Ani{' = Sn;,1

AV = AV = (S )TlAkA (C.2)

K ng—1 — ng—1

Afirmacgao C.4.1. Suponha, por contradigao, que existe F tal que para todo 0 <[ < Ny(K),

E — W47]{77J2\4(lK) € o(H, ;). Sendo assim, faga Ey = E, By = E — A%a“wEM(K) -
4rM N3 (K)
ngNa2(K) *

Note que para todo 1 <1 < No(K),

4 M

ArM(l—1-1)
E —FE |=|FE—-FB4+ )"~ | | \———
| Ey 1] + ’ x N (K)

TLKNQ(K)

‘ <6, (C.3)
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uma vez que No(K) > |A|[F 4“M . Além disso, se tomarmos a distancia entre Ey e En, k), temos

47 M ’ )\| 471'M 4
nK

B = Bl = |- -+ i (c4)
nkg

Concluimos de (C.4)) que uma banda espectral nao pode conter todos os Ejs, isto é, o espectro
contém no minimo duas bandas espectrais. Assim, existe um [ tal que E; e E;_; pertencem a
bandas espectrais distintas. No entanto, isso é impossivel, ja que por (C.3) a distancia entre Ej

e E;_1 é menor do que o comprimento da menor lacuna espectral.
Tal contradicao nos permite concluir a afirmacao.

Observacao C.4.2. Note que, pelo fnicio da demonstracdo do Lema [2.1.2] é necessdrio que
E — \ArML_ ’ < K para que a primeira parcela do membro direito de 1} seja menor que

ng No(K

K~!. Como

47 Ml A7 M1

| <|E|+ ) < |E| + 47 M?,
o N (K) |E| H NQ(K)_H m

£

basta tomar Np(K) suficientemente grande de modo que |E| + 47M? < K.

Definicao C.4.1. Seja A;O;;), com p o periodo do potencial V e ng € Z. Dizemos que

EVy) . .
A= Aglo tp ) 6 uma matriz de monodromia.

Observacao C.4.3. Suponha que ny = gng, ¢ € N e seja A a matriz de monodromia definida
anteriormente (Defini¢ao |C.4.1]). Entao,

1 A 1 AJ 1 A
Al — Ni(K) — A= Ni(K)q — A= Ni(K)nk |
0 1 0 1 0 1

Afirmagao C.4.2. L(E,\V) > 1 se |E| > [|\V| + 4.

Demonstragdao. De fato, para |E| > ||AV,]|+4, temos que |A| < |ﬁg‘|/ ﬁl Tomando M = [|A\V, || +4,

pelo Lema[2.1.1] temos que L(E,V,,) > 1. O

A partir de agora, apresentaremos as demonstracoes de algumas afirmacoes pontuais feitas

na demonstragao do Lema [2.1.2

Afirmacao C.4.3. Seja V' € W tal que L(E,\V?) > dnim. Pelo algoritimo de Euclides,
existem inteiros ¢ > 0 e 0 < s < ng — 1 tais que n = gng + s. Dali,

L(E,A\V}) = lim —lnHAE’\V 9| = lim

n—oo N g—oo qng + S

= Ly, |
(A (C.5)

(1n 1AEYE | + (A7) )
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com AP como definida no Lema [2.1.2 Consequentemente, 1n||(A£5<’AV“l’))|| > dmni?, e

portanto H(Agi”\vj))” > emni’,
) . ) . A (BAVY) .
Um ponto relevante é como a afirmacao anterior afeta a matriz A(T_l)nk (ji—1mg). Antes de
analisarmos isso, vamos entender qual é a definicao desta matriz de acordo com a construcao
feita na demonstragdo do Lema [2.1.2] Reforcamos a importancia do leitor voltar ao primeiro

parigrafo da demonstragao do referido lema para uma melhor compreensao do que se segue.

Note que [ = j;—1 pertence a um subintervalo de Iy = [(ji—1nk, (ji—1 + 1)ng| . Como s # s;—1,

- - . . EAVY), . , .
por construcao, w' = w’. Sendo assim, a matriz Agrfl);z(]iflnk) é, na verdade, igual a
(BAVE) /. . ‘o = .
A(ril)nk (Ji—1nk). Assim, a préxima afirmacao é verdadeira.

Afirmacao C.4.4.

EAVE) . N (r—1)
Agr—1)ng(1i—1nk) = (Affv*%)) ‘

Nao apresentaremos uma demonstracao deste fato, por ser exaustiva, mas apresentaremos

um exemplo para aflorar a intuicao de que a afirmagao é, de fato, verdadeira.

Exemplo C.4.1. Consideremos nj; = 10, j;_1 = 1,7 = 4. Dal,

Aﬁf_i)vii (Ji1ng) = Aéﬁ’km(lo) = 539538537 - - 513512511510

Usando a periodicidade e o fato de que A((IE’/\V"i ) = A(E’/\VZ )

s para ¢ = s (mod ny), temos que
AEND 10y = M = AED = Ay = e

onde M = SgSgS7SGS5S453525150.

Entao,

Lema C.4.1.

HAETE;?‘)CQ (Ji—ing)|| > Omng2(r=1).

Demonstragdo. Reunindo as informacoes das Afirmacoes e[C4.4] obtemos

EAV), . i\ (r=1) i .
1AL Gioame) | = | (ASAVD) ) = (A 070 > smny2(r — 1),

O]

Observagao C.4.4. Listaremos algumas observacgoes sobre o comportamento de z,z’ e 27, e

suas relacoes com os respectivos angulos definidos na Afirmacao
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(uj, 27) =||2l(cos 6| BV (uy, ;) + sin ]]u;|*)

= ||zl sin 0| u]].
Dai,
[(uj, 27) , Dl
D= = Lzl sin 6wy | = 1] [|BY]| sing.
]|
ii)
cosO = ‘<Qijaz >’ _ ||Z;” ”B(])HSIHH
127 gl 1127
iii)
sinf |27 N
— BW|-1.
cos® |z] | |
iv)
” Bg.
sin@ = —ﬁz - ('?)J>_1.
12711 BY |
v)
: /
cosf |27

Reunindo iii) e v) temos que tan @ tan @’ = ||BU)||2.

Lema C.4.2. Considerando W como sendo o conjunto de todos os V!, o didmetro de Wy é

no méaximo r 10,

Demonstra¢do. Denotemos por D o didmetro. Por definicio, D = sup{||V,, (1) +r~2°t; — V,(I) —
1%l | i # j e tiyt; € {0, — 1}} Isto é, D = sup{|r=20t; —r= 20| | i # j e t;,t; €
{0,---r — 1}}. Perceba que este supremo ocorre quando a diferenca ¢; — ¢; é minima, o que
ocorre quando t; = 0 e t; = 1 (e vice-versa). Neste caso, |[r=20t — i — r=20¢;] = 7720 >

|r=20¢; — 7“*20tj\,Vti,tj. Para r suficientemente grande, 7—2° < r=10 e portanto, D < r~19. O
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C.5 Secao 2.3

Lema C.5.1. Para toda sequéncia bilateral u de suporte limitado, vale a desigualdade

(u, Pyu) < limsup(u, PX’“u>.
k—o0

Demonstracao. De fato, pela demonstracao do Lema gv,u converge pontualmente para

9y - Sendo assim, pelo Lema de Fatou,

/lim inf gy, wdE < liminf/gvlwudE < lim sup/gvk,udE.

Como, por hipétese, liminf gy, ,, = lim gy, ,, = limsup gy, » = gy ,,, sSegue-se que
/g(/ LAE < lim Sup/gvk’udE.
Logo,

(u,PX,u) = /Agf/,udE < lim sup/Ang,udE = lim sup(u, PV’“,u>.
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