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mais ideia sempre vir com a frase: “olha, fica calma... eu vou pensar e ai amanhã a gente
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obrigada;

• Aos meus professores e orientadores da UFS que contribúıram para que eu chegasse aqui
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Resumo

O presente trabalho consiste em uma apresentação detalhada dos principais resultados discutidos

em [1] e [12] , os quais tratam do comportamento do espectro de um operador de Schrödinger

limit-periodic. A saber, mostramos que existe um conjunto Gδ denso de potenciais tal que o

espectro do operador de Schrödinger associado é singular-cont́ınuo e um conjunto de Cantor.

Ademais, discutimos a existência de um conjunto denso de potenciais cujos operadores associados

têm espectro puramente absolutamente cont́ınuo.

Palavras Chaves: potenciais limit-periodic; espectro singular-cont́ınuo; espectro-

absolutamente cont́ınuo; conjuntos de Cantor.



Abstract

The present work discuss in details the main results in [1] and [12], which deal with some

spectral properties of limit-periodic Schrodinger operators. Specifically, we showed that there

exists a Gδ dense set of potentials such that the related Schrodinger operators have singular

continuous spectrum, which is a Cantor set. Furthermore, we discussed the existence of a dense

set of potentials whose associated operators have a purely absolutely continuous spectrum.

Keywords: limit-periodic potentials; singular continuous spectrum; absolutely continuous

spectrum; Cantor sets.
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REFERÊNCIAS 48

A.1 Teoria de grupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

A.2 Espaços métricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

A.3 Análise Funcional e Teoria espectral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

B RESULTADOS DA TEORIA DE OPERADORES DE SCHRÖDINGER
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Introdução

Seja (Hω)ω∈X uma famı́lia de operadores de Schrödinger limitados a um parâmetro ω ∈ X,

definida pela lei

Hω : ℓ2(Z) → ℓ2(Z),

(Hωu)(n) = u(n+ 1) + u(n− 1) + Vω(n)u(n),

em que Vω(n) = v(fn(ω)), com f : X → X e v : X → R funções cont́ınuas e X um espaço

métrico compacto, é denominado um potencial almost-periodic, ou potencial dinamicamente

definido. A teoria espectral dessa classe de operadores tem sido uma área de estudo muito ativa

desde o final da década de 1970. Isso se deve principalmente ao fato de potenciais dinamicamente

definidos serem considerados importantes, por algumas razões que discutiremos a seguir. Em

particular, os pesquisadores da época já intúıam quanto à constância e/ou quase constância, sob

certas condições, do seu espectro (em função do parâmetro ω).

O primeiro resultado que comprovava a intuição da quase constância foi apresentado por

Pastur, em 1980 (vide [20]). Surgiu também, neste mesmo ano (vide [15]), outro trabalho na

mesma direção, porém tratando sobre os tipos espectrais (a saber, os espectros absolutamente

cont́ınuo, singular-cont́ınuo e pontual). Já na década de 90, Last e Simon (ver [25]) mostraram

que sob a condição de minimalidade do sistema dinâmico (X, f) (Vide definição na Seção B.2), o

espectro absolutamente cont́ınuo da famı́lia de operadores de Schrödinger definida acima também

é constante (vide Teorema B.2.1).

A classe de operadores que estudaremos neste trabalho é um caso particular da classe de

operadores almost-periodic, a saber, tratam-se dos chamados operadores limit-periodic. Um

operador limit-periodic corresponde ao caso em que X é um grupo de Cantor, isto é, X é um

grupo compacto totalmente desconexo e perfeito (vide Definição 1.1.1).

Do ponto de vista matemático, esses operadores possuem uma certa regularidade do ponto

de vista espectral (como, por exemplo, as constâncias com respeito ao parâmetro ω discutidas

anteriormente), e por isso, estamos interessados em estudar suas propriedades espectrais como

função da função de amostragem v. Além disso, podemos destacar sua importância do ponto

de vista f́ısico, isto é, os operadores de Schrödinger limit-periodic podem ser empregados para
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modelar o comportamento de elétrons em redes quase-cristalinas, as quais, apesar de não serem

periódicas, possuem uma regularidade “quase-periódica”. Destacamos que uma das grandes

descobertas da decáda de 2000 foi a comprovação experimental da existência dos quasicristais,

o que rendeu um prêmio Nobel de Qúımica (ver detalhes em [21]).

A classe dos operadores limit-periodic passou a ser estudada com maior seriedade na década

de 1980, principalmente através dos trabalhos de Simon e Pastur ([6], [25], [20]). No entanto, foi

o trabalho de Ávila [1] que revolucionou a maneira de se estudar essa classe de operadores, e a

partir de então, surgiram vários outros trabalhos que possibilitaram uma compreensão maior do

comportamento espectral da famı́lia (em relação às funções de amostragem). Com efeito, [1] é

um dos principais trabalhos estudados dessa dissertação e, desse podemos destacar os seguintes

resultados.

Teorema 0.0.1. Seja f : X → X uma translação mı́nima de um grupo de Cantor. Para um

conjunto denso λv ∈ C0(X,R) e para todo λ ̸= 0, o operador de Schrödinger com potencial

Vω associado a λv possui espectro com medida de Lebesgue nula. Além disso, o expoente de

Lyapunov L(E, Vω) é uma função cont́ınua e positiva da energia.

Corolário 0.0.1. Seja f : X → X uma translação mı́nima de um grupo de Cantor. Então,

G := {λv ∈ C0(X,R) | L(E, Vω) = 0 para todos λ ̸= 0, E ∈ σ(HVω) e |σ(HVω)| = 0}

é um subconjunto genérico de C0(X,R). Aqui, | · | denota a medida de Lebesgue.

Damanik afirma, em [9], que os resultados mostrados por Ávila vão à contramão do que era

esperado, a saber, que o espectro dessa classe de operadores tivesse comportamento parecido ao

dos operadores periódicos (já que os potenciais limit-periodic podem ser definidos como limites,

em uma dada topologia, de sequências de potenciais periódicos; donde se segue a nomenclatura)

e ratificasse o já obtido por Avron e Simon em [16]. Isso porque os estudos eram concentrados

em mostrar que o espectro de um operador limit-periodic é puramente absolutamente cont́ınuo,

e portanto, não pode ser um conjunto com medida de Lebesgue nula. Para mais informações

sobre o desenvolvimento histórico do estudo de operadores limit-periodic, bem como para mais

resultados envolvendo tal classe de operadores, recomendamos ao leitor consultar [11].

Tendo-se em vista o apresentado anteriormente, este trabalho tem como objetivo discutir, em

detalhes, as demonstrações do Teorema 0.0.1 e do Corolário 0.0.1, bem como outros resultados

presentes em [1] e em [12]; para isso, dividimos o nosso trabalho em três caṕıtulos e três apêndices.

O Caṕıtulo 1 apresenta notações e definições importantes que serão utilizados na parte

principal do trabalho. Em particular, demonstramos a caracterização dos potenciais limit-

periodic (Proposição 1.2.1), proposta por Ávila em [1]; apresentamos também a definição dos

operadores de Schrödinger Limit-periodic, a noção de matriz de transferência e cociclos, e por

fim, comentamos alguns resultados referentes à teoria de Floquet (todos eles presentes na Seção
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1.3).

O Caṕıtulo 2 trata diretamente de algumas propriedades espectrais dos operadores limit-

periodic, e é o cerne dessa dissertação. Nós o dividimos em seções, cada qual versa sobre uma

caracteristica do espectro. Na Seção 2.1, discutimos a demonstração do Teorema 0.0.1 (o qual

versa sobre a existência de um conjunto denso de operadores com espectro puramente singular).

Já na Seção 2.2, apresentamos a demonstração do seguinte teorema,

Teorema 0.0.2. Sejam X um grupo de Cantor e f uma translação mı́nima. Então, existe um

conjunto Gδ denso C ⊂ C0(X,R) tal que para todos v ∈ C e ω ∈ X, o espectro de Hω é um

conjunto de Cantor.

Na Seção 2.3, apresentamos a demonstração do seguinte resultado.

Teorema 0.0.3. Seja f : X → X uma translação mı́nima de um grupo de Cantor. Então, existe

um conjunto denso de v ∈ C0(X,R) tal que para todo potencial Vω associado, o espectro de HVω

é um conjunto de Cantor de medida de Lebesgue positiva, e todas as suas medidas espectrais

são absolutamente cont́ınuas.

Por fim, utilizamos o argumento do Gordon para mostrar que o espectro é puramente

singular-cont́ınuo para um conjunto Gδ de potenciais; a saber apresentamos a demonstração

do seguinte teorema.

Teorema 0.0.4. Sejam X um grupo de Cantor e f : X → X uma translação mı́nima. Então,

existe um subconjunto Gδ denso de funções v ∈ C0(X,R) tal que para todo ω ∈ X, o espectro

de Hω é um conjunto de Cantor de medida de Lebesgue nula e puramente singular-cont́ınuo.

No Caṕıtulo 3, apresentamos nossas conclusões acerca do trabalho e perspectivas para

projetos futuros.

Quanto aos apêndices, dividimo-los em partes A, B e C. O Apêndice A apresenta definições e

resultados básicos de teoria de grupos, espaços métricos e análise funcional. As demonstrações de

tais resultados foram omitidas por fugirem ao escopo do trabalho, mas que aqui são apresentados

para possibilitar uma melhor compreensão do que está sendo estudado.

No Apêndice B, discutimos aspectos gerais da teoria de operadores dinamicamente definidos.

Mais precisamente, abordamos resultados acerca dos potenciais do tipo Gordon, a saber,

discutimos que para um potencial deste tipo o espectro do respectivo operador é puramente

cont́ınuo (i.e., sem parte pontual; Teorema 0.0.4). Discutimos ainda a constância do espectro

para operadores dinamicamente definidos (a saber, o espectro de cada elemento da famı́lia

independe de ω; Teorema B.2.1). Por fim, discutimos a caracterização do espectro em termos

da hiperbolicidade uniforme do cociclo associado ao operador (Teorema B.3.1).
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No Apêndice C, apresentamos os detalhes de algumas afirmações feitas durante os caṕıtulos

1 e 2, as quais necessitam de uma atenção especial. A ideia é evitar que as demonstrações

fiquem longas, além de facilitar a compreensão dos argumentos principais apresentados, mas

sem comprometer a estética do texto.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos definições e resultados necessários ao desenvolvimento e

compreensão deste trabalho. Aqui combinaremos resultados apresentados em [1] e [12]. O

leitor pode esperar encontrar definições tais como: Operadores de Schrödinger, expoentes de

Lyapunov e potenciais periódicos.

1.1 Grupo de Cantor e sequências periódicas

Nessa seção faremos uma discussão, em detalhes, de resultados apresentados em [1] acerca

dos potenciais periódicos e sequências em grupos de Cantor (vide a definição a seguir). Seja

X um grupo de Cantor; vamos considerar sempre S como sendo o operador shift à direita em

ℓ∞(Z), isto é, o operador linear definido pela lei (S(x))n = xn+1 e, orb(x) = {Sk(x), k ∈ Z}.
Chamaremos de ϵ-vizinhança de um ponto q ∈ X a bola aberta de centro em q e raio ϵ > 0,

B(q, ϵ). Iniciaremos nossa discussão pela definição do conceito de grupo de Cantor, seguindo [9].

Definição 1.1.1. Seja X um conjunto não vazio. Dizemos que X é um grupo de Cantor se

este é um grupo abeliano topológico compacto (ver Definição A.2.1), totalmente desconexo e

perfeito (não possui pontos interiores).

Faremos agora definições sobre sequências em X.

Definição 1.1.2. Seja X um grupo de Cantor. Dizemos que x ∈ X é periódico se orb(x) é

finita; x é limit-periodic se pertence ao fecho, em ℓ∞(Z), do conjunto das sequências periódicas.

Se x é limit-periodic, denotamos por hull(x) o fecho de orb(x) em ℓ∞(Z).

Observação 1.1.1. Se y ∈ hull(x), então y é limit-periodic. De fato, pela definição do fecho

de orb(x) e pela continuidade do operador shift, segue-se que y é o limite da translação de uma

sequência periódica e, portanto, y é limit-periodic.
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Feitas as considerações iniciais, podemos enunciar o primeiro resultado com respeito à

estrutura topológica de hull(x).

Proposição 1.1.1. Se x é limit-periodic, então hull(x) é compacto e possui uma única estrutura

topológica de grupo com identidade x, tal que a aplicação Z → hull(x) dada por k 7→ Sk(x) é um

homomorfismo. Além disso, a estrutura do grupo é abeliana e existem vizinhanças compacto-

abertas de x em hull(x) arbitrariamente pequenas, as quais são subgrupos de ı́ndice finito.

Demonstração. Seja x ∈ X limit-periodic. Então, orb(x) é totalmente limitada: De fato,

se p é periódico e ∥x − p∥ < ϵ, então orb(x) está contido na ϵ-vizinhança de orb(p), pois

∥Sk(x)− Sk(p)∥ = ∥x− p∥ < ϵ (S é uma isometria). Portanto, sendo ℓp(Z) um espaço métrico

completo, hull(x) é compacto (vide Proposição A.2.1).

Consideremos agora o conjunto orb(x) munido da operação de composição de funções. Temos

que este é um grupo ćıclico, uma vez que:

i) S0(x) ∈ orb(x);

ii) Dado Sm(x), tem-se que S−m(x) é tal que Sm ◦ S−m(x) = S0(x) e S−m ◦ Sm(x) = S0(x);

iii) Vale a associatividade:

Sk+(m+n) = Sk ◦ Sm+n(x) = Sk ◦ (Sm ◦ Sn(x)) = (Sk ◦ Sm) ◦ Sn(x) = S(k+m)+n(x).

Além disso, a função Z → X dada por k 7→ Sk(x) é um homomorfismo (com efeito, a verificação

desta afirmação consiste em usar um argumento análogo a iii)). Vejamos que orb(x) possui

estrutura uniformemente cont́ınua:

∥Sk+l(x)− Sk′+l′(x)∥∞ = ∥Sk′(Sk−k′+l(x)− Sl′(x))∥∞

= ∥Sk−k′+l(x)− Sl′(x)∥∞

= ∥Sl(Sk−k′(x)− Sl′−l(x))∥∞

≤ ∥Sk−k′(x)− x∥∞ + ∥x− Sl′−l(x)∥∞

= ∥S−k′(Sk(x)− Sk′(x))∥∞ + ∥S−l′(Sl′(x)− Sl(x))∥∞

= ∥Sk(x)− Sk′(x)∥∞ + ∥Sl′(x)− Sl(x)∥∞ (1.1)

Sendo assim, dados y, z, y′, z′ ∈ orb(x), segue-se que ∥yz−y′z′∥∞ ≤ ∥y−y′∥∞+∥z−z′∥∞, o que

mostra a continuidade uniforme da estrutura do grupo. Sendo assim, podemos considerar uma

extensão cont́ınua ao hull(x) que preserva a propriedade de comutatividade do grupo orbit.

Para demonstrarmos a última afirmação, fixaremos ϵ > 0 e consideraremos p periódico tal

que Sk(p) = p e ∥x − p∥ < ϵ
2 . Temos que hullk(x), o fecho do conjunto {Skn;n ∈ Z}, é

um subgrupo compacto de hull(x) com ı́ndice no máximo k (ver Afirmação C.1.1). E mais,
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orb(x) age transitivamente sobre hull(x) (ver Afirmação C.1.2), e portanto, sendo hullk(x)

um subgrupo de ı́ndice finito de hull(x), hull(x) pode ser escrito como uma união finita de

translações disjuntas de hullk(x) (ver Proposição A.1.1). Com isso, conclúımos que hullk(x) é

aberto.

Agora, como S é uma isometria em ℓ∞(Z) e x pertence a uma ϵ
2 -vizinhança de p, segue-se

que hullk(x) está contido em uma ϵ-vizinhança de x.

Pela Proposição 1.1.1, hull(x) é compacto e totalmente desconexo. Dáı, ou este é um grupo

de Cantor, ou um grupo finito, caso x ∈ X seja periódico.

1.2 Sequências limit-periodic

Consideraremos, nessa seção, X como sendo um grupo de Cantor e f : X → X como sendo

uma translação por t ∈ X. Apresentaremos algumas definições importantes e um resultado que

nos diz como podemos avaliar hull(x) através de sua relação com uma aplicação cont́ınua.

Definição 1.2.1. Dizemos que f é uma translação mı́nima se {fn(y) | n ∈ Z} é denso em X

para todo y ∈ X. Ou, equivalentemente, {tny | n ∈ Z} é denso em X para todo y ∈ X.

Observação 1.2.1. Fixemos um grupo de Cantor X e uma translação mı́nima f : X → X, e

definamos a aplicação

φ : Z → X

n 7→ φ(n) = fn(id),

onde id é a identidade do grupo. Temos que φ é um homeomorfismo injetivo cuja imagem é

densa em X. Com efeito, φ(m + n) = fm+n(id) = fm ◦ fn(id), e já que f é uma translação

mı́nima, segue-se que φ é injetiva e tem imagem densa em X. Identificaremos os inteiros com

sua imagem através desse homomorfismo.

Além disso, é importante destacar que, através dessa observação podemos tomar a imagem

de x ∈ X e concluir todos os resultados demonstrados na seção anterior.

Proposição 1.2.1. Seja V : X → R uma função cont́ınua. Definamos φ : X → ℓ∞(Z) por

φ(x) = (V (fn(x)))n∈Z. Então, para todo x ∈ X, φ(x) é limit-periodic e φ(X) =hull(x) .

Demonstração. É suficiente mostrar que φ(x) é limit-periodic (ver Afirmação C.2.1). Sendo

assim, nosso objetivo é encontrar uma sequência periódica p tal que ∥φ(x)− p∥∞ ≤ δ. Para isso,
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tomemos uma vizinhança aberta e compacta W da identidade de X tão pequena que se y ∈W,

então |V (yz)− V (z)| ≤ δ, para todo z ∈ X.

Seja d uma métrica em X compat́ıvel com a topologia. Seja ϵ > 0 tal que se y, z ∈ X são

tais que y ∈ W e z /∈ W , então d(y, z) > ϵ. Seja ainda m > 0 tal que tm é tão próximo da

identidade que para todo y ∈ X, d(y, fm(y)) < ϵ. Temos, por indução em |k| e pela invariância

por translação da métrica, que d(fkm(x), fkm+m(x)) < ϵ para todo x ∈ X, e portanto, tmk ∈W

para todo k ∈ Z. Sendo assim, {tkm | k ∈ Z} é um subgrupo de X de ı́ndice no máximo m,

compacto e contido em W .

Por fim, seja p ∈ ℓ∞(X,Z) dado por pi = V (f j(ω)), com 0 ≤ j ≤ m − 1 e i ≡ j (mod m).

Assim,

|(φ(x))i − pi| = |V (f i(ω))− V (f j(ω))|

= |V (f j+(i−j)(ω))− V (f j(ω))|

= |V (f i−j ◦ f j(ω))− V (f j(ω))|

= |V (ti−jf j(ω))− V (f j(ω))|.

Tomando z = f j(ω) e y = ti−j , temos |(φ(x))i − pi| = |V (yz) − V (z)|. Como i ≡ j (mod m),

ti−j ∈W , e pela escolha de W , temos que |(φ(x))i − pi| ≤ δ. Portanto, ∥φ(x)− p∥∞ ≤ δ.

Exemplo 1.2.1. Sejam Ω o toro ν− dimensional Tν e F a σ−álgebra de Borel sobre o toro. A

translação T : Ω → Ω por α = (α1, · · · , αν), definida pela lei

T (x1, x2, · · · , xν) = (x1 + α1, x2 + α2, · · · , xν + αν),

será uma translação mı́nima se, e somente se, α1, · · · , αν forem racionalmente independentes.

1.3 Operadores de Schrödinger

Sejam X um espaço compacto, f : X → X um homeomorfismo e v : X → R uma função

cont́ınua (função de amostragem). Definimos a famı́lia à um parâmetro (Hω)ω∈X de operadores

de Schrödinger discretos e limitados, Hω : ℓ2(Z) → ℓ2(Z), pela lei

[Hωu](n) = u(n+ 1) + u(n− 1) + Vω(n)u(n), (1.2)

com Vω(n) = v(fn(ω)) e ω ∈ X.

A sequência bilateral Vω é chamada de potencial dinamicamente definido, e assim, podemos

chamar 1.2 de operador de Schrödinger com potencial dinamicamente definido. Nós nos
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referiremos ora a cada elemento da famı́lia individualmente, ora à famı́lia em si. Com efeito,

sob condições como ergodicidade ou minimalidade, por exemplo, o espectro de cada elemento da

famı́lia independe de ω (vide [20] para o caso ergódico e o Teorema B.2.1 para o caso minimal),

e assim é natural estudarmos a famı́lia como um todo.

Quando X é um grupo de Cantor, f : X → X é uma translação mı́nima e v : X → R
é uma função cont́ınua, temos um operador Limit-Periodic, ou uma famı́lia de operadores de

Schrödinger Limit-Periodic. São nestes operadores que estamos interessados neste trabalho, e

estudaremos algumas de suas propriedades espectrais no restante da dissertação.

Considere a equação de diferença finita

u(n+ 1) + u(n− 1) + Vω(n)u(n) = Eu(n), (1.3)

a qual esta associada ao operador dado pela lei (1.2). A ideia é conectar o comportamento das

soluções de 1.3 a propriedades espectrais dos operadores em questão (como é t́ıpico em teoria

espectral).

Uma solução formal de (1.3) deve satisfazer

A(E,f,Vω)
n (ω)

(
u0

u−1

)
=

(
un

un−1

)
, (1.4)

em que

A(E)
n (ω) = A(E,f,V )

n (ω) = Sn−1 · · ·S0,

com Si =

(
E − v(f i(ω)) −1

1 0

)
; A

(E,Vω)
n é uma matriz em SL(2,R), chamada de matriz de

transferência no śıtio n associada ao potencial Vω. Alternativamente, podemos denotá-la por

A
(E,Vω)
n .

Fixemos E ∈ C. Definimos um cociclo associado à equação de diferença finita (1.3) pela lei

(f,A(E,Vω)) : X × C2 → X × C2

(ω, u) 7→ (fω,A(E,Vω)u). (1.5)

Definição 1.3.1. Definimos por expoente de Lyapunov associado ao cociclo (f,A(E)) a função

dada pela lei

L(E) = lim
n→∞

1

n

∫
ln ∥A(E,Vω)

n (ω)∥dµ, (1.6)

em que µ é uma medida de probabilidade de Haar em X; vide [9] para uma discussão sobre o

fato desta função estar bem-definida. Às vezes, usaremos L(E, f, Vω) ou ainda L(E, Vω) para
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denotá-lo.

Apresentaremos a seguir um lema que discute o comportamento da derivada do argumento

das matrizes de transferência.

Lema 1.3.1. Seja n ≥ 2. Então, para todo vetor não nulo z ∈ R2, a derivada do argumento

de A
(E,f,Vω)
n (ω) z com respeito a E é estritamente negativa.

Demonstração. Seja ρn(E,ω, z) a derivada com respeito a E do argumento de A
(E,f,Vω)
n . Temos

que ρ1(E, x, z) é estritamente negativa se z é não vertical (isto é, z ̸= (y, 0)) e nula se z é vertical.

Pela regra da cadeia para n ≥ 2, ρn(E,ω, z) =
∑n

i=1 kiρi(E, f
i−1(ω), A

(E,f,Vω)
i−1 z), em que

para cada i = 1, . . . , n, ki > 0 (já que A
(E,f,Vω)
i−1 z) ∈ SL(2,R), e portanto preserva orientação).

Como ou z ou A
(E,f,Vω)
1 z) não é vertical, o resultado se segue.

Proposição 1.3.1. Para todo ω ∈ X, o espectro de Hf,Vω é uma função cont́ınua de

Vω ∈ C0(X,R).

Demonstração. Seja B(ℓ2(Z)) o espaço de Hilbert dos operadores auto-adjuntos limitados de

ℓ2(Z), munido com a norma ∥Φ∥ = sup∥u∥2=1 ∥Φ(u)∥2. Seja A o espaço dos subconjuntos

compactos de R, munido com a métrica de Caratheodory d1 (isto é, d1(A,B) é o ı́nfimo entre

todos os rs tais que A está contido na r-vizinhança de B e B está contido na r-vizinhança de

A). Com relação a estas métricas, o espectro é uma função 1-Lipschitz de Φ ∈ B(ℓ2(Z)).

De fato, como vale a Observação C.3.1 e função C0(X,R) ∋ v 7→ Hf,Vω é 1-Lipschitz (Ver

Lema C.3.1), conclui-se portanto que o espectro associado a Hf,Vω é uma função 1-Lipschitz

de v ∈ C0(X,R). Vale destacar que disso se segue ainda que o espectro de Hf,Vω depende

continuamente de Vω.

Denotaremos, a partir de agora, o espectro do operador de Schrödinger associado ao potencial

Vω = v(fn(ω)) por σ(HVω).

Definição 1.3.2. Dizemos que Vω é periódico se existe p ∈ N tal que Vω(n+ p) = Vω(n), isto

é, v(fn+p(ω)) = v(fn(ω)) para todo ω ∈ X.

Quanto a estes potenciais, podemos dizer o seguinte.

Observação 1.3.1. Se Vω é um potencial periódico, então Vω é localmente constante; logo,

para qualquer subgrupo compacto de Y ⊂ X contendo uma vizinhança suficientemente pequena

da identidade, a função Vω está definida em X/Y. Se Vω ∈ C0(X,R) e Y ⊂ X é um subgrupo

compacto de ı́ndice finito, então podemos definir outro potencial V Y
ω por convolução com Y pela
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lei

V Y
ω (x) =

∫
Y
Vω(y + x)dµY (y),

onde µY é a medida de Haar em Y , y ∈ Y e x ∈ X. O potencial V Y
ω é periódico. De fato, basta

observar que a integral anterior se reduz a uma soma, já que Y tem ı́ndice finito.

Como existem subgrupos compactos de ı́ndices finitos contidos em vizinhanças

arbitrariamente pequenas da identidade, isso mostra que o conjunto dos potenciais periódicos é

denso em C0(X,R).

O exemplo a seguir esclarece a ideia da prova:

Exemplo 1.3.1. Suponha Y = {y1, y2, y3} tal que y1 é o elemento neutro e y3 é inverso de y2.

Ou seja, Y tem estrutura de um grupo. Dáı,

V Y
ω (x) =

∫
Y
Vω(y + x)dµY =

1

3
(Vω(y1 + x) + Vω(y2 + x) + Vω(y3 + x))

(assumimos que a medida de Haar é normalizada). Assim, se consideramos p = y2, temos que

V Y
ω (x+ p) =

∫
Y
Vω(y + p+ x)dµY =

1

3
(Vω(y1 + p+ x) + Vω(y2 + p+ x) + Vω(y3 + p+ x));

usando associatividade dos elementos em Y , temos as seguintes opções:

1. y1 + y2 = y2;

2. y3 + y2 = y1;

3. y2 + y2 = y3.

Logo,

V Y
ω (x+ p) =

1

3
(Vω(y2 + x) + Vω(y3 + x) + Vω(y1 + x)) =

∫
Y
Vω(y + x)dµY = V Y

ω (x).

Observação 1.3.2. Se V é n-periódica, então tr(A
(E,f,Vω)
n (ω)) independe de ω e é denotado

por ψ(E) (vide [14]). Então, L(E, f, Vω) é o logaŕıtimo do raio espectral de A
(E,f,Vω)
n (ω), para

todo ω ∈ X. Isso nos mostra que o expoente de Lyapunov é uma função cont́ınua do potencial

e da energia quando Vω é um potencial periódico.

Vamos precisar de mais alguns fatos sobre o espectro de operadores com potenciais periódicos.

Sendo assim, vamos listá-los a seguir, sem demonstrá-los, mas encorajamos fortemente o leitor

a verificar os detalhes em [13] e [14].
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Proposição 1.3.2. Se Vω é um potencial periódico de peŕıodo n, então o espectro Σ(f, Vω)

de H é {E ∈ R | |ψ(E)| ≤ 2}. Assim, para potenciais periódicos, temos Σ(f, Vω) = {E ∈ R |
L(E, f, Vω) = 0}.

A função ψ é um polinômio de grau n. ψ possui n ráızes reais distintas e seus valores cŕıticos

não pertencem a (−2, 2). Além disso, E é um ponto cŕıtico de ψ com ψ(E) = ±2 se, e somente

se, A
(E,f,Vω)
n (ω) = ±I. Disso, seguem-se algumas consequências sobre a estrutura de espectro

periódico:

1. O conjunto {E ∈ R | |ψ(E)| < 2} possui n componentes conexas, as quais são chamadas de

bandas espectrais;

2. Se E está na fronteira de alguma banda, então tr(A
(E,f,V )
n (ω)) = ±2;

3. Reciprocamente, se tr(A
(E,f,Vω)
n (ω)) = ±2, então E está na fronteira de alguma banda.

Assim, o espectro é a união das bandas;

4. Se duas bandas diferentes se interceptam, então o ponto em comum da fronteira satisfaz

tr(A
(E,f,Vω)
n (ω)) = ±I.

Avaliemos agora as potências de uma matriz de transferência associada a um operador

periódico com peŕıodo p. Para k ∈ R e l ∈ Z, defina (vide [12])

(
A

(E,f,Vω)
l

)k
=



Vω(l) 1 eikp

1 Vω(l + 1) 1

1 Vω(l + 2) 1
. . .

. . .
. . .

1

eikp 1 Vω(l + p− 1)


(1.7)

Essas matrizes são restrições de Hω a intervalos de comprimento p com condições de fronteira

auto-adjuntas adequadas. A importância da escolha das condições de fronteira se deve à

existência de soluções especiais da equação de diferença finita (1.3). Feitas estas considerações,

apresentamos a seguir um resultado da Teoria de Floquet (dispońıvel em[14]) associado ao

comportamento das matrizes que definimos anteriormente.

Proposição 1.3.3. (a) Temos que E ∈ σ(H) se, e somente se, existe k ∈ R tal que para todo

n ∈ Z, (1.3) possui uma solução que satisfaz

u(n+ p) = eikpu(n).

Nesse caso, û = (u(l), . . . , u(l + p − 1)) é um autovetor da matriz
(
A

(E,f,Vω)
l

)k
correspondente ao autovalor E.
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(b) Os p autovalores de (A
(E,f,Vω)
l )k são independentes de l e

σ(H) =
⋃
k

σ
(
(A

(E,f,Vω)
l )k

)

(c) O polinômio caracteŕıstico de (A
(E,f,Vω)
l )k obedece

det
(
E − (A

(E,f,Vω)
l )k

)
= ∆(E)− 2 cos(kp),

onde ∆(E) = tr(A
(E,f,Vω)
p ). Temos

σ(H) = {E | |∆(E)| ≤ 2}.

O conjunto σ(H) é composto por p bandas (intervalos conexos) tais que em cada banda,

∆(E) ou é estritamente crescente, ou estritamente decrescente.

Enfatizamos que o estudo da Teoria de Floquet não é o foco deste trabalho; os detalhes da

Proposição 1.3.3 estão presentes em [14]. Quanto ao comprimento de tais bandas e do espectro,

temos o seguinte resultado.

Lema 1.3.2. Seja Vω um potencial periódico de peŕıodo n.

i) O comprimento de cada banda é no máximo 2π/n;

ii) Seja C ≥ 1 tal que para todo E na união das bandas, existem ω ∈ X e k ≥ 1 tais que

∥A(E,f,V )
k (ω)∥ ≥ C. Então, a medida total do espectro é no máximo 4πn

C .

Demonstração. Se E pertence a alguma banda, A
(E,f,Vω)
n (ω) é conjugada, em SL2(R), a uma

rotação; isto é, existe uma matriz B(E)(x) ∈ SL2(R) = {M2×2(R) | det(M2×2) = 1} tal que

B(E)(x)A(E,f,v)(x)nB
(E)(x)B(E)(x)

−1 ∈ SO2(R),

em que SO2(R) é o grupo de rotações. Essa matriz não é única, já que RB(E)(x) possui a mesma

propriedade que B(E)(x), para R ∈ SO2(R).

Em particular, ∥B(E)∥2HS (isto é, a soma dos quadrados das entradas da matriz B(E)) é uma

função bem-definida b(E)(ω) que satisfaz b(E)(fn(ω)) = b(E)(ω). Isso nos permite definir uma

função independente de ω, b̂(E), que se comporta de seguinte forma: igual a zero caso E não

esteja em alguma banda, e

b̂(E) :=
1

4πn

n−1∑
i=1

b(E)(f i(ω)), (1.8)

caso E esteja em alguma banda espectral.
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Além disso, essa função se relaciona à função densidade de estados pela identidade N(E) =∫ E
−∞ b̂(E)dE (vide [2]); como consequência, conclúımos que para qualquer I ⊂ σ(HVω),

∫
I
b̂(E)dE =

1

4πn

n−1∑
i=1

∫
I
b(E)(f i(ω))dE =

1

n
. (1.9)

Agora, note que ∥B(E)∥2HS ≥ 2, já que B(E) ∈ SL(2,R). Dáı,

b̂(E) =
1

4πn

n−1∑
i=1

∫
I
b(E)(f i(n))dE ≥ 2n

4πn
=

1

2π
. (1.10)

Sendo assim,

1

n
=

∫
I
b̂(E)dE ≥

∫
I

1

2π
dE =⇒ |I| ≤ 2π

n
. (1.11)

Isso demonstra o item a). Para demonstrar o item b), é suficiente mostrar que para todo E em

uma banda vale a relação b̂(E) ≥ C
4πn . Com efeito, note que

B(E)(fk(ω))A
(E,f,Vω)
k (ω)A(E,f,Vω)

n (ω)A
(E,f,Vω)
k

−1
B(E)(fk(ω))

−1

= B(E)(fk(ω))A(E,f,Vω)
n (fk(ω))B(E)(fk(ω))

−1 ∈ SO(2,R)

Assim, B(E)(fk(ω))A
(E,f,Vω)
k (ω) conjuga A

(E,f,Vω)
n (ω) a uma rotação, e portanto, coincide

com RB(E) para algum R ∈ SO(2,R). Assim,

C ≤ ∥A(E,f,Vω)
k (ω)∥ = ∥B(E)(fk(ω))

−1
RB(E)∥ =⇒ ∥A(E,f,Vω)

k (ω)∥ ≤ ∥B(E)(fk(ω))
−1∥∥B(E)∥

Então, existe ν ∈ X tal que C ≤ ∥B(E)(ν)∥ ≤ b(E)(ν). Logo,

b̂(E) =
1

4πn

n−1∑
i=1

b(E)(f i(ω)) ≥ C

4πn
, (1.12)

e portanto,

1 =

∫
R
b̂(E)dE ≥

∫
σ(HVω )

C

4πn
dE (1.13)

Consequentemente,

1 ≥ C

4πn
|σ(HVω)| =⇒ |σ(HVω)| ≤

C

4πn
. (1.14)

Isso conclui a demonstração.

Uma outra importante consequência da periodicidade é a existência de uma decomposição em

integral direta do operador. Seguindo [12], apresentá-la-emos. Conforme vimos anteriormente,
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podemos tratar E ∈ σ(H) como uma função de k ∈
[
0, πp

)
. Pelo item (a) da Proposição 1.3.3,

a associação k 7→ E é bijetiva. Além disso, se consideramos energias no interior da banda, isto

é, ∆(E) ∈ (−2, 2) ou k ∈
(
0, πp

)
, então existem soluções linearmente independentes, φ±(E), de

1.3 que satisfazem as identidades

φ±
n+lp(E) = e±ilkpφ±

n (E).

Podemos normalizar tais soluções tomando φ±
0 > 0 e

p−1∑
j=0

|φ±
j (E)|2 = 1.

Após a normalização, obtemos

φ−(E) = φ+(E). (1.15)

Agora, para u = {un}n∈Z de suporte finito, definimos

û±(E) =
∑
n∈Z

φ±
n (E)un.

Também definimos em σ(H) a medida dρ pela lei

dρ =
1

π

∣∣∣∣ dkdE (E)

∣∣∣∣ dE. (1.16)

Dáı, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.3.4. A função u 7→ û se estende a um operador unitário de ℓ2(Z) a

L2(σ(H), dρ,C2).

A sua inversa é dada por

(f̌)n =
1

2

∫
σ(H)

[φ+(E)f+(E) + φ−
n (E) + f−(E)]dρ(E).

Além disso, temos que

Ĥu
±
(E) = Eû±(E). (1.17)

Demonstração. Vide [14]

A proposição anterior nos mostra que H possui espectro puramente absolutamente cont́ınuo.

Mais especificamente, a medida espectral associada ao operador H com potencial periódico Vω



26

e à função u ∈ ℓ2(Z) de suporte finito é dada por

dµVω ,u(E) = gVω ,u(E)dE, (1.18)

com densidade

gVω ,u(E) =
1

2π
(|û+(E)|2 + |û−(E)|2)

∣∣∣∣ dkdE (E)

∣∣∣∣ (1.19)

para E ∈ σ(H).

Lema 1.3.3. Para todo t ∈ (1, 2), existe uma constante D = D(∥Vω∥∞, p, t) tal que∫
σ(H)

∣∣∣∣ dkdE (E)

∣∣∣∣t ≤ D. (1.20)

Demonstração. Pelo item (c) da Proposição 1.3.3 e pela regra da cadeia,

0 = ∆′(E)− 2k sin(kp)
dk

dE
=⇒ dk

dE
=

∆′(E)

2k sin(kp)
.

Como ∆′(E) é finita no espectro (tal função é cont́ınua no espectro, um subconjunto compacto

da reta), existe uma constante C > 0 tal que ∥∆′(E)∥ ≤ C. Sendo assim,

∫
σ(H)

∣∣∣∣ dkdE (E)

∣∣∣∣t dE =

∫
σ(H)

∣∣∣∣ ∆′(E)

2k sin(kp)

∣∣∣∣t dE ≲
∫ π

p

0

∣∣∣∣ 1

2k sin(kp)

∣∣∣∣t dE ≲
∫ π

p

0
|sin (kp)|1−t dk.

Sendo a última integral finita, o resultado se segue.

Lema 1.3.4. Seja u ∈ ℓ2(Z) uma sequência de suporte finito. Então, para todo t ∈ (1, 2), existe

uma constante Q = Q(∥Vω∥∞, p, u, t) tal que∫
σ(H)

|gVω ,u(E)|tdE ≤ Q. (1.21)

Demonstração. Como por hipótese u tem suporte finito, segue-se que existe uma constante

M =M(p,u) tal que ∥u∥∞ ≤M e |ûpm|2 ≤M. Assim,

∫
σ(H)

|gVω ,u|tdE =

∫
σ(H)

[
1

2π
(|û+(E)|2 + |û−|2)

∣∣∣∣ dkdE (E)

∣∣∣∣] dE ≤
(
M

π

)t

dE.

Usando o Lema 1.3.3, obtemos ∫
σ(H)

|gVω ,u|tdE ≤
(
M

π

)t

D.

Tomando Q =
(
M
π

)t
D, o resultado se segue.
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Apresentaremos agora um resultado da teoria da medida, cuja demonstração se baseia em

[16] e nos ajudará na construção de um dos teoremas centrais da dissertação.

Lema 1.3.5. Sejam (X,µ) um espaço de medida finita, r > 1 e fn ∈ Lr(µ), com sup ∥fn∥r <∞.

Suponha que fn → f pontualmente em quase toda parte. Então, ∥fn−f∥p → 0 para todo p < r.

Demonstração. Sem perda de generalidade, tomemos f = 0. Fixe M > 0 tal que ∥fn∥r ≤ M e

defina

gn(ω) =

{
fn(ω), se |fn(ω)| ≤M

0, caso contrário.

Dáı, pelo teorema da convergência dominada, temos que ∥gn∥p → 0 (já que (∥gn∥p ≦Mµ(X)1/p),

e portanto

∥fn − gn∥pp ≦
∫
|fn|>M

|fn(ω)|pdω ≦Mp−r∥fn∥rr.

Logo, ∥fn − gn∥p pode ser feito arbitrariamente pequeno ao se tomar n suficientemente

grande.

Eis aqui uma aplicação direta do lema anterior.

Lema 1.3.6. Seja u ∈ ℓ2(Z) uma sequência de suporte finito e sejam V
(n)
ω , Vω : Z → R potenciais

de peŕıodo p tais que ∥V (n)
ω − Vω∥∞ → 0 quando n→ ∞. Então, para cada t ∈ (1, 2), vale

lim
n→0

∫
R
|g

V
(n)
ω ,u

(E)− gVω ,u|tdE = 0. (1.22)

Demonstração. Já que por hipótese limn→∞ ∥V (n)
ω − Vω∥∞, para cada k, l ∈ N, as matrizes

(A
(E,f,V

(n)
ω )

l )k convergem, em norma, para (A
(E,f,Vω)
l )k, bem como os discriminantes e os

autovetores associados. Sendo assim, pela definição de g
V

(n)
ω ,u

(E) e gVω ,u, temos a convergência

pontual destas funções. Dáı, pelo Lema 1.3.4, supn
∫
R |g

V
(n)
ω ,u

|tdE <∞ (basta tomar g
V

(n)
ω ,u

= 0

para E /∈ σ(H
V

(n)
ω

)). Reunindo as informações anteriores, podemos usar o Lema 1.3.5 e concluir

que

lim
n→0

∫
R
|g

V
(n)
ω ,u

(E)− gVω ,u|tdE = 0.

Também podemos dizer algo sobre a convergência de potenciais através do seguinte lema.

Lema 1.3.7. Seja V
(n)
ω ∈ C0(X,R) uma sequência convergindo uniformemente para Vω ∈

C0(X,R). Então, L(E, f, V (n)
ω ) → L(E, f, Vω) em L1

loc(µ).
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Demonstração. Vamos listar algumas consequências da hipótese de convergência uniforme da

sequência V
(n)
ω para Vω.

i) ∀ϵ > 0 existe n ≥ n0 tal que ∥V (n)
ω − Vω∥ < ϵ;

ii) existe C > 0 tal que para todo n ∈ N, ∥V (n)
ω ∥ ≤ C.

Por i), tem-se a convergência pontual A
(E,f,V

(n)
ω )

n0 → A
(E,f,Vω)
n0 . Segue-se agora por convergência

dominada que

lim
k→∞

L(E, V (k)
ω ) = lim

k→∞
lim
n→∞

1

n

∫
ln (∥A(E,V

(k)
ω )

n ∥)dE

= lim
n→∞

1

n
lim
k→∞

∫
ln (∥A(E,V

(k)
ω )

n ∥)dE

= lim
n→∞

1

n

∫
ln (∥A(E,V

(k)
ω )

n ∥)dE

= L(E, Vω).

Por ii), os expoentes de Lyapunov são positivos fora de I = [−2−C, 2+C] para cada n ∈ N
(já que σ(H

V
(n)
ω

) ⊂ I) e também pela Proposição 1.3.2 . Sendo assim, limitaremos nossa atenção

a este intervalo. Considere U ⊂ R uma região limitada por um triângulo equilátero T com lados

I, J,K. Considere uma aplicação conforme φ do disco unitário centrado na origem para U. Pela

fórmula de Schwarz-Christoffel (ver [24]),

φ−1(z) = k
3∏

j=1

(
1− z

zj

)− 2
3

;

cada zi é a imagem inversa de um dos vértices de T por φ. As funções L(E, V
(n)
ω ) ◦ φ são

harmônicas e limitadas no disco unitário centrado na origem. Disso resulta (vide [17])

L(φ(0), V (n)
ω ) =

1

2π

∫ 2π

0
L(φ(eiθ), V (n)

ω )dθ (1.23)

(um resultado equivalente se segue para L(φ(0), Vω)). Como L(φ(0), V
(n)
ω ) → L(φ(0), Vω) (pela

convergência pontual), inferimos de (1.23) que

1

2π

∫ 2π

0
[L(φ(eiθ), V (n)

ω )− L(φ(eiθ), Vω)]dθ → 0. (1.24)

Por convergência dominada, segundo [2], as integrais ao longo de J e K vão a zero

individualmente (já que em J e K, há convergência pontual de L(φ(eiθ), V
(n)
ω ) para

L(φ(eiθ), Vω)). Portanto, fazendo uma mudança de variáveis, obtém-se∫
I
[L(E, V (n)

ω )− L(E, Vω)]g(E)dE → 0, (1.25)
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com g(E) = φ′(φ−1(E))−1 (com efeito, seja E = φ(eiθ); dáı, eiθ = φ−1(E), dE = φ′(eiθ)ieiθdθ,

e portanto dθ = φ′(φ−1(E))−1dE; defina g(E) = φ′(φ−1(E))−1).

Pela definição de φ, g se anula nos vértices de I mas é não-nula no interior de I. Segue-se

dessa observação e de (1.25) que para todo K ⊂ int(I),∫
K
|L(E, V (n)

ω )− L(E, Vω)|dE → 0, (1.26)

o que encerra a demonstração.

Faremos uma importante observação que nos fornece além de um resultado, uma notação

que será utilizada no decorrer da dissertação.

Observação 1.3.3. Sendo X um grupo de Cantor, existe uma sequência decrescente de

subgrupos de Cantor Xk ⊂ X tal que ind(Xk) = nk e ∩k∈NXn = {0}. Sendo assim, para

cada k ∈ N, podemos tomar por Pk o conjunto de potenciais de peŕıodo nk definidos em X/Xk.

Note que esses conjuntos Pks são não-vazios, pois dado Vω ∈ C0(X,R) periódico, pela densidade

do conjunto dos potenciais periódicos em C0(X,R) (ver Observação 1.3.1), existe k ∈ N tal que

Vω ∈ Pk.

Por fim, gostaŕıamos de apresentar a definição usual de operadores de Schrödinger limit-

periodic:

Definição 1.3.3. Seja H = −∆+V um operador de Schrödinger discreto e limitado. Dizemos

que H é limit-periodic se existir uma sequência de potenciais periódicos (Vn)n∈N tal que V é o

limite uniforme de (Vn)n ∈ N.

Esta definição é a mais intuitiva e usual (vide [9]), e é com base nesta que as demonstrações

dos teoremas centrais deste trabalho são feitas.
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Caṕıtulo 2

Propriedades espectrais de

operadores de Schrödinger

limit-periodic

Esse caṕıtulo contém o cerne do trabalho. Mais especificamente, aqui serão apresentados e

demonstrados os teoremas que nos dão algumas informações importantes sobre o espectro da

classe de operadores que definimos em 1.4. Mais precisamente, apresentaremos as demonstrações

dos Teoremas 0.0.1, 0.0.2, 0.0.4, 2.4.1 e 0.0.3.

Faremos, a seguir, algumas rápidas observações quanto à notação e a algumas propriedades

que serão utilizadas.

Para n ≥ 1, denotaremos por A
(E,Vω)
n (ω) = A

(E,f,Vω)
n (ω) a matriz de transferência no śıtio n,

associada ao potencial Vω em X. Também denotaremos por A
(E,Vω)
n = A

(E,Vω)
n (0). O espectro

do operador associado ao potencial Vω será denotado por σ(HVω). W denotará famı́lias finitas

de potenciais periódicos e #W denotará a sua cardinalidade, levando em consideração o maior

número de elementos distintos de W. E mais,

L(E,W ) :=
1

#W

∑
Vω∈W

L(E, Vω) (2.1)

denotará o expoente de Lyapunov da famı́liaW . Feitas as considerações iniciais, apresentaremos

alguns lemas importantes para a demonstração do Teorema 0.0.1.
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2.1 Ausência de espectro absolutamente cont́ınuo em um

conjunto denso de operadores

Antes de discutirmos os detalhes da demonstração do Teorema 0.0.1, apresentaremos alguns

lemas que nos auxiliarão nesta tarefa.

Lema 2.1.1. Sejam B uma bola aberta em C0(X,R), W ⊂ P ∩ B uma famı́lia finita de

potenciais, e M ≥ 1. Então, existe uma sequência Wn ⊂ P ∩B tal que

i) para todos M−1 ≤ |λ| ≤M e E ∈ R, L(E, λWn) > 0;

ii) L(E, λWn) → L(E, λW ) uniformemente em compactos (como funções de (E, λ) ∈ R2).

Demonstração. Seja k ∈ N tal que W ⊂ Pk, com Pk como na Observação 1.3.3. Para cada

K > k, pela continuidade do expoente de Lyapunov (vide Observação 1.3.2), existe N1(K) > 0

tal que se |E|, |λ| ≤ K e se Vω ∈ W , V ′
ω ∈ PK forem tais que ∥V − V ′∥∞ < 2nk+1

N1(K) , então

|L(E, λV )− L(E, λV ′
ω)| < K−1.

Dados Vω ∈W, 1 ≤ j ≤ 2nk + 1, definamos V K,j
ω ∈ PK por

V K,j
ω =

 Vω(i), 0 ≤ i ≤ nK − 2,

Vω(nK − 1) +
j

N1(K)
, nK − 1

(2.2)

(o que de fato define V K,j
ω ∈ PK unicamente, pela periodicidade de Vω).

Afirmação 2.1.1. Para todos λ ̸= 0,K > k, existe 1 ≤ j ≤ 2nk + 1 tal que σ(H
λV K,j

ω
) possui

exatamente nK componentes.

Demonstração. Suponha, por contradição, que para todo 1 ≤ j ≤ 2nk+1, σ(H
λV K,j

ω
) não possui

exatamente nK componentes. Então, existe Ej tal que Ej ∈ σ(H
λV K,j

ω
) e Ej está na fronteira

de duas bandas; portanto, A
Ej ,λV

K,j
ω

nK = ±I (vide Proposição 1.3.2). Dáı, pela Observação C.4.1,

segue-se que

A
Ej ,λVω
nK = SλVω

nK−1A
Ej ,λVω

nK−1 = SλVω
nK−1A

Ej ,λV
K,j
ω

nK−1 = SλVω
nK−1

(
SλV K,j

ω
nK−1

)−1
AE−j,λV K,j

ω
nK

= SλVω
nK−1

(
SλV K,j

ω
nK−1

)−1
.

Usando a definição de matriz de transferência (vide equação 1.4), temos que

A
Ej ,λVω
nK =

(
1 λj

N1(K)

0 1

)
;
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no entanto, como Vω é nk−periódica (vide Observação C.4.3),

A
Ej ,λVω
nK =

(
1 λjnk

nKN1(K)

0 1

)
.

Isso implica A
Ej ,λVω
nK ̸= A

E′
j ,λVω

nK para j ̸= j′, e portanto Ej ̸= Ej′ para j ̸= j′. Tal resultado

contradiz o fato de que devem existir no máximo 2nk valores tais que tr(A) = ±2. Portanto,

existe 1 ≤ j ≤ 2nk + 1 tal que σ(λV K,j
ω ) possui nK componentes.

Sendo assim, pela afirmação anterior e por compacidade, existe δ = δ(W,K,M) > 0 de modo

que para Vω ∈ W e M−1 ≤ |λ| ≤ M, existe 1 ≤ j = j(K,λ, Vω) para o qual σ(H
λV K,j

ω
) possui

nK componentes e a medida da menor lacuna (entre as bandas espectrais) é maior ou igual a δ.

Seja N2(K) ∈ N tal que N2(K) > |λ|4πMδnK
.

Para 0 ≤ l ≤ N2(K) e V K,j
ω como em 2.2, definamos V K,j,l

ω pela lei V K,j,l
ω = V K,j

ω + 4πMl
nKN2(K) .

Afirmação 2.1.2. Para cada M−1 ≤ |λ| ≤M , Vω ∈W e K > k,

⋂
0≤l≤N2(K)

σ(H
λV K,j,l

ω
) = ∅.

Demonstração. Lembremos que cada componente conexa de σ(H
λV K,j

ω
) tem medida no máximo

2π
nK

(vide Lema 1.3.2). Como N2(K) > |λ|4πMδnK
, para todo E ∈ σ(H

λV K,j
ω

) existe 0 ≤ l ≤ N2(K)

tal que E−λV K,j
ω + 4πMl

nKN2(K) /∈ σ(H
λV K,j

ω
) (vide Observação C.4.1), isto é, E /∈ σ(H

λV K,j,l
ω

). Isso

demonstra o resultado.

Seja WK a famı́lia obtida pela coleção de V K,j,l
ω para diferentes Vω ∈ W , 1 ≤ j ≤ 2nk + 1

e 0 ≤ l ≤ N2(K). Pela Afirmação 2.1.2, para todos M−1 ≤ |λ| ≤ M e E ∈ R, L(E, λWK) > 0

(vide Proposição 1.3.2).

Para finalizarmos, é suficiente mostrar que

lim
n→∞

max
1≤j≤2nk+1

max
0≤l≤N2(K)

|L(E, λV K,j,l
ω )− L(E, λVω)| = 0,

uniformemente em compactos (E, λ) ∈ R2. Agora, observe que

|L(E, λV K,j,l
ω )− L(E, λVω)| ≤ |L(E, λV K,j,l

ω )− L(E − λ
4πMl

nKN2(K)
, λVω)|

+ |L(E − λ
4πMl

nKN2(K)
, λVω)− L(E, λ)|

≤ |L(E − λ
4πMl

nKN2(K)
, λV K,j

ω )− L(E − λ
4πMl

nKN2(K)
, λVω)|

+ |L(E − λ
4πMl

nKN2(K)
, λVω)− L(E, λ)|; (2.3)
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a primeira parcela do membro direito da segunda desigualdade é menor do que K−1, já que

K ≥ |E|+ 4πM2 (ver Observação C.4.2), enquanto que

|L(E − λ
4πMl

nKN2(K)
, λVω)− L(E, λ)| ≤ max

Vω∈W
sup

|t|≤ 4πM2

nK

|L(E + t, λVω)− L(E, λVω)|,

o qual converge para zero uniformemente em compactos (E, λ) ∈ R2 quando K → ∞ (pela

continuidade dos expoentes de Lyapunov para potenciais periódicos; vide Observação 1.3.2).

Isso encerra a demonstração.

Lema 2.1.2. Sejam B uma bola aberta em C0(X,R) e W ⊂ P ∩ B uma famı́lia finita de

potenciais periódicos. Então, para todo K suficientemente grande, existe WK ⊂ PK ∩B tal que

I) L(E, λWK) → L(E, λW ) uniformemente em compactos (como função de (E, λ) ∈ R2);

II) O diâmetro de WK é no máximo n−10
K ;

III) Para todo λ ∈ R, se infE∈R L(E, λW ) ≥ δ#Wnk, então para todo Vω ∈ WK , a medida de

Lebesgue de σ(HλVω) é no máximo e
−δnK

2 .

Demonstração. Assuma que W ⊂ Pk, com nk ≥ 2, e seja K > k grande. Ordene os elementos

V 1
ω , V

2
ω , . . . , V

m
ω de W e faça r =

⌈
nK
mnk

⌉
(isto é, a parte inteira de nK

mnk
).

Iniciaremos a construção da sequência desejada. Seja Vω ∈ PK ; é suficiente definir Vω(l)

apenas para 0 ≤ l ≤ nK − 1. Sejam Ij = [jnk, (j + 1)nk − 1] ⊂ Z e 0 = j0 < j1 < . . . < jm−1 <

jm =
⌈
nK
nk

⌉
uma sequência tal que ji+1 − ji − r ∈ {0, 1}. Dado 0 ≤ l ≤ nK − 1, sejam j tal que

l ∈ IJ , i tal que ji−1 ≤ j < ji, e faça Vω(l) = V i
ω(l).

Para qualquer sequência t = (t1, . . . , tm) com ti ∈ {0, · · · , r − 1}, seja V t
ω ∈ PK o potencial

definido pela seguinte lei: para 0 ≤ l ≤ nk − 1 e j tal que l ∈ Ij , se j = ji − 1 para algum

1 ≤ i ≤ m, faça V t
ω(l) = Vω(l) + r−20ti; caso contrário, faça V t

ω(l) = Vω(l).

Seja WK a famı́lia consistindo de todos os V t
ωs. Disso, II) segue para K suficientemente

grande (vide Lema C.4.2). Mostraremos também que L(E, λWK) → L(E, λW ) uniformemente

em compactos, mas para tanto é suficiente nos restringirmos a subconjuntos de (E, λ) ∈
R × (R − {0}), uma vez que ∥λVω∥ → 0 implica L(E, λVω) − L(E, 0) → 0 uniformemente

(pela continuidade dos expoentes de Lyapunov e pela referida restrição a compactos).

Para E e λ fixados, escrevemos

AE,λV t
ω

nK
= C(tm,m)B(m) · · ·C(t1,1)B(1), (2.4)

em que C(ti,i) = A
(E−λr−20ti),λV i

ω
nk e B(i) =

(
A

(E,λV i
ω)

nk

)ji−ji−1−1
. Note que para E e λ pertencentes

a um compacto de R2, as normas das matrizes do tipo C(ti,i) continuam limitadas ao passo que
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r cresce, enquanto que normas das matrizes do tipo B(i) podem crescer.

Tomemos c > 0 tal que (ln ln r)−m ≤ c ≤ (ln ln ln r)m

(ln ln r)m , de modo que se ∥B(i)∥ < ecr, então

∥B(i)∥ < e(ln ln ln r)−1cr < e(ln ln ln r)−1cnK (note que tal c existe para r suficientemente grande; com

efeito, a união dosm intervalos (ln ln ∥B(i)∥−ln r, ln ln ∥B(i)∥−ln r+ln ln ln ln r], 1 ≤ i ≤ m, deve

omitir ao menos um ponto em [−m ln ln ln r,−m ln ln ln r+m ln ln ln ln r], para r suficientemente

grande, o qual pode ser tomado como ln c).

Definição 2.1.1. Chamamos i de “bom”se

B(i) ≥ ecr.

Afirmação 2.1.3. Se não existe i bom, então L(E, λW ) ≤ cr
r−1 e L(E, λWK) ≤ crm

nK
+ O(1r ).

Em particular, L(E, λWK) e L(E, λW ) estão próximos.

Demonstração. Primeiramente, vamos verificar que é verdadeira a desigualdade L(E, λWK) ≤
crm
nK

+ O(1r ). Com efeito, pelo algoritmo de Euclides, existem inteiros q ≥ 0 e 0 ≤ s ≤ nK − 1

tais que n = qnK + s. Sendo assim, n → ∞ =⇒ q → ∞, e consequentemente,

A
(E,V t

ω)
n = AqnK+s = As

(
A

(E,V t
ω)

nK

)q
, pela periodicidade de V t

ω, em que As := SqnK+s−1 · · ·SqnK .

Logo,

L(E, λV t
ω) = lim

q→∞

1

qnK + s
ln ∥AqnK+s∥ ≤ lim

q→∞

1

qnK + s

{
ln ∥As∥+ ln ∥

(
A(E,V t

ω)
nK

)
∥q
}
.

Usando 2.4,

L(E, λV t
ω) ≤ lim

q→∞

1

qnK + s

{
ln ∥As∥+ ln

(
m∏
i=1

∥C(ti,i)∥q∥B(i)∥q
)}

= lim
q→∞

{
1

qnK + s
ln ∥As∥+

1

qnK + s
q

m∑
i=1

ln ∥B(i)∥+ 1

qnK + s
q

m∑
i=1

ln ∥C(ti,i)∥

}

Por L’Hospital e por ∥As∥ ser limitada, obtemos

L(E, λV t
ω) ≤

∑m
i=1 ln ∥B(i)∥

nK
+

∑m
i=1 ln ∥C(ti,i)∥

nK

Por hipótese, não existe i bom e nK > r. Assim,

L(E, λV t
ω) ≤

crm

nK
+O

(
1

r

)
. (2.5)

Sendo L(E, λWK) =
1

#(λWK)

∑
λV t

ω∈λWK
L(E, λV t

ω), temos

L(E, λWK) ≤ 1

#(λWK)

∑
λV t

ω∈λWK

{
crm

nK
+O

(
1

r

)}
=

1

nK
nK ·

{
crm

nK
+O

(
1

r

)}
.



35

Logo,

L(E, λWK) ≤ crm

nK
+O

(
1

r

)
. (2.6)

Agora, mostremos que L(E, λW ) ≤ cr
r−1 . Com efeito, existem inteiros q ≥ 0 e 0 ≤ s ≤ nk−1

tais que n = nkq+s. Além disso, q → ∞ quando n→ ∞. Um outro ponto a ser observado é que

B(i) =
(
A

(E,λV i
ω)

nk

)ji−ji−1−1
, e pela definição da sequência (ji), segue-se que B

(i) =
(
A

(E,λV i
ω)

nk

)r−1

ou B(i) =
(
A

(E,λV i
ω)

nk

)r
. Analisemos, agora, as seguintes situações:

i) r − 1 ̸= 0 e B(i) =
(
A

(E,λV i
ω)

nk

)r−1
. Dáı,

L(E, V i
ω) ≤ lim

q→∞

1

nkq + s

{
ln ∥As∥+ ln ∥A(E,λV i

ω)
nk

∥q
}

= lim
q→∞

1

nkq + s

{
ln ∥As∥+ ln ∥(B(i))

1
r−1 ∥q

}
≤ lim

q→∞

{
1

nkq + s
ln ∥As∥+

1

nkq + s
· q

r − 1
ln ∥B(i)∥

}
=

q

nk(r − 1)
ln ∥B(i)∥ < cr

r − 1
. (2.7)

ii) r ̸= 0; procedendo como no caso anterior, obtemos

L(E, λV i
ω) ≤ lim

q→∞

1

nkq + s

{
ln ∥As∥+ ln ∥(B(i))

1
r ∥q
}

≤ lim
q→∞

{
1

nkq + s
ln ∥As∥+

1

nkq + s
· q
r
ln ∥B(i)∥

}
=

1

rnk
ln ∥B(i)∥ < cr

r − 1
. (2.8)

Por fim, mostremos que limr→∞ |L(E, λWK) − L(E, λW )| = 0. Com efeito, considerando

que c = o(1), obtemos

|L(E, λWK)− L(E, λW )| =
∣∣∣∣crmnK +O

(
1

r

)
− cr

r − 1

∣∣∣∣
≤ c ·

∣∣∣∣rmnK − r

r − 1
+O

(
1

r

)∣∣∣∣
< c ·

∣∣∣∣ rmr − 1
− r

r − 1
+O

(
1

r

)∣∣∣∣ ,
a qual tende a zero quando r → ∞.

Assim, podemos assumir que existe ao menos um i bom. Denotemos os posśıveis is bons por

i1 < . . . < id. Escrevamos A(E,λV t
ω)(0) = Ĉ(d)B̂(d) · · · Ĉ(1)B̂(1) onde para 1 ≤ j ≤ d, tem-se que

Ĉ(j) = C(tij ,ij) e B̂(j) = B(ij)D(j), com D(j) = C(ij−1,tij−1)B(ij−1) · · ·C(ij−1+1,tij−1+1).



36

Pela escolha de c, temos que ∥D(j)∥ ≤ e
cr
2 para r grande, e assim

∥B(ij)∥ = ∥B̂(j)(D(j))−1∥ ≤ ∥B̂(j)∥∥(D(j))−1∥ =
∥B̂(j)∥
∥D(j)∥

;

dáı,

∥B̂(j)∥ ≥ ∥B(ij)∥
∥D(j)∥

≥ ecr/2. (2.9)

Afirmação 2.1.4. Quando r cresce,

1

nK

d∑
j=1

ln ∥B̂(j)∥ → L(E, λVω) (2.10)

uniformemente em compactos de E e λ.

Demonstração. Primeiramente, note que

∣∣∣∣∣∣ 1

nK

 d∑
j=1

ln ∥B̂j∥ −
m∑
i=1

ln ∥B(i)∥

∣∣∣∣∣∣ = 1

nK

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

[ln ∥B(ij)∥+ ln ∥D(j)∥]−
m∑
i=1

ln ∥B(i)∥

∣∣∣∣∣
(2.11)

Usando a definição da matriz D(j), (2.11) fica

=
1

nK

∣∣∣∣∣∣
d∑

j=1

[
ln ∥C(tij−1,ij−1)B(ij−1) · · ·C(tij−1

+1,ij−1+1)B(ij−1+1)∥
]
−

m∑
i ̸=ij

ln ∥B(i)∥

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

nK

∣∣∣∣∣∣
d∑

j=1

ln ∥C(tij−1,ij−1)∥ · · · ∥C(tij−1
+1,ij−1+1)∥+

d∑
j=1

ln ∥B(ij−1)∥ · · · ∥B(ij−1+1)∥ −
m∑

i ̸=ij

ln ∥B(i)∥

∣∣∣∣∣∣
=

1

nK

d∑
j=1

(
ln ∥C(tij−1,ij−1)∥+ · · ·+ ln ∥C(tij−1

+1,ij−1+1)∥
)
. (2.12)

Sendo, para cada i, C(ti,i) uma matriz limitada (como função de r), existe uma constante g tal

que

1

nK

d∑
j=1

(
ln ∥C(tij−1,ij−1)∥+ · · ·+ ln ∥C(tij−1

+1,ij−1+1)∥
)
≤ 1

nK

d∑
i=1

gd =
gd

nK
→ 0 (2.13)

para r grande.
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Logo, mostrar (2.10) é equivalente a mostrar que

1

nK

m∑
i=1

ln ∥B(i)∥ → L(E, λW ) (2.14)

uniformemente. No entanto, sendo r =
[

nK
mnk

]
, podemos escrever

1

(r + 1)mnK
<

1

nK
≤ 1

rmnk
=

1

(ji − ji−1 − 1)
· 1

mnk
.

Portanto, mostrar (2.14) é equivalente a mostrar que

1

m

m∑
i=1

1

nk(ji − ji−1 − 1)
ln ∥B(i)∥ → L(E, λW ) (2.15)

uniformemente, e para tanto, é suficiente mostrar que

1

nk(ji − ji−1 − 1)
ln ∥B(i)∥ → L(E, λV i

ω) (2.16)

uniformemente.

No entanto, B(i) é simplesmente o (ji−ji−1−1)-ésimo iterado de A
(E,λV i

ω)
nk , cujo raio espectral

é exatamente a exponencial de nk L(E, λV
i
ω). Mais precisamente, temos

1

nk(ji − ji−1 − 1)
ln ∥Bi∥ =

1

nk
ln ∥(Ank

)ji−ji−1−1∥
1

ji−ji−1−1 ,

e pelas Proposições A.3.1 e como o raio espectral da matriz A
(E,λV t

ω)
nk é a exponencial de

nkL(E, λVω)., obtemos

exp

(
1

nk
ln ∥(Ank

)ji−ji−1−1∥
1

ji−ji−1−1

)
= ∥(Ank

)ji−ji−1−1∥
1
nk → eL(E,λV i). (2.17)

Isso encerra a demonstração da afirmação.

Afirmação 2.1.5. Para todo t vale a desigualdade

L(E, λV t
ω) ≤

1

nk

d∑
j=1

ln ∥B̂(j)∥+O

(
1

r

)
(2.18)

Demonstração. De fato,

L(E, λV t
ω) ≤ L(E, λWK) ≤ 1

nk

m∑
i=1

ln ∥B(i)∥+O

(
1

r

)
≤ 1

nk

d∑
j=1

ln ∥B̂(j)∥+O

(
1

r

)
.
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A partir de agora, vamos nos preocupar em limitar inferiormente L(E, λV t
ω) não para todo

t, mas para a maior parte deles.

Sejam sj a direção mais contráıda de B̂(j) e uj a imagem, por B̂(j), de sua direção mais

expandida. Diremos que t é j−bom, para 1 ≤ j ≤ d, se o valor absoluto do ângulo relativo entre

Ĉ(j)uj e sj+1 é pelo menos r−70 (convencionaremos j + 1 = 1 caso j = d).

Afirmação 2.1.6. Seja r suficientemente grande e t j−bom. Se z é um vetor não-nulo fazendo

um ângulo pelo menos r−80 com sj , então z
′ = Ĉ(j)B̂(j)z faz um ângulo pelos menos r−80 com

sj+1 e ∥z′∥ ≥ ∥B̂(j)∥r−100∥z∥.

Demonstração. Consideremos, sem perda de generalidade, que o sistema {ũj , sj} é ortonormal,

com ũj definido de modo que B̂(j)ũj = uj . Sejam 0 ≤ θ ≤ π
2 o ângulo entre z e sj , e

0 ≤ θ′ ≤ π
2 o ângulo entre z′′ = B̂(j)z e uj . Com respeito a esse sistema ortonormal, temos

que z = cos (θ)∥z∥sj + sin (θ)∥z∥ũj . Dáı,

z′′ = B̂(j)z = cos (θ)∥z∥B̂(j)sj + sin (θ)∥z∥B̂(j)ũj = cos (θ)∥z∥∥B̂(j)∥−1sj + sin (θ)∥z∥B̂(j)uj .

Consequentemente, a projeção de z′′ sobre uj tem norma ∥z∥∥B̂(j)∥ sin (θ) (já que B̂(j)ũj =

∥B̂(j)∥ũj). Note que, pela definição de z′′,

z′′ = (Ĉ(j))
−1

cos (θ)∥z∥∥B̂(j)∥−1sj + (Ĉ(j))
−1

sin (θ)∥z∥∥B̂(j)∥uj

Assim, como z faz um ângulo de pelo menos r−80 com sj , temos que

∥z′′∥ ≥ ∥Ĉ(j)∥−1| sin (θ)|∥z∥∥B̂(j)∥

≥ ∥Ĉ(j)∥−1
∣∣∣∣θ − θ3

3!

∣∣∣∣ ∥z∥∥B̂(j)∥

≥ ∥Ĉ(j)∥−1
r−81∥z∥∥B̂(j)∥

para r suficientemente grande. De z′′ = (Ĉ(j))
−1
z′ e ∥Ĉ(j)∥−1

ser limitada como uma função de

r, tem-se que ∥z′′∥∥Ĉ(j)∥ ≤ ∥z′∥. Portanto,

∥z′∥ ≥ ∥B̂(j)∥r−100∥z∥.

Por outro lado, dos itens iii) e v) da Observação C.4.4, tan θ tan θ′ = ∥B̂(j)∥−2. Como

∥B̂(j)∥ ≥ e
cr
2 ≥ r400 para r grande, segue-se que θ′ < r−100. A limitação de Ĉ(j) novamente

implica que o ângulo entre z′ e Ĉ(j)uj é no máximo r−90. Como t é j-bom, z′ faz um ângulo de

pelo menos r−80 com sj+1.

Se t é muito bom, no sentido de que ele é j-bom para todo 1 ≤ j ≤ d, então se z é um

vetor não-nulo fazendo um ângulo de pelo menos r−80 com s1, segue-se do Lema 2.1.1 que
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z′ = A
(E,λV t

ω)
nk z também faz um ângulo de pelo menos r−80 com s1.

Além disso, ∥z′∥
∥z∥ ≥

∏d
j=1 r

−100∥B̂(j)∥. Por (2.10) e (2.18), segue-se que L(E, λV t
ω) −

L(E, λVω) → 0 quando r cresce para t muito bom.

Para concluir a estimativa do expoente de Lyapunov, é suficiente mostrar que a maioria dos

ts são muito bons, no sentido de que para todo ϵ > 0 e para todo r suficientemente grande,

o conjunto t ∈ {0, · · · , r − 1}m dos ts não muito bons tem no máximo ϵrm elementos. Uma

estimativa precisa é apresentada a seguir.

Afirmação 2.1.7. Para r suficientemente grande, o conjunto dos ts que não são muito bons

possui, no máximo, mrm−1 elementos.

Demonstração. Mostraremos que para todo 1 ≤ j ≤ d, se para todo 1 ≤ k ≤ m, com

k ̸= ij , escolhemos tk ∈ {0, · · · , tm}, então existe no máximo um tij ∈ {0, · · · , r − 1} tal que

t = (t1, · · · , tm) não é j-bom. Assim, o conjunto formado pelos ts que não são j-bons tem no

máximo rm−1 elementos, e assim a afirmação se segue.

Fixemos tk para 1 ≤ k ≤ m, com k ̸= ij . Com isso, ambos uj e sj+1 ficam determinados,

mas Ĉ(j) = C(tij ,ij) = A
(E−λr−20,λV

ij
ω )

nk depende de tij .

Como nk ≥ 2, podemos aplicar o Lema 1.3.1 para concluir que para qualquer vetor não-nulo

z ∈ R2, a derivada do argumento do vetor A
(E′,λV

ij
ω )

nk z como uma função de E′ é estritamente

negativa, e portanto, limitada inferiormente por uma constante positiva e superiormente por

uma constante finita, uniformememte em compactos de (E′, λ) ∈ R2 e independentemente de r.

Se r é suficientemente grande, conclúımos que para todo 0 ≤ l ≤ r−2, existe uma rotação Rl

de ângulo θ, com r−21 < θ < r−19, tal que C(l+1,ij)uj = RlC
(l,ij)uj , com uj normalizado (como

a derivada do argumento das matrizes que compoem C(l+1,ij) com respeito a energia é negativa,

a medida que aumentamos o ângulo, a energia diminui. Com isso, sair de um śıtio maior, isto é,

l + 1 para l corresponde à sair de uma energia menor para uma maior, o que poderiamos fazer

através de uma transformação com comportamento análogo a uma rotação.) Disto se segue que

existe um único 0 ≤ tij ≤ r − 1 tal que C(tij ,ij)uj possui um ângulo de, no máximo r−90 com

sj+1, como desejado.

Caso contrário, isto é, caso existissem ti1 e ti2 tais que C(t1,i1)uj e C(ti2 ,i2)uj têm um

ângulo relativo igual a r−90, então pela afirmação anterior, obteŕıamos uma rotação Rl tal

que C(t1,i1)uj = RlC
(ti2 ,i2)uj . Dáı, o ângulo entre RlC

(ti2 ,i2)uj e C
(t1,i1) seria menor do que r−90,

pela ação da rotação, o que contradiz o fato de que C(t1,i1)uj = RlC
(ti2 ,i2)uj .

Resta-nos estimar a medida do espectro. Considerando a matriz A
(E,λV t

ω)
(r−1)nk

((ji−1)nk), (matriz

de transferência associado ao potencial λV t
ω partindo do śıtio (r − 1)nk e chegando ao śıtio

(r − 1)nk) temos que, pelo Lema C.4.1, ∥A(E,λV t
ω)

(r−1) ((ji−1)nk)∥ ≥ eδmnk
2(r−1)nk . Portanto, pelo
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Lema 1.3.2, conclúımos que o espectro tem medida no máximo 4πnke
−δm(r−1)n2

k < e
−δnK

2 para

r suficientemente grande.

Por fim, apresentamos o último resultado necessário à demonstração do Teorema 0.0.1.

Lema 2.1.3. Sejam B ⊂ C0(X,R) uma bola aberta e W ⊂ P ∩ B uma famı́lia finita de

potenciais periódicos. Então, para todo M ≥ 1, existem δ > 0, uma bola aberta B′ com fecho

contido em B e com diâmetro no máximo M−1, e W ′ ⊂ P ∩B′ tais que

I) |L(E, λW ′)− L(E, λW )| < M−1 para |E|, |λ| ≤M ;

II) L(E, λW ′) ≥ δ para E ∈ R e M−1 ≤ |λ| ≤M ;

III) Para todos Vω ∈ B′ e M−1 ≤ |λ| ≤ M , a medida de Lebesgue de σ(HλVω) é no máximo

M−1.

Demonstração. Aplicando o Lema 2.1.1, existe uma sequência Wn ⊂ P ∩ B cujos elementos

satisfazem os itens I) e II). Dáı, de II), podemos escolher n ≥ n0 tal que L(E, λWn) > 0 para

todos E ∈ R e M−1 ≤ |λ| ≤ M ; além disso, |L(E, λWn) − L(E, λW )| < M−1

4 para todos

|E|, |λ| ≤M.

Como L(E, λVω) ≥ 1 se |E| ≥ ∥λVω∥ + 4, (vide Afirmação C.4.2) por continuidade

dos expoentes de Lyapunov para potenciais periódicos, por compacidade e pela observação

anterior, segue-se que para todos E ∈ R e M−1 ≤ |λ| ≤ M , L(E, λWn) > 2δ, em que

δ := min|E|≥||λVω ||+4{L(E, λVω)}.

Aplicando o Lema 2.1.2 paraW =Wn, temos que para todo K suficientemente grande existe

W ′ =WK ⊂ PK ∩B que satisfaz I), II) e III). Sendo assim, existe uma bola B′ ⊂ B que contém

W ′ com diâmetro no máximo n−10
K < M−1, centrada em algum V ′

ω ∈W ′.

Resta-nos demonstrar a última afirmação. Com efeito, note que σ(HλVω) está contido numa

Mn−10
K -vizinhança de σ(HλV ′

ω
), pois pela continuidade do espectro (vide Observação 1.3.2),

d
(
σ(HλV ′

ω
), σ(HλVω)

)
≤ ∥λV ′

ω − λVω∥∞.

Agora, como |λ| ≤M e Vω, V
′
ω ∈W ′,

∥λV ′
ω − λVω∥∞ = |λ|∥V ′

ω − Vω∥∞ ≤M∥V ′
ω − Vω∥∞ < Mn−10

K .

Dáı, d
(
σ(HλV ′

ω
), σ(HλVω)

)
< Mn−10

K . Usando que σ(HλV ′
ω
) possui no máximo nK componentes

conexas e tem medida no máximo, eδ(#WnnK)−1nK/2 (pela Proposição 1.3.2) , o resultado se

segue.
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Demonstração do Teorema 0.0.1 . Sejam B0 ⊂ C0(X,R) uma bola aberta, W ⊂ P ∩ B0 e

ϵ1 > 0. Usaremos o Lema 2.1.3 indutivamente: para cada i ≥ 1, existem uma bola aberta Bi tal

que Bi ⊂ Bi−1, uma famı́lia finita de potenciais periódicosWi ⊂ P ∩Bi, e constantes 0 < δi < 1,

ϵi+1 =
min{ϵi,δi}

10 tais que

a) L(E, λWi) ≥ δi para E ∈ R e ϵi ≤ |λ| ≤ ϵ−1
i ;

b) |L(E, λWi)− L(E, λWi−1)| < ϵi para |E|, |λ| ≤ ϵ−1
i ;

c) Para todos ω ∈ Bi e ϵi ≤ |λ| ≤ ϵ−1
i , σ(HλVω) possui medida no máximo ϵi.

Seja Vω∞ ∈ ∩iBi (este é o único elemento em comum a todos os Bis, pelo Teorema de Cantor).

Então, σ(HλVω∞ ) possui medida de Lebesgue nula para todo λ ̸= 0, por c).

Note que pelo item b), L(E, λWi) converge uniformemente em compactos para uma função

cont́ınua e positiva para λ ̸= 0.

Afirmamos que tal função coincide com L(E, λVω∞). Com efeito, λWi → λVω∞ para λ ̸= 0;

então, pelo Lema 1.3.7, L(E, λWi) → L(E, λV∞) em L1
loc, e portanto L(E, λVω∞) coincide

em quase toda parte (com respeito à medida de Lebesgue) com limi→∞ L(E, λWi). Como

E 7→ L(E, λVω∞) é a parte real de uma função subarmônica e E 7→ limi→∞ L(E, λVω∞) é

cont́ınua, elas coincidem em toda parte (vide [5], teorema 26).

Sendo B0 arbitrária, a afirmação de densidade no enunciado do teorema se segue.

Demonstração do Corolário 0.0.1 . A afirmação sobre a medida de Lebesgue do espectro é

consequência imediata do Teorema 0.0.1, já que o espectro é uma função cont́ınua de Vω (ver

Proposição 1.3.1), por [18]. Denote por

F := {Vω ∈ C0(X,R) | |σ(HλVω)| = 0, para todo λ ̸= 0}

e, para cada n ∈ N, faça

Gn = {Vω ∈ C0(X,R) | L(E, λVω) ≤
1

n
para todos E ∈ σ(HλVω), λ ̸= 0}.

Note que pela semi-continuidade de L(E, λVω) (ver [22]), Gn é aberto, e denso pela densidade

de potenciais periódicos (com efeito, se Vω ∈ P , então L(E, λVω) = 0 para todos E ∈ σ(λVω) e

λ ̸= 0, já que neste caso o cociclo associado é eĺıptico (ver Proposição 1.3.2)). Dáı, cada Gn é

genérico, e portanto

G = (∩∞
n=1Gn) ∩ F

também o é, por se tratar da intersecção de uma famı́lia enumerável de conjuntos genéricos.



42

Note que uma das consequências do Corolário 0.0.1 é a existência de um conjunto genérico

de operadores (limit-periodic) com espectro puramente singular (isto é, sem componente

absolutamente cont́ınua), uma vez que o espectro de cada um destes operadores tem medida de

Lebesgue nula.

2.2 Espectro de Cantor

Nessa seção mostraremos que, tipicamente, o espectro de um operador limit-periodic é um

conjunto de Cantor. Um ponto importante a ser lembrado é que para f mı́nima, quando

consideramos a famı́lia de operadores de Schrödinger {Hω}ω∈X , o espectro de Hω independe

de ω ∈ X. (Ver Teorema B.2.2)

Recordemo-nos que P = ∪Pk é o conjunto dos potenciais periódicos em C0(X,R), com Pk o

conjunto dos potenciais de peŕıodo nk.

O próximo resultado, apresentado por [16], é necessário para a demonstração do

Teorema 0.0.2.

Lema 2.2.1. R := {Vω ∈ C0(X,R) | σ(HVω) possui interior vazio} é um conjunto Gδ.

Demonstração. Fixe a, b ∈ Q tais que a < b, e defina

S(a,b) := {Vω ∈ C0(X,R) | (a, b) ∩ ρ(−∆+ Vω) ̸= ∅}.

Note que o resultado se seguirá da identidade R = ∩a<b∈QS(a,b) e do fato de que para cada

a < b ∈ Q, S(a,b) é aberto.

Com efeito,

Vω ∈ R ⇐⇒ Vω ∈ ∩a<b∈Q{λ ∈ (a, b) | (a, b) ∩ ρ(−∆+ Vω) ̸= ∅},

donde se segue que R = ∩a<b∈QS(a,b).

Mostremos agora que para cada a < b ∈ Q, S(a,b) é aberto. Com efeito, como o conjunto

resolvente é aberto, existem c ∈ (a, b) e δ > 0 tais que (c − δ, c + δ) ⊂ (a, b) ∩ ρ(−∆ + Vω).

Dáı, pela semi-continuidade do espectro, dado W ∈ C0(X,R) tal que ∥Vω −W∥ < δ, segue-se

que c ∈ ρ(−∆ +W ) (a saber, pela Proposição 1.3.1, o espectro é uma função 1-Lipschitz do

potencial; sendo assim, se c /∈ σ(HVω), então existe uma δ-vizinhança de Vω tal que c /∈ σ(HW )

para todo W nesta δ-vizinhança de Vω). Consequentemente, W ∈ S(a,b), donde se conclui que o

conjunto é aberto.

Observação 2.2.1. O operador de Schrödinger almost-periodic não possui espectro discreto.
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Essa observação é um caso geral do teorema provado por Pastur, em [20]. Ele prova que

o espectro é vazio quase certamente, mas Simon em [6] (Teorema 2.2) indica como mostrá-lo.

É importante destacar que esta observação cabe ao nosso trabalho, uma vez que os operadores

limit-periodic são um caso particular dos operadores almost-periodic.

Demonstração do Teorema 0.0.2. Note que pelo Lema 2.2.1 e pela Observação 2.2.1, basta

mostrar que R é denso. Como P é denso em C0(X,R) (vide Observação 1.3.1), é suficiente

mostrar que dados Vω ∈ P e ϵ > 0, existe um potencial Ṽω tal que ∥Ṽω − V ∥ < ϵ e o espectro de

σ(HVω) é denso em parte alguma.

Sejam, então, Vω ∈ P e ϵ > 0. Escrevamos Vω como Vω =
∑N

j=0 ajWj , com Wj ∈ Pj .

Definimos s0 =
∑N

i=0 a
(0)
n Wi tal que ∥s0∥ < ϵ e de modo que V0 = Vω + s0 tenha todas as suas

nN − 1 lacunas (espectrais) abertas (isto é posśıvel pela Afirmação 2.1.1), onde nN é o mı́nimo

múltiplo comum dos peŕıodos de Wj , para todo j.

Suponha que sejam escolhidos s0, s1, . . . , sk−1. Seja αk−1 valor do comprimento da menor

lacuna (espectral) de Vk−1 e defina βk := min{α0, α1, · · · , αk−1}. Usando novamente a Afirmação

2.1.1, escolhamos sk =
∑N+k

i=0 a
(k)
i Wi tais que

∥sk∥ <
ϵ

2k
, (2.19)

∥sk∥ <
1

3

βk
2k
, (2.20)

Vk = Vk−1 +
k∑

j=0

sj tem todas as lacunas abertas.

O limite de Vk existe, por (2.19); denote-o por Ṽω. Por construção, temos que ∥Ṽω − Vω∥ < ϵ.

Afirmamos que o complementar de σ(HVω) é denso.

Dados E ∈ σ(HVω) e ϵ̃ > 0, podemos escolher k grande o suficiente tal que

∥Ṽω − Vk∥ <
ϵ̃

3
, (2.21)

2π

nN+k
<
ϵ̃

3
, (2.22)

ϵ

2k−1
<
ϵ̃

3
. (2.23)

Por (2.21), existe E′ ∈ σ(HVk
) tal que |E − E′| < ϵ̃

. Além disso, pelo Lema 1.3.2 e por (2.22),

podemos obter Ẽ numa lacuna de σ(HVk
) tal que |E′ − Ẽ| < ϵ̃

3 . Denote tal lacuna de σ(HVk
)

por I = (a− δ, a+ δ). Por definição, temos que 2β ≥ βk+1. Por (2.20),

∥Ṽω − Vk∥ =

∥∥∥∥∥∥
∞∑

j=k+1

sj

∥∥∥∥∥∥ < βk+1

3
≤ δ

3
,
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e assim, (a− δ
3 , a+

δ
3) ∩ σ(HVω) = ∅.

Afirmamos que existe δ′ ∈ [ δ3 , δ) tal que (a−δ
′, a+δ′)∩σ(HṼω

) = ∅ e |δ′−δ| < ϵ
2k
. Como vimos

acima, podemos tomar δ′ ≥ δ
3 . Suponha que seja imposśıvel obter um δ′ tal que |δ′ − δ| < δ

2k
.

Então, deve existir um ponto x ∈ σ(HṼω
) tal que [x− ϵ

2k
, x+ ϵ

2k
] ⊂ (a− δ, a+ δ). Assim, temos

uma contradição com o já conhecido fato [x− ϵ
2k
, x+ ϵ

2k
] ∩ σ(HṼω

) = ∅, já que (2.19) implica

∥Ṽ − Vk∥ = ∥
∞∑

j=k+1

sj∥ <
ϵ

2k

Podemos escolher uma energia Ê na lacuna de σ(HṼω
) que contém (a − δ′, a + δ) tal que

|Ê − Ẽ| < ϵ̃
3 e |E′ − E| < ϵ̃

3 . Usando desigualdade triangular, segue-se que |Ê − E| < ϵ̃.

Isso mostra o que desejamos.

2.3 Espectro absolutamente cont́ınuo

Nessa seção mostraremos que existe um subconjunto denso de operadores limit-periodic com

espectro puramente absolutamente cont́ınuo.

Demonstração do Teorema 0.0.3. A ideia é fazer modificações pertinentes na demonstração do

Teorema 0.0.2. Sendo assim, começaremos novamente com uma bola arbitrariamente pequena

em C0(X,R) e constrúıremos um ponto nesta bola para o qual o operador de Schrödinger

associado tenha espectro de Cantor e este seja puramente absolutamente cont́ınuo. A presença

do espectro absolutamente cont́ınuo implica que a medida de Lebesgue do espectro é positiva.

Fixe t ∈ (1, 2) e u ∈ ℓ2(Z) com suporte finito. Tomemos sk de modo que além de satisfazer

as condições presentes na demonstração do Teorema 0.0.2, satisfaça∫
R
|gk−1

u (E)− gku(E)|tdE ≤ 1

2k
,

onde gku é a densidade da medida espectral associada a u e ao potencial periódico n→ vk(f
nω) =

Vk(n), com a estimativa acima uniforme em ω ∈ X. Isso é posśıvel devido ao Lema 1.3.6.

Pelo Lema 1.3.4, existe uma constante Q(u, t) <∞ tal que
∫
R |gku|tdE ≤ Q(u, t).

Fixe ω ∈ X. Seja A uma união finita de conjuntos abertos. Se P fk
A é a projeção espectral

para o potencial n 7→ Vk(n) e se PA é a projeção espectral associada a n 7→ Ṽω(n), segue que

⟨u, PAu⟩ ≤ lim supk→∞⟨u, P Vk
A u⟩ (vide Lema C.5.1). E como ∥Vk − Ṽω∥∞ → 0, quando k → ∞,

segue-se que

∥(Hω,Vk
−Hω,Ṽω

)ψ∥ = ∥Vk(n)ψ(n)− Ṽω(n)ψ(n)∥ ≤ ∥Vk − Ṽω∥∞∥ψ∥ → 0, (2.24)
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isto é, o operador de Schrödinger associado converge em norma.

Agora, pela desigualdade de Hölder, obtemos

⟨u, PAu⟩ =
∫
A
gkudE =

∣∣∣∣∫
A
1 · gkudE

∣∣∣∣ ≤ (∫
A
1dE

) 1
q
(∫

A
|gku|tdE

) 1
t

≤ Q(u, t)
1
t |A|

1
q ,

onde q é tal que 1
t +

1
q = 1. Logo, a medida espectral associada a u e ao operador de Schrödinger

associado ao potencial Ṽω é absolutamente cont́ınua com respeito à medida de Lebesgue. Uma

vez que o resultado é válido para toda sequência u de suporte finito, segue-se por continuidade

das projeções espectrais, continuidade do produto interno e pela densidade de tal conjunto de

funções em ℓ2(Z), que o operador possui espectro puramente absolutamente cont́ınuo.

2.4 Ausência de espectro pontual

Mostraremos, a seguir, que tipicamente o espectro de um operador limit-periodic é puramente

cont́ınuo (isto é, não existe componente puramente pontual). Para tanto, usaremos o célebre

argumento de Gordon (vide Apêndice A, [10]), que apresenta condições suficientes para que um

operador tenha espectro puramente cont́ınuo.

Definição 2.4.1. Uma função limitada Vω : Z → R é chamada de potencial do tipo Gordon se

existem inteiros positivos qk → ∞ e uma constante C > 0 tais que, para todo k ∈ N,

max
1≤n≤qk

|Vω(n)− Vω(n± qk)| ≤ Ck−qk . (2.25)

Observe que se Vω é um potencial do tipo Gordon, então λVω o é, uma vez que |λVω(n) −
λ(n± qk)| = |λ||Vω(n)− Vω(n± qk)| ≤ |λ|Ck−qk (usando as constantes encontradas para Vω).

Teorema 2.4.1. Sejam X um grupo de Cantor e f : X → X um a translação mı́nima. Então,

existe um conjunto Gδ denso G ⊂ C0(X,R) tal que para todos f ∈ G e ω ∈ X, o potencial Vω é

um potencial do tipo Gordon.

Demonstração. Para j, k ∈ N, defina

Gj,k := {Vω ∈ C0(X,R) | existe Vωj ∈ P tal que ∥Vω − Vωj∥ ≤ 1

2
(jk)−jk}. (2.26)

Note que para cada j, k ∈ N, Gj,k é aberto, uma vez que dados Vω ∈ Gj,k e δ = (jk)−jk

2 , então

B(Vω, δ) ⊂ Gj,k. Com efeito, seja Vωj tal que ∥Vω − Vωj∥ ≤ 1
2(jk)

−jk; dáı, se g ∈ B(Vω, δ), então

∥g − Vωj∥ ≤ ∥g − Vω∥+ ∥Vω − Vωj∥ ≤ (jk)−jk

2
+

(jk)−jk

2
= (jk)−jk, (2.27)
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donde se segue que B(V, δ) ⊂ Gj,k.

Para k ∈ N, defina

Gk =
∞⋃
j=1

Gj,k;

note que Gk é aberto (reunião de abertos) e denso em C0(X,R) já que contém potenciais

peródicos. Assim,

G =
∞⋂
k=1

Gk

é um subconjunto Gδ denso de C0(X,R). Afirmamos que para todos Vω ∈ G e ω ∈ X,Vω(n) =

v(fn(ω)) é um potencial do tipo Gordon. De fato, seja Vω ∈ G; então, Vω ∈ Gk, ∀k ∈ N. Com
isso, podemos obter um Vωjk

periódico de peŕıodo jk satisfazendo

∥Vω − Vωjk
∥ ≤ 1

2
(jkk)

−jkk. (2.28)

Seja qk = jkk tal que qk → ∞ quando k → ∞. Então, temos que

max
1≤n≤qk

∥Vω(n)− Vω(n± qk)∥ ≤ max
1≤n≤qk

∥Vω(n)− Vωjk(n)∥+ max
1≤n≤qk

∥Vωjk
(n)− Vω(n± qk)∥

≤ 1

2
(jkk)

−jkk +
1

2
(jkk)

−jkk = (jkk)
−jkk < k−jkk = k−qk , (2.29)

donde se segue que Vω é um potencial do tipo Gordon.

Demonstração do Teorema 0.0.4. Pelo Teorema 2.4.1, existe um conjunto Gδ denso tal que os

potenciais são todos do tipo Gordon. Agora, pelo Lema B.1.2, o espectro pontual de um operador

de Schrödinger com potencial do tipo Gordon é vazio. Além disso, pelo Corolário 0.0.1, existe

um outro conjunto Gδ denso de potenciais cujos operadores associados têm espectro puramente

singular.

Como a interseção de dois conjuntos Gδ densos é ainda um Gδ denso, segue-se a existência

de um conjunto Gδ denso de potenciais cujos respectivos operadores têm espectro puramente

singular-cont́ınuo.
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Caṕıtulo 3

Conclusão

Nessa dissertação fizemos um estudo, em detalhes, dos principais resultados apresentados

nos artigos [1] e [12] sobre operadores limit-periodic. As principais conclusões são: o espectro é

tipicamente (com respeito ao potencial) um conjunto de Cantor; existe um conjunto genérico de

operadores com espectro puramente singular-cont́ınuo; existe um conjunto denso de potenciais

cujos operadores associados têm espectro puramente absolutamente cont́ınuo. Lembramos ao

leitor que as demonstrações e hipóteses detalhadas destes teoremas encontram-se no Caṕıtulo 2.

No entanto, como pode ser visto em comentários presentes na Seção 2.2, não pudemos estudar

em detalhes resultados referentes à densidade de operadores com espectro puramente pontual

(vide [6]) e à existência de um conjunto genérico de operadores cujo espectro tem dimensão de

Hausdorff nula (como é comentado em [1]; caso o leitor se interesse pelo tema, recomendamos

[11]). Com isto, esperamos em um próximo projeto poder estudar em detalhes os resultados

mencionados anteriormente, bem como alguns problemas que se encontram em aberto, e que

foram propostos por Damanik e Fillman em [11]. Destacamos dois deles.

1. O tipo espectral muda quando passamos para outros elementos do hull(x) ?

2. Considerando um operador de Schrödinger limit-periodic e substituindo o potencial por um

múltiplo não trivial dele (ou seja, variando a constante de acoplamento), o tipo espectral

pode mudar?
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Apêndice A

Resultados gerais que podem ser

encontrados nas referências

Neste apêndice, apresentaremos definições, lemas e teoremas que impactam diretamente ou

indiretamente na compreensão do trabalho.

A.1 Teoria de grupos

Definição A.1.1. Uma ação de um grupo G em um conjunto X ̸= ∅ é uma função

ϕ : G×X → X que satisfaz as seguintes propriedades:

i) ϕ(1, x) = x, com 1 a identidade de G;

ii) ϕ(g1, ϕ(g2, x)) = ϕ(g1 ∗ g2, x), onde ∗ é a operação do grupo.

Definimos por órbita da ação de ϕ sobre um elemento x ∈ X o conjunto orb(x) = {ϕ(g, x) | g ∈
G}.

Podemos classificar a ação de um grupo de duas maneiras: ações transitivas ou intransitivas,

cujas definições veremos a seguir.

Definição A.1.2. A ação ϕ do grupo G em um conjunto X é dita transistiva se dados x, y ∈ X,

existe g ∈ G tal que ϕ(g, x) = y. Caso contrário, ϕ é dita intransitiva.

As ações transitivas são as que possuem algumas vantagens no estudo da teoria da ação de

grupos, como por exemplo, esta possui apenas uma órbita, uma vez que todas coincidem; outra

vantagem será apresentada a seguir.
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Proposição A.1.1. Sejam G um grupo, X um conjunto não vazio, H um subgrupo de ı́ndice

finito de G, e ϕ uma ação transitiva de G em X. Suponha que g1, . . . , gn são os representantes

das classes de H em G e que Y ⊂ X seja uma H−órbita de ϕ. Então, G = ∪n
i=1giY.

As Definições A.1.1, A.1.2 e a Proposição A.1.1 podem ser encontradas em [8].

A.2 Espaços métricos

Definição A.2.1. Um espaço métrico completo (X, d) é dito ser compacto se toda sequência

no espaço tem pelo menos uma subsequência convergente.

O próximo resultado é uma outra caracterizão de compacidade em espaços métricos.

Teorema A.2.1. Sejam (X, d) um espaço métrico e Y um subconjunto compacto de X. Seja

(Vα)α∈I uma coleção de abertos em X e suponha que

Y ⊆
⋃
α∈I

Vα

Então, existe um subconjunto finito F de I tal que

Y ⊆
⋃
α∈F

Vα.

Demonstração. Ver [23].

Vejamos agora a definição espaços totalmente limitados.

Definição A.2.2. Um espaço métrico é chamado totalmente limitado se para todo ϵ > 0, ele

está contido numa ϵ-vizinhança de um conjunto finito.

Proposição A.2.1. Sejam X um espaço métrico completo e U ⊂ X um conjunto totalmente

limitado. Então, U é compacto.

Demonstração. Ver [19].

A.3 Análise Funcional e Teoria espectral

Nessa seção apresentaremos definições e resultados de análise funcional e teoria espectral

com base em [7]. Todas as notações são baseadas nesta referência, bem como as demonstrações

encontram-se lá dispońıveis.
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Definição A.3.1. Seja T : dom(T ) ⊂ B → B um operador linear num espaço de Banach

não-nulo B. O conjunto resolvente de T, denotado por ρ(T ), é o conjunto dos λ ∈ C para os

quais o operador (T − λ · I)−1 : B → dom(T ) existe e é limitado.

Definição A.3.2. Seja T : dom(T ) ⊂ B → B um operador linear num espaço de Banach

não-nulo B. O espectro de T é o conjunto σ(T ) = C− ρ(T )

Uma observação importante é que o espectro de um operador auto-adjunto nem sempre é

formado por números reais; com efeito, o espectro da matriz de rotação por um ângulo reto no

plano real é formado por números imaginários puros.

Lema A.3.1. Seja T : dom(T ) ⊂ B → B um operador linear num espaço de Banach não-nulo

B. O resolvente de T é um conjunto aberto, e consequentemente, o espectro de T é um conjunto

fechado.

Definição A.3.3. O raio espectral de um operador linear limitado T : B → B é rσ(T ) =

supλ∈σ(T ) |λ|.

Proposição A.3.1. Seja T : B → B um operador linear limitado. Então, rσ(T ) =

limn→∞ ∥Tn∥
1
n ≤ ∥T∥.

Conseguimos dizer algumas coisas sobre o conjunto de autovalores (subconjunto do espectro)

de operadores compactos. Vejamos uma proposição que resume as principais propriedades deste

conjunto.

Proposição A.3.2. Seja T : B → B um operador compacto e limitado e seja Λ o conjunto de

autovalores de T. Então:

i) O único ponto de acumulação posśıvel de Λ é zero.

ii) Λ é enumerável e se λ ̸= 0, então dim(Ker(T − λ · I)) <∞.

iii) Se Λ é um conjunto inifinito, então os autovalores de T podem ser ordenados em uma

sequência convergindo a zero.

iv) Se dim(B) = ∞, então zero pertence ao espectro de T.

Definição A.3.4. Uma resolução da identidade espectral em um espaço de Hilbert H é uma

função

P : A → Proj(H)

tal que

i) P (R) = 1;
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ii) Se Λ =
∑∞

j=1 Λj, com Λj ∈ A, ∀j (isto é, Λ é a união de uma famı́lia dois-a-dois disjunta

de borelianos da reta), vale o limite forte

P (Λ) = s− lim
n→∞

n∑
j=1

P (Λj).

Dada uma resolução da identidade P , associamos a cada ξ ∈ H uma medida de Borel positiva

em R, dada por

Λ 7→ µξ(Λ) := ⟨ξ, P (Λ)ξ⟩.

Podemos também associar ao par ξ, ν ∈ H a medida de Borel complexa

µξ,ν(Λ) := ⟨ξ, P (Λ)ν⟩.

Enunciamos a seguir um dos principais resultados da Teoria Espectral, a saber, o teorema

que carrega seu nome.

Teorema A.3.1 (Teorema Espectral). A cada operador auto-adjunto T : dom(T ) ⊑ H → H
corresponde uma única resolução da identidade P T em H, tal que T =

∫
tdP T .

Teorema A.3.2. Se T : dom(T ) ⊑ H → H é autoadjunto, então seu espectro é o suporte da

resolução da identidade P T , isto é,

σ(T ) = {t ∈ R | P T (t− ϵ, t+ ϵ) = χ(t−ϵ,t+ϵ)(T ) ̸= 0, ∀ϵ > 0}

Definição A.3.5. As medidas definidas anteriormente são chamadas de medidas espectrais da

resolução da identidade P associadas a ξ e ao par ξ, ν ∈ H, respectivamente.

Podemos classificar o espectro quanto à multiplicidade dos autovalores.

Definição A.3.6. Seja T : dom(T ) ⊑ H → H um operador linear.

a) O espectro essencial de T é o conjunto σess(T ) dos pontos de acumulação de σ(T ),

juntamente com os autovalores de T de multiplicidade infinita.

b) O espectro discreto de T é o conjunto σd(T ) = σ(T ) − σ(T ), isto é, é o conjunto de

autovalores isolados de T, cada um deles de multiplicidade finita.

Naturalmente, o espectro de um operador auto-adjunto pode não possuir apenas autovalores.

Vamos agora definir outros subconjuntos que o formam.

Definição A.3.7. O subespaço Hp ⊂ H é o fecho do subespaço gerado pelos autovetores de T.

Seu complemento ortogonal, Hc := H⊥
p , é o chamado subespaço cont́ınuo de T. As respectivas

projeções ortogonais são denotadas por P T
p e P T

c .
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Teorema A.3.3. Seja T : dom(T ) ⊑ H → H um operador auto-adjunto. Então,

i) Existe um conjunto enumerável Λ ⊂ R tal que

Hp(T ) = {ξ ∈ H | µξ(R− Λ) = 0};

Λ pode ser tomado como o conjunto de autovalores de T.

ii) Hc(T ) = {ξ ∈ H | µξ({t}) = 0, ∀t ∈ R}, isto é, a função t 7→ ∥χ(−∞,t](T )ξ∥ é cont́ınua.

Definição A.3.8. O subespaço fechado E é chamado um subespaço de redução do operador

T : dom(T ) ⊑ H → H se

PE(dom(A)) ⊂ A, APE(dom(A)) ⊂ E, e APE⊥ ⊂ E⊥. (A.1)

Nesse caso, temos AE := A|E = APE e AE⊥ := A|E⊥ = APE⊥ .

O próximo teorema resume importantes propriedades de subespaços de redução de

operadores auto-adjuntos.

Teorema A.3.4. Sejam T : dom(T ) ⊑ H → H um operador auto-adjunto e E ⊂ H um

subespaço fechado.

a) Se E reduz T, então TE e TE⊥ são operadores auto-adjuntos e, nesse caso, escrevemos

T = TE ⊕ TE⊥ .

b) Para todo boreliano Λ ∈ A, o subespaço Im(χΛ)(T ) reduz T. Aqui, Im corresponde ao

conjunto imagem de um operador.

Teorema A.3.5. Seja T : dom(T ) ⊑ H → H um operador auto-adjunto. Então, Hp e Hc

reduzem T.

Sendo assim, podemos definir os espectros das respectivas restrições.

Definição A.3.9. O espectro pontual de T é σp(T ) := σ(Tp), e o espectro cont́ınuo de T é

σc(T ) := σ(Tc).

Definição A.3.10. Seja T : dom(T ) ⊑ H → H auto-adjunto. Então,

a) O subespaço singular de T é definido por

Hs(T ) = {ξ ∈ H | µξ ⊥ ℓ}

(isto é, µξ e a medida de Lebesgue ℓ são mutuamente singulares). Então, Hp(T ) ⊂ Hs(T ).
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b) O subespaço absolutamente cont́ınuo de T é definido por

Hac(T ) = {ξ ∈ H | µξ ≪ ℓ}

(isto é, µξ é absolutamente cont́ınua com respeito a ℓ).

c) O subespaço cont́ınuo de T , denotado por Hsc(T ), é definido como o conjunto dos vetores

ξ ∈ H para os quais existe Ω ∈ A (para cada ξ) tal que ℓ(Ω) = 0 e µξ(R−Ω) = 0; ademais,

µξ(Λ) = 0 para todos os conjuntos enumeráveis Λ ⊂ R.

Teorema A.3.6. Seja T : dom(T ) ⊑ H → H auto-adjunto. Então,

i) Hs(T ) = ⊕Hsc(T ).

ii) Hc(T ) = Hac ⊕Hsc(T ).

iii) H = Hp(T )⊕Hac(T )⊕Hsc(T ).

iv) Cada um desses subespaços, i.e, Hi, com i ∈ {a, s, p, ac, sc}, reduz o operador T.

Analogamente aos espectros discreto e cont́ınuo, podemos decompor σ(T ) em partes pontual,

singular-cont́ınua e absolutamente cont́ınua.

Definição A.3.11. Seja T : dom(T ) ⊑ H → H um operador auto-adjunto. Definimos

σac(T ) = σ(Tac), σs(T ) = σ(Ts) e σc(T ) = σ(Tc).
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Apêndice B

Resultados da teoria de operadores

de Schrödinger dinamicamente

definidos

Neste apêndice, apresentaremos resultados clássicos referentes à teoria de potenciais

dinamicamente definidos que são utilizados no no trabalho, a exemplo do argumento de Gordon.

Gostaŕıamos de destacar que usaremos σ(Hω) para nos referir ao espectro do operador associado

ao potencial Vω, em algumas situações. E, Σac corresponde ao espectro constante, isto é,

independente de ω ∈ X.

B.1 Potenciais do tipo Gordon

Definição B.1.1. Seja Vω um potencial (isto é, uma sequência bilateral limitada de números

reais). Dizemos que Vω é do tipo Gordon se existe uma sequência qk → ∞ de inteiros positivos

tal que

Vω(n± qk) = Vω(n), 1 ≤ n ≤ qk.

Proposição B.1.1. A Definição 2.4.1 e a Definição B.1.1 são equivalentes.

Demonstração. Suponha que existam inteiros positivos qk → ∞ e C > 0 tais que

max
1≤n≤qk

|Vω(n)− Vω(n± qk)| ≤ Ck−qk . (B.1)

Note que para todo 1 ≤ n ≤ qk, |Vω(n)− Vω(n± qk)| ≤ max1≤n≤qk |Vω(n)− Vω(n± qk)|, e ainda

que dado ϵ > 0, existe k0 ∈ N tal que |Vω(n)− Vω(n± qk)| < ϵ para todo k ≥ k0. Como ϵ > 0 é
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arbitrário, segue-se que a Definição B.1.1 é satisfeita.

Reciprocamente, suponha que exista uma sequência de inteiros positivos qk → ∞ tal que

Vω(n± qk) = Vω(n), 1 ≤ n ≤ qk.

Dáı, para qk → ∞

|Vω(n± qk)− Vω(n)| = 0 ≤ Ck−qk ; 1 ≤ n ≤ qk. (B.2)

Sendo assim, Ck−qk é uma cota superior para |Vω(n ± qk) − Vω(n)| quando 1 ≤ n ≤ qk.

Consequentemente,

max
1≤n≤qk

|Vω(n)− Vω(n± qk)| ≤ Ck−qk . (B.3)

Por [10], as matrizes de transferência definidas a partir de (1.4) satisfazem a equação

A(E,Vω)
n

2 − tr(A(E,Vω)
n )A(E,Vω)

n + I = 0, (B.4)

onde I é matriz identidade 2× 2.

Agora, consideremos um vetor inicial ψ(0) = (ψ0 ψ−1)
t para a equação de autovalores

HVωψ = Eψ tal que ∥ψ(0)∥ = 1.

Lema B.1.1. Sejam E uma energia e Vω um potencial para o qual existe uma sequência qk → ∞
tal que Vω(n± qk) = Vω(n), 1 ≤ n ≤ qk. Então, E não é autovalor de Hω, e nenhuma solução de

Hωψ = Eψ tende a zero quando em qk → ∞. Mais precisamente, para todo k ∈ N, toda solução

ψ(n) satisfaz

max{∥ψ(qk)∥, ψ(2qk)∥, ∥ψ(−qk)∥} ≥ 1

2
. (B.5)

Demonstração. Fixe k ∈ N e denote por B = A
(E,Vω)
qk e por c = tr(B). Com esta notação, a

equação (B.4) se torna.

B2 − cB + I = 0 (B.6)

Temos dois casos a considerar, a saber |c| ≥ 1 e |c| < 1. Trataremos apenas o caso |c| ≥ 1,

uma vez que o outro caso é análogo.
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Vamos aplicar a equação (B.6) ao vetor ψ(−qk),

ψ(qk)− cψ(0)− ψ(−qk) = 0.

Dáı,

∥ψ(qk)− ψ(−qk)∥ = ∥cψ(0)∥,

usando as condição de fronteira, |c| ≥ 1 e desigualdade triangular,

∥ψ(qk)∥+ ∥ψ(−qk)∥ ≥ ∥ψ(qk)− ψ(−qk)∥ ≥ 1. (B.7)

Com isso, para que (B.7) seja satisfeita, max{∥ψ(qk)∥, ψ(2qk)∥, ∥ψ(−qk)∥} ≥ 1
2 . Caso contrário,

teŕıamos uma contradição.

O lema a seguir, pela equivalência entre as definições de potenciais do tipo Gordon, é

essencialmente o Lema B.1.1, com a diferença que fazemos uma afirmação mais clara quanto ao

comportamento espectral do operador de Schrödinger associado a tais tipos de potenciais.

Lema B.1.2. Seja Vω um potencial do tipo Gordon. Então, o operador Hω definido por (1.2)

tem espectro pontual vazio.

Demonstração. O ponto central da demonstração consiste em mostrar que as soluções da equação

de autovaloresHωψ = Eψ não são quadrado-somáveis. Para tanto, é suficiente mostrar nenhuma

solução tende a zero quando n → ∞. Pela Proposição B.1.1 e pelo Lema B.1.1, o resultado se

segue.

B.2 Alguns fatos gerais sobre o espectro de um operador

dinamicamente definido minimal

Dizemos que o sistema dinâmico (X, f), com X um espaço métrico compacto e f : X → X

um homeomorfismo (naturalmente, pode-se exigir menos do sistema, mas para os nossos

propósitos, tais exigências são necessárias), é minimal se para todo ω ∈ X, a órbita de ω

por f , O(ω) = {fn(ω) | n ∈ Z}, é densa em X.

Sendo assim, para cada par ω, ω′ ∈ X, podemos aproximar ω por uma sequência formada

por elementos da órbita de ω′ (graças à densidade da órbita de ω′ em X); a saber, existe uma

sequência (nk)k, nk ∈ N, tal que ω = limk f
nk(ω′).
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Pela continuidade de f , Hfnk (ω′) converge fortemente para Hω (já que para cada n ∈ Z,
V (fn+nk(ω′)) → V (fn(ω)), por continuidade de V ◦ fn). Agora, como para cada j ∈ Z e para

cada η ∈ X, σ(Hfn(η)) = σ(Hη) (já que os operadores são unitariamente equivalentes), segue-se

do Corolário 10.2.2 em [7] que

σ(Hω) ⊂
⋃
σ(Hfnk (ω′)) = σ(Hω′).

Repetindo o argumento apenas trocando os papéis de ω e ω′, obtemos a outra inclusão e o

seguinte resultado.

Teorema B.2.1. Sejam X um espaço métrico compacto, f um homemomorfismo e v : X → R
uma função de amostragem. Se (X, f) é mı́nimo, então existe um conjunto tal que para todo

ω ∈ X,σ(HVω) = Σ.

O teorema anterior discute a constância do espectro quando o sistema possui minimalidade,

ou seja, o espectro do operador de Schödinger independe de ω ∈ X. Um resultado semelhante,

porém restrito ao espectro absolutamente cont́ınuo, foi obtido por Last e Simon em [25];

apresentamos os detalhes a seguir.

Lema B.2.1. Seja H : ℓ2(N) → ℓ2(N) um operador de Schrödinger discreto e limitado. Então,

∫
dµ(E)

(
1

L

n+L∑
m=n+1

∥AE(m,n)∥2
)1/2

≤ 4, (B.8)

em que dµ é a parte absolutamente cont́ınua da medida espectral de H e A(m,n) é a matriz de

transferência que leva uma solução de (1.3) do śıtio m ao śıtio n.

A demonstração desse resultado se encontra em [25].

Definição B.2.1. Sejam Vω,W funções cont́ınuas em {n ∈ Z | n > 0}. Dizemos que W é um

limite à direita de Vω se existe nj → ∞ tal que V (n + nj) → W (n) quando j → ∞ para cada

n > 0 fixo.

Proposição B.2.1. Seja Hω o operador em (1.2) em ℓ2(N), com condição de fronteira u(0) = 0.

Então, o espectro absolutamente cont́ınuo é o conjunto{
E; lim inf

L→∞

1

L

L∑
m=1

∥AW (m, 0)∥2∞

}

Lema B.2.2. SeW é um limite à direita de V eH, H̃ são os operadores de Schrödinger definidos

em l2(N) e associados a W,V , respectivamente, então σac(H) ⊂ σac(H̃).

Demonstração. Considere nj tal que V (n + nj) → W (n) quando j → ∞, para cada n. Sejam
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AV e AW as respectivas matrizes de transferência. Pelo Lema B.2.1,

∫
dµV (E)

 1

L

nj+L∑
m=nj+1

∥AV (m,nj)∥2
1/2

≤ 4. (B.9)

Como V (nj + n) → W (n) quando j → ∞, temos que AV (nj +m,nj) → AW (m, 0). Então, B.9

implica

∫
dµV (E)

(
1

L

L∑
m=1

∥AW (m, 0)∥2
)1/2

≤ 4; (B.10)

segue-se pelo Lema de Fatou que para quase todo E com respeito a µV ,

lim inf

(
1

L

L∑
m=1

∥AW (m, 0)∥2
)
<∞. (B.11)

Logo, pela Proposição B.2.1 E ∈ σac(H̃) em quase toda parte com respeito a µV , ou seja,

σac(H) ⊂ σac(H̃).

Definição B.2.2. Um ponto ω0 ∈ X é chamado de protot́ıpico à direita se {fn(ω0) | n ≥ 0}
é denso em X, e protot́ıpico à esquerda se {fn(ω0) | n ≤ 0} é denso em X. Dizemos que ω0 é

protot́ıpico se é protot́ıpico à direita e à esquerda.

Note que todos os ω0 ∈ X são protot́ıpicos caso (X, f) seja minimal.

Proposição B.2.2. O suporte essencial do espectro absolutamente cont́ınuo de Hω é o mesmo

para todos os pontos protot́ıpicos. Além disso, para qualquer ω0 protot́ıpico e qualquer ω ∈ X,

temos σac(HVω0
) ⊂ σac(HVω).

Demonstração. Sejam H±
ω as restrições de Hω a ℓ2(Z±), sujeitas à condição de fronteira

u(0) = 0. Last e Simon utilizam-se, em [25], do fato de que restringir o operador Hω

aos subespaços absolutamente cont́ınuos é unitariamente equivalente a restringir H±
ω a esses

subespaços (Teorema de Kato-Rosenbljun). Sendo assim, seja nj → ∞ tal que fnj (ω0) → ω.

Então, como V (n) = V (fn+mω0), temos que V (·+ nj) → V (·); pelo Lema B.2.2, o resultado se

segue.

Teorema B.2.2. Seja X um espaço métrico compacto, f um homeomorfismo e v : X → R uma

função de amostragem. Se (X, f) é mı́nimo, então existe um conjunto Σac ⊂ R tal que para

todo ω ∈ X,σac(HVω) = Σac.

Demonstração. O resultado se segue da Proposição B.2.2.
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B.3 Hiperbolicidade do cociclo

Nessa seção, apresentaremos resultados e definições acerca do comportamento dos cociclos

SL(2,R). Todas as definições e teoremas aqui apresentados estão dispońıveis em [3].

Gostaŕıamos de destacar que não apresentaremos as demonstrações dos teoremas, uma vez que

este não é o foco do trabalho, mas incentivamos o leitor a verificá-las na referência citada.

Considere o cocilo definido por (1.5). Dizemos que (f,A
(E,Vω)
n )) é uniformemente hiperbólico

se existirem uma decomposição Es ⊕ Eu = C2, C > 0 e 0 < λ < 1 tais que para todo n ≥ 1,

∥A(E,Vω)
n · u∥ ≤ Cλ−n∥u∥, u ∈ Es,

∥A(E,Vω)
−n · u∥ ≤ Cλ−n∥u∥, u ∈ Eu. (B.12)

Os cociclos uniformememnte hiperbólicos têm expoente de Lyapunov positivo. Se

(f,A
(E,Vω)
n )) tem expoente de Lyapunov positivo, mas não é uniformemente hiperbólico, então é

chamado de não-uniformemente hiperbólico (i.e, temos a decomposição para C2 mas não existe

0 < λ < 1 para o qual (B.12) seja satisfeito).

Teorema B.3.1. O cociclo de Schrödinger (f,A
(E,Vω)
n )) será uniformemente hiperbólico se, e

somente se, E não pertencer ao espectro do correspondente operador de Schrödinger, isto é,

σ(HVω) = {E ∈ R | (f,A(E,Vω)
n ) é não uniformemente hiperbólico}.
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Apêndice C

Detalhes omitidos em demonstrações

ao longo do texto

Neste Apêndice, apresentaremos demonstrações de algumas afirmações feitas nas

demonstrações que necessitam serem detalhadas, mas sem prejudicar a compreensão do leitor e,

por isto, reservamos este espaço.

C.1 Seção 1.1

Afirmação C.1.1. hullk(x) é um subgrupo compacto (ver Definição A.2.1) de hull(x) com

ı́ndice no máximo igual a k.

Demonstração. Mostremos que as classes laterais Sn1(hullk(x)) e Sn2(hullk(x)) são iguais

sempre que n1 ≡ n2 (mod k), e portanto, temos apenas as classes Sn(hullk(x)) tais que n ≡ i

(mod k), com i ∈ {0, 1, · · · , k − 1}. Com efeito, suponhamos que n1 ≡ n2 (mod k), isto é, que

existe q ∈ Z tal que n1 = n2 + kq. Então,

v ∈ Sn1(hullk(x)) ⇐⇒ u = Sn1

(
lim

jn→∞
Skjn(x)

)
⇐⇒ u = lim

jn→∞
Sn1+kjn(x)

⇐⇒ u = lim
jn→∞

Sn2+(kq+kjn)(x) ⇐⇒ u = Sn2

(
lim

jn→∞
Sk(q+jn)(x)

)
⇐⇒ u ∈ Sn2(hullk(x)).

Afirmação C.1.2. orb(x) age transitivamente (ver Definição A.1.2) sobre hull(x).
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Demonstração. Defina ϕ : orb(x)× hull(x) → hull(x) pela lei

ϕ

(
Sn(x), lim

kn→∞
Skn(x)

)
= lim

kn→∞
Sn+kn(x),

em que Sn+kn(x) é a representante de alguma subsequência convergente de Sn+kn(x), a qual

existe uma vez que hull(x) é compacto. E mais, a definição de ϕ independe da escolha da

subsequência, pois limkn→∞ Skn(x) existe e é único. Mostremos, agora, que ϕ é uma ação

transitiva (ver Definição A.1.1, A.1.2):

i) ϕ
(
S0(x), limkn→∞ Skn(x)

)
= limkn→∞ S0+kn(x) = limkn→∞ Skn(x);

ii)

ϕ

(
Sm(x), ϕ(Sn(x), lim

kn→∞
Skn)

)
= ϕ(Sm, lim

kn→∞
Sn+kn(x))

= lim
kn→∞

S(m+n)+kn(x)

= ϕ(Sm+n(x), lim
kn→∞

Skn)

Reunindo os itens anteriores, demonstramos que ϕ é uma ação. Mostraremos agora que esta

é uma ação transitiva, i.e., dado Sj ∈ hull, Sj ∈ {limkn→∞ Sn+kn ;Sn ∈ orb(x)}. Com efeito,

vamos considerar Skn = Sj−m, para j > m algum Sm ∈ hull. Dáı,

ϕ(Sm, lim
kn→∞

Skn) = lim
kn→∞

Sm+kn = lim
kn→∞

Sm+j−m = Sj .

C.2 Seção 1.2

Afirmação C.2.1. É suficiente mostrar que φ(x) é limit-periodic.

Demonstração. Suponha que φ(x) seja limit-periodic, e note que orb(x) é a imagem por φ do

conjunto {fn;n ∈ Z}, o qual é denso em X. Dáı,

u ∈ φ(X) ⇐⇒ u = φ(v); v ∈ X ⇐⇒ u = φ( lim
kn→∞

Skn(x))

⇐⇒ u = lim
kn→∞

φ(Skn(x)) ⇐⇒ u = lim
kn→∞

Skn+n(x)

⇐⇒ u ∈ orb(x) ⇐⇒ u ∈ hull(x).
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C.3 Seção 1.3

Lema C.3.1. A função Φ : C0(X,R) → ℓ2(Z), dada pela lei Φ(Vω) = Hf,Vω , é 1-Lipschitz.

Demonstração. De fato, dados os potenciais V1 e V2, segue-se de 1.4 que para todos ω ∈ X,

u ∈ ℓ2(Z) e n ∈ N,

|((Hf,V1,ω −Hf,V2,ω)u)n| = |[V1(fn(ω))− V2(f
n(ω))]un|

≤ ∥V1 − V2∥∞|un|, (C.1)

donde se segue que para todo ω ∈ X, ∥Hf,V1,ω −Hf,V2,ω∥ ≤ ∥V1 − V2∥∞.

Observação C.3.1. Note que σ(HVω) ⊂ [−∥HVω∥, ∥HVω∥], analogamente para HW . Sendo

assim, como |∥HVω∥ − ∥HW ∥| ≤ ∥HVω − HW ∥, bem como a diferença entre −∥HVω∥ e ∥HW ∥.
Então, d(σ(HVω), σ(HW )) ≤ ∥HVω −HW ∥.

C.4 Seção 2.1

Observação C.4.1. Denotemos por A
Ej ,λVω
nK a matriz de transferência associada ao potencial

λVω, bem como A
Ej ,λV

K,j
ω

nK a matriz associada ao potencial λV K,j
ω . As matrizes Sp

i , com

p = {Vω, V K,j
ω } e i ∈ N, são as respectivas matrizes de transferência entre no śıtio i. Feitas

estas considerações de notação, podemos enumerar alguns fatos importantes para a nossa

demonstração da Afirmação 2.1.1

i) SV K,j
ω

i = SVω
i , exceto para i = NK − 1, pela definição de V K,j

ω ;

ii) A
Ej ,λVω

nK−1 = A
Ej ,λV

K,j
ω

nK (consequência direta do item anterior);

iii)

A
Ej ,λVω
nK = SVω

nK−1A
Vω
nK−1 =⇒ AV

nK−1 = (SVω
nK−1)

−1A
Ej ,λVω
nK . (C.2)

Afirmação C.4.1. Suponha, por contradição, que existe E tal que para todo 0 ≤ l ≤ N2(K),

E − 4πMl
nKN2(K) ∈ σ(H

λV K,j
ω

). Sendo assim, faça E0 = E, E1 = E − λ 4πM
nKN2(K) , . . . , EN2(K) =

4πMN2(K)
nKN2(K) .

Note que para todo 1 ≤ l ≤ N2(K),

|El − El−1| =
∣∣∣∣E − E + λ

4πM(l − l − 1)

nKN2(K)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣λ 4πM

nKN2(K)

∣∣∣∣ < δ, (C.3)
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uma vez que N2(K) > |λ|4πMδnK
. Além disso, se tomarmos a distância entre E0 e EN2(K), temos

|E0 − EN2(K)| =
∣∣∣∣E − E + λ

4πM

nK

∣∣∣∣ = |λ|4πM
nK

≥ 4π

nK
(C.4)

Conclúımos de (C.4) que uma banda espectral não pode conter todos os Els, isto é, o espectro

contém no mı́nimo duas bandas espectrais. Assim, existe um l tal que El e El−1 pertencem a

bandas espectrais distintas. No entanto, isso é imposśıvel, já que por (C.3) a distância entre El

e El−1 é menor do que o comprimento da menor lacuna espectral.

Tal contradição nos permite concluir a afirmação.

Observação C.4.2. Note que, pelo ı́nicio da demonstração do Lema 2.1.2, é necessário que∣∣∣E − λ 4πMl
nKN2(K)

∣∣∣ < K para que a primeira parcela do membro direito de (2.3) seja menor que

K−1. Como ∣∣∣∣E − λ
4πMl

nKN2(K)

∣∣∣∣ ≤ |E|+ |λ| 4πMl

nKN2(K)
≤ |E|+ 4πM2,

basta tomar N1(K) suficientemente grande de modo que |E|+ 4πM2 ≤ K.

Definição C.4.1. Seja A
(E,Vω)
n0+p , com p o peŕıodo do potencial V e n0 ∈ Z. Dizemos que

A = A
(E,Vω)
n0+p é uma matriz de monodromia.

Observação C.4.3. Suponha que nk = qnK , q ∈ N e seja A a matriz de monodromia definida

anteriormente (Definição C.4.1). Então,

Aq =

(
1 λj

N1(K)

0 1

)
=⇒ A =

(
1 λj

N1(K)q

0 1

)
=⇒ A =

(
1 λjnk

N1(K)nK

0 1

)
.

Afirmação C.4.2. L(E, λV ) ≥ 1 se |E| ≥ ∥λV ∥+ 4.

Demonstração. De fato, para |E| ≥ ∥λVω∥+4, temos que |λ| ≤ |E|−4
∥Vω∥ . TomandoM = ∥λVω∥+4,

pelo Lema 2.1.1, temos que L(E, Vω) ≥ 1.

A partir de agora, apresentaremos as demonstrações de algumas afirmações pontuais feitas

na demonstração do Lema 2.1.2.

Afirmação C.4.3. Seja V i ∈ W tal que L(E, λV i) ≥ δnkm. Pelo algoŕıtimo de Euclides,

existem inteiros q ≥ 0 e 0 ≤ s ≤ nk − 1 tais que n = qnk + s. Dáı,

L(E, λV i
ω) = lim

n→∞

1

n
ln ∥A(E,λV i

ω)
n ∥ = lim

q→∞

1

qnk + s

(
ln ∥A(E,λV i

ω)
s ∥+ ln ∥(A(E,λV i

ω)
nk

)q∥
)

=
1

nk
ln ∥(A(E,λV i

ω)
nK

)∥. (C.5)
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com A
(E,λV i

ω)
s como definida no Lema 2.1.2. Consequentemente, ln ∥(A(E,λV i

ω)
nK )∥ ≥ δmnk

2, e

portanto ∥(A(E,λV i
ω)

nK )∥ ≥ eδmnk
2
.

Um ponto relevante é como a afirmação anterior afeta a matriz A
(E,λV t)
(r−1)nk

(ji−1nk). Antes de

analisarmos isso, vamos entender qual é a definição desta matriz de acordo com a construção

feita na demonstração do Lema 2.1.2. Reforçamos a importância do leitor voltar ao primeiro

parágrafo da demonstração do referido lema para uma melhor compreensão do que se segue.

Note que l = ji−1 pertence a um subintervalo de Is = [(ji−1nk, (ji−1 + 1)nk] . Como s ̸= si−1,

por construção, wt = wi. Sendo assim, a matriz A
(E,λV t

ω)
(r−1)nk

(ji−1nk) é, na verdade, igual a

A
(E,λV i

ω)
(r−1)nk

(ji−1nk). Assim, a próxima afirmação é verdadeira.

Afirmação C.4.4.

A
(E,λV i

ω)
(r−1)nk

(ji−1nk) =
(
A(E,λV i

ω)
nk

)(r−1)
.

Não apresentaremos uma demonstração deste fato, por ser exaustiva, mas apresentaremos

um exemplo para aflorar a intuição de que a afirmação é, de fato, verdadeira.

Exemplo C.4.1. Consideremos nk = 10, ji−1 = 1, r = 4. Dáı,

A
(E,λV i

ω)
(r−1)nk

(ji−1nk) = A
(E,λV i

ω)
30 (10) = S39S38S37 · · ·S13S12S11S10

Usando a periodicidade e o fato de que A
(E,λV i

ω)
q = A

(E,λV i
ω)

s para q ≡ s (mod nk), temos que

A
(E,λV i

ω)
30 (10) =M ·M ·M = A

(E,λV i
ω)

30 = A3
10 = A(r−1)

nk

onde M = S9S8S7S6S5S4S3S2S1S0.

Então,

Lema C.4.1.

∥A(E,λV i
ω)

(r−1)nk
(ji−1nk)∥ ≥ eδmnk

2(r−1).

Demonstração. Reunindo as informações das Afirmações C.4.3 e C.4.4, obtemos

∥A(E,λV i
ω)

(r−1)nk
(ji−1nk)∥ = ∥

(
A(E,λV i

ω)
nk

)(r−1)
∥ =

(
A(E,λV i

ω)
nk

)
∥(r−1) ≥ δmnk

2(r − 1).

Observação C.4.4. Listaremos algumas observações sobre o comportamento de z, z′ e z”, e

suas relações com os respectivos ângulos definidos na Afirmação 2.1.6.
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i)

⟨uj , z”⟩ =∥z∥(cos θ∥B(j)∥⟨uj , sj⟩+ sin θ∥uj∥2)

= ∥z∥ sin θ∥uj∥.

Dáı,

|⟨uj , z”⟩|
∥uj∥

= ∥z∥ sin θ∥uj∥ = ∥z∥∥B(j)∥ sin θ.

ii)

cos θ′ =
|⟨uj , z”⟩|
∥z”∥∥uj∥

=
∥z∥
∥z”∥

∥B(j)∥ sin θ.

iii)

sin θ

cos θ′
=

∥z”∥
∥z∥

∥B(j)∥−1.

iv)

sin θ′ =
⟨z”, Bsj⟩

∥z”∥∥B(j)∥−1
.

v)

sin θ′

cos θ
=

∥z∥
∥z”∥

∥B(j)∥−1.

Reunindo iii) e v) temos que tan θ tan θ′ = ∥B(j)∥−2.

Lema C.4.2. Considerando WK como sendo o conjunto de todos os V t
ω, o diâmetro de WK é

no máximo r−10.

Demonstração. Denotemos por D o diâmetro. Por definição, D = sup{∥Vω(l)+ r−20ti−Vω(l)−
r−20tj∥∞ | i ̸= j e ti, tj ∈ {0, · · · r − 1}}. Isto é, D = sup{|r−20ti − r−20tj | | i ̸= j e ti, tj ∈
{0, · · · r − 1}}. Perceba que este supremo ocorre quando a diferença ti − tj é mı́nima, o que

ocorre quando tj = 0 e ti = 1 (e vice-versa). Neste caso, |r−20t − i − r−20tj | = r−20 ≥
|r−20ti − r−20tj |,∀ti, tj . Para r suficientemente grande, r−20 ≤ r−10, e portanto, D ≤ r−10.
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C.5 Seção 2.3

Lema C.5.1. Para toda sequência bilateral u de suporte limitado, vale a desigualdade

⟨u, PAu⟩ ≤ lim sup
k→∞

⟨u, P Vk
A u⟩.

Demonstração. De fato, pela demonstração do Lema 1.3.6, gVk,u converge pontualmente para

gṼ ,u. Sendo assim, pelo Lema de Fatou,

∫
lim inf gVk,udE ≤ lim inf

∫
gVk,udE ≤ lim sup

∫
gVk,udE.

Como, por hipótese, lim inf gVk,u = lim gVk,u = lim sup gVk,u = gṼ ,u, segue-se que

∫
gṼ ,udE ≤ lim sup

∫
gVk,udE.

Logo,

⟨u, P Ṽ
A , u⟩ =

∫
A
gṼ ,udE ≤ lim sup

∫
A
gVk,udE = lim sup⟨u, P Vk

A , u⟩.
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[2] A. Ávila; D. Damanik, Generic singular spectrum for ergodic Schrödinger operators, Duke

Mathematical Journal, 130 (2), 393-400, 2005.

[3] A. P. C. Huamán, Propriedades espectrais de operadores de Schrödinger com potenciais
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