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RESUMO

Neste trabalho, uma nova abordagem exata para problemas de localizagdo de instalagdes
competitivas com regra de escolha limitada é proposta. A abordagem envolve a criacdo de
um método hibrido baseado na decomposi¢do de Benders com aproximagdo externa, em
que o problema mestre da aproximagdo externa ¢ resolvido usando um algoritmo de
decomposicdo de Benders. Dada a estrutura de decomposicdo do problema, ¢ possivel
separar um corte de viabilidade de Benders para cada cliente por vez. No entanto, em
vez de adiciond-los todos de uma vez ao problema mestre, esses cortes foram agrupados
seguindo uma clusterizagdo dos clientes em pequenos grupos. Para otimizar ainda mais o
processo de solugdo, os cortes de viabilidade de Benders foram separados por inspecao.
Instancias de médio e grande porte foram usadas para avaliar o desempenho computacional da
abordagem proposta em relacdo aos métodos existentes na literatura. Os resultados
encontrados evidenciam a superioridade do método proposto em relagdo aos métodos

existentes na literatura, quando avaliados em instidncias de médio e grande porte.

Palavras-chave: localizacdo de instalagdes competitivas; algoritmo de aproximacao
externa; decomposi¢do de Benders; programacdo nado linear inteira mista; problema de
localizacdo de instalagdes em dois niveis.



ABSTRACT

In this study, a new exact approach for competitive facility location problems with limited
choice rule is proposed. The approach involves the development of a hybrid method ba-
sed on Benders decomposition with outer approximation, where the outer approximation
master problem is solved using a Benders decomposition algorithm. Given the decom-
position structure of the problem, it is possible to generate a Benders feasibility cut for
each customer at a time. However, instead of adding them all at once to the master pro-
blem, these cuts were grouped following a clustering of customers into small groups. To
further optimize the solution process, the Benders feasibility cuts were separated through
inspection. Medium and large-scale instances were used to evaluate the computational
performance of the proposed approach in comparison to existing methods in the literature.
The results demonstrate the superiority of the proposed method over existing methods in the

literature, particularly when evaluated on medium and large-scale instances.

Keywords: competitive facility location; outer approximation algorithm; Benders

decomposition; mixed integer non-linear programming; two-level facility location problem.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas de localizagao de instalagoes (PLI) tém sido o foco de estudos constantes héa
mais de um século devido & sua alta aplicabilidade (Drezner, 2009). No entanto, muitos

desses estudos abordam a versao mais comum do problema, que consiste em atribuir

o caminho mais curto ao cliente, sem considerar outras varidveis que podem compor
restri¢oes reais. Por isso, novas vertentes do problema foram surgindo na literatura devido
a necessidade de aproximé-las do mundo real, e uma delas é o problema de localizacao de
instalagoes competitivas (CFL).

Hotelling (1929) é considerado o pioneiro ao introduzir a abordagem de disputa espacial
entre duas empresas que competem para maximizar a receita através da melhor localizacao
ao longo de um segmento. Desde entao, fatores ligados ao cenério competitivo passaram
a ser mais abordados. Uma vez que a concorréncia por espaco no mercado ¢ inserida
no modelo, o processo de tomada de decisao do cliente também precisa ser investigado
e incorporado. Por isso, alguns estudos se tornaram referéncia justamente por abordar
esses aspectos relacionados ao comportamento do individuo.

Luce (1959), descreveu como representar as preferéncias individuais matematicamente
em modelos de escolha. A axioma de Luce, sugere que a probabilidade de se escolher
uma alternativa em detrimento de outra é diretamente proporcional as preferéncias do
individuo por essa alternativa em relacao as demais disponiveis.

Ja Huff (1964) foi o primeiro a considerar o comportamento paternalista dos clientes
em um modelo baseado em probabilidades. Seu método ficou conhecido como a regra
baseada na gravidade de Huff, em que a funcao de utilidade do cliente em relacao a
uma instalagao é diretamente proporcional as caracteristicas da instalacao e inversamente
proporcional a uma funcao da distancia entre a instalacao e o cliente.

Essas regras se tornaram essenciais em modelos que restringem a escolha do cliente.
Geralmente, em CFLs, cada cliente tem um conjunto de instalagoes para escolher e esse
conjunto pode ou nao ser limitado. Em modelos que nao limitam o tamanho do conjunto
todas as alternativas serao consideradas pelo cliente. Ja em modelos que restringem o

tamanho do conjunto de escolha, uma regra ¢ aplicada para limitar o niimero de instalagoes
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que ele pode escolher.

Recentemente, Mishra et al. (2023) conduziram uma revisdo abrangente dos problemas
CFLs até o ano de 2021, destacando suas diferengas-chave em relagao a outros problemas
de localizacdo de instalagoes. Um dos problemas revisados por Mishra et al. (2023) é o
desafiador problema de localizacao de instalagoes com a regra de escolha limitada.

Trés regras de escolha s@o comumente encontradas na literatura para CFLs: regra de
escolha binaria, regra de escolha proporcional e regra de escolha parcialmente binaria. Em
resumo, a regra binaria impoe a restricao de que uma demanda de cliente seja atendida
integralmente pela instalagao de maior utilidade. A regra de escolha proporcional permite
que os clientes dividam seu poder de compra entre todas as instalacoes proporcionalmente,
com base em sua utilidade. J4 a regra parcialmente binaria considera tanto a instalagao de
maior utilidade no conjunto de instala¢oes abertas quanto a op¢ao externa. Em seguida,
a demanda ¢ dividida entre essas duas opgoes proporcionalmente a sua utilidade.

Neste estudo, serao investigados modelos de localizacao de instalagoes competitivas
com regra de escolha limitada. Para isso, presumimos que o cliente, ao ter a sua disposi¢ao
um conjunto de instalagoes abertas, forma um conjunto de consideracao. Esse conjunto
é composto pelas instalagoes abertas que o cliente esta disposto a frequentar. A partir
da formacgao desse subconjunto, ele distribui seu poder de compra entre esse conjunto de
considerac¢ao e uma opgao externa (concorrente) seguindo a regra parcialmente binaria.

Assim sendo, tendo esses conceitos definidos, nosso objetivo é implementar um método
hibrido eficiente combinando a técnica de aproximagao externa (OA) (Duran e Grossmann,
1986) com cortes de Benders (Benders, 1962) para o problema de localizagao de instalagoes
com uma regra de escolha limitada. O problema consiste em localizar um conjunto de
instalagoes para atender a um conjunto de clientes, de forma a maximizar o lucro a partir
das receitas potencialmente capturadas e ao menor custo fixo envolvido.

Lin e Tian (2021a) propuseram um algoritmo de branch-and-cut baseado no método de
decomposicao generalizada de Benders (B&C-GBD) para resolver o problema, superando
uma abordagem de OA e um solucionador exato de ponta que abordava uma formulagao
cOnica para o problema, tanto em termos de tempo de execugao computacional quanto
de ntimero de instancias resolvidas até a otimalidade.

Aqui, aplicamos o OA, resolvendo o problema mestre de aproximagao externa (OAMP)
com um algoritmo de decomposi¢ao de Benders. Dada a estrutura de decomposi¢ao do
problema, podemos separar um corte de viabilidade de Benders por cliente por vez. No
entanto, em vez de adicioné-los todos de uma vez ao OAMP, agrupamos esses cortes
seguindo uma clusterizacao dos clientes em pequenos grupos. Isso evita sobrecarregar
o OAMP em cada né6 de branch-and-bound (B&B), mantendo alguns dos beneficios de
adicionar varios cortes por n6 de B&B. Para acelerar ainda mais o processo de solucao,
separamos os cortes de viabilidade de Benders por inspecao. Todas as abordagens sao

melhores descritas no Capitulo 4.
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Os experimentos e bem como os resultados obtidos mostram que a estratégia proposta
¢ muito competitiva quando comparada ao B&C-GBD, sendo, portanto, uma alternativa
viavel para solucao deste tipo de problema.

As principais contribui¢oes deste estudo sao destacadas abaixo:

e propomos um método hibrido que combina a técnica de aproximacao externa
com o método de decomposicao de Benders, incluindo a separacao analitica
de cortes de viabilidade de Benders. Esse método é capaz de resolver problemas de

grande porte de forma mais rapida do que as abordagens existentes na literatura;

e método analitico para separar cortes de viabilidade e otimalidade de Benders de

forma mais eficiente do que o uso do método Simplex;

e método capaz de separar cortes a partir de solugoes fracionarias, preenchendo uma

lacuna na literatura.

Este trabalho segue entao organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 apresenta uma
breve revisao bibliografica . O Capitulo 3 descreve detalhadamente o problema original de
localizagao de instalagoes competitivas. Enquanto, o Capitulo 4 detalha os modelos em
estudo. O capitulo 5 explica como o experimento foi realizado e os resultados encontrados.

Finalizando, o Capitulo 6 conclui este estudo e apresenta planos para trabalhos futuros.
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Capitulo 2
Revisao da Literatura

O problema de localizagao de instalagoes competitivas é vastamente estudado e abordado
na literatura. Seyhan et al. (2018) define um CFL como qualquer problema de localizagao
de instalagoes em que existe competicao espacial entre duas ou mais empresas, e as decisoes
dessas empresas sao interdependentes e afetam a participacao de mercado umas das outras.

Esses problemas comecaram a ser abordados em um trabalho pioneiro de Hotelling
(1929), que descreve a competicao entre duas empresas que visam maximizar seus lucros
considerando a localizagao de um ponto ao longo de um segmento localizado a distancias
a e b das extremidades, respectivamente. A demanda foi assumida por uma distribuicao
uniforme ao longo do segmento, e considerou-se que os clientes frequentavam a instalacao
mais proxima. Apos essa pesquisa, o tema comecgou a ser extensamente discutido.

Com o passar do tempo, novos estudos contribuiram para o surgimento de novas
abordagens e métodos como alternativas para resolver CFLs. Lin e Tian (2021a) em
seu estudo categorizam esses métodos em duas classes distintas: métodos exatos, que
sao comumente resolvidos reformulando o modelo original em um programa linear inteiro
misto (MILP) e depois resolvendo-o usando solucionadores; e heuristicas, muitas das quais
sao baseadas em meta-heuristicas ou heuristicas que aplicam o teorema de Lagrange.
Abaixo, um resumo de véarios estudos que aplicam métodos exatos relacionados a CFLs é
apresentado por ser a categoria de foco nesta pesquisa.

Abordagens exatas Intimeros estudos aplicaram métodos exatos para resolver CFLs, e
entre eles, podemos destacar os seguintes de forma resumida: Drezner e Drezner (2004)
propds um algoritmo eficiente de branch-and-bound para resolver o modelo baseado na
gravidade de Huff (1964); Aboolian et al. (2009) decompds o CFL em dois subproblemas
e utilizou o CPLEX para resolvé-los; Fernandez et al. (2014) empregou um método de
branch-and-bound para resolver varios CFLs de tamanho médio; Gentile et al. (2018) usou
uma abordagem de branch-and-cut (B&C) para otimizar um CFL em que a competigao
foi modelada usando o jogo de Stackelberg. Indica-se ao leitor interessado que revise os
trabalhos acima mencionados para maiores entendimentos. Outros estudos foram mais

detalhados a seguir.
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Para abordar um problema de captura maxima CFL com utilidades aleatérias, Ljubi¢
e Moreno (2018) consideraram dois modelos de programagao linear inteiro misto esparsos
com um numero exponencial de restrigoes. O primeiro modelo depende de uma relaxagao
da fungao objetivo (FO) do OA, enquanto o segundo explora a submodularidade da FO.
Eles avaliaram quando cortes de aproximacao externa sao incorporados na estrutura de
branch-and-cut (B&C-OA) em comparagao com métodos exatos de ponta. Os resultados
obtidos demonstraram que a metodologia proposta superou significativamente todas as
abordagens anteriormente estudadas na literatura.

No seu estudo, Mai e Lodi (2020) implementaram uma versao aprimorada do algoritmo
multi-corte OA, que permite a criacdo de um conjunto de fungoes lineares por partes
para uma aproximacao externa das diferentes partes da funcao objetivo, por meio do
agrupamento estratégico de clientes. O método opera em um estilo de plano de corte,
resolvendo um MILP em cada iteragao, mas permite gerar varios cortes por iteracao,
em vez de apenas um, como no framework original. Os experimentos computacionais
conduzidos no estudo demonstraram que a abordagem proposta foi mais eficiente e robusta
em comparag¢ao com o estado da arte.

Em Lin e Tian (2020), abordagens exatas para CFLs com atratividade discreta foram
apresentadas. Além do método B&C-OA, demonstrou-se como esses problemas podem
ser facilmente formulados como um programa quadratico conico inteiro misto (MICQP)
e resolvidos usando solucionadores conicos de segunda ordem. Os resultados destacaram
que a abordagem MICQP supera as outras em termos de tempo computacional.

Lin e Tian (2021b) abordaram um CFL em um mercado com demanda elastica, onde
um novo entrante concorre por demanda com um concorrente, e as escolhas dos clientes
sao geralmente explicadas probabilisticamente. Eles se concentraram no modelo de um
tnico nivel com a regra da gravidade e consideraram a elasticidade da demanda das
zonas de consumo. Como solug¢ao para o problema, eles propuseram um algoritmo de
decomposicao de Benders que mantém apenas um pequeno subconjunto das variaveis de
decisao (decisoes de localizagao) e projeta as variaveis continuas de alta dimensionalidade
(decisoes de atratividade). Os resultados sugeriram que o método supera abordagens de
referéncia em grande medida.

Em outro estudo, Lin e Tian (2021a) propuseram uma abordagem de B&C com base
no esquema de decomposicao generalizada de Benders para CFLs. A ideia central é
manter a decisao de localizacao no problema mestre e projetar a variavel continua usada
para modelar o conjunto de consideragao do cliente. Portanto, cortes de viabilidade e
otimalidade de Benders sao gerados dinamicamente dentro da estrutura de B&C. Com a
ajuda desses cortes, o0 B&C-GBD s6 precisa operar dentro do espaco de decisao projetado.
Experimentos indicaram a superioridade do método proposto em relacao as abordagens
B&C-OA e MICQP.

Como focaremos aqui em uma abordagem exata para o problema, limitamos nossa
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revisao a trabalhos relacionados com métodos exatos. No entanto, o leitor interessado
pode consultar os trabalhos de Drezner et al. (2007), Aboolian et al. (2007), Ashtiani
et al. (2013), Ivanov e Morozova (2016), Seyhan et al. (2018) e Levanova e Gnusarev

(2018) para métodos heuristicos de resolucao.
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Capitulo 3
Descricao do Problema e formulacoes

Iremos adotar neste capitulo as mesmas notagoes e defini¢oes de Lin e Tian (2021a).
Sejam I e J os conjuntos de zonas de clientes e instalagoes candidatas, respectivamente.
Considerando um mercado em que ja existe a presenga de um concorrente, cada instalagao
J € J possui uma atratividade ou utilidade intrinseca nao negativa u;; > 0 para a zona
de cliente 7 € 1.

A atratividade ou utilidade do concorrente para a zona de cliente i € I é dada por
u;o > 0. Isso representa a opcao de nao utilizar o servico do novo participante ou de
procurar servico em outro lugar. Cada instalacao j € J possui um custo de instalagao
f; = 0, enquanto cada zona de cliente ¢ € I possui um poder de compra b;. A escolha
de instalagoes abertas para o conjunto de consideracao de cada zona de cliente ¢ € I é

limitada a no maximo ~;. A Tabela 3.1 lista as principais notac¢oes adotadas.

Tabela 3.1: Um resumo da notacao adotada

Conjuntos
I : conjunto de zonas de consumo de clientes. |I| = m.

J : conjunto de instala¢des candidatas. |J| = n.

Parametros

b; : poder de compra na zona de cliente i, Vi € I.

fj + custo fixo de abrir a instalacao j, V j € J.

~; : nimero méaximo de instalagoes no conjunto de consideragao para a zona de cliente ¢, V i € I.
Aj; : atratividade da instalagao j, V j € J.

d;; : distancia entre a instalagao j e a zona de consumo do cliente i, Vi€ I, j € J.

u;; « utilidade da instalagdo j ou da opgdo externa para a zona de cliente ¢, Vi € I, j € J U {0}.

Variaveis de Decisao
x; : binario. Se a instalagao j estiver aberta, =; é igual a 1; caso contrario, ¢ 0,V j € J.

;5 + binario. Se a instalagao j estiver no conjunto de consideragao do cliente 7, y;; ¢ igual a 1; caso contrario, ¢ 0, Vi€ I, j € J.

Para modelar o conjunto de consideragao, devemos primeiro introduzir a variavel de

decisao y;; € {0,1}, que é igual a 1 se a instalagdo j € J pertence ao conjunto de
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consideracao da zona de cliente ¢ € I; 0, caso contrario. Assume-se que a zona de cliente
1 € I divide seu poder de compra entre as instalacoes no conjunto de consideragao e uma

externa de acordo com a seguinte regra de probabilidade:

WUijYij _ TijYig
- 9
D ies Wiglis + o D ey i+ 1

Pi(y) = Viel,jeld (3.1)

onde m;; = Z_Z) Além disso, a instalagao j € J s6 pode estar no conjunto de consideragao
de i € I, ou seja, y;; = 1, se estiver instalada ou se a variavel de decisao de abertura da
instalacao z; € {0,1} for igual a 1; caso contrario, y;; = 0. Quando a instalagao j € J
nao estéd instalada, temos x; = 0. O problema pode entao ser formulado como o seguinte

programa nao linear inteiro de dois niveis:

e S P jeJ
y € {0, 1}HIx1]
BL . sty = argye{or,r}%ic‘xm ;mjyzj Viel (3.3)
s.b. Zyij <% Viel (3.4)
j€J
\ Yij é X V] eJ (35)

A fungao objetivo (3.2) maximiza o lucro esperado dado pela receita total potencial
capturada menos os custos de abertura das instalagoes. O problema interno (3.3)-(3.4)
retorna o vetor y; com a selecao de até ~; instalagoes abertas, imposto pelas restri¢oes
(3.4), mas contendo as maiores utilidades, garantidas pela fun¢do objetivo interna (3.3).
Finalmente, as restrigoes (3.5) garantem que uma instalagdo j € J s6 pode estar no
conjunto de consideragao da zona de cliente ¢ € I se j estiver instalada.

Embora BL seja um problema bilinear, pode ser trivialmente reformulado como um
problema de um tnico nivel. Observe que, para um z viavel fixo, os clientes escolhem
as instalacoes abertas que possuem as maiores utilidades para formar seu conjunto de
consideracao. Essas escolhas naturalmente levam aos lucros mais altos, uma vez que a
fungao objetivo (3.2) é crescente e concava para y. Portanto, isso nos permite reescrever
BL como um programa de um tunico nivel. Além disso, em vez de maximizar o lucro
esperado, pode-se usar uma fungao objetivo equivalente que é a minimizagao do poder de

compra nao capturado e dos custos fixos de instalagao, ou:
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( b;
min + Y fiz; (3.6)
ze{0,1}17] el ZjeJ TijYi; + 1 gze; I
jeJ

sendo a formulagao M1 equivalente ao modelo BL, mas é um problema de minimizagao
de um tnico nivel. Observe que Lin e Tian (2021a) relaxaram a restrigao de integralidade
de y;;, veja a restricio (3.9), uma vez que as restri¢oes de conjunto de consideracdo ou
cardinalidade (3.7) e a monotonicidade da fungao objetivo em y permitem isso.

Uma vez que a formulagao do problema tenha sido delineada, um exemplo pratico do
problema de localizagao de instalagoes competitivas pode oferecer uma compreensao mais
aprofundada. A figura 3.1 apresenta uma solu¢ao para um CFL, onde sao consideradas 10
zonas de consumo de clientes 7, e 10 instalagoes entrantes candidatas j. Adicionalmente,
observa-se a restricao de que cada zona de cliente ¢ pode ter no maximo 2, v = 2,

instalacgoes candidatas por conjunto de consideragao y;;.

Legenda
Zona de consumo

Instalagéo candidata nao aberta

Instalagéo candidata aberta

1 24 4C

Concorrente ja instalado

Figura 3.1: Exemplo de um CFL.

A solucao apresentada indica que apenas 4 das 10 instalagoes candidatas x; estao
ativas na funcao objetivo, sendo elas: 1, 2, 6 e 8. Dessa forma, cada zona de consumo dos
clientes pode ter em seu conjunto de consideracao apenas 2 delas. Assim, a instalagao
candidata 1 estd presente em todos os conjuntos de consideracao. A instalacdo 2 esta
presente nos conjuntos de consideracao das zonas de clientes 1, 3, 4 e 6. A instalacao 6

esta presente nos conjuntos de consideragao das zonas de clientes 2, 5, 7 e 9. Por fim,
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a instalacao 8 esta presente nos conjuntos de consideracao das zonas de clientes 8 e 10.
Além disso, é importante considerar a presenca do concorrente.

Uma vez que tenha sido formado o conjunto de consideracao de cada zona de consumo
do cliente 7, o poder de compra b; é entao dividido entre a opcao de maior utilidade desse
conjunto e a opcao externa, de forma proporcional. Além disso, deve-se considerar o custo

de abertura das instalagoes ativas na fungao objetivo.
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Capitulo 4
Métodos exatos de resolucao

Neste capitulo, abordamos métodos exatos para resolver o problema apresentado em (3.6)-
(3.9). Para facilitar a fluidez do estudo, a tabela 4.1 apresenta as nomenclaturas que serao

utilizadas para abreviar os nomes dos métodos aplicados.

Tabela 4.1: Nomenclaturas para os métodos exatos abordados.

Nomenclatura Meétodo
B&C-OA Branch-and-cut com cortes OA abordado em Lin e Tian (2021a)
B&C-GBD  Branch-and-cut baseado na decomposicdo generalizada de Benders de Lin e Tian (2021a)

OABD Abordagem de decomposi¢ao de Benders com técnica de OA proposta

4.1 B&C-OA

O método B&C-OA, abordado por Lin e Tian (2021a), foi inicialmente aplicado por Ljubié¢
e Moreno (2018) em problemas de localizagao com captura méxima e utilidades aleatorias.
Essa abordagem explora uma tinica arvore branch-and-cut e utiliza cortes de aproximagcao
externa gerados dinamicamente para aproximar o envelope convexo.

Definindo a fungao Fj;(y) como

bi

, Viel (4.1)
Zje] TijYi; + 1

Fi(y) =

¢ possivel reescrever (3.6)-(3.9) na forma de epigrafe de F;
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1 Bi + 4.2
i 2Bt 2 S (4.2)
s.a.: ﬂl > Fi(y) Viel (4.3)
>y < Viel (4.4)

jeJ
Yij = 0 VjielJ (4.6)

Como F;(y) ¢ uma fungao convexa, ao fixar qualquer ponto g, um limite inferior pode
ser obtido pela aproximagao linear de primeira ordem em y. Isso nao exclui nenhuma

regido factivel em (4.2)-(4.6) e a restri¢do a seguir passa a ser valida

0F;(y _ _ ,
Bi > Z P ( )(yij — Ji) + Fi(9), Viel (4.7)
jeq Y
onde 2D ¢ 5 derivada parcial de F; em relagao a y;; e avaliada em y. Isso ¢ dado por

0yij j

OFi(y) —biTi;

= 4.8
Iy (X jes migij +1)° (48)

A restrigao (4.7) gera os cortes OA para cada zona de cliente i, o que nos permite

remodelar (4.2)-(4.6) usando uma formula¢ao MILP

ZB#ZL:C]

xE{Ol}m it
(9F .
DB 2 — Yij) + Fi(¥) Viel,yeT
JjeJ
Zymé% Viel,jeld
JjeJ
yij < Viel,jelJ
ysz Viel,jelJ

(4.9)

sendo 7" o conjunto de pontos y registrados encontrados durante o processo B&C. Sao

esses pontos que definem os cortes OA que apontam a direcao para otimizacao.
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4.2 B&C-GBD

A abordagem B&C-GBD, proposta por Lin e Tian (2021a), baseia-se na ideia de manter
um pequeno subconjunto de variaveis de decisao no problema mestre e projetar a variavel
continua complicada seguindo o esquema de decomposi¢ao de Benders. No caso de um
problema CFL, quando z é fixado em um ponto factivel, (3.6) se reduz a um problema
de otimizacao trivial com diferenca dual zero, e a solucao 6tima para y acaba sendo um
valor inteiro.

Considerando essa propriedade, o método utiliza uma abordagem de decomposi¢ao
generalizada de Benders que projeta as variaveis y e as substitui por cortes generalizados
de Benders. Para alcancar isso, (3.6) é decomposta, mantendo a variavel inteira z no
problema mestre (PM), enquanto os subproblemas (SP) lidam com a nao linearidade

associada a y. Assim, o PM no espaco x é representado por

min Ww; + Z flej

ze{0, 13! el jedJ
sa. 1 w; > ¢i(x) Viel
(4.10)
onde a fungdo ¢;(z) é obtida resolvendo um subproblema convexo, ou seja, Vi € [
6:(2) : b;
() = min
v D e TigYiy +1
sa. : Yi; < VjelJ
D i <
jed
Yij =0 Viel,jelJ
(4.11)

Com base nessa formulagao, algumas observagoes podem ser feitas. Para qualquer
solucao factivel x, o SP se torna trivial de resolver porque o objetivo pode ser substituido
por max y e TijYij. Desta forma, ele pode ser resolvido simplesmente classificando as
localizagbes de acordo com o valor de 7. Além disso, ¢;(z) é uma fun¢ao convexa em
relacao a x, tornando o PM em um programa convexo inteiro misto. Como tal, ele pode
ser tratado por meio da abordagem de branch-and-cut MILP, onde ¢;(x) é aproximado
por cortes generalizados de Benders.

Assim, para uma solu¢ao = qualquer, a fun¢ao convexa ¢;(x) pode ser aproximada pelo

seu subestimador linear em z. O seguinte corte linear é, portanto, globalmente valido
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w; > ¢i(x) > ¢i(T) + 54(2)" (v — T), Viel (4.12)

onde s;(Z) € R™ é o subgradiente de ¢;(z) em z. Como a variavel x esta presente somente
na primeira restrigao do SP, aplica-se a dualidade Lagrangiana e assume-se as qualificagoes

de restri¢oes vélidas. Um subgradiente pode entao ser obtido da seguinte forma

si(T) = —Xij, vieJ (4.13)

onde \;; é a variavel dual 6tima (ndo negativa) associada a restricao y;; < x;, produzindo

uma versao desagregada dos cortes generalizados de Benders em z

E possivel ainda adicionar um corte de otimalidade & relaxacdo do problema linear

usando a funcao de lazy-cut callback do solver

SwzCa@n- Y ) (4.15)

iel iel j€J;@;=0

o que garante que um poder de compra nao satisfeito abaixo de ), ; ¢;(Z) s6 pode ser
alcancado pela abertura de uma ou mais instalacoes além da solucao atual de z. Assim,

(3.6) pode ser modelado pelo seguinte MILP

z€{0,1}171

min Z w; + Z fiz;
iel

jeJ
S.a. . wZZgbz(:Z’)—Z;\”(xj—a_cj), Vief,feT
jeJ
>w > e@)a— > ay), VieT
el il jeJ;z;=0

(4.16)

onde o conjunto T' consiste nos pontos inteiros x encontrados apos a resolucao de certas
relaxagoes da programagao linear (LP) da arvore de busca. Esses pontos sao aqueles que

definem os cortes de Benders e cortes de otimalidade que eliminam solu¢des nao 6timas.



28

4.3 OABD

4.3.1 Hibridizacao da técnica de aproximacao externa com o

método de decomposicao de Benders

Duran e Grossmann (1986) desenvolveram a técnica de aproximacao externa para tratar
problemas de programagao nao linear de inteiros misto (MINLP). O método OA resolve
um MINLP alternando entre a solucao de um MILP e a geracao de cortes OA. O MILP
inclui as variaveis de decisao originais e suas respectivas restri¢oes lineares, junto com os
cortes OA, que sao adicionados cumulativamente ao MILP em cada iteracao. Os cortes
OA sao aproximacgoes lineares das nao linearidades avaliadas na solugao do MILP em cada
iteracdo. A medida que o método avanca, uma aproximacao cada vez melhor do problema
original MINLP ¢é alcangada, juntamente com novos valores para as varidveis de decisao
e limites duais mais precisos. O método OA itera até convergir para uma solucao 6tima,
caso exista.

Geralmente, o método OA demonstra eficacia em instancias de pequeno e médio porte.
No entanto, a sua aplicabilidade pode ser limitada para instancias de grande porte, devido
ao custo computacional proibitivo associado ao seu MILP. Para contornar essa limitacao,
propomos abordar o problema mestre OA por meio de um algoritmo de decomposicao de
Benders (Benders, 1962). Antes de apresentarmos nosso método desenvolvido, explicamos
inicialmente a aplicagao da técnica OA ao CFL.

Para aplicar o método OA a formulagao M1, introduzimos inicialmente uma variavel

ficticia z; > 0, para cada ¢ € I, a fim de substituir o denominador na fungao objetivo
b;
zi+17

(3.6), ou seja, definimos z; = >, ;m;y;;. Em seguida, estabelecemos ¢;(z;) =

permitindo-nos reescrever M1 da seguinte forma

i(Zi) + 4.17
me?ollﬁu‘qu Z ]EZJfJxJ ( )
M2 sa. (x,y) € (4.18)
zi = Zﬂ—ijyij VJ eJ (419)
jedJ
\ % >0 Viel (4.20)

onde Q = (z,y): (3.7) — (3.9). E importante observar que ¢;(z;) ¢ uma funcio suave,
diferenciavel e convexa para um valor viavel z; € Z, sendo Z o conjunto de valores viaveis

para z. Assim, podemos empregar aproximagoes de primeira ordem em z € Z ou
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i, St X

x€{0,1}171 4

jeJ
sa. (z,y) €
2z = Zﬂz‘jyzj vjedJ
OAMP jeJ
2; 20 Viel
09;(Z; _ . _
m = ¢i(z) + q;iz ) (zi — Z) Viel z;eZ (4.21)
0¢i(Z:) _ —b;

onde (4.21) s@o os cortes OA derivados das solugoes do conjunto Z, e 05 =

O conjunto Z pode ser construido iterativamente a partir das solugdes encontradas
pelo OAMP durante cada ciclo do método ou durante um procedimento de B&C utilizado
para resolver o OAMP. A partir de cada vetor de solugao registrado z, um corte OA é
extraido, o qual é adicionado ao OAMP se estiver violado. Esses cortes OA aproximam
eficientemente a fungao ¢;(z;). Importante ressaltar que o método OA requer apenas um
namero finito de cortes OA para convergir para uma soluc¢ao 6tima, caso exista (Duran e
Grossmann, 1986). Além disso, vale observar que todas as restrigdes de M1 sao lineares,
tornando desnecesséaria a aproximacgao externa de sua regiao vidvel. Um exemplo deste

ciclo de cortes é fornecido no algoritmo 1.

Algoritmo 1: Um ciclo de corte para um algoritmo de aproximagao externa
[1] UB, LB <+ 00, —c0
Z <+ {}
while UB — LB > 0 do
(LB,z,z,y) < OAMP(Z)

UB « min(UB, ) _ f;z; +Z

Jj€J

AW N =

[S)]

zz—l—l

(=]

Z +— ZU{z}
7 end

4.3.2 O método de decomposicao de Benders

O OAMP é um MILP que cresce rapidamente com o ntimero de zonas de clientes, devido as
variaveis y, cujo tamanho pode dificultar a solugdo do OAMP para instancias grandes. No
entanto, essa dificuldade pode ser mitigada ao projetar as variaveis y, desde que algumas
manipulacoes algébricas sejam realizadas. A proposta consiste em resolver o OAMP por

meio de um algoritmo de decomposi¢ao de Benders.
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O método de Benders (1962) divide um MILP em dois problemas mais gerenciaveis
computacionalmente: um problema mestre e um conjunto de subproblemas. O problema
mestre contém as variaveis inteiras originais e suas respectivas restrigoes, junto com os
cortes de Benders. Esses cortes de Benders sao restricoes que substituem as variaveis
projetadas, sendo extraidos conforme necessario a partir da solu¢ao do subproblema. Por
sua vez, o subproblema é o dual do programa linear obtido ap6s a fixagao temporaria das
variaveis inteiras pelo PM. O método opera iterativamente, alternando entre as solugoes
do PM e do subproblema implicito. A cada iteragdo, um corte de Benders, separado da
solugao do subproblema implicito, é adicionado ao PM.

Os cortes de Benders podem ser de viabilidade ou de otimalidade. Os cortes de
viabilidade eliminam solugoes que seriam invidveis para o problema original, enquanto
os cortes de otimalidade contribuem para a melhoria do limite dual fornecido pelo PM.
Um limite primal é prontamente disponivel quando combinamos as solu¢oes do PM e
dos subproblemas. A medida que adicionamos cortes de Benders ao PM, o limite dual é
aprimorado até convergir em um ntmero finito de iteragoes para uma solucao 6tima, se
existir. Essa solugao 6tima é entao considerada 6tima para o MILP original. O método de
decomposicao de Benders tem sido aplicado com sucesso a uma ampla gama de problemas
de otimizacao, conforme evidenciado pelas extensas pesquisas de Rahmaniani et al. (2017),
Real et al. (2018), Real et al. (2021) e Oliveira et al. (2021) sobre o método.

Aqui, realizamos a projecao das variaveis y. Para valores fixos de x = T e 2z = Z,

obtemos o seguinte subproblema linear primal

(' min 0
s.a.: Z?Tijyij =z Viel
jeJ
pSp —]Ze;yz‘j > = Viel
— Yij > —T; Viel,jelJ
— Y > —1 Viel,jelJ
Yij > 0 Viel,jelJ

observe que o PSP é um programa linear com uma funcao objetivo ficticia, o que se
configura, portanto, como um problema de viabilidade. Além disso, note que temos ||
subproblemas independentes, o que nos permite decompor o PSP em um subproblema
para cada ¢ € I. Dessa forma, podemos expressar o seguinte subproblema dual para cada

i € I, fazendo uso das variaveis duais 3; € R, u; > 0, v;; >0, e 035 > 0
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(
max z;[3; — viu; — Z Tjv55 — Z Oij
jed jeJ
S.a.: Wijﬁi—ui—vij—aij SO vj€J7ﬁi€R
DSP
vi; >0 vielJ
oi; >0 VjedJ

Com base na teoria da dualidade da programacao linear, quando o PSP é inviavel, o
DSP ¢ ilimitado. Podemos, portanto, obter uma direcao extrema (3, u, v, &) associada ao
DSP ilimitado para identificar um corte de Benders violado, o qual precisa ser adicionado
ao problema mestre. Esse corte de viabilidade de Benders pode ser expresso da seguinte

forma

ziBi — Z%’@zj < Yiu; + Z 0ij

jeJ jeJ
registrando todas as direcoes extremas encontradas ao longo das iteragoes do método

com a ajuda do conjunto H, podemos entao formular o seguinte problema equivalente ao
OAMP:

.
min}_ni+ ) fi;
icl jeJ
S.a.: Bzzz — Z@i]’l‘j S ’}/Zﬂz -+ Z6ij V(B,’FL, @, 5’) e H (422)
jeJ jeJ
OABDMP _\, 99i(z) _ . }

n > ¢i(zi) + T(zi - z) Viel,z € Z (4.23)

z; >0 Viel

x; € {0,1} VieJ

L n; =0 Viel

OABDMP é reconhecido como o problema mestre de Benders e possui a mesma solugao
otima do OAMP, caso exista. As restrigoes (4.22) representam os cortes de viabilidade de
Benders, enquanto (4.23) referem-se aos cortes de aproximagao externa. Note que esses
cortes sao independentes, podendo ser adicionados ao OABDMP em qualquer ordem, seja
separadamente ou em conjunto. Além disso, eles podem ser derivados nao apenas a partir
de solugoes inteiras viaveis do OABDMP, mas também de solugoes fracionarias.

O algoritmo 2 ilustra como a abordagem de decomposicao de Benders pode resolver o
OAMP. O OABDMP retorna um limite inferior (LB) vélido para o OAMP, que, por sua
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vez, ¢ um LB vélido para o problema original. Para valores fixos de z e Z, o subproblema
dual de Benders é resolvido para cada ¢ € I. Sempre que o DSP retornar uma solugao
6tima nao nula para um ¢ € I, um corte de viabilidade de Benders ¢ separado para ser
adicionado ao OABDMP. Se nenhum ¢ retornar uma solugao 6tima nao nula, entao a
soluc@o proposta pelo OABDMP ¢é viavel para o OAMP, e um limite superior (UB) pode
ser obtido. Em cada iteracao, um corte de aproximagao externa é separado até que o LB

e o UB convirjam para uma solucao 6tima, se existir.

Algoritmo 2: Um laco de corte para um algoritmo de decomposicao de Benders
para resolver um problema mestre relaxado de aproximagao externa
1 UB,LB < 00,—00

2 7+ {}

4 while UB — LB >0 do

5 | (LB,zz)+ OABDMP(Z| )

iel

6 qu +~—0

7 for i € I do

8 (és, s, Bi, ;) < DSP(%,7)

9 Or < dr + &

10 if ¢; > 0 then

11 | M — MU {(u, Bi,0:)}

12 end
13 end
14 if o7 =0 then

| ] b,

15 UB < min (UB,;f]x]+;Zi+l)
16 end
17 | Z <+ ZU{Z}
18 end

4.3.3 Resolvendo o subproblema dual de Benders (DSP)

A forma como separamos os cortes de viabilidade de Benders tem um impacto substancial
no desempenho geral do método. Embora seja tentador utilizar um solver de programacao
linear para resolver os problemas DSP, isso muitas vezes reduz a convergéncia do método.
Os solvers de programacao linear frequentemente retornam dire¢oes extremas arbitrarias
para problemas ilimitados. Como resultado, os cortes de Benders derivados dessas dire¢oes
costumam ter eficacia limitada (Fischetti et al., 2010).

Para superar isso, a literatura (Brandenberg e Stursberg, 2021; Conforti e Wolsey,
2019; Ljubi¢ et al., 2012; Fischetti et al., 2010) nos sugere o uso de subproblemas de

Benders normalizados. A abordagem para a separacao de cortes de Benders normalizados
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envolve a resolu¢ao dos DSPs sobre um poliedro limitado, ao em vez de um cone ilimitado.
Isso via de regra exige a introducao de restrigoes de normalizagao no subproblema dual
de Benders, o que frequentemente demanda o uso de um solver de programacao linear.
Quando é possivel separar cortes de Benders de viabilidade normalizados de maneira
analitica, observa-se uma melhoria significativa no desempenho do método. Portanto,
neste método proposto, sugerimos a ado¢ao de uma estratégia simples de normalizacao
que nos permite separar cortes de viabilidade de Benders resolvendo um problema continuo
da mochila.

Introduzimos a variavel de erro e; ao PSP, resultando no e PSP;, um para cada ¢ € I:

ePSPi—HIiH{eiIzﬂzjyz’j—i‘ei—% Z?Jz’jﬁ%’, vij < T; VjEJ, Oﬁyz‘jﬁlvjej}

jeJ jeJ

e apos algumas manipulacoes algébricas e substitui¢oes, podemos transformar o ePSPF,

no seguinte problema:

PSPmaXi = max{z T Yis — Z; Zyw < Yi»  Yij < IE]’ Vj S J, 0< Yij <1 VJ S J}

jedJ jed

cuja forma dual é:

DSPK; = min {%ui + Z(:Ejvij +0i5) — % :

jed

Ui + vy + 03y > g, up > 0,05 > 0V5 € J, Uz‘jZOVJGJ}

observe que PSPmax; é um problema continuo da mochila, uma vez que y;; € [0,1].

Portanto, é facilmente resolvivel: para cada ¢ € I, se Zje ;T <7, entao y;; = T, para
cada j € J; caso contrario, forme um conjunto ordenado £; C J de indices ordenados
nao crescentemente por seus respectivos valores de 7;;. Em seguida, identifique o indice

critico 5* tal que:

>, m<w< >,
JeLizo(j)<o(5*) jeLizo(§)<o(5*)
onde o(j) é uma funcdo que retorna a posicao do indice j na lista £;. O indice critico j*
pode ser interpretado como o primeiro indice da lista ordenada £; cuja soma acumulativa,

comecando do primeiro indice da lista, coincide ou ultrapassa o limiar de ;. Defina o

conjunto S como {j € L; : o(j) < o(j*)} e S = S\ {j*}. Entdo, uma vez que o indice
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critico 7* ¢ identificado, a solu¢ao 6tima para y;; pode ser obtida definindo: y;; = Z; para
todos j € S, yij» = Vi — Zjegfja e yi; =0 para j € L;\ S,

Os valores duais 6timos (u*, v*, 0*) também estao prontamente disponiveis. Lembre-se
de que u; > 0, v;; > 0, e 05 > 0, para j € J, sao as varidveis duais associadas as restrigoes
de capacidade, ativagao e limite superior geral, respectivamente. Se jes Tj < i, entao
o valor dual 6timo u; € igual a 0. Para cada j € J, se z; > 0, entdo v; = 0 e 0j; = 73

e . - ~ " . .
caso contrério, vj; = m; e o;; = 0. Se Zjej Zj > 75, entao o valor dual 6timo para u; ¢

i)
para todos j € S, e v;;* = 0, para todos j € L; \ S. Todos os resultados acima derivam

*

igual a m;;+, enquanto os valores duais 6timos para v};, j € J, sao iguais a v;;* = m;; — w;",
da teoria da mochila (Martello e Toth, 1990), e a otimalidade das solugdes primal e dual
é assegurada pelas teorias de dualidade forte e folga complementar.

Uma vez calculados os valores 6timos de (u*, v*, ™), retornamos ao problema DSP para

obter o valor 6timo de §;". Lembre-se das restri¢des do problema DSP, 7;; + 3; < w; + vy,

. . £ 4 .U+ U
para todos j € J. Portanto, o valor 6timo de ;" é dado por ml?{ S }
JE g

4.4 A estrutura das abordagens propostas

Os métodos propostos seguiram a mesma abordagem de Lin e Tian (2021a) ao gerar
dinamicamente os cortes dentro da estrutura branch-and-cut, trabalhando com a ideia de
uma tunica arvore de busca. Apos a geragao dos cortes, eles sao adicionados & arvore de

branch-and-cut usando a funcao de lazy-cut callback em um solver MILP.
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Capitulo 5

Resultados Computacionais

5.1 Experimentos numeéricos

Para os experimentos numéricos, utilizamos Python como linguagem de programagao e o
Cplex como solver. As instancias foram criadas seguindo o mesmo padrao abordado por
Lin e Tian (2021a). Geramos dois conjuntos de instancias de teste artificialmente, optando
por trabalhar com instancias de médio e grande porte, uma vez que essas demandam mais
dos métodos em estudo. Além disso, escolhemos explorar essas instancias, visto que no
estudo de Lin e Tian (2021a), o método B&C-OA teve seu desempenho testado apenas nas
instancias de pequeno porte. Assim, o estudo se torna completo em termos de comparacao
de desempenho de todos os métodos citados.

Os experimentos foram executados com um critério de parada de gap < 107 ou um
tempo de execugao maximo de 7200 segundos.

Instancias de médio porte Um total de 36 instancias de médio porte foram testadas.
Foram considerados dois tipos de +: homogéneo e nao homogéneo. No caso homogéneo,
os valores foram selecionados no conjunto {1, 2,3}, enquanto no conjunto nao homogéneo,
os valores de «; foram distribuidos aleatoriamente dentro da faixa [1, 5] para cada i € I.

Os demais parametros utilizados para gerar as instancias estao descritos abaixo:

Ntamero de zonas de clientes |/|= {800, 1000};

Nuamero de instalagoes candidatas |.J|= {100, 150, 200};

Custo fixo de abertura de instalagao f= {2000};

As localizagoes das zonas de clientes e instalagoes foram geradas aleatoriamente

dentro de uma distribuigdao uniforme bidimensional no intervalo [0, 1000]?.

A matriz de distancias d foi calculada usando a distancia euclidiana.

O poder de compra b; foi gerado a partir de uma distribui¢ao uniforme no intervalo

(10, 1000).
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e Para a opgao externa, adotou-se u;y = 1/50.

Instancias de grande porte As instancias de grande porte foram geradas de forma
semelhante as de médio porte, distinguindo-se pelo nimero de conjuntos de zonas de
clientes e de instalagoes candidatas. Ao todo, 30 instancias foram criadas, adotando os
conjuntos |I]|= {1500, 2000, 3000} e |J|= {100,200, 300}.

Todos os testes computacionais foram realizados em uma estacao de trabalho Dell
Power Edge T620, equipada com uma CPU Intel(R) Xeon(R) E5-2609 @ 2.40GHz e 98
GB de RAM, rodando em um ambiente Linux de 64 bits. O Cplex foi configurado para

operagao sequencial, ou seja, processamento em apenas uma thread.

5.2 Resultados e discussoes

5.2.1 Instancias de médio porte

Os resultados encontrados nos experimentos computacionais evidenciam que o método
OABD proposto é altamente competitivo em comparagao com os abordados por Lin e
Tian (2021a). Na tabela 5.1, sao apresentados os gaps obtidos pelos modelos para as 36
instancias de médio porte.

Os testes de desempenho indicam a superioridade do método OABD em 30 instancias,
perdendo apenas uma vez para o B&C-GBD e cinco vezes para a abordagem B&C-OA.
Além disso, o OABD destaca-se como a tinica abordagem que atinge o 6timo, ocorrendo em
uma instancia especifica. A anéalise da média geométrica dos gaps refor¢a essa performance
do OABD, sendo quase seis vezes menor que a do B&C-OA e aproximadamente sete vezes
menor que a do B&C-GBD. Isso indica que, de forma geral, os gaps encontrados pelo
OABD sao significativamente menores em comparac¢ao com os demais.

Consequentemente, em termos de tempo computacional, apenas o método OABD
atingiu o gap esperado antes do tempo méximo estipulado em uma das instancias, ao
passo que nenhum dos demais métodos conseguiu, como evidenciado na tabela 5.2.

Para melhor ilustrar o desempenho dos métodos, a figura 5.1 apresenta os perfis de
desempenho propostos por Dolan e Moré (2002). Ao analisar a figura, observa-se que,
para valores de 7 variando de 1 a 1.5, o método OABD resolve 100% dos problemas,
conforme indicado pela altura consistente de seu perfil de desempenho ao longo de todo o
intervalo de 7. Em contraste, os métodos apresentados por Lin e Tian (2021a), B&C-OA
e B&C-GBD, inicialmente nao atingem 100% de desempenho. No entanto, antes mesmo

de alcancar o intervalo 7 > 1.4, ambos métodos atingem essa marca.
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As insténcias de grande porte também evidenciaram a superioridade do método OABD

proposto. Na tabela 5.3, sao apresentados os gaps encontrados durante os experimentos.

Tabela 5.1: Resultados para instancias de médio porte.

B&C-OA B&C-GBD  OABD

Il |J| v GAP (%) GAP (%) GAP (%)
100 0.77586 1.29148 0.34535

800 150 2.87435 3.81162 0.26533
200 5.13977 4.33479 0.22761

100 1 0.24879 1.75943 1.04805
1000 150 2.21409 2.69361 0.80228
200 7.28062 5.74332 0.52172

100 1.07643 1.37318 0.68953

800 150 3.23266 4.70182 2.15209
200 15.51011 6.45967 4.02731

100 2 0.96158 1.64876 0.66365
1000 150 3.73281 3.09659 0.15070
200 11.21744 8.24217 0.84360

100 1.18160 2.36758 0.07570

800 150 6.86650 4.15291 0.54479
200 6.63999 7.38141 1.14979

100 3 1.00955 1.35565 0.41240
1000 150 4.51442 7.34500 0.59460
200 14.27682 14.15623  3.09134

100 1.41435 3.17558 1.69806

800 150 3.99937 5.12335 0.95199
200 6.37387 5.23308 2.96088

100 NH1  1.28142 1.44623 0.35606
1000 150 6.07895 4.82988 2.00305
200 9.05890 6.18901 6.92442

100 1.17188 3.15673 1.67015

800 150 4.38448 10.94750  2.73344
200 4.80153 6.40124 1.72730

100 NH2 0.55737 0.91505 0.00000
1000 150 6.58817 7.81849 0.12024
200 14.38949 6.31847 0.86084

100 0.73561 2.21623 2.33939

800 150 4.52415 11.96523  2.52364
200 7.89366 7.15614 1.04534

100 NH3 1.30703 1.99455 1.95818
1000 150 2.76690 5.98203 0.25933
200 10.71345 1392803  9.67796
geometric mean 3.17700 4.10596 0.57072
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Tabela 5.2: Tempo computacional obtido para instancias de médio porte.

B&C-OA B&C-GBD  OABD
I |J| v  Time(s) Time (s) Time (s)

100 7200.00 7200.00 7200.00
800 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 1 7200.00 7200.00 7200.00
1000 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 7200.00 7200.00 7200.00
800 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 2 7200.00 7200.00 7200.00
1000 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 7200.00 7200.00 7200.00
800 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 3 7200.00 7200.00 7200.00
1000 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 7200.00 7200.00 7200.00
800 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 NH1 7200.00 7200.00 7200.00
1000 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 7200.00 7200.00 7200.00
800 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 NH2 7200.00 7200.00  5372.55
1000 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 7200.00 7200.00 7200.00
800 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00
100 NH3  7200.00 7200.00 7200.00
1000 150 7200.00 7200.00 7200.00
200 7200.00 7200.00 7200.00

Em 23 instancias, o método OABD demonstrou superioridade, empatou em uma instancia
com o método B&C-OA e foi superado em cinco instancias por este ultimo método.
Notavelmente, o método B&C-GBD mostrou-se superior em apenas uma das 30 instancias

testadas. Além disso, o OABD atingiu o 6timo em trés destas instancias, sendo uma delas
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Figura 5.1: Perfil de desempenho dos méto-
dos em resolver instancias de médio porte.

a mesma em que empatou com o B&C-OA, que, por sua vez, s6 alcancou o 6timo nesta
instancia especifica. O método B&C-GBD nao alcangou o 6timo em nenhuma instancia.

Ao analisar a média geométrica, o OABD mantém o melhor desempenho em relagao
aos demais, sendo trés vezes menor que a média do B&C-OA e duas vezes menor que o
B&C-GBD. Embora nao tenha se destaque como superior em nenhuma instancia, a média
geométrica do B&C-GBD ¢ inferior & do B&C-OA, que conseguiu destacar-se em algumas
instancias. Isso indica que, de maneira geral, os gaps encontrados pelo B&C-GBD sao
melhores que os do B&C-OA.

Em relacao ao desempenho computacional, conforme representado na Tabela 5.4,
ocorre um empate entre os métodos OABD e B&C-OA, ja que ambos alcangam o 6étimo ou
um gap de tolerancia (< 107°%) dentro do tempo maximo determinado em trés instancias.
Cada método atingiu o 6timo em uma instancia distinta do outro, mas em duas instancias
especificas, ambos alcancaram o 6timo. Nessas, o método OABD parou significativamente
antes do B&C-OA, comprovando sua superioridade computacional. Vale ressaltar que o
método B&C-GBD nao atingiu o 6timo em nenhuma instancia.

A Figura 5.2 apresenta os perfis de desempenho dos métodos para instancias de grande
porte. Novamente, o método OABD demonstra superioridade sobre os demais métodos,
nao alcancando 100% de efetividade apenas no intervalo 1 < 7 < 2, mas atingindo
essa marca nos demais intervalos. Quanto aos métodos apresentados por Lin e Tian
(2021a), o método B&C-OA destaca-se como superior ao B&C-GBD na maior parte do

intervalo de 7. Nos intervalos em que a superioridade nao ocorre para o B&C-OA, os



Tabela 5.3: Resultados para instancias de grande porte.

B&C-OA  B&C-GBD  OABD

I |J| 4 GAP (%) GAP (%) GAP (%)
100 0.10889  1.54997 _ 0.00000

1500 200 0.76324 470906  0.90238
300 40.35565  8.16694  2.29742

100 0.00006  0.62784  37.35874

2000 200 1 861410  6.75393  2.08780
300 7447927 7.97467  2.37505

100 0.03638  0.18065  0.06654

3000 200 408299  2.90878  1.85385
300 73.83519  7.07117  8.07629

100 045027  1.14675 _ 0.14587

1500 200 1743123 597451  1.86034
300 81.13870  12.46602  1.61144

100 2 0.16062 065375  0.60553

2000 200 74.99780  4.75540  0.81019
300 100.00000  8.06533  1.76485

100 0.60318  0.99750 _ 0.34633

1500 200 11.93425  7.81863  0.69063
300 84.92879  14.51583  1.91681

100 3 0.00000 023907  0.00000

2000 200 7872836 4.95612  1.05772
300 100.00000  9.98169  2.30622

100 0.54862  1.03220 _ 5.80574

1500 200 26.24809  50.82971  2.80276
300 100.00000  13.36943  1.63357

100 0.43356 045145  4.53364

2000 200 NH 7442595  19.55073  0.63050
300 100.00000 851475  2.67804

100 0.00008  0.28061  0.00000

3000 200 78.15963  7.22182  3.76668
300 100.00000  7.44276  3.62999
geometric mean  5.00974 3.47599 1.61959
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métodos empatam em desempenho, e em nenhum intervalo o método B&C-GBD se mostra

superior. Ressalta-se que apenas o método OABD atingiu 100% de efetividade.



Tabela 5.4: Tempo computacional obtidos para instancias de grande porte.

B&C-OA B&C-GBD  OABD

Il |J| v Time (s) Time (s) Time (s)
100 7200.00 7200.00 498.56
1500 200 7200.00 7200.00 7200.00
300 7200.00 7200.00 7200.00
100 3951.20 7200.00 7200.00
2000 200 1 7200.00 7200.00 7200.00
300 7200.00 7200.00 7200.00
100 7200.00 7200.00 7200.00
3000 200 7200.00 7200.00 7200.00
300 7200.00 7200.00 7200.00
100 7200.00 7200.00 7200.00
1500 200 7200.00 '7200.00 '7200.00
300 7200.00 7200.00 '7200.00
100 2 7200.00 '7200.00 '7200.00
2000 200 7200.00 7200.00 '7200.00
300 7200.00 7200.00 7200.00
100 7200.00 7200.00 7200.00
1500 200 7200.00 7200.00 7200.00
300 7200.00 7200.00 7200.00
100 3  5081.65 720000  946.55
2000 200 7200.00 7200.00 7200.00
300 7200.00 7200.00 7200.00
100 7200.00 7200.00 7200.00
1500 200 7200.00 7200.00 7200.00
300 7200.00 '7200.00 7200.00
100 7200.00 7200.00 7200.00
2000 200 NH  7200.00 7200.00 '7200.00
300 7200.00 7200.00 7200.00
100 2758.61 '7200.00 973.07
3000 200 7200.00 7200.00 7200.00
300 7200.00 7200.00 7200.00
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Capitulo 6

Conclusao

6.1 Consideracoes finais

Esta dissertagao apresentou uma nova abordagem para a técnica de aproximagao externa
para problemas de localizacao de instalacoes competitivas com regra de escolha limitada.
Além dos métodos ja existentes na literatura, como B&C-OA e B&C-GBD apresentados
por Lin e Tian (2021a), desenvolvemos o método exato hibrido OABD.

O método OABD resolve o problema mestre de OA com um algoritmo de decomposicao
de Benders. Utilizando a estratégia de separar um corte de viabilidade de Benders por
cliente em cada turno e agrupando esses cortes em pequenos conjuntos, o problema mestre
nao fica sobrecarregado ao carregar esses cortes. Além disso, para acelerar ainda mais o
processo de encontrar a solucao 6tima, os cortes de viabilidade de Benders sao separados
por inspecao.

Os extensos experimentos realizados para os métodos B&C-OA, B&C-GBD e OABD
evidenciam que a estratégia proposta é bastante competitiva quando comparada com os
métodos encontrados em Lin e Tian (2021a). O desempenho do OABD demonstra uma
significativa superioridade em termos de qualidade de solucao e tempo de execucao.

No estudo de Lin e Tian (2021a), o desempenho de B&C-OA ja mostrava-se bastante
eficiente para instancias com regra de escolha parcialmente binaria. No entanto, nao foram
realizados testes com instancias de médio e grande porte para obter conclusoes mais
abrangentes sobre seu desempenho em comparagao com os demais métodos do estudo.
Surpreendentemente, o desempenho apresentado aqui evidencia a sua superioridade em
relacao ao B&C-GBD, sendo o segundo melhor desempenho neste estudo.

Assim, fica claro que a abordagem OABD se configura como uma alternativa viavel e

competitiva para resolver problemas de CFLs.
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6.2 Trabalhos futuros

Apo6s os resultados apresentados pelo método OABD e a realizagao dos testes numéricos,
acredita-se que uma abordagem ainda mais robusta possa ser implementada, abrangendo
as técnicas estudadas aqui: OA associado ao algoritmo de Benders proposto, juntamente
a decomposicao generalizada de Benders proposta por Lin e Tian (2021a). O modelo que
representa a associagao das técnicas é apresentado em 6.2.1. A implementagao do método
e bem como a realizagao de testes computacionais sao uma aposta de trabalhos futuros.

Além disso, estudos recentes introduziram o conceito de jogo de precificagao e equilibrio
de Nash para problemas de localizagao de instalagoes competitivas. Shan et al. (2019)
apresentam um modelo que considera o jogo de precos entre a empresa entrante e o
concorrente existente. O modelo otimiza a localizagdo maximizando o beneficio sob o
principio do equilibrio de Nash. Estes sao conceitos que também podem ser inseridos e
agregados aos trabalhos futuros, uma vez que jogos de precos sao inevitaveis entre as duas

empresas.

6.2.1 Proposta de decomposicao generalizada de Benders

Outra forma de lidar com o problema de localizagao de instalagoes competitivas é por
meio de uma abordagem de decomposicao generalizada de Benders, como discutido em
Lin e Tian (2021a). Geoffrion (1972) propos uma extensao do método de decomposicao de
Benders (Benders, 1962) para lidar com programagao nao linear inteira mista, resultando
no método de decomposicao generalizada de Benders.

Para o problema M1, a abordagem envolve projetar as varidveis continuas em grande
escala y, usadas para modelar o conjunto de consideragao, resultando assim em um MILP
com apenas as variaveis de decisao de localizacao e cortes derivados de um subproblema
parametrizado. As nao linearidades do MINLP sao entao transferidas para um SP nao
linear (NLP) no qual as variaveis de localizagao sao fixadas em valores propostos pelo
MILP.

Posteriormente, a teoria da dualidade nao linear convexa permite a separacao de cortes
a partir da solucao deste NLP. Esses cortes, chamados cortes generalizados de Benders,
também sao separados conforme necessario em um processo iterativo. Ao projetar as
variaveis em grande escala, o MILP resultante fica mais gerenciavel computacionalmente
e escalavel para o tamanho das instancias.

Para o problema M1, ao projetar o problema no espaco das variaveis x, obtemos a

seguinte formulacao equivalente

jed

z€{0,1}171 P

onde ®;(x) representa o seguinte problema
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: bi : :
¢i<x>_mln{2-€J7T'jy'j+1:Zyijgfy’i’ yig <z Vi€, 0<y; <1 VJEJ}
J 7 7

jeJ

Apesar de ser um problema nao linear convexo, ¢;(z) é facilmente resolvido. Lin e
Tian (2021a) demonstraram que sua solu¢do é equivalente ao problema interno de BL.
Em outras palavras, basta ordenar de forma nao crescente as localizagoes com base em
seus valores 7, obedecendo a restricao do conjunto condicional.

Além disso, é importante notar que tanto ¢;(x) quanto M1 sdo sempre vidveis para

qualquer configuracio = € {0,1}1.

Como ¢;(z) possui uma fungdo objetiva convexa
e diferenciavel sujeita a restri¢oes lineares, suas condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker sao
necessarias e suficientes para a otimalidade. Assim, ¢;(z) é suscetivel a aplicagdo de
técnicas de dualizacdo. Ao associar os vetores de variaveis duais u > 0, v > 0, e o0 > 0
as restrigoes (3.7)-(3.9), respectivamente, e considerando a auséncia de uma lacuna de

dualidade, podemos reescrever ¢;(z) como

. b;
o) =i s (=04 ol )+

jeJ jedJ jedJ

Dado que o supremo é o menor limite superior e com a introdugao da variavel z; > 0,
o problema M1 pode ser reformulado como o seguinte problema mestre de decomposicao

generalizada de Benders

( manzl + ijxj

iel jed

s.a.: z; > min + U; + Vs
v=0 {Z e TMij¥i; + 1 Z !

GBDMP
+0i)Yij } — Wi — Z’Uz’jl'j - ZU@']' V(u,v,0),i €l (6.1)
jed jed
€ {0,1} VjelJ
z; >0 Viel

\

Observe que o numero de restrigdes no GBDMP (6.1) é hipoteticamente exponencial.
No entanto, muitas dessas restri¢oes provavelmente nao serao vinculativas na otimalidade.
Podemos aplicar uma estratégia de inicialmente relaxar todas as restri¢oes, introduzindo
gradualmente apenas algumas selecionadas conforme necessario no GBDMP. Para uma

dada iteracdo h e valores fixos de x = #", podemos resolver eficientemente o subproblema

)}
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¢;(Z") e obter os valores 6timos de (u",9",5") para alcangar uma solugao 6tima para

¢i(z") ou

“hy z —h —h =h ~h
oi(T") = 1ry1121(r)1{Z T +Z al + v +Uz]>yzg} Ui Vi — Zvijxj - Zaij

jeJ jeJ

0 que nos permite isolar o problema de minimizacao interno como

. i — (7P TR
s { s S i b S

jed jeJ jeJ

Antes de prosseguir, podemos expressar a restrigao (6.1) para uma iteracdo h da

seguinte forma

> mi ! — aly — T - 7o Viel
Zz—glzlg{zgwmym—l-l—i_ZUij +U’J)y”} Ui ZUU% Zaw Vi€

jeJ jeJ jeJ

e substituir o problema de minimizacao interno pela equagao anterior, resultando no

seguinte problema mestre generalizado de Benders relaxado:

)
min Yz + ) fz
el je]
> - . .. ) .
RGBDMP { S % 2 91l ]EZJ% Vh=1,... Hiel (62)
% 20 Viel

\

onde a restri¢ao (6.2) é conhecida como cortes generalizados de Benders (GBC), e H é
o numero méaximo de iteragoes necessarias para alcancar a otimalidade, se uma solucao
6tima existir. Note que um GBC aproxima a funcio ¢;(Z") pelo seu subestimador linear
em z". Além disso, como ¢;(x) é vidvel para qualquer valor de = € [0, 1]/, ndo precisamos
adicionar mais restri¢coes de viabilidade, por exemplo, restri¢oes de viabilidade de Benders,
ao RGBDMP.

Um aspecto crucial de um algoritmo de decomposi¢ao de Benders reside na separagao
de cortes de Benders. O desempenho do algoritmo de Benders é sensivel nao apenas aos
valores 6timos das variaveis duais, mas também ao método usado para obté-los. Aqui,

apresentamos um procedimento simples, mas eficaz, projetado para separar cortes de
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Benders (6.2) a partir de solugoes fornecidas pelo RGBDMP, quer sejam fracionarias ou
inteiras. Vale ressaltar esse ponto, ja que o procedimento proposto por Lin e Tian (2021a)
para a separacgao de cortes de Benders s6 pode ser aplicado a solugoes inteiras. FEssa
limitacao restringe significativamente a eficacia potencial do método de decomposicao de
Benders. Além disso, nosso procedimento é versatil, permitindo a separagao de cortes de
Pareto-6timos dentro do esquema proposto por Papadakos (2008).

Para calcular os valores 6timos das varidveis duais v, utilizamos as condicoes de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) associadas ao espaco vidvel de ¢;(z") em Z", apos obter sua
solucao 6tima ¢". Lembre-se de que 3" é facilmente obtido para um dado z". Para cada
i € I, a funcdo Lagrangeana é dada por L;(y,u,v,0,0) = m - ui(ZjGJ Tij —
Vi) + 2 ies ViiUig — T5) + 22 5e 506U — 1) + 3 e 5 0i5Uij- Entdo, dados Z e uma solugao
Otima ¢ associada a T, temos as seguintes condigoes KKT, i.e., o seguinte conjunto de

equagoes lineares para as variaveis duais, uma para cada ¢ € I, ou:

(
—bimi;

(22jes mijliy +1)°
w(Y Gy =) =0 (6.4)

+ u; + Vjj + Oij — 91']' =0 Vj eJ (63)

KKT g€t
vij (7 — ;) =0 vieJ (6.5)
0ij(Hi; — 1) = 0 vieJ (6.6)
| 0,555 = 0 vieJ  (67)

Uma forma de resolver o conjunto de equacoes lineares KKT é a de empregar um
procedimento pratico e direto para calcular uma das infinitas solugoes disponiveis. Para
cada i € I, primeiro calculamos 7;; da mesma forma que fizemos na segao 4.3.3.

Primeiro, verificamos se ) ., Z; < ;. Se este for o caso, fazemos y;; = Z;, para cada

jeJ
j € J. Caso contrério, formamos um conjunto ordenado £; C J de indices ordenados
nao crescentemente por seus respectivos valores de m;;. Em seguida, identificamos o
indice critico j* tal que Ejeﬁi:o(j)@(j*) T; <y < Zje[li:o(j)go(j*)jj' Lembre-se de que
a fungao o(j) retorna a posi¢ao do indice j na lista £;. Também criamos conjuntos
S={j€Li:o(j) <o(j")}eS=5\{j}.

Podemos, entao, obter a solugao ¢tima para y;; definindo: y;; = Z;, para todos j € S,
Yij= = Vi — Zj€§ zj, ey;; =0, para j € £;\ S. Uma vez que os valores 6timos de g sao
b (Z;CEJ_Z#H)Z e calculamos o valor dual u;.

Se Y jes Tj < i, ou seja, a restri¢ao do conjunto condicional nao é vinculante, entao

obtidos, definimos b; =

u; = 0; caso contrério, definimos u; = b;-. Em seguida, definimos os outros valores duais
verificando se suas condi¢oes KKT sao atendidas. Para todos j € L£;, primeiro verificamos
se j € S. Se for o caso, definimos 60;; = 0 e verificamos se Z; = 1. Se isso for verdade,

definimos v;; = 0 e 0;; = —b; — w;; caso contrério, definimos v;; = —b; —u; e 0,5 = 0. Se

j ¢S, fazemos v;; =0, 05 =0e 6;; = Bj + u;.
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Este procedimento simples nos permite separar cortes generalizados de Benders a
partir de solugoes fracionarias e inteiras . Isso é importante, pois podemos usar esse
procedimento para separar cortes Pareto-6timos usando o esquema de Papadakos (2008)
e realizar um aquecimento do método conforme proposto por McDaniel e Devine (1977).
Ambas as estratégias, quando realizadas judiciosamente, melhoram significativamente o
desempenho do método. Como o problema dual de Lagrange é degenerado, a primeira
estratégia ajuda a encontrar cortes que nao sao dominados por outros cortes; enquanto
a segunda explora a ideia de que, nas iteragoes iniciais, o RGBDMP tem poucos ou
nenhum corte para encontrar a solugao 6tima. Portanto, ter cortes separados de forma
computacional mais barata melhora substancialmente o desempenho do método.

Papadakos utilizou o conceito de core-point proposto por Magnanti e Wong (1981)
para separar cortes Pareto-6timos. Um corte é considerado Pareto-6timo quando nao ha
nenhum outro corte que o domine para um mesmo ponto de referéncia ou core-point. No
contexto do método de decomposicao de Benders, um core-point é uma solucao para as
variaveis inteiras que pertence ao interior relativo do problema mestre de Benders ou, no
caso presente, ao interior relativo de RGBDMP.

Como nao ha restrigoes adicionais no RGBDMP, além dos cortes de otimalidade de
Benders e do dominio das varidveis x, qualquer valor para z; € [0,1], j € J, seria
considerado um core-point valido. Apos testes preliminares, optamos por definir o valor
de 25 = 0,98, j € J, onde z° representa o core-point.

Para separar cortes Pareto-6timos, Papadakos propos a resolucao de um subproblema
adicional a cada iteracao, antes da resolugao do problema mestre de Benders. Este SP
adicional é solucionado usando o core-point no lugar das variaveis temporariamente fixadas
pelo problema mestre. Além disso, o core-point deve ser atualizado a cada iteracao por
meio da combinacao linear da nova solugao proposta pelo PM com o core-point utilizado,
ou seja, T§ = Az; + (1-— )\)acj, j € J,onde A = %

Aqui, o problema adicional proposto por Papadakos consiste em resolver o sistema de
equagoes lineares das condi¢oes de KK'T usando 2 no lugar de Z e calculando o 3 associado
ao ¢ Ressaltamos que y pode ser facilmente calculado, conforme demonstrado no final
da Secao 4.3.3, utilizando a teoria do problema da mochila para obter esses valores.

Finalmente, McDaniel e Devine observaram que as primeiras iteragoes do método de
decomposi¢ao de Benders tém pouca ou nenhuma informacao poliédrica para encontrar a
solugao 6tima. Eles sugerem, portanto, executar inicialmente o método com as variaveis
inteiras relaxadas, obtendo assim um conjunto inicial de cortes a um custo computacional
mais acessivel. Esse ciclo inicial é conhecido como aquecimento, ou warm-start. Aqui,
implementamos o aquecimento para todos os métodos propostos por nés. O aquecimento
ocorre por um numero fixo de iteragdoes ou até que o limite da programacao linear do

problema mestre de Benders seja atingido.



49

Referéncias Bibliograficas

Aboolian, R., Berman, O., e Krass, D. (2007). Competitive facility location and design
problem. European Journal of Operational Research, 182(1):40-62.

Aboolian, R., Sun, Y., e Koehler, G. J. (2009). A location—allocation problem for a web
services provider in a competitive market. Furopean Journal of Operational Research,

194(1):64-77.

Ashtiani, G., Makui, A., e Ramezanian, R. (2013). A robust model for a leader—follower
competitive facility location problem in a discrete space. Applied Mathematical Model-
ling, 37(1-2)):62-71.

Benders, J. F. (1962). Partitioning procedures for solving mixed-variables programming
problems. Numerische Mathematik, 4:238-252.

Brandenberg, R. e Stursberg, P. (2021). Refined cut selection for benders decomposition:
applied to network capacity expansion problems. Mathematical Methods of Operations
Research, 94:1-30.

Conforti, M. e Wolsey, L. A. (2019). “facet” separation with one linear program. Mathe-
matical Programming, 178:361-380.

Dolan, E. D. e Moré, J. J. (2002). Benchmarking optimization software with performance
profiles. Mathematical Programming, 91(2):201-213.

Drezner, T. (2009). Competitive facility locationCompetitive Facility Location, pages 396—
401. Springer US, Boston, MA.

Drezner, T. e Drezner, Z. (2004). Finding the optimal solution to the huff based compe-
titive location model. Computational Management Science, 1(2):193-208.

Drezner, Z., Suzuki, A., e Drezner, T. (2007). Locating multiple facilities in a planar com-
petitive environment. Journal of the Operations Research Society of Japan, 50(3):250—
263.

Duran, M. e Grossmann, I. (1986). An outer-approximation algorithm for a class of

mixed-integer nonlinear programs. Mathematical Programming, 36:307-339.



50

Fernandez, J., Salhi, S., e Boglarka, G. (2014). Location equilibria for a continuous
competitive facility location problem under delivered pricing. Computers Operations

Research, 41:185-195.

Fischetti, M., Salvagnin, D., e Zanette, A. (2010). A note on the selection of Benders’
cuts. Mathematical Programming, 124:175-182.

Gentile, J., Pessoa, A. A., Poss, M., e Roboredo, M. C. (2018). Integer programming
formulations for three sequential discrete competitive location problems with foresight.
European Journal of Operational Research, 265(3):872-881.

Geoffrion, A. (1972). Generalized benders decomposition. Journal of Optimization Theory
and Applications, 10:237-260.

Hotelling, H. (1929). Stability in competition. Economic Journal, 39:41-57.
Huff, D. L. (1964). Defining and estimating a trade area. Journal of Marketing, 28:34-38.

Ivanov, S. V. e Morozova, M. V. (2016). Stochastic problem of competitive location of
facilities with quantile criterion. Automation and Remote Control, 77(3):451-461.

Levanova, T. e Gnusarev, A. (2018). Ant colony optimization for competitive facility
location problem with elastic demand. OPTA-SCL, 2018.

Lin, Y. H. e Tian, Q. (2020). Exact approaches for competitive facility location with
discrete attractiveness. Optimization Letters, 15:377-389.

Lin, Y. H. e Tian, Q. (2021a). Branch-and-cut approach based on generalized benders
decomposition for facility location with limited choice rule. Furopean journal of opera-
tional research, 293:109-119.

Lin, Y. H. e Tian, Q. (2021b). Generalized benders decomposition for competitive facility
location with concave demand and zone-specialized variable attractiveness. Computers

and Operations Research, 130.

Ljubi¢, 1., Putz, P., e Salazar-Gonzalez, J.-J. (2012). Exact approaches to the single-source
network loading problem. Networks, 59(1):89-106.

Ljubi¢, I. e Moreno, E. (2018). Outer approximation and submodular cuts for maxi-
mum capture facility location problems with random utilities. Furopean Journal of

Operational Research, 266.
Luce, R. D. (1959). Individual choice behavior. John Wiley.

Magnanti, T. e Wong, R. (1981). Accelerating benders decomposition: Algorithmic enhan-

cement and model selection criteria. Operations Research, 29(3):464-484.



51

Mai, T. e Lodi, A. (2020). A multicut outer-approximation approach for competitive
facility location under random utilities. FEuropean Journal of Operational Research,

284:874-881.

Martello, S. e Toth, P. (1990). Knapsack problems: algorithms and computer implemen-
tations. John Wiley & Sons, Inc.

McDaniel, D. e Devine, M. (1977). A modified benders’ partitioning algorithm for mixed
integer programming. Management Science, 24(3):312-319.

Mishra, M., Singh, S. P., e Gupta, M. P. (2023). Location of competitive facilities: a
comprehensive review and future research agenda. Benchmarking: An International
Journal, 30(4):1171-1230.

Oliveira, P. B. d., Camargo, R. S. d., Miranda, G. d., e Martins, A. X. (2021). A com-
putational study of a decomposition approach for the dynamic two-level uncapacitated
facility location problem with single and multiple allocation. Computers Industrial
Engineering, 151:106964.

Papadakos, N. (2008). Practical enhancements to the magnanti-wong method. Operations
Research Letters, 36(4):444-449.

Rahmaniani, R., Crainic, T. G., Gendreau, M., e Rei, W. (2017). The benders decom-
position algorithm: A literature review. FEuropean Journal of Operational Research,
259(3):801-817.

Real, L. B., Contreras, 1., Cordeau, J.-F., Camargo, R. S. d., e Miranda, G. d. (2021).
Multimodal hub network design with flexible routes. Transportation Research Part E:

Logistics and Transportation Review, 146:102188.

Real, L. B., O’Kelly, M., Miranda, G. d., e Camargo, R. S. d. (2018). The gateway hub
location problem. Journal of Air Transport Management, 73:95-112.

Seyhan, T. H., Snyder, L. V., e Zhang, Y. (2018). A new heuristic formulation for a

competitive maximal covering location problem. Transportation Science, 52:1156—-1173.

Shan, W., Yan, Q., Chen, C., Zhang, M., Yao, B., e Fu, X. (2019). Optimization of com-
petitive facility location for chain stores. Annals of Operations Research, 273:187-205.



	d0dfab0a0c0502e9fcfff62b383535fe811c64bbb71bcb07e01d3105c89ad0b8.pdf
	Dissertação_Thalles_Mota_Defesa - Final
	1 Introdução
	2 Revisão da Literatura
	3 Descrição do Problema e formulações
	4 Métodos exatos de resolução
	4.1 B&C-OA
	4.2 B&C-GBD
	4.3 OABD
	4.3.1 Hibridização da técnica de aproximação externa com o método de decomposição de Benders
	4.3.2 O método de decomposição de Benders
	4.3.3 Resolvendo o subproblema dual de Benders (DSP)

	4.4 A estrutura das abordagens propostas

	5 Resultados Computacionais
	5.1 Experimentos numéricos
	5.2 Resultados e discussões
	5.2.1 Instâncias de médio porte
	5.2.2 Instâncias de grande porte


	6 Conclusão
	6.1 Considerações finais
	6.2 Trabalhos futuros
	6.2.1 Proposta de decomposição generalizada de Benders


	Referências Bibliográficas

	SEI_UFMG - 3056801 - Ata de defesa de Dissertação_Tese

	d0dfab0a0c0502e9fcfff62b383535fe811c64bbb71bcb07e01d3105c89ad0b8.pdf
	d0dfab0a0c0502e9fcfff62b383535fe811c64bbb71bcb07e01d3105c89ad0b8.pdf

